CARACTERUL ALGEBRIC AL INEGALITATILOR LUI
BLUNDON

CONSTANTIN P. NICULESCU

1. Introducere'. Fie R, r si p respectiv raza cercului circumscris, a cercului
inscris gi semiperimetrul unui triunghi. W. J. Blundon [2] a demonstrat c&

(B) 2R? +10Rr —1? —2(R —2r)y/R(R —2r) < p* <
<2R? +10Rr — 12 + 2(R — 2r)\/R(R — 2r).

Precizarea cazului de egalitate se datoreazd lui Al. Lupas [6]: Avem egalitate in
inegalitatea din stdnga daca si numai daca triunghiul este fie echilateral, fie isoscel,
cu baza mai mare ca laturile egale; avem egalitate in inegalitatea din dreapta daca
si numai dacd triunghiul este fie echilateral, fie isoscel, cu baza mai micd decét
laturile egale. Sa notdm de asemenea comentariile foarte interesante ale domnului
V. Cartoaje [3] pe marginea inegalitdtilor de mai sus.

Scopul notei de fatd este acela de a ardta cd inegalitatile lui W. J. Blundon
sunt consecinta directd a unei inegalitati algebrice implicand functiile simetrice ele-
mentare. Acest fapt nu este nou. Vezi cartea lui V. P. Soltan si S. I. Meidman [12].
Abordarea noastrd pune insi lucrurile intr-o perspectivd mai generald si creeaza
astfel posibilitatea gasirii unor noi rezultate.

Vom baza demonstratia inegalitatilor lui W. J. Blundon pe urmatoarea lega-
turd dintre polinoamele cu rddacini reale si inegalitédtile intre functiile simetrice
elementare:

Teorema A. Fie x,y,z € C astfel incit x +y + z, xy + yz + zz, xyz € R. Atunci
z,y,z € R, daca si numai dacd
(z+y+2)° (xy+yz+20)° +18(x +y+2) (zy + yz + 22) zyz >
>d(z+y+2)°ayz+4(zy + yz + 2x)° + 27229222
In plus, inegalitatea este strictd, exceptand cazul cind x =y = z.

Demonstratia acestei teoreme face obiectul sectiunii urmatoare.
In orice triunghi au loc relatiile

a+b+c = 2p
ab+bc+ca = p?>+r2+4Rr
abc = 4Rrp

astfel ca pentru

r=p—a, y=p—bsi z=p—c
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avem
r+y+z = p
zy+yz+ze = r(AR+r)
ryz = pre

si inegalitatea din Teorema A se scrie in acest caz (dupd reducerea termenilor de
semn contrar),

p* —2(2R? + 10Rr — 7%) p* + 64rR® + 48r°R* + 12r° R+ r* < 0,

egalitatea avand loc numai pentru triunghiurile echilaterale. Punand aceasta ine-
galitate sub forma

(+) (> — 2R® — 10Rr +12)* < 4R (R — 2r)°

obtinem inegalitatea lui Euler,
R >2r

si faptul cd aceasta devine egalitate numai in cazul triunghiurilor echilaterale.
Din (*) rezultd imediat inegalitétile (B).
Teorema A conduce la inegalitatea () si in oricare din urmatoarelor cazuri:

B C
T=n Y=g 2T 55:15957 thQE, Z:t!JE;

T=Tq, Y=Tp, 2=Tc.

V. P. Soltan si S. I. Meidman [12] fac o observatie importantd, anume ci inegal-
itatea (%) reprezintd conditia necesard §i suficientd pentru ca trei numere pozitive
R, r g1 p sa reprezinte respectiv raza cercului circumscris, a cerculut inscris §i semi-
perimetrul unui triunghi.

Inegalitatile intre functiile simetrice elementare (dintre care cea mai cunoscutd
este inegalitatea mediilor) sunt pe larg tratate in numeroase carti. Amintim in
primul rand pe cele ale lui G. Hardy, J. E. Littlewood i G. Polya [5] si A. W. Mar-
shall si I. Olkin [8]. Trebuie s mentiondm insd cd nota de fatd are la bazd ideea
initiatd de Newton [9] si discipolul s§u Maclaurin [7] (idee definitivatd ulterior de J.
J. Sylvester [13]), potrivit cdreia conditia de realitate a rddéacinilor ecuatiilor alge-
brice este exprimabild in termeni de inegalitati construite cu coeficientii acestora,
deci in termeni de functiile simetrice elementare. Vezi Teorema B de mai jos. O
abordare completd a acestei chestiuni va apare in [10].

2. Demonstratia Teoremei A. Binecunoscutul rezultat privind discutia na-
turii radacinilor trinomului de gradul doi cu coeficienti reali in functie de semnul
discriminantului admite urmatorul analog pentru ecuatiile algebrice de gradul trei:

Lema 1. Fie ay,a9,a3 € R. Conditia necesara si suficientd pentru ca radacinile
1, To, T3 ale ecuatied

(E) 22— a1 +asxr —az =0
sa fie numere reale este indeplinirea inegalitatii

D= (:vl — 1'2)2 (CL’Q - 1’3)2 (1’3 - 1’1)2 2 0.



Cantitatea D care apare in enuntul Lemei 1 poartd numele de discriminant (al
polinomului 2% — a12% + axz — a3 aflat in atentie). Legitura cu Teorema A este
imediatd, observand ca

1 1 1 1z 22

D = det T1 Ty X3 . 1 zo 23 =
2 2 .2 2
i T3 I3 1 z3 23

3 Sap Yk
= det| Y >t Ya} | =
Yowp wp 2wy

= 18ajazaz + a’a3 — 4adasz — 4a3 — 27a§
ultima egalitate fiind motivata de relatiile lui Viete.

Demonstratia algebricd o Lemei 1. Daca radacinile x1, xo, x3 sunt reale, atunci
este evident cd D > 0; in plus, D = 0 dacd si numai dacad x; = z2 = z3.

Daca ecuatia in atentie nu are toate radacinile reale, atunci in mod necesar doua
din ele ar fi complex conjugate, iar a treia ar fi reald, spre exemplu,

r1=a-+bi, xo=a—bi, r3=c
unde a, b, c € R gi b # 0. In acest caz,
D = —b*[(a —c)* +b*] < 0.

Demonstratia analitici a Lemei 1. Ecuatia (E) are toate rddécinile reale daca si
numai daca ecuatia redusa,

v’ —py+q=0,
care se obtine utilizand schimbarea de variabild @ = y + a;/3,are toate radacinile
reale; sd notdm ca
14 1 2

. 3
=—-aj—a i = —aias — a3 — —ay .
p 3N 2 S g 312 3 o7 M

Or, tehnica girului lui Rolle ne arata ci ecuatia redusa are toate rddacinile reale
dacd si numai daca
3 2
BEOY
3/ T \2

Inlocuind expresiile lui p si ¢ gdsim conditia D > 0 in forma

(NN) 18a1a2a3 —+ a%a% — 4(1?&3 _ 4CL3 _ 270,% > 0. |

3. Imnegalitatile lui Newton. O binecunoscuta consecinta a teoremei lui Rolle
(datoratd lui C. Maclaurin [7] i mentionatd gi in manualele gcolare de analizi
matematicd) afirma cd dacd un polinom are toate rdd&cinile reale, atunci derivata
lui are de asemenea toate radacinile reale.

Daci polinomul cu coeficienti reali P(z) = x —aq 2 4asx—asg are toate ridicinile
reale, atunci si derivata sa 322 — 2a,x + as are aceastd proprietate. Prin urmare
a% > 3as.

Procedand aseménitor asupra numardtorului lui P(1/x), ajungem la inegalitatea
a3 > 3ajaz. Inegalititile

3

(N) a? >3ay si ai > 3aiaz
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au fost remarcate pentru prima datd de Newton [8] gi 1i poartd numele. Maclaurin
[7], cdruia i se datoreazi rationamentul de mai sus, a observat ci ele implici

(a1/3)” > as
echivalent,

X +.’£2+.’£3
3

fapt care reprezinta inegalitatea mediilor pentru familiile formate din 3 numere
reale. Urméand ideea dezvoltatd mai sus, el a demonstrat inegalitatea mediilor in
toatd generalitatea, tratand si cazul de egalitate. Un secol mai tarziu, A.-L. Cauchy
a indicat binecunoscuta sa demonstratie inductiva a inegalitatii mediilor, care este
astiizi reprodusd in multe cirti. Vezi, de exemplu, [5].

In acord cu discutia de mai sus, inegalitatea (NN) implica inegalitatile lui New-
ton (N). Pentru un argument direct, s observdm c& inegalitatea (NN) se mai
scrie

) > x1xox3 pentru orice 1, x2, T3 € R,

4(a3 — 3ara3)(a® — 3az) > (aras — 9a3)?
si deci a% — 3ajas si a% — 3as sunt simultan > 0 sau < 0. Or, a% — 3ay > 0 este
echivalenta cu

(1 + @2 + 23)° > 3 (2122 + 2223 + 2321 ,
adica cu (z1 — 22)% + (v2 — 23)? + (23 — 1) > 0, ceea ce evident are loc pentru
orice x1, x2, x3 € R. Deci si a% —3ajaz > 0.

Inegalitatea a3 — 3ajaz > 0 conduce (pentru 1 =p—a, y=p—b si z2=p—c)
la o binecunoscuta inegalitate in triunghi:

A+ 4+E>a@—b)%+b-c)?+(c—a)+4V35.

Acest fapt este detaliat in [1] si [4], impreund cu o suitd de aplicatii.
Exemple®. In general (N) nu implicd (NN). Un prim exemplu ni-1 oferd cazul
ecuatiei

2 — 8.922 + 262 — 24 = 0,
caz in care a; = 8.9, ag = 26, ag = 24. Aceastd ecuatie are (aproximativ) ridédcinile
x1 = 1.8587, w9 =3.5207 —0.71933¢, x3 = 3.5207 + 0.719334.

Interesant de observat ci ea reprezintd o "mica” perturbare a unei ecuatii ”foarte
cuminti”,

23— 92% + 260 — 24 = (v — 2)(z — 3)(x — 4) = 0.

Inegalitatile lui Newton functioneaza deoarece

a? —3ay=(8.9)°—-3-26=1.21 si a?—3a1a3=(26)>—3-8.9-24=35.2
dar inegalitatea (NN) nu este verificata.

Al doilea exemplu este legat de ecuatia

x5 — 2pa® + (p* + 4Rr + ¥z — 4pRr = 0,

consideratd in Introducere. Dupd cum este relatat in [14], pag. 103, inegalitatile
lui Newton conduc in acest caz la

Ir(4R + 1) < 3p* < (4R +1)?

2Peste tot, in scrierea zecimald a numerelor reale vom folosi punctul in locul traditionalei
virgule.



relatii mai slabe ca inegalitatile lui Blundon, observate de G. Colombier si T. Doucet
in 1872.

4. Cazul ecuatiilor de ordin superior. Putem introduce notiunea de dis-
criminant si pentru polinoamele de grad superior. Anume, dat fiind polinomul cu
coeficienti reali P(z) = 2™ —a12" ' +...4+(—1)"a,, ale cirui radicini sunt 1, ..., z,,,
discriminantul sdu se definegte prin formula

D(17a17 "'7an) = H (xl - :L'j)2 :
i <j
Pentru n> 4, evidentierea naturii radacinilor nu mai este posibila utilizand doar
semnul discriminantului. Vezi cazul unei ecuatii de gradul 4 cu doud perechi de
radscini complexe conjugate. Locul lui il iau familiile discriminante. In acest
mod, generalizarea Teoremei A o constituie urmatorul rezultat demonstrat de J. J.
Sylvester [13] in 1853:

Teorema B. Pentru fiecare numar natural n > 2 existid un set de cel mult n — 1
polinoame cu coeficienti intregi

Ri(z1, . %0), ooy Rin)(T1, .0y 20)
cu proprietatea ca polinomele cu coeficienti reali,
P(z) = 2" —a12" ' + ...+ (=1)"a,,
care au radacinile reale sunt precis acelea pentru care
Ri(a,...;an) 20, ..., Rymylar, ...;an) > 0.

Procedeul algoritmic evidentiat de demonstratia acestui rezultat permite sa
alegem ca polinom Rj(x1,...,Z,) tocmai discriminantul de ordinul n. Din picate,
inegalitatile care se obtin implica foarte multi termeni. De exemplu, discriminantul
de ordinul 8 are nu mai putin de 26095 termeni! Vezi [11].

O varianta evidenta a Teoremei B este aceea cand se cere ca radacinile sa fie nu
numai reale ci chiar nenegative. Atunci, pe langa inegalititile indicate, mai trebuie
verificate gi urmatoarele:

a1 >0, ..,a, >0.

Inegalitatile (implicand functiile simetrice elementare) pe care le evidentiaza
Teorema B reprezintd un uriag potential, pe care cititorii Gazetei matematice sunt
indemnati sa-1 puna in valoare.

Bibliografie

[1] M. Becheanu, Algebraic methods in triangle geometry, Romanian Mathematics
Magazine 1 (1999), sub tipar.

[2] W. J. Blundon, Inequalities associated with the triangle, Canad. Math. Bull. 8
(1965), 615-626.

[3] V. Cartoaje, Extensions of Blundon-type inequalities, Romanian Mathematics
Magazine 1 (1999), sub tipar.

[4] A. Engel, Problem-Solving Strategies, Springer-Verlag, 1998.

[5] G. Hardy, J. E. Littewood and G. Polya, Inequalities, Cambridge Mathematical
Library, 2nd ed., 1952.

[6] Al. Lupas, Asupra unor inegalitati geometrice, Revista de matematica a elevilor
din Timigoara, XV (1984), no. 1, pp. 21-23.

[7] C. Maclaurin, A second letter to Martin Folkes, Fsq.; concerning the roots of



6 CONSTANTIN P. NICULESCU

equations, with the demonstration of other rules in algebra, Phil. Transactions
36 (1729), 59-96.

[8] A. W. Marshall and I. Olkin, Inequalities: Theory of Majorization and its Appli-
cations, Academic Press, 1979.

[9] I. Newton, Arithmetica universalis: sive de compositione et resolutione arith-
metica liber, 1707.

[10] C. P. Niculescu, A New Look at Newton’s Inequalities, sub tipar.

[11] T. Sasaki, Y. Kanada and W.Watanabe, Calculation of discriminants of higher
degree equations, Tokyo J. Math. 4 (1981), 493-503.

[12] V. P. Soltan si S. I. Meidman, Identitati i inegalitati in triunghi, Ed. Stiinta,
Chigindu, 1982 (In 1b. russ)

[13] J. Sylvester, On a theory of syzgetic relations of two rational integral functions
comprising an appplication to the theory of Sturm’s functions, Phyl. Trans. of
the Royal Soc. of London CXLIIT (1853), 407-548.

[14] V. Gh. Vod4, Vraja geometriei demodate, Ed. Albatros, Bucuresti, 1983.

UNIVERSITATEA DIN CRAIOVA, STR. AL. I. Cuza 13, CrAIOVA 1100
E-mail address: tempus@oltenia.ro



