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1. INTRODUCERE

Functiile convexe se bucura de o serie de proprietati geometrice, care le fac deosebit
de utile in aplicatiile analizei matematice. Acestea sunt prezentate adesea in ipoteza
suplimentara de derivabilitate, o restrictie pe care nota de fata isi propune sa o elimi-
ne. In particular, vom da o noud perspectivd unor rezultate publicate anterior de V.
Cartoaje [1] si M. O. Drimbe [2].!

In cele ce urmeazs, I desemneazi un interval nevid. Reamintim ci o functie
f I — R este numita functie convexa daca

[ a1z + asxs) < o f (21) + o f (22)

pentru orice 1, x5 € I si orice ag, s € [0,1], cu ay + as = 1.
Este binecunoscut ca orice functie convexa f definita pe un interval deschis I este
continua, are derivate laterale finite in orice punct si

z <yin I implicd f,(z) < fu(x) < fi(y) < fay). (*)

In particular, atat f, cat si fcll sunt functii crescdtoare. Deoarece multimea
punctelor de discontinuitate ale unei functii crescatoare este cel mult numarabila,
rezulta de aici ca orice functie convexa este derivabila, exceptdnd o submultime cel
mult numarabila de puncte. Toate aceste proprietati sunt demonstrate de exemplu
in monografia autorului [5].

Locul derivatei in cazul functiilor convexe este jucat de subdiferentiala, un obiect
care poate fi prezentat fie ca multime de functii, fie ca aplicatie multivoca. Vom opta
pentru prima varianta, care ni se pare mai naturala.

Prin definitie, subdiferentiala unei aplicatii f : I — R este multimea

Of ={p: I = R|f(z) 2 f(a) + (v — a)p(a), Vo,a € I}.

*Articol publicat in Gazeta Matematica, publicatie lunard pentru tineret, CIII (1998), no. 9,
pp. 329-337.

'Dupa publicarea acestei lucriri am constatat ca de fapt nota d-lui M. O. Drimbe [2] prezenta
(fard sd facd vreo mentiune) un rezultat al lui S. S. Dragomir si N. M. Ionescu din lucrarea lor Some
converse of Jensen’s inequality and applications, Rev. Anal. Numér. Théor. Approx. 23 (1994),
71-78.
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Interpretarea geometrica a subdiferentialei este aceea ca dreapta de coeficient
unghiular ¢(a), care trece prin punctul (a, f(a)), se afla sub graficul lui f. Acest fapt
conduce la urmatoarea caracterizare a functiilor convexe, binecunoscuta specialistilor
din domeniul analizei convexe:

Lema 1. Fie I un interval si fie f : I — R o functie definita pe I.

i) Presupunem ca intervalul I este deschis. Atunci subdiferentiala Of este nevida

dacd si numai daci f este convexd. In plus, dacd p € df, atunci

fu(2) < p(x) < fol2)
pentru orice x € I; in particular, @ este o functie crescatoare.

ii) In cazul unui interval oarecare I, subdiferentiala Of este nevida dacd i numai
daca f este restrictia unei functii convexe definite pe un interval deschis care il include
pe I.

Demonstratie. i) Pentru partea de necesitate este suficient si aratam cd daca f este
o functie convexa atunci atat f; cat si f;l apartin lui df. Vom detalia aici doar faptul
ci f; € Of.

Fie z,a € I i presupunem c& = > a. Pentru orice ¢ € (0, 1] avem
F(A=ta+tr) < (1—t)f(a) +1f(x)
de unde rezulta

flatt(z—a)) = fla)

f(@) 2 fla) + HEE

(z—a)

iar prin trecere la limita cu ¢ — 0+, de aici deducem c& f(z) > f(a) + fy(a)(z — a).
Daca = < a, atunci un rationament similar ne da

f(@) = fla) + fi(a)(x —a) = fla) + fy(a)(z — a)
deoarece x < a.
Faptul ca functia ¢ este crescitoare rezulta acum din relatia (*).
Pentru partea de suficienta, s notam ca daca ¢ € df, atunci pentru orice doua
puncte x,y € I si orice A € [0, 1] avem

fl@) = f((L=Nz+My) + Az —y)e((L = Nz + Ay)
fly) = f((A=Nz+dy) = (1= A)(z—y)e((1 =)z + y)
de unde, adunand prima relatie inmultita cu 1 — A cu a doua inmultita cu A deducem
ca
(L= f(2)+Af(y) = f((1 =)z + Ay).
Punctul ii) rezultd din i). W

In paginile Gazetei Matematice, o parte din rezultatul Lemei 1 a ficut obiectul
notei [7], fira a se constientiza insa ca este vorba de un intreg domeniu deja dezvoltat.
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2. PRECIZAREA INEGALITATII LUI JENSEN

Scopul acestei sectiuni este acela de a demonstra inegalitati care sa evalueze precizia
in binecunoscuta inegalitate a lui Jensen. O prima varianta este urmatoarea:

Teorema 1. Fie I un interval deschis, fie f : [ — R o functie convexa gi fie p € Of.
Atunci

o
IA

S ) — 1 (X o) <
< ZZZI aprpp(Tr) — <Z::1 Oéka'k) <Z::1 ozkgp(xk)>

pentru orice Ty, ..., T € I gi orice aq,...,a, € [0,1], cu Y o, oy = 1.

Sa notam ca prima inegalitate este aceea a lui Jensen, care apoi este precizata de
inegalitatea lui Cebasev, aplicata perechii de functii crescatoare ¢ si identitatea lui 1.

Demonstratie. Conform definitiei lui 0f avem

f(x) > f(xx) + (x — 2p)p(r)

pentru orice x € I si orice k € {1,...,n}. Inmultind ambii membri cu ay, adunand
inegalitdtile si particularizand rezultatul obtinut pentru x = Y, _, ajxy, deducem a
doua inegalitate din enunt. Wl

Putem preciza inegalitatea lui Jensen i altfel:

Teorema 2. Fie f : [a,b] — R o functie conveza gi continua, care admite derivata la
dreapta finitd in punctul a. Fie aq,...,c, € [0,1] cu Y p_, o =1 gi fie [mq, My], ...,
[m,, M| subintervale compacte incluse in intervalul [a,b]. Atunci functia

E(zy,...,x,) = Z:Zl apf(zy) — f (2:21 &ka:k)

definita pe [my, My] X ... X [m,, M,,| isi atinge maximul intr-un punct din {my, My} X
o X {my,, My, } . Mai general, oricare ar fi 2 un domeniu convex §i compact inclus in
[a, b]™, restrictia lui E(xq,...,x,) la Q isi atinge maximul intr-un punct din frontiera
lug €.

Demonstratia Teoremei 2 se bazeaza pe o binecunoscuta rafinare a Teoremei lui
Lagrange, a cresterilor finite:

Lema 2 (Generalizarea Teoremei lui Lagrange). Fie h : [a,b] — R o functie continua,
care admite derivatd la dreapta finita in orice punct din |a,b). Atunci existd doud
puncte o gi B in [a,b) astfel incdt

hy(@) <
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Demonstratie. Ca gi in cazul ”diferentiabil”, consideram functia auxiliara

h(b) — h(a)

H(z) = h(x) — —

(x —a), z€la,b.

Evident, functia H este continua si H(a) = H(b). Alegem & si 3 in [a, b] astfel incat

H(a)=inf H si H(B)=supH.
Daci H(a) = H(J), atunci H este constants si putem alege a@ = 3 arbitrar in
[a,b).
Daca H(@) < H((), atunci & # [ i putem presupune ca &, 5 € [a, b); vezi faptul
cd H(a) = H(b). )
Consideram cazul cand a < & < § < b. Din faptul ¢ & este un punct de minim
si B este un punct de maxim, rezulta ca

H‘;(a) - zEng) Tr— -
"B = lim H(z) — H(B)
Hd(ﬁ) - ILB+0 Jf—B SO
Or,
Hj(@) = hyfa) - " 1
si
Hy(B) = () - MO =1

Rezultd c& proprietatea din enunt este verificatd pentru o = 5 si 5 = @.

Cazul cand a < < & < b se trateazs similar. W

Demonstratia Teoremei 2. Vom demonstra cd pentru orice z € [my, My, k €
{1,...,n}, avem

E(x1, .y @y ooy ) < sup{E(z1, ..., mMpy ooy ), E(x1, ooy My, ooy ) }

Rationand prin reducere la absurd, este suficient sa consideram cazul cand k£ =1
si cand avem

E(xq, 29, ..., 2,) > sup{E(mq, xa, ..., x,), E(My, z9, ..., x,) } .
Fixand zy, € [my, Mg] pentru k € {2,...,n}, consideram functia

h:[my, My = R, h(z)= E(x,xs,...,2,).
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Conform Lemei 2, exista & € [my,21) incat h(x1) — h(my) < (21— mq) hy(€).
Deoarece h(x;) > h(m;), rezultd ci h,(£) > 0, echivalent,

f(;(f) > fcll (1€ + oy + ... + apxy,) .

Intrucat f; este o functie crescitoare, acest fapt conduce la & > o€ + aprg + ...

+ apx,, adica la
Ty + ... + apxy,

>
5 Qg + ... +ay

Aplicand din nou Lema 2 functiei & dar pe intervalul [z, M;), deducem existenta
unui 7 € [z1, M;) incat

0T + ... + apxy,
Qo+ ... +

Apare astfel o contradictie privind pozitionarea lui £ si 7, ceea ce incheie demon-
stratia. W

3. ANALOGUL CONTINUU AL TEOREMEI 1 SI GENERALIZAREA INEGALITATII
LUI CEBASEV

Varianta continua a Teoremei 1 rezulta din aceasta prin tehnica sumelor integrale.
Locul combinatiilor convexe il ia media, care in cazul unei functii integrabile (Rie-
mann) g : [a,b] — R este numarul

M) =5 [ gw)ds

Media se poate defini de asemena ca o limita de combinatii convexe,

b—a

n

M(g)= Tm =S glat k-0,

Lema 3. Daca imaginea lui g este este inclusa intr-un interval I, atunci media sa
apartine de asemenea lui I.

Demonstratie. Daca I este un interval inchis, atunci utilizam faptul ca acesta contine
odata cu un sir convergent si limita sa. In celalalt caz, daca de exemplu g < M,
atunci avem de aratat cd M (g) < M, adica

/ab(M—g)d:E>0.

Or aceasta ultima relatie este adevarata intrucat integrala unei functii strict po
zitive este un numdr strict pozitiv; vezi [3], pagina 106, punctul 304. W
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Cu observatiile de mai sus, varianta continua a Teoremei 1 este urmatoarea:

Teorema 3. Fie g : [a,b] — R o functie integrabila si fie f o functie convexa
definita pe un interval I, care include imaginea lui g. Presupunem ca functia f o g
este integrabila. Atunci oricare ar fi p € Of cu proprietatea ca o g este integrabild,
are loc inegalitatea

0<M(fog)—f(M(g) <M(g-(pog))—M(g)M(pog).

Ipoteza ca fog si pog sunt functii integrabile apare motivata tehnic prin aparitia
mediilor. Ea nu se poate realiza ca efect al celorlalte ipoteze. Consideram de exemplu
cazul functiilor

0, daca =<0
o ={

| z, dacd x>0,

convexa pe R si

(2) = 1/qg, daca  x=2€l0,1], cup,q e N, (p,q) =1
RE) = 0, inrestul intervalului [0, 1],

integrabild pe intervalul [0, 1]. Functia

(z) = 0, daca =<0
LA 1, daca x> 0.

apartine lui 0f si ¢ 0 g = Xgnjo,1 este functia lui Dirichlet, despre care se stie ca nu
este integrabild Riemann pe intervalul [0, 1].

Este important sa observam ca Teorema 3 poate fi reformulata de o maniera mult
mai puternica, pornind de la faptul ca orice functie crescatoare apartine subdifer-
entialei unei functii convexe. Intr-adevir, daci ¢ : I — R este o functie crescitoare
si a € I, atunci functia

este convexa (si ®'(z) = p(z) in toate punctele de continuitate ale lui ¢). S& numim
primitiva a lui ¢ orice functie continud ¥ : I — R care verificd egalitatea U'(z) = ¢(x)
in toate punctele de continuitate ale lui ¢. Se poate arata ca orice doua primitive ale
lui ¢ difera printr-o constantd. Vezi [5], Corolarul 6.5.3.

Discutia de mai mai sus ne permite sa deducem din Teorema 3 urmatorul rezultat,
care extinde inegalitatea lui Cebéagev:
Teorema 4. Fie g : [a,b] — R o functie integrabila gi fie p o functie crescatoare
definita pe un interval I, care include imaginea lui g si astfel ca o g este integrabila
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e [a,b]. Atunci oricare ar fi ® o primitiva a lui ¢ cu proprietatea ca ® o g este
integrabila are loc inegalitatea

M(g-(pog))—M(g)M(pog) > M(®og)—(M(g)) > 0.

Corolar (Inegalitatea lui Cebasev). Fie g,h : [a,b] — R doud functii crescatoare.
Are loc inegalitatea

M(g-h) — M(g)M(h) = 0.

Demonstratie. Felul cum inegalitatea lui Cebésev rezulta din Teorema 4 este clar
atunci cand g este strict crescitoare; se ia ¢ = hog~!. In cazul general, se inlocuieste
g cu o perturbatie strict crescatoare a sa, de exemplu g + ex. Rezulta

M((g+ex)-h)— M(g+ex)M(h) >0

potrivit cazului deja analizat si se trece apoi la limita dupa e — 0. B
Teorema 2 are si ea un analog continuu, a carui formulare o lasam cititorului ca
exercitiu.
4. APLICATII

i) S& consideram cazul functiei f(x) = |z|, € R. Functia f este convexa si ¢ =
sgn € Of.
Conform Teoremei 1, pentru orice z1, ..., z, € [—M, M| avem

n Zk:l o] = ’ﬁ Zkzl Tr| < n Zk:l || = (E Zk:l $k> <E Zk:l sgn :Uk)

adica

- el < |=
() (33 sonn) <[ 230 o
formal mai tare decit ceea ce ne ofera inegalitatea lui Cebagev.

In acelasi timp, Teorema 2 afirma existenta unui j € {1,...,n} astfel incat

1 n 1 n
e NN L Bl e SO

ceea ce conduce la

1 n
n Zk:l o =

<M -

"_%w—lM'
n n

<n inf |n - 2j|> =
Je{l,n

M
B Mn, daca n este par
M(n —1), daca n este impar.

>
— X
n k=1 k

IN
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ii) Fie f : [a,b] — R o functie convexa si continud. Conform Teoremei 2, are loc
relatia

fla) + £0) (a+b>

2 2 M_fcﬂj)]’

:S“p[ 2 2

z,y€[a,b]

In particular,

flo) +£0) <a+b> , 10 +10) _f(c+d)

2 2 2

pentru orice a < ¢ < d < b.
Aceasta observatie poate fi sursa unor inegalitati interesante ca de exemplu:

a™ + b" a+b n>c”+d” c+d\"
2 2 - 2 2
pentru orice 0 < a < c¢ < d <bsgioricen > 1.

iii) Vom aplica la acest punct Teorema 2 pentru a regasi un rezultat al lui L. G.
Khanin [4]: Fie p > 1, zq,...,2, € [0, M] si fie ay,...,a, € [0,1], cu D7, oy = L.

Atunci . . »
Zk:l apry < <Z akatk) +(p— 1)pp/(1’p)Mp.

k=1

In particular,
24 +22 (4. x,) M
< +
n - n 4
fapt care poate fi privit ca o inegalitate de tip Cauchy-Schwarz inversa.
Intr-adevar, potrivit Teoremei 2, functia

n p n p
E(zy,...,x,) = E g QT (E - akxk) ,

definita pentru z, ..., z, € [0, M], isi atinge maximul cand o parte din variabile sunt
0 si celelalte sunt M. Prin urmare,

= (p— 1)pp/(1*p)Mp'

sup E(z1,...,x,) < MP-sup{s—s*;s€0,1]} =

iv) Teorema 4 conduce la inegalitéti foarte interesante. O mostra ne ofera perechea
de functii
o(x) = x + cosx, care este crescitoare pe R
si

1
g(x) =sin —, care are monotonie oscilanta pe [0, 1].
T
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Se obtine:

AR A 1 Lol VA 1
sin — sin — + cossin — | dx > sin — dx sin — + cossin — | dx | .
0 x x x 0 x 0 x T

Programul MAPLE V5, ne arata ca diferenta dintre cei doi membri este 0.37673...
Este demn de notat ca integralele care intervin in inegalitatea de mai sus nu sunt
exprimabile cu ajutorul functiilor elementare.
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