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1. Introducere

Matematica se mandreste cu faptul ca adevarurile ei, odata stabilite, raméan
vesnice. Numai ca, trebuie sa admitem ca perceptia noastra asupra lor nu raméne
aceeasi odata cu scurgerea timpului. Nu odata, au aparut diferite reconsiderari, unele
cu efecte dramatice, care au schimbat radical intelegerea noastra asupra unor intregi
domenii. Un astfel de caz ni-1 ofersi problematica sirurilor recurente. In matematica
contemporana, ea este parte a problematicii sistemelor dinamice discrete.

Dar ce inseamna un sistem dinamic discret?

O intelegere empirica a acestui concept o dobandim scriiind un numar pe disply-
ul unui calculator (fie el gi de buzunar) si apoi apasand repetat una din functii (ca
de exemplu, /-, sin, cosetc). Ne vom indrepta fie spre una din valorile intervalului
[—00, 00|, fie vom fi in situatia unui sir fard limita.

Din punct de vedere tehnic, un sistem dinamic discret pe o multime M este sirul
(f™),, al iteratelor unei functii f : M — M. Amintim ca iteratele (de ordin pozitiv
ale) functiei f se definesc prin formulele

fO=idy si f"=fo..of, dacin € N*
—_—

n ori

Majoritatea autorilor folosesc apelativul "fie f : M — M un sistem dinamic”
cu intelesul ca se refera la sistemul dinamic discret generat de iteratele lui f pe M.
Problematica acestor sisteme poate fi formulata astfel: Fiind data o functie f i o
valoare initiala a, ce se intdmpla cu sirul

ro=a, x,= f(r,1)dacdn e N

al iteratelor lui f calculate in a?

Numim sirul (f"(a)),, traiectoria lui a, iar multimea valorilor sale, orbita lui a;
notdm orbita lui a prin O (a). Valorile insele se mai numesc stari; xo poartd numele
de starea initiala a sistemului, iar x,, reprezinta starea sistemului la momentul n.

*Aceastd lucrare a constituit baza conferintei noastre Matematica la rascruce de milenii, prezen-
tatd in cadrul celei de a IV-a Conferinte anuale a Societatii de stiinte matematice din Romdnia,
Constanta, 25-28 mai 2000.

T Articol publicat in Gazeta mtematici, revistd de culturd matematicad, anul X VIIT (XCVII), no.
3, pp- 195-212, 2000.
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Teoria sirurilor recurente priveste individual aceste obiecte, teoria sistemelor di-
namice se ocupa de ansamblul traiectoriilor unui sistem. Cel care a avut ideea studi-
ului global al iteratelor (si a initiat studiul sistemelor dinamice), a fost marele mate-
matician francez H. Poincaré [21].

Problema intelegerii structurii orbitelor se dovedegte a fi deosebit de complexa si
de un interes major in aspectele practice (computationale) ale matematicii. Deloc
surprinzator, multe intrebari cu un enunt aparent simplu au dat, sau continua sa
dea, multa bataie de cap celor mai stralucite minti ale matematicii mondiale. S.
Smale [22], laureat a numeroase distinctii internationale, incluzind medalia Fields,
a formulat de curand o lista de probleme deschise pentru secolul XXI. Unele dintre
acestea privesc sistemele dinamice, si acest fapt m-a determinat sa aduc in atentia
cititorilor Gazetei matematice optica contemporana asupra girurilor recurente.

Prezentul articol isi doreste totodata sa contribuie la popularizarea conceptului
matematic de haos, acum la moda in intreaga lume. O perceptie superficiala asociaza
haosul cu "harababura totala” si pana nu demult, problema centrala era cum sa fie
evitat. Privind mai atent lucrurile, constatam ca ”haosul controlat” poate insemna
sansa supravituirii. Tntr—adevér, in competitia dura dintre specii, un comportament
complet predictibil duce la disparitie!

Tehnic, prezenta comportamentului haotic are drept trasatura principala mani-
festarea dependentei senzitive de datele initiale: exista un 6 > 0 astfel incat pornind
de la orice doud stdri initiale xq si yo (oricat de apropiate, dar nu identice) exista un
n > 1 cu proprietatea c& d(f"(xg), f*(yo)) > 0. Prin urmare in acest caz nu putem
aproxima (f™(zo) cu f"(yo) incepand de la un prag N, oricat de bund ar fi aproxi-
matia 7o a lui xg. Abordarea numerica a sistemelor dinamice haotice devine astfel
extrem de dificila si larg incompleta fara un studiu calitativ complementar.

Frapant este faptul ca aplicatii extrem de simple, precum functia polinomiala
2% — 1 pe intervalul [—1, 1], intrd in aceastd categorie. Vezi sectiunea 7 de mai jos.

Teoria haosului este in plina dezvoltare si dorim ca in unele lucrari ulterioare sa
prezentam cititorilor Gazetei matematice numeroase alte rezultate interesante.

Terminologia si notatiile din acest articol sunt in acord cu Dictionarul de analiza
matematica [24].

2. Multimi invariante. Atractori

Daca existd un numdar n € N* astfel incat f"(a) = a, atunci a poarta numele de
punct periodic (de perioada n); perioada principald a punctului periodic a va fi cel mai
mic mai numar n € N* cu proprietatea ca f"(a) = a. Orbita oricdrui punct periodic
este o multime finitd. Ea consta dintr-un singur element daca a este un punct fix al
lui f, adica daca

fla) =a.
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Aplicatia identica a lui R admite toate elementele lui R ca puncte fixe. Aplicatia
f(z) = —z, x € R, are ca unic punct fix pe 0, toate celelalte puncte fiind periodice,
de perioada 2.

Punctele fixe si orbitele periodice sunt exemple de multimi invariante. Fiind data
o aplicatie f : M — M, o submultime A a lui M se zice cd este invarinta (pentru f)

daca
fA)=A

si ca este pozitiv invarianta daca
f(A) C 4

in amandoud cazurile, orbitele punctelor care pleaca din A raméan in A.

In cazul cand M este un interval, analiza graficd poate juca un rol foarte impor-
tant in intelegerea dinamicii diferitelor functii, conducand la asa numita diagrama in
trepte. Intersectia graficului lui f cu prima bisectoare evidentiaza punctele fixe. Sirul
(f™(a)),, al iteratelor lui zy = a se vizualizeaza astfel: Ridicam in a o perpendiculara
pe axa Ox pana intersecteazd graficul functiei f in punctul (a, f(a)). O paraleld prin
acest punct la Oz taie prima bisectoare in (f(a), f(a)). Apoi, paralela la Oy prin
acest ultim punct taie graficul lui f in (f(a), f*(a)) s. a. m.d. Sigetile indic ordinea
de parcurs, iar scarile ascendente/descendente pun in evidenta monotonia. Vezi Fig.
1.

Un studiu de caz este exemplificat in Fig. 2.

Calculul diferential contribuie major la realizarea analizei grafice si implicit la
studiul dinamicii diferitelor aplicatii.

2.1. Exemple. i) Consideram cazul aplicatiei

f:[-1,00) = [-1,00), f(z)=+vV1+zx.
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0 p= = (1+4B) x

] Ll

f are un unic punct fix, care este p = (1 4+ +/5)/2. Analiza grafici relevi ci toate
traiectoriile converg la p; mai precis, daca xy < p atunci f™(zo) /" p, iar dacd xog > p
atunci f™(zq) \, p. Vezi Fig. 2.

ii) Consideram cazul familiei de aplicatii

f,\ R — R, f,\(il]) = \z.

Originea este un punct fix pentru oricare din ele, dar variind parametrul A\, dinam-
ica punctelor din vecinitatea originii variazi considerabil. Vezi Fig. 3. Intr-adevar,
are loc urmatorul tablou:

Dacd A = 0, atunci f"(z¢) = 0 pentru orice zy € R si orice n > 1;

Daca A € (0,1), atunci toate traiectoriile tind monoton la 0 (crescator, daca
xo < 0, descrescator, dacd xy > 0);

Daca A = 1, atunci toate traiectoriile sunt constante (deci toate punctele lui R
sunt puncte fixe);

Daca A > 1, atunci traiectoriile punctelor xy > 0 tind crescator la oo, iar ale
punctelor xy < 0 tind descrescator la —oo;

Dacid A\ € (—o0, —1), atunci traiectoriile se indeparteaza de origine;

Daca A\ = —1, atunci toate traiectoriile sunt periodice, de perioada 2;

Dacd A € (—1,0), atunci toate traiectoriile se indreapta catre 0, ”infigurand”
acest punct.

Cele doua exemple de mai sus ne aratd manifestarea mai multor tipuri de com-
portament a punctelor fixe.

2.2. Definitie. Un punct fix p se zice cd este atractiv (sau ci este un atractor)
pentru sistemul dinamic f : M — M daca exista o vecinatate U a lui p in M astfel
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'
'
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<ALl - Axl ~1<A<0

incat
f"xg — p pentru orice xg € U.

Numim multimea U ca in Definitia 2.2, bazin de atractie a lui p. Daca U se poate
alege intregul spatiu M, atunci vom spune ca p este atractorul global al sistemului
dinamic f: M — M.

2.3. Definitie. Spunem ca un punct fix p este repulsiv pentru sistemul dinamic
f: M — M, daca exista o vecinatate U a lui p in M cu proprietatea ca pentru orice
xg € U, xg # p, existd un numér natural n astfel incat "z ¢ U.

In legitura cu Definitia 2.3, este util si mentiondm posibilitatea ca iteratele de
ordin mai mare decat n ale lui xq sa viziteze din nou vecinatatea U.

Exista puncte fixe indiferente, care nu sunt nici atractive si nici repulsive. Este
cazul originii, pentru sistemul dinamic atagat identitatii lui R.

O importanta sursa de atractori globali este Principiul Contractiei. Amintim ca
o aplicatie f : M — M (definitd pe un spatiu metric M, inzestrat cu metrica d) este
o contractie dacd existd o constantd C' € (0, 1) astfel incat

d(f(x), f(y)) < Cd(x,y)

pentru orice x,y € M.

2.4. Principiul Contractiei (cunoscut si sub numele de Teorema lui Banach-
Cacciopoli, de punct fix). Fie M un spatiu metric complet (e.g., o submultime inchisa
a spatiului euclidian real n-dimensional) si fie f : M — M o contractie. Atunci f
are un unic punct fix p, care este atractorul global al lui f (vazut ca sistem dinamic
discret pe M).

In plus, p poate fi determinat prin metoda aprozimatiilor succesive: Fiind datd
aproximatia initiala xy, consideram sirul aproximatiilor succesive,

Ty = f(xn—l)a n Z 1.



SIRURILE RECURENTE CA SISTEME DINAMICE DISCRETE 6

Atunci z,, — p, indiferent de alegerea lui x.

Demonstratia principiului contractiei este binecunoscuta si apare in numeroase
carti, in particular, in tratatul nostru [20], pp. 124-126. Proprietatea unicului punct
fix p de a fi atractorul global este echivalenta cu faptul ca x, — p, indiferent de
alegerea lui xg.

O foarte competenta istorie a metodei aproximatiilor succesive apare in articolul
lui D. F. Bailey [2]. Ea poate fi trasatd in antichitate in legdturd cu algoritmul
babilonian de extragere a radacinii patrate,

xo > 0 aproximatia initiala

1 a
Tnil = g (z, + x—) pentru n > 0.

Urmeaza momentul algoritmului lui Newton de rezolvare numerica a ecuatiilor
algebrice si, mai recent, al metodei lui Picard de rezolvare a ecuatiilor diferentiale
via operatorii integrali. Principiul contractiei este in fapt o formulare abstracta a
metodei lui Picard, superior acesteia prin posibilitatea sa de aplicare in cele mai
diferite ipostaze.

Exercitii

1. Utilizati analiza grafica pentru a descrie dinamica aplicatiei

fR—=R, f(r)=—z+32%—2°

2. Metoda aproximatiilor succesive este mai generala decdt Principiul contractiei.
Cu alte cuvinte, ea poate functiona si pentru aplicatii care nu sunt contractii.
Demonstrati ca pentru orice a € R, sirul recurent definit de formula

o = a

Tpi1 = sSinx,, pentrun >0

converge la 0, unicul punct fix al functiei sin .

3. (B. P. Hillam [10]). Fie f : [a,b] — [a,b] o aplicatie lipschitziana, adicd o
aplicatie care verifica o inegalitate de forma

[f(z) = fly) < Clz—yl|
pentru orice z,y € [a,b]. Ei ii atagdm aplicatia

Fila, 0] = [a,b], F(z)=(1-Nz+Af(z)
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unde A = 1/(1 + C'). Demonstrati cad F' este nedescrescitoare si pentru orice
zg € [a,b], sirul dat de formula

z, = F"(x9), n>0

converge la unul din punctele fixe ale lui f.

3. Teorema lui A. N. Sarkovski

Mai poate oferi analiza pe dreapta reala surprize? Am fi tentati sa spunem ca nu,
dar urmatorul rezultat publicat in anul 1964 a entuziasmat lumea matematicii prin
simplitatea si profunzimea sa:

3.1. Theorem (A. N. Sarkovski). Orice functie continua f : R — R, care ad-
mite puncte periodice de perioada principala 3, admite puncte periodice de orice alta
pertoada principala.

Demonstratie. Dorind sa nu stricam cititorului placerea redescoperirii acestui frumos
rezultat, ne multumim sa indicam etapele demonstratiei; detaliile se pot completa
apoi cu usurinta.

i) Fie f : [a,b] — R o functie continud. Atunci pentru orice interval compact B,
inclus in f([a,b]), existd un interval compact A, inclus in [a,b], cu proprietatea cd
f(4) = B.

ii) Fie f : [a,b] — R o functie continui si fie A un interval nevid si compact, inclus
in [a,b], cu proprietatea cd A C f(A). Din afirmatia de la punctul i) se deduce ca
existd p in A astfel cd f(p) = p.

iii) Fie f : [a,b] — R o functie continud pentru care existd un punct ¢ cu
proprietatea ca

fla) =¢, fle) =0, f(b) =a.

Fie n € N, n > 2 i fie intervalele [y = ... = I,,_o = I, = [a,b] §i I,-1 = [a, c]. Se
arata ca existd un gir descrescator Ag O A; D ... D A, de subintervale compacte ale
lui [c, b], astfel incat f¥(Ag) = I pentru orice k in {0, 1, ..., n}. Atunci, in acord cu

punctul ii) de mai sus, functia f™ admite un punct fix in A,,. Prin urmare, f admite
puncte periodice, de perioada principala n.

iv) Din afirmatiile precedente se deduce acum cu usurinta ca orice functie continua
f : R—R, care admite puncte periodice de perioada principala 3, admite puncte
periodice de orice alta perioada principala. W

Sarkovski a demonstrat de fapt un rezultat mult mai puternic (dar specializat la
intervale). S& consideram pe N* aga numita ordine a lui Sarkovski,

3H>T7>...>2-302-5>2-7T>...>22-3> ...
>23> 22> 20 1.
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Sunt listate mai intdi numerele impare (cu exceptia lui 1), apoi acestea inmultite
cu 2, apoi inmultite cu 22, s.a.m.d. In acest mod sunt listate toate numerele naturale
cu exceptia puterilor lui 2, numere care scrise in ordine descrescatoare completeaza
lista.

3.2. Teorema (A. N. Sarkovski [23]). Fie f : R—R o functie continud care are
puncte periodice de perioada principala m. Daca m > n in ordinea lui Sarkovski,
atunci [ are de asemenea puncte periodice de perioada principala n.

Cititorul interesat de detaliile demonstratiei teoremei 3.2 poate consulta de aseme-
nea cartea lui R. Devaney [7], pp. 60-68. Teorema 3.1 a fost redescoperita de Li si
Yorke intr-o celebra lucrare in care demonstrau ca existenta punctelor periodice de
perioada principala 3 conduce la manifestarea unui comportament haotic al dinamicii
sistemului aflat in atentie:

3.3. Teorema (Li gi Yorke [13]). Fie I un interval si fie f : I — I o functie
continua care admite puncte cu perioada principala 3. Atunci existd o submullime
nenumarabila S a lui I cu proprietatea ca orbita fiecarut punct din S este aperiodica
st instabila.

Precizam ca o orbita O(a) este aperiodicid dacd multimea punctelor sale de acu-
mulare este infinita.

Orbita unui punct a se zice ca este instabila dacd existd un numar o > 0 cu
proprietatea ca oricare ar fi vecinatatea V' a lui a exista x € V' gi n € N* astfel incat

d(f"(x), f"(a)) > 0.

Sa notam ca submultimea critica S din teorema 3.3 poate fi foarte ”subtire”, de
masurd 0, aga cum aratd urmétorul exemplu analizat in [14]:

0, daca = € [0,1/4)
dr —1, dacax € [1/4,1/2)
—4x 43, dacd z € [1.2,3/4)

0, daca x € [3/4,1].

F(z) =

Vom reveni in sectiunea 7 pentru prezentarea mai in detaliu a conceptului de
comportament haotic.

4. Rotatia pe cercul unitate

Cercul unitate este multimea

S'={z:2€C,|z|=1}.
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El are o structura naturala de grup abelian multiplicativ si, de asemenea, de grup
topologic compact, ludnd in consideratie topologia asociata metricii

d(u,v) = |u —vl.
Pentru 6 € R, definim rotatia de unghi 6 pe cercul unitate ca fiind aplicatia
Rg:S' = S' Ry(z)=¢". 2

4.1. Lema. Daca 0/27 € Q, atunci orbitele tuturor punctelor z € S* sunt periodice.

Demonstratie. Presupunand ca 0 = 27 - § , cu p,q € N* gi p, q relativ prime, atunci
Ri(z) =€t . 2 =P . 2 = 2,

pentru orice z € S1. W

Vis-a-vis de limitele teoremei lui Sarkovski, sa observam ca rotatia Ry, cu 6 =
27/3, are puncte periodice de perioda principald 3 si nu are puncte periodice de nici
o alta perioada principala.

4.1. Teorema lui Jacobi. Daca 0/27 ¢ Q, atunci orbita oricarui punct z € S*
este densa in S?.

Demonstratie. Deoarece 0/2m ¢ Q, elementele sirului z, Ry (2), R2 (z), ... sunte dis-
tincte doua cate doua.
Deoarece St este compact, din orice sir de elemente ale sale se poate extrage un

subgir convergent. In particular, un subsir <R§(n) (z)) este convergent. Fiind dat
g > 0, exista deci un N, € N astfel incat !

IRy™ (2) — Ry™ (2)] < &

pentru orice m,n > N.. Fie N = k(N.41)—k(N.). Evident, N > 0. Intrucat rotatiile
sunt izometrii, avem

IRY (2) — 2| = |[Ry™) (RY (2) —2)| =
= RV (2) - By (2)] < &

si iterand acest argument, deducem ci punctele z, R (), RN (z), ... impart S! in
arce de diametri < e. Cum orice punct w din S! apartine unui asemenea arc, rezult
cd existd un n = n(w,e) € N cu proprietatea ca |w — R (z)| <ec. B

Punctele ale caror orbite sunt dense se mai numesc puncte topologic tranzitive
(iar sistemele care admit puncte topologic tranzitive se mai numesc sisteme topologic



SIRURILE RECURENTE CA SISTEME DINAMICE DISCRETE 10

tranzitive). Asemenea sisteme au de reguld o dinamica complicatd. Vezi sectiunea 7
de mai jos.
Mai multe informatii privind dinamica aplicatiilor pe cercul unitate se gasesc in

7.

5. Hiperbolicitate

In aceasti sectiune vom prezenta o conditie ugor verificabil, datorati lui O. Per-
ron, in prezenta careia punctele fixe sunt sau atractive, sau repulsive. Pentru sim-
plificarea expunerii vom considera aici doar cazul cand spatiul M este un interval
nedegenerat [ si sistemul dinamic in atentie este asociat unei aplicatii f : [ — I,
de clasd C*. Precizdm ci apartenenta la clasa C”, cu r > 1, inseamné continuitatea
derivatei de ordinul r.

5.1. Definitie. Spunem ca un punct fix p pentru sistemul dinamic f : I — [ este
un punct fix hiperbolic daca

|f'(p)] # 1.
Utilitatea definitiei 5.1 este evidentiata de urmatorul rezultat:

5.2. Teorema. Presupunem ca f : 1 — I este o aplicatie de clasa C*.
i) Daca |f'(p)| < 1, atunci exista o vecinatate U a lui p astfel incat f(U) C U si
pentru orice x din U are loc relatia

lim f"(x) = p.

n—oo

ii) Daca |f'(p)| > 1, atunci exista o vecinatate V a lui p astfel incdt pentru orice
z in V\{p} exista un n € N* cu proprietatea ca f"(x) ¢ V.

Demonstratie. i) Deoarece f are derivata continua si |f'(p)| < C < 1, existd € > 0
astfel incat
|f'(x)|<C pe U=[p—e,pt+elnl.

Conform teoremei cresterilor finite (teorema lui Lagrange, de medie), pentru orice
x din U avem

|f(z) = pl = |f(z) = f(p)| < Clz —p| < |z —p| <e.

Prin urmare f(z) apartine lui U, iar repetarea argumentului de mai sus conduce
la relatia

/(@) —pl < C

n|x_p|7
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de unde rezultd ca f"(z) — p.

Afirmatia de la punctul ii) se bazeazd de asemenea pe teorema cresterilor finite.
[ |

Este important sa extindem considerentele de mai sus la cazul multimilor pozitiv
invariante.

5.3. Definitie. Spunem ca o multime A, pozitiv invarianta pentru aplicatia f : I —
I, de clasa C1, este hiperbolict daci

|f'(a)| #1 pentru orice a € A.

Un caz special este acela al orbitelor periodice. Fie p un punct periodic, de
perioads principald m, pentru aplicatia f : I — I, de clasd C'. Atunci conditia de
hiperbolicitate pentru O(p) este

[(f™) (p)] # 1.

Intr-adevir,
(f™)(x) = (f™)'(p) pentru orice x € O(p)

cici dacd # € O(p), atunci = f*(p) pentru un anume k € {0,...,m — 1} si avem

™ () = ) f U2 W) - () =
= /(") W) - f ().

Schimband f cu f™ in Teorema 5.2, obtinem tabloul comportamentului orbitelor
periodice hiperbolice (in cazul aplicatiilor pe intervale), care poate fi atractiv, sau
repulsiv.

Spre exemplu, aplicatiei

fTR=R, flz)=—("+x)/2

admite originea ca atractor hiperbolic, cu bazinul de atractie U = R\ {—1, 1}; orbita
periodicd O(1) = {—1,1} este si ea hiperbolici, dar repulsiva.

Teoria expusa mai sus se poate generaliza la cazul cind f este o aplicatie dife-
rentiabild actionand pe varietati diferentiabile (in particular, pe deschisi ai spatiilor
euclidiene). In locul derivatei se utilizeazi diferentiala, iar conditia de hiperbolicitate
pentru un punct fix p este aceea ca spectrul lui df (p) nu intersecteaza cercul unitate.

Vezi [1], [7] si [8] pentru mai multe detalii.
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Exercitii

1. Clasificati punctele periodice ale urmatoarelor aplicatii care actioneaza pe R :

fi(z) = sinz
folz) = 2° -2
fs(x) = arctgx
fa(z) = €.

2. Un difeomorfism f : [a,b] — [a,b] se numeste difeomorfism Morse-Smale, daca
toate orbitele sale periodice sunt hiperbolice. Ar#tati ca f(x) = 23 + 3z/4,
x € [—1/2,1/2], este un asemenea exemplu. Demonstrati cd un difeomorfism
Morse-Smale poate avea numai un numar finit de puncte periodice.

6. O problema deschisa privind dinamica 1-dimensionala
In teoria sistemelor dinamice prezinta interes aga numitele puncte necalatoare.

6.1. Definitie. Fiind data o aplicatie continua f : M — M, numim punct necalator

pentru f orice punct a cu proprietatea ca oricare ar fi vecinatatea sa U exista k € N*
astfel incat f*(U)NU # 0.

Multimea Q(f), a punctelor necaldtoare pentru f, include multimea Per (f), a
punctelor periodice pentru f, ca si multimea punctelor topologic tranzitive pentru f.

Multimea Q(f) este inchisa gi pozitiv invariantd; pentru prima afirmatie, se ob-
serva ca M \ Q(f) este deschisa, deoarece odatd cu un punct, ea contine o vecinatate
a lui.

6.2. Definitie. Spunem ca o aplicatie continua f : M — M este hiperbolica daca
verifica urmatoarele doua conditii:

i) Multimea §2(f) este hiperbolics;

ii) Multimea punctelor periodice ale lui f este densa in Q(f).

Notdm cu C"([0,1], [0,1]) spatiul tuturor aplicatiilor f : [0,1] — [0,1] de clasa
C", inzestrat cu metrica C", adica metrica definita de formula

T

der(f,9) =Y sup |D*f(x) — Dhg(x)].

=0 z €[0,1]

Problema. Poate fi aproximata in metrica C” orice aplicatie f € C7([0,1], [0,1])
prin aplicatii hiperbolice de clasa C” 7

M. Jakobson [11] (vezi si [17]) a dat un raspuns pozitiv in cazul r = 1. Cazul
r > 1 este deschis in continuare.
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7. Dependenta senzitiva de conditiile initiale

Iterand aplicatiile continue f : M — M (care actioneaza pe spatii metrice) putem
avea mari surprize din punct de vedere numeric. Astfel, cAnd urmarim traiectoria
unui punct xg, trebuie sa avem in vedere ca din diverse motive noi operam doar cu o
aproximatie Ty a acestuia. A cunoaste traiectoria lui xy inseamna a sti e—vecinatatile
sale. Continuitatea lui f ne asigura ca dat fiind € > 0 putem determina un § > 0
incat

d(zo,To) < d implicd d(f (o), f(ZTo)) < &.

Nimic nu ne asigura insa ca

sup d(f"(xo), ["(Zo)) < €.

n>0

Dimpotriva, exemple simple precum aplicatia de dublare a unghiului pe cerc,
fiSt =S f(z) =2

ne aratd cd exact contrariul se poate intdmpla!l Acest fenomen (mai puternic decat
acela al instabilitatii orbitelor) impune urmatoarea definitie:

7.1. Definitie (J. Guckenheimer [9]). Un sistem dinamic discret f : M — M se zice
ca prezinta dependenta senzitiva de conditiile initiale daca existd un numar ¢ > 0 cu
proprietatea ca oricare ar fi punctul a € M si oricare ar fi vecinatatea sa V, exista
y € V si n € N* astfel incat

A(f" (@), f(y)) > 6.

In stiintele contemporane sunt adesea utilizati termeni precum comportament
haotic, dinamica haotica, haos etc. Desi nu exista inca o definitie unanim recunoscuta
a notiunii matematice de haos, toata lumea este de acord ca dependenta senzitiva de
conditiile initiale constituie o componenta care nu poate lipsi.

7.2. Definitie (R. Devaney [7]). Spunem c& un sistem dinamic f este haotic daca
verifica urmatoarele trei conditii:

(T') f este topologic tranzitiv;

(P) Multimea punctelor periodice este densa;

(S) f manifestd dependentd senzitiva de conditiile initiale.

Definitia 7.2 a avut un impact deosebit in popularizarea teoriei sistemelor dinamice
haotice. Ea suporta totusi o mica observatie, cele trei conditii nefiind independente:

7.3. Teorema (Vezi [4], sau [19], pp. 296-297). Are loc implicatia

(T) & (P) = (5).
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Rezultatul principal in dinamica topologica pe dreapta este urmatorul:

7.4. Teorema (L. S. Block and W. A. Coppel [5]). Fie I un interval. Orice aplicatie
continua gi topologic tranzitiva f : I — I este haotica.

O tehnica simpla de a deduce comportamentul haotic al unor sisteme este aceea
bazata pe semiconjugare:

7.5. Teorema. Fie X gi Y doud spatii metrice si fie diagrama comutativa

x L x
hl L h
Y —- Y

g

formata cu aplicatic continue. Presupunem ca f este haotica si ca h este surjectiva.
Atunci g este de asemenea haotica.

Demonstratie. Se verificd imediat c& ¢ satisface conditiile (T) si (P) (si deci si (9),
conform teoremei 7.3). W
Un caz frapant de comportament haotic este acela al polinomului Cebdsev de
ordinul 2,
Ty(z) =22 -1, z¢€[-1,1].

Manipularea sa este simpld observand ci substitutia 2 = cosf ne di Ty(z) =
cos 20.

Punctele lui R sunt fie topologic tranzitive fie eventual periodice pentru T5; pre-
cizdm ca un punct p este eventual periodic dacid T3 (p) este periodic pentru un anume
n. Punctele eventual periodice ale lui T5 sunt precis punctele p de forma p = cosf cu

_ km
C2n—1
Comportamentul haotic al polinomului 75 rezulta din teorema 7.5 aplicata pentru
X =8V Y = [-1,1], f =aplicatia de dublare a unghiului, h(e?) = cos@ (proiectia
pe prima componentd) si g = Ts.
Din comportamentul haotic al lui 75 putem deduce similar (folosind functia h(z) =
(1 —z)) comportamentul haotic al functiei logistice,

keZ,neN.

Fy:00,1] —[0,1]), Fy(z) = 4z(1 — x).

Un recent articol al lui M. Martelli, M. Dang and T. Seph [14] aduce in atentie
si alte definitii ale conceptului matematic de haos, care ar putea in viitor sa ia locul
definitiei lui R. Devaney.
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Vom nota in incheiere un rezultat al lui B. P. Hillam (vezi Amer. Math. Monthly,
83 (1976), p.273) care poate fi privit ca o introducere naturald in studiul complexitatii
dinamicii aplicatiilor pe intervale: Fie f : [0,1] — [0, 1] o aplicatie continua si fie o €
[0,1]. Notam cu (x,), sirul de aprozimatii succesive generat de xo. Sirul (x,), este
convergent (in mod necesar, la un punct fix al lui f) dacd gi numai daca lim (z,41 —

z,) = 0.

Exercitii

1. Demonstrati ca in general toate polinoamele lui Cebagev
T, (x) = cosnarccosx, x € [—1,1]
de ordin n > 2 sunt haotice.

2. Dati o demonstratie directd (adicd independentd de Teorema 7.5) a faptului ca
polinomul 75 este haotic.

3. Demonstrati ca functia f(z) = wsinz, x € [0, 7], este haotica.

8. In loc de Epilog: Algoritmii numerici si comportamentul haotic

Intrucat in general este imposibil si se indice forma analitici a traiectoriilor unei
ecuatii de evolutie, se recurge la algoritmii numerici, care produc traiectorii aproxi-
mative. In ce mod reflectd acestea traiectoriile reale ?

Discutam aceasta problema in cazul algoritmului lui Euler de rezolvare aproxima-
tiva a ecuatiilor diferentiale de forma

dx
— = f(o).
= f)
Se considera o retea echidistanta de puncte tg = 0, t; = h, ty = 2h,... in care
pasul h este o constantd. Cunoscand valoarea solutiei x = z(t) a ecuatiei in punctul 0,

Tnt+1 — Tn

h bl

v oy sy AN A X
urmeaza si determindm valoarea ei in t; g.a.m.d. Aproximand E(tn) cu

suntem condusi la a asocia ecuatiei initiale sirul recurent

z(0) = zo
Tpn+1 = Tn + h - f(xn)

care produce valorile aproximative ale solutiei z(¢) in punctele t,.
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Sa ilustram aceasta procedura in cazul asa numitei ecuatii logistice,

(cil_f =ax(l —x),

unde a este un parametru pozitiv. Traiectoriile sale sunt date formula

at

B z(0) - e '
2(t) = 1 —x(0) +z(0) - ext’

sa notam ca xr = 1 este un punct fix atractiv.
Aplicand algoritmul lui Euler cu pasul h si notand b = ha, ajungem la procesul
iterativ

1+b
Tpy1 = bxn(T — ).
Substitutia z,, = 1%{1’ -1, subordoneaza studiul acestui proces discutiei din sectiunea

7 asupra functiei logistice. Intr-adevir,

Yn+1 = (1 + b)yn(l - yn)

si pentru a = 1000.000 si A~ = 0.003 obtinem 1 + b = 4. Procesul nostru iterativ
corespunde functiei Fy, care potrivit unei observatii anterioare are un comportament
haotic.

Concluzia este ca desi ecuatia logistica are o forma foarte simpla, dinamica ei nu
poate fi reflectata cu acuratete folosind algoritmii numerici simpli!

Nota. Aceastd lucrare a fost elaborata in cadrul contractului de grant MEN
39683/1998.
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