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1. INTRODUCERE

La Universitatea din Craiova conduc de mai multi ani un seminar de Analizd
matematicd, destinat initierii studentilor in cercetarea stiintifici de profil. Fac
aceasta din convingerea ca depistarea si cultivarea aptitudinilor de cercetare ale
tinerilor trebuie facute chiar de la inceputul perioadei studentiei, iar obignuinta
reflectiei asupra unui rezultat matematic trebuie sa devina o trasaturd distinctiva
a oricdrui absolvent al unei facultati de matematica. Profesorii mei de la Univer-
sitatea Bucuregti, pe care-i numesc aici in ordinea in care i-am cunoscut, Nicolae
Dinculeanu, Solomon Marcus, Miron Nicolescu si Romulus Cristescu, erau stralu-
citi nu doar prin eleganta argumentului matematic, dar si prin comentariile asupra
chestiunilor tratate, care conduceau adesea la noi intrebari.

Articolul de fata ilustreazi raspunsul nostru la vesnica intrebare a tinerilor, cum
pornim o cercetare matematica?

Definitia uzuald a notiunii de functie convexd (de o variabild reald) depinde
de prezenta structurii lui R ca spatiu vectorial ordonat. Cum R este de fapt un
corp ordonat, apare natural intrebarea: ce se intdmpld atunci cand adunarea se
inlocuieste cu inmultirea? Locul mediei aritmetice este luat de media geometrica
si apare o clasi de functii (numitd mai jos a functiilor multiplicativ conveze) a
cdrei prezentare sistematica a fost realizatd pentru prima datd de autor in cadrul
dezbaterilor din sus amintitul seminar.

2. CONCEPTUL DE FUNCTIE MULTIPLICATIV CONVEXA

Din punct de vedere algebric, subintervalele I ale lui R pot fi numite intervale
aditive; proprietatea lor caracteristica este

z,y € Isi A€ 0,1] implicd (1 — Nz + Ay € 1.

Vom numi interval multiplicativ convexr orice subinterval al lui (0, 00); pentru
orice asemenea interval I are loc implicatia

z,y € Isi\e0,1] implicd 21~ > € 1.

O functie f : I — J (actionand pe subintervale multiplicativ convexe) se numeste
functie multiplicativ convexd dacd verificd urmatoarea proprietate:

: : sy 1—-X, A 1-X A
(M) xz,y € I gi A €]0,1] implicd f(z""y) < f(z) " f(y)".
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Echivalent, f este multiplicativ convexs daci si numai dacd log f(z) este o functie
convexa de logz. Vezi Lema 1 de mai jos pentru demonstratie.

O explicatie asupra restrictiei considerentelor noastre la clasa functiilor actionand
pe intervale multiplicative este necesara. Putem extinde definitia notiunii de functie
multiplicativ convexi pentru functiile care actioneazi pe subintervale ale lui [0, c0),
cerand verificarea conditiei (M). Un calcul simplu ne aratd cd dacd o astfel de
functie se anuleaza intr-un punct diferit de 0, atunci functia respectiva este identic
nuld. Rdméan deci in atentie doar functiile cu valori in (0, 00). Scopul acestei lucrari
este acela de a investiga clasa functiilor multiplicativ convexe ca o sursd de inega-
litati. Considerarea lui 0 in domeniul de definitie poate fi facuta ulterior, bazat pe
argumente de continuitate.

Punctul de plecare al investigatiei noastre il constituie existenta urmatoarei core-
spondente intre functiile multiplicativ convexe si acelea convexe (fapt ce ne va
permite dezvoltarea unei paralele la teoria clasicd a functiilor convexe): Fie I un
interval multiplicativ convex gi fie f : I — (0,00) o functie multiplicativ convezd.
Atunci

F=logofoexp:log(l) — R

este o functie convexd. Reciproc, dacd J este un interval gi F : J — R este o
functie convexa, atunci

f=expoF olog:exp(J) — (0,00)

este o functie multiplicativ conveza.
Multe functii uzuale, precum exp, sh, ch si polinoamele cu coeficienti nenegativi,
sunt multiplicativ convexe pe (0,00). Alte functii, precum

sec, cosec, arcsin, tg, —log(l — x),

se dovedesc a fi multiplicativ convexe pe diferite intervale care includ (0,1). Vezi
comentariul dupa enuntul Propozitiei 1 de mai jos. Se poate ardta ca celebra functie
I a lui Euler este multiplicativ convexd pe [1,00).

Multiplicativ convexitatea este o proprietate care intervine in unele enunturi im-
portante ale matematicii, precum celebra teorema a celor trei cercuri a lui Hadamard.
Termenul ca atare apare insi aici pentru prima dat#. In celebra carte a lui Hardy,
Littlewood si Polya [3] dedicata studiului inegalitdtilor, ei fac mai multe referinte
asupra functiilor multiplicativ convexe, utilizdnd caracterizarea lor din Lema 1 de
mai jos. Amintim aici Teorema 124, pag. 98, din [3|, care apartine lui S. Saks:
Fiind data o functie continud f : I — (0,00), log f(x) este o functie convezd de
logx dacd §t numai daca pentru orice o > 0 gt orice subinterval compact J al lui
I, zf(x) igi atinge maximul pe J intr-unul din capetele lui J. Cititorul interesat
de aspectele avansate ale teoriei functiilor multiplicativ convexe va gasi informatii
utile in articolul lui P. Montel [7].

Lectura articolului de fatd presupune ci cititorul este familiarizat cu teoria
functiilor convexe la nivelul de prezentare din tratatul lui M. Nicolescu [8]. Faptele
de bazd sunt dezbitute si in tratatul nostru [9], iar Gazeta matematicd a prezentat
adesea articole pe tema functiilor convexe, pe care cititorul le va gasi probabil utile
in adancirea ideilor discutate aici.

Terminologia gi notatia sunt in acord cu Diclionarul de analizi matematica [13].
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3. REZULTATE GENERALE PRIVIND FUNCTIILE MULTIPLICATIV CONVEXE

Clasa functiilor multiplicativ convexe poate fi descrisd ca fiind constituitd din
acele functii f (actiondnd pe intervale multiplicativ convexe) cu proprietatea ci
log f(z) este o functie convexd de logx :

Lema 1. Fie I un interval multiplicativ convex. O functie f : I — (0,00) este
multiplicativ convezxd daca §i numai daca

1 logzy log f(xq)
1 logze logf(xzs) | >0

1 logxs log f(x3)

pentru orice x1 < x9 < x3 in I; echivalent, dacd si numai daca,

(@) ) 5 ) 52 > f(an )08 f(3) 087 f (g)
pentru orice x1 < xg < x3 in 1.

Demonstratie. Acest rezultat este o reformulare imediatd a multiplicativ conve-
xit&tii, aplicaAnd logaritmul celor doi membri ai inegalitdtii (M) si observand c&
orice punct cuprins intre x; si x3 este de forma a:%_)‘:c%. ]

Corolarul 1. Orice functie multiplicativ conveza f : I — (0,00) admite derivate
laterale finite in fiecare punct interior ol lui I. In plus, submultimea punctelor in
care [ nu este diferentiabild este cel mult numarabila.

Un exemplu de functie multiplicativ convexa, nederivabild intr-un sir de puncte,

este
> |logx —n|

n=20
Conform Corolarului 1, orice functie multiplicativ convexa este continua pe inte-
riorul domeniului de definitie. In prezenta continuitatii, multiplicativ convexitatea
poate fi reformulatd in termeni de medie geometrici:

Teorema 1. Fie I un interval multiplicativ convex. O functie continua f: I —
(0,00) este multiplicativ convexd dacd gi numai dacd

z,y el = f(Voy) <V [(@)f(y)

Demonstratie. Necesitatea este evidentd. Suficienta rezultd din legitura dintre
multiplicativ convexitate gi convexitatea uzuald (notatd in Introducere) precum gi
din faptul binecunoscut potrivit cdruia, in prezenta continuitatii, mid-convexitatea
(adic&, convexitatea Jensen) este echivalentd cu convexitatea. Vezi [3]. B
Teorema 1 de mai sus relevd esenta multiplicativ convexitéitii ca fiind convexi-
tatea in acord cu media geometricd; intr-adevar, in prezenta continuitatii, functiile
multiplicativ convexe sunt precis acele functii f : I — (0,00) pentru care

Tl ey T € I = f(Vxr o p) < ¥/ f(21)...f(20).

In acest spirit, vom numi o functie f : I — (0, 00) multiplicativ concavi dacs
functia 1/f este multiplicativ convexd si vom numi functia f multiplicativ afind
dacd f este de forma Cx® pentru un anume C' > 0 si un anume « € R.
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O rafinare a notiunii de convexitate multiplicativa este aceea de convezitate
multiplicativd in sens strict, concept care in prezenta continuitatii inseamné vala-
bilitatea inegalitatilor de forma

f(xy o my) < Y f(x1)..f(xn)

exceptand cazul cand z; = ... = x,,. Evident, observatia noastra privind legatura
dintre functiile multiplicativ convexe si acelea convexe in sens uzual admite o ver-
siune "strictd”.

O clasi largd de functii multiplicativ convexe in sens strict este indicatd in ur-
méatorul rezultat, care sub o formi echivalentd apare in [3], Theorem 177, pag.
125:

Propozitia 1. Orice polinom P(x) cu coeficienti nenegativi este o functlie multi-
plicativ convezd pe (0,00). Mai general, orice functie real analitica

flz) = Z cpz”
n=20

cu coeficienti nenegativi este o functie multiplicativ convexd pe (0, R), unde R
reprezinta raza de convergentd a seriei care defineste functia f.

In plus, exceptand cazul functiilor Cx™ (cu C > 0 ¢i n € N), acestea sunt
exemple de functii multiplicativ convexe in sens strict.

Exemple de functii real analitice verificand ipotezele Propozitiei 1 sunt:
exp, sh ,ch pe (0,00)

1
tg, sec, cosec, — —ctgz pe (0,7/2)
T

1+z
—10g(1 — $)7 m pe (0, 1)

gi arcsin pe (0, 1]. Vezi orice tabel matematic de dezvoltiri in serie, dar sursa cea
mai autorizatd in materie de tabele este fard indoiala lucrarea lui I. M. Rijic si L.
S. Gradstein [11].

Demonstratie. Datoritd continuitatii, este suficient s& demonstram doar prima afir-
. o o N

matie. Pentru aceasta, sa presupunem ca P(z) = ) ' _,cn2", cu ¢, > 0 pentru

orice n. In acord cu Teorema 1, avem de aratat ca

z,y > 0= (P(ay))* < P(x)P(y),
echivalent,
2,y > 0= (P(zy))? < P(s?)P(?).
Or, ultima implicatie este o consecinta a inegalitatii Cauchy-Schwarz. H

Observatii. i) Daca o functie f este multiplicativ conveza, atunci gi x®f(x) are
aceastd proprietate (oricare ar fi a € R).

ii) In acord cu o observatie din Introducere, o functie f : (0,00) — (0,00)
este multiplicativ convexd (si de doud ori derivabild) dacd si numai dacd functia
F:R— R, F(z) =In f(e*), este convexd (si de doud ori derivabild). Tinand cont
cd o functie F' de doud ori derivabild este convexd dacd si numai dacd F” > 0,
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rezultd ca pentru functiile f de doua ori derivabile, multiplicativ convexitatea este
echivalentd cu verificarea conditiei

z[f () f"(x) — f2(x)] + f(2)f'(x) >0 pentru orice x > 0.

Acest fapt, care se poate adapta usor pentru toate tipurile de intervale multi-
plicativ convexe, permite regasirea tuturor exemplelor indicate mai sus ca aplicatie
la Propozitia 1.

Aplicatii. Propozitia 1 este sursa multor inegalitati interesante. lata céteva e-
xemple, via Teorema 1:
a) (Vezi D. Mihet [6]). Daca P este un polinom cu coeficienti nenegativi, atunci

P(x1)...P(x,) > (P({/z1...t,,))" pentru orice z1, ..., 2, > 0.

Aceste inegalitati extind inegalitatea clasica a lui Huygens (care corespunde cazu-
lui in care P(x) = 1+ x) si complementeaza o observatie a lui C. H. Kimberling [4]
la inegalitatea lui Cebagev:

(P ' P(x1...2n) > P(21)...P(2n)

dacd toti xy, sunt in (0,1] sau toti in [1,00).

Un enunt similar este valabil pentru functiile real analitice ca in Propozitia 1 de
mai sus.

b) Inegalitatea mediilor este o consecintd a convexitdtii multiplicative in sens
strict a functiei exp pe (0, c0).

¢) Deoarece arcsin este o functie multiplicativ convex in sens strict pe (0, 1], in
orice triunghi (exceptand triunghiurile echilaterale) are loc inegalitatea

3
sin Asin Bsin C' < (sin V ABC) .
Aceasta imbunatiteste binecunoscutul fapt potrivit céruia

3V3

sin A sin B sinC < 5

exceptand cazul cand A = B = C. In mod similar se poate arita ci
A B _ C 1 3
sin 3 sin 5 sin 5 < (sin (5 vV ABC)>

si

3
cosgcosgcos%< <sin(; f/(ﬂA)(ﬂB)(ﬁC)))

exceptand cazul cand A= B = C.
d) Deoarece functia tg este multiplicativ convexd in sens strict pe (0,7/2), in
orice triunghi neechilateral avem inegalitatea

A B C 1 g—0\"

Urmatoarele doua exemple constituie aplicatii ale Propozitiei 1 via Lema 1:
e)Daci0<a<b<c(saul<b<c<a,saul<c<a<b),atunci
P(a)log cP(b)log aP(C)logb > P(a)log bP(b)loch(C)loga
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pentru orice polinom P cu coeficienti nenegativi si grad pozitiv. Aceasta comple-
menteazd concluzia standard a inegalitdtilor de rearanjare (cf. [2], pag. 167): Daca
0<a<b<csidegP >0, atunci

P(a)log cP(b)log bP(C)loga — inf P(a)log cr(a)P(b)loga(b)P(c)log o(c)
P(a)log aP(b)log bP(C)logc = sup P(a)log U(a)P(b)log o(b)P(C)log o(c)

unde o parcurge multimea permutdrilor lui {a,b, c} .
flDaci0<a<b<c<lsaul<b<c<a<l,saul<c<a<b<l),
atunci

loga ylos® (arcsin a)'°®? (arcsin b)'°8 ¢ (arcsin ¢)'°8 ®

(tg a)logb (tgb)logc (tgc)loga )

(arcsin a)'°® ¢ (arcsin b) arcsin c

>
loge log a logb
(tga)™" (tgb) ™" (tgc) >
Caracterizarea integrala a functiilor multiplicativ convexe este o altd sursa de
inegalitati:
Propozitia 2. Fie ¢ : I — (0,00) o functie multiplicativ convexd gi continud i fie
f:la,b] — I o functie integrabila. Atunci

o (eﬁ fab log f(z) dw) < eﬁ f: log o (f(x)) dw.

Demonstratia este imediatd folosind sumele integrale gi observatia care urmeazi
Teoremei 1, potrivit careia multiplicativ convexitatea este convexitatea in acord cu
media geometricad. Functia ¢ o f este integrabild potrivit criteriului lui Lebesgue
de integrabilitate Riemann; functia f ia valori intr-un subinterval compact al lui I,
iar functia ¢ este continud pe orice subinterval compact al lui I. Repetand acest
argument, deducem integrabilitatea functiei log (wo f). B

4. ANALOGUL MULTIPLICATIV AL INEGALITATII LUI POPOVICIU

Tehnica majorizarii, care domina studiul clasic al functiilor convexe, poate fi
usor adaptata in contextul functiilor multiplicativ convexe, utilizind corespondenta
dintre cele doud clase de functii, asa cum a fost ea mentionatd in Introducere. Ne
vom limita aici sa enuntam analogul multiplicativ al celebrei inegalitati a lui Hardy,
Littlewood si Polya [3] (vezi [12] pentru o remarcabild demonstratie inductiv in
cazul aditiv):

Teorema 2. Fie x1 > 22 > ... > Ty §1 Y1 > Y2 > ... > Yn doud familii de numere
pozitive, dintr-un interval multiplicativ convex I, astfel tncat

T V)]
T1T2 2 Y1y
T1T2...Tp—1 Y1Y2---Yn—1
y1y2~-~yn-

T1X9...Lp

Atunci
f(@1) f(@2)...f(@n) = f(y1) f(y2).-- f(yn)

pentru orice functie multiplicativ convezxa f: 1 — (0,00).

Un rezultat datorat lui H. Weyl (cf. [5]) evidentiazd prototipul de pereche de
siruri care satisface ipotezele Teoremei 2: Fiind data o matrice A € M, (C) cu
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valorile proprii A\i,..\, si numerele singulare $i,...,sn, acestea se pot rearanja
astfel incadt

Al > =Ml s> > s,
m m n n
H Akl < H s pentruk=1...,n—1 g H i | = H Sk
k=1 k=1 k=1 k=1

Amintim cd numerele singulare ale lui A sunt valorile proprii ale modulului
siu, |A| = (A*A)Y/2; se poate ardta ci s, = |\p| atunci cand matricea A este
autoadjunctd. Cu totul remarcabil este faptul (descoperit de A. Horn) c& toate
exemplele de perechi de giruri care verifica ipotezele Teoremei 2 se pot obtine exact
in acest mod. Vezi [5].

In acord cu Propozitia 1 si Teorema 2, cu notatiile de mai sus,

H (sk ZH (| &)

pentru orice polinom P cu coeficienti nenegativi.
O altd aplicatie a Teoremei 2, noud chiar si in contextul polinoamelor cu coefi-
cienti nenegativi, este urmatoarea:

Teorema 3 (Analogul multiplicativ al inegalitdtii lui Tiberiu Popoviciu [10]). Fie
f:1I—(0,00) o functie multiplicativ convexd. Atunci

F(x) f(y) £(2) £2 (Yzyz) > 2 (V) £ (Vo) 2 (Vzz)

pentru orice x, y, z € I. In plus, pentru functiile multiplicativ convexe in sens strict,
egalitatea are loc numai cind r = y = z.

Demonstrafie. Fard a micsora generalitatea, putem presupune ca z > y > =z.
Atunci

VTY >Nz >\ yz osiox > Yryz > z.
Daca x > xyz > y > z, atunci concluzia dorita rezulta din Teorema 2 aplicata
pentru
T] = T, Ty=2T3=2T4= JTYZ, Tz=Y, Te=2

Y1 = =Y, Ys=ys=V7z, Y5 =Y =Yz
iar cazul x > y > ¥xyz > 2z se trateaza similar, considerand
T = T, Ta=Y, IT3=T4=2Ts5=JTYZ, Tg=2
yio= R =VTY, yp=y=Viz, ys=ye=+yz. A

In acord cu Teorema 3, aplicata functiei exp, pentru orice z, y, z > 0 avem

TXVEE | g > (Vaw o+ VE)

exceptand cazul cind x = y = z.
Alte inegalitati omogene se pot obtine extinzand Teorema 3 la giruri mai lungi
si/sau la combinatii convexe mai generale.

Nota. Cercetarea gtiintifica din aceasta lucrare a fost suportata in parte de Grantul
10/1998, finantat de CNCSU.
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