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rationale si discontinue pe multimea numerelor
irationale?
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Un recent articol al domnului C. Chites ([2]) aduce in discutie problema
din titlu. Unele observatii, in special de ordin bibliografic, cred cd se impun
pentru mai buna informare a cititorilor Gazetei matematice.

Problema a fost solutionata (negativ) de Vito Volterra ([7]) in anul 1881,
student fiind la Scuola Normale Superiore di Pisa. Rationamentul sau (cu
totul elementar) privea un rezultat general, mult mai cuprinzitor. Il reddm
in formularea lui W. Dunham ([3]):

Teorema lui Volterra. Fie f,g : [0,1] — R doua functii astfel ca,
multimile lor de continuitate (Cy si respectiv Cy) sunt fiecare dense in in-
tervalul [0,1]. Atunci f gi g au un punct de continuitate in comun.

Demonstratie. Notam Iy = [0,1] si alegem un punct pg € Cy NInt I
(Int Iy fiind interiorul lui Iy). Existenta lui pg este asigurata de faptul ca
C este densa in .

Din proprietatea de continuitate a lui f in punctul pg deducem (via
definitia cu € gi ) existenta unui subinterval inchis Jy C Iy (centrat in py,
de lungime nenuld), pentru care

v,y € Jo=|f(z) — fly) < L.

Similar, putem alege un punct go € C; N Int Jy. Utilizadnd proprietatea
de continuitate a lui g in punctul g9, deducem existenta unui subinterval
inchis I; C Jy (centrat in gp, de lungime nenuld), pentru care :

z,y € I = |g(z) —g(y)| < 1/2.

Procedéand inductiv, vom construi un sir descrescator (I,,), de intervale
inchise gi marginite, fiecare de lungime nenula gi astfel ca:

(©) [f(2) = fy)l <1/2"7, g(z) — g(y)] < 1/2",
oricare ar fi x,y € I, gi oricare ar fi n € N*. Conform principiului intervalelor
incluse (vezi de exemplu [6], p. 77), existd un punct z in intersectia tuturor
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acestor intervale. Din relatiile (C) rezulta cu usurintd cd z este un punct de
continuitate atat pentru f cat si pentru g. ®

Observatie. Aga cum remarca D. Gould [5], rationamentul demon-
stratiei lui Volterra se poate adapta ugor pentru a se trage o concluzie mai
puternica:

Cr N Cy este o multime nenumarabild i densa in [0, 1].

Lucrarea lui Volterra a fost motivatda de exemplul functiei lui
Riemann, g : (0,1] — R:

g(z) = { 0 daca x este irational

1/q dacd z=p/q, p,q € N*, (p,q) =1
care este continud in punctele irationale si discontinud in punctele rationale
ale lui (0,1]; vezi faptul ca lim,_., g(z) = 0 pentru orice a € (0,1]. Pre-
lungind aceastd functie prin periodicitate, obtinem o functie G : R — R
continud in punctele irationale gi discontinua in punctele rationale ale lui R.
Cum atat Q cat si R\Q sunt dense in R, teorema lui Volterra nu permite
existenta functiilor £’ : R — R continue in punctele rationale si discontinue
in punctele irationale ale lui R.

In articolul domnului Chites [2] inexistenta functiilor F' de tipul de mai
sus este motivata cu ajutorul teoremei lui Baire, de categorie. Desi nu apare
ca referintd, abordarea sa o reproduce practic pe aceea din binecunoscuta
carte de Contraexemple in analiza, a lui B. R. Gelbaum si J. M. H. Olmsted
([4], pp. 142-144). Cititorul trebuie avizat, de asemenea, cd esenta solutiei
problemei pe care o discutdm in aceasta nota nu este densitatea lui Q in R
(cum eronat ar putea sugera titlul lucrarii [2]) ci simultaneitatea densitatii
lui Q si a lui R\Q in R!

Profesorul W. Dunham (de la Muhlenberg College, USA) imi menti-
ona intr-un mesaj e-mail cd demonstratia teoremei de categorie data de
René Baire ([1]) in 1899 prezintd similaritati izbitoare cu demonstratia lui
Volterra, amintitd mai sus. Este de inteles, cdci Baire a fost un discipol al
lui Volterra.
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