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Un recent articol al domnului C. Chiteş ([2]) aduce în discuţie problema
din titlu. Unele observaţii, în special de ordin bibliogra�c, cred c¼a se impun
pentru mai buna informare a cititorilor Gazetei matematice.

Problema a fost soluţionat¼a (negativ) de Vito Volterra ([7]) în anul 1881,
student �ind la Scuola Normale Superiore di Pisa. Ra̧tionamentul s¼au (cu
totul elementar) privea un rezultat general, mult mai cuprinz¼ator. Îl red¼am
în formularea lui W. Dunham ([3]):

Teorema lui Volterra. Fie f; g : [0; 1] ! R dou¼a funcţii astfel c¼a,
mulţimile lor de continuitate (Cf şi respectiv Cg) sunt �ecare dense în in-
tervalul [0; 1]. Atunci f şi g au un punct de continuitate în comun.

Demonstra̧tie. Not¼am I0 = [0; 1] şi alegem un punct p0 2 Cf \ Int I0
(Int I0 �ind interiorul lui I0). Existenţa lui p0 este asigurat¼a de faptul c¼a
Cf este dens¼a în I0.

Din proprietatea de continuitate a lui f în punctul p0 deducem (via
de�ni̧tia cu " şi �) existenţa unui subinterval închis J0 � I0 (centrat în p0,
de lungime nenul¼a), pentru care

x; y 2 J0 ) jf(x)� f(y)j < 1:

Similar, putem alege un punct q0 2 Cg \ Int J0. Utilizând proprietatea
de continuitate a lui g în punctul q0, deducem existenţa unui subinterval
închis I1 � J0 (centrat în q0, de lungime nenul¼a), pentru care :

x; y 2 I1 ) jg(x)� g(y)j < 1=2:

Procedând inductiv, vom construi un şir descresc¼ator (In)n de intervale
închise şi m¼arginite, �ecare de lungime nenul¼a şi astfel c¼a:

(C) jf(x)� f(y)j < 1=2n�1, jg(x)� g(y)j < 1=2n,
oricare ar �x; y 2 In şi oricare ar �n 2 N�. Conform principiului intervalelor
incluse (vezi de exemplu [6], p. 77), exist¼a un punct z în interseçtia tuturor
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acestor intervale. Din rela̧tiile (C) rezult¼a cu uşurinţ¼a c¼a z este un punct de
continuitate atât pentru f cât şi pentru g.

Observa̧tie. Aşa cum remarca D. Gould [5], raţionamentul demon-
straţiei lui Volterra se poate adapta uşor pentru a se trage o concluzie mai
puternic¼a:

Cf \ Cg este o mulţime nenumarabil¼a şi dens¼a în [0; 1].
Lucrarea lui Volterra a fost motivat¼a de exemplul funçtiei lui

Riemann, g : (0; 1]! R:

g(x) =

�
0 dac¼a x este irational
1=q dac¼a x = p=q; p; q 2 N?; (p; q) = 1

care este continu¼a în punctele iraţionale şi discontinu¼a în punctele raţionale
ale lui (0; 1]; vezi faptul c¼a limx!a g(x) = 0 pentru orice a 2 (0; 1]. Pre-
lungind aceast¼a funçtie prin periodicitate, obţinem o funçtie G : R ! R
continu¼a în punctele iraţionale şi discontinu¼a în punctele raţionale ale lui R.
Cum atât Q cât şi RnQ sunt dense în R, teorema lui Volterra nu permite
existenţa funçtiilor F : R! R continue în punctele raţionale şi discontinue
în punctele iraţionale ale lui R.

În articolul domnului Chiteş [2] inexistenţa funçtiilor F de tipul de mai
sus este motivat¼a cu ajutorul teoremei lui Baire, de categorie. Deşi nu apare
ca referinţ¼a, abordarea sa o reproduce practic pe aceea din binecunoscuta
carte de Contraexemple în analiz¼a, a lui B. R. Gelbaum şi J. M. H. Olmsted
([4], pp. 142-144). Cititorul trebuie avizat, de asemenea, c¼a esenţa soluţiei
problemei pe care o discut¼am în aceast¼a not¼a nu este densitatea lui Q în R
(cum eronat ar putea sugera titlul lucr¼arii [2]) ci simultaneitatea densit¼aţii
lui Q şi a lui RnQ în R!

Profesorul W. Dunham (de la Muhlenberg College, USA) îmi menţi-
ona într-un mesaj e-mail c¼a demonstraţia teoremei de categorie dat¼a de
René Baire ([1]) în 1899 prezint¼a similarit¼aţi izbitoare cu demonstraţia lui
Volterra, amintit¼a mai sus. Este de inţeles, c¼aci Baire a fost un discipol al
lui Volterra.
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