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La al 11-lea Congres al matematicienilor scandinavi, H. Bergström ([3]) a
prezentat o lucrare care cuprindea şi urm¼atorul rezultat:

Teorem¼a. Fie z1 şi z2 dou¼a numere complexe şi �e u şi v dou¼a numere reale
astfel încât u 6= 0, v 6= 0 şi u+ v 6= 0. Atunci :

i)
jz1 + z2j2
u+ v

� jz1j2
u

+
jz2j2
v

dac¼a
1

u
+
1

v
> 0;

ii)
jz1 + z2j2
u+ v

� jz1j2
u

+
jz2j2
v

dac¼a
1

u
+
1

v
< 0.

Egalitatea are loc dac¼a şi numai dac¼a vz1 = uz2.

Demonstraţie. Totul rezult¼a din identitatea:
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Rezultatul lui H. Bergström este menţionat în celebra monogra�e a lui D.S.
Mitrinovíc ([5], la pag. 315), exact în forma de mai sus. S¼a not¼am c¼a Bergström
nu a fost interesat de aplicaţiile elementare ale acestor inegalit¼aţi, ci de utilizarea
lor la unele chestiuni de teoria matricilor.
Inegalitatea de la ii) se poate deduce din aceea de la punctul i).
Un caz special al inegalit¼aţii de la punctul i) este atribuit în numerele recente

ale Gazetei Matematice lui T. Andreescu. (vezi [1], [2] şi [6]). Trecând pe
lâng¼a aceast¼a sc¼apare de documentare, s¼a observ¼am c¼a multe alte observaţii din
matematic¼a sunt redescoperite periodic.
O aplicaţie elementar¼a tipic¼a este urm¼atoarea:

Fie numerele pozitive a, b, c, d şi �e �(a), �(b), �(c), �(d) o permutare a
lor. Atunci :
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şi egalitatea are loc numai dac¼a a = b = c = d.

Într-adev¼ar, conform punctului i), rezult¼a c¼a membrul stâng al inegalit¼aţii
(�) este mai mare ca:

(2�(a) + 2�(b) + 2�(c) + 2�(d))
2

4a+ 4b+ 4c+ 4d
= a+ b+ c+ d:
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În cazul de egalitate trebuie s¼a avem �(x)y = �(y)x pentru orice x; y 2
fa; b; c; dg. Acest fapt face ca:

x < y ) �(x) < �(y);

de unde rezult¼a c¼a � trebuie s¼a �e permutarea identic¼a. În acest caz tre-

buie ca
a2 + b2

a+ b
= a + b (şi relaţiile similare, obţinute prin permut¼ari), deci

a = b = c = d.
Induçtia matematic¼a ne permite s¼a deducem din inegalitatea de la punctul

i) urm¼atorul fapt (utilizat pentru prima oar¼a de H. Bohr în [4]):

Propozi̧tie. Dac¼a z1; z2; : : : ; zn sunt numere complexe şi a1; a2; : : : ; an sunt
numere pozitive astfel încât
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atunci
ajz1 + : : :+ znj2 � a1jz1j2 + : : :+ anjznj2:

Aplicaţiile date în lucr¼arile [1], [2], [6] evidenţiaz¼a cu prisosinţ¼a importanţa
inegalit¼aţii i) în matematica de concursuri. Observaţia lui L. Panaitopol ([6])
c¼a i) este de fapt o consecinţ¼a a inegalit¼aţii Cauchy-Buniakovski se reg¼aseşte şi
în articolul lui H. Bergström.
Propunem cititorilor Gazetei Matematice s¼a studieze implicaţiile acestei ine-

galit¼aţi în contextul numerelor complexe, urm¼arind totodat¼a şi posibilele lor
aplicaţii în geometrie.
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