Asupra inegalitatilor lui H. Bergstrom
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La al 11-lea Congres al matematicienilor scandinavi, H. Bergstrom ([3]) a
prezentat o lucrare care cuprindea si urmatorul rezultat:

Teorema. Fie z1 §i zo doud numere complexe i fie u $i v doud numere reale
astfel incat uw# 0, v+#0 gi u+v # 0. Atunci:
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Egalitatea are loc dacd i numai dacd vz = uzs.
Demonstratie. Totul rezulta din identitatea:
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Rezultatul lui H. Bergstrom este mentionat in celebra monografie a lui D.S.
Mitrinovié ([5], la pag. 315), exact in forma de mai sus. S& notdm cd Bergstrom
nu a fost interesat de aplicatiile elementare ale acestor inegalitati, ci de utilizarea
lor la unele chestiuni de teoria matricilor.

Inegalitatea de la ii) se poate deduce din aceea de la punctul i).

Un caz special al inegalittii de la punctul i) este atribuit in numerele recente
ale Gazetei Matematice lui T. Andreescu. (vezi [1], [2] si [6]). Trecand pe
langa aceasta scapare de documentare, si observam cd multe alte observatii din
matematicd sunt redescoperite periodic.

O aplicatie elementara tipica este urmatoarea:

Fie numerele pozitive a, b, ¢, d si fie w(a), w(b), w(c), n(d) o permutare a
lor. Atunci:
m(a)®* +7(b)*  w(b)*+7(c)®  w(c)* +7(d)?  w(d)*+m(a)
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st egalitatea are loc numai dacd a =b=c=d.
Intr-adevir, conform punctului i), rezults c& membrul stang al inegalititii
(*) este mai mare ca:
(27 (a) + 27(b) + 27 (c) + 27 (d))?
da+4b+4c+4d

*Publicat in Gazeta matematica, revista de cultura matematica pentru tineret, CVII
(2002), nr. 11, pp. 434-436.

=a+b+c+d.




In cazul de egalitate trebuie si avem 7(z)y = m(y)x pentru orice z,y €
{a,b,c,d}. Acest fapt face ca:

z<y=m7(z) <n(y),

de unde rezultd cd m trebuie si fie permutarea identica. In acest caz tre-
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buie ca
a=b=c=d.

Inductia matematica ne permite sa deducem din inegalitatea de la punctul
i) urmétorul fapt (utilizat pentru prima oard de H. Bohr in [4]):

= a + b (si relatiile similare, obtinute prin permutari), deci

Propozitie. Daca z1,29,...,2, sunt numere complexe §i ai,as,...,a, Sunt
numere pozitive astfel incdt
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Aplicatiile date in lucrarile [1], [2], [6] evidentiazd cu prisosintd importanta
inegalitdtii i) in matematica de concursuri. Observatia lui L. Panaitopol ([6])
cd i) este de fapt o consecintd a inegalititii Cauchy-Buniakovski se regiseste gi
in articolul lui H. Bergstrom.

Propunem cititorilor Gazetei Matematice sa studieze implicatiile acestei ine-
galitdati in contextul numerelor complexe, urmarind totodatd si posibilele lor
aplicatii in geometrie.
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