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Ultimii ani ai secolului al XX-lea au fost anii unor numeroase realizéri in
Matematica, culminidnd cu celebra solutie a Marii Teoreme a lui Fermat. Ne
propunem si relatdm cazul unei mai putin mediatizate descoperiri, anume,
aceea a solutiei conjecturii lui Alfred Horn [14] din 1962. Conjectura sa con-
sta in aceea ca, fiind date trei familii descrescitoare «, [, v de n numere
reale, conditia necesard si suficientd pentru existenta a trei matrici simetrice
A, B,C € M,(R), cu C = A+ B, care si aiba spectrele respectiv «, 3, 7,
este constituitd din relatia de wrmd > o+ >4 = > v, la care se adaugd
un set de inegalitdti liniare intre elementele celor trei familii de numere (asa-
numitele inegalitdti ale lui Horn). Horn a demonstrat conjectura sa in cazul
dimensiunilor mici, n = {3,4}; cazul n = 1 se reduce la verificarea relatiei
de urma, iar cazul n = 2 (descris mai jos) implicd o problem& clasicd a lui
H. Weyl. Necesitatea indeplinirii inegalitatilor lui Horn in cazul general a fost
demonstratd de A. H. Dooley, J. Repka si N. J. Wildberger ([5]) in 1993.

Partea de suficientd a fost demonstratd de A. A. Klyachko([15]) in anul 1998
gi, cu o altd abordare, de A. Knutson si T. Tao ([16]) in 1999. Ambele solutii
sunt bazate pe geometria algebricd, teoria reprezentarilor gi combinatorica.

Existd mai multe lucréri introductive in matematica solutiei conjecturii lui
Horn: [3], [7] s [17]. Urmand [3], dorim s& facem accesibile aspectele elementare
ale acestei teorii si iubitorilor de matematica din Romania.

Materialul de fata a fost prezentat in cadrul simpozionului Structuri de or-
dine in analiza functionala, care a avut loc in ziua de 27 iunie 2002, la Casa
oamenilor de stiintd din Bucuresti. Doresc sd multumesc si cu acest prilej dom-
nului academician Romulus Cristescu pentru invitatia de a lua parte la acea
reuniune gtiintifica.

1 Problema lui H. Weyl

Spectrul oricirei matrici autoadjuncte n X n-dimensionale A este
constituit din n valori proprii reale ay, ..., @, (numéirate cu multiplicitatea lor).
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Ele pot fi rearanjate descrescitor: A (A) > ... > Al (A); sigeata | subliniazi
ordonarea descrescitoare. In cele ce urmeazi, valorile proprii vor fi enumerate
de reguld in ordine descrescitoare (gi sagetile vor fi omise).

Dependenta de A a valorilor proprii este neliniard, dar continud (vezi Teo-
rema lui Weyl de perturbare, demonstratd mai jos). Teorema de reprezentare
spectrald a matricilor autoadjuncte ne aratd ca existd o bazi ortonormald (ug)g
a lui C" formata din vectori proprii ai lui A, deci in care A diagonalizeaza:

A:

NE

ag (-, uk) ug.

k=1

Problema (H. Weyl [25]). Fie A si B doua matrici autoadjuncte din M, (C),
cu suma C = A+ B. Valorile proprii ale lui A, B, C sunt enumerate descresca-
tor, respectiv:

> e B> 2B Y

Care sunt relatiile care leaga familiile o, B, 7
Prima relatie care poate fi mentionaté este aceea dintre urme:

Z’Ykzzak+25k- (Tr)

Alte relatii se obtin prin metode variationale si sunt inegalitati liniare.

Range-ul numeric al unei matrici autoadjuncte A este multimea convexa
{(Az,z) ;2 € C",||z|| = 1}. In termeni spectrali, ea este intervalul [a,,,a].
Acest fapt este motivat de continuitatea aplicatiei x — (Az,z) si de relatiile :

] = HrnHa—Xl (Az, z), (1)
QO = HthBl (Az, z), (2)

care se pot imediat verifica cu ajutorul teoremei de reprezentare spectrala.
De aici rezulta ca:

71 < a1+ By, (3)
Yo = O+ B (4)

Prima relatie ne arata ca )\%(A) este o functie convexa de A, iar a doua cd
AL(A) este o functie concavit de A. Cele doui relatii nu sunt independente.
(Vezi faptul ci:

N(=A) = =N (4) = =AL(A),

unde sigeata in sus marcheazd ordonarea in sens crescator.)

Principiul de minimax al lui Fischer (1905). Valorile proprii (aranjate
descrescator) ale unei matrici autoadjuncte A € M, (C™) verifica relatiile:

ap = max min (Az,z) = min max (Az,z),
VCCr  zeV veen €V
dim V=k ||z||=1 dim V=n—k+1 ||z||=1



relatii care extind (1) gi (2).

Demonstratie. Fie uq,...,u, baza ortonormald care apare in reprezentarea
spectrald a lui A. Spatiul vectorial W = Sp{ug, ugt1,...,u,} este n — k + 1
dimensional si deci pentru orice subspatiu vectorial k-dimensional V' C C™ exista
z€WNV cu |z =1. Atunci:

<AZ? Z> 6 [Olna Oék;],
de unde rezulta ca:
min (Ax,z) < ag.
zeV < ’ > =Tk
llz]l=1
Ramane si observdm cd pentru V' = Sp{ui,...,ur} aceastd inegalitate
devine egalitate. =
Principiul lui Fischer conduce la Principiul lui Weyl de monotonie:

A < B implici A (A) < A\L(B).
Teorema (Relatiile lui Weyl). Avem:

Yigjo1 S+ B8; dacd i+j—1<n

’ij,nZai—&—ﬁj daca i+4+j—n>1. (W)

Demonstratie. Presupunem cd A, B, C' au respectiv reprezentarile spectrale:
n n n
A= "ap (yu)ug; B=Y By (hop)ves C =Dy (- wp) wy.

Suma dimensiunilor spatiilor vectoriale generate respectiv de familiile de
vectori:

WiyeooyUnj VjyevnyUni Wiy ey Wigj1
este:

m—i+)+(n—j+)+@GE+7—1)=2n—1.
Deci aceste spatii au un vector z (cu ||z|| = 1) in comun. Conform relatiilor

(1) si (2),
(Az,z) < ay; (Bx,z) < B (A+B)z,z) > 7,0, ®
Corolar. Au loc inegalitatile: .
@+ B <7 <o + By

Teorema lui Weyl de perturbare. Pentru orice matrice autoadjunctd A are
loc relatia:
[Anll = Sup, | (Az, z) | = max{|aa], [on}.
z||=
Deci:
a; — || Bl <v; < ai + || B|
$i, dacd schimbam pe B cu B — A, atunci oblinem relatia:

max|a; — 8] < ||4 - BJl.



2 Cazul n=2

Consideram cazul cand n = 2 gi spectrele lui A gi B sunt respectiv a = (4,2) si
B =(2,—2). Atunci (Tr) si formulele lui Weyl (W) ne conduc la:

Y1+72 =6, 71 =79, (6)
71 S 6a /72 S 27 (7)

ceea ce ne aratd cd v este de forma v = (6 — a,a), cu 0 < a < 2; clar, v; > v,.
In acest mod, v nu poate fi (3,3) si nici (7, —1)! Sunt toate perechile (6 — a, a),
cu 0 < a < 2, realizate (ca spectre de sume)?

Réaspunsul este afirmativ si priveste un caz mult mai general. Anume, fi-
ind date familiile de numere reale a; > g, 81 > B4, 71 > 79, care verificd
inegalitatile lui Weyl:

Y1 S a1+ By, Y2 Szt By, s < a1+ By,

gi formula (Tr):
Y1+ =+ az+ B+ By,

existd matrici simetrice A, B,C € Ms(R) care au respectiv spectrele (aq, ),
(81,83), (71,72) si care verifica relatia C' = A + B.

Vom ilustra demonstratia pe cazul particular considerat la inceputul acestui
paragraf. Relatiile (6) si (7) conduc (in planul Ov;7,) la segmentul XY, unde
X =(6,0) i Y = (4,2). vezi Fig. 1.

Figura 1: Segmentul XY.

vom observa ci spectrul </\{(C’9), )\%(C@)) al matricii:

4 0 «( 2 0
Ca—(o 2)+R9(0 _2>Rg
se afli pe segmentul XY pentru orice 6 € [0, 7/2]. Intr-adevir, deoarece valorile
proprii sunt functii continue de elementele matricii, aplicatia:

0~ (A(Co).15(Cn)
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este continua. Formula de urma ne aratd cd imaginea acestei aplicatii este
situatd pe dreapta v; + v, = 6. X corespunde lui § = 0, iar Y corespunde lui
0 = 7/2. Rezultd c fiecare din punctele segmentului XY corespund spectrului
unei matrici Cy cu 6 € [0,7/2].

3 Relatia de majorizare

Pentru z si y doi vectori din R"™, definim relatia de majorizare slaba prin formula:

T T
T <4 y dacd let < Zy,t pentrur =1,...,n;
k=1 k=1

relatia de majorizare, notatd x < y, cere, in plus, ca pentru r = n s avem
egalitate. Relatia de majorizare a fost introdusa de Hardy, Littlewood si Polya
(vezi [10]).

Un exemplu este urmétorul: Fie p = (py,...,pn) vectorul atagat unei dis-
tributii probabiliste. Atunci:

11 1
(,,...,) <p=(1,0,...,0).
n n n

Caracterizari importante ale relatiei de majorizare se datoresc lui
I Schur si respectiv lui R. Rado (cf. Marshall si Olkin, [22]):
r <y< r=_Sy pentru o anume matrice S dublu stochastica,

n X n- dimensional. (S)
T < y < x apartine anvelopei convexe a celor n! puncte care se
obtin din y prin permutarea componentelor sale. (R)

Dublu stochasticitatea inseamnd ca toate componentele sunt nenegative si
sumele pe linii gi pe coloane sunt constant 1.
Doud observatii importante in teoria majorizarii sunt urmatoarele:

Teorema. Avem:
xl+yT-<:v+y<xl+yl, (HLP)

pentru orice x,y € R".

Teorema lui I.Schur (1923). Fie A o matrice autoadjunctd cu diagonala
d=(a11,-.-,ann) §i spectrul o = (aq,...,a,). Atunci:

d=<a. (Sch)

Demonstratie. Conform teoremei de reprezentare spectrald, existd o matrice
unitard U = (u;5);,; astfel incat A = U*DU, unde
D = diag(ay, ..., an).

Prin urmare:
n

Qi = Z |Uij|20‘ja

j=1



deci d = Sa, unde S este matricea de componente s;; = |u;;|*. Deoarece U este
unitard, se verificid usor ca S este dublu stochasticd. m

Deoarece spectrul este invariant la unitar echivalenta, din Teorema lui Schur
rezultd urmatorul principiu de maxim, remarcat de Ky Fan:

r

iozk = (m@x Z(Amk,xk>,
k=1

o 11@)16:1 k=1
familie ortonormald "=

pentrur=1,...,n.
n
Formula precedenti ne aratd cd sumele )\,lc(A) sunt functii convexe de A.

k=1
Acest fapt conduce la inegalititile lui Ky Fan (1949):

Z'ykSZak—l—Zﬂk, pentru r =1,...,n. (KF)
k=1 k=1 k=1

Aceste relatii pot fi incluse intr-o inegalitate de majorizare care extinde la
contextul matricilor autoadjuncte inegalitatea (HLP) din dreapta:

MA+ B) < A(A) +24(B). (qrHLP)
Are loc gi extensia matriciald a inegalitdtii (HLP) din stanga:
AM(A) + 2N (B) < \(A + B). (qIHLP)

Ea rezulta din cercetarile ulterioare ale lui V. B. Lidskii si H. Wielandt.

Teorema lui V. B. Lidskii (1950). Spectrul lui A+ B se aflid in acoperirea
convezd a celor n! puncte:

(alv e ,Oén) + (/371'(1)7 e 76#(71))7

unde 7 parcurge familia permutarilor lui {1,...,n}.
Incercand sa demonstreze Teorema lui V. B. Lidskii, Wielandt a dezvoltat
un nou principiu variational, care a condus la un enunt echivalent (vezi (R)).

Teorema lui H. Wielandt (1955). Fie 1 < r < m gi fie 1 < i3 <
< ... <ip <n. Atunci au loc inegalitatile:

Z'Yik < Zaik +Zﬁk7 (LW)
k=1 k=1 k=1

precum §i inegalitatile care se obtin schimband rolurile lui A si B.

Demonstratie (C. K. Li gi R. Mathias, [18]). Formula de demonstrat se mai

scrie:
r

S LB - @] < Z AL(B).
k=1

k=1



Fara a micgora generalitatea putem presupune ca )\f, (B) = 0; inlocuim B cu
B-\\(B)- I

Fie B = B, — B_ descompunerea lui B in partea pozitiva si partea negativa.
Deoarece B < B, conform principiului lui Weyl de monotonie avem )\ﬁk (A+

B) < )\fk (A 4+ B4). Prin urmare, membrul stang al inegalitdtii de demonstrat

este majorat de:
T

PO LACE: BRI B
k=1
iar acesta este majorat de:

n

ST A+ B = AL (A)] = Te(By),

k=1

Or, Tr(By) = Y. AL(B) deoarece AX(B) =0. m
k=1

4 Cazul n =3

In cazul matricilor 3 x 3 - dimensionale, A. Horn ([14]) a evidentiat 12 relatii
necesare:
e Formula de urma (Tr):
Vit tys =01 +axt+as+ B+ Fy + B
e Inegalitatile lui Weyl (W):

<o +B e Lar+ By vy Lart By
Vs < a1+ B3 v3<azt B vz <zt By

e Inegalitatile lui Lidskii-Wielandt (LW), folosind gi simetria in A gi B:

Y1+Ys<ataz+ B+ By
Yo+ 73 < g+ az+ By + By
Y1t7v3 <o tas+ B+ 8
Vo +v3 Lo +ax+ oz + By + Bs;

e Inegalitatea lui Horn:
Yo +7v3 <y +ag + By + B3.
Ultima rezultd din (qlHLP), care in cazul n = 3 se scrie:
(a1 + B3, a2 + By, s + B1) < (71,72, 73)-

Horn ([14]) a demonstrat, de asemenea, c& cele 12 relatii sunt si suficiente
pentru existenta a trei matrici simetrice A,B,C € M;3(R), cu
C = A+ B, avand ca spectre respectiv familiile:

ay > az > az; B> B2 B3 71272 >3-



Demonstratia sa este asemanatoare cazului n = 2, cu deosebirea ca inter-
sectiile de semiplane sunt inlocuite cu intersectiile de semispatii.

5 Conjectura lui Horn

In afara conditiei (Tr), toate restrictiile remarcate mai sus sunt inegalititi de

forma :
DIRTED IR DL (Ho)
keK iel jed
unde I = {iy,... i}, J = {j1,...,4r}, K = {k1,...,k-} sunt submultimi ale
lui {1,...,n} de acelasi cardinal. Numim asemenea triplete (I,J, K) triplete

admisibile si notam cu 7T, multimea lor.
Daca r = 1, conditia de admisibilitate este:

i1+ =k +1

Daca r > 1, conditia de admisibilitate este:

Sieyi=yre ("5

i€l jeJ kEK

gi pentru orice 1 < p < r —1 gi orice (U,V,W) € T sa avem:

LD D SR (e

uelU veV wew

Conjectura lui Horn. Fiind date 3 familii descrescatoare «, 5, v de n numere
reale, atunci:

i) Daca existd matrici autoadjuncte A,B,C € M,(C), cu C = A+ B, a
caror spectre si fie respectiv «, B, vy, atunci au loc inegalititile (H) pentru toate
tripletele admisibile din T si orice r =1,...,n.

il) Formula(Tr) i inegalititile de la punctul precedent sunt conditii sufi-
ciente pentru existenta tripletului A, B,C € M, (C) de matrici autoadjuncte cu
proprietatile specificate la punctul precedent.

A. Horn a demonstrat aceastd conjecturd pentru n = 3 gi n = 4.

Asa cum mentionam incd in introducere, punctul i) a fost demonstrat de
A.H.Dooley, J. Repka si N. J. Widberger ([5]). Partea de suficientd a fost
demonstratd de A.A.Klyachko ([15]) in anul 1998 gi, cu o altd abordare, de
A.Knutson si T.Tao ([16]) in 1999.

6 Observatia cheie in rezolvarea conjecturii lui
Horn

Rezolvarea conjecturii lui Horn este o problema de intersectii. Cazurile n = 2 si
n = 3 ne sugereazd deja aceastd opinie. Ea este intarita de principiul variational



allui Hersch si Zwahlen, pe care il reamintim in cele ce urmeazi. Fie A € M,,(C)
o matrice autoadjunctd cu descompunerea spectrala:

A= Zak <-,’U]€> Vk.
k=1

Notam:
Vi = Sp{v1,...,v,}
i atunci pentru orice familie de indici I = {1 < i; < ... < i < n} are loc
relatia:
k
> e, = min  TraceAPy, (HZ)
= LeG,(C™)

diInViJ. NL>j

unde Py, reprezintd proiectorul ortogonal pe subspatiul L, iar G (C™) reprezintd
multimea subspatiilor liniare k-dimensionale ale lui C™.

Demonstratia principiului variational (HZ) este aseméndtoare cu aceea a
principiului lui Fischer.

Multimea pe care se ia minimul este un obiect familiar specialistilor din
geometria algebrica, mai precis, este o varietate Schubert. Acestea apar ca
subvarietdti S(I; F) ale varietatilor G;(C™), asociate unei filtrari complete F =
(Vi) st unei familii de indici I = {1 <4y < ... < i <n}:

S(I; F) ={L € Gx(C"); dimV;, N L > j pentru orice j = 1,...,k}.
O filtrare completd este un gir crescitor de spatii Vi cu proprietatea ca
dimVp, =ksiVo={0}CcViC...CV,=C"
Legatura dintre proprietatile de intersectie ale varietatilor Schubert si ine-
galitatile lui Horn este evidentiatd de urmatoarea observatie:
Fie A, B, C trei matrici autoadjuncte n X n - dimensionale astfel ca C =
A+ B. Presupunem ca ele au reprezentarile spectrale:

A= Cudug, B=Y By (k) vk, C=> v, (- wp) wy.
k=1 k=1 k=1

Consideram filtrarile complete:

F = (Ug)g, unde Uy = Sp{ttn, ..., Un—k+1}
G = (Vi)k, unde Vi, = Sp{vn, ..., Un_g+1}
H = W)k, unde Wy, = Sp{wy, ..., wi}

gt multimile de indici I,J,K C {1,...,n}, care au acelagi cardinal. Multimea
complementard unei mullimi de indici I este prin definitie I' ={i;n —i+1€1}.
Atunci, daca:

SUI,F)NSI,G) NS, H)#0,
tripletul (I, J, K) este admisibil.



Demonstratia este imediata. Intr-adevar:

0=Tr(~APy — BPL+CPL) > > MN(=A)+ > M(=B)+ Y_ \(0),

iel’ jeJ’ kEK

de unde rezultd (conform (5)) ci:

DM@ S -Y MEA =D MEB D MNA D A(B). =

keK ier jeJ’ i€l jed

Completarea solutiei conjecturii lui Horn necesitd un aparat matematic

evoluat. De aceea recomandam cititorilor interesati de detaliile acestei solutii
citirea prealabild a articolelor lui Bhatia ([3]) si Knutson si T. Tao ([17]). Ar-
ticolul lui Fulton ([8]), indic& noile dezvoltari deschise de rezolvarea conjecturii
lui Horn.

Nota. Aceastd lucrare a fost elaboratd in cadrul grantului CNCSIS A3/2002.
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