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Ultimii ani ai secolului al XX-lea au fost anii unor numeroase realiz¼ari în
Matematic¼a, culminând cu celebra soluţie a Marii Teoreme a lui Fermat. Ne
propunem s¼a relat¼am cazul unei mai puţin mediatizate descoperiri, anume,
aceea a soluţiei conjecturii lui Alfred Horn [14] din 1962. Conjectura sa con-
sta în aceea c¼a, �ind date trei familii descresc¼atoare �, �, 
 de n numere
reale, condi̧tia necesar¼a şi su�cient¼a pentru existenţa a trei matrici simetrice
A;B;C 2 Mn(R), cu C = A + B, care s¼a aib¼a spectrele respectiv �, �, 
,
este constituit¼a din relaţia de urm¼a

P
� +

P
� =

P

, la care se adaug¼a

un set de inegalit¼aţi liniare între elementele celor trei familii de numere (aşa-
numitele inegalit¼aţi ale lui Horn). Horn a demonstrat conjectura sa în cazul
dimensiunilor mici, n = f3; 4g; cazul n = 1 se reduce la veri�carea relaţiei
de urm¼a, iar cazul n = 2 (descris mai jos) implic¼a o problem¼a clasic¼a a lui
H. Weyl. Necesitatea îndeplinirii inegalit¼aţilor lui Horn în cazul general a fost
demonstrat¼a de A. H. Dooley, J. Repka şi N. J. Wildberger ([5]) în 1993.
Partea de su�cienţ¼a a fost demonstrat¼a de A. A. Klyachko([15]) în anul 1998

şi, cu o alt¼a abordare, de A. Knutson şi T. Tao ([16]) în 1999. Ambele soluţii
sunt bazate pe geometria algebric¼a, teoria reprezent¼arilor şi combinatoric¼a.
Exist¼a mai multe lucr¼ari introductive în matematica soluţiei conjecturii lui

Horn: [3], [7] şi [17]. Urmând [3], dorim s¼a facem accesibile aspectele elementare
ale acestei teorii şi iubitorilor de matematic¼a din România.
Materialul de faţ¼a a fost prezentat în cadrul simpozionului Structuri de or-

dine în analiza funcţional¼a, care a avut loc în ziua de 27 iunie 2002, la Casa
oamenilor de ştiinţ¼a din Bucureşti. Doresc s¼a muļtumesc şi cu acest prilej dom-
nului academician Romulus Cristescu pentru invitaţia de a lua parte la acea
reuniune ştiinţi�c¼a.

1 Problema lui H. Weyl

Spectrul oric¼arei matrici autoadjuncte n � n-dimensionale A este
constituit din n valori proprii reale �l; :::; �n (num¼arate cu multiplicitatea lor).

�Publicat în Gazeta matematic¼a, revist¼a de cultur¼a matematic¼a, XX (XCIX) (2002), nr.
4, pp. 214-226.
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Ele pot � rearanjate descresc¼ator: �#1(A) � ::: � �#n(A); s¼ageata # subliniaz¼a
ordonarea descresc¼atoare. În cele ce urmeaz¼a, valorile proprii vor � enumerate
de regul¼a în ordine descresc¼atoare (şi s¼agȩtile vor � omise).
Dependenţa de A a valorilor proprii este neliniar¼a, dar continu¼a (vezi Teo-

rema lui Weyl de perturbare, demonstrat¼a mai jos). Teorema de reprezentare
spectral¼a a matricilor autoadjuncte ne arat¼a c¼a exist¼a o baz¼a ortonormal¼a (uk)k
a lui Cn format¼a din vectori proprii ai lui A, deci în care A diagonalizeaz¼a:

A =
nP
k=1

�k h�; ukiuk:

Problem¼a (H. Weyl [25]). Fie A şi B dou¼a matrici autoadjuncte din Mn(C),
cu suma C = A+B. Valorile proprii ale lui A, B, C sunt enumerate descresc¼a-
tor, respectiv :

�1 � : : : � �n; �1 � : : : � �n; 
1 � : : : � 
n:

Care sunt relaţiile care leag¼a familiile �, �, 
?
Prima relaţie care poate �menţionat¼a este aceea dintre urme:

nX
k=1


k =
nX
k=1

�k +
nX
k=1

�k: (Tr)

Alte relaţii se obţin prin metode variaţionale şi sunt inegalit¼aţi liniare.
Range-ul numeric al unei matrici autoadjuncte A este muļtimea convex¼a

fhAx; xi ;x 2 Cn; kxk = 1g. În termeni spectrali, ea este intervalul [�n; �1].
Acest fapt este motivat de continuitatea aplicaţiei x! hAx; xi şi de relaţiile :

�1 = max
kxk=1

hAx; xi ; (1)

�n = min
kxk=1

hAx; xi ; (2)

care se pot imediat veri�ca cu ajutorul teoremei de reprezentare spectral¼a.
De aici rezult¼a c¼a:


1 � �1 + �1; (3)


n � �n + �n: (4)

Prima relaţie ne arat¼a c¼a �#1(A) este o funçtie convex¼a de A, iar a doua c¼a
�#n(A) este o funçtie concav¼a de A. Cele dou¼a relaţii nu sunt independente.
(Vezi faptul c¼a:

�#k(�A) = ��
#
n�k+1(A) = ��

"
k(A);

unde s¼ageata în sus marcheaz¼a ordonarea în sens cresc¼ator.)

Principiul de minimax al lui Fischer (1905). Valorile proprii (aranjate
descresc¼ator) ale unei matrici autoadjuncte A 2Mn(Cn) veri�c¼a relaţiile:

�k = max
V�Cn
dimV=k

min
x2V
kxk=1

hAx; xi = min
V�Cn

dimV=n�k+1

max
x2V
kxk=1

hAx; xi ;
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relaţii care extind (1) şi (2).

Demonstraţie. Fie u1; : : : ; un baza ortonormal¼a care apare în reprezentarea
spectral¼a a lui A. Spaţiul vectorial W = Spfuk; uk+1; : : : ; ung este n � k + 1
dimensional şi deci pentru orice subspaţiu vectorial k-dimensional V � Cn exist¼a
z 2W \ V cu kzk = 1. Atunci:

hAz; zi 2 [�n; �k];
de unde rezult¼a c¼a:

min
x2V
kxk=1

hAx; xi � �k:

R¼amâne s¼a observ¼am c¼a pentru V = Spfu1; : : : ; ukg aceast¼a inegalitate
devine egalitate.
Principiul lui Fischer conduce la Principiul lui Weyl de monotonie:

A � B implic¼a �#k(A) � �
#
k(B):

Teorem¼a (Relaţiile lui Weyl). Avem:


i+j�1 � �i + �j dac¼a i+ j � 1 � n

i+j�n � �i + �j dac¼a i+ j � n � 1: (W)

Demonstraţie. Presupunem c¼a A, B, C au respectiv reprezent¼arile spectrale:

A =
nX
k=1

�k h�; ukiuk; B =
nX
k=1

�k h�; vki vk; C =
nX
k=1


k h�; wkiwk:

Suma dimensiunilor spaţiilor vectoriale generate respectiv de familiile de
vectori:

ui; : : : ; un; vj ; : : : ; vn; w1; : : : ; wi+j�1

este:

(n� i+ 1) + (n� j + 1) + (i+ j � 1) = 2n� 1:
Deci aceste spaţii au un vector x (cu kxk = 1) în comun. Conform relaţiilor

(1) şi (2),

hAx; xi � �i; hBx; xi � �j ; h(A+B)x; xi � 
i+j�1:
Corolar. Au loc inegalit¼aţile: .

�i + �n � 
i � �i + �1:
Teorema lui Weyl de perturbare. Pentru orice matrice autoadjunct¼a A are
loc relaţia:

kAnk = sup
kxk=1

j hAx; xi j = maxfj�1j; j�njg:

Deci :
�i � kBk � 
i � �i + kBk

şi, dac¼a schimb¼am pe B cu B �A, atunci obţinem relaţia:

max j�i � �ij � kA�Bk:
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2 Cazul n = 2

Consider¼am cazul când n = 2 şi spectrele lui A şi B sunt respectiv � = (4; 2) şi
� = (2;�2). Atunci (Tr) şi formulele lui Weyl (W) ne conduc la:


1 + 
2 = 6; 
1 � 
2; (6)


1 � 6; 
2 � 2; (7)

ceea ce ne arat¼a c¼a 
 este de forma 
 = (6� a; a), cu 0 � a � 2; clar, 
1 � 
2.
În acest mod, 
 nu poate � (3,3) şi nici (7;�1)! Sunt toate perechile (6� a; a),
cu 0 � a � 2, realizate (ca spectre de sume)?
R¼aspunsul este a�rmativ şi priveşte un caz mult mai general. Anume, �-

ind date familiile de numere reale �1 � �2, �1 � �2, 
1 � 
2, care veri�c¼a
inegalit¼aţile lui Weyl :


1 � �1 + �1; 
2 � �2 + �1; 
2 � �1 + �2;

şi formula (Tr):

1 + 
2 = �l + �2 + �1 + �2;

exist¼a matrici simetrice A;B;C 2 M2(R) care au respectiv spectrele (�1; �2),
(�1; �2), (
1; 
2) şi care veri�c¼a relaţia C = A+B.
Vom ilustra demonstraţia pe cazul particular considerat la începutul acestui

paragraf. Relaţiile (6) şi (7) conduc (în planul O
1
2) la segmentul XY , unde
X = (6; 0) şi Y = (4; 2). vezi Fig. 1.

Figura 1: Segmentul XY:

vom observa c¼a spectrul
�
�#1(C�); �

#
2(C�)

�
al matricii:

C� =

�
4 0
0 2

�
+R��

�
2 0
0 �2

�
R�

se a�¼a pe segmentul XY pentru orice � 2 [0; �=2]. Într-adev¼ar, deoarece valorile
proprii sunt funçtii continue de elementele matricii, aplicaţia:

� !
�
�#1(C�); �

#
2(C�)

�
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este continu¼a. Formula de urm¼a ne arat¼a c¼a imaginea acestei aplicaţii este
situat¼a pe dreapta 
1 + 
2 = 6. X corespunde lui � = 0, iar Y corespunde lui
� = �=2. Rezult¼a c¼a �ecare din punctele segmentului XY corespund spectrului
unei matrici C� cu � 2 [0; �=2].

3 Rela̧tia de majorizare

Pentru x şi y doi vectori din Rn, de�nim relaţia de majorizare slab¼a prin formula:

x �w y dac¼a
rX

k=1

x#k �
rX

k=1

y#k pentru r = 1; : : : ; n;

relaţia de majorizare, notat¼a x � y, cere, în plus, ca pentru r = n s¼a avem
egalitate. Relaţia de majorizare a fost introdus¼a de Hardy, Littlewood şi Polya
(vezi [10]).
Un exemplu este urm¼atorul: Fie p = (p1; : : : ; pn) vectorul ataşat unei dis-

tribuţii probabiliste. Atunci:�
1

n
;
1

n
; : : : ;

1

n

�
� p � (1; 0; : : : ; 0):

Caracteriz¼ari importante ale relaţiei de majorizare se datoresc lui
I. Schur şi respectiv lui R. Rado (cf. Marshall şi Olkin, [22]):

x � y , x = Sy pentru o anume matrice S dublu stochastic¼a,
n� n- dimensional¼a. (S)

x � y , x apaŗtine anvelopei convexe a celor n! puncte care se
obţin din y prin permutarea componentelor sale. (R)

Dublu stochasticitatea înseamn¼a c¼a toate componentele sunt nenegative şi
sumele pe linii şi pe coloane sunt constant 1.
Dou¼a observaţii importante în teoria majoriz¼arii sunt urm¼atoarele:

Teorem¼a. Avem:
x# + y" � x+ y � x# + y#; (HLP)

pentru orice x; y 2 Rn.
Teorema lui I.Schur (1923). Fie A o matrice autoadjunct¼a cu diagonala
d = (a11; : : : ; ann) şi spectrul � = (�1; : : : ; �n). Atunci :

d � �: (Sch)

Demonstraţie. Conform teoremei de reprezentare spectral¼a, exist¼a o matrice
unitar¼a U = (uij)i;j astfel încât A = U�DU , unde

D = diag(�1; : : : ; �n):

Prin urmare:

aii =

nX
j=1

juij j2�j ;
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deci d = S�, unde S este matricea de componente sij = juij j2. Deoarece U este
unitar¼a, se veri�c¼a uşor c¼a S este dublu stochastic¼a.
Deoarece spectrul este invariant la unitar echivalenţ¼a, din Teorema lui Schur

rezult¼a urm¼atorul principiu de maxim, remarcat de Ky Fan:

rX
k=1

�k = max
(xk)

r
k=1

familie ortonormal¼a

rX
k=1

hAxk; xki ;

pentru r = 1; : : : ; n.

Formula precedent¼a ne arat¼a c¼a sumele
nP
k=1

�#k(A) sunt funçtii convexe de A.

Acest fapt conduce la inegalit¼aţile lui Ky Fan (1949):

rX
k=1


k �
rX

k=1

�k +
rX

k=1

�k; pentru r = 1; : : : ; n: (KF)

Aceste relaţii pot � incluse într-o inegalitate de majorizare care extinde la
contextul matricilor autoadjuncte inegalitatea (HLP) din dreapta:

�(A+B) � �#(A) + �#(B): (qrHLP)

Are loc şi extensia matricial¼a a inegalit¼aţii (HLP) din stânga:

�#(A) + �#(B) � �(A+B): (qlHLP)

Ea rezult¼a din cercet¼arile ulterioare ale lui V. B. Lidskii şi H. Wielandt.

Teorema lui V. B. Lidskii (1950). Spectrul lui A + B se a�¼a în acoperirea
convex¼a a celor n! puncte:

(�1; : : : ; �n) + (��(1); : : : ; ��(n));

unde � parcurge familia permut¼arilor lui f1; : : : ; ng.
Încercând s¼a demonstreze Teorema lui V. B. Lidskii, Wielandt a dezvoltat

un nou principiu variaţional, care a condus la un enunţ echivalent (vezi (R)).

Teorema lui H. Wielandt (1955). Fie 1 � r � n şi �e 1 � i1 <
< : : : < ir � n. Atunci au loc inegalit¼aţile:

rX
k=1


ik �
rX

k=1

�ik +
rX

k=1

�k; (LW)

precum şi inegalit¼aţile care se obţin schimbând rolurile lui A şi B.

Demonstraţie (C. K. Li şi R. Mathias, [18]). Formula de demonstrat se mai
scrie:

rX
k=1

h
�#ik(A+B)� �

#
ik
(A)

i
�

rX
k=1

�#k(B):
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F¼ar¼a a micşora generalitatea putem presupune c¼a �#r(B) = 0; înlocuim B cu
B � �#r(B) � I.
Fie B = B+�B� descompunerea lui B în partea pozitiv¼a şi partea negativ¼a.

Deoarece B � B+, conform principiului lui Weyl de monotonie avem �#ik(A +

B) � �#ik(A + B+). Prin urmare, membrul stâng al inegalit¼aţii de demonstrat
este majorat de:

rX
k=1

h
�#ik(A+B+)� �

#
ik
(A)

i
;

iar acesta este majorat de:
nX
k=1

h
�#k(A+B+)� �

#
k(A)

i
= Tr(B+):

Or, Tr(B+) =
rP

k=1

�#k(B) deoarece �
#
r(B) = 0.

4 Cazul n = 3

În cazul matricilor 3 � 3 - dimensionale, A. Horn ([14]) a evidenţiat 12 relaţii
necesare:
� Formula de urm¼a (Tr):


1 + 
2 + 
3 = �1 + �2 + �3 + �1 + �2 + �3;

� Inegalit¼aţile lui Weyl (W):


1 � �1 + �1 
2 � �1 + �2 
2 � �2 + �1

3 � �1 + �3 
3 � �3 + �1 
3 � �2 + �2;

� Inegalit¼aţile lui Lidskii-Wielandt (LW), folosind şi simetria în A şi B:


1 + 
3 � �1 + �3 + �1 + �2

2 + 
3 � �2 + �3 + �1 + �2

1 + 
3 � �1 + �2 + �1 + �3

2 + 
3 � �1 + �2 + �3 + �2 + �3;

� Inegalitatea lui Horn:


2 + 
3 � �1 + �3 + �1 + �3:

Ultima rezult¼a din (qlHLP), care în cazul n = 3 se scrie:

(�1 + �3; �2 + �2; �3 + �1) � (
1; 
2; 
3):

Horn ([14]) a demonstrat, de asemenea, c¼a cele 12 relaţii sunt şi su�ciente
pentru existenţa a trei matrici simetrice A;B;C 2 M3(R), cu
C = A+B, având ca spectre respectiv familiile:

�1 � �2 � �3; �1 � �2 � �3; 
1 � 
2 � 
3:
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Demonstraţia sa este asem¼an¼atoare cazului n = 2, cu deosebirea c¼a inter-
seçtiile de semiplane sunt înlocuite cu interseçtiile de semispaţii.

5 Conjectura lui Horn

În afara condi̧tiei (Tr), toate restriçtiile remarcate mai sus sunt inegalit¼aţi de
forma : X

k2K

k �

X
i2I

�i +
X
j2J

�j ; (Ho)

unde I = fi1; : : : ; irg, J = fj1; : : : ; jrg, K = fk1; : : : ; krg sunt submuļtimi ale
lui f1; : : : ; ng de acelaşi cardinal. Numim asemenea triplete (I; J;K) triplete
admisibile şi not¼am cu Tnr muļtimea lor.
Dac¼a r = 1, condi̧tia de admisibilitate este:

i1 + j1 = k1 + 1:

Dac¼a r > 1, condi̧tia de admisibilitate este:X
i2I

i+
X
j2J

j =
X
k2K

k +

�
r + 1
2

�
şi pentru orice 1 � p � r � 1 şi orice (U; V;W ) 2 T rp s¼a avem:X

u2U
iu +

X
v2V

jv =
X
w2W

kw +

�
p+ 1
2

�
Conjectura lui Horn. Fiind date 3 familii descresc¼atoare �, �, 
 de n numere
reale, atunci :
i) Dac¼a exist¼a matrici autoadjuncte A;B;C 2 Mn(C), cu C = A + B, a

c¼aror spectre s¼a �e respectiv �, �, 
, atunci au loc inegalit¼aţile (H) pentru toate
tripletele admisibile din Tnr şi orice r = 1; : : : ; n:
ii) Formula(Tr) şi inegalit¼aţile de la punctul precedent sunt condiţii su�-

ciente pentru existenţa tripletului A;B;C 2Mn(C) de matrici autoadjuncte cu
propriet¼aţile speci�cate la punctul precedent.
A. Horn a demonstrat aceast¼a conjectur¼a pentru n = 3 şi n = 4.
Aşa cum menţionam înc¼a în introducere, punctul i) a fost demonstrat de

A.H.Dooley, J. Repka şi N. J. Widberger ([5]). Partea de su�cienţ¼a a fost
demonstrat¼a de A.A.Klyachko ([15]) în anul 1998 şi, cu o alt¼a abordare, de
A.Knutson şi T.Tao ([16]) în 1999.

6 Observa̧tia cheie în rezolvarea conjecturii lui
Horn

Rezolvarea conjecturii lui Horn este o problem¼a de interseçtii. Cazurile n = 2 şi
n = 3 ne sugereaz¼a deja aceast¼a opinie. Ea este înt¼arit¼a de principiul variaţional
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al lui Hersch şi Zwahlen, pe care îl reamintim în cele ce urmeaz¼a. Fie A 2Mn(C)
o matrice autoadjunct¼a cu descompunerea spectral¼a:

A =
nX
k=1

�k h�; vki vk:

Not¼am:
Vk = Spfv1; : : : ; vng

şi atunci pentru orice familie de indici I = f1 � i1 < : : : < ik � ng are loc
relaţia:

kX
j=1

�ij = min
L2Gk(Cn)
dimVij\L�j

TraceAPL; (HZ)

unde PL reprezint¼a proiectorul ortogonal pe subspaţiul L, iar Gk(Cn) reprezint¼a
muļtimea subspaţiilor liniare k-dimensionale ale lui Cn.
Demonstraţia principiului variaţional (HZ) este asem¼an¼atoare cu aceea a

principiului lui Fischer.
Muļtimea pe care se ia minimul este un obiect familiar speciali̧stilor din

geometria algebric¼a, mai precis, este o varietate Schubert. Acestea apar ca
subvariet¼aţi S(I;F) ale variet¼aţilor Gk(Cn), asociate unei �ltr¼ari complete F =
(Vk)k şi unei familii de indici I = f1 � i1 < : : : < ik � ng:

S(I;F) = fL 2 Gk(Cn); dimVij \ L � j pentru orice j = 1; : : : ; kg:
O �ltrare complet¼a este un şir cresc¼ator de spaţii Vk cu proprietatea c¼a

dimVk = k şi V0 = f0g � V1 � : : : � Vn = Cn:
Leg¼atura dintre propriet¼aţile de interseçtie ale variet¼aţilor Schubert şi ine-

galit¼aţile lui Horn este evidenţiat¼a de urm¼atoarea observaţie:
Fie A, B, C trei matrici autoadjuncte n � n - dimensionale astfel c¼a C =

A+B. Presupunem c¼a ele au reprezent¼arile spectrale:

A =
nX
k=1

�k h�; ukiuk; B =
nX
k=1

�k h�; vki vk; C =
nX
k=1


k h�; wkiwk:

Consider¼am �ltr¼arile complete:

F = (Uk)k; unde Uk = Spfun; : : : ; un�k+1g
G = (Vk)k; unde Vk = Spfvn; : : : ; vn�k+1g
H = (Wk)k; unde Wk = Spfw1; : : : ; wkg

şi mulţimile de indici I; J;K � f1; : : : ; ng, care au acelaşi cardinal. Mulţimea
complementar¼a unei mulţimi de indici I este prin de�niţie I 0=fi;n� i+12Ig.
Atunci, dac¼a:

S(I;F) \ S(I;G) \ S(I;H) 6= ;;

tripletul (I; J;K) este admisibil.
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Demonstraţia este imediat¼a. Într-adev¼ar:

0 = Tr(�APL �BPL + CPL) �
X
i2I0

�#i (�A) +
X
j2J0

�#j (�B) +
X
k2K

�#k(C);

de unde rezult¼a (conform (5)) c¼a:X
k2K

�#k(C) � �
X
i2I0

�#i (�A)�
X
j2J0

�#j (�B) �
X
i2I

�#i (A) +
X
j2J

�#j (B):

Completarea soluţiei conjecturii lui Horn necesit¼a un aparat matematic
evoluat. De aceea recomand¼am cititorilor interesaţi de detaliile acestei soluţii
citirea prealabil¼a a articolelor lui Bhatia ([3]) şi Knutson şi T. Tao ([17]). Ar-
ticolul lui Fulton ([8]), indic¼a noile dezvolt¼ari deschise de rezolvarea conjecturii
lui Horn.

Not¼a. Aceast¼a lucrare a fost elaborat¼a în cadrul grantului CNCSIS A3/2002.
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