Concursul interjudetean de matematica Ion Ciolac”
Editia a IV-a, Craiova, 22 mai 2004

Constantin P. Niculescu si Liliana Niculescu!

Aceastd editie a Concursului ,,Jon Ciolac” s-a bucurat de participarea a peste
400 de elevi din judetele Arges, Dolj, Gorj, Mehedinti, Olt, Prahova si Valcea.
Premiul intéi a fost obtinut de urméatorii participanti: Toader Alexandra (clasa
a IV-a, Colegiul National Carol I, Craiova), Schneider Valeriu (clasa a V-a,
Colegiul National Carol I, Craiova), Pddureanu Victor (clasa a VI-a, Colegiul
National Carol I, Craiova), Tutescu Anca (clasa a VII-a, Colegiul National Fratii
Buzesti, Craiova), Bucitea Madalin (clasa a VIII-a, Sc. gen. 37, Craiova), Dutd
Citdlin (clasa a IX-a, Colegiul National Carol I, Craiova), Dinu Lavinia (clasa
a X-a, Colegiul National Fratii Buzesti, Craiova), Diaconu Andrei (clasa a XI-a,
Colegiul National Fratii Buzegti, Craiova) si Ion Marius (clasa a XII-a, Colegiul
National Carol I, Craiova). Indicdm in continuare problemele propuse si schita
solutiilor.

Clasa a IV-a

1. Un elev a cumparat 16 caiete gi 12 creioane pentru care a platit 312 lei.
Un alt elev a cumpadrat 24 de caiete si 18 creioane de acelasi fel cu colegul
sau.

Ce suma a incasat libraria de la cei doi copii?

Maria Doran
2. Aflati cifrele a, b, ¢, d din egalititile:
(a) (a—1) x (a—2)=20.
(b) bb x b+ 295 = 999.
(c) ex4=9xd-2T.

Catargena Rada

(a) Aflati numdarul natural a stiind c& dacd se imparte 25 la 3 x a — 7 se
obtine restul 3.

(b) Completati patratele de mai jos cu numere aga incat suma numerelor
scrise in oricare trei patrate alaturate sa fie aceeasi.

(185 ] [275 [ [ [ ]| [219]
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Clasa a V-a
. Fie A C N, o multime avand simultan proprietétile:

(a) 1€ A.
(b) Dacd x € A, atunci 4z € A.
(c) Dacd 3z + 1 € A, atunci x € A.

Demonstrati ca {0;85;113;1024} C A.
Ion Rotaru

. Demonstrati ca oricare ar fi numerele naturale aaaa si bbbb scrise in baza
10, are loc inegalitatea

(m)2+a-m< bbbb
4 - aaaa (80)" + b - bbb
Dan Mic

. Aflati cel mai mare numdar natural par n astfel incat in multimea {1,2,3,...,n}
sa existe 668 de numere care se divid cu 2 dar nu se divid cu 6.

Liliana Niculescu
Clasa a VI-a

. Fie numerele a,b,c € N* astfel incat a + b, b + ¢ si ¢ + a sunt direct
proportionale cu numerele be, ca si ab. Demonstrati ca a = b = c.

Nicolae Talau

. Aflati cel mai mic numéar n € N* pentru care putem alege semnele + si —
astfel incat
+1+2+...£n=16.

R.M.T., Dan Comanescu
. Fie patrulaterul convex ABCD cu m (@) = 120°, m (ZTB\C’) = 50°

sim <D/E> = 40°. Demonstrati ca dacd (DB este bisectoarea unghiului
m, atunci (AC este bisectoarea unghiului DAB.

Nicolae Talau

Clasa a VII-a



1. Rezolvati ecuatia:

c4+4 w45 498  x+99
+ + =

25.3.
5 6 99 100 3

Cornelia Piciu

2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Notdm cu D, simetricul lui A fata de
B si cu E simetricul lui A fata de C.

(a) Determinati punctul M € BC pentru care suma DM + EM este
minima.

(b) Dup4 acelagi procedeu se construiesc punctele N € AC si P € AB.
Demonstrati cd dreptele AM, BN si C'P sunt concurente.

Ion Rotaru si Liliana Niculescu

3. In divizia A a campionatului national de fotbal sunt 16 echipe. Fiecare
echipa joacd cu toate celelalte cate doud meciuri, unul acasa si unul in
deplasare. Se acordd 3 puncte pentru victorie, un punct pentru meci egal
si nu se acorda nici un punct pentru infrangere.

Care poate fi diferenta maxima de puncte dintre ocupantele locurilor intai
si doi la sfargitul campionatului?

Monica Stanca
Clasa a VIII-a
1. Fie A o multime de numere naturalesi f : A — A o functie cu proprietatile:

i) existd xo € A astfel incat f (zg) # xo;
ii) f(m)— f(n) = m — n pentru orice m,n € A.
Demonstrati cd multimea A este infinita.
Gazeta Matematicd, Mircea Becheanu
2. Consideram ecuatiile:

14243 +..a+y> = 22 (1)
1+24+3+.a+y® = 22 (2)

|
w

Demonstrati ca:

(a) ecuatia (1) are o infinitate de solutii (z,y, 2) cu z,y, z € N*;

(b) ecuatia (2) are o infinitate de solutii (z,y, z) cu z,y, z € N*.

Claudiu Coanda



3. Consideram piramida patrulaterd regulatd SABCD iar E gi F, mijloacele
2
muchiilor SA si SC. Fie N € [SB] astfel incat SN = §SB. Planul (ENF)

intersecteazd SD in M iar planul « dus prin AC paralel cu (ENF) inter-
secteaza SD in @Q. Calculati:

(a) raportul dintre volumul lui SMEF gi volumul lui SACD;

(b) raportul g—g

Claudiu Coanda
Clasa a IX-a

1. Fie ABC, un triunghi care nu este echilateral. Notdm cu A7, simetricul
lui A fatd de B, cu By, simetricul lui B fata de C si cu Cy, simetricul lui C
fatd de A. Fie O si O centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC
si A1 B1Cy iar H gi Hy, ortocentrele acestor triunghiuri. Demonstrati cd
001 HH; este trapez.

kokk

2. Demonstrati ca nu existd functii f, g : R — R care sa indeplineasca simul-
tan urmaétoarele conditii:

i) f(f(z)+vy) =2+ g(y), pentru orice z;y € R;
ii) existd o # B € R, i n € N*, n > 2 pentru care

(1+9° (@) +g*(8)" =1+ng*(a) +ng* ().
Raluca Ciurcea

3. Demonstrati cd daca = € (O, ) si n € N*, atunci

™
2n+2
—r (1
Z cos 28z < 2n+)1 <33 — ctg2"a:> .

Tuliana Coravu
Clasa a X-a

1. Multimea numerelor naturale nenule se descompune in 2004 progresii arit-
metice neconstante care nu au termeni comuni. Demonstrati cd in fiecare
dintre aceste progresii, ratia este mai mare sau egald cu primul termen al
progresiei.

KoKk

2. Considerdm multimea A = {1,2,...,n}, n > 2 gi functia f : A—A cu
proprietatea f (f (z)) = 1 pentru orice x € A.



1
(a) Demonstrati cd f (A) are cel mult {n—;—} elemente.

(b) Pentru n = 4, aflati numérul functiilor cu proprietatea din enunt.

(c¢) Pentru n = 2004, aflati functia cu proprietatea dim enunt pentru
care produsul f(1)- f(2)-...- f(2004) este maxim.

Liliana Niculescu

3. Fie tetraedrul OABC, cu proprietatea OA 1. OB, OB 1 OC i OC 1. OA.
Aratati cd daci

OA® + CB? = 4(Apoas + Anroac — Anosc)
atunci m (%) + m (C%) +m (W) = 90°.

Nicolae Talau

Clasa a XI-a
1. Considerdm functiile f, g : (0,00) — (0,00) cu proprietatile:

i) functia f este crescdtoare;

ii) functia g este continui;

iii) functia = este descrescétoare.
g

Demonstrati cd functia f este continua.

’ Dorin Popovici

2. Fie matricele X,Y,Z € M, (C) astfel incat Z comutd cu X sau cu Y.
Demonstrati ca

det (Z+ XY)=det(Z+YX).
G.M., Ovidiu Pop

3. O secantd mobild dusi prin focarul F al parabolei y? = 2pz intersecteazs
parabola in M si N. Notam cu M ', N’ si E, proiectiile punctelor M, N
si F' pe directoarea parabolei. Demonstrati ca:

(a) EM'-EN' = constant.

(b) M N’ trece printr-un punct fix.
1

1
(c) m—i— NE = constant.

Liliana Niculescu



Clasa a XII-a

. Fie (A,+,-) un inel i a, un element al lui A pentru care existd b € A astfel

incat ab = 1. Demonstrati cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) card{x € A|lax =1} > 1;
(b) a nu este inversabil;

(c) existd ¢ € A, ¢ # 0 astfel incat ac = 0.
Kok

. Determinati functiile continue f : (0, 00) — R cu proprietatea

b bb
/ f(z)dz =1n (aa . eab>

pentru orice a,b € QN (0,00).
Virgiliu Schneider

Demonstrati cd daca f : R — R este continué, neconstantd si periodics,
iar ' : R — R este o primitivd a sa, atunci graficul lui F' nu admite
asimptote.

Liliana Niculescu

Solutii

Clasa a IV-a

1.

2.

16 caiete si 12 creioane costa 312 lei, deci 8 caiete si 6 creioane costa
312 : 2 =156 lei.

24 caiete gi 18 creioane costa 156 x 3 = 468 lei. Libraria a incasat 312 +
468 = 780 lei.

(a) (a—1)x (a—2) =4x5. a—2sl a— 1 sunt numere consecutive.
Rezultd a = 6.

(b) bb x b = 999 — 295 = 704, deci 11b x b = 704, de unde b x b = 64,
deci b = 8.

(c) ex4=9x(d—3). cseimparte exact la 9 si ¢ este cifrd deci c =0
sau ¢ = 9.Daca ¢ =0, rezultd d = 3, iar dacd ¢ =9, rezultd d = 7.

(a) Din teorema impdrtirii cu rest, avem 25 = (3 x a — 7) x C'+ 3, adicd
22 = (3 x a — 7) x C, deci 22 se imparte exact la 3 x a— 7.Impértitorul
trebuie sd fie mai mare decat restul, deci 3 X a — 7 poate fi 11 sau
22. Daca 3 x a — 7 =11 obtinem a = 6 iar pentru 3 x a — 7 =22 nu
obtinem solutie.



(b) Not&m numerele necunoscute astfel:

[185[ a [275[ b | ¢ [ d [ e [219]

1854+ a+275=a+ 275+ b= b= 185.
a+2754+b=270+b+c=a=c.
27054+b+c=b+c+d=d=275.
bt+c+d=c+d+e=b=c.
c+d+e=d+e+219 = c=219.
Deci obtinem:

[185 [ 219 [ 275 [ 185 [ 219 | 275 | 185 | 219 |

Clasa a V-a

1. 1€ A= 4,16,64,256,1024 € A.
1=3-0+1€A=50¢c A
256 =3-854+1€c A=>85¢c A.
85 € A=54.85=340 € A.
340 =3-113+1c A= 113 € A.

—\2 - 17311
. 1111
5 Avem: A — (@a)” + a - aaa 58a §B— — bebb _ .
4 - aaaa 1111 (bb) +b-bbb 2320
58 -9 522 1 1111 1111 1
b tcifre, A< —=—-<-85iB> —— = —— > —. 1ta
ASHHBCI e, AS T T S 28 P2 9309 T aoss 2 Rewultd
< bD.

3. Numarul este de forma 6a, 6a + 2 sau 6a + 4.

Cum a si

Daca n = 6a, in multime sunt 3a numere divizibile cu 2 si @ numere divizibile

cu 6, deci 3a — a = 668 de unde a = 334, deci n = 6 - 334 = 2004.

Daca n = 6a + 2, in multime sunt 3a + 1 numere divizibile cu 2 si a numere
divizibile cu 6, deci se obtine ecuatia 3a 4+ 1 —a = 668 care nu are solutie numar

natural.

Daca n = 6a + 4, in multime sunt 3a + 2 numere divizibile cu 2 si ¢ numere
divizibile cu 6, deci 3a + 2 — a = 668, de unde a = 333, deci n = 6-333 +4 =

2002.
Deci cel mai mare numar natural cu proprietatea ceruta este 2004.

Clasa a VI-a



b b
1. atb _bie_at C.Eliminand numitorii obtinem: a? + ab = b% 4+ bc =
be ca b
2 + ac.

Presupunem c& a < b. Din a? + ab = b? + be rezultd a®> — b2 = b(c — a)
si cum a? — b? < 0, rezultd ¢ < a, deci ¢ < b. Din b? + bc = ¢ + ac
rezultd b? — ¢ = c(a — b) ceea ce este imposibil pentru ci b — ¢? > 0 iar
cla—0b) <0.

Analog se ajunge la contradictie dacd presupunem ca a > b. Rezultd a =
b.Inlocuind in relatia a? —b% = b (¢ —a), se obtine a = c.

2. Pentrun <5,avem £14+24+ .. tn<14+2+..+n<14+24+3+4+
5 = 15 deci nu se realizeaza conditia din enunt. Pentru n = 6, numarul
+1+ 2+ ...+ 6 este impar, deci nu poate fi egal cu 16. Pentru n = 7,
avem: 1 —2+4+3—4+54+6+7 = 16. Deci, cel mai mic numar natural care
indeplineste conditia din enunt este n = 7.

3. m (ADB) =m (ODB) = ;m (ADC) = 60°.m (DBA) = 180° 40" -
60° = 80°.
Consideram punctul T pe prelungirea lui AD (D este intre A 5i T) si S
pe prelungirea lui AB (B este intre A si S). Avem m (@) = 60° si

m (@) = 50°. (DC este bisectoarea unghiului BDT deci C este egal

departat de BD si DT. (BC este bisectoarea unghiului DBS deci C este
egal departat de BD si BS. Rezulta ca C' este egal departat de dreptele
DT si BS, adica de laturile unghiului m, deci se afla pe bisectoarea
acestui unghi.

Clasa a VII-a

1 1 1 1
1. Ecuatia este echivalentd cu: (x — 1) (5 + 6 +..+ 99 + 100) = 0. Deci

solutia este z = 1.

(a) Fie E', simetricul lui E fatd de BC. Notam DE'NBC = {M} . Pentru
orice punct N € BC, N # M, avem DN + NE = DN + NE' >
DE' = DM + ME, deci M este punctul ciutat.

(b) Notdm cu A’, L gi T, proiectiile lui A, D si E pe BC. Congruentele
AABA' = ADBL, NACA' = AECT i ALMD = ATME' conduc
la BA" = CM, deci la concluzia cd M si A’ sunt simetrice fatd de

!
mijlocul lui (BC). Rezulta % - Z’AB
CN _AB' AP _ BC'

NA BCY¥PBT oA

. Analog, daca notdm cu

BB’ i CC’, inaltimile din B i C, avem




CA’ BC' AB’
A'B C'A B'C
=1, deci AM, BN, CP sunt concurente.

Cum inaltimile sunt concurente avem =1, de unde

BM CN AP
MC NA PB
3. Notdm cu a; numdarul punctelor realizate de echipa de pe locul i, deci

avem.:
aq Z a2 Z Z ai6-

Echipa de pe locul intéi a jucat 30 de meciuri deci

a3 <90. (1)

La fiecare meci, cele doua echipe participante primesc in total cel putin
2 puncte (2 puncte la meci egal sau 3 puncte dacd meciul s-a incheiat cu
victoria uneia dintre echipe). Echipele situate pe locurile 2,3,...,16 au
jucat intre ele 15 - 14 meciuri, deci

a2+a3+...+a16 221514
Cum 15as > as + a3 + ... + a1, rezulta
a;>28.  (2)

Din (1) si (2) rezultd a; — as < 62.

Rémane de ariitat ci diferenta de 62 puncte poate fi atinsi. Intr-adevir
acest lucru se realizeaza cand echipa de pe locul intai castiga toate meci-
urile iar celelalte echipe pierd toate meciurile cu echipa céstigitoare si
realizeaza intre ele meciuri egale.

Clasa a VIII-a

1. Din ii) avem f (n) —n = f (m) — m pentru orice m,n € A, deci f (n) —n
este constantd. Notdm f(n) —n = k. Presupunem c& multimea A este
finitd. Fie a cel mai mic element si b, cel mai mare element al lui A.Rezulta
fla)>asi f(b) <b adicAa+k >asib+k <b, de unde k = 0. Deci
f(n) =n, ¥n € A, ceea ce contrazice i).

x(x+1)

2. (a) Ecuatia se scrie: = 22 —y?. Alegem z = 2k, k € N si obtinem

k(2k+1) = (2 —y) (2 +y) . Este suficient si giisim y,z € N astfel incat

3k+1
z—y=ksiz+y =2k+ 1. Rezulta z = i

impar, k =2n+ 1, n € N. Obtinem z =4n+2, y=n+1,2=3n+2 cu
n € N.

, deci k trebuie si fie

(b) Cautam pentru ecuatia (2) o solutie in care y = u?, u € N. Relatia

1—|—2—|—3—|—...+$+(u2)3222



se scrie )
1+2+3+ .. +a+ (v') =22

Deci pentru ca (a:, u?, z) s& fie solutie pentru (2) este suficient ca (m, ud, z)
si fie solutie pentru (1). Ludm deci u® = n+1, (n € N) de unde n = u®—1
(u € N*) si obtinem solutii ale lui (2) de forma: z = 4 (u®—1) +2 =
-2, y=u? 2=3 (u3 — 1) +2 =3u® — 1, unde u € N* este arbitrar.

3. Notdm (ENF) = .

(a) EN taie AB in P iar NF taie BC in T. Din teorema lui Menelaos,
PB EA NS
ﬁ . FS . ﬁ = 17 de unde ﬂ = 5, adicd B este mijlocul lui AP.
Analog se aratd cd B este mijlocul lui C'T. Notam cu R, intersectia
lui BD cu TP. Obtinem RD = 3RB. Punctele R, N si M se afla in

planele 7 gi (SBD), deci sunt coliniare. Din teorema lui Menelaos,

MS RD NB e M5 2 e MS 2 G
MD RB NS , rezulta =3 ecl SD 5 tinem
Visupry  SM SE SF 1 SM 1 2 1

Visacp) SD SA SC 4 SD 4 5 10
(b) Planele paralele « gi 7 taie planul (SAD) dupd drepte paralele, deci
SM SE 1 . 4
EM || AQ. Rezultd A= 3 deci SQ = 25M = 5SD, de

SQ ~ SA
unde & = é
SD 5
Clasa a IX-a

1. Fie G, centrul de greutate al triunghiului ABC, deci avem GA + GB +
— —
GC = 0. Rezulta

_— — 0 = ——  —
GA1+GB1+GC;y = GB+BA1+GC+CB1+GA+ ACq =
_— = s — = — s
= BA+CB;+AC,=AB+BC+CA=0,

deci G este centru de greutate si pentru triunghiul A; B;C;. Cum (7}7 =
— — —

—2GO0 si GHy = —2GO0; , segmentul [H H;| este transformatul lui [OO;]

prin omotetia de centru G si raport —2. Rezultd concluzia.

2. Notam B = g2 (a) +g¢? (3) . Presupunem B # 0 deci B > 0 si aritdm prin
inductie ci (1 + B)" > 1+nB pentru orice n € N, n > 1, ceea ce contrazice
relatia ii). Rezultd B = 0, deci g () = g (8) = 0. Ini) pentru y = 0, Avem
f(f(x)) =2+ g(0). Folosind aceasta relatie ardtdm ci f este injectiva.
In i) facem y = «, apoi y = B si rezultd: f(f(z)+a) =z +g(a) ==z
si f(f(z)+8) = a4+ g(B) = x. Din injectivitate, rezultd f(z) + a =
f(z)+ B, deci @ = B, contradictie!

10



. m .
Pentru orice = € (0, W) sil <k < n,avem:

sin 2k 1z

ok, = 22 = 1

coseE 2sin 2kz (1)
1

T ctg2 1z — ctg2kz. (2)

sin 2k

Folosind inegalitatea lui Cebigev, avem

n

n s ok+1
(1) 1 sin 2 x
kz_l cose 2 kz_l sin 2k

1 [ - 1
< = in 2k+1 — .
- 2n (; st x z_: sin 2k
Dar n n
) . 402" — )7
2}m%“m<xzp“4=u2—nm<—3ﬁ7—
k=1 k=1

(deoarece sin v < a pentru o > 0) si

Nl @) - . no 1 n
E — = g (ctg2* 'z — ctg2"z) = ctgz — ctg2"z < = — ctg2"w
. sin 2Fx P z

1
(deoarece pentru « € (0, g) avem tga > a > 0, deci ctgae < —). Prin

2" —1)r (1
urmare S < i \o ctg2™x |, q.e.d.

Clasa a X-a

1.

2.

Presupunem cd existd o progresie (an)n21 astfel ca ratia ei sa fie r < ay.
Fie z = a1 —r € N*. Existd o progresie (by),>, care il contine pe z
ca termen. Fir »’ ratia acesteia; ' # 1 (reducere la absurd). Atunci
insd numéarul y = = + 7’ = a1 + r (' — 1) apartine ambelor progresii,
contradictie!

(a) Notdm f (A) = B si m = card(B). Fie y € B. Existd © € A astfel

incat y = f(x), deci f(y) = f(f(x)) = 1. Deci restrictia lui f la

B este constanti, egald cu 1.Din 1 € f (A) rezultd f(1) =1. A— B

are n —m elemente si f (A — B) = Bsau f (A— B) = B—{1}, deci
n+1

el

n+1
n—m > m—1,de unde m < % Daca presupunem m >

1 1
rezulta m > {71—21—} +1> %, contradictie.

11



(b) Pentru n =4, f(A) are cel mult doud elemente. Dacd f (A) are un
singur element, acesta este 1, deci f (x) = 1, pentru orice € A. Daci
f (A) are doud elemente, fie f (4) = {1,2} . Rezultd f (1) = f (2) =1,
{f3),f(4)} C {1,2}, si cel putin unul dintre numerele f (3) sau
f (4) trebuie si fie egal cu 2. Sunt posibile 3 cazuri:

i) f(3) = f(4) =21ii) f(3) =25l f(4) = L iii) f(3) = Lsi
f4) =2

Analog, dacd f (4) = {1,3} sau f (A) = {1,4} . Deci numérul functi-
ilor este 1 + 3 - 3 = 10.

(¢) Avem 1 € f(A). Evident, pentru ca f(1)- f(2) - ... f(2004) s&
fie maxim4 trebuie ca f (A) # {1}. Dacd b # 1 apartine imaginii,
rezultd f (b) = 1, deci cel putin doud dintre valorile functiei sunt 1.
Rezultd c& f (1) f(2) ... - £(2004) < 20042992, Aceasta valoare se
atinge pentru functia f: A — A,

@) = 1, pentru z € {1,2004}
~ | 2004, pentruz € {2,3,4,...,2003}

care, evident indeplineste conditia din enunt.

3. Notam OA = a, OB = b, OCzc,m(%) :m,m(@) =

y si
— b
m (BAC) = z.Relatia din enunt conduce la @ = b 4 ¢. Avem tgx = - si
b ¢
tgy = <, deci t (z+y) = a+g _ @
8y =, gl ty) = t—b =
==
a
AB? + AC? — BC? a? > 0. deci e(O 77)
S = = 1 —_—
COS 2 5AL . AC NEE RN , deci z "5

1 a2 —be\’ 2

sitg?z = ;1= 5 .Cum a? = (b+ ¢)” > be, rezultd tgz =
cos? z a

a?—b

C, deci tgz-tg(x + y) = 1. Aceasta se scrie tg(x + y) =ctgz :tg(g — z) .

2
“ LT . ™ . s
Cum z+y si 5 — z sunt ascutite, rezultd x+y = 5 —z,deciz+y+z= 3
Clasa a XI-a

1. Demonstram ca functia h = f este continui. Fie zg € (0, 00) .Pentru orice

f(xo) f(x) _ f(x0) f(0)

T > avelm: 0 Slh(fﬁo)—h(x) T g(zo) g(x) = g(@)  gl@)

f (wo0) ( - ) . Deoarece g este continua,
g(zo) g(x)

o 100 (5~ 57) =
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si potrivit criteriului clestelui obtinem lim,~ s, (h (z0) — h () = 0, adicd
lim,\ 4, 7 (x) = h (z0) . Analog se aratd cd lim, ~,, h (z) = h(x0) . Deci h
este continud in . Cum xg a fost luat arbitrar, h este continud pe (0, 00) .
Deci f = gh este continua.

2. Fara a micgora generalitatea, putem presupune ci Z comuta cu X.

Cazul I: det X # 0. Avem X (Z4+YX) = (Z+ XY) X, deci det X -
det (Z +YX) =det (Z+ XY)det X, de unde rezultd concluzia.

Cazul II: det X = 0. Considerdm matricea A, = X +¢- I, unde t € C.
Cum det (A;) este un polinom de gradul n in t, el este nul pentru cel
mult n numere complexe ¢y, ta, ..., t,. Pentru orice t € C — {t1,ta, ..., tn},
avem det (A4;) # 0 si Ay comutd cu Z, deci (conform cazului I) rezultd
det (Z + AY)=det (Z+YA). (1)

Relatia (1) exprima faptul ci doud polinoame (in t) de grad cel mult n
iau valori egale pentru o infinitate de valori ale lui ¢, deci polinoamele sunt
egale. In particular, dand lui ¢ valoarea 0, rezultd concluzia.

3. Solutie analitica. Focarul este F (g, 0) iar directoarea este x = —g.

(a) Notdm M (x1,y1) si N (22,y2). Fie m panta lui M N. Coordonatele

y? = 2px
lui M si N verificd sistemul: ( p) , deci yp si yo sunt
y=m(z—3
radicinile ecuatiei y? — —py — p? = 0. Rezultd y,9o = —p? adici
m
EM'-EN'=9p
2
(b) Panta lui OM este EEA— y—; = =P Punctul N" are coordonatele
L1 i Y1
2p
_r
2
(—B7y2> deci panta lui ON’ este b2 _ P de unde rezulta
2 p _b U1
2

MN' trece prin punctul fix O.
(c) Fie v, méisura unghiului format de Oz cu FM. Avem MF = MM’ =

EF+MF cosa,deci MF = _r Analog, NF = P ded
e
1 1 2

1 — cos 1+cosa’
ME T NF
Solutie sintetica.
(a) Din faptul ¢ MF = M'F i NF = N'F deducem ci m (m/) v

m (W ! ) = 90°. Cu teorema inaltimii in triunghiul dreptunghic
M'FN', avem EM' - EN' = EF?.

13



1.

QF FM
NN~ MN

(b) Fie Q, intersectia lui M N’ cu Oz. Avem
FM-FN E F FM-FN
; OF ———— = @F. Rezultd ca

N
= deci QOF =
MN S aap - v 9@ MN
Q este mijlocul lui EF, deci M N’ trece prin O.

(¢) Analog se aratd cad N M’ trece prin O. Folosind triunghiuri asemenea,
avem:

OF NF OF MF

MM’ MN ¥ NN’ MN

F F
de unde prin adunare, ﬁ + ]\?Nll = 1.1 Din diﬁnipia parabolei,
MM'=MF si NN’ = NF, deci ——+ —— = const.

MF ' NF _ OF
Clasa a XII-a

»a=—>b”. Presupunem ca a este inversabil. Dar atunci ecuatia ax = 1
are solutia unici r = a~! deci card {x € A|ax = 1} = 1, contradictie.
»b=c”. Cum ab =1 gi a nu este inversabil, rezultd ba # 1. Notdm ¢ =
ba—1%# 0siavem: ac=a(ba —1) =a(ba)—a = (ab)a—a=1-a—a=0.
»c=—=a". Fie ¢ # 0 astfel incat ac = 0. Avem a (b+c¢) = ab+ac=ab=1
deci multimea {z € A|az = 1} contine cel putin doud elemente distincte
bsib+c.

F este continud, deci are primitive. Fie F, o primitivd. Avem: F (b) —
b

b
F(a) = In (aa . e“_b> , Va,b € QN (0,00). Ddm lui a valoarea 1 gi

obtinem F (b) — F (1) =blnb—b+ 1, Vb € QN (0,00) . Dacd doud functii
continue coincid pe QN (0, 00), ele coincid pe (0,00) . Deci F (z)—F (1) =
zlnx —x + 1, Vo € (0,00). Derivand, obtinem f (z) = Inz. Se aratd cd
f:(0,00) = R, f(z) = Inz verificd relatia din enunt.

I este definitd pe R si continué, deci graficul siu nu admite asimptote
verticale.Fie T, o perioadd a functiei f. Din F' () = F' (2 + T) rezultd
cd existd o constantd k astfel incat F (v +T) — F (z) = k. Construim

k
functiag : R - R, ¢ (x) :F(x)f%. Avem g (z+T) = g(z). Deci F se
scrie sub forma F' (x) = g (z) + ax unde g este o functie periodicd necon-

stantd, iar a = T Dacid a = 0, F este periodica neconstantd deci nu are

asimptote orizontale sau oblice. Fie a # 0. Functia g este marginita deci
lim, o0 F (z) = lim, 00 ax = 00 sau —oo, deci F' nu are asimptotd ori-
zontald la co. Analog la —oo. Presupunem c& existd asimptotd oblica, de
F (z) g(x) +ax

=1 T — 00 = 4,

forma y = mx + n. Avem: m = lim,_,

x x
n = lim,_,o g (z), dar ultima limitd nu existd, ¢ fiind periodicd necon-
stanta.
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