Concursul national studentesc ,, Traian Lalescu®,
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Constantin P. Niculescu*

Editia din 2003 a traditionalului concurs ,Traian Lalescu“ a fost gazduitd
de Facultatea de Matematica si Informaticd a Universitatii Ovidius din Con-
stanta. Au participat studenti de la Universitatea Bucuresti, Universitatea
Ovidius din Constanta, Universitatea din Craiova, Universitatea Al. 1. Cuza
din Tasi gi Universitatea de Vest din Timigoara. Juriul, format din profesorii
Dumitru Busneag, Constantin Ilioi, Mihail Megan, Constantin P. Niculescu,
Silviu Sburlan (presedinte), Mirela Stefanescu si Ioan Vrabie, a selectionat ur-
matoarele probleme:

Anul 1.

n
1. Fie E T, O serie cu termeni strict pozitivi si ,, — 0. Notam s,, = g Tk-
n k=1

S4 se arate cd seria E x, este convergentd dacd si numai dacd sirul ({sy)}),,

n
este convergent. (Am notat cu {z} partea fractionard a numarului real x.)
2. Fie F multimea functiilor f : [0,1] — [0, 1] cu proprietatea cé exista doud
submultimi nevide si disjuncte incat [0,1] = AU B, f(4) C Bsi f(B) C A.
Sa se studieze dacd F contine functii continue, functii care admit primitive
si functii cu proprietatea lui Darbouz.
3. In spatiul euclidian E? se consider#, in raport cu un reper ortonormat,

3 3
dreapta (d) de ecuatie x—2|— = % = z—;— si familia de drepte (d,) de ecuatie:
-2 -1 — 1
¢ =Y =z (a+ ),pentruaeR.

1
i) S& se arate cd dreptele (d,) trec printr-un punct fix.

ii) S& se determine a astfel incat distanta dintre dreptele (d) si (d,) s& fie
maxima.

4. Doud patrate ABCD si ABEF au latura comuna AB, iar planele lor sunt
perpendiculare. Se iau pe diagonalele AC si BF' segmentele egale AM = BN.
Sa se arate cd in pozitia in care lungimea segmentului M N este minima, M N
este perpendicular pe BF i AC si este paralel cu DE.

5. i) Un grup finit (G, ) se zice rational dacd g ~ ¢ pentru orice d € N*
astfel incat (d,|G|) = 1. Si se arate ci pentru orice n € N* grupul (S,,0)
este rational, iar apoi sa se caracterizeze grupurile finite gi comutative care sunt
rationale.
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ii) S& se arate ci grupurile finite cu proprietatea ci subgrupurile lor proprii
au acelagi numar de elemente sunt comutative.

iii) Pe multimea divizorilor naturali ai unui numé&r natural liber de patrate
sé se defineascd o structurad de inel boolean.

Anul IT

1. i) S& se arate cd polinomul 2% +z(y — 1) +y* — 1 este ireductibil in Q[z, y].

ii) Fie numerele prime 269 si 2003. Cercetati ireductibilitatea lor in inelul
Z[\/6].

2. Fie functia:

f(a:):/ It e
1

(14t2)
i) S& se arate cil f este convexd, descrescitoare gi derivabila.
ii) S& se calculeze lim1 f(x)si lim f(x).
xr— Tr— 00
3. Fie ¢ : [0,00) — [0, 00), o functie continud si integrabild pe [0, c0).
i) S& se demonstreze cd daci = : [0,00) — R este o solutie marginitd a
ecuatiei " + ¢(¢t) - = 0, atunci tlim 2'(t) = 0.
— 00
ii) S& se demonstreze ci ecuatia " 4+ ¢(t) - = 0 are cel putin o solutie
nemarginita.
4. Fie I" o curba parametrizabild biregulata, data prin parametrizarea natu-
rald r: [ — R3, r = 7(s) si fie I curba definitd de parametrizarea 7 : I — R3,

1

—b -
r (8) - T(S) + k’l(S)
normalei principale.

i) Daca torsiunea curbei I' este identic nuld, sd se determine versorul tan-
gentei, versorul normalei principale si curbura curbei I".

ii) Dacil f este elicea cilindricad datd de parametrizarea r : R — R3, 7(s) =
(acoss,asin s, bs), (a >0, b # 0), s& se arate ci curba I'V este, de asemenea, o
elice cilindrica.

7(s), unde k; este curbura curbei I', iar T este versorul

Cea mai bund prestatie in concurs a avut-o studentul Razvan Iagar de la
Universitatea Bucuresti, care a primit premiul I, ca si in anul precedent.

Lista completa a premiantilor, solutiile problemelor din concurs si baremurile
de corectare se afla pe site-ul Universitatii Ovidius din Constanta. Urmatoarea
editie a concursului este prevazuta a avea loc in septembrie 2004.
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