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Dup¼a ce Andrew Wiles a descoperit la �nele mileniului trecut demonstraţia
vestitei Teoreme a lui Fermat, s-a n¼ascut în mod �resc întrebarea care vor �prob-
lemele ce vor acapara atenţia matematicienilor în anii urm¼atori. Şi, ca o replic¼a
la celebra list¼a a lui David Hilbert, prezentat¼a de el la Congresul internaţional al
matematicienilor de la Paris, din 1900, s-a n¼ascut lista de şapte probleme pentru
soluţionarea c¼arora Institutul Clay din S.U.A. ofer¼a premii de câte 1 milion de
dolari (vezi http://www.claymath.org/millenium). Activitatea actual¼a, foarte
intens¼a în domeniul cercet¼arii matematice, are în atenţie şi alte probleme tot
atât de celebre, precum existenţa progresiilor aritmetice oricât de lungi, formate
numai din numere prime. Pentru aceasta din urm¼a s-a anunţat chiar şi o soluţie.
(Vezi articolul lui B. Green şi T. Too, The primes contain arbitrarily long arith-
metic progressions (disponibil pe http://arxiv.org/abs/math.NT/0404188).
R¼amâne îns¼a, de v¼azut dac¼a demonstraţia lor va � validat¼a de speciaļsti!
Într-o conferinţ¼a pe care am ţinut-o la Universitatea Valahia din Târgovi̧ste

în decembrie 2004 am dorit s¼a aduc în atenţia matematicienilor români (şi în
special a celor tineri), câteva din multele probleme care de decenii î̧si aşteapt¼a
soluţionarea. Nici una nu are notorietatea pe care o au problemele de tipul deja
menţionat, dar în mod cert vor aduce pe rezolvitorul lor în atenţia matemati-
cienilor de pretutindeni. Şi, fapt deloc neglijabil, sunt şanse mult mai bune de
succes, comparativ cu problemele de genul ipotezei lui Riemann.
Rezolvarea unor probleme deschise poate � începutul performanţei matem-

atice la cel mai înalt nivel!
Consultându-m¼a cu colegii de la diferitele universit¼aţi din ţar¼a, a ap¼arut clar

c¼a este bine ca în reviste precum Gazeta Matematic¼a, seria A, s¼a �e menţionate
şi probleme care rezist¼a înc¼a asaltului matematicienilor profesionşti. Revista
American Mathematical Monthly are o rubric¼a special¼a, care se bucur¼a de o
foarte mare atenţie.
Cele cinci probleme menţionate mai jos fac parte dintre sutele de astfel de

probleme, şi cred c¼a au meritul de a reliefa cât de complex¼a este matematica.

1. O problem¼a diofantic¼a
Este adev¼arat c¼a:

inf
n2N?

n jsinnj = 0?

Deoarece � este iraţional, se arat¼a simplu c¼a (sinn)n este dens în intervalul
[�1; 1] şi c¼a nu exist¼a limita lim

n!1
1

n sinn . Aceste fapte binecunoscute nu par îns¼a

a avea vreo relevanţ¼a în chestiunea de faţ¼a.
Într-adev¼ar, ea privşte dezvoltarea în fraçtie continu¼a a lui �. Notând aceast¼a

dezvoltare cu � = [a0; a1; a2; : : :] şi cu
pn
qn
= [a0; a1; : : : ; an] redusele sale (pn şi
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qn sunt naturali relativ primi), atunci:����pnqn � �
���� < 1

an+1q2n
;

(vezi [1], [2], [3]). Prin urmare:

pnj sin pnj = pnj sin(pn � qn�)j < pnjpn � qn�j <
pn

an+1qn

şi cum
pn
qn
! �, rezult¼a c¼a inf

n�1
nj sinnj = 0 dac¼a şirul (an)n nu este m¼arginit.

Aceasta îns¼a este o problem¼a deschis¼a. Ea se poate formula şi astfel:
Este adev¼arat c¼a pentru orice " > 0 exist¼a numere naturale m şi n astfel

încât j� � m
n
j < "

n2
?

Din comentariile f¼acut în [4] rezult¼a c¼a cel mai bun rezultat care se ştie este

c¼a inf
n�1

nj sinnj < �

20776
(consecinţ¼a a faptului c¼a a431 = 20776 ).
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2. Problema iter¼arii funçtiei 3x+ 1

Consider¼am şirul recurent :

an+1 =

( an
2
; dac¼a an este par

3an + 1; dac¼a an este impar.

Pentru care valori pozitive ale lui a1 este adev¼arat c¼a exist¼a indici n astfel
încât an = 1?
Probabil ca r¼aspunsul s¼a �e pozitiv pentru orice a1 > 0, dar pân¼a în prezent

nu s-a conturat un argument. Istoricul şi evoluţia acestei probleme (atât de
simpl¼a la prima vedere) se pot a�a din urm¼atoarele articole.
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3. Ecua̧tia funçtional¼a
@f

@x
=
@f

@y

Fie f : R2 ! R o funcţie care este diferenţiabil¼a în raport cu �ecare variabil¼a
(atunci când cealalt¼a este �xat¼a). Presupunem c¼a

@f

@x
=
@f

@y
pe R2. Exist¼a, în

mod necesar, o funcţie g de o singur¼a variabil¼a astfel încât f(x; y) = g(x+ y)?

Propus¼a ca Problem 5871 în Amer. Math. Monthly, 79(1972), p. 780, de
c¼atre P. R. Cherno¤ , a fost curând clar c¼a ,,soluţia� original¼a era incorect¼a.
Câţiva ani mai târziu, A. M. Gleason şi H. F. Royden (vezi Amer. Math.
Monthly, 82(1975), no. 5, pp. 530-531) au demonstrat c¼a r¼aspunsul este într-
adev¼ar DA dac¼a se face presupunerea suplimentar¼a c¼a f este continu¼a în raport
cu ansamblul variabilelor.

4. Proprietatea de punct �x pentru aplica̧tiile neexpansive
Fie C o submulţime slab compact¼a convex¼a şi nevid¼a a unui spaţiu Banach

E. Are orice aplicaţie neexpansiv¼a T : C ! C un punct �x?
Aplicaţiile neexpansive sunt aplicaţiile astfel c¼a jjTx�Tyjj � jjx�yjj pentru

orice x; y 2 C. W. A. Kirk ([2]) a ar¼atat, în 1965, c¼a r¼aspunsul la problema de
mai sus este a�rmativ dac¼a în plus C are structur¼a normal¼a (adic¼a dac¼a orice
submuļtime convex¼a S � C, cu diametru d > 0, conţine un punct x astfel c¼a
supfjjx � yjj : y 2 Sg < d. Acest fapt poate � dedus şi din demonstraţia lui
F. E. Browder([1]) pentru cazul când E este uniform convex. În cazul spaţiilor
uniform convexe, orice submuļtime convex¼a şi slab compact¼a are structur¼a nor-
mal¼a, dar în cazul general al spaţiilor Banach acest fapt nu mai este valabil. Un
raport (cu o bun¼a bibliogra�e) privind aceast¼a problem¼a se a�¼a în articolul [3].
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5. O problem¼a de cea mai bun¼a aproximare
Una dintre noţiunile importante în matematic¼a este aceea de cel mai bun

aproximant.
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Se ştie c¼a dac¼a H este un spaţiu Hilbert (adic¼a un spaţiu vectorial normat
complet în care norma este asociat¼a unui produs scalar) şi C este o submuļtime
convex¼a şi închis¼a a lui H, atunci pentru orice element u 2 H exist¼a şi este unic
un element PC(u) 2 C cu proprietatea c¼a:

jju� PC(u)jj = inf
c2C

jju� cjj:

Cu alte cuvinte, �ecare u admite o cea mai bun¼a aproximaţie cu elemente
din C, iar aceasta este unic¼a. Spre exemplu, dac¼a H = R2 şi C este planul xOy,
atunci:

PC((x; y; z)) = (x; y; 0);

adic¼a PC((x; y; z)) este proieçtia ortogonal¼a a punctului (x; y; z) pe planul xOy.
Este situaţia de mai sus de�nitorie pentru submuļtimile convexe şi închise?

Cu alte cuvinte, dac¼a C este o submuļtime a lui H cu proprietatea c¼a pentru
orice element u 2 H exist¼a şi este unic un element PC(u) 2 C cu proprietatea
c¼a:

jju� PC(u)jj = inf
c2C

jju� cjj

este muļtimea C convex¼a şi închis¼a? Clar, muļtimea C trebuie s¼a �e închis¼a.
Nu se ştie îns¼a dac¼a ea trebuie s¼a �e şi convex¼a. L. N. H. Bunt a demonstrat, în
1934, c¼a r¼aspunsul este a�rmativ în cazul când spaţiul H este �nit dimensional.
Ulterior, matematicianul american V. Klee a ridicat problema dac¼a şi în cazul
in�nit dimensional este necesar ca C s¼a �e convex¼a. În prezent aceasta este una
dintre cele mai importante chestiuni nerezolvate în teoria aproxim¼arii.
Informaţii suplimentare se a�¼a în bibliogra�a de mai jos.
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Desigur c¼a lista problemelor deschise poate continua. Ele sunt provoc¼ari ale
minţii omeneşti, care într-un viitor mai apropiat sau mai dep¼artat î̧si vor a�a
în mod cert soluţia.
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