Cateva probleme de matematica in asteptarea unei solutii

DE CONSTANTIN P. NICULESCU!

Dupa ce Andrew Wiles a descoperit la finele mileniului trecut demonstratia
vestitei Teoreme a lui Fermat, s-a niscut in mod firesc intrebarea care vor fi prob-
lemele ce vor acapara atentia matematicienilor in anii urmatori. Si, ca o replicd
la celebra lista a lui David Hilbert, prezentata de el la Congresul international al
matematicienilor de la Paris, din 1900, s-a nidscut lista de sapte probleme pentru
solutionarea céarora Institutul Clay din S.U.A. oferd premii de cate 1 milion de
dolari (vezi http://www.claymath.org/millenium). Activitatea actuald, foarte
intensd in domeniul cercetarii matematice, are in atentie gi alte probleme tot
atat de celebre, precum existenta progresiilor aritmetice oricat de lungi, formate
numai din numere prime. Pentru aceasta din urma s-a anuntat chiar i o solutie.
(Vezi articolul lui B. Green si T. Too, The primes contain arbitrarily long arith-
metic progressions (disponibil pe http://arxiv.org/abs/math.NT/0404188).

Réamane insa, de vdzut dacd demonstratia lor va fi validata de specialsti!

Intr-o conferintd pe care am tinut-o la Universitatea Valahia din Targoviste
in decembrie 2004 am dorit s aduc in atentia matematicienilor romani (gi in
special a celor tineri), cateva din multele probleme care de decenii isi agteaptd
solutionarea. Nici una nu are notorietatea pe care o au problemele de tipul deja
mentionat, dar in mod cert vor aduce pe rezolvitorul lor in atentia matemati-
cienilor de pretutindeni. Si, fapt deloc neglijabil, sunt sanse mult mai bune de
succes, comparativ cu problemele de genul ipotezei lui Riemann.

Rezolvarea unor probleme deschise poate fi inceputul performantei matem-
atice la cel mai inalt nivel!

Consultandu-ma cu colegii de la diferitele universitati din tara, a aparut clar
ca este bine ca in reviste precum Gazeta Matematica, seria A, sa fie mentionate
si probleme care rezista inca asaltului matematicienilor profesiongti. Revista
American Mathematical Monthly are o rubrica speciald, care se bucura de o
foarte mare atentie.

Cele cinci probleme mentionate mai jos fac parte dintre sutele de astfel de
probleme, si cred c& au meritul de a reliefa cat de complexd este matematica.

1. O problema diofantica

Fste adevarat ca:
inf nlsinn| =07
neN*

Deoarece 7 este irational, se aratd simplu cd (sinn),, este dens in intervalul
[—1,1] si c& nu existd limita lim —L Aceste fapte binecunoscute nu par insi

n—oo Msinn

a avea vreo relevantd in chestiunea de fata.
Intr-adevar, ea privste dezvoltarea in fractie continud a lui 7. Notand aceastd

dezvoltare cu 7 = [ag, a1, az,...] si cu P _ [ao, a1, ..., ay] redusele sale (p, si
dn
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grn sunt naturali relativ primi), atunci:
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(vezi [1], [2], [3]). Prin urmare:
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gi cum — — 7, rezultd c& inf n|sinn| = 0 dacd sirul (a,), nu este marginit.
n>1

n ey
Aceasta insi este o problemd deschisd. Ea se poate formula si astfel:
Este adevarat ca pentru orice € > 0 exista numere naturale m gi n astfel
m €
tncat |m — —| < =7
o omn 2 : :
Din comentariile ficut in [4] rezultd cé cel mai bun rezultat care se gtie este

cd inf n|sinn| < T (
n>1 20776
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2. Problema iterarii functiei 3z + 1

Consideram sirul recurent:

G, o
- —, dacd a, este par
Ap+1 = 2

3a, +1, dacd a, este impar.

Pentru care valori pozitive ale lui a1 este adevdrat cd existd indici n astfel
incat a,, = 17

Probabil ca raspunsul sa fie pozitiv pentru orice a; > 0, dar pana in prezent
nu s-a conturat un argument. Istoricul si evolutia acestei probleme (atat de
simpld la prima vedere) se pot afla din urméitoarele articole.
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. . . of  Of
3. Ecuatia functionala — = —
T oy
Fie f : R? — R o functie care este diferentiabild in raport cu fiecare variabild
3]
(atunci cand cealaltd este fizatd). Presupunem ci a—f = a—f pe R2. Existd, in
£ Y

mod necesar, o functie g de o singurd variabild astfel incdt f(xz,y) = g(ax +y)?

Propusd ca Problem 5871 in Amer. Math. Monthly, 79(1972), p. 780, de
ciatre P. R. Chernoff, a fost curand clar ca ,solutia“ originald era incorectd.
Cativa ani mai tarziu, A. M. Gleason si H. F. Royden (vezi Amer. Math.
Monthly, 82(1975), no. 5, pp. 530-531) au demonstrat cd rdspunsul este intr-
adevar DA daca se face presupunerea suplimentara cd f este continud in raport
cu ansamblul variabilelor.

4. Proprietatea de punct fix pentru aplicatiile neexpansive

Fie C o submultime slab compacti convezd si nevida a unui spativ Banach
E. Are orice aplicatie neexpansiva T : C — C un punct fix?

Aplicatiile neexpansive sunt aplicatiile astfel c& || Tz —Ty|| < ||z —y]|| pentru
orice z,y € C. W. A. Kirk ([2]) a arftat, in 1965, cd rdspunsul la problema de
mai sus este afirmativ dacd in plus C are structurd normald (adicd daci orice
submultime convexda S C C, cu diametru d > 0, contine un punct z astfel cd
sup{||z — y|| : ¥y € S} < d. Acest fapt poate fi dedus gi din demonstratia lui
F. E. Browder([1]) pentru cazul cand E este uniform convex. In cazul spatiilor
uniform convexe, orice submultime convexa si slab compacta are structura nor-
mala, dar in cazul general al spatiilor Banach acest fapt nu mai este valabil. Un
raport (cu o bund bibliografie) privind aceastd problem4 se afld in articolul [3].
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5. O problema de cea mai buna aproximare

Una dintre notiunile importante in matematica este aceea de cel mai bun
aproximant.



Se stie cd dacd H este un spatiu Hilbert (adica un spatiu vectorial normat
complet in care norma este asociatd unui produs scalar) gi C' este o submultime
convexa gi inchisd a lui H, atunci pentru orice element u € H exista si este unic
un element Po(u) € C' cu proprietatea cé:

— P = inf ||u —¢l].
Il = Pe(uw)l| = inf [ju—c||

Cu alte cuvinte, fiecare u admite o cea mai buna aproximatie cu elemente
din C, iar aceasta este unici. Spre exemplu, daci H = R? si C este planul 20y,
atunci:

PC((xvy’ Z)) = ($7 y70)7

adicd Po((z,y, 2)) este proiectia ortogonald a punctului (z,y, z) pe planul zOy.
Este situatia de mai sus definitorie pentru submultimile convexe si inchise?
Cu alte cuvinte, dacd C' este o submultime a lui H cu proprietatea ca pentru
orice element u € H existd gi este unic un element Po(u) € C cu proprietatea
ca:
lu = Pow)l| = inf [lu—e|

este multimea C' convexd si inchisd? Clar, multimea C' trebuie sa fie inchisa.

Nu se stie insa daca ea trebuie si fie si convexa. L. N. H. Bunt a demonstrat, in

1934, ca raspunsul este afirmativ in cazul cand spatiul H este finit dimensional.

Ulterior, matematicianul american V. Klee a ridicat problema daca si in cazul

infinit dimensional este necesar ca C' sg fie convexd. In prezent aceasta este una

dintre cele mai importante chestiuni nerezolvate in teoria aproximarii.
Informatii suplimentare se afla in bibliografia de mai jos.
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Desigur ca lista problemelor deschise poate continua. Ele sunt provocari ale
mintii omenesti, care intr-un viitor mai apropiat sau mai depértat isi vor afla
in mod cert solutia.
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