Observatii asupra simplificarilor frauduloase

DE CONSTANTIN P. NICULESCU $1 ANDREI VERNESCU"

Dedicat  domnului  academician
Solomon Marcus, cu prilejul im-
plinirii varstei de 80 de ani.

In cartea ,, Socul matematicii ([2]), a domnului academician Solomon Mar-
cus, la pag. 318-320 s-au semnalat, poate pentru prima datd in mod sistematic
in literatura matematica roméaneasca, simplificarile frauduloase, adica efectuate
fard a respecta regulile corecte de calcul, dar care conduc totusi la rezultate
corecte. De exemplu:
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unde am notat prin ,tidierea“ oblicd de la dreapta sus cétre stanga jos ,factorul®
care se simplifica.

Este arditat, in carte, cd (citdm): ,Aceastd repetare a unui fenomen care
parea sa fie produsul unei intAmplari foarte putin probabile ne da de banuit
cd aici s-ar ascunde un fapt matematic interesant“. Este apoi datd explicatia
matematicd a fenomenului gi sunt prezentate si alte aspecte.

Matematica oferd numeroase exemple de formule cérora simplificarile fraudu-
loase le confera un suport intuitiv. Un prim exemplu ni-l ofera formula:
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unde atat sin cat si x par a se fi simplificat, dar unde adevérata simplificare este
sint

aceea oferitd de limita fundamentald lin(l) —~ = 1:
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Calculul derivatelor functiilor compuse ne ofera un foarte bun exemplu de
simplificare literald care poate fi argumentatd: Dacd y = y(z) §i © = x(t) sunt
functii derivabile atunci gi functia y = y(x(t)) este derivabila si:

dy dy dx
dt  dr dt’

Din experienta noastra la catedra am constatat ca elevii si studentii adopta
foarte ugor formulele bazate pe astfel de simplificari si chiar au tendinta de a
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generaliza, scipand din vedere ca simplificarile de acest tip nu sunt un argument,
ci o consecintd (a unor rationamente riguroase, bine elaborate).
Vom prezenta aici un exemplu discutat cu studentii de anul I de la facultatile
noastre.
Pornim de la formula schimbérii de bazd in calculul logaritmilor, care ne
conduce la formula:
log, M logM  log, M
log, N logN  log, N

valabila pentru orice numere M, N >0, N #1,0<a # 1 0 < b # 1. Apare
08,
log, N
poate simplifica). Se poate simplifica gi logaritmul?

Tehnic, aceastad problema inseamna stabilirea conditiilor pe care trebuie sa
le indeplineascd doud numere reale i distincte z,y € (0,1) U (1, 00) astfel ca:

aici faptul ca fractia nu depinde de baza a (care in acest context se
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sau, echivalent:

¥ =y~ (2)

Vom indica solutia lui L. Fuler a ecuatiei (2). Punctul de plecare este
observatia cd deoarece avem de a face cu o ecuatie simetricd, putem cduta doar
solutiile care verifica ordonarea = < y. Punem:

t=2
x
gi atunci t > 1. Ecuatia (2) devine:
tr __ x
" = (tx)

si deoarece = # 0, de aici rezultd ci '~ = ¢, deci:

o — /=D
{ y = /(=1 (3)

Cum ¢ > 1, putem face parametrizarea (3) mai relevantd observand ca t =

1
1 4+ — pentru un anume s > 0. Rezultad astfel ca solutiile netriviale x < y ale
s

x_<1+i)s, y—<1+2>s+1, (4)

unde parametrul s descrie intervalul (0, 00). Remarcabil este faptul c& solutiile
x si y sunt separate de numarul e.

Geometric, ecuatia (2) definegte o curbd £ in form& implicitd, pentru care
formulele (4) oferd o explicitare. Proprietdtile aritmetice ale acestei curbe au
fost amplu investigate de-a lungul timpului.

ecuatiei (1) sunt:



Astfel, singurul punct din plan cu ambele coordonate intregi prin care trece
€ este acela de coordonate x = 2 gi y = 4 (cazul cAnd s = 2). Acest fapt este
amintit de W. Sierpinski ([4], pp 171-172).

Punctele din plan cu ambele coordonate rationale prin care trece £ sunt
acelea de componente:

1 n 1 n+1
=(2) e )
n n

unde n € N, n > 1. ([4], pp. 171-172). O demonstratie simpla a fost datd in [1]
(reprodusd in [5], pp. 248-250). In fine, punctele cu ambele componente numere
algebrice sunt acelea care corespund valorilor rationale ale parametrului s (vezi
[3] sau [5] pp. 250-251, unde se afli expusd abordarea lui S. Buzeteanu).

S4d notdm, in final, cd rezolvarea ecuatiei (2) conduce si la rezolvarea ecuatiei:

u* ="

. . 1.
care se obtine prin transformarea u = — gi v = —.
T
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