Matematica intre demonstratie si algoritmi!
DE CONSTANTIN P. NICULESCU

Abstract. Matematica rezolva o gaméa variatd de probleme puse de practica,
elaborand teorii abstracte gi algoritmi. Acegti algoritmi sunt preluati de citre
informaticieni in crearea unor produse care, prin usurinta cu care pot fi ma-
nipulate, ne pot induce impresia gresgitd cd matematica nu mai este necesara
(mai riu, ci de acum inainte elevii se pot dispensa de ea). In realitate, so-
cietatea moderna este societatea bazatd pe cunoagtere si competitie, iar rolul
cunoagterii matematicii devine tot mai important.

1. Introducere

Caracteristic societatii contemporane este utilizarea a tot mai mult produse
care incorporeaza tehnica avansata: telefoane cu functii multiple, automobile cu
computer la bord si sistem GPS, notebookuri cu capabilititi de statie grafici
etc. Sunt putini insd cei care constientizeaza imensul efort de cercetare stiintifica
care a condus la astfel de produse si inca si mai putini cei care inteleg ce rol
important au matematicile in progresul stiintific si tehnologic actual.

Incd din antichitate, matematica s-a dezvoltat atat pe linia unei nevoi pro-
prii de elaborare a teoriilor care o fundamenteaza, cat si prin extinderea ariei
aplicatiilor ei concrete.

Astfel, datoram Greciei antice importanta notiunii de demonstratie, pre-
cum si prima incercare de axiomatizare a geometriei. Dar tot atunci s-au pus
bazele a ceea ce azi noi numim matematica aplicati. Urméand spiritul stiintific
al celebrelor ,Elemente“ ale lui Fuclid, Arhimede a realizat prima modelare
matematicd a unui fenomen din mecanica, demonstrand celebra lege a parghiei
(cunoscutéd empiric cu mult inaintea sa de cdtre constructorii piramidelor).

Un timp indelungat invatadméantul matematic a stat sub semnul marilor
creatii ale antichitatii, dar incepand cu secolul XVIII marile progrese ale tehnicii
au impus crearea unor noi discipline precum calculul diferential si integral, teo-
ria probabilitatilor, ecuatiile fizicii matematice s.a.m.d. Ele au reliefat, cu preg-
nanta, rolul algoritmilor ca interfata intre matematica si stiintele aplicate.

In zilele noastre este clar ci demonstratia matematici isi pastreazi impor-
tanta, dar matematica nu poate fi redusa doar la atat. Valoarea creatiei matem-
atice nu poate fi apreciatd decat prin prisma impactului ei, fie el teoretic sau
practic. Probabil cd, in viitorul imediat, vom asista atat la tendinta matem-
aticienilor de a pistra segmentul calculului gtiintific (care presupune algoritmi
transformati in programe software) cat gi tendinta practicienilor din diferitele
stiinte aplicate de a-gi insugi elemente din matematica, apte de a da suport
teoretic algoritmilor creati de ei.

Prin urmare, matematica utilizata in aplicatii va deveni tot mai sofisticata,
iar lumea implicata in manipularea unor teorii matematice, tot mai numeroasa.
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Vom discuta aceste aspecte pe baza unor fapte din matematica zilelor noastre
si prin prisma propriei experiente.

2. Ce ne invata ecuatiile algebrice

Istoriceste, un rol important in dezvoltarea matematicii l-a avut rezolvarea
ecuatiilor. Iatd doud cazuri simple, dar pline de semnificatie pentru evolutia
notiunii de numar:

In primul caz suntem condusi la numerele intregi negative. In vreme ce numerele
rationale pozitive sunt cunoscute de circa 4000 de ani, numerele negative, ca si
numarul zero, au fost introduse in urm& cu numai 1000 de ani. In scoala lui
Pitagora insd, se cunostea cd solutia pozitiva a ecuatiei (2.2), notatd V/8, este
un numdr irational. Existenta numerelor irationale precum /8 era legatd de
constructiile geometrice (/8 este diagonala patratului de laturd 2) si deci a fost
repede acceptata.

O caracteristicd importantd a matematicii este generalizarea. Cazul general
al ecuatiilor de gradul 2:

ar’ +br+c=0,

(unde a # 0) este bazat pe observatia ci:

9 b\?  dac—b?
ax*+br+c=alz+—| +——,
2a 4a

de unde rezultd binecunoscutele formule pentru radécini:

—b+ Vb% — dac

T2 =
2a

Se observi cd az® + bx + ¢ = a(x — z1)(x — 32) si deci:
, c
1+ ax9=—— gi T1T0 = —. (2.3)
a a

Formulele (2.3) sunt un caz particular al celebrelor formule ale lui Viéte. Ele
ne dau posibilitatea si calculdm usor expresiile simetrice de r8d#cini (precum
xf + 23), fird a sti concret valorile lui x1 si 5.

A urmat apoi momentul rezolvarii ecuatiilor de gradul al treilea, urmat
imediat de acela al ecuatiilor de gradul al patrulea, prin celebrele formule ale
lui Cardano-Tartaglia si respectiv ale lui Ferrari (ambele publicate in 1545 in
cartea ,Ars magna® a lui Cardano). Cu acest prilej s-a vizut cd numésrul de
solutii ale unei ecuatii de gradul 3 (si respectiv 4) este 3 (respectiv 4) dacid
luam in consideratie gi radacinile complexe, iar numaratoarea tine seama de
multiplicitdti. S& notdm, totusi, cd numerele complexe au fost legitimate mai
tarziu, odatd cu interpretarea datéd de Wessel a punctelor din plan ca afixe ale
numerelor complexe.



Succesul rezolvirii ecuatiilor de grad < 4 nu s-a repetat gi pentru cele de
grad > 5. (Vezi celebrul rezultat al lui N. Abel din 1826 privind imposibilitatea
rezolvirii in radicali a ecuatiilor algebrice de grad > 5 (urmat de teoria lui
Galois, care 1dmurea ce ecuatii algebrice pot fi totusi rezolubile in radicali).)

Pe de altd parte, teorema fundamentald a algebrei (demonstratd de Gauss
in 1799) ne asigura cd orice polinom de grad n > 1, cu coeficienti complecsi, are
n riddcini complexe (atunci cAnd tinem seama gi de multiplicitatea lor).

In acest mod a apérut clar distinctia intre o teoremsi de existents a radécinilor
unei ecuatii si formule pentru calculul acestora.

Nu putem aminti de teoremele de existentd fird a mentiona aici teorema
valorii intermediare (datorate lui Bolzano si Cauchy). Conform ei, orice polinom
de grad 5, cu coeficienti reali, are cel putin o raddcini reald. (Vezi limitele la
—00 gl 00, care sunt de semn contrar.)

Inexistenta formulelor generale de rezolvare a ecuatiilor algebrice a adus
in atentie conceptele de solutie aproximativa si de algoritm numeric pentru
rezolvarea unei ecuatii. Exista un predecesor notabil, algoritmul babilonian de
extragere a radicalilor. In cazul lui v/8 el ia forma sirului recurent:

1 8
ay =3, an+1:§ anJFCT .

Exprimand a2, — 8 in functie de a2 — 8, se ajunge la:
0<a?—8<320-2""

si apoi la 0 < a, — 8 < 10 - 10_3‘2%27 ceea ce denotd o viteza mare de
convergenta.

Newton a fost cel care a dat o form& mai generald acestui algoritm. Algorit-
mul sdu pentru aflarea rid&cinilor unei ecuatii de forma:

in cazul unei functii f derivabile pe un interval, consta in considerarea re-
curentei:
f(an)

fan)

Analiza convergentei se afld in oricare din manualele de analizd numerica.

Rezolvarea ecuatiilor algebrice cu coeficienti intregi conduce la conceptul de
numdr algebric. O problema importanta a antichitatii a constat in a ardta ca m
nu este algebric.

Studiul naturii numerelor este departe de a fi epuizat, spre exemplu nu se
stie daca constanta lui Fuler:

ag = a, Up41 = Ap —

n—oo

1 1
v = lim <1++...+—logn>
2 n

este un numar irational sau nu.



Algoritmii numerici (precum cel babilonian) produc siruri Cauchy si se nagte
intrebarea daca sirurile Cauchy de numere reale sunt intotdeauna convergente.
Acest fapt, cunoscut sub numele de teorema de completitudine a lui R, este cel
care motiveazd imaginea de continuum al dreptei reale (adicd al unei linii fird
perforatii).

Completitudinea joacd astizi un rol important in teoriile matematice. (Vezi
cazul completitudinii spatiilor Lebesgue LP(R), cu 1 < p < co. O referint este

[6].)

3. O teorie a lui Galois pentru inegalitati?
Functiile simetrice elementare de n variabile sunt definite prin formulele:

eo(z1,22,...,xy) =1
e1(z1, 22, ... xy) =x1+ T2+ ...+ x,
62(")91,1’2,...,1'”) = Z IL'Z'JCJ'

i<j
€n(9€17932, ,a?n) = T1T2 L

Utilizarea lor impune normalizarea:

CplL1,T2y...,T
Ek:Ek(xl,mg,...,a?n): ( L (2,,:) : n)
k

3.1. Teoremda (I. Newton [4] si C. Maclaurin [3]). Fie F un n-uplu de
numere nenegative. Atunci:

(N)  EXF)>Ex1(F) Epp1(F), 1<k<n-1

(M)  E\(F)>EY*F)>...>EY"(F)
exceptdnd cazul cdnd componentele lui F coincid.

O demonstratie se afld in [2] si [5] (care contine si unele extensii).

Este simplu sa observam ca inegalitatea:

aE? +bE\Ey + cE3 >0

are loc pentru orice n-uplu F de numere nenegative (cu n > 3) daci si numai
daca:
a>0,4a+30>0 gi a+b+c>0.
(Vezi [8] pentru o suitd de solutii.) Cu ocazia Congresului matematicienilor

romani din 2003, am propus urmé&toarea:
3.2. Conjectura. Pentru orice numar natural n > 1, multimea poli-

noamelor P(z1,...,x,), de grad n, pozitiv omogene, simetrice si avand coefi-
cienti reali, care iau valori nenegative pentru orice z1,...,z, > 0, are un carac-
ter semi-algebric. Cu alte cuvinte, exista un set Qp 1, ., Qn k(n) de polinoame

reale, cu coeficienti intregi, astfel cd un polinom de grad n, pozitiv omogen,
simetric si real:

P(x1,...,7,) = aE} + bE! 2Ey + ...,



este nenegativ pentru toti z1,...,x, > 0 dacd si numai daca:

Qn,l(aaba“') > 0 PR Qn,k(n)(aaba"') > 0.

Cazul n = 4 este rezolvat afirmativ in lucrarea noastra [8].

4. Calculul variational
P. Fermat indica, in 1637, metoda sa de cautare a punctelor de extrem
printre punctele critice. El leaga determinarea punctului de minim al polino-
mului:
P(z) =2® —2azx +b

de ecuatia:
P'(z)=z—a=0.

Acest fapt se generalizeaza ugor sub urmatoarea forma:

4.1. Teorema. Fie F' : R™ — R o functie diferentiabild care admite in
punctul a un extrem local. Atunci:

OF OF
87111(0/)—0 geeey azn

(a) =0.

Daca F' este convexad, atunci acest punct este de minim global. El este unic
daca F este strict convezxa.

Determinarea faptului ci o functie este convexi/strict convexd se face cu
algoritmi bine cunoscuti, care privesc matricea hessiana.

Tatd doud aplicatii din monografia [9]:

(1) Fie multimea deschisd A = {(z,y,2) € R®| z,y > 0, zy > 2%} . Aritati
ca A este convexa si ca functia:

1
f:A*)Ra f(xayaz)zig
TY — 2
este strict convexa. Deduceti inegalitatea:
8 1 1

< + )
(1 +22) (1 +y2) — (21 + 22)%  mays — 27 xayp — 23

care are loc pentru orice pereche (z1,y1,21) si (22,y2,22) de puncte distincte
din A.

(2) (Inegalitatea lui Minkowski pentru p = 0). Folositi calculul diferential
pentru a arata ca functia:

fZ[O,OO)n—>R7 f(mhaxn):m

este concava si deduceti inegalitatea:

7\1/(371+y1)"'(37n+yn) > {l/xl"'xn“' {/yl"'yny



care are loc pentru orice x1,...,Zn,Y1,--.,Yn > 0.

5. Problema programarii convexe

Ne propunem sid dezvoltam ideea din Teorema 4.1 in cazul unor probleme
de extrem care apar frecvent in practicd, urmand fidel [9)].

Fie f,q1,...,9m : R™ — R functii convexe si diferentiabile. Problema pro-
gramdarii convexe (pentru aceste date) este aceea a minimizarii lui f pe mulfimea
convexa:

Un caz particular este problema dietei, care cere minimizarea functiei:
n
L(z) = (,¢) = > ¢a
=1

relativ la multimea > 0 si Az > b. Aici A € M,(R) si b, ¢ € R™, iar:

a;; reprezinta continutul de nutrient ¢ intr-o unitate de produs alimentar
J

b; reprezintd minimul zilnic necesar din nutrientul 7;

c; reprezinta costul unei unitati de produs alimentar j;

x; reprezinta cantitatea de produs j in dieta zilnica.

Aceastd problemd a fost rezolvatd de George Stigler in 1945 (si i-a adus
in 1982 un Premiu Nobel pentru Economie). Algoritmul simplez al lui G. B.
Dantzig ne da posibilitatea de a afla cu rapiditate solutia ei chiar si in cazul
unui numar mare de variabile.

Iatd si o problemd teoreticd (de teoria aproximirii) rezolubild cu ajutorul
programérii convexe (in fapt, cu a programarii liniare).

Fie A = (aj)i,j €Mmxn(R) si b € R™ astfel cd sistemul Az = b nu are
solutie. Eroarea in ecuatia de rang ¢ este functia:

n
ei(x) = E QijTj — bi.
=1
Problema lui Cebdsev cere minimizarea erorii absolute:
X =max{le;(x)]:i=1,...,m}.
Se alege X ca o noud necunoscuta si ajungem la problema:
minimizam X

relativ la inegalitatile:

—XSZaijxj—bigX (z:l,,m)
Jj=1

6. Metoda multiplicatorilor lui Lagrange



Trecem acum la rezolvarea problemei programarii convexe, pe care o abor-
dam ca o problema de extrem conditionat.
Consideram deci functia lui Lagrange asociata:

F(;E, y) = f(fL‘) + y1gl(x) +eee ymgm(x)a

care este o functie de n+ m variabile reale x1, ..., Ty, Y1, ..., Ym (componentele
lui z si respectiv ale lui y).
Numim punct sa al lui F orice punct (z°,1°) din R™ x R™ astfel ci:

>0, 4°>0
si:
F(z%y) < F(2°4°) < F(z,9°)

pentru orice x > 0, y > 0. Punctele sa ale lui F' ne dau solutii pentru problema
de programare convexa.

6.1. Teorema. Fie (2°,94°) un punct sa pentru functia F. Atunci z° este
o solutie a problemei programarii convexe §i:

f(z%) = F(2°,¢°).
Demonstratie. Conditia F'(2°,y) < F(2°,¢") ne da:
191(2°) + -+ Ymgm (2°) < i1 (@) + -+ Y (2°).

Pastrand ya, . . ., yp, fixati si trecand la limitd dupd y; — oo obtinem ci g; (2°) <
0. Similar, go(z%) < 0,...,9m(2%) < 0. Rezultd ci 2° apartine multimii de
constrangeri X.

Din F(2°,0) < F(2°,9°) si definitia lui X deducem ci:

0<10g1(a%) + -+ yhgm(2") <0,

adic, y9g1(z%) + -+ + 4% gm (2°) = 0. Astfel, f(2°) = F(2°,4°).
Deoarece F(x°,9y%) < F(x,4°) pentru orice z > 0, avem:

F@%) < f(@) + 9lg1(@) + - + Ymgm(2) < f(2),

pentru orice £ > 0, ceea ce ne arati ci z¥ este o solutie a problemei de progra-
mare convexd. MW

6.2. Teorema (Conditiile Karush-Kuhn-Tucker). Presupunem cé functiile

f,91,- .., gm sunt conveze si diferentiabile pe R™. Atunci (2°,y°) este un punct
sa pentru functia lagrangeana F dacd $i numai daca:

¥ >0 (6.1)
oF
%(xo,yo) >0, pentru k=1,...,n (6.2)
k
oF
a—(sco,yo) =0, dacd =i, >0 (6.3)
T



§i:

y° >0 (6.4)
OF
@(xo,yo) =g;(2") <0, pentru j=1,...,m (6.5)
J
OF
g(xo,yo) =0, daci y; > 0. (6.6)
J

Demonstratie. Daci (z°,7°) este un punct sa pentru F, atunci este clar
cd (6.1) si (6.4) au loc. In plus:

F(2° 4 tex,y°) > F(z°,y%), pentru orice t > —z¥.

Daca x% = 0, atunci:

oF
Daci 29 > 0, atunci a—(aco, y") = 0 conform teoremei clasice a lui Fermat.
L

De o manierd similard putem motiva (6.5) si (6.6).

S& presupunem acum ci (6.1)-(6.6) sunt indeplinite. Deoarece F(z,y") este
o functie convex3 si diferentiabild de = (fiind o combinatie liniard cu coeficienti
pozitivi de astfel de functii), ea verificd ipotezele teoremei 4.1. Luand in con-
sideratie conditiile (6.1)-(6.3), ajungem la:

F(z,y") > F(2°y°) + (x — 2° Vo F(a",4°)) =

3F
= F(2°,y") +Z g @) =

- 7y + ka ) > F( O)v
pentru orice > 0. Pe de altd parte, din (6.5)-(6.6), pentru y > 0, avem:

F(;Co,y) = F(xO’yO) + Z (yj - y?) gj(mo) =

=F(2% ")+ _yg;(2°) < F(a°,¢°).
j=1

Prin urmare, (z°,7°) este un punct sa pentru F. W

Exemplu. Minimizém (7 — 2)? + (29 + 1)? relativ la 0 < 27 < 1 i
0 S To S 2.

Aici f(m1,332) = ($1*2)2+($2+1)2, gl(Il,lEg) = .Tlfl §1 92(1‘1, .Z‘Q) = I272.
Functia lagrangeana atagata problemei este:

F(x1,22,y1,92) = (21 — 2)* + (22 + 1)* + y1 (21 — 1) + g2 (22 — 2),



iar conditiile Karush-Kuhn-Tucker ne conduc la ecuatiile:

$1(2$1 4+y1) =0

2z + 2 + =0
((mlz ot ) = (6.7)
(LL'Q — 2) = 0
si la inegalitatile:
21 —4+y; >0
>
200 +2+1y2 > 0 (6.8)

0§l’1§1, 0§£L'2§2
y1,y2 2> 0.

Sistemul de ecuatii (6.7) are 9 solutii:
(17 07 2’ 0)? (17 2’ 2’ 76)7 (1’ 717 27 0)’ (07 07 07 0)’ (27 07 07 0)’
(07 _1; 07 0)7 (27 _]-7 07 0)7 (07 07 07 _1)7 (27 07 07 _1)7

din care doar (1,0,2,0) verificd si inegalitatile (6.8). Prin urmare:

Oglr?lfgl fx1,22) = f(1,0) =2
02,32

In conditii largi, problema programérii convexe este echivalents cu aflarea
punctelor sa. Avem nevoie de un rezultat ajutitor, important si in sine:

6.3. Lema lui Farkas. Fie fi1,..., fm functii convexe definite pe o sub-
multime convera Y din R™. Atunci sau exista un y in Y astfel incat f1(y) <
0,...

- fm(y) < 0, sau existd numere nenegative ai,. .., an,, nu toate zero, astfel
ca:
G fi(y) + -+ amfunly) > 0, pentru orice y € Y.

Demonstratie. Sa presupunem ca prima alternativa nu are loc i sa consi-
deram multimea:

C:{(tla"'atm)eRm|(E)yeycufk(y)<tka (V)kil,,m}

Se arata imediat ca C este convexa si cd C nu contine originea lui R™. In
acord cu Teorema Hahn-Banach de separare, C gi originea se pot separa printr-

un hiperplan, deci existd scalari aq,...,a, nu toti zero, astfel ci pentru orice
y €Y siorice €1,...,&y, > 0 avem:

a1(f1(y) +e1) + -+ am(fm(y) +&m) 2 0. (6.9)

Pastrand e, ..., &, fixati si trecind la limitd dupd €1 — oo, deducem ca

ay > 0. Similar, ag > 0,...,a,, > 0. Ficand ¢y — 0,...,&, — 0 in (6.9)
tragem concluzia c& a1 f1(y) + -+ + am fim(y) > 0 pentru orice y in Y. W

6.4. Teorema (Conditia lui Slater). Presupunem cia z° este o solutie
a problemei programdarii convexe. Dacd exista x* > 0 astfel ci g1(z*) <
0,...,gm(z*) < 0, atunci putem gasi y° in R™ pentru care (z°,4°) este un
punct sa pentru functia lui Lagrange F.



Demonstratie. Conform lemei lui Farkas, aplicatd functiilor g1, ..., gm,

f—f(2°) si multimii Y = R%, putem gési a1, . .., am,ao > 0, nu toti zero, astfel
ca:

a191(2) + -+ + amgm(z) + ao(f(z) — f(2)) > 0, (6.10)

aj

pentru orice z > 0. Un moment de gAndire ne arata ca ag > 0. Punem y}) =
ao

siy’ =(1?,...,9%). Conform (6.10) avem ca:
F@®) < f@) + > 9g(x) = Fx,y°),
j=1

0

pentru orice x > 0. In particular, pentru x = z", aceasta ne da:

F) < 160 + 3 30,0) < £,

m
adica, Z y?gj (z%) = 0, ceea ce conduce la F(z°,9°) = f(2°) < F(x,y°), pentru
j=1

orice x ; 0. Pe de alta parte, pentru y > 0 avem:
F(a®,4°) = f(2°) 2 f(2°) + ) y05(z") = F(a".y),
j=1

si deci (2°,9°) este un punct sa. W

Vom indica in continuare o aplicatie la problema lui J. Sylvester: Aflati cel
mai mic disc care include o multime datd de puncte din plan.

Presupunem ca punctele date sunt aq,...,a,,. Ele se afli intr-un disc de
centru x si raza r daca:

lak —||* <72, Vk=1,...,m. (6.11)

Avem de aflat = gi r astfel ca r s& fie minim. Notand:

1
=5 (==l

putem inlocui constrangerile patratice (6.11) cu unele liniare:
xo + (ag,x) > by, pentruk=1,...,m.
.. ||ak||2 & . .
Aici b, = — In acest mod, problema lui Sylvester devine o problema de
programare patratica:
minimizam 2z + 3 + 2,
relativ la m inegalitati liniare:

To + ap1x1 + agows > by, k=1,...,m.

10



Exercitii. (1) Minimizati 2% + y? — 62 — 4y, relativ la > 0, y > 0 si
2?2 +y2 <1

(2) Deduceti din lema lui Farkas teorema fundamentald a proceselor Markov:
Fie (pij)i; € M,,(R) o matrice cu coeficientii nenegativi, astfel ca:

Atunci exista un vector x € R pentru care:

n

n
Yowj=1lsi ) pyrj=wz, Vi=1l...n
=1

j=1

(3) (O variantd a lemei lui Farkas). Urméitorul rezultat este un analog al
alternativei lui Fredholm pentru inegalitéti liniare. Fie A o matrice reald m x n
dimensionald si fie b un vector din R™. Atunci are loc una gi numai una din
urmatoarele doud alternative:

i) sistemul Az = b are o solutie z € R} ;

ii) existd un vector y € R™ astfel incat A*y € R si (y,b) <O0.

7. Appendix privind inegalititile neliniare

Lema lui Farkas se poate aborda prin tehnici simple, legate de teorema lui
Fermat:

7.1. Teoremd. Fie aj,...,a,, vectori din R™ astfel ca (x,a;) < 0 pentru
orice k are loc numai dacd x = 0. Atunci exista numere pozitive Ay astfel incdt

Z )\kak =0.
k

Demonstratie. Consideram functia:
foe) =3 oo™,
k=1

S4 observam ci § = inf{sup,(x,a;) : ||x|]| = 1} > 0 si c& f(x) > €™ daci
||x|| = r. Prin urmare, pentru ||x|| > (logm) /d, atunci f(x) > m = f(0). Deci
minimul lui f pe bila de centru 0 si razd (logm) /0 se atinge intr-un punct
interior x°. Conform teoremei lui Fermat:

of =

ZJ (L0 — <x07ak) =0
oz, (x) ; e akj ,

pentru orice j si putem alege A\ = elar) m

7.2. Teoremd. Fie ay,...,a,;,,b vectori din R™ astfel ci (x,a;) < 0
pentru orice k implicd (x,b) < 0. Atunci existd numere reale Ay astfel incat

b= Z)\ka.
k
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Demonstratie. Se considera functia:

m
F(x) = —=(x,b) + > etoaw

k=1
gl se aplicd urmétoarea lem& (ce exprima existenta punctelor ,aproape critice):
7.3. Lema. Fie f : R” — R o functie marginitd inferior, care admite
derivate partiale continue. Atunci, pentru orice € > 0 existd un punct x° astfel

ca:
of
aal‘k

(x?)

Demonstratie. Addugand o constantd, putem presupune ca f > 0. Alegem

<e.

§>0astfel X0 <6< — Functia g(x) = f(x) + d(x,x) are un minim in

4£(0)
x0, ceea ce conduce la faptul ci:
99 , o 9f o 0
— = — 20x; =0
6l‘j (X 837j (X ) + :L'J ’

pentru orice j. Dar 6(x%,x%) < f(x°) + §(x%,x") < £(0) de unde rezulti ci:

of
D, (XO)

:25|x?|§25\/<x0,xo>§2 if(0)<e. N

8. In loc de Epilog

Cregterea rolului computerelor in viata economicd si sociald a putut crea
iluzia c& matematica poate fi masiv ocolitd si cd studiul ei nu mai este util.
In vreme ce chestiunea aceasta a fost rapid 1&muritd in striinitate, revenindu-
se cu picioarele pe paméant, in Roméania s-a ajuns pana acolo ca in 2005 pla-
nurile de invataméant pentru facultatile economice nu includ nici un curs specific
de calcul diferential si integral, de algebra liniara sau de geometrie analitica,
considerandu-se ci abilitatea de a folosi programe precum Matlab sau Maple
poate fi suficientd. Drept care matematica a fost redusé la un singur curs gen-
eral, de doar un semestru, previzut cu doud ore de predare!

Din pécate un tablou la fel de ingrijordtor se petrece in facultatile de stiinte,
precum si in cele ingineresti.

Am gresi insd considerabil, atribuind intreaga vina pentru situatia de mai
sus economigtilor, inginerilor g.a.m.d.

Cufundati prea mult in contemplarea propriei lor lumi interioare, matem-
aticienii s-au trezit izolati, uitdnd cd nu societatea trebuie sd vina la ei, ci ei
sd vind in intdmpinarea nevoilor societétii. Iatd de ce este imperios necesarad o
privire lucida asupra situatiei prezente si o regdndire curajoasd a obiectivelor
matematicii atat la nivelul cercetarii cat gi al invatamantului.
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