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Curs 1

Tematica: Preliminarii de analiza functionala. Spatii Sobolev in dimensiune 1
1.1 Preliminarii de analiza functionala

Trecem in revista cateva notiuni importante despre spatii normate, spatii Hilbert,
operatori liniari si continui, iar la final vom prezenta cateva teoreme de punct fix.

Fie X un spatiu vectorial real.

Definitia 1. Se numeste norma pe X aplicatia || - || : X — R cu proprietatile

N1) [[ul| =0, Vu € X;

|ul[ =0 & u=0;
N2) ||lau|| = |a] - ||ul], YVu € X, a € R;
N3) |lu+ v|| < ||ul| +||v||, Vu,v € X.

Definitia 2. Se numeste spatiu normat un spatiu vectorial X inzestrat cu o norma

(XA 1D

Definitia 3. Fie X un spatiu normat si || - ||V, || - [|®’ dou& norme arbitrare pe
X. Cele doua norme sunt echivalente, si scriem || - ||V ~ || - ||®, daci existd doua
constante c¢q, co > 0 astfel incat

erllu Y < Jlull® < eollul] Vu € X
Definitia 4. Spunem ca un sir (u,), C X converge tare la u € X daca

||un, — ul|x — 0 cand n — oo.

Definitia 5. Spunem ca un sir (u,), C X este marginit daca exista o constanta
M > 0 astfel incat

lunllx <M VneN.



Definitia 6. Fie X un spatiu normat. Sirul (u,), C X se numeste sir Cauchy daca
||y, — Up||x — 0 cand n, m — oo.
In orice spatiu normat, orice sir convergent este Cauchy.

Definitia 7.  Se numeste complet un spatiu normat in care orice gir Cauchy este

convergent.
Definitia 8. Se numeste spatiu Banach un spatiu vectorial normat complet.

Definitia 9. Se numegte produs scalar o aplicatie (+,-) : X x X — R cu proprietatile

1) (u,u)x >0, Vu € X;
(U,,U)X:O@U: )

2) (u,v)x = (v,u)x,Vu,v € X.
(

Definitia 10.  Un spatiu vectorial(liniar) inzestrat cu un produs scalar (X, (-,-)x)

se numeste spatiu pre-Hilbert.

Orice spatiu pre-Hilbert (X, (-, -)x) este spatiu normat (il putem inzestra cu norma
indusa de produsul scalar ||u||x = /(u,u)x pentru oricare u € X).

Definitia 11. Un spatiu pre-Hilbert complet se numeste spatiu Hilbert.
Fie (X, (+,)x, | - |lx) un spatiu Hilbert.

1) Inegalitatea Cauchy-Schwarz:

|(w, ) x| < lulx - [Jollx  Yu,v e X

2) Identitatea paralelogramului:

lu+oll% + llu—vlx =2 (Jullx +[0I%) YuveX.

Definitia 12. Fie X gi Y doua spatii normate. Spunem ca operatorul L : X — Y

este liniar daca

L(ouy + Pug) = aL(uy) + BL(ug) Yup,us € Xsia,f €R.
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Definitia 13. Fie X si Y doua spatii normate. Operatorul L : X — Y este continuu
daca si numai daca pentru orice sir (u,) C X,

u, >uin X = L(u,) - L(u) MY

cand n — oo.

Caracterizarea continuitatii pentru aplicatii liniare: daca L este operator
liniar, atunci L este continuu daca si numai daca exista o constanta M > 0 astfel incat

[[L(uw)|ly <M -|lullx VueX.

Notam cu £(X,Y") spatiul operatorilor L : X — Y liniari si continui.
Definitia 14. Fie L € £L(X,Y). Definim norma operatorului L prin

L(u)|ly
IIL||zx,yy = sup L@)lly
wexutox |[ul]x

Remarca 15. Daca Y este spatiu Banach atunci £(X,Y") este spatiu Banach.

De-a lungul acestui curs vom folosi notatia L(u) = Lu.

Definitia 16. Fie X un spatiu normat. Spatiul £(X,R) poarta numele de dualul
lui X.

Elementele lui £(X,R) sunt functionale liniare si continue.

Notam cu X’ dualul lui X. Norma pe X’ este data de

lollx = sup 12
wexuox |[ul|x

(X', || - ||x) este spatiu Banach.
Definitia 17. Spunem ca (u,), C X este convergent in sens slab la u € X, si notam
u, — u, daca
©(un) = @(u) cand n — oo, Ve € X'

Remarca 18. Convergenta tare implica convergenta slaba. Invers nu este totdeauna

adevarat.

Fie X un spatiu normat. Multimea K C X se numeste

3




i) inchisa tare daca limita fiecarui sir convergent de elemente din K ramane in K,

adica pentru orice sir (u,) C K,
u, > uin X =>u e K.

ii) inchisa in sens slab daca limita fiecarui gir de elemente din K, convergent in sens

slab, ramane in K, adica pentru orice sir (u,) C K,
U, ~uin X =>u e K.
Fiecare submultime inchisa in sens slab este inchisa in sens tare. Reciproca nu este,
in general, adevarata.
Definitia 19. O submultime K a unui spatiu liniar se numeste convexa daca pentru
orice doua elemente u,v € K avem
(I=XNu+IveK VAel01].

Teorema 20. (Teorema lui Mazur) O submulfime converd a unui spatiu Banach
este inchisa in sens tare daca si numai daca este inchisa in sens slab.

Continuam cu cateva elemente de teoria formelor si operatorilor.

Definitia 21. Fie X si Y spatii vectoriale.
O aplicatie a : X x Y — R se numeste forma biliniara daca este liniara in fiecare

argument, adica pentru oricare uy, ug, u € X, vy, v9, v € Y, aq, ag € R,
a(aquy + agug, v) = aq a(ug, v) + ag alug, v),
a(u, a1v; + avs) = ay a(u,vy) + as a(u, ve).
Daca X =Y, spunem ca forma biliniara este simetrica daca
a(u,v) = a(v,u) Vu,ve X.
Definitia 22. Fie (X,| - ||x) si (Y,]| - |ly) doua spatii normate. O forma biliniara
a: X xY — R se numeste continua daca exista M > 0 astfel incat
la(u,v)| < M ||lul[x|lvlly Vue X, VveY.

Daca X =Y, spunem ca o forma biliniara a este X-eliptica daca exista m > 0

astfel incat

a(u,u) > m||u% Vue X.
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Definitia 23. Fie X un spatiu inzestrat cu produsul scalar (-, )y si norma || - || x
si fie A: X — X un operator.
Operatorul A este monoton daca

(Au— Av,u —v)x >0 Vu,v e X.
Operatorul A este tare monoton daca exista o constanta m > 0 astfel incat
(Au— Av,u—v)x >m-||lu—v|[3 VYu,veX.
Definitia 24. Operatorul A este nonexpansiv daca
||Au — Av||x < |lu—1||lx, Yu,veX.

Definitia 25. Operatorul A este Lipschitz daca exista o constanta M > 0 astfel

incat
[|Au — Avl|x < M - ||lu —vl|lx, Vu,ve X.
Remarca 26. Orice operator Lipschitz este continuu.

Teorema 27. Fie K o submulfime nevida si inchisa a unui spatiu Hilbert X. Atunci,
pentru fiecare f € X exista un unic element u € X astfel incat

[lu = fllx = min{lv — fl[x. (1)
Aceasta teorema ne permite sa dam urmatoarea definitie.

Definitia 28. Fie K o submultime convexa, inchisa si nevida a unui spatiu Hilbert
X. Atunci pentru fiecare f € X elementul u care satisface (1) se numeste proiectia lui
f pe K di este notata Pk f. Mai mult, operatorul Px : X — K se numeste operatorul

de proiectie pe K.
Propozitia 29. [Caracterizarea proiectiei] Fie K o submulfime converd, inchisa i
nevida a unui spatiu Hilbert X gi fie f € X.

Atunci uw = Pk f <

uve K, (u,v—u)x > (fiv—u)x YvekK.




Teorema 30. (Teorema de reprezentare a lui Riesz) Fie (X, (-,-)x) un spatiu Hilbert
si fie o € X'. Atunci exista un unic element u € X astfel incat

o) = (u,v)x YvelX.

In plus,

ool = Tfullx

Teorema 31. Daca X este un spatiu Hilbert atunci orice sir marginit din X confine

un subsir slab convergent.

Teorema 32. Fie X un spatiu Hilbert si fie (uy,), un sir marginit de elemente din X
astfel incat fiecare subgir slab convergent al lui (u,) converge (slab) la aceeasi limita

u € X. Atunci u, — u in X (adica tot sirul converge slab la u.)

Definitia 33. Fie X si Y doua spatii normate. Operatorul L : X — Y se numeste
complet continuu daca si numai daca pentru orice sir (u,) C X, din u, — u in X

rezulta
L(u,) — L(u) MY
cand n — oo.

Definitia 34. Fie X un spatiu normat. O submultime K C X se numeste marginita

daca exista o constanta M > 0 astfel incat
llullx <M YueK.

Definitia 35. Fie X un spatiu normat. O submultime K C X se numeste relativ

(secvential) compacta daca orice sir din K contine un subsir convergent in X.

Definitia 36. Fie X si Y doua spatii normate. Operatorul A : K C X — Y este
compact daca este continuu gi duce multimi marginite in multimi relativ (secvential)

compacte.
Propozitia 37. Orice operator liniar si compact este complet continuu.

Fie (X, || - ||x) un spatiu Banach si K o submultime a lui X.
Fie A : K — X un operator.

Ne intereseaza sa studiem existenta unui element v € K ce verifica




Au = u. (2)

Un element ce verifica relatia (2) se numeste punct fix.

In ceea ce urmeaza vom prezenta teoreme de punct fix pentru operatori univoci:

Teorema 38. (Teorema de punct fix a lui Banach) Fie K o submulfime nevida
inchisa a spatiului Banach (X, || - ||x)-
Daca A : K — K este o contractie, adicd exista o € [0,1) astfel incat

[|Au — Av|| < allu —v|| Yu,v € K,

atunci exista un unic element u € K astfel incat Au = u.

Vom enunta inca o versiune a Teoremei lui Banach de punct fix. In acest scop,
pentru un operator A definim puterile sale in mod inductiv prin formula A™ = A(A™1)
pentru m > 2.

Teorema 39. Presupunem ca K este o submultime nevida si inchisa a unui spatiu
Banach X i fie A : K — K. Presupunem, de asemenea, ca A" : K — K este o

contractie pentru un intreq pozitiv m. Atunci A are un unic punct fiz.

Teorema 40. (Teorema de punct fix a lui Schauder) Fie K o submulfime nevida,
inchisa, convexra gi marginita a spatiului Banach (X, || - ||x) si fie A : K — X un

operator compact astfel incat A(K) C K. Atunci A are cel putin un punct fiz.

Pentru detalii privind aceasta prima sectiune a cursului a se vedea, de exemplu,
[50] and [34].

1.2 Spatii Sobolev in dimensiune 1
Consideram I C R deschis.
Fie f € LP(I), 1 < p < o0.

Definitia 41.  f € LP(I) este derivabild in sens slab daca exista g € LP(I) astfel

ncat
/fgpldx = —/ggpda:, Yo € CH(I).
I I

(p € CH(I) este functie de clasa C* cu suport compact; suppp = {z : p(z) # 0}.)

Vom numi ¢ functie test.




Definitia 42.  Spunem ca f € L}, (I) daca si numai daca pentru oricare compact

K cl,
/ |f(z)|dz < oo.

Lema fundamentald a calculului variational in 1D. Fie f € L}, (I). Daca

/ Jode =0, Vi € C(I),
I

atunci rezulta ca
f=0ap.t in I,

Derivata slaba este "unica”. Intr-adevar, fie f € LP(a,b).

Presupunem ca g1, go € LP(a,b) sunt derivate in sens slab.

/fso dr = —/glsodrc,
I

/fcp’dx: —/gwdx.
I I

Scazand ultimele doua relatii obtinem

0= /(92 — g1)pdx.
I

Cum gy — g1 € LP(I) rezulta ca go — g1 € L, (I). Utilizam Lema fundamentala a

calculului variational si obtinem

go=g1 a.pt. v e l.
Whe(I)={f: I = R|f € L’(I), exista g € LP(I) a.i. /fgo’dx =— /g(pdq:, Vo € CHI)},
(WD) ={f e L(I),f' € L"(])}) -

WH(I) = {f e WP(D), fr e WD)} = {f € L'(]), f € L"(I), f" € LP (1)},

WHE(T) = {f € WETRP(T), f" € WELP(T)}
(keN, k>2)

(W), -l
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este spatiu Banach inzestrat cu norma

HUHWLP(I) = ||U||Lp(1) + HU/HLP(I) :
Daca p = 2, Wh2(I) este spatiu Hilbert si notam W2(I) = H'(I).
In acord cu [5], H'(I) se scufunda continuu in C'(I) adica: exista ¢ > 0, astfel incat

[vlloa < cllollmay -

i: HY(I) — C(I), iu=u,

||W||C(7) < C||U”H1(1) <=>[lullgz) < C||U||H1(1)-

Amintim ca,

v 7y — Max | v(x)|.
Jolleq = maxoz)

si,

||U||H1(I) = ||U||L2(1) + HU/HL?(I) ’

Consideram urmatorul produs scalar:

() : HY(I) x H'(I) — R, (u, v) () = (w,v) p2¢ry + (W', 0") 2y

Norma indusa de acest produs scalar este

2 2
iy = /G iy = 1/ Talago + 1 oo,

Notam ca ||| 1y st [|[*] [|1(7) sunt norme echivalente.

Intr-adevar, exista c;, co > 0 astfel incat

e llull gy < Mul @y < eollullga -

’
Uu

Daca introducem notatiile [lull2;) = a si | = b, trebuie sa gasim doua con-

L2(I)
stante strict pozitive astfel incat dubla inegalitate algebrica elementara se verifica:

ci(la+b) < Va2 +b* <cy(a+b), a,b>0.

Putem lua ¢; = \% sico=1.

Definim

c

Daca de exemplu I = (0,1) si v € Hj(0,1) atunci v(0) = v(1) = 0.
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Pe Hj(I) putem considera urmatoarea structura particulara:
(%U)Hg(]) = (UlaU,)LQ(I)»
||U||H5(1) = ||u/||L2(I)‘
Teorema 43. [Inegalitatea lui Poincaré; a se vedea [5]] Fie I C R interval deschis,
marginit. Atunci exista C, > 0 astfel incat

||u||L2(I) <G ||u/||L2(I)7 Vu € Hy(I).

Utilizand Inegalitatea lui Poincaré se poate justifica usor ca <H§ (D)s ¢ )mrns - HH(% (1))

este spatiu Hilbert.

Remarca 44. Exista a, > () astfel incat

lull gy < Colltll oy Yu € Hy(I).

Fie I = (0,1) si
V ={ve HY(0,1)] v(0) = 0}.

VG ) 0001 oy
este spatiu Hilbert fiind un subspatiu inchis al lui H'(0, 1).
Pe V putem considera urmatoarea structura particulara:

(U, U)V = (ula v/)LQ(I)a

lully = 'l 2y -
Inegalitate de tip Poincaré (pentru demonstratie a se vedea Raviart-Thomas)
Fie I C R interval deschis, marginit. Atunci exista C),, > 0 astfel incat

HUHLQ([) < Cp HU’/HLQ(I) y Yu e V.
(V, (-, )v. |I-ly) este de asemenea un spatiu Hilbert.

Remarca 45. Exista 6; > 0 astfel incat

||u||H1(]) S Cp ||U//||L2(I) Yu evV.

Pentru mai multe detalii privind spatiile Sobolev in 1D se poate consulta [5].
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Seminar 1

Exercitiul 1. Fie (X, | - ||x) un spatiu normat si K C X o submultime nevida.
Justificati ca daca K este inchisa in sens slab atunci K este inchisa in sens tare. Dar

reciproc?

Cum convergenta tare implica convergenta slaba deducem imediat ca daca K este
inchisa in sens slab atunci K este inchisa in sens tare. Reciproc este adevarat doar

daca K este in plus si convexa.

Exercitiul 2. Fie K o submultime convexa, inchisa si nevida a unui spatiu Hilbert
X.
Operatorul de proiectie este monoton, adica

(Pku— Pgv,u—v)x >0 Yu,veX
si nonexpansiv, adica
||Pxu— Pgol||lx <|lu—vllx Vu,veX.
Fie Gk : X — X un operator definit prin
Gig(u)=u— Pgu YueX.
Atunci sunt verificate urmatoarele proprietati:
(Gg(u) — Gg(v),u—v)x >0 Yu,veX
Gk (u) = Gr(v)llx <2-[fu—vllx Yu,veX
(Gg(u),v—u)x <0 Yue X,veK

Gr(u) =0 ue K.
Rezolvarea se bazeaza pe caracterizarea proiectiei. Pentru detalii a se vedea pagina
14 in [50].
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Exercitiul 3. Fie (u,) C X un sir astfel incat u,, — v in X. Atunci
(Un,v)x — (u,v)x cand n — oo, Vv € X.

Ind. Se utilizeaza Teorema de reprezentare a lui Riesz si definitia convergentei in

sens slab.

Exercitiul 4. Exista 6; > 0 astfel incat

lull gy < Cp oy Yu € Hy(T).

Ind. Nl = el oy + Ny < (U4 Gy) gy pot haa Gy = 1+ G,
unde C), este constanta Poincaré.

Exercitiul 5. Fie I = (0,1) si V = {v € H(0,1) |v(0) = 0}. V este un subspatiu
inchis al lui H*(0,1).

Intr-adevar, 1) V' este subspatiu liniar

Yu,v € V,Va, € R=>au+ fv e V.
au+ fv e HY(0,1) si (au+ Sv)(0) = au(0) + Sv(0) = 0.

2) V este inchis

Fie (v,)n, C V sir convergent,
Up =V <an =l = 0) cand n — 0.

Arat cav e V.

Cum (v,), C H*(0,1) si v, = v cand n — oo in H(0,1) rezultd ca v € H(0,1).
Aratam acum ca v(0) = 0.
0<(0)] < ||U||c([0,1]) = ;2[%% ()] <c ||U||H1(I) ’

[0(0)] = [v(0) = v (0) + vn(0)] < [0(0) = vn(0)[+|va(0)] = |(vn — 0)(0)] < nax |(on = v)(2)] =

v — U”c(T) <cllon — U”Hl(o,l)v I=10,1].

Trecem la limita si folosim criteriul clestelui.
Rezulta ca |v(0)| = 0 => v(0) = 0.

Exercitiul 6. Orice operator Lipschitz este continuu.

Ind. Se utilizeaza definitia continuitatii unui operator cu siruri (vezi curs).
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Exercitiul 7. Fiea: X x X — R o forma biliniara, continua, X-eliptica si simetrica.
Definim A : X — X prin
(Au,v)x = a(u,v).
Aratati ca A este tare monoton si Lipschitz.
e A tare monoton: Fie u,v € X.
(Au — Av,u —v)x = (Au,u —v)x — (v,u —v)x = a(u,u —v) — a(v,u — v)
=a(u—v,u —v).
Cum a este X-eliptica, avem

(Au— Av,u—v)x >m-||lu—v||%.

Deci A este tare monoton.
e A Lipschitz: Stim ca

[|Au — Av||x = sup (Au— Av, w)x
wexwzo  ||wllx
Evaluam
(Au— Av,w)x  (Au,w)x — (Av,w)x  a(u,w) — a(v,w)
[lwlx [lwllx [lwllx
_alu—v,w) _ la(u—v,w)| _ M- ju—vllx - |lwlx
lwllx = wllx  — [wl]x

=M - ||lu—0||x.
Trecem la supremum
Deci A este Lipschitz.

Fie Q C RY, (N > 1) un deschis marginit de frontiera neteds.
Exemple de astfel de multimi:

e N=1:
O=1=(23)
o0 ={2,3}.
o N =2
Q={z=(z1,22) : (z1)*+ (22)* < 1}
00N ={x = (z1,72) : (z1)* + (z2)* =1}
e N=3

Q= {x = (21,72,73) : (21)* + (22)* + (23)* < 5}
0N = {x = (v1, 29, 23) : (x1)* + (22)* + (23)* = 5}.

13



Definitia 8. O multime care este deschisa si conexa (”dintr-o bucata”) se numegte
domeniu.

Fie = (z1,...,zy) € Q C RY. Definim norma sa euclidiand prin

N
E x? = \/x%—l—x%—i—...—i—x?\,.
i=1

Definitia 9. Pentru o functie u :  — R de clasid C! definim gradientul siu prin

Vu—(ﬁ 8u>.

ox 1 T ox N
Observatie: putem vorbi si de ”gradient in sens slab” pentru functii u € LP(().

Exemple:
o u(xy,x9) = 21 + 229; Vu = (1,2).
o u(wy, o) = 23 + 223 Vu = (22, 45).

Definitia 10. Pentru o functie u : Q — R de clasa C? definim operatorul lui Laplace

prin
0?u 0u

Au=—+..+—.
ox? ox%,

Exemplu:

o u(zy,x9) =27+ 225 Au=2+4=6.

Pentru un punct @ = (x1, xa, ..., zy) € 9, versorul normalei exterioare la frontiera

in @ se noteaza cu v(x).

Fie 1 < p < 0.

ol <p<oo:

LP(Q2) ={f : Q — R masurabile : /Q |f(x)|Pdr < oo}

P = Pdx E.

vy = ([ 177ie)

®p=00:

L) ={f: Q — R masurabile : 3C >0 al. |[f(z)] < C a.p.t. in Q};
| fllzeo = inf{C : |f(z)] < C a.p.t. in Q}.

Daca

e 1 <p<oo: LP(N) este spatiu Banach;
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o 1 <p<oo: LP(Q) este reflexiv;
e p=2:L*) este spatiu Hilbert, inzestrat cu produsul scalar

(u,v) 1200 :/u(:v)v(:v)d:v.

lulloy = o/ = [ oo = ( [ fupar)*

Exercitiul 11. Fie u: (0,1) — R definit prin

Verificati dacd u € L*(0,1).

/Ollu(x)|2dw - /0 () Pde + | |u(z)Pde

o\
vl
—_
IS
5]
+
——
2
—_
U
8

8OO|HH>|'—‘ ] =
T4

Asadar, u € L*(0,1).

Tema Daca u € L>°(I) atunci u € LP(I), Vp, 1 <p < 0.

15




Curs 2

Tematica: Spatii Sobolev in dimensiune N > 1

Fie Q ¢ RY o submultime deschisa.

Definitia 1. Fie 1 <p <oosi f € LP(Q2). Spunem ca f este derivabila partial, in
sens slab, in raport cu x; daca exista g; € LP(€2) astfel incat

/ f&p dr = — / gipdz, Yo € CHQ).
0 Ox; Q

Daca f € LP(2) admite derivate partiale in sens slab g¢;, i € {1,2,..., N}, vom face

urmatoarea notatie:
_9of
g; = oz

of
8%

Daca 1 < p < oo, WP(Q) este spatiu Banach inzestrat cu urmatoarea norma

W (Q) = {f € L (),

€ LP(Q), Vie{1,2,.. N}}.

ou
3@-

N
ullyrn) = lull ooy + :
i=1 Lr(Q)

Norma W?(Q) este echivalenta cu norma
IVull oy + llullrg)-

WhP(Q) este spatiu reflexiv pentru 1 < p < oo a se vedea [5].

Teorema 2. [Teorema de urma, [34]] Fie Q C RN (N > 2) o submultime deschisa si
marginita cu frontiera Lipschitz I' = 0€). Fie 1 < p < 00.

Atunci exista un unic operator liniar si continuu y : WHP(Q) — LP(9Q) astfel
incat:

(1) yu = u|r daca u € C(Q).
(2) ||vull ey < cl|ullwrr@) unde ¢ = c(p,£2) > 0.
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(3) daca 1 < p < oo, atunci y(WH?(Q)) = Wlfi’p(lj).

(4) daca 1 < p < N atunci v : WHP(Q) — L"(99Q) este compact pentru orice r
astfel incat 1 < r < %p—:;’.

(5) daca p > N atunci v : WHP(Q) — L7(9Q) pentru orice r > 1.

Definitia 3. ~u se numeste urma lui u pe T iar v : WP(Q) — LP(09) se numeste

operator urmd.

Amintim ca un operator continuu A : X — Y (X, Y spatii Banach), este com-
pact daca pentru orice sir marginit (u,), C X, (Au,), C Y contine un subsir tare
convergent in Y'; a se vedea de exemplu [34].

Fie 1 <p < 0.

Wy () = Ca@) e
Spatiul W, () inzestrat nu norma indusa de W'?(Q) este un spatiu Banach; daca
1 < p < 0o, spatiul W,”(Q) este spatiu Banach reflexiv; a se vedea [5].
Urmatoarea teorema ne da o caracterizare foarte utila a spatiului W,”(Q) prin

intermediul operatorului de urma ~.

Teorema 4. [a se vedea de exemplu [16, 34]] Fie @ C RN (N > 2) o submultime
deschisa si marginita cu frontiera neteda (de exemplu Lipschitz sau C'). Fie u €
WhP(Q). Atunci

ueWyP(Q) <= ~yu=0in LP(I).

Teorema 5. [Inegalitatea Poincaré,[5]] Fie Q C RY submultime deschisa si marginita.
Atunci exista Cp = Cp(2) > 0 astfel incat

lull ooy < Cp IVl g+ Vu € Wo™(€).

Norma || Vul|ppq)~ este o norma pe Wy (Q) echivalenta cu norma pe WP(Q).

In baza inegalitatii lui Poincaré se arata ca

Wy (€), ||“||W0“’(Q))
este un spatiu Banach.
Dualul lui W, 7(Q), (1 < p < 00), se noteazi cu W~ (Q) unde p’ este exponentul
conjugat al lui p (i + z% =1.)
Fie m un numar natural astfel incat m > 2 si p un numar real astfel incat 1 < p <

00. Se defineste prin recurenta

17



ou
8.’13i
Spatiul WP(£)) este un spatiu Banach inzestrat cu norma:

Wme(Q) = {u e wm-te(Q), 2L e wm-tr(Q) ie {1,2,.., N}}.

lullwmo@y = > [1D"u]l o),

0<|a|<m

unde:

e « este un multi-indice, adica un sir finit & = (v, g, ...,an) cu a; >0

N
o la| =)l q

aa1+a2+m+aN
] Dau — S.015 .05 A ON
Oz ' 0xy°...0T

Teorema 6. Admitem ca 2 este un domeniu marginit cu frontiera Lipschitz. Daca
ke N*sil<p< oo atunci: pentru oricare v € WHP(Q) erista un sir (v,), C C®(Q)

astfel incat

v — v|lwrp) —+ 0 as n — oo;

a se vedea de exemplu [19], pagina 32.
Acest rezultat poate fi privit si ca un rezultat de densitate si putem scrie:

WhP(Q) =C>=(Q) keN,1<p<oo.

Teorema 7. Pentru oricare v € WyP(Q) exista (v,), C C2(Q) astfel incat

|[vn = v|lwrr@) — 0 as n — oo;

a se vedea de exemplu [19] pagina 32. Avem asadar:

WEPQ) = Cx(Q) keN, 1<p< oo (1)

18



Seminar 2

Fie p = 2.

Fie f € L*(Q). Amintim ca f este derivabila partial, in sens slab, in raport cu x;

daca exista g; € L*(Q) astfel incat

/ o= o

Functiile g; se numesc derivate partiale in sens slab ale lui f si pentru a simplifica

of
ox; *

Vi € CL(Q).

scierea se noteaza cu
o5
@CC,L‘
H&(Q) = W012(Q> _ m||"‘wl,2(ﬂ).

c

HY Q) =W'2(Q) ={f € L*(Q), =~ € L*(Q), Vie{l,2,..,N}}.

HY(Q) = C=(Q), (1)
Hy(Q) = C2(9). (2)

In cazul p = 2, WH2(Q) = H'(Q) este spa‘giu Hilbert inzestrat cu produsul scalar
ou Ou
(w,v)m@) = (W, v)r2e) + Z (8@ axi>m)'

(U7U)H1(Q) = (u, U)LQ(Q) + (Vu, VU)L2(Q)N

2 2
ey = y/ll3ey + [0l 20y

Teorema de urma pentru cazul p = 2 se enunta astfel:

Teorema 1. [Teorema de urma, [34]] Fie Q C RN (N > 2) o submultime deschisa si
marginita cu frontiera Lipschitz I' = 0S).

Atunci exista un unic operator liniar si continuu y : H* () — L?(09Q) astfel incat:

(1) vu = ulr daca u € CH(Q).
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(2) vullr2ry < collullmr@) unde cyp = ¢ (2) > 0.
(3) ’V(Hl(Q)) = Wlm(F)-
(4) daca N > 2 atunci v : H*(Q2) — L"(09Q) este compact pentru orice r astfel

(5) daca N < 2 atunci v : H'(Q) — L"(0Q) pentru orice r > 1.

yu € L*(T) se numeste urma lui v pe T iar v : H'(Q) — L?*(99) se numeste
operator urma.

Operatorul urma nu este nici injectiv, nici surjectiv.

Notam ca WY23(T') = HY2(T') si ca existd Z : HY/2(9Q) — H'(Q), operator numit
wversul la dreapta al lui .

(Zy)(u) =u Yu e HY*(09Q).

Formula de tip Green pentru functii v € H'(Q) Fie Q deschis marginit cu frontiera
Lipschitz si u o functie suficient de neteda. Atunci

/ Auvdr = %’yvdf‘ — / Vu-Vodz, Yve H'(Q).
Q o0 OV Q

Intr-adevar, fie v € H'(Q). In acord cu (1), existd (v,), C C>°(Q) astfel incat
v, — v cand n — oo in H'(Q). Aplicam acum formula lui Green pentru functii

netede.

/Auvnd:c :/ Ou —dI' — /Vu-andx, Vn > 1.
Q " ov Q

/ Au(v, —v)dz + / Auvdr = %(?}n — yv)dl’
a0 OV
/ ’yvdF / Vu - (Vu, — Vo)dz — / Vu - Vodz. (3)
o0 0 0

0< UQ Au(v, — v)dx| = !(Au, Up — 'U)LQ(Q)‘
< Aull 2 - lvn = vl 2) < 1AU[ 2y - 1vn = Vllq) »
si rezulta,

lim [ Au(v, —v)dz =0.

n—o0 0
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In continuare, facem o estimare a termenului 50 %(’yvn —yv)dl :
0 < | fyq 320rem = 70)dl| = | (32100 = ©)) 12 oy |

< |51 2oy * 1700 = V)l 200y < 1521 20y Cor lon = vl ey

si rezulta

ou
I ~— (Y0, — yv)dl = 0.
dm 5, (1o — yv)dl' =0

Asemanator:

lim | Vu-(Vv, — Vov)dx = 0.

n—o0 0

Trecem la lim 1n (3) si obtinem formula lui Green pe spatii Sobolev.
n—oo

Utilizand operatorul urma putem scrie formula de integrare prin parti pentru functii
din H'(Q) :

/auvdx:/’yufyvyidl“—/uav dr Vie{1,2,..,N},Yu,v € H(Q),
o 0z; r o O

unde v; (i € {1,2,..., N}) sunt componentele lui v, versorul normalei exterioare la
frontiera I'; a se vedea de exemplu [20]
Pentru a simplifica scrierea, uneori vom omite scrierea operatorului urma atunci

cand scriem termeni integrali pe frontiera, de exemplu, putem scrie

ou ov
dr = ;dl — dzx.
/anf ! /r““” /Q“ax@- !

Teorema 2. [Inegalitatea Poincaré] Fie Q C RN submultime deschisa si marginita.
Atunci exista Cp = Cp(2) > 0 astfel incat

[ull 120y < Cp VUl 2, Vu € Hy ()

Remarca 3. Exista 6’; > (0 astfel incat
lull iy < CpllVullpapn s Vu € Hy(9).
Pe spatiul H} () putem considera urmatorul produs scalar.
(w, V) ) = (Vu, Vo) p2oyn
si norma asociata,

||UHH3(Q) = ||VUHL2(Q)N-
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Cu ajutorul Inegalitatii lui Poincaré se poate demonstra ca H((f2) este spatiu
Hilbert in raport cu structura particulara precizata anterior.

(H(}<Q)7 (7 )Hé(Q)v ”HH&(Q))
Dualul lui H}(Q) se noteaza cu H'(Q2). Avem

Hi(Q) c L*(Q) c H'(Q)
cu injectii continue si dense, a se vedea de exemplu [5].
Dualul lui HY/2(T") se noteaza cu H~'/2(T).

Remarca 4. y(H'(Q)) este densa in L*(T'), a se vedea de exemplu [20].

Prin "injectie” intelegem aplicatia identica. O injectie X C Y (X, Y spatii nor-
mate) este compacta daca orice submultime marginita a lui X este relativ compacta
in Y (sau, cu siruri, din orice sir marginit in X putem extrage un subsir convergent in
Y)

Spatiul H}(Q) este spatiu Banach reflexiv; a se vedea [5].

Teorema 5. [a se vedea de exemplu [16, 34]] Fie Q C RN (N > 2) o submultime
deschisa si marginita cu frontiera neteda (de exemplu Lipschitz sau C1). Fie u €
HY(Q). Atunci

w€ Hy Q) <= ~yu=0inL*T).

Notam ca HVuHLz(Q)N = [ IVull || z2(0) = \/fQ |Vu(x)||? dx
unde

Ivue)l = /55 (20)"

Exercitiul 6. Fie (u,), C H*(Q) astfel incat u, — u in H'(2). Demonstrati ca
u, — u in L?(Q).

Stim ca H'(Q2) se scufundd compact in L?(Q2). Aceasta inseamna ca aplicatia
i HY(Q) — L*(Q), i(u) = u
este compacta. Cum ¢ este si liniara, avem ca i este aplicatie complet continua, adica

Y (Un ), U — u in H(Q) = u,, — u in L*(Q).
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Curs 3

Tematica: Probleme la limita in dimensiune 1; formulari variationale; solutii slabe

Supunem atentiei urmatoarele probleme la limita.
PROBLEMA 1. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1),
u(0) =0,
u'(1) = h(u(1)),

unde f € L*(0,1) si h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
AL, >0 : |h(r1) — h(r2)| < Lplry — o] Vry,re € R

$1
(h(T’l) — h(?”g),?”l — 7“2) Z 0 Vrl,rg < R.

PROBLEMA 2. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1),
u(0) =0,
u(l) < g, w'(1) <0, (u(1) - g)u'(1) =0,
unde f € L*(0,1) si g > 0.

PROBLEMA 3. Gasifi u : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1),
u(0) =0,

()] < g,0(1) = g~ daca u(1) £0,

Ju(1)]
unde f € L*(0,1) si g > 0.
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Problema 1 este o problema la limita posibil neliniara (daca h e functie liniara
atunci problema este liniara). Problemele 2 si 3 sunt neliniare, neliniaritatea fiind

"impusa” de conditiile la limita

respectiv

u(1)
/()] < g,u/(1) = —g-ad. daca u(1) £ 0.
|u(1)]
Remarca 1. Daca h in Problema 1 e functie liniara, atunci studiul variational se

poate face cu ajutorul Lemei Lax-Milgram.

Lema 2. [Laz-Milgram, [5]] Fie X un spatiu Hilbert, a : X x X — R o forma biliniara,
continua si X —eliptica si ¢ : X — R o aplicatie liniara si continua. Atunci exista un

unic element u € X astfel incat
a(u,v) = p(v) Yve X. (10)
Daca in plus a este si simetrica atunci
J(u) < Jw) YveX

unde

J: X—=R Jw) = %a(v,v) — ¢(v).

Daca h nu e liniara, atunci studiul variational necesita utilizarea unor noi rezultate
de analiza functionala: Teorema Minty-Brower; Lema Lax-Milgram neliniara.
Problema 2 se poate rezolva cu Teorema lui Stampacchia (in cadrul teoriei inega-
litatilor varitionale de tipul I) iar Problema 3 se poate studia in cadrul teoriei
inegalitatilor variationale de tipul II, dupa cum vom vedea impreuna in cursul

de semestrul acesta.

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie slaba pentru fiecare dintre aceste
probleme.
Studiul variational al Problemei 1

e Cazul particular h =0

PROBLEMA 4. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat

—u" = fin (0,1), (11)
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u(0) =0, (12)
u'(1) =0, (13)
unde f € L*(0,1).
In acest caz problema la limita este o problema mixta omogena.
Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Pro-
blema 4 si sa studiem existenta si unicitatea acesteia.

Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 4. Consideram

drept spatiu al functiilor test spatiul
V ={ve H(0,1) : v(0)=0}.
Fiev e V.

fnmul‘gim cu v prima linie a problemei si integram.

1 1
/ —u"vdr = / fodx
0 0

Utilizand integrarea prin parti (pe spatii Sobolev) gasim

1 1
—u'vl +/ u'v'dx :/ fudz. (14)
0 0

Tinand cont de conditiile la limita obtinem

1 1
/ uv'dr = / fudz.
0 0

Definitia 3. Numim solutie in sens slab pentru Problema 4 o functie u € V'

1 1
/ uv'dr = / fodz Vv eV,
0 0
dat fiind f € L*(0,1).

ce verifica

Teorema 4. Problema 4 are o unica solutie in sens slab.

DEMONSTRATIE. Fie
1
a:VxV =R, a(u,v) = / u'v'dx
0
si
1
0: V=R, o) :/ fudzx.

0

Se arata ca aplicatia a este biliniara, continua gi V —eliptica, iar ¢ este liniara

si continua.
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Aplicam Teorema 1 (Lema Lax-Milgram) si gasim ca Problema 4 are o unica
solutie slaba. O

Cazul h liniara

PROBLEMA 5. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1), (15)
u(0) = 0, (16)
u'(1) = —ku(1), (17)

unde f € L*(0,1) si k > 0.

In acest caz problema la limita este o problema de tip Robin.

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Pro-
blema 5 si sa studiem existenta si unicitatea acesteia.

Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 5.

Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul

V ={ve H(0,1) : v(0)=0}.

Fiev e V. inmulgim cu v prima linie a problemei §i integram.

1 1
/ —u"vdx = / fodx
0 0

Utilizand integrarea prin parti si conditiile la limita obtinem
1 1
/ u'v'dr + ku(1l)v(l) = / fudz.
0 0

Definitia 5. Numim solutie in sens slab pentru Problema 5 o functie u € V'

ce verifica
1 1
/ u'v'dr + ku(1)v(1) = / fvdz Vv eV,
0 0
dat fiind f € L%*(0,1) si k > 0.
Teorema 6. Problema 5 are o unica solufie in sens slab.
DEMONSTRATIE. Fie

1
a:VxV =R, aluv) = / u'v'dr + ku(1)v(1)
0
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1
0: V=R, o) :/ fudzx.
0

Se arata ca aplicatia a este biliniara, continua si V' —eliptica, iar ¢ este liniara
si continua. Aplicam Teorema 1 (Lema Lax-Milgram) si gasim ca Problema

5 are o unica solutie slaba. O

Remarca 7. Cagzurile particulare studiate sunt probleme liniare. Am
introdus notiunea de solutie slaba si cu ajutorul Lemei Lax-Milgram am putut
studia existenta si unicitatea solutiei slabe in sensul introdus.

h neliniara

PROBLEMA 6. Gasifi u : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1), (18)
u(0) = 0, (19)
u'(1) = h(u(1)), (20)

unde f € L*(0,1) si h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
AL, > 0, |h(r1) — h(ra)| < Lp|ry —re| Vri,m € R
$t
(h(r1) — h(ry),r1 —12) >0 Vry,ry € R.
Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 6.
Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul
V ={ve H(0,1) : v(0)=0}.

Fiev e V.

Inmultim cu v prima linie a problemei si integram.

1 1
/ —u"vdr = / fodx
0 0

Utilizand integrarea prin parti gasim

—u’v](l)+/ u'v'dx —/ fudz. (21)

Tinand cont de conditiile la limita,

1
/ uw'v'dx + h(u / fudz.
0
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Definitia 8. Numim solutie in sens slab pentru Problema 6 o functie u € V'

ce verifica
1 1
/ w'v'dr + h(u(1))v(l) = / fvdz Yv eV, (22)
0 0

dat fiind f € L?*(0,1)si h : R — R o functie Lipschitz i monotona.

Remarca 9. In acest caz ipotezele Lemei Lax-Milgram nu mai pot fi veri-
ficate. Vom invata in cursurile urmatoare noi rezultate de analiza functionala

ce permit rezolvarea unor astfel de probleme neliniare.

TEMA Studiati existenta si unicitatea solutiei slabe pentru problema
—u" +u=f1in (0,1),
u'(0) =3, 4/ (1) =2,
unde f € L?(0,1).
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Seminar 3

Breviar teoretic Amintim aici Lema Lax-Milgram.

Teorema 1. (Lema Laz-Milgram) Fie (X, (-, ) x, ||||x) un spativ Hilbert , a : X x X —
R o forma biliniard, continua si X-eliptica si ¢ € X'. Atunci existd un unic element
u € X astfel incat

a(u,v) = p(v), Yve X. (1)

Daca in plus aplicalia a este simetrica, atunci unica solutie a ecuatiei variationale (1)

minimizeaza functionala energetica asociata
1

J: X =R, J(u) = ia(u,v) — ¢(v).
Definitia 2.  Aplicatia a : X x X — R este forma biliniara daca este liniara in
fiecare argument, adica

a(au + Pv,w) = aa(u, w) + La(v,w),

afu, av + Bu) = aa(u,v) + fa(u,w),
pentru orice u,v,w € X i orice o, 8 € R.
Definitia 3. O forma a : X x X — R este simetrica daca

a(u,v) = a(v,u) Yu,v € X.
Definitia 4. O forma biliniara a : X x X — R este continua daca exista o constanta
M > 0 astfel incat
|au, v)] < Mlul|x - [lv]lx,  Vu,ve X

Definitia 5. O forma biliniara a : X x X — R este X-eliptica daca exista o constanta
m > 0 astfel incat

a(u,u) = mlull, VueX.

29



Definitia 6. O forma a : X x X — R este coerciva daca

lim  a(u,u) = oco.
llullx =00

Exersam in acest seminar tehnica introducerii notiunii de solutie slaba pentru o
clasa de probleme pentru care putem aplica Lema Lax-Milgram in studiul existentei
si unicitatii solutiei slabe.

Fie urmatoarea problema la limita (Dirichlet omogena).
PROBLEMA 7. Gasifi u : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1), (2)
u(0) = u(1) =0, (3)
unde f € L*(0,1).
Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Problema 7 si
sa studiem existenta si unicitatea acesteia.
Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 7.
Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul H}(0,1).
Fie v € H}(0,1).

Inmultim cu v prima linie a problemei si integram.

1 1
/ —u"vdr = / fudz.
0 0

Utilizand integrarea prin parti gasim

1 1
—(u’v|(1]—/ u’v’dx) :/ fudz,
0 0

—u/'(1)v(1) + 4'(0)v(0) +/ u'v'dr = / fudz. (4)

Cum v € H}(0,1), avem

care se poate scrie

v(0) = v(1) = 0. (5)
Tinand cont de (5), relatia (4) devine

/ vdx—/ fudzx.

Definitia 7. Numim solutie in sens slab pentru Problema 7 o functie v € H(0,1)

ce verifica

1 1
/ u'v'dr = / fodx, v e Hy(0,1),
0 0
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dat fiind f € L*(0,1).
Teorema 8. Problema 7 are o unica solutie in sens slab.

DEMONSTRATIE. Fie a: H3(0,1) x H}(0,1) = R, a(u,v) = fol u'v'dz. Vom arata
ca aplicatia a este biliniard, continua si HJ —eliptica.
e ¢ biliniara:
Fie u,v,w € H}(0,1) si a, B € R.

a(au + fu,w) = /l(au + fu)w'de = /l(&u' + pu)w'dx
0 0

1 1
= a/ w'w'dr + 5/ vV'w'de = aa(u, w) + Ba(v, w).
0 0

Deci a este liniara in primul argument. Vom arata ca este liniara si in al doilea

argument.
1 1
a(u, ow + pw) = / u'(aw + Pw)'dx = / (u'v' + pu'w’)dx
0

/ "Wdx + B/ w'dr = aa(u,v) + fa(u, w).

Deci, a este liniara si in al doilea argument. Asadar, a este biliniara.
e ¢ continua:
Fie u,v € H}(0,1).

UU‘—’/ 'dx‘—|u U)L2(01|<HUHL201 HU,HLQ(OJ)
= HUHHO(O,1) HUHHO(O,I)-

Asgadar, a este continua (putem lua M = 1).
e a H}—eliptica:
Fie u € H}(0,1).

1
alu, ) = / ()2 = |0 a0y = Il g o
Putem lua m = 1.

In ultima parte a demonstratiei consideram ¢ : H}(0,1) = R, (v fo fudx.
Vom arita cd ¢ € (H}(0,1); adica ¢ este liniara si continud.

e ¢ liniara:
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Fie u,v € H}(0,1) si a, B € R.

1 1 1
olav + pw) = / flav + pw)dr = / afudr +/ B fwdx
0 0 0
= ap(v) + Bp(w).

Deci ¢ este liniara.
e ( continua:
Fie v € H}(0,1).

1
o(0)] = | / Foda] = (£, 0) 20 < |1fllz0m - o]l
0

< (L+[flle20)Crlv' 20,1y = (1 + [ £l £200,1)) Crl|V] H3 0,1

Luand M = (1 + || f]|r2(0,1))Cp > 0 gasim ca ¢ este continua.
In acest moment sunt satisficute toate ipotezele Teoremei 1 (Lema Lax-Milgram).
Aplicam aceasta teorema si gasim ca Problema 7 are o unica solutie slaba. U

In ceea ce urmeaza ne propunem sa analizam o problema la limita cu conditie

Neumann omogena.

PROBLEMA 8. Gasifi u : [0,1] — R astfel incat
—u"+u=fin(0,1), (6)
u'(0) = /(1) =0, (7)
unde f € L*(0,1).
Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Problema 8 si
sa studiem existenta si unicitatea acesteia.
Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 8.
Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul H'(0,1).
Fie v € H(0,1).

Inmultim cu v prima linie a problemei si integram.

1 1
/(—u"—l—u)vdm:/ fodx
0 0
1 1 1
—/ u”vda:+/ uvda::/ fudz.
0 0 0

Utilizand integrarea prin parti gasim

1 1
—u'v|g + / (u'v 4+ uwv)de = / fudz. (8)
0 0
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Din (7) avem
u'(0) = /(1) = 0. (9)
Tinand cont de (9), relatia (8) devine

/(uv—i—uv dx—/ Fudz.

Definitia 9. Numim solutie in sens slab pentru Problema 8 o functie v € H'(0,1)

ce verifica
1 1
/ (W' +uv)dr = / fvdr Vv e H'Y(0,1),
0 0
dat find f € L2(0,1).

Teorema 10. Problema 8 are o unica solutie in sens slab.

DEMONSTRATIE. Fie a : H'(0,1) x H*(0,1) — R, a(u,v) = fol(u’v’ + wv)dx.
Vom arita cd aplicatia a este biliniard, continud si H}—elipticd. Biliniaritatea se

demonstreaza ugor, intr-un mod asemanator cu cel folosit in demonstratiile anterioare.

e ¢ continua:
Fie u,v € H(0,1).

1
uv]—|/ 'dx+/ uvdx]<| ’d:c\—i—\/uvda:\
0
|

= (v, v") 20| + [(w, v) 2200)
<Mz, - 1|20y + [ullz20,) - |[0]]2200,1)-
Cum
lullz20,1) < lullmro st ]|z < [lullaey  Yu € L2(0,1)
obtinem
|a(u, v)| < 2[|ul[m0,1) - [|V]]m1(0,1)-

Asgadar, a este continua.
e a H'—eliptica:
Fie u € H'(0,1).

1
a(u,u) = / () +u*)de = | |[Z20,0) + 1llZ20.) = NullE0)-
0

Putem lua m = 1.
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In ultima parte a demonstratiei consideram ¢ : H1(0,1) — R, ¢(v fo fudz.

¢ este liniara gi continua (vezi demonstratiile anterioare). In acest moment sunt sa-
tisfacute toate ipotezele Teoremei 1 (Lema Lax-Milgram). Aplicam aceasta teorema
si gasim ca Problema 8 are o unica solutie slaba. O

Consideram acum o problema la limita cu conditie Neumann neomogena pe fron-
tiera.
PROBLEMA 9. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat
—u"+u=fin(0,1), (10)
u'(0) =u'(1) = a, (11)
unde f € L*(0,1) si a € R*.

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Problema 9 si
sa studiem existenta si unicitatea acesteia.
Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 9. Consideram drept spatiu al
functiilor test spatiul H'(0,1). Fiev € H*(0,1). Inmul{im cu v prima linie a problemei

/( u’ —|—uvdx—/ fudx
1

—/ u”vdaz+/ uvd$—/ fudz.
0 0

Utilizand integrarea prin parti gasim

—u'v|é—|—/ (u'v" 4+ uwv dx—/ fudzx. (12)

si integram.

Din (11) avem
u'(0) =u/(1) = a. (13)
Tinand cont de (13), relatia (12) devine

/Ol(ulvl +uv)de = /01 fodz + av(1) — av(0).

Definitia 11. Numim solutie in sens slab pentru Problema 9 o functie u € H'(0,1)

ce verifica
1 1
/ (u'v" +wv)dr = / fvdz + av(1) — av(0) Vv € HY(0,1),
0 0

dat fiind f € L2(0,1).
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Teorema 12. Problema 9 are o unica solutie in sens slab.

DEMONSTRATIE. Fie a : H'(0,1) x H*(0,1) — R, a(u,v) = fol(u’v’ + wv)dz.
Vom arata cd aplicatia a este biliniara, continua si H'—eliptica. Biliniaritatea se

demonstreaza usor, intr-un mod asemanator cu cel folosit in demonstratiile anterioare.

e ¢ continua:
Fie u,v € H'(0,

1
uv|—|/ ’dx+/ uvdx|<| 'd:):|+|/uvd:1:|
0
|

= (v, v") 200,y | + [(w, ) £2(0,1)

<[] 201y - [1V']1 2200y + [[ullz2(0.0) - [|V]]22(0,1)-
Cum
lullz20,1) < Nlull oy st 1[|lz200) < [lullany  Yu € L*(0,1)
obtinem
|a(u, v)| < 2[ullm0,1) - |[v]|#10,1)-

Asadar, a este continua.
e a H'—eliptica: Fie u € H'(0,1).
1
ausn) = [ () +)do = | Ba + lalaon = Nl
0

Putem lua m = 1.

In ultima parte a demonstratiei considerim ¢ : H'(0,1) — R, o(v fo fuvdx +
av(l) — aw(0).
Vom arata ca ¢ este liniara i continua.

e ¢ liniara: Fie u,v € H'(0,1) 5i 3, € R.
1
(v + dw) = / f(Bv + dw)dx + a(fv + dw)(1) — a(Sv + dw)(0)
0
= /1 B fvdx + /1 0 fwdz + pav(l) + daw(l) — Bav(0) — daw(0)
0 0

— ﬁ(/ol fvdx + av(l) — ow(O)) +5</01 fwdz + aw(l) — aw(O))
= Be(v) + dp(w).

Deci ¢ este liniara.
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e ¢ continua: Fie v € H'(0,1).
1
o(0)] = | / fudz + av(1) — av(0)|
0

< !/0 fedz| + o - Jo(D)] + [l - [o(0)]

< WMllzzon - ellzzon + lal - Jmgis (@] + lol - 1mg (o)

< (If1lz2) + 2lele)| ol m10,0)-
Deci ¢ este continua.

In acest moment sunt satisficute toate ipotezele Teoremei 1 (Lema Lax-Milgram).

Aplicam aceasta teorema si gasim ca Problema 8 are o unica solutie slaba. U

TEMA Studiati existenta gi unicitatea solutiei slabe pentru problema
—u" +u=f1n (0,1),
u(0) = u(1) =0,
unde f € L?(0,1).
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Curs 4

Tematica: Probleme la limita in dimensiune 1; formulari variationale; solutii slabe

(1I)
Fie problema la limita

PROBLEMA 10. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1),

unde f € L*(0,1) si g > 0.

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Problema 10.
Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 10. Consideram drept

spatiu al functiilor test spatiul
V ={ve H(0,1) : v(0)=0}.

FieveV.

inmulgim cu v prima linie a problemei si integram.

1 1
/ —u"vdr = / fodx
0 0

Utilizand integrarea prin parti gasim

1 1
—u'vl +/ u'v'dx :/ fudz.
0 0

Tinand cont de conditiile la limita,

1 1
—u'(1)v(1) —i—/ u'v'dr = / fvdz Vv e V.
0 0
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Consideram acum multimea
K={veV : v()<g}
Testand cu v — u In (6) avem
1 1
—u/(1)(v(1) — u(1)) —|—/ u'(v —u)dx = / flo—w)dx YveV.
0 0

Fie v € K. Rezulta ca

/o (v —u)de = /o fv—u)dx +u'(1)(v(1) — g). (8)

Cum
u'(1)(v(1) —g) 20, (9)
obtinem
1 1
/ u' (v —u)dr > / flv—wu)dz YveK. (10)
0 0
Definitia 1. Numim solutie in sens slab pentru Problema 10 o functie ©v € K ce

verifica relatia (10).

In acest caz studiul existentei si unicitatii solutiei slabe nu se poate face cu Lema

Lax-Milgram. In schimb, se poate face cu ajutorul Teoremei lui Stampacchia.

Teorema 2. [Stampacchia, [5]] Fie X un spativ Hilbert, K C X submultime nevida
inchisa conveza, a : X X X — R o forma biliniara, continua si X —eliptica si ¢ : X —
R o aplicatie liniara si continua. Atunci exista un unic element u € K astfel incat

a(u,v —u) > v —u) Yo e K. (11)
Daca in plus a este si simetrica atunci
J(u) < Jw) YveK
unde

J: X >R Jw) = %a(v,v) — ¢(v).

Teorema 3. Problema 10 are o unica solufie in sens slab.
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DEMONSTRATIE. Fie

1
a:VxV =R, a(u,v):/ u'v'dx
0

1
0: V=R, o) :/ fudz.
0

Se arata ca aplicatia a este biliniara, continua si V —eliptica, iar ¢ este liniara si

continua. Aplicam Teorema lui Stampacchia cu
X=V

si
K={veV : v(1)<g}
Asadar, Problema 10 are o unica solutie slaba. 0

Inegalitatea (10) se numeste inegalitate variationala de tipul I. Notam ca aceasta

inegalitate este guvernata de o forma biliniara.

Consideram in continuare urmatoarea problema la limita

PROBLEMA 11. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1), (12)
w(0) = 0, (13)
W] < g,0(1) = g0 daca u(1) £0 (14

Ju(1)]
unde f € L*(0,1) si g > 0.

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Problema 56.
Fie v o functie suficient de neteda ce verifica Problema 11. Consideram drept
spatiu al functiilor test spatiul

V ={ve H(0,1) : v(0)=0}.

Fieve V. inmul*gim cu v prima linie a problemei gi integram.

1 1
/ —u"vdr = / fodx
0 0

Utilizand integrarea prin parti si conditiile la limita putem scrie

a(u,v—u)+j() —j(u) > p(v—u) YoeV
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unde

a:VxV >R, a(u,v) = /1 u'v'dx (15)
0: V=R, o /fvda: (16)
J:V =R, j(v) = glo(1)]. (17)

Definitia 4. Numim solutie in sens slab pentru Problema 10 o functie ©v € K ce
verifica

a(u,v —u)+j() —j(u) > p(v—u) YoeVv (18)
unde a, j si ¢ sunt definite anterior.

Inegalitatea de mai sus se numeste inegalitate variationala de tipul II (guvernata
de forma biliniara a).
Studiul acestei noi probleme variationale nu se poate face cu mijloacele cunoscute

pana in prezent (nu putem aplica nici Lax-Milgram, nici Stampacchia).

In contextul acestui studiu (al solutiilor slabe pentru probleme la limita) doua
intrebari importante se ridica:

1) se poate demonstra plus de regularitate pentru solutia slaba?

2) admitand ca data problemei este suficient de neteda putem demonstra ca solutia
slaba este solutie clasica?

Pentru a simplifica prezentarea, vom raspunde la aceste doua intrebari considerand
problema Dirichlet omogena.

—u”"=finl=(01)
(19)
u(0) = u(l) = 0.
uw:[0,1] = Rsi f:(0,1) = R, fe L*I).
Solutie clasicd: u € C*([0,1]) ce verifica (19).
Solutie slabd: u € H}([0,1]) astfel incat

1 1
/ u'v'dx :/ fodz, Yv € H(I), f € L*(I) dat .
0 0

Aplicam Lema Lax- Milgram, problema (19) are o unica solutie slaba.

1) Boot-strap procedure (plus de regularitate).
Cu Lax- Milgram: u € H}(I).
De fapt, putem demonstra ca u € Hg(I) N H?(I).

40



Intr-adevar,

rezulta
(W) =—f
Cum —f € L*(I) rezulta
() € L*(I),
sl prin urmare
u € H*(I).

2) Intoarcerea la solutia clasica daca f € C(|0,1]).
Cum (v') = —fsi —f € C([0,1]) rezulta ca
u € C*([0,1]).
Intr-adevar, utilizand T'eoremaV 111.2 din [5] (pag.177):
ue H siv € C(I) =>ue CYI)
u' € H siu” € C(I) =>u' € CY(I)
Acum, din v € CY(I) si v’ € CY(I) => u € C*(I).

1 1
/ u'v'dr = / fvdz, Yv € HY(I) D C.(I),(C. C CI = HY}).
0 0

1 1
/ u'v'de = u'v|y — / u"vdz,
0 0

1 1
—/ u"vdx :/ fvdz, Yv e C.(1),
0 0

Cum
rezulta ca

sl prin urmare )
/ (u" + fluvde =0, Yo € C.(I).
Cu lema fundamentala a Ca(fculului variational rezulta ca
W'+ f=0apt =>—u"= fap.t. pel.
Deoarece u” si f sunt functii continue avem de fapt

v’ + f = 0 peste tot pe I.
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Seminar 4

Exercitiul 1. Fie f:(—1,1) = R, f(z) = |z|.
Aratam ca exista p € [1, 00| astfel incat f € LP(—1,1).

Metoda 1:
[ |ofrde = ffl(—x)pdx + fol rPdx < co. Rezulta ca f € LP(—1,1), Vp € [1,00).

Metoda 2: Observam ca |f(z)] < 1, Vz € (—1,1). Asadar, f este marginita, deci
feLrL>(-1,1).

Prin urmare f € LP(—1,1), 1 < p < 0.

In continuare, studiem derivabilitatea luif. f nu este derivabild pe (—1,1). Studiem

derivabilitatea in sens slab.

1 0 1 0 1
[ talvde= [ (mapde s [ agdo=(opelty - [ (wafido b aglh - [ ot
-1 —1 0 0

-1

0 1 1
= —</ gapd:)j+/ ggadx) = —/ ged,
-1 0 —1

unde
1, ze€(0,1)
glr)=4q ¢ =0
-1, x€(-1,0)

Functia g de mai sus reprezinta derivata in sens slab a lui f.

Exercitiul 2.  Fie h: (=1,1) — R, f(z) = |z|2. Studiati derivabilitatea lui A in
sens slab.

Observam ca h se scrie



Studiem limitele lui h la stanga si la dreapta in punctul O :

e

11}1(1) h(z) = }:g%(—x) =0
lim h(z) = limz? = 0

z\0 z—0

Rezulta ca h este continua.

Verificam acum derivabilitatea lui A.
W (z) = { _%(_33)%’ r € (—1,0)

= 1
Sr2,2€(0,1)

limg ~ A (x) =0
limg ~ A () =0
Rezulta ca h este derivabila in 0, deci h este derivabila in sens clasic pe (—1,1).

Prin urmare, h este derivabila si in sens slab.

Exercitiul 3. Fie g: (—1,1) — R, g(z) = |z|2. Studiati derivabilitatea lui g.

Observam ca g se scrie

B (—:E)%, x € (—1,0]
9(x) = { x%, x € (0,1)

Studiem limitele lui g la stanga si la dreapta in punctul 0 :

lim g(x) =0
lim g(z) =0

Rezulta ca g este continua pe (—1,1).
Verificam acum derivabilitatea lui g.

1
Jwy =1 “w= ee (L0
wve ©€(0,1)

limg o ¢'(z) = —o0
limg o ¢'(x) = 400
Rezulta ca g nu este derivabila in sens clasic pe (—1,1).
Observam ca g € L>*(—1,1).
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1 0 1
/ \x|§go'dx—/ \/—axp/da:—i-/ Vag'de
-1 -1 0
0

1 |
_ ./ 0o _ _ 1 I
= Vx|, /_1( 2\/_—x)90dx+\/590\o /0 Qﬁsod:c

1
-1

unde

Observam ca g € L*(—1,1).
Deci g € L'(—1,1) este derivabila in sens slab.
Notam ca g € Whi(—1,1).

In ultima parte a acestui seminar consideram un nou exemplu (alaturi de cel pre-
zentat la curs) cu ajutorul caruia exersam tehnica ”boot-strap” si de ”intoarcere la
solutia clasica cand data este suficient de neteda”

Fie problema la limita
—u"+u=finl=(0,1)
u(0) = u(1) = 0.
u : I — R este necunoscuta iar f : I — R reprezinta data problemei.

Numim solutie clasicd o functie u € C2(I) care verifica (1).

Introducem in continuare notiunea de solutie slaba.

Alegem drept spatiu al functiei test, spatiul Hj(I) = m\\'”mu)‘ Fie v € HY(I),
atunci v € H}(I) <=> v|or = 0, (v(0) = v(1) = 0).

Fie v € H}(I). Inmultind prima linie din (1) cu v i integrand pe I obtinem

/I(—u"v)dx + /Iuvdx = /vadx, Vv e Hy(I), f € L*(I),

(u functie suficient de neteda.)
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Folosind formula de integrare prin parti si tinand cont de faptul ca v(0) = v(1) =0

/u’v’dm—i—/uvdx: /fvdx. (2)
I I I

Definitia 4. Dat f € L?(I), numesc solutie slabi pentru problema (1), o functie
u € H}(I) care verifica (2), Vv € Hg(I).

obtinem

Teorema 5. Problema (1) are o unica solutie slaba.

DEMONSTRATIE. H = Hj(I) este spatiu Hilbert. Fie a : Hj(I) x H}(I) — R si
¢ : Hy(I) — R date de relatiile:

a(u,v) = /(u’v’—l—uv) dr,

I

gp(v):/lfvdx.

Ardtam ca a este o forma biliniara simetrica , continua si H}—eliptica (coerciva).

a ) a forma biliniara daca:

a(au + fw,v) = aa(u,v) + Pa(w,v),

a(u, av + Pw) = aa(u,v) + Ba(u,w), Yu,v,w € H(I),Ya, 5 € R.
Fie u,v,w € H}(I), si a, B € R:
a(au + pw,v) =

= [; [(au + Bw)'v' + (au + fw)v] dz

= [} (e’ + Buw')v" + (au + Bw)v] dx

— [(au'v + puw'v')dz + [,(auv + Bwv)de

= o [u'vde + B [;w'v'de + a [;uvdr + B [, wodz
= o [(u'v' +wv)dr + B [ (w'v" + wo)dz

= aa(u,v) + fa(w,v).

In mod similar se aratd ci a(u, av + fw) = aa(u,v) + Balu, w). Prin urmare, a este

o forma biliniara.
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b) a este continua daca
Ime >0 al |a(u,v)| <m, ||u||H&(I) HU||H3(1) , Yu,v € Hy(I).
Fie u,v € H(I).
la(u,v)| = | [, + w)dz| = | [, u'v'dz + [, uvdz]
< |[uv'dz| + | [, uvdz| = |(W,0") 2| + |(w,v) 20|
< ||U,||L2(1) HUIHH(I) + HUHL2(1) HU||L2(1)
< ll gz oy 1ol gy + G ullga ey ol gz ey

=(1+ 05) ||U||H(}(1) ||U||H5(I) :

Pot lua m, =1+ C’g.
Am folosit pe rand mai sus: inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-Schwarz si
inegalitatea lui Poincaré.

c) a este Hg(I)-eliptica daca

IM,>0a. 1 alu,u) > M, ||u||§{3 Yu € H&(I).

(1)
Fie u € H(I).

a(u,u) = [, [(v)* +v’]de = [;(uv')?dz + [, u’dz

2 2 2 2
= HU/HLQ(I) + HUHL2(1) > HU/HL2(1) = ”UHHol(I)-

Pot lua M, = 1.

d) a este simetrica (evident).
Acum, aratam ca ¢ este aplicatie liniara si continua.

e) ¢ este aplicatie liniara daca
olau + Bv) = ap(u) + Be(v), Yu,v € Hy(I),Va, 3 € R.
Fie u,v € HY(I) si o, B € R, avem
o(au+ pv) = /If(ozu + Bv)dr = a/lfudx + 3 /vadx = ap(u) + Be(v).
f) ¢ este continua daca

K >0al |p)| <K HU|’H6(I), Vo € Hy(I).
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Fie v € HL(I),
()| = | [, fodz| = |(f,v) 2]

< ”fHLQ(I) HUHL2(1) <G Hf“L2(I) HU/HLQ(I) =Gy HfHLQ(I) ”UHH(}(I) :
Am folosit pe rand inegalitatea Cauchy-Schwarz si inegalitatea lui Poincaré. Pot lua
K =Cy | fllz2qry > 0.
Aplicand Lema Lax-Milgram rezulta ca

3w € Hy(I) astfel incat a(u,v) = p(v), Yo € Hy(I).

Boot-strap (plus de regularitate); intoarcerea la solutia clasica

Arat pentru inceput ca
uwe HYI) N H*(I).

/u/v/dx—i— /uvdac = /fvdx <=> /u'v’dx = /(f —u)vdz, Yo € Hy(I),
I I I I I

echivalent cu

/u’v’dx: —/(—f+u)vdx, Vv € CH(I),
I

I

dar
/u’v’dw =u'v|§ — /(u')'vdx =— /(u’)'vdm.
Rezulta ' ' '
() =u— feLI),
si deci

u € H*(I).

Admitem acum ca f € C(I).
Cum u € H} rezulta ca u € C(I).
Deci
(W) =u— f=€C(I).
Utilizam Teorema VIIL.2 din [5] (pag.177):
we HY(I) siv' € O(I) =>u e CY(I)

W € HY(I) si (W) € CT) => ' € C\(T)
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Acum, din u € CY(I) si
u' € CYI) =>u € C*(I).
Asadar,
u € C*(I).

— /Iu”'vd:z: = /I(f — u)vdz,

trecand intr-o parte obtinem

Din

/(—u” +u — flvdr = 0,Yv € Hy(I)(Vv € CL(I)).
I
Cu lema fundamentala a calculului variational rezulta

—u" +u=fapt inl

Cum insa u”, u si f sunt functii continue, deducem ca

—u" 4+ u = f peste tot in L.
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Curs 5

Tematica: probleme la limita in dimensiunea N > 1; formulari variationale; solutii

slabe (1)

Fie Q C R? un domeniu marginit cu frontiera neteda (Lipschitz).

Supunem atentiei urmatoarele probleme la limita:

PROBLEMA 12.

div(u(@)Vu(a) + B(Vu(e)) — PK<%Vu(w)>) b (@) =0 inQ:

u(x) =0 pely;

(1(@)Vu(@) + B(Vu(@)) ~ Prc(5Vu(x))) - v(@) = fole)  pe Ty,

unde Ty, Ty este o partitie a lui OQ (|T1| > 0), u: Q — R, K = B(0ge, k) (k > 0),

(620),folQ—>R,f22F2—>R.

Aceasta problema la limita este un model mecanic in deplasari-tractiuni pentru

materiale neliniar elastice, in context antiplan.

PROBLEMA 13.

—Au=f1inQ,
u=20 pely,
ou
5, = h(u) pe T’y

unde f € L*(Q), h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
AL, >0 : |h(r1) — h(ra)| < Lplry — o] Vry,re € R

St
(h(?”l) — h(’f’g),?”l — 7‘2) >0 \V/T1,T2 eR

iar T'1, Ty este o partitie a lui T astfel incat |T'1] > 0.
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PROBLEMA 14.
—Au=f1in €,

u=20 pely,
ou ou
u <0, Em <0, ua——OpeFQ

unde f € L*(), iar Ty, Ty este o partitie a lui T (|T'y| > 0.

PROBLEMA 15.

—Au=f1inQQ,
u:Ope I'y,
ou ou
— <9, — =—g— d 0, r

(7)
(8)
(9)

unde f € L*(Q), g > 0 este o constantd, zarP este partitionata in T'1, T, cu (|T'1] > 0).

PROBLEMA 16.

—Au=finQ,
u=20 pel,
du
a——hpefg
501 < allul, 5 = =o(lub iy daciu 70 pe T,

(13)

unde f € L*(Q), h € L*(T';), g o functie data iar T este partitionatd in T'y, Ty, T,

(ITy] > 0).

Remarca 1.

Problema 12 este neliniara daca S > 0, neliniaritatea datorandu-se neliniaritatii

ecuatiei. Problema 13 este neliniara daca h este neliniara. Problemele 14, 15 si 16

sunt neliniare din cauza conditiilor la limita

ou ou
< — < — =0
u <0, 81/_0’u8y 0;
] ]_ ——g—dacau#O

|ul
ou ou
< -
51 < allul). 5 = =l s

daca u # 0.

Daca 8 = 0 in 12, studiul variational se poate face cu Lema Lax-Milgram. Daca

insa # > 0 atunci studiul variational necesita utilizarea unor noi rezultate de analiza
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functionala: Teorema Minty-Brower; Lema Lax-Milgram neliniara. De asemenea, daca
h in Problema 13 e functie liniara, atunci studiul variational se poate face cu ajutorul
Lemei Lax-Milgram. Daca insa h nu e liniara studiul variational necesita utilizare
Teorema Minty-Brower; Lema Lax-Milgram neliniara. Problema 14 se poate rezolva
cu Teorema lui Stampacchia (in cadrul teoriei inegalitatilor varitionale de tipul I).
Daca ecuatia in Problema 14 se perturba cu un termen de tipul celui din Problema
12 atunci se impune o generalizare a Teoremei Stampacchia in teoria inegalitatilor
variationale de primul tip. Problema 15 se poate studia in cadrul teoriei inegalitatilor
variationale de tipul II iar Problema 16 se poate studia in cadrul teoriei inegalitatilor

cvasivariationale (dupa cum vom vedea in cursurile urmatoare).

e Studiul Problemei 12 in cazul g =0

PROBLEMA 17.
div(p(x)Vu(z)) + folz) =0 in Q;
u(x) =0 pely;
(u(®)Vu(x)) - v(x) = folx)  pely,
unde Ty, Ty este o partitie a lui O, ([T > 0), u: Q = R, K = B(0g2, k)
(k>0), fo: Q> R, fo:Ty — R

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Pro-
blema 17, admitand urmatoarele ipoteze:
(1) ©2 domeniu marginit
( —
(3) e C(Q); u(x) > p* > 0vVe € Q
(4) foe L*(Q)
(
Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 17. Consideram
drept spatiu al functiilor test spatiul V.

FieveV. inmul’gim cu v prima linie a problemei gi integram.

~ /Q div(pVu) - vdz = /Q fodz.

Utilizand formula de integrare prin parti in R pentru spatii Sobolev si tinand

cont de conditiile la limita obtinem

/uVu-Vvda::/ffudx.
Q Q
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Definitia 2. Numim solutie in sens slab pentru Problema 17 o functie
u €V ce verifica

/,uVu-Vvdx: / fvdzr, YvelV.
Q Q

Remarca 3. In ipotezele mentionate anterior, putem aplica Lema Lax-
Milgram pentru a demonstra ca Problema 17 are o unica solutie in sens slab.
Notam ca relatia integrala

/,LLVu - Vudz = / fvdx, YveV
Q Q

este echivalenta cu ecuatia variationala

a(u,v) = p(v) Vv eV, (14)
unde
a:VxV =R, alu,v) = /uVu-Vvdx.

Q
si

p: V=R, pv) = /vad:r;.

TEMA: Forma a este biliniara, continua si V —eliptica si ¢ € V', adica ¢
este functionala liniara si continua.

Ecuatia variationala 14 este guvernata de o forma biliniara.

Studiul Problemei 12 in cazul g > 0

PROBLEMA 18.

div(u() Vu(@) + B(Vu(x)) — P (5 V(@) + folw) =0 in 0,
u(x) =0 pely;

(u(@)Vu(z) + H(Vu(w) ~ Pr(5Vu(x))) - v(@) = fole)  pe Ty,

unde T'y, Ty este o partitie a lui O, (|| > 0), u: Q = R, K = B(0g2, k)
(k>0), (6>0), folQ-)R, f22F2—>R.

Admitem urmatoarele ipoteze:

(1) ©Q domeniu marginit
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Definitia 4.  Numim solutie in sens slab pentru Problema 17 o functie
u € V ce verifica

/Q(uVu + B(Vu(z)) — Px <%Vu(a:)>) Vods = /vadx, Yo eV

Remarca 5. In acest caz nu mai putem aplica Lema Lax-Milgram. Notam
ca relatia integrala

/Q(/Nu + B(Vu(z)) — Px (%Vu(a:))) Vods = /vadm, Yo eV,

este echivalenta cu ecuatia variationala

a(u,v) = p(v) Yv eV, (15)

unde

a:VxV =R, alu,v) = /Q(LLVU + f(Vu(x)) — Py (%Vu(a:))) - Voudzx

si

: V=R, pv) = /vadx.

Ecuatia variationala 15 nu mai este guvernata de o forma biliniara din

cauza operatorului de proiectie. Ecuatia variationala (15) se poate scrie ca o
ecuatie operatoriala

Au=f

unde AV =V (Au,v)y = a(u,v) si (f,v)y = ¢(v) pentru oricare v € V.
Ecuatia operatoriala de mai sus este guvernata de un operator neliniar.

53




Seminar 5

Am supus atentiei la curs urmatoarea problema la limita

PROBLEMA 19.

—Au= finQ, (1)

u=0 pel}y, (2)

~ 9 h(w) pe G 3)
ay = u pe amimas

unde f € L*(Q), h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
L, >0 : |h(ry) — h(re)| < Lp|ry —re| Vr,m € R
$t
(h(?"l) — h(Tg),T’l — 7“2) Z 0 VTl,TQ < R

tar I'y, 'y este o partitie a lui I

Studiem in acest seminar urmatoarele cazuri particulare:

(1) Ty =10
o Cazul 'y =0

PROBLEMA 20. Gasiti u : 2 — R astfel incat
—Au= finQ, (4)
u=20 pe 0N, (5)
unde Q € RY (N > 1) este o multime deschisd, mdrginitd, cu frontiera ne-

tedd, f € LX(Q).

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Pro-
blema 20 si sa studiem existenta si unicitatea acesteia.

Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 20.
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Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul HJ(2). Fie v € H} ().

Inmultim cu v prima linie a problemei si integram.

—/Aumda::/fvdx.
Q Q

Utilizand formula lui Green pentru spatii Sobolev gasim
—/ —dF + / Vu - Vode = / fudz. (6)
Cum v € H}(Q), avem
yo =0 pe Of. (7)

Tinand cont de (7), relatia (6) devine

/Vu Vvdx—/fvdx.

Definitia 1.  Numim solutie in sens slab pentru Problema 20 o functie
u € HY () ce verifica

/ Vu - Vudr = / fodz, Vv e Hy(5),
Q Q

dat fiind f € L*(Q).
Teorema 2. Problema 20 are o unica solufie in sens slab.

DEMONSTRATIE. Fie a : Hj(Q) x Hj(Q2) — R, a(u,v) = |, Vu - Vodz.
Vom arita cd aplicatia a este biliniard, continua si H}—eliptica.
— a biliniara: Fie u,v,w € H}(Q) si a, B € R.

alau + pv,w) = / V(ou + pv) - Vwdr = /(aVu + fVv) - Vwdz
0

Q

= a/ Vu - Vwdzx + ﬁ/ Vv - Vwdz = aa(u,w) + Ba(v, w).
Q Q

Deci a este liniara in primul argument. Vom arata ca este liniara si in al

doilea argument.

a(u, av + pw) = / Vu - V(o + pw)dr = /(aVu -Vu+ Vu - Vw)dz
Q Q

= a/ Vu - Vodzr + 6/ Vu - Vwdr = aa(u,v) + fa(u,w).
0 0

Deci, a este liniara si in al doilea argument. Asadar, a este biliniara.
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— a continua:

Fie u,v € H}(Q).
o(ws0) =| [ Fu- Vods] = (V. Vo)osys] < [Vl - 901 20
Q

= l[ullzz ) - vl )-
Asgadar, a este continua (putem lua M = 1).
— a Hj—eliptica:
Fie u € Hj(Q).

a(u, u) = /QVU - Vudr = /Q V| [*dz = HVUH%%Q)N = HuH%{&(Q)'

Putem lua m = 1.
In ultima parte a demonstratiei consideraim ¢ : H}(Q) = R, ¢(v) = o foda.
Vom arita cd ¢ € (H(2), adica ¢ este liniara si continua.
—  liniara:
Fie v,w € Hj () si o, € R.

olav + pw) = / flav + pw)dr = / afvdr + / B fwdz
Q 0 Q
= ap(v) + Bo(w).

Deci ¢ este liniara.
—  continua:

Fie v € Hg(9).
(@) =1 | fodel = (7 0)rey < Wiz ol

< (L4 flzz@)epl Vol 2y = (1 + (| £l 20 epl [0]] 12 -

Luand M = (14 || f|[z2(q))cp > 0 gasim ca ¢ este continua.
In acest moment sunt satisficute toate ipotezele Teoremei 1 (Lema Lax-
Milgram). Aplicam aceasta teorema gi gasim ca Problema 20 are o unica

solutie slaba. 0

e Cazul 'y =0; h=0

PROBLEMA 21. Gasiti u : 2 — R astfel incat

—Au=f inQ, (8)
ou
Y 0 pe 01, 9)
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unde Q € RY (N > 1) este un domeniu mdrginit, cu frontiera netedd, f €

L2(9).

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Pro-
blema 21 si sa studiem existenta si unicitatea acesteia. Fie u o functie suficient
de neteda ce verifica Problema 21.

Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul H'(Q).

Fie v € H(Q).

Inmultim cu v prima linie a problemei si integram.

—/Au-vdx:/fvda:.
Q Q

Utilizand formula lui Green pentru spatii Sobolev gasim

— —dP + [ Vu-Vuder = [ fudz. (10)
faers ), J

Tinand cont de (9), relatia (10) devine

/Vu-Vvd:c:/fvd:c.
Q Q

Definitia 3.  Numim solutie in sens slab pentru Problema 21 o functie
u € HY(Q) ce verifica

/ Vu - Vodr = / fodz, Yve HYQ),
Q Q
dat fiind f € L*(Q).
Teorema 4. Problema 21 are o unica solutie in sens slab.
DEMONSTRATIE. Fie
a: HY(Q) x HY(Q) = R, a(u,v) = / Vu - Vudz
Q
si
0: HY Q) = R, p(v) = / fudz.
Q

Vom arata cd aplicatia a este biliniara, continua si H!—eliptica.

Este evident ca a este biliniara.
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— a continua:

Fie u,v € H'(Q).
la(u,v)| = \/Vu -Vodz| = [(Vu, Vu) v | < |[Vul| 2 - [V 2@0)v
0

< ullzr@) - o]l @)
Asgadar, a este continua (putem lua M = 1).
— a H'—eliptica:
Fie u € H'(Q).

a(u,u) = | Vu-Vudr = [ ||Vul’dr = ||Vu|[32q~-
0 0 L2()

Putem lua m = 1.
@ este liniara si continua (vezi demonstratiile din Cursul 4).
In acest moment sunt satisficute toate ipotezele Teoremei 1 (Lema Lax-
Milgram). Aplicam aceasta teorema gi gasim ca Problema 21 are o unica
solutie slaba. O
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Curs 6

Tematica: probleme la limita in dimensiunea N > 1; formulari variationale; solutii
slabe (I1)
Consideram problema la limita

PROBLEMA 22.

—Au=f inQ, (1)
u=0 pely, (2)
O _ h(u) peT 3
04w pets )

unde f € L*(Q), h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
E|Lh >0 : ]h(rl) — h(?”g)’ < Lh’T’l — 7"2’ Vrl,rg cR

$1
(h(?"l) — h(’l“g),?“l — 7“2) >0 VTl,TQ eR

iar T'1, Ty este o partitie a lui I astfel incat |T'1] > 0.
e Studiul Problemei 22 in cazul h = 0

PROBLEMA 23.

—Au=f1in €, (4)
u=0 pely, (5)
ou

3 0 pe I'y (6)

unde f € L*(Q), iar T'1,Ty este o partitie a lui T astfel incat |T'y| > 0.

Definitia 1.  Numim solutie in sens slab pentru Problema 23 o functie

u € V ce verifica

/Vu-Vvdx:/fvdx, Yv e V.
Q Q
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Remarca 2. In acest caz putem aplica Lema Lax-Milgram in studiul
existentei si unicitatii solutiei slabe.

Relatia integrala

/Vu-Vvdx:/fvd:v, Yo e V.
Q Q

este echivalenta cu ecuatia variationala

a(u,v) = p(v) Vv eV, (7)

unde

a:VxV—)]R,a(u,v):/Vu-Vvdx
Q

si

p: V=R, pv) = /vadx.

Ecuatia variationala 7 este guvernata de o forma biliniara.

e Studiul Problemei 22 in cazul h(r) = kr (k > 0)

PROBLEMA 24.

—Au=f inQ, (8)
u=0 pely, (9)
0

—a—z = ku pe Ty (10)

unde f € L*(Q), k > 0 dar T'1,Ty este o partitie a lui T astfel incat |Ty| > 0.

Definitia 3.  Numim solutie in sens slab pentru Problema 24 o functie
u €V ce verifica

/Vu-Vvda:‘—i—/ kvu*yvdl“:/fvdx, Yo e V.
Q Iy Q

Remarca 4. Si in acest caz putem aplica Lema Lax-Milgram in studiul
existentei si unicitatii solutiei slabe.

Relatia integrala

/Vu-Vvdm—i—/ kfyu’yvdl“:/fvdx, YveV
Q Iy Q

este echivalenta cu ecuatia variationala

60



a(u,v) =p(v) Yo eV, (11)

unde

a:VxV =R, a(u,v):/Vu'Vvdx—i-/ kyu~yv dl'
Q )

si

p: V=R, o) = /vadx.

Ecuatia variationala 11 este guvernata de o forma biliniara.

Studiul Problemei 22 in cazul in care h nu este liniara

PROBLEMA 25.

—Au=finQ, (12)
u=20 pel, (13)

0
_O_Z = h(u) pe Ty (14)

unde f € L*(Q), h : R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
AL, >0 : |h(r1) — h(ra)| < Lplry — o] Vry,re €R

$t
(h(?"l) — h(Tg),T’l — 7“2) Z 0 VTl,TQ < R

iar T'1, Ty este o partitie a lui T astfel incat |T'1] > 0.

Definitia 5.  Numim solutie in sens slab pentru Problema 25 o functie
u €V ce verifica

/Vu-Vvd:z:+/ h(fyu)fyvdfz/fvdx, Vv e V.
Q Iy Q

Remarca 6. In acest caz nu mai putem aplica Lema Lax-Milgram. Notam

ca relatia integrala

/uVu-Vvd:zH—/ h(vu)'yvdf‘:/fvdx, Yv e V.
Q I Q

este echivalenta cu ecuatia variationala
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a(u,v) =p(v) Yo eV, (15)

unde

a:VxV =R, a(u,v):/Vu~Vvdx+/ h(vyu) v dl'
Q Iy

si

w:V =R, gp(v):/ﬂfvdx.

Ecuatia variationala 15 nu mai este guvernata de o forma biliniara din
cauza neliniaritatii aplicatiei h. Ecuatia variationala (15) se poate scrie ca o
ecuatie operatoriala

Au=f

unde A:V — V (Au,v)y = a(u,v) si (f,v)y = ¢(v) pentru oricare v € V.
Ecuatia operatoriala de mai sus este guvernata de un operator neliniar.

Continuam cu studiul urmatoarei probleme la limita.

PROBLEMA 26.

—Au=finQ, (16)
u=0 pel}y, (17)
ou ou
<0 =< =
u <0, 9 = 0, u 5 0 pe Gammas (18)

unde f € L*(Q), iar 'y, Ty este o partitie a lui T, (|Ty| > 0).

Fie
K={veV]v<0apt. pels}.

Definitia 7. Numim solutie in sens slab pentru Problema 26 o functie u € K ce

verifica

/Vu-V(v—u)dxz/f(v—u)d:E, Yo € K.
0 0

Remarca 8. In acest caz nu mai putem aplica Lema Lax-Milgram. Putem aplica
insa Teorema lui Stampacchia.

Notam ca relatia integrala
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/Vu~V(v—u)dx2/f(v—u)dx, Vv e K
Q Q

este echivalenta cu inegalitatea variationala de tipul I

ue K, alu,v —u) > pv—u) Yve K,

unde

a:VxV—)R,a(u,v):/Vu-Vvdx
Q

si

p: V=R, gp(v):/ﬂfvdx.

Inegalitatea variationala 19 este guvernata de o forma biliniara.

Consideram in continuare problema

PROBLEMA 27.

—Au=f1inQ,
u:op@ F]_,
0 0
|_u| <y, gu _ —gﬂ daca u # 0, pe 'y,
ov ov |ul

(19)

(20)
(21)
(22)

unde f € L*(Q), g > 0 este o constantd, iar T este partitionatd in T'1,Ty (|T1] > 0.)

Definitia 9. Numim solutie in sens slab pentru Problema 27 o functie u € V' ce

verifica

/ Vu-V(v—u)dr +/ g(|yv| = |yul) dl” > / fv—u)dz, YvelV.
Q Ty 0

Remarca 10. In acest caz nu mai putem aplica nici Lema Lax-Milgram, nici

Teorema lui Stampacchia. Va trebui sa invatam despre o noua clasa de rezultate de

existenta si unicitate in cadrul teoriei inegalitatilor variationale de tipul II (o

vom face in cursurile care urmeaza).

Notam ca relatia integrala

/Vu-V(v—u)dx+/ g(|7v|—|7u|)dF2/f(v—u)dm, YoeV
Q I Q

este echivalenta cu inegalitatea variationala de tipul 11
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a(u, v —u) + j(v) —ju) > plv—u) Yo eV, (23)

unde
a:VXV—)]R,a(u,v):/Vu-Vvdx
Q

j:V%Rﬂv)—/ gy dT
'y
si

v: V>R, gp(v):/vadx.

Inegalitatea variationala 23 este guvernata de o forma biliniara a si de o functionala

convexa si inferior semicontinua j.

Consideram acum problema la limita

PROBLEMA 28.

—Au= finQ, (24)

u=0 pely, (25)

0

a—Z:hpe Iy (26)
19 < gllul), 2 = —g(lul) - daci w0, peT (27)
ay > glju 767/— gyu |U,| aca u y pels,

unde f € L*(Q), h € L*(T'y), g o functie data iar T este partitionatd in T'y, Ty, T,

Definitia 11. Numim solutie in sens slab pentru Problema 28 o functie u € V' ce

verifica

/QVu-V(v—u)dx—l—/F g(\fyu])(]’yv]—]’yu\)sz/Qf(v—u)d:v, Vv e V.

Remarca 12. Pentru a studia existenta si unicitatea solutiei slabe introdusa in
definitia anterioara, va trebui sa invatam despre o noua clasa de rezultate de existenta si
unicitate in cadrul teoriei inegalitatilor cvasivariationale (o vom face in cursurile
care urmeaza).

Notam ca relatia integrala

/QVU V(v —u)dr + /F2 g(lyul)(|yv| = |yu|) dT > /Qf(v —u)dz, YwveV
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este echivalenta cu inegalitatea cvasivariationala

a(u, v —u) + j(u,v) — j(u,u) > (v —u) Yo eV, (28)

unde
a:VxV—)]R,a(u,v):/Vu-Vvdx
Q

J VXV SR j(u0) :/ g(hyul) ol dr
1)
si

p: V>R, gp(v):/gfvdx.

Inegalitatea cvasivariationala 28 este guvernata de o forma biliniara a si de o bi-
functionala j.

Remarca 13. In problemele studiate in acest curs, caracterul neliniar este dat
de neliniaritatea conditiilor la limita. Daca insa perturbam ecuatiile cu un termen
neliniar (a se vedea de exemplu ecuatia guvernata de operatorul de proiectie din cursul
trecut) atunci problemele variationale nu vor mai fi guvernate de forme biliniare a ci

de operatori neliniari, putand scrie:
ue K, (Au,v —u)y > p(v—u) YveK
(Au,v —u)y +j(v) = j(u) Z p(v —u) YoeV

(Au,v —u)y + j(u,v) — j(u,u) > (v —u) Yo eV.

Remarca 14. Notiunea de solutie slaba se poate introduce in mai multe feluri
pentru o aceeasi problema la limita. In cadrul acestui curs punem accent pe formulari
variationale via inegalitati variationale. Putem da insa, de exemplu, formulari vari-
ationale mixte (sisteme variationale cu multiplicatori Lagrange). In seminar vom da
un exemplu iar in ultimele doua cursuri vom reveni cu o discutie asupra formulari-
lor variationale cu multiplicatori Lagrange(formulari mixte) formulari care intereseaza

indeosebi pe specialistii in analiza numerica.
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Seminar 6

Fie problema la limita

PROBLEMA 29. Sa se determine u : ) — R astfel incat

—EAu(x) = fo(x) in §Q, (1)

u(x) =0 pe I'y, (2)

€5 (@) = hle) s O

@) <o Gh@ =gl S deu@ A0 pere (o

unde 0 C R? este un domeniu marginit cu frontiera neteda I', partitionata in trei
parti masurabile cu masua strict pozitiva, I';, i € {1,2,3}, ¢ > 0, £ > 0, fo € L*(Q),
fo € L*(Ty).

e Prima formulare variationala (via inegalitati variationale de tipul II)

PROBLEMA 30. Sa se determine uyg € V' astfel incat

a(ug,v —ug) + j(v) — j(ug) > (f,v —wug)x forallv eV, (5)
unde

V={veH(Q)|w=0ae onT}; (u,v)y = (Vu, Vv)2qp2; (6)

a:VxV-=R aluv)=~Ewu,v)y; (7)

j:V =R )= [, glyv|dl; (8)

(f,v)v = Jo fovdr + [i, fayvdl. (9)

e A doua formulare variationala- formulare variationala via multiplicatori La-
grange (formulare variationala mixta)

Introducem aici un nou spatiu de functii.

M =~(V)={v e H/*(T)| 3v € X astfel incat o =~wv a.p.t. pe '},
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unde, amintim,
HY2(T) = {v € L*(")| 3v € H'(Q) astfel incat ¥ =yv a.p.t. pe T}.

Fie Z : H'/?(Q) — H'(Q) inversul la dreapta al operatorului urma (operator

liniar si continuu).
Z(w)eX WYveX,
s
Y(Z(y)) =qv Yo e X. (10)

Detalii privind spatiile H/2(I") se pot gasi in [23, 39].
Consideram acum dualul lui M notat cu Y,

Y =M. (11)

M este un spatiu Hilbert, a se vedea de exemplu [29]. In plus, Y este un spatiu
Hilbert fiind dualul unui Hilbert. Notam cu (-, -)y,» produsul in dualitate.
Fie u functie suficient de neteda ce verifica Problema 29.

Introducem un multiplicator Lagrange dupa cum urmeaza:

AEY,

ou _
</\,1A}/>Y’M:— g—UdF Vv € M.
I 8V
Suntem condusi la urmatoarea formulare variationala mixta a Problemei 29:

PROBLEMA 31. Sa se determine u € X si A € A CY astfel incat

a(u,v) + M)y = (f,v)x vV oveX, (12)
(u—MNyuyyny < 0 vV opeA. (13)

Pentru definitia lui a(-,-) si a luil f a se vedea (7) si, respectiv (9).

A={peY|{uy)yu < / glyv| dI'Vv € X'} (14)
s
b: X xY =R blv,p) =, y)yy VweX, pey (15)
Forma b(-, -) este biliniara si continua. In plus,
luly = sup LT oy by
weM w20y Wl T wex quwzon  [wllm

67



Fie w € X astfel incat yw # 0p;. Atunci Z(yw) # Ox.
Intr-adevar, altfel Z(yw) = Ox, si aplicand operatorul urma ~ am obtine

Y(Z(yw)) = 70x = On-

Utilizand (10) rezulta ca yw = 0y, fals.

Cum Z e operator liniar si continuu, exista ¢ > 0 astfel incat,

[1Z2(yw)lx < ellywla-

Deoarece yw # 0y, atunci

1 < c
lywllar = IZ2(yw)l[x

Prin urmare

lly < ¢ s dtb
weX, Z(yw)#0x ||Z(’7U))|
Z
— e osp  WEOW)vu
weX, Z(yw)#0x ||Z(’yw)”X
b(Z
e ap MEGwL
weX, Z(yw)#0x ”Z(,yw)HX
b
¢ sup (0, 1)
vex,vr0x |[Vlx

A

X

IN

Discutia ar putea continua pe tema: care este relatia dintre cele doua formulari
variationale? Putem reveni la solutia clasica porind de la formularea cu multiplicatori
admitand suficienta netezime pentru functiile in discutie? Raspunsul la aceste intrebari

se poate gasi in lucrarea [32].

Privind existenta si unicitatea solutiei slabe in formularea cu multiplicatori La-
grange dam aici ideea: utilizam urmatorul cadru abstract.
Fie problema variationala mixta abstracta.

PROBLEMA 32. Sa se determine uw € X si A € A astfel incat

a(u,v) + b(v, \) (f, v)x Yu e X, (16)
bluyp—A) < 0 Y e A, (17)
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unde (X, (-, )x, || - llx) si (Y, (-, )y, || - ||y) sunt doua spatii Hilbert,
e a: X x X — R forma simetrica, biliniara continua (de rang M,)
si X —eliptica (de rang m,) ;
e b: X XY — R este forma biliniara continua (de rang M,),
si, in plus

b
da>0: inf sup M>a;

HEY A0y pexvzoy |[V|x|lplly ~

e A este submultime inchisa convexa Y ce contine Oy-.

(20)

(21)

Teorema 1. Admitem ipotezele (18)—(21). Atunci, Problema 32 are solutie unica,

(u, ) in X x A.

Demonstratia se bazeaza pe teoria punctului ga, a se vedea [15, 18].
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Curs 7

Tematica: ecuatii variationale abstracte; aplicatii (I)

incepem acest curs prin a prezenta teorema Minty-Browder, un instrument impor-
tant in studiul unei clase de ecuatii variationale neliniare. Continuam cu o proprietate
utila in teoria operatorilor. Apoi, vom analiza existenta si unicitatea solutiei slabe
pentru o problema la limita aplicand Teorema Minty-Browder.

Teorema 1. (Teorema Minty-Browder) Fie X un spatiu Hilbert si A : X — X un
operator Lipschitz si tare monoton. Atunci pentru orice f € X ewista un unic element
u € X astfel incat

Au = f.

DEMONSTRATIE. Cum A este tare monoton si Lipschitz rezulta ca exista doua
constante m > 0 si M > 0 astfel incat

(Au— Av,u —v)x > mllu —v||% Yu,ve X, (1)
|Au — Av||x < M ||ju—v|x Yu,veX. (2)
Fie f € X si fie p > 0 dat. Consideram operatorul S, : X — X definit prin
Syu=u— p(Au — f) Vue X.
Din aceasta definitie rezulta ca
[1Spu = Spvllx = [[(u —v) = p(Au — Av)[|x  Vu, ve X (3)
Prin urmare,
15— S0l = [l = v) = p(Au — Av)|%
= [lu = vllx — 2p(Au — Av,u —v)x + p*||Au — Av|[;
< (1=2pm+ p*M?) ||u— % Vu,ve X.
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Se observa usor cd daca 0 < p < 3 atunci 0 < 1 —2pm + p’M? < 1 si, cu aceasti

alegere a lui p, rezulta ca

|S,u — Spvl|x < k(p) ||lu—v|lx Vu,ve X, (4)
unde k(p) = (1—2pm+p*M?)z € [0,1). Fie py € (0, 22). Tnegalitatea (4) arat ci S,
este o contractie pe spatiul X si, utilizand Teorema lui Banach de punct fix, obtinem
ca exista un unic punct fix u € X astfel incat

Spott = 11— po(Au— f) = . (5)

Din (5) rezulta Au = f. Deci ecuatia operatoriala are drept solutie unicul punct
fix al Iui S,,.
Studiul unicitatii Presupunem ca ecuatia operatoriala are doua solutii, u,v € V.

Asadar, Au = f si Av = f. Rezulta ca
(Au,u —v)x = (f,u —v)x, (Av,u —v)x = (f,u —v)x.
Scazand aceste egalitati obtinem
(Au — Av,u —v)x = 0.

Din (1) rezulta ca u = v, si avem astfel asigurata gi partea de unicitate. U

Propozitia 2. (Stabilitatea) Exista ¢ > 0 astfel incat
lur — woflx < c- || f1 = follx,
unde uy §t us sunt solutiile ecuaties
Au = f,

corespunzatoare datelor fi, fo € X.

DEMONSTRATIE.
(Aup, v —uy)x = (f1,v —up)x
(Aug, v — ug)x = (fov — us)x.
Atunci
(Auy — Aug,ug —ur)x = (fi — fo,u2 — w1)x,
care este echivalent cu
(Aur — Aug,ur —ug)x = (f1 — fo, 1 — u2)x.
Deci

mallur — us||% < ||f1 = follx - [|ur — ual|x-
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Daca uy # ug atunci ||u; — us||x # 0, deci

malluy — wol % < |f1 = follx-

In acest caz, ¢ = .
ma

Daca ||lu; — ug||x = 0 atunci
0<¢c-0

care este adevarata pentru orice constanta pozitiva, in particular cu ¢ = mLA

Asgadar, inegalitatea ceruta are loc pentru

C=—".
ma

U

Propozitia 3. Fie X un spatiuv Hilbert. Consideram operatorul A : X — X tare
monoton si Lipschitz iar B : X — X operator monoton si Lipschitz. Atunci operatorul

A+ B este tare monoton $i Lipschitz.

DEMONSTRATIE. Faptul ca A : X — X este tare monoton si Lipschitz inseamna

ca exista my > 0, respectiv L4 > 0 astfel incat
(Au — Av,u —v)x > mallu — |5 Vu,v € X (6)
si
|Au — Av||x < Lallu —v||x VYu,v € X (7)
Faptul ca B : X — X este operator monoton gi Lipschitz inseamna ca
(Bu— Bv,u—v)x >0 Yu,veX (8)
si exista Lp > 0 astfel incat
||Bu — Bo||x < Lpllu—v||lx Yu,ve X (9)

Facem notatia C' = A+ B. In continuare, ardtdm c& C' este tare monoton si Lipschitz.

e (' tare monoton:
Fie u,v € X.

(Cu—Cv,u—v)x = (Au+Bu—Av—Bv,u—v)x = (Au—Av,u—v)x+(Bu—Bv,u—v)x.
Tinand cont de (6) si (8) obtinem
(Cu—Cv,u—v)x > mallu—ol%.

Deci C' este tare monoton. Putem lua mgc = my.
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e (' Lipschitz:
Fie u,v € X.

||Cu — Cvl||x = ||Au + Bu — Av — Bvl||x < ||Au — Av||x + ||Bu — Bv||x.
Tinand cont de (7) si (9) obtinem
ICu = Cvllx < Lallu —v|lx + Lpllu = vl|[x = (La+ Lp)|[u —v||x.

Putem lua Lo = L4+ Lg > 0. Deci C este Lipschitz.

U
Aplicatii
Fie problema la limita.
PROBLEMA 33. Gasiti v : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1), (10)
u(0) = 0, (11)

u'(1) = h(u(1)), (12)
unde f € L*(0,1) st h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
AL, > 0| |h(ry) — h(re)| < Lp|ri — o] Vry,re € R
$t
(h(r1) — h(ra),m1 —19) >0 Vry,rm € R.

Amintim ca numim solutie in sens slab pentru Problema 33 o functie u € V ce

verifica ) .
/ w'v'dr + h(u(1))v(1) = / fvde Vv eV, (13)
0 0

dat fiind f € L?*(0,1)si h: R — R o functie Lipschitz si monotona.
Teorema 4. Problema 33 are o unica solufie in sens slab.

DEMONSTRATIE. Fie A : V. — V. Cum aplicatia v fol w'v'dr + h(u(l))v(1)
este liniara si continua, aplicand Teorema de reprezentare a lui Riesz gasim ca pentru

u € V, Au este unicul element din V astfel incat

(Au,v)y = /0 uw'v'dx + h(u(1))v(1).
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o 1 o VR
Pe de alta parte, cum v +— fo fudx este liniara si continua, din Teorema de reprezentare
a lui Riesz obtinem

1 ~
| fede = (Foo
0
Astfel, relatia (13) este echivalenta cu

(Au,v)y = (f,v)y Yo eV,

care se mai poate scrie

(Au— fo)y =0 YveV.
Alegand v = Au — J?gésim
||AU— f||2 - 07

ceea ce ne conduce la

Au=f.
In continuare, vom arita ci operatorul A : V — V,
1
(Au,v)y = / uw'v'dx + h(u(1))v(1)
0

este tare monoton si Lipschitz.

e A tare monoton:

(Au— Av,u —v)y = (Au,u —v)y — (Av,u —v)y = /0 o' (v — v )dx
+ h(u(1))(u—v)(1) — /0 V' (v —v")dz + h(v(1))(u —v)(1)
= /0 (u' = v")?dz + (h(u(1)) = h(v(1))) - (u(1) = v(1)).

Cum h este monoton, avem
(h(u(1)) = h(v(1))) - (u(1) — (1)) = 0.
Asadar,
(Au = Av,u = v)y 2 |Ju' = [Ty = 1w = 0)l|72(00) = [Ju = vl[7.

Pot lua m4 = 1. Deci A tare monoton.
e A Lipschitz:
Stim ca

||Au — Av||y = sup (Au — Av, w)y

weV,w#0 ||w||V
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(Au—Av,w)y

Evaluam cantitatea ey
(Au — Av,w)y _ (Au,w)y — (Av,w)y
o _ ';Lwﬂvm — Jo vw'de — h(v(1))w(1)
ol = )w'de + <h<u‘<‘1u>Jyi h(v(1))) - w(1)
o Ly = vywda] +Hrl<vf|z’<2<1>> — h(v(1))) - w(1)|
M =l w||w<;+ Lyl (u(1) = v(D)] - jw(1)]

Vom evalua separat cateva cantitati ce apar in aceasta inegalitate.

o] < max [w@)] = llwlleq.n < dlwllmey < cCp - [[w]ly.

[u(1) = v(1)] < ¢ Cp - [Ju—vl|v,
[w'l[L20,1) = [|wl]v-
" = vl L20) = [l = vl]v.
Tinand cont de aceste relatii, gasim
(Au— Av,w)y _ (Ju—vlly + Ln- ¢ Cp - lJu—olly)lwll
<
lwlly — — [lwllv

Trecem la supremum. Prin urmare,

[ Au— Avlly < (1+ Ly - ¢ Cp)lJu— ]|y

= (14 Ly-c-Cp)||Ju—v]|y.

Deci, A este operator Lipschitz. Aplicand Teorema Minty-Browder gasim ca Problema
33 are o unica solutie. O

Consideram in continuare urmatoarea problema la limita.

PROBLEMA 34.
div(p() V() + (Vu(@)) ~ Prc(5Vu(@))) + fol) =0 in 0
u(z) =0 peTy;
(1(@)Vu(@) + B(Vu(@)) ~ Prc(5Vu(x))) - v(@) = fole)  peTs,

unde 'y, Ty este o partitie a lui O, u: Q — R, K = B(Oge, k) (k > 0), (8 > 0),
foiQ%R, f22F2—>R.
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Admitem urmatoarele ipoteze:

(1) ©2 domeniu marginit

Definitia 5. Numim solutie in sens slab pentru Problema 34 o functie u € V ce

verifica

/Q(/LVU + f(Vu(x)) — Pk (%Vu(w))) -Vodzr = /vadx, Yv e V.

Teorema 6. In ipotezele anuntate anterior, Problema 34 are o unica solutie slaba.

DEMONSTRATIE. Ind. Relatia integrala

1
/(/Nu + B(Vu(z)) — Py <§Vu(w)>) Vudz = / fode, Vv eV
Q Q
este echivalenta cu ecuatia operatoriala
Au=f
unde
1
AV =V, (Au,v)y = /(MVU + B(Vu(x)) — Pk <§Vu(az)>) - Vudz
Q
si
fev, (f,U)V:/f’UdiL’ Yo e V.
Q
Utilizand proprietatile operatorului de proiectie (monotonie si non-expansivitate)
precum si Propozitia 3 se demonstreaza ca A este operator tare monoton si Lipschitz.
Aplicam Teorema Minty-Browder. U

O alta aplicatie este rezolvarea urmatoarei probleme la limita.

PROBLEMA 35.

—Au= finQ, (14)

u=0 pel}y, (15)
ou

58 = h(w) pe T (16)
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unde f € L*(Q), h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
E|Lh>0||h(7‘1)—h(7”2)| SL}L|’/‘1—T2| VTl,TQER
§t
(h(rl) — h(?“g),?”l — 7‘2) Z 0 \V/’I“l,’f’g eR

iar I'1, Ty este o partitie a lui I astfel incat || > 0.

Definitia 7.  Numim solutie in sens slab pentru Problema 35 o functie u € V' ce

verifica

/Vu-Vvdac+/ h(fyu)yvdfz/fvdx, Yv e V.
Q Iy Q

Teorema 8. Problema 35 are o unica solutie slaba.

DEMONSTRATIE. Ind. Relatia integrala

/uVu - Vudx +/ h(yu) vyvdl' = / fuvdx, YvelV.
Q Ty Q
este echivalenta cu ecuatia operatoriala

Au=f
unde

AV =V, (Au,v)y = / uVu - Vodz +/ h(yu) yv dI'

Q )

si
fev, (f,v)vz/fvda: Yo e V.
Q

Utilizand proprietatile functiei A (monotona si Lipschitz) precum si Propozitia 3
se demonstreaza ca A este operator tare monoton si Lipschitz.
Aplicam Teorema Minty-Browder. U
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Seminar 7

Pentru inceput, vom vedea un exemplu de functie h neliniara in legatura cu studiul

problemei

PROBLEMA 36.

—Au=f inQ, (1)
u=20 pel, (2)

)
—a—z = h(u) pe Ts (3)

unde f € L*(Q), h: R — R este o functie Lipschitz $i monotond, adicd
ALy, > 0|h(r1) — h(re)| < Lp|ry — 1o Vry,m € R
§i
(h(r1) — h(ry),m1 —19) >0 Vry,rmm € R
iar T'1, Ty este o partitie a lui T astfel incat [T'1] > 0.

analizata la curs.
Fie h : R — R definit prin

h(r) = T, C?TndTZO
0, cand r < 0

Vom arata ca functia h definita astfel este Lipschitz si monotona.

1) h este monotona. Fara a restrange generalitatea putem fixa o ordine intre 7y, 79
presupunand ca r; > rj.
Fie ri,m9 € R (r; > 19.).

Pentru a demonstra monotonia lui A, trebuie sa aratam ca
(h(ry) — h(ry), 1 —1r9) > 0,Vry, 19 € R,
e Daca r,ry > 0 atunci

h(ry) — h(ry) = 1 — 7a.
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Avem
(R(ry) — h(ry),ry —19) = (r1 — 1r2)* > 0.
e Daca rq,ry < 0 atunci
h(ri) — h(rg) = 0.
Avem
(h(r1) — h(ry),m1 —19) =0 > 0.
e Daca r; > 0,1y < 0 atunci
h(r1) — h(rs) = 1.
Avem
(h(r1) = h(ra),r = ra) =ri(ry = r2) 2 0.
In concluzie, h este monotona.
2) h este Lipschitz. Ca mai sus, fara a restrange generalitatea putem fixa o ordine
intre r1, 7o presupunand ca r; > 7.
Fie r1,rs € R (r; > 1r3.).

Pentru a demonstra ca h este Lipschitz, trebuie sa aratam ca exista o constanta
L > 0 astfel incat

\h(r1) — h(r2)| < Llry —ra| Vri,ray € R,
e Daca rq,r, > 0 atunci
[h(r1) = h(ra)| = |r1 — ra| < fry—raf.
e Daca rq,ry < 0 atunci
|h(r1) — h(r2)| =0 < |ry — ral.
e Daca r; > 0,ry < 0 atunci
|h(r1) = h(ra)| = |r].
Cum 75 < 0, Inseamna ca r; — ro > r1. Deci
|h(r1) = h(ra)| = |ri| < |re — 7.

Concluzionam ca h este Lipschitz. Putem lua L = 1, deci pentru acest exemplu

avem chiar non-expansivitate.

Consideram urmatoarea problema la limita.
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PROBLEMA 37. Gasiti u : Q — R astfel incat
—Au+au=f in, (4)

u =20 pe 09, (5)

unde 0 € RN (N > 1) este un domeniu mdrginit, cu frontiera netedd, f € L*(Q) si
a € R*.

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie slaba si sa studiem existenta si
unicitatea solutie in sens slab pentru Problema 37 in functie de parametrul a.

Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 37.

Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul Hg ().
Fie v € H} ().

Inmultim cu v prima linie a problemei si integram.

—/Au-vdx+/auvdx:/fvdx.
Q Q Q

Utilizand formula lui Green pentru spatii Sobolev gasim

—/ vv@dF+/Vu-Vvdm+a/uvda::/fvdx. (6)
o0 OV Q Q Q

Cum v € H}(Q), avem
yv =0 pe . (7)

Tinand cont de (7), relatia (6) devine

/Vu~Vvd:c+a/uvdx:/fvdx.
) Q Q

Definitia 1. Numim solutie in sens slab pentru Problema 37 o functie u € H}(0,1)

ce verifica
/ Vu - Vudzr + a/ wvdxr = / fodr Vv e Hy(0,1),
Q Q Q

dat fiind f € L%*(0,1).

In ceea ce urmeazi vom studia existenta si unicitatea solutiei slabe in sensul intro-
dus anterior.

Fie a : Hy(Q) x Hj(Q) = R, a(u,v) = [, VuVudz + a [, uvdz. Vom studia daci
aplicatia a este biliniard, continua i H}—elipticd. Cu definitia se poate arita usor ca

a este forma biliniara.

e ¢ continua:
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Fie u,v € H3(Q).

la(u,v)| = \/Vu - Voudz + 04/ uvdzx| < |/Vu - Vodz| + |af | / uvdx|
Q Q Q Q
= ‘(V’U/, VU)LQ(Q)N + ‘a’ ’(U,U)LQ(Q)|
< |IVul| 2 [|VV]] 2@ + |l [|ul|2@) [[v]] 22
< HUHH(}(Q) : HUHH(}(Q) + ’@’Cﬂ’uHHg(m HUHH(}(Q)
= (1+ [l CO)||ull g2 ) N0 12 02

Asadar, a este continua, indiferent de valoarea lui a.
e a H}—eliptica:
Fie u € H(Q).

a(u,u) :/ ||Vu|]2dx+oz/u2dx.
Q Q

Daca o > 0:
ol ) = lulByyey + o [ wido > llully o

Deci a este H}—elipticd atunci cand a > 0.

Incercam si o alta cale care sa permita si valori negative pentru a.

—ofu, u) 20y < | — a(u, u) 2|
< ol [(u, u) 2]
< laf|lull 2o [[ull 2
< |a’(OP)2||VU||L2(Q)N ||V“||L2(Q)N
= |a|(Cp)?[ull3 o)
Avem:
allullzaiy = —lal lullf q)-

Prin urmare,
2 201,112
au,u) > ||U||H01(Q) — |al(Cp) ||u||H3(Q)

= (1= |al(CP)*) llull 7 )
Pentru ca a sa fie H}— eliptica, trebuie ca 1 — |a|(Cp)? sa fie pozitiv. Astfel,
se impune |a| < @

In concluzie, a este Hy— eliptica si atunci cand |a| < @
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Fie ¢ : Hj(Q) = R, p(v) = [, fodz.
@ este liniar gi continuu.

Agadar, Problema 37 are solutie unica atunci cand a € ( 00) in baza Lemei

L
2
cz»

Lax-Milgram, unde Cp este constanta Poincaré.
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Curs 8

Tematica: ecuatii variationale abstracte; aplicatii (II); elemente de analiza convexa

Continuam discutia inceputa cursul trecut privind ecuatii variationale abstracte
neliniare atragand atentia asupra Lemei Lax-Milgram neliniara.

Consideram problema variationala urmatoare.

Sa se determine u € X astfel incat
(P) a(u,v) =0bv) YveX

admitand urmatoarele ipoteze:

(H1) b: X — R functionala liniara si continué;

(H2) a : X x X — R si, Vw € X, aplicatia v — a(w,v) este functionala liniara si
continua;

(H3) exista m, > 0 astfel incat

a(u,u—v) —alv,u—v) > mg||lu —v|% Yu,v € X,
si exista L, > 0 astfel incat
|au, w) = a(v, w)| < Laflu = v[[x - [[w]|lx  Vu,v,w e X.

Teorema 1. (Lema Lax-Milgram neliniara) Admitem ipotezele (H1)-(H3). Problema
(P) are solutie unicd.

DEMONSTRATIE. Definim operatorul A : X — X cu ajutorul aplicatiei a.
Pentru w € X, Aw este elementul din X care verifica

(Aw,u)x = a(w,u) Yu € X.
Vom arata in continuare ca A este tare monoton gi Lipschitz.
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e A tare monoton:

(Au — Av,u —v)x = (Au,u —v)x — (AV,u —v)x
= a(u,u —v) — a(v,u — v)
> mallu —vl[k-

Deci operatorul A este tare monoton.
e A Lipschitz:

Au— A _
||Au — Av||x = sup (Au v, W)x = sup a(u, w) — a(v, w)
weXwF0 HwHX weX,w#0 HU)HX

Dar
a(u,w) —a(v,w) _ La|lu—v||x - [Jw]|x

= Lg|lu —vl|x.
||wl|x |Jwl|x ‘

Trecem la supremum.

Rezulta ca operatorul A este si operator Lipschitz.
Utilizand teorema de reprezentare a lui Riesz, exista si este unic un element z € X
astfel incat
b(v) = (z,v)x YveX.
Agadar, problema (P) este echivalenta cu problema gasirii unui elemenu v € X astfel
incat
(Au,v)x = (z,v)x Vv € X,
echivalent cu

Au = 2.

Existenta si unicitatea solutiei problemei ( P) este asigurata de Teorema Minty-Browder.

O

Aplicatii: studiul existentei si unicitatii solutiei slabe pentru probleme la limita

precum

PROBLEMA 38. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1), (1)




unde f € L*(0,1) si h : R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
E|Lh>0’|h(7’1)—h(7"2)| SLh|T1—T2| VTl,T’QER

$t
(h(r1) — h(ry),m1 —19) >0 Vry,rm € R.

PROBLEMA 39.
div () Vu(@) + B(Vu(w)) — P (5 V(@) + fole) =0 in 0,
u(x) =0 pely;
(u(@)Vu(z) + H(Vu(@) ~ Pr(5Vu(x))) - v(@) = fole)  peTs,

unde Ty, Ty este o partitie a lui O, [Ty] > 0, p: Q = R, K = B(0ge, k) (k > 0),
<6>0), foiQ—)R, f21F2—>R.

PROBLEMA 40.
—Au= finQ, (4)
u=20 pel, (5)
——=nh 6
5, = ) (6)
unde f € L*(Q), h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
E|Lh>0’|h(7“1)—h(’l“2)| SLh|T1—T2| VTl,T'QGR
§t
(h(?"l) — h(’f‘g),?”l — 7“2) >0 VTl,TQ eR
iar T'1, Ty este o partitie a lui I astfel incat |T'1] > 0.

Incepand de cursul urmator vom aborda elemente de teoria inegalitatilor variatio-
nale teorie in care analiza convexa joaca un rol important. De aceea, prezentam in a

doua parte a prezentului curs cateva instrumente utile de analiza convexa.

Elemente de analiza convexa

Definitia 2. Fie X un spatiu liniar si K # () o submul{ime a lui X. Spunem ca o
functie ¢ : K — R este convexa daca

(I =tu+tv) < (1 —t)p(u) +te(v) Yu,v e K, Vt e [0,1]. (7)
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Functia ¢ este strict convexa daca inegalitatea (7) este strictd pentru uw # v i
te(0,1).

Exemplu de functie convexa: f:(—1,1) = R, f(z) = 2%

Remarca 3. Daca ¢,1 : K — R sunt convexe si A > 0 atunci functiile ¢ + ¢ si

A - sunt, de asemenea, convexe.

Remarca 4. Compunerea a doua functii convexe nu este neaparat convexa.

De exemplu, pentru functiile convexe f(z) = 2? si g(z) = —x, (go f)(z) = —a?,

care este functie concava.

Remarca 5. Compunerea dintre o functie convexa strict crescatoare si o functie

convexa este o functie convexa.

Definitia 6. Fie (X, || -||x) un spatiu normat si fie K o submultime nevida, inchisa
si convexa a lui X. O functie ¢ : K — R se numeste inferior semicontinua (i.s.c.) in
punctul v € K daca

p(u) < liminf p(u,) (8)

n—oo

pentru orice sir (u,), C K convergent la u in X.
Functia ¢ este i.s.c. daca este i.s.c. in fiecare punct u € K.

Cand inegalitatea (8) are loc pentru orice sir (u,), C K slab convergent la u in X,
functia ¢ se numeste slab inferior semicontinua in punctul v € K. Functia ¢ este slab
i.s.c. daca este slab i.s.c. in fiecare punct u € K.

Cum convergenta tare pe X implica convergenta slaba, rezulta ca o functie slab inferior

semicontinua este inferior semicontinua. Mai mult, are loc urmatorul rezultat.

Propozitia 7. Fie (X, || ||x) un spativ Banach, K o submultime nevida, inchisd i
convexd a lui X sip: K — R o functie convera. Atunci ¢ este inferior semicontinud
daca si numai daca o este slab inferior semicontinuda.

Propozitia 8. Fie (X,|| - ||x) un spatiu normat i fie a : X x X — R o forma
biliniara, continua, pozitiva §i simetrica. Atunci functia v — (v,v) este strict convexa

st inferior semicontinua.

Demonstratia acestei Propozitii poate fi gasita in [50], pag. 25.
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Definitia 9. Fie (X, (-,)) un spatiu inzestrat cu un produs scalar, ¢ : X — R gi
u € X. Atunci ¢ este diferentiabild Gateaux in u daca exista un element Vip(u) € X
astfel incat

lim plu “’t) — W) _ (Vo) 0)x Vo X, 9)

Elementul V(u) din (9) este unic gi se numegte gradientul Gateaux al lui ¢ in

punctul u. Functia ¢ : X — R este diferentiabila Gateaux daca este diferentiabila
Gateaux 1n orice punct u € X. In acest caz, operatorul V¢ : X — X care asociaza
fiecarui element u € X alementul V(u) se numeste gradientul Gateaux al lui ¢.

Convexitatea functiilor diferentiabile Gateaux poate fi caracterizata in felul urmator.

Propozitia 10. Fie (X, (-,-)) un spatiu inzestrat cu un produs scalar gi ¢ : X = R o
functie diferentiabila Gateaux. Atunci urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) p este o functie convexd;

ii) @ satisface inegalitatea

o(v) —p(u) > (Vo(u),v —u)) X Yu,ve X.

DEMONSTRATIE. Admitem ca ¢ este convexa.

plu+tv—u)) = p(u)

(Vo(u),v —u)x = lim = (Vo(u),v)x YveX.

t—0 t
Dar
plu+t(v—u)) —p(u) = (1 —t)u+tv) — (u)
< (T =t)p(u) +tp(v) — p(u) = t(p(v) = (u))
deci,
(Veplu).v — ) < lim PO L) ) o,

Reciproc, admitem ca

si demonstram ca ¢ este convexa.
Fie t € (0,1). Consideram elementul

w=(1l—-tu+tv YuvelX.

Avem




inmul@ind prima inegalitate cu t si a doua inegalitate cu (1 — t), dupa adunarea ine-
galitatilor obtinute gasim

tp(v) + (1 = t)p(u) = o((1 = u+tv) = (V(w), tv —w) + (1 = ) (u — w))x.
Observim ca t(v — w) + (1 — t)(u — w) = 0. Intr-adevir,
tv—(1—tu—tv)+ (1 —=t)(u— (1 —t)u—tv)
t(1—t)v—(1—t)hu)+ (1 —1t)(tu — tv)
=t(l-t)v—u)+(1-t)t(u—v)=0

Pentru o caracterizare mai completa a convexitatii a se vedea [50], pag. 26-27.

Corolar 11. Fie (X, (+,-)) un spatiu inzestrat cu un produs scalar si ¢ : X — R o

functie convezra si diferentialila Gateauzr. Atunci ¢ este i.s.c.

Inegalitatea ce apare in caracterizarea convexitatii din Propozitia 10 sugereaza o

generalizare a notiunii de gradient pentru functiile convexe.

Definitia 12. Spunem ca ¢ : X — (—o00, 00| este subdiferentiabila intr-un puncy
u € X daca exista f € X astfel incat

o) —p(u) > (fiv—u)x YvelX.

Elementul f se numeste subgradient al lui ¢ in u. Multimea subgradientilor lui ¢
in u se numegte subdiferentiala lui ¢ in u i se noteaza cu dp(u),

Op(u) ={f € X : ) —p(u) = (f,v—u)x VYveX}
Notam prin domdy multimea definita dupa cum urmeaza
domdp ={ue X : dp(u) #0}.
Amintim aici ca pentru o functie ¢ : X — (—00, 0], domeniul lui ¢ este multimea
domp={ue X ¢(u) < oo}.
Notam ca

dom Op C dom .
Intr-adevir, fie u € dom . Existd f € dp(u) astfel incat

pv) —pu) = (flv—u)x YweX
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Daca ¢(u) = co deducem ca
—00 < (f7'U _U)X < —o0,

ceea ce este imposibil. Deci ¢(u) =< oco. Prin urmare, v € dom ¢.

2% noteaza multinea partilor lui X.

Definitia 13.  Operatorul multivoc dp : X — 2% care duce elementele v € X in
Op(u) se numeste subdiferentiala lui ¢.

O functie ¢ este subdiferentiabila daca este subdiferentiabila in toate elenmentele
lui X, adica
dom(0yp) = X.

Lema 14. Fiep : X — (—o0, 0] o aplicatie subdiferentiabila. Atunci ¢ este convezd,
proprie si inferior semicontinud.

DEMONSTRATIE. Deoarece ¢ este subdiferentiabila pentru orice u € X, exista
fu € X astfel Incat

() —p(u) > (fu,v—u)x Yve X,

Prin urmare, p(u) < oo pentru orice u € X. Deci ¢ este functie proprie.
Fie u,v € X i t € (0,1). Consideram elementul w = (1 — t)u + twv.

Fie f € 0p(w).
p(v) = p(w) = (f,v —w)x,
p(u) —p(w) = (f,u—w)x.

inmul@ind prima inegalitate cu t si a doua inegalitate cu (1 — t), dupa adunarea ine-
galitatilor obtinute gasim

tp(v) + (1 = t)p(u) — (1 = tu+tv) 20,
deci ¢ este convexa.
Demonstram acum ca ¢ este inferior semicontinua. Pentru aceasta, consideram
(un)n C X astfel incat u, — v in X, si f € dp(u).

o(uy,) —p(u) > (f,u, —u)x ¥n €N,
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Trecem la limita inferioara gi obtinem

o(u) < liminf @(u,).
n— o0

Deci ¢ este i.s.c.
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Seminar 8

Exercitiul 1. Fie X un spatiu Hilbert. Aratati ca daca operatorul A : X — X este

simetric, atunci el este liniar.
Fie u,v,w € X si o, f € R. Atunci
(Ao + Bv),w)x = (o + B, Aw)x = au, Aw)x + B(v, Aw)x
= OC(AU, w)X + B(AU, w)X = (OJAU + BA’U7 w)X'
Rezulta ca
(A(au + pv) — cAu — fAv,w)x =0 Yw € X.
Alegem w = A(au + pv) — aAu — fAv. Atunci
| A(au + Bv) — adu — BAv|% =0,
ceea ce presupune
A(au + fv) — cAu — SAv = 0,
adica
Alau + pv) = aAu + SAv.

Deci A este liniar.

Exercitiul 2. Fie ¢ : X — (—00,00] o functie convexa i diferentiabila Gateaux.
Atunci

i) ¢ este subdiferentiabila;
ii) Jy este operator univoc pe X si

dp(u) ={Vepu)} YueX.

i) Utilizand caracterizarea convexitatii pentru functionale diferentiabile Gateaux de-

ducem ca ¢ este subdiferentiabila,

Vo(u) € 0p(u).
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ii) Fie u € X si ¢ € 0p(u).
p(w) —pu) > (f,w —u)x YweX.
Luam w = u + tv, unde t € R, > 0. Atunci
plu+tv) —o(u) > (ftv)x YveX.

tv) — t
p(u+ vt) pu) o (f, tv)x o € X,
Trecand la limita cand ¢ — 04 in relatia de mai sus obtinem

(Vo(u),v)x > (f,v)x YveX.

Luand —wv in loc de v mai sus gasim
(Vo(u),v)x < (f,v)x YveX.

Deci,
(Ve(u),v)x = (f,v)x YveX
si de aici obtinem

Vo(u) = f.

Remarca 3. Daca functia ¢ nu este convexa, afirmatia din Exercitiul 2 nu mai este

valabila.
Intr-adevir, fie X = R si o(u) = —u?. Se verifici ugor ci ¢ este diferentiabild
Gateaux si Vip(u) = —2u pentru oricare u € R. Totusi, ¢ nu este subdiferentiabila in

niciun punct u € R.
Pentru a demonstra aceasta afirmatie, presupunem ca ¢ este subdiferentiabilain v € R
sifie f € dp(u).
p(v) —p(u) = f(v—u) YoeR
Asadar,
—v?+u? > flv—u) YWweER
sau echivalent,

(v—u)(f+v+u) <0 YveR.

Trecand la limita cand v — oo ajungem la o contradictie.

Exercitiul 4. Fie A: X — X un operator simetric astfel incat
(Au,u)x >0 Yue X.
Fie ¢ : X — R definit prin
plu) = 7 (Au, ).
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Atunci ¢ este convexa si inferior semicontinua. In plus, ¢ este subdiferentiabila si
Jo(u) = {Au} Vu e X.

Demonstram ca ¢ este convexa. Pentru aceasta consideram w,v € X si t € [0, 1].

Evaluam
ptu+ (1 —t)v) —tp(u) — (1 = t)e(v)
cu ajutorul definitiei lui ¢. Astfel, obtinem
ptu+ (1 =t)v) —tp(u) — (1 = t)e(v)
1
= 5[(A(tu + (1 —t)),tu+ (1 —t)v)x — t(Au,u)x — (1 —t)(Av,v)x].
Deoarece A este operator simetric, A este si operator liniar. Deci
pltu+ (1= t)v) = tp(u) — (1 - t)p(v) =

= %[tQ(Au, u)x + 2t(1 — t)(Au,v)x + (1 — t)*(Av,v)x — t(Au,u)x — (1 —t)(Av,v)x]

_ %[t(t — 1)(Au,u)x + t(t — 1)(Au, v)x + t(t — 1)(Av,u)x + (t — 1)(—t)(Av, v)x]
= St(t = DA, u)x — (Au, v)x — (Av,w)x + (v, )]
= %t(t —1)(A(u —v),u —v)x.

Cum A este operator pozitiv, avem
(A(u —v),u —v)x >0,
deci
ot + (1= 1)) — t(u) — (1 — D)p(v) < 0.

Demonstram in continuare ca ¢ este inferior semicontinua. Fie u,, — u in X.

Plta) = () = 5 (At ) = 5 (A, )
1

= %(Aun — Au,un)x + %(Au,un)x - §(Au, u)x
= %(Aun — Au,u, —u)x + %(Aun — Au,u)x + %(Au,un —u)y.
Deoarece A este simetric, avem
(Au, — Au,u)x = (u, — u, Au)x = (Au,u, — u)x.

Deci .
gp(un) - (,O(U) = E(Aun - Au, Up — U)X + (AU, Uy — U)X-
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Tinand cont de proprietatile operatorului A
(Au, — Au,u, —u)x > 0.
Prin urmare,
p(u) < p(un) + |[Aullx - [Jun — ul|x.

Trecem acum la limita inferioara si obtinem
(u) < lminf p(u,).
n—oo

Pentru a demonstra ca ¢ este subdiferentiabila este suficient (stiind deja ca ¢ este
convexa) sa demonstram ca ¢ este diferentiabila Gateaux. Pentru aceasta, fie u € X.

Evaluam
p(u+tv) — p(v)
t

Yo e X.

Utilizand definitia lui ¢ avem

gp(u#—ﬁ? — (v) _ %((A(u—f— tv),u+tv)x — (Au,u)x)

_ %(ﬁ(Av, v)x + 26(Au, v)x + (A, u)x — (A,u)x).

Deci
p(u+tv) — ¢(v)
t
Trecand la limita cand ¢ — 05 deducem

t
= é(A'Ua U)X + (AU, U>X~

Asadar,
Vo(u) = Au Yu e X.

Utilizand Exercitiul 2, stim ca dy este operator univoc
Op(u) = {Au}.

Exercitiul 5. Fie ¢,(u) = a(u,v) unde a este forma biliniara, continua, X-eliptica
si simetrica. Studiati diferentiabilitatea Gateaux a lui ¢,.

i Oo(u + tv) — p,(u)  lim a(u + tw,v) — a(u,v)

t—0 t t—0 t
— lim a(u,v) + ta(w,v) — a(u,v) — lim t-a(w,v)
t—0 t t—0 t

= a(w,v) = @,(w).
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In continuare, aratam ca aplicatia

este liniara gi continua.
e f, liniara:
fulav + Bvg) = a(avy + By, w) = aa(vy, w) + Ba(ve, w) = afiy(vi) + B fu(va).

Deci f,, este liniara.

e f, continua:

[fu (V)] = la(w, v)| < Ml|w]|x - |Jv]]x,
deci f,, este continua.
Din Teorema de reprezentare a lui Riesz rezulta ca exista un unic elemen Vo, (u) € X
astfel incat
a(w,v) = (V,(u),v)x.

Priun urmare,

et 1) — ()
t—0 t
Deci ¢, este diferentiabila Gateaux.

= (Vpyu(u),v)x.
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Curs 9

Tematica: inegalitati variationale de tipul I; aplicatii

Fie X un spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar (-,-)x si norma || - ||x. Con-
sideram un operator A : X — X, o submultime K C X si un element f € X. Ne

propunem sa gasim un element v € K care sa verifice
(Au,v —u)x > (f,v—u)x Vv e K. (1)

O inegalitate de forma (1) se numeste inegalitate variationala eliptica de prima speta.
Vom prezenta acum un rezultat de existenta si unicitate.

Teorema 1. Fie X un spatiu Hilbert i fie K C X o submulfime nevida inchisa
st convexd. Presupunem ca operatorul A : K — X este tare monoton si Lipschitz.

Atunci, pentru fiecare f € X inegalitatea variationala (1) are o unica solutie.

DEMONSTRATIE. Cum A este tare monoton si Lipschitz rezulta ca exista doua
constante m > 0 si M > 0 astfel incat

(Au— Av,u—v)x >m|u—ov|% VYu,v€ X, (2)
|Au — Av||x < M ||lu —v||lx Vu,veX. (3)
Fie f € X si fie p > 0 dat. Consideram operatorul S, : K — K definit prin
Spu:PK(u—p(Au—f)) Vue K,

unde Py reprezinta operatorul de proiectie pe K. Mai mult, utilizand proprietatea
operatorului de proiectie pe K

||Pru — Prol|x <|lu—nv|lx Vu,veX,
rezulta ca

|S,u—Svl|x <||[(u—v)—p(Au— Av)||x  Yu,veK.
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Utilizand argumente similare celor folosite in demonstratia Teoremei Minty-Browder,

2m

cu o alegere potrivita pentru p, p € (0, 17), avem

1Sy — Syollx < k(o) Ju—ollx  Vu, ve K.
unde k(p) = (1 — 2pm + p*M?)z € (0,1) si m, M sunt constantele din (2) si (3).
Din Teorema lui Banach de punct fix rezulta ca exista un unic u € K astfel incat
Spu=Pg(u— p(Au— f)) = u. (4)

Cu inegalitatea de caracterizare a proiectiei (vezi primul curs),

Pulu— pldu - f)) =u
echivalent cu
ve K, (u,v—u)y > (u—plAu— f),v—u)y YveK.

Cum p > 0 rezulta ca u (unicul punct fix al operatorului S,) satisface (1), ceea ce
demonstreaza partea de existenta a teoremei.
Studiul unicitatii Fie doua solutii u € K si v € K pentru (1). Rezulta ca
(AU,U—U)XZ(f,U—U>X, (AU7U_U)XZ(f7U’_U)X-
Adunand aceste inegalitati obtinem
(Au— Av,v —u)x <0

Cum A este tare monoton, rezulta u = v, demonstrand astfel unicitatea solutiei. [

Aplicatii
Fie problema la limita.

PROBLEMA 41. Sa se determine u : {2 — R astfel incat

—Au=f inQ, (5)
u=20 pel, (6)
ou ou
<0, — < - =
U_O’8u_0’u81/ 0 pe I's, (7)
ou
~ 5 = h(u) pe T, 0

unde Q € RN, (N > 1) domeniu marginit, cu frontiera netedd, f € L*(Q), h: R - R
este Lipschitz i monotond, iar |T';| > 0,Vi € {1,2,3} (I'y, Ty, T's) partitie a frontierei
lug 2.
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Ne propunem sa introducem notiunea de solutie in sens slab pentru Problema 41
si sa studiem existenta si unicitatea acesteia. Fie u o functie suficient de neteda ce
verifica Problema 41.

Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul

V={veH(Q) : yv=0apt. pel}.
Fieve V.

Inmultim cu v prima linie a problemei si integram.

—/Au-vdx:/fvdx.
Q Q

Utilizand formula lui Green pentru spatii Sobolev gasim

_/ _dF+/Vu Vvd:c—/fvd:ﬁ (9)

Tinand cont de (6) si (8), relatia (9) devine

/Vu~Vvdm—/ Vvaudf+/ h(u)vvdF:/fvdx. (10)
Q r, Ov T3 Q

Testand cu v — u In (10) obtinem

/QVu-V(v—u)dx—/rzﬁy(v—u)%dFjL/Fg h(u)fy(v—u)dl“:/gf(v—u)dx, (11)

pentru orice v € V. Analizam acum integrala pe I's.

ou ou ou ou
—u)—dl' = — —dl' = —dl’ — —dr.
/F2 7<U U) an /1“2 ('77) ’YU> al/d /F2 I an / e 8yd

Din (7) avem ca

u@dfz ,
Ty 8V
deci 3 5
U U
—u)—dl' = —dl
/FQV(U “)ay /F27v -

Agadar, relatia (11) se poate scrie

/Vu V( 1}—u)d:IJ+/F3 h(u )’y(v—u)dl“:/Qf(v—u)da:+/r2’yv%dl“, (12)

pentru orice v € V. Din relatia (7) avem

0
—u§0§ivv§0.
v

Prin urmare,

1%

/1* yv%dF >0, YwekK (13)
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unde
K={veV : v<0apt. pels}.
Din relatiile (13) si (12) gasim

/QVU-V(U—u)dx—i—/rgh(u)y(v—u)dfZ/Qf(v—u)dx, Vv e K.

Definim A : V — V prin

(Au,v)y = /QVU, -V(v—u)dx + /1“ h(yu) y(v — u)dl’

/Q fode = (F,v)v.

Tinand cont de acestea, relatia (14) poate fi scrisa

(Au,v —u)y > (f,v —u)y, Vv € K.

(14)

(15)

Definitia 2. Numim solutie in sens slab pentru Problema 41 o functie u € K ce

verifica (15), Vv € K.

Teorema 3. Problema 41 are o unica solutie in sens slab.

DEMONSTRATIE. Studiem existenta si unicitatea solutiei cu Teorema ??7. Vom

arata mai intai ca multimea K este nevida, convexa si inchisa.

e K nevida:

Observam ca 0y € K, deci multimea este nevida.
e K convexa:

Fie u,v € K g1 A € [0, 1].

Faptul ca u,v € K insemna ca

yu < 0 pe I'y

vyo < 0 pe I's.

(16)

(17)

Inmultind relatia (16) cu A si relatia (17)cu (1—\) si adunand cele doud relatii

obtinem
Mu+ (1= A)yv <0 pe Is.

Cum 7 este operator liniar, putem scrie relatia (18) astfel:
yY(Au+ (1 — A)v) <0 pe I's.

Agadar, Au+ (1 — A)v € K, deci multimea K este convexa.

(18)
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e K inchisa:
Fie (un), C K un sir astfel incat u, — v in V cand n — oo. Vom arata ca
u€ K.
Din(u,), C K avem

yu, <0 a.p.t. pe I's. (19)
Din faptul ca u, — w in V', cum operatorul v este continuu obtinem
Y, — yu in L*(99).
Rezulta ca exista un subsir u,, astfel incat
Yun () = yu(z) a.p.t. pe 02 (20)

(vezi teorema in [5]).
Din (19) si (20) rezulta

yu(z) < 0 a.p.t. pe I's.

Asadar, u € K.

In continuare, aratam ca operatorul A:V — V,

(Au,v)y = / Vu - Vvdx+/ h(~yu) yudl'
Q I's

este Lipschitz si tare monoton.
e A Lipschitz:

Stim ca

—A
||Au — Av||y = sup (Au — Av, w)y

weV,w#0 ||w||V
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(Au—Av,w)y

Evaluam cantitatea Tl

(Au— Av,w)y  (Au,w)y — (Av,w)y

lwllv [|w]lv
fQVu Vwdz + [i, h(yu) ywdl — [, Vo - Vwdz + [ h(yv) ywdD
||wllv
~ Jo(Vu=Vv) - Vwdz + [, (h(yu) — h(yv))ywdD
a ||wllv
| Jo(Vu— Vo) - de:c| | Jr,(h(yu) = h(yv))ywd|
- [|lwllv HwHV
IV (u = 0)l[z20) - [IVWl|22(0) + [, [R(yu) = h(yv)| - [yw|dD
- ||wllv
_ VG =l - lIVelly + L Jr, (vo = yu) - [yw|dl
- ||wllv

< V= )llv -[[Velly + Lullye = yullzay - [wllzaey)
[lwllv

Vom evalua separat cateva cantitati ce apar in aceasta inegalitate.

[yl < Ihwllzee < cullwllae < e - Cy- llwlly.

|[yv — ’YUHLQ(F?,) = ||v(v— U)HL?(F?,) <y Cp- v —ul|v.

Tinand cont de aceste relatii, gasim

(Au = Av,w)y _ (Jlu—vlly + Ly - Cp - [lu—vllv - [Jwlly
[[w]]v - ||wl]v
=1+ Lyp-c-Cyllu—vlly.

Prin urmare,
[|Au — Av|ly < (14 Ly -c- C’)Hu—v||V

e A tare monoton:
Fie u,v € V.
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(Au — Av,u —v)y =(Au,u —v)y — (Av,u —v)y

_ /Qvu V(v — u)d + /F h(u) 7(v — u)dl
- /Qw V(v — u)d + /F h(0) (v — u)dT

= /(Vu — Vv)2dz + / (h(yu) — h(yv)) - (yu — yv)dl’
Q

I's
> ||V (u = v)||72qpn = [Jlu— vl
Pot lua my4 = 1.

Aplicand Teorema 1 gasim ca Problema 41 are o unica solutie slaba. U

Studiem in continuare inegalitatea variationala
(Au,v —u)x > (f,v—u)x YveK (21)
utilizand o metoda de penalizare.

Pentru aceasta, consideram un operator G ce satisface urmatoarele conditii:

(a) G : X — X este operator Lipschitz;
(b) (Gu,v—u)x <0 Vue X, veK;
(¢) Gu = 0x dacasi numai daca u € K.

Pentru orice yt > 0 consideram problema gasirii unui element w,, astfel incat
1
Au, + — - Gu,, = f. (22)
]
Avem urmatorul rezultate de existenta, unicitate si convergenta.

Teorema 4. Fie X un spativ Hilbert si fie K C X o submulfime nevida inchisa si
convexd. Presupunem ca operatorul A : X — X este tare monoton si Lipschitz, G

este un operator ce verifica conditiile (a) — (¢) si f € X. Atunci:

1) Pentru fiecare p > 0 exista un unic element u, care verifica ecualia neliniara (22);
m
(2) Ezxista un unic element u ce verifica inegalitatea variationald (21);
(3) solutia u, a ecuatiei (22) converge tare la solutia u a inegalitatii variationale (21),
adica

u, — u in X cand n — 00.
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Pentru detalii a se consulta [50].

Aplicatii
Fie problema la limita

PROBLEMA 42. Gasiti v : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1), (23)
u(0) =0, (24)
u(1) <0,u/'(1) <0,u(1)u'(1) =0, (25)

unde f € L*(0,1).
Fie
K={veV|v(l)<0}={ve H(0,1)]v(0) =0, v(1) <0}

Definitia 5. Numim solutie in sens slab pentru Problema 42 o functie u € K ce

verifica

1
/u’(v'—u’)dxz/f(v—u)dx, Vv e K.
0 Q

Teorema 6. Problema 42 are o unica solutie slaba in sensul introdus anterior.

DEMONSTRATIE. Ind. Relatia integrala

1
/ (v —u)de > / fv—u)dz, YveK.
0 Q
se scrie echivalent
uwe K, (Au,v —u)y > (f,v—u)y Yo €K,

unde

1
AV =V, (Au,v)vz/ u'v'dx
0

si

Fevi(fow= [ s
Q
Operatorul A este tare monoton si Lipschitz iar K este submultime nevida inchisa

convexa. Putem aplica Teorema 77. O

Fie problema la limita
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PROBLEMA 43.

—Au = fin Q, (26)
u=0 pel", (27)
ou ou
< — < —_— =
u <0, aV_O, us 0 pe I'y (28)

unde f € L*(Q), iar T'1,Ty este o partitie a lui T astfel incat |T'y| > 0.
Fie
K={veV]v<0apt. pels}.

Definitia 7. Numim solutie in sens slab pentru Problema 43 o functie ©v € K ce

verifica

/Vu-V(v—u)de/f(v—u)dx, Yo € K.
Q Q

Teorema 8. Problema 43 are o unica solutie slaba in sensul introdus anterior.

DEMONSTRATIE. Ind. Relatia integrala
/Vu-V(v—u)dasZ/f(v—u)d:m Yo e K
se scrie echivalent ’ )
u€ K, (Au,v —u)y > (f,v—u)y Yv €K,

unde

AV =V, (Au,v)V:/Vu~Vvd:c
Q

si

Fevi (o= [ fude
Q
Operatorul A este tare monoton si Lipschitz iar K este submultime nevida inchisa

convexa. Putem aplica Teorema 1. O
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Seminar 9

Fie problema la limita

PROBLEMA 44. Gasiti v : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1), (1)
u(0) =0, (2)
u(l) < g,u'(1) <0, (u(l) —g)u'(1) =0, (3)

unde f € L*(0,1) si g > 0.
Fie
K ={veV[v(l)<g}l={ve H(0,1)]v(0)=0,v(1) <g}
Numim solutie in sens slab pentru Problema 44 o functie u € K ce verifica
1
/ (v —u)dr > / f(v—u)dzx, YveK.
0 )

Problema 44 are o unica solutie slaba in sensul introdus anterior. Intr-adevar,

relatia integrala

1
/u’(v’—u’)dxz/f(v—u)dx, Vo € K.
0 Q

se scrie echivalent
u€ K, (Au,v—u)y > (f,v—u)y WYv€K,

unde

1
AV =V, (Au,v)y = / u' v'de
0

si

fev, (f,v)y = / fvdz.
Q
Operatorul A este tare monoton si Lipschitz iar K este submultime nevida inchisa

convexa. Putem aplica Teorema 1.
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Fie problema la limita

PROBLEMA 45.

—Au=f inQ, (4)
u=0 pely, (5)
ou ou
< _ < — _— =
usg, 55 <0, (u—g) 5, = 0 Pe Iy (6)

unde f € L*(Q), g > 0 iar 'y, Ty este o partitie a lui T astfel incat |';| > 0.
Fie
K={veV]v<gapt. pels}.
Numim solutie in sens slab pentru Problema 45 o functie u € K ce verifica

/Vu-V(v—u)dxz/f(v—u)dx, Vv € K.
0 Q

Problema 45 are o unica solutie slaba in sensul introdus anterior.

Relatia integrala

/Vu-V(v—u)de/f(v—u)dm, Yo e K
Q Q
se scrie echivalent

u€ K, (Au,v —u)y > (f,v—u)y Yv e K,

unde

AV =V, (Au,v)V:/Vu~Vvd:c
Q

si

fEV,(f,v)V:/vadm

Operatorul A este tare monoton si Lipschitz iar K este submultime nevida inchisa

convexa. Putem aplica Teorema 1.
Exercitiul 1. Fie A: X — X un operator simetric i pozitiv, ¢ : X — (—o0,00] 0

functionala subdiferentiabila iar ¢ : X — (—o0, 00| o functionala definita prin

1
¥(u) = 5 (A, u)x + p(u).
Atunci ¢ este subdiferentiabila si

oY(u) = Au+ 0p(u) Vu e X.
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Fieu € X gi f € Au+ Jp(u). Atunci,
f=Au+g, g€ dp(u).
Cum g € 0p(u),

pv) —p(u) 2 (g,v—u)x VveX. (7)
Sa evaluam cantitatea
1(AU,U)X — 1(Au,u)X = 1(Av — Au,v)x + 1(Au,v)X - 1(Au,u)X
2 2 2 2 2
= %(Av—Au,v—u)X—k%(Av—Au,u)X—l— %(Au,v—u)X
= %(AU—AU,U—U)X—F %(U-u,Au)X—F%(Au,U—U)X
= %(Av—Au,v—u)XjL(Au,v—u)X
> (Au,v — u)x.
Asadar,
%(Av, V)x — %(Au, Wx > (Au,v — )y, (8)

Sumand (9) si (10) obtinem
Y(v) —(u) > (Au+g,v—u)x Yove X.
Deci f € 0p(u).
Prin urmare,
Au~+ 0p(u) C oY (u).
Sa demonstram acum incluziunea inversa
OY(u) C Au+ dp(u).
Fie f € 0¢(u).
%(AU,U)X + o(v) — %(Au,u)x —pu) > (f,v—u)xy YveX.
Fiew € X sit € (0,1). Punand v = u + t(w — u) si utilizand convexitatea lui ¢

obtinem

%tQ(A(w ), w — ) x + H(Au, w — u)x + () — p(w)) > tf,w — u)x.

impér@im prin ¢ gi trecem la limita cand ¢ — 0. Obtinem
(Au7w - U)X + QO(U)) - SO(U’) > (fvw - u)X;

de unde
p(w) = p(u) > (f — Au,w — u)x.
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Deoarece w € X era un element arbitrar al lui X, obtinem
f— Au € 0p(u).
Utilizand cele doua incluziuni obtinute, deducem ca

OY(u) = Au+ 0p(u).

Exercitiul 2. Fie K ¢ X, K # () inchis, convex si Px : X — K operatorul de
proiectie pe K. Fie > 0 si functionala G, : X — R definita prin

1
Gu(u) = ﬂHU — Pxul|% Vu € X.

Atunci G, este Gateaux diferentiabila si
1

VG, (u) = ;(u — Pgu) Yu € X.
Fie G, : X — R operatorul
1
Gu(u) = ;(u — Pru) Yue X.

Sa evaluam
G.(v) = Gu(u) — (Gu(u),v —u)x

utilizand definitia functionalei G,, si a operatorului G,.

1 1
Gu(®) = Gulu) = (Gulw), v = u)x = 3 7flv = Prevl[ — [lu = Prullk — (= Prewv —u)x
1 1 2
= Z(U — Pkv,v — Pgv)x — ﬂ(u — Pru,u — Pgu)x — ﬂ(u — Pru,v—u)x
1
= E[H(U - u) - (PKU - PKU)Hg( + Q(PKU - U,PKU - PKU>X]

Prin urmare, folosind inegalitatea de caracterizare a proiectiei (vezi primul curs) de-

ducem ca
Gu(v) = Gu(u) = (Gulw),v —u)x Vu € X,
De asemenea, prin calcule elementare obtinem

Gu(v) = Gulu) = (Gulu),v = u)x

1 , 1 , 1
= —|lv —u||x — =—||Pxv — Prullx — —(Prv — v, Pru— Pgv)x.
2MH 1% 2#” Ix u( )

Prin urmare,

Gu(v) = Gu(u) = (Gulu),v —u)x < %Hv —ullx Vu,veEX.
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Am obtinut agadar,
1
0 < Gu(v) = Gulu) = (Gulu),v —u)x < ﬂ“v —ull%,

pentru orice u,v € X.

Deci
Gu(uttv) —Gu(u)  (Gu(u),u+tv—u)

t t
Trecand la limitu a cand ¢ — 0 si aplicand criteriul clestelui gasim
. Gulu+tv) — G, (u)
1 M [ — )
lim t (Gulv).0)x
Prin urmare, G, este diferentiabila Gateaux si

VG, = G,.

0<

X t
< §||U||§(
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Curs 10

Tematica: inegalitati variationale de tipul II; aplicatii

Fie X un spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar (-,-)x si norma || - ||x. Con-
sideram o submultime K C X, un operator A : K — X, o functie 7 : K — R i un
element f € X.
Ne propunem sa rezolvam problema gasirii unui element v astfel incat

ve K, (Au,v—u)x +j)—ju) > (f,v—u)x VYVvekK. (1)

O inegalitate variationala eliptica de forma (1) se numeste inegalitate variationala elip-

tica de speta a doua.

Pentru studiul inegalitatii (1) consideram urmatoarele ipoteze:

(H1) K este o submultime nevida inchisa convexa a lui X;
(H2) A: K — X este un operator tare monoton (de rang m) si Lipschitz (de rang M)
(H3) j: K — R este o functionala convexa gi inferior semicontinua.

Teorema 1. Fie X un spatiu Hilbert si presupunem ca au loc ipotezele (H1)-(H3).
Atunci, pentru orice f € X, inegalitatea variationald (1) are o unica solutie.

Lema 2. Fie X un spativ Hilbert, K C X o submulfime nevida, inchisa si convexa a
lui X, a: X x X = R o forma biliniara continua, simetrica si X-eliptica si j: K — R
o functie convexa si inferior semicontinud. Atunci, pentru orice f € X, existd un unic
element u € K astfel incat

a(u,v—u)+j) —j(u) > (f,v—u)x VveK.

DEMONSTRATIE. Ind. Fie functionala
1
J:K—=R Jw)= Ea(v,v) — (f,v)v.
Un element v € K verifica

a(u,v —u)+j)—ju) > (fv—u)x VveK
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daca si numai daca
J(u) < J(v) Vv e K.
In plus, J are un unic minim in K. Prin urmare exista un unic element u € K astfel
incat
a(u,v —u) +j(v) —j(u) = (fv—u)x VveK,
u fiind unicul punct de minim al lui J in K. Pentru detalii de demonstratie a se vedea
paginile 30-31 in [50]. O

Lema 3. Admitem ipotezele (H1) si (H3). Atunci, pentru fiecare f € X existd un
unic element u astfel incat
ue K, (wv—u)x+jw) —ju) =(fv-u)x Vvek. (2)

Mai mult, dacd uy i uy sunt solutii ale inegalitatii (2) pentru f = f1 € X si f = fo €
X, respectiv, atunci
lur — wo|lx < [[f1 = follx-

DEMONSTRATIE. Prima parte a aceste leme este o consecintta directa a Lemei 2.
Mai departe, fie fi, fo € X §i uy,us € K astfel incat
(ur, v —ur)x +j(v) — j(w) > (f,v —w)x VveK. (3)
(ug,v —ug)x +j(v) —j(uz) > (fyv—ug)x Vv eK. (4)
Luand v = up in (3) si v = uy 1n (4) si adunand inegalitatile obtinute gasim
[[ur — ual|x < (fi — f2,u1 — u2)x,

ceea ce implica
Jur —usl|x < || f1 — follx-

Lema 3 ne permite sa introducem urmatoarea definitie.

Definitia 4. Fie X un spatiu Hilbert, K C X o submultime nevida, inchisa si convexa
alui X sij: K — R o functie convexa gi inferior semicontinua. Atunci, pentru fiecare
f € X, solutia u a inegalitatii variationale (2) se numeste element proximal in raport
cu j, notat cu prox; f. Operatorul prox; f : X — K definit prin f +— prox; f se
numeste operator de proximitate al functiei j.

Observdm cd Lema 3 spune ca operatorul prox; este nonexpansiv, adica

|prox;fi — proz;follx < |[Ifi — fallx YV fi, o€ X (5)

111



In final, remarcam ca daca K este o submultime nevida, inchisa si convexa a lui X,
putem considera operatorul proximal al functiei zero pe K, notat prox,. Din definitia

anterioara rezulta ca u = prox, f daca gi numai daca
veK (wv—u)x > (fiv—u)x YveK.

Mai mult, prox;, = Pk, unde Pk este operatorul de proiectie pe K.

Putem oferi acum demonstratia Teoremei 77.

DEMONSTRATIE. Fie f € X si fie p > 0. Cum pj : K — R este o funtie convexa

si i.s.c., putem defini un operator S, : K — K prin
S,(v) = proz,j(pf — pAv+v) Vv e K. (6)
Mai mult, utilizand (6) si (5) gasim
|Spu — Syv]|x < ||[(u—wv) = p(Au — Av)| x Vu,ve K.
Fie p € (0, 212).
1Syu— Syellx < k(o) lu—ovllx  Vu,ve K,

unde k(p) = (1 — 2pm + p*M?)2 € (0,1).

In continuare, utilizam Teorema lui Banach de punct fix pentru a vedea ca exista
u € K astfel incat

Syu = prox,;(pf — pAu+u).
Din Definitia 4 obtinem

(u,v —u)x + pj(v) — pj(u) = (pf — pAu+u,v —u)x Vv eEK,
adica,
pl(Au,v —u)x + j(v) —j(u)] > p(f,v—u)x VYVveK.

Cum p > 0, deducem din inegalitatea de mai sus ca u, unicul punct fix al lui S,, este
o solutiei a inegalitatii variationale (1), ceea ce demonstreaza partea de existenta a
teoremei.

Pentru a arata unicitatea, presupunem ca ui,us € K sunt doua solutii ale inega-
litatii 1. Atunci,

(Aug,v —uy)x +7(v) —
(Aug, v —ug)x + j7(v) —

jlur) > (f,v—u)x VveK,
Jlug) > (f,v—ug)x VoveK.
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Luand v = us in prima inegalitate, v = u; In a doua inegalitate si adunand relatiile
obtinute, gasim
(Au1 — A’UQ, Uy — u2)X S 0.

Din aceasta inegalitate si faptul ca A este tare monoton gasim wu; = wus, ceea ce
demonstreaza gi unicitatea solutiei. U
Aplicatii

Fie problema la limita.

PROBLEMA 46. Sa se determine u : 2 — R astfel incat

—Au = f inQ, (7)
u=20 pel, (8)
ou ou U
< g = = —g— 1 r
51 < 0. G =~ dacdu £ 0, peTa )

unde Q € RN, (N > 1) un domeniu mdrginit, cu frontiera netedd, f € L*(Q2), g > 0

este o constanta, iar I'1, Ty, o partitie a lui I astfel incat |I'1] > 0.

Amintim ca numim solutie in sens slab pentru Problema 46 o functie u € V' ce

verifica inegalitatea

/Vu-(Vv—Vu)dx+j(v)—j(u)2/f’yvdx Yo e V.
0 0

unde j : V = R, j(v) = [, glyvl|dl.
V={ve H(Q)|yv =0 a.p.t. pel}}.
Teorema 5. Problema 46 are o unica solutie slaba

DEMONSTRATIE. Verificam ipotezele Teoremei 1.
Operatorul A:V — V,

(Au,v)V:/VuVde
Q

este operator tare monoton si Lipschitz.

In plus, functionala 5 : V — R,

ﬂmz/mwm‘
1)

este convexa si inferior semicontinua. Intr-adevar, convexitatea lui j rezulta usor,

aplicand definitia functiei convexe. Ne propunem acum sa aratam ca j este inferior
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semicontinua. Pentru aceasta, vom arata caj este continua, folosind criteriul lui Heine.

Fie (v,), C V un sir astfel incat v, — v in V cand n — oco. Aratam ca j(v,) — j(v)

m R cand n — oo.

() — () gl va|dT / gly vldT| = | / g(1yval — [y )T
2 I Iy

| =]
r
< [ ghoa=ular = [ g, - o)jar
PQ F2
~ [ Fhe, —var.
I
unde F' € L3(T'y), F(x) = g a.p.t. pe I'y. Atunci

17 (vn) = ()| = (F,7(vn — ) 2ra) < | F |22y 11700 — 0)| 2200y
< gV IDa| [[7(vn — v)|e2r) < 9V IT2| cor | (Vn — ) |E1(0)
<gv |F2| Ctr Cp ”(Un - U)lV'

Aplicand criteriul clegtelui gasim ca
’j(vn) - j(U)’ - 07

deci j este continua. Prin urmare, este j inferior semicontinua.

U

Remarca 6. Se poate demonstra usor ca j este seminorma marginita. Prin urmare

j este continua.

Fie problema la limita.

PROBLEMA 47. Sa se determine u : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1),

(0] < 9.0/(1) = ~g g daca u(1) £0

unde f € L*(0,1) si g > 0.

V ={ve H'0,1)]v(0) = 0}.

(10)
(11)

(12)
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Fie

1
A:V—>V(Auv)v—/ u'v'dx (13)

fev, (fiuv —/ fudz (14)
J V. — mathbbR, j(v) = glv(1)]. (15)

Numim solutie in sens slab pentru Problema 47 o functie u € K ce verifica
(Au,v —u)y +5(v) —j(u) > (f,o—u)y YoeV (16)
unde a, j si f sunt definite in (13), (15) si (14).

Teorema 7. Problema 47 are o unica solutie in sens slab, in sensul introdus anterior.

DEMONSTRATIE. Verificam ipotezele Teoremei 1.
Operatorul A:V — V,

1
(Au,v)y = / u'v'dx
0
este operator tare monoton si Lipschitz.

In plus, functionala 5 : V — R,

j(v) = glv(1)|

este convexa si continua (deci si inferior semicontinua). Intr-adevar, convexitatea lui
j rezulta usor, aplicand proprietatile modulului.

Ne propunem acum sa aratam ca j este continua.

Fie (v,), C V un sir astfel incat v, — vin V cand n — oco. Aratam ca j(v,) — j(v)
in R cand n — oo.

Utilizand teorema de scufundare a Iui H'(0,1) in C([0,1]) precum si o inegalitate
de tip Poincaré obtinem

i (vn) =i ()| < gcCyl[(vn —v)llv.
Aplicand criteriul clestelui gasim ca
i (va) = j(v)| = 0,

deci j este continua. O
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Seminar 10

Fie X un spatiu Hilbert, A un operator tare monoton (m) si Lipschitz (M), j
functionala convexa si Gateaux diferentiabila (deci si inferior semicontinua) si f € X.
Consideram problema variationala: Sa se determine u € X astfel incat

(Py) (Au,v—u)x +j(v) — j(u) > (f,v—u)x YvelX.

Fie u solutia unica a lui (P,).

jw)—jw) > (f —Au,v—u)xy YveX

Prin urmare

f— Au € 0j(u).

Deoarece j functionala convexa si Gateaux diferentiabila,

9j(u) = {Vj(u)}-

Prin urmare,

f—Au = Vj(u).

Asadar, daca u verifica

J() —j(u) > (f — Au,v —u)x Yo e X

atunci
Au+ Vij(u) = f.
Dar si invers
daca u verifica ecuatia
Au+Vj(u) = f,

atunci
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f—=Au € dj(u) ={Vj(u)}.
Deci
j) = i) = (f — Au,v —u)x

si de aici

(Au,v —u)x +j(v) —j(u) > (fv—u)x YveX.

Concluzie: daca j functionala convexa si Gateaux diferentiabila, atunci inegalitatea
variationala de speta a doua

(Au,v —u)x +j(v) —ju) > (fv—u)x YveX
este echivalenta cu ecuatia (posibil neliniara)

Au+ Vij(u) = f.

Consideram acum inegalitatea variationala
UEKa (AU,U—U)X+j<U)—j(U)Z(fﬂ}—u)x Vve K

in cazul cand K = X.

In ceea ce urmeaza vom presupune ca A: X — X, j: X — Rgi f € X sunt dati
si consideram problema gasirii unui element u € X astfel incat

ve X, (Au,v—u)x+jw)—ju) > (f,v—u)x VvelX. (1)

Fie p > 0 un parametru. Presupunem de asemenea ca exista o familie de functionale
(J,) ce satisface
(a) j, : X — R este o functie convexa diferentiabila Gateaux pentru fiecare p > 0;
(b) Vj,: X — X este un operator Lipschitz pentru fiecare p > 0.
c) Exista F : Ry — R, astfel incat

(cl) |7,(v) —j(w)| < F(p) Vv € X, pentru fiecare p > 0;

(c2) lim, o F'(p) = 0.

Pentru fiecare p > 0 consideram problema gasirii unui element u, astfel incat

Auy, + vjp(up) =f. (2)

Avem urmatorul rezultat de existenta, unicitate si convergenta.
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Teorema 1. Fie X un spatiu Hilbert. Presupunem ca A : X — X este un operator
tare monoton si Lipschitz, j : X — R, (j,) este o familie de functionale ce verifica
ipotezele (a)-(c) si f € X. Atunci:

(1) pentru fiecare p > 0 exista un unic element u, ce verifica ecuatia neliniara (2);
(2) existd un unic element u ce verifica inegalitatea variationald (1);

(3) solutia u, a ecuatiei neliniare (2) converge tare la solutia v din (1), adica

u, = u cand p — 0.
Detalii pot fi gasite in [50].

Consideram problema
(P?) (Auy,v—u,)x + j,(v) — jo(u) > (f,o—wu,)x YveX.
Admitem ca j, : X — R este convexa, i.s.c. , A: X — X este operator tare monoton
si Lipschitz. In plus, admitem ca exista F': R, — R, astfel incat
([p) |jp(U)—j(U)§F(p) VU€X7p>O
lim,_,o F'(p) = 0.

Admitem ca pentru A : X — X tare monoton si Lipschitz si 7 : X — R convexa, i.s.c.
problema

(Fo) (Au,v —u)x +j(v) = j(u) = (fiov—u)x YweX
are solutie unica.

Atunci

u, — uin X cand p — 0.

Intr-adevar.

(Aup, v —up)x +Jp(v) = Jplup) = (f,v —up)x Vo eX (3)
(Au,v —u)x +j(v) —ju) > (f,v—u)x Vv e X. (4)
Punand v = v in (3) si v = u, in (4) si sumand relatiile obtinute obtinem

(Au, — Au,up, —u)x < jp(u) — jlu) — (p(u, — j(u,)
< [dp(w) = j(w)| + |jp(up — 5 (u,)]
< 2F(p).

Cum A este tare monoton,

mallu— % < 2F(p).
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Deducem de aici ca
u, —uin X cand p — 0.
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Curs 11

Tematica: inegalitati cvasivariationale; aplicatii

Inegalitatile pe care le vom studia in acest curs sunt guvernate de o bifunctionala
j ce depinde de solutie. Asadar, fie X un spatiu Hilbert, K C X o submultime nevida
inchisa si convexa, un operator A : K — X, o bifunctionala j : K x K — R gi un
element f € X, consideram problema gasirii unui elent u astfel incat

ue K, (Au,v—u)x +j(u,v) —j(u,u) > (f,v—u)x VoveK. (1)

O problema de forma (1) se numeste inegalitate eliptica cvasivariationald.

Studiul acestei inegalitati se poate face cu doua metode.

e Metoda 1: argument Banach
Admitem urmatoarele ipoteze pentru bifunctionala j.

j: KxK—R si )
(a) pentru fiecare n € X, j(n,-) : K — R este convexa si i.s.c.
(b) exista a > 0 astfel incat (2)
31 v2) = (1, v1) + 5(02, v1) — J(n2, v2)
< alflm = mllxllvi —vallx - Vm, n2, v1, 02 € K )

Primul rezultat este urmatorul.

Teorema 1. Fie X un spativ Hilbert si presupunem ca operatorul A : X — X
este tare monoton si Lipschitz. Presupunem de asemenea ca (2) are loc si,
mai mult, m > «, unde m este constanta din definitia de tare monotonie a
lui A. Atunci, pentru fiecare f € X, inegalitatea eliptica cvasivariationald (1)

are solutie unica.

Demonstratia Teoremei 1 va fi realizata in mai multi pagi. Presupunem
in ceea ce urmeaza ca (2) are loc, A este tare monoton si Lipschitz si fie f €

X. Pentru primul pas, pentru fiecare n € K consideram problema auxiliara
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ce consta In gasirea unui element u, € K ce verifica inegalitatea eliptica

variationala

(Aun7v_uﬁ)x+j(nvv)_j<7]7u71)Z(fvv_uﬁ)x Vv e K. (3)

Avem urmatorul rezultat de existenta si unicitate.

Lema 2. Pentru fiecare n € K exista o unica solutie u, € K a inegalitatii

(3).
In continuare, considerfm operatorul A : K — K definit prin
An=u, Vnek, (4)

unde u,, € K este unica solutie din (3), garantata de Lema 2. Avem urmatorul
rezultat de punct fix.

Lema 3. Daca m > « atunci A are un unic punct fir n* € K.

DEMONSTRATIE. Fie 1y, 7y € K si fie w; solutia lui (3) pentru n = n;,

adica u; = u,,, © = 1,2. Avem

(Aup,v —uy)x +j(m,v) —j(m,wr) > (f,v —u)x VoveX,
(Aug, v —ug)x + j(n2,v) — j(ne,uz) > (f,v —uz)x Vv e X.

Luam v = us In prima inegalitate, v = u; In a doua inegalitate si adunand
relatiile obtinute gasim

(Aul — Aug,uy — uz)X < j(Th,Uz) - j(Thﬂh) +j(7]27u1) - j(ﬁmuz)-

Utilizam acum proprietatile (1)(b) si cea de tare monotonie ale lui A si, res-

pectiv, 7, pentru a vedea ca
Q@
_ < = — . 5
Jur — ualx < m [ — mellx (5)

Cum m > « inegalitatea (5) ne spune ca operatorul A dat de (4) este o
contractie pe spatiul X gi, prin urmare, Lemma 3 rezulta din Teorema lui
Banach de punct fix. O

Suntem in masura acum sa prezentam demonstratia Teoremei 1.
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DEMONSTRATIE. Fie n* punctul fix al operatorului A obtinut in Lema
3. Cum n* = An* = u,~ din relatia (3) rezulta ca n* este o solutie a inega-
litatii variationale (1). Prin urmare, partea de existenta a demonstratiei este
incheiata.

Acum, fie u o solutie pentru (1) si fie n = u. Rezulta ca u este o solutie a
inegalitatii variationale (3) si, cum din Lema 2 aceasta inegalitate are o unica
solutie u,, avem u = w,. Aceasta egalitate arata ca n = w,, si, tinand cont
de definitia (4) a operatorului A deducem ca n = An. Cum operatorul A are
un unic punct fix, notat n*, gasim ca n = n*, ceea ce arata ca u = n*, si cu
aceasta se incheie demonstratia unicitatii. O

Metoda 2: argument Schauder
In aceasta noua abordare admitem urmatoarele ipoteze: X spatiu Hilbert,
A operator tare monoton si Lipschitz, K C X submultime convexa si inchisa

astfel incat Ox € K, si in plus,

Vn € K, aplicatia v — j(n,v) : K — R este
estefunctieconvexaj(n,v) > 0 Vv € K si j(n,0x) = 0.

Pentru orice siruri {n,} C K si {u,} C K astfel incat
N —1n € X, u, = u € X sipentru oricare v € K, (7)

i sup [5(1n, v) — 5 (1, un)] < 5(0,0) — 5(n,u).

n—oo

Teorema 4. In ipotezele anuntate anterior, pentru oricare f € X inegalitatea

cvasivariationala (1) are cel putin o solutie.

Lema 5. [[50]/ Pentru oricare n € X, inegalitatea (3) are o unica solutie
u, € X. In plus,

1
gl < — (1 fllx + 140x[|x)- (8)

Lema 6. [[50]] Operatorul A : X — X este slab continuu, i.e. n, —n in X
implica An, — An in X.

Lema 7. [[50]/ Operatorul A : X — X este complet continuu i.e. 1, — 1 in
X implies An,, — An in X.
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Lema 8. [[50]/ Operatorul A este compact, i.e. este continuu si duce multimi

marginite in multimi relativ compacte.

DEMONSTRATIA TEOREMEI 4. Fie f € X si

1
K={veX:|ullx < —(fllx+[A0x]x) }.

K este o submultime nevida inchisa convexa a lui X.

Fie A operatorul introdus in (4).

Din Lema 5 rezulta ca An € K pentru oricare n € X. Prin urmare, putem
considera restrictia la K, A : K — K.

Potrivit Lemei 8, operatorul A este compact. Prin urmare putem utiliza

Teorema Schauder pentru a deduce ca exista cel putin un n* € K astfel incat
An* =n*.

Din definitia lui A (4) rezulta ca w,~ = n* si scriind (3) pentru n = n*,
observam ca n* este o solutie a inegalitatii (1). O

Teoremele 1 si 7?7 furnizeaza rezultate de existenta in studiul inegalitatilor
cvasivariationale eliptice. Primul rezultat este si un rezultat de unicitate, dar
se impune o ipoteza de micime. Al doilea rezultat nu utilizeaza o ipoteza de
micime dar afirma doar existenta solutiei. Studiul unicitatii poate fi realizat
doar sub ipoteze suplimentare.

Pentru detalii a se consulta [50].

Aplicatie
Fie problema la limita.

PROBLEMA 48.

—Au=f1inQQ, 9)
u=20 pely, (10)
ou
Ev h pe 'y (11)
ou ou u
< — == — 1 r 12
|81/| _g(|U|), v g(|u’)|u‘ d(LCCLU#O, pe 13, ( )

unde f € L*(Q), h € L*(T), g : R — Ry o functie Lipschitz data iar T este
partitionata in I'1, Ty, T's, [I'1] > 0.
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Numim solutie in sens slab pentru Problema 48 o functie u € V' ce verifica

/QVU-V(v—u)dx—l—/F g(|7u|)(hv|—]7u|)dFZ/Qf(v—u)dx, Vv e V.

Teorema 9. Daca Lgctrép < 1 atunci Problema 48 are o unica solutie slaba.

DEMONSTRATIE. Ind. Verificam ipotezele Teoremei 1.
Notam ca relatia integrala

/QVU V(v —u)dx +/ g(|yu))(|yv] = |yul) dT > /Qf (v—u)dx, YveV
este echivalenta cu inegalitatFeQa cvasivariationala
(Au,v —u)y + j(u,v) — j(u,u) > (f,v —u) YveV, (13)
unde
V={ve H(Q)|yv =0 ap.t. pel}
AV =V, (Au,v)y = /QVu~Vvdx
JiV XV R o) = [ g(ubleldr

1)
si

Fev, (Fop = /vad:v.

V' este spatiu Hilbert, A este operator tare monoton si Lipschitz. Pot lua m =

M = 1. Verificam ipotezele pentru bifunctionala j. Pot lua a = Lgctré p. U
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Fie X un spatiu Hilbert, A operator tare monoton si Lipschitz si j o bifunctionala
ce verifica ipotezele:
J: XxX =R i
(a) pentru fiecare n € X, j(n,-) este convexa i i.s.c. in X.

(b) exista a > 0 astfel incat

J(m,ve) — j(m,vr) + j(ne,v1) — (02, v2)
<alm—nllxllvi —v2llx Vi, n2, v, v2 € X. )

Fie problema
(P) (Au,v —u)x +j(u,v) —jlu,u) > (f,v—u)x Ve X.
Fie u solutia unica a lui (P,).
Ju,v) —j(u,u) > (f — Au,v —u)x Yo € X.

Sa presupunem ca Vn € X, j(n,-) este diferentiabila Gateaux.

Atunci
f — Au = v?j(“? u)

echivalent cu
Au+ Vaoj(u,u) = f.

Si invers, daca u verifica

Au+ Voj(u,u) = f

atunci

f—Au=Vqj(u,u)
Presupunand ca Vn € X, j(n,-) este diferentiabila Gateaux,

f—Au € 055 (u,u)

deci
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Jjlu,v) = j(u,u) > (f — Au,v —u)x Yo € X.
Asadar, in acest caz special de diferentiabilitate Gateaux, inegalitatea cvasivaria-

tionala este echivalenta cu o ecuatie.

Consideram problema
(P;) (Aum v = up)X + jp(um U) - jp(upa Up) > (f7 U — up)X Vv € X.

Admitem ca

j X xX SR
Vne X, j,(n, ) X =R convexa, is.c.
Ja, >0 1 Gy, v2) = Jp(mn,01) + Jp(n2,v1) = Jp(n2, v2)

< allm —mellx - [lvr —vallx Vi, m2, 01,02 € X.

(15) (0 <, <ma).

Deoarece o, < ma, deducem ca (P?) are solutie unica u, € X.
Fie v € X solutia unica a Problemei (P,).

Presupunem in ceea ce urmeaza ca

g |jp(upa up) - j(“p»“p)' < G(,O) — 0 cand P — 0

Fie u, unica solutie a problemei (P?) si u unica solutie a problemei (F,).

(1) {Up(up,v) — j(up,u)| < F(p) = 0cand p — 0

Atunci

u, —uin X cand p — 0.
Intr-adevar, fie v = u in (P?) si v = u, In (F,;). Suméand inegalitatile obtinute gasim
(Au, — Au,uy, —u)x < Jp(up, u) — Jp(u,, u,) + J(Us u,) — j(u,u)
= Jeu,up) = J(u, ) + j(up, u) = j(up, )
+ Jp(Upy u) — G (up, w) — (Gp(up, up) — j(up, up))
< alfu = up|[* + |7, (wp, ) = Geup, w) + 55 (p, ) = jttp, )]
Cum A este tare monoton,
(1 — )l = gl 2 < Lot 0) = Gt )] + 1y s ) — Gt )]
< F(p) + G(p).
Trecem la limita cand p — 0 i deducem ca

u, — uin X.
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Curs 12

Tematica:

e scurta introducere in teoria inegalitatilor hemivariationale,
variational-hemivariationale; aplicatii

e probleme neliniare guvernate de operatorul p-Laplace

Dupa cum am observat in cursurile anterioare, teoria inegalitatilor variationale
se bazeaza pe argumente precum: monotonie, convexitate, continuitate, diferentiabili-
tate. In lipsa convexitatii, problemele la limita pot conduce prin formulari variationale
la alte tipuri de inegalitati numite inegalitati hemivariationale (probleme matematice

bazate pe gradientul generalizat al lui Clarke).

In 1983 in [40] Panagiotopoulos a introdus pentru prima data inegalitatile hemi-
variationale si le-a analizat cu ajutorul derivatei directionale generalizate (gradientul
generalizat al lui Clarke,, a se vedea [14]). Lucrarea [40] a fost urmata de un numar
mare de lucrari in care multe tipuri de inegalitati hemivariationale sau variational-
hemivariationale au fost analizate in spatii infinit dimensionale; a se vedea de exemplu
9, 22, 34, 36, 37, 38, 40, 41, 42, 43, 46|.

Teoria inegalitatilor hemivariationale se aplica in mecanica neneteda si in inginerie;
mecanica contactului este o sursa foarte bogata de aplicatii pentru aceasta teorie; a se
vedea de exemplu [11, 12].

Incepem prin a prezenta cateva elemente de analiza neliniara neneteda; se vedea
de exemplu [31] si lista referintelor acestei lucrari.
Fie F un spatiu Banach reflexiv.

Definitia 1. O functie ¥ : E — R este Lipschitz pe E, daca exista k > 0 astfel incat
U (v) — V(w)| < k||lv—w|g Yv,weE.
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Definitia 2. O functic ¥ : E — R este local Lipschitz in uw € E (de rang k), daca

exista o vecinatate U a lui u si k = k(U) > 0 astfel incat
U (v) — U(w)| < k|lv—wlg Yv,weU.

O functie ¥ : £ — R este local Lipschitz pe E, daca ¥ este local Lipschitz in fiecare
uekb.

Fie ¥ : E — R o functionala local Lipschitz pe E. Gradientul generalizat Clarke
al functiei ¥ in u € F este definit astfel:

OV(u) ={¢ el : V(uv)> ((,v)pp VYveEE}

unde U°(u;v) este derivata generalizata Clarke a lui ¥ in v € E in raport cu directia
v € F, adica

U0 (u;v) = limsup lw + tvt) = W(w)

10

a se vedea pentru detalii (14, 34, 37, 38, 40, 41, 42, 43].

Y

Propozitia 3. Fie ¥ : E — R o functionala local Lipschitz in w € E (de rang k).

Atunct

(1) aplicatia v — VO(u;v) este finita, pozitiv omogena, subaditiva pe E si satisface
[0 (s )| < ko] (1)
(2) (u,v) = ¥O(u;v) este superior semicontinua.

Demonstratia Propozitiei 3 se poate gasi in [14], pagina 25; a se vedea de asemenea
[38] pagina 13.

Remarca 4. In general, daca ¥ : £ — R este local Lipschitz in u € F (de rang
k), atunci k depinde de u, k depinzand de o vecinatate U a lui u. In particular, daca
U : E — R este Lipschitz pe E, atunci, in (1), k este o constanta strict pozitiva
independenta de u deoarece putem considera U = E pentru oricare u € E.

Daca ® : E — R este o functionala convexa, vom nota cu 0®(u) subdiferentiala

lui ¢ in u, adica
00(u) ={CeE: ®)—®(u) > ((,v—u)xx, VYv€E}

Amintim ca E’ noteaza dualul lui E.
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O inegalitate de forma urmatoare

(Au,v —u) + /P h(z, u(x))j’(z, u(x);v(x) — u(xz)) dl > (v —u) Yo € F,

se numeste inegalitate hemivariationala. Pentru detalii (inclusiv aplicatii in mecanica

contactului a se consulta [11]).

Putem de asemenea intalni inegalitati de forma

(Au,v —u)xrx +(v) — j(u) + /7: h(@, ur(x))j° (2, ur(z); vr () — ur(x)) dT

> (f,v—u)x x forallve X;

sau, mai general

W(v) — W(u) + /P h(z, ur(x));i’(x, ur(x); vr(x) — ur(z)) dU > (f,v —u)x x
forallve X

Acestea se numesc inegalitati variational-hemivariationale. Pentru detalii (inclusiv

aplicatii in mecanica contactului) a se consulta de exemplu [12].

Continuam acest curs cu o discutie privind rezolvarea in sens slab a unor probleme
la limita guvernate de operatorul p—Laplace.

Amintim pentru inceput un rezultat de minimizare ce va fi util in cele ce urmeaza.

Teorema 5. Fie E un spativ Banach reflexiv si fie K C E o submultime nevida
inchisa convera a lui E. Fie ¢ : E — (—00,00| o functionala proprie (¢ # o0)
convezxa inferior semicontinua. Atunci @ este marginita inferior pe K daca una din
urmatoarele conditii este satisfacuta:

i) K este marginit;

i) @ este coerciva, i.e. p(u) — 0o cand ||ul|g — oo.

Mai mult, daca ¢ este strict convera atunci ¢ isi atinge minimul intr-un singur

punct in K.

Demonstratia se poate gasi de exemplu in [5, 50].
Consideram urmatoarea problema la limita: sa se determine u : Q — R astfel incat

—Au=f z€Q (2)
u=0 =z €099, (3)
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unde © C RY este un domeniu marginit cu frontiera neteda I' = 09, p > 2, f € L” (Q).
Operatorul

Ayu = div(||Vul[P~2Vu)

se numeste operator p—Laplace.

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie slaba pentru problema (2)-(3) si
sa studiem apoi existenta si unicitatea acesteia.

Fie u o functie suficient de neteda ce verifica (2)-(3).

Consideram W, (Q) drept spatiu al functiilor test.

Notam ca pentru oricare v € WH?(Q),
/div(HVu]|”_2Vu)vdx - / 1Vau)p-22%p ar —/ Va2V - Vo de.
Q T ov Q
Prin urmare, pentru oricare v € W, (1),
/ div(||Vu||P*Vu)v dx = —/ [Vul|P~2Vu - Vv da. (4)
Q Q
Fie v € W,?(Q). Din (2) obtinem
—/ div(||Vul[P*Vu)v dr = / fvdx.
Q 0

Utilizand acum (4) obtinem

/Q |Vul[P2Vu - Vodr = /va dz Vv € WP (Q).

Definitia 6. Numim solutie slaba pentru problema (2)-(3) o functie u € W,(Q)

ce verifica

/Q |Vul|P~*Vu - Vodr = /va dr v e W,P(Q). (5)

Teorema 7. Fiep > 2 si f € LY (). Atunci problema (2)-(3) are o unica solutie.

DEMONSTRATIE. Fie functionala .J : W, ?(Q) — R,

J(U):%/QHVU(w)dex—/vadx.

Functionala J este strict convexa si coerciva ( lim J(u) = 00).
llully 1.0 o) =00
Wy P (@)
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Functionala J este diferentiabila Gateaux. Gradientul Gateaux notat cu V.J(u),

verifica urmatoarea relatie.

(V0,0 -y = [ IVa@IP*Tule) To(oydo [ fods vu,o € Win(@);
Q Q
(6)
in plus,
J() = J(u) = (VJ(u),v — u)W—LP’(Q),WOl’p(Q) Vu,v € Wy(9). (7)
iii) Functionala .J este slab inferior semicontinua pe W, (£2).
Observam cau € Wy (Q) verifica (5) daca si numai daca (V.J (u), U)W_L,,/(Q)Wol,pm) =
0 for all v € WP (9).
Din (7) rezulta ca daca
(VJ(U)7U)W—LP’(Q),WOI”’(Q) =0 YueW;"(Q)
atunci
J(v) > J(u)Vv € WyP(Q).
Dar si invers, daca J(v) > J(u) for all v € W, () atunci
(VJ(u), U)W*LP'(Q),WOLP(Q) =0

for all v € W, (). Intr-adevar, deoarece

J(u+tv) — J(u)

limy o ¢ = (V‘](u)v’U)W*LP’(QLWOLP(Q)?
cum
J(u+tv) — J(u) > 0Vt € R,
rezulta ca
(VJ(u),v)W,l,p/(Q)Wol,p(Q) >0dacat >0
si

(VJ(u),U)W,l,p/(g),wg,p(m < 0 daca t < 0.

Prin urmare,
(V‘]<u)7’U)W*LP’(Q),WOLP(Q) =0Vv e Wol’p(Q)-

Am aratat ca u € W, () este solutie slaba pentru problema (2)-(3) daca si numai
daca u minimizeaza functionala J pe Wy”(Q).

In acord cu rezultatul de minimizare amintit la inceputul cursului, cum J este
functionala proprie strict convexa coerciva si inferior semicontinua deducem ca J are
un unic punct de minim in W, (€2).

O
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Studiul prezentat poate fi completat lecturand de exemplu [30].

TEMA Studiati rezolvarea in sens variational (in sens slab) a urmatoarei probleme

la limita:
—div([|Vu(z)|P~*Vu(z)) = fo(z) in Q, (8)
u(x) =0 on I'y, (9)
IVu(@)|["~*0yu(x) = fa(x) on Iy, (10)
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Seminar 12

Exercitiul 1. Fie X = W,"(Q),cup>2si QCRY, N > 2.
Consideram functionala f : X — R definita prin

f(v) = % / Vo] Pdz.

Aratati ca f este diferentiabila Gateaux.

Pentru a arata ca f este diferentiabila Gateaux, trebuie sa aratam ca exista V f (u) €
X astfel incat

Vom calcula aceasta limita, tinand cont de definitia lui f.

flutto) = flu) _ 1 olIV(utto)fPde — [, [[VulPdz

lim
=0 t t=0 p t
_ 1 JoUIV(u+t)[|P — [|Vu|[P)dx
= — lim .
P t—=0 t

Introducem functionala ¢ : R — R prin
p(t) = [IV(u+to)[".

Putem scrie ¢ sub forma
olt) = [(M) R (‘9(272”))]

Atunci

N
, _ J(u+ sv) Ov
# ) = PVt syl S0 AL 00

=1
= p||V(u+ s0)|[P2V(u + sv) - V.

Deci derivata in punctul zero va fi

©'(0) = p||Vul|P"*Vu - V.
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Fie t € R. Din teorema cresterilor finite a lui Lagrange stim ca exista ¢ intre 0 si ¢
astfel incat

Deci
|V (u+ to)|[P — [|Vul[?
t

=[p||V(u + cv)|[P72V (u + cv) - V|
< pl|V (u+t0)|[P72|V (u 4 cv)|[||[Vo]| = pl|V (u+ cv)| [P~ Vo]].

Prin urmare,

lim fluxtv) = f(u) = 1/pHVuHPIVu - Vudz.
D Ja

t—0 t
Cum aplicatia

1
v~—>—/p||Vu||p_1Vu~Vvdx
D Ja

este liniara gi continua, din Teorema de reprezentare a lui Riesz obtinem ca exista un

element pe care il notam V f(u) astfel incat
1
1_9/P||VU||”_1VU -Vodr = (Vf(u),v)x x.
Q

Agadar, f este diferentiabila Gateaux.

Exercitiul 2. Fie spatiul
X={veW"(@Q) : yv=0apt. pel}.

Consideram functia f: X — R,
1
flo) =+ [ popar,
D Jaa

Studiati diferentiabilitatea Gateaux pentru f.

Pentru a arata ca f este diferentiabila Gateaux, trebuie sa aratam ca exista V f(u) €

X astfel incat
- fluttv) — flu)
lim t — (Vf(u),v)x.
Vom calcula aceasta limita, tinand cont de definitia lui f.

g SO0 Ly [ P =l
09 t

lim

t—0 t p t—=0

Introducem functionala ¢ : R — R prin

o(t) = |yu + tyv]P.
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Atunci

@' (t) = plyu + tyoP 2 (yu + tyv).

Deci derivata in punctul zero va fi

#'(0) = plyul~yuyv.
Fie t € R. Din teorema cresterilor finite a lui Lagrange stim ca exista ¢ intre 0 si ¢
astfel incat

Deci
[yu + tyol” = |yul?

" =p|yu + cv|P2|yu + cvlyw.

Prin urmare,

o Jt ) = f(w)

— p—2
lim : plyu + cvlP~ | yu + cvlyw.

Cum aplicatia
v / plyu + cvlP?yu + cvlyvdl
00

este liniara si continua, din Teorema de reprezentare a lui Riesz obtinem ca exista un

element pe care il notam V f(u) astfel incat

/ plyu 4 cvlP2yu + cvlyv = (Vf(u), V)x7 x-
o0

Asadar, f este diferentiabila Gateaux.

Exercitiul 3. Fie functia f: X — R,

fv) = / p(yv)dl,

o0
unde ¢ este convexa sgi pozitiva. Aratati ca f este convexa.

Fie u,v € X gi t € [0, 1].

f((1=tu+tv) = /39 o((1 = t)yu + tyv)dl’

<11 / plur +4 / oy
— (1= 0)f(u) + £ (v).

Deci f este convexa.
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Curs 13

Tematica: probleme variationale mixte (I)

Consideram urmatoarea problema variationala mixta abstracta.

PROBLEMA 49. Dat f € X, f # Ox, sa se determine (u,\) € X x Y astfel incat
AeAu) CY si

a(u,v) +b(v,A) = (f, v)x Ve X, (1)
b(u, p— ) < 0 Ve Au). (2)

Studiem aceasta problema in ipotezele urmatoare:
Ipoteza 1. (X, (-, )x,| - |lx)si (Y,(-)v,]| - ||y) sunt doua spatii Hilbert.

Ipoteza 2. af(-, -) : X x X — R este forma simetrica, biliniara astfel incat
(01)3 Mo > 0 a(u, v)| < Mallullx|[vlx  Yu,ve X,
(i2)3mg > 0: a(v,v) > mg|v]|% Vv e X.

Ipoteza 3. b(-, -) : X XY — R este o forma biliniara astfel incat

()3 My > 0 [b(v, p)] < Mylollxllully Vo€ X, peY,

b
(j2)3a>0: inf sup b ) > .

nevudy vexozox [[0llx|lully
Ipoteza 4. Pentru fiecare ¢ € X, A(p) este o submultime convexa inchisa a lui Y
astfel incat Oy € A(p).

Ipoteza 5. Fie (n,), C X si (u,), C X doua siruri slab convergente 7, — 1 in X
si u, — win X, cand n — oo.

(k1) Pentru fiecare p € A(n), exista un sir (u,), C Y astfel incat p,, € A(n,) si

liminf,, oo b(wy, t, — @) > 0.

(ko) Pentru fiecare subsir (A(n,/)), al sirului (A(n,)),, daca (fy ) C
Y astfel incat
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foy € A(npy) 81 py = pin'Y cand n’ — oo, atunci p € A(n).
Consideram urmatoarele submultimi.
mq + M,

1
Ky ={ve X|[]vllx < m—aHfo}; Ky ={peY|lully < a—maHfHX}’ (3)

mq, « si M, fiind constantele ce apar in Ipotezele 2-3.

Teorema 6. In ipotezele 1-5, Problema 49 are cel putin o solutie. In plus, daca
(u,\) € X x A(u) este o solutie a Problemei 49, atunci

(u, A) € K1 x (A(u) N K>). (4)

DEMONSTRATIE. Pasul 1. Consideram urmatoarea problema auxiliara.

PROBLEMA 50. Fie f € X, [ # Ox sin € X. Sa se determine u,, € X si A\, €
A(n) C Y astfel incat

a(uy,v) +b(v,\,) = (f,v)x for allv € X, (5)

by, pr — Ap) < 0 for all ;€ A(n). (6)

Asociem Problemei 50 urmatoarea functionala.

L,: X xAn) =R, L,(v, p) = %a(v,v) — (f,v)x + b(v, ). (7)

(uy, Ay) este o solutie of Problem 50 daca si numai daca este solutie pentru urma-
toarea problema de punct sa.

PROBLEMA 51. Sa se determine u, € X si A, € A(n) astfel incat

Ly (wy, pr) < Ly(uy, \y) < Ly(v, Ay) Yve X, pe An),

unde £, este functionala definita in (7).
Justificam in continuare ca Problema 51 are cel putin o solutie. Pentru aceasta

avem nevoie de urmatoarea teorema.

Teorema 7. [a se vedea [15], p.176] Presupunem ca
(i) AC X st BCY sunt doua submultimi nevide inchise convexe ale spatiilor
Hilbert X s1Y;
(ii) Yu € B aplicatia v — L(v, p) este o functionala convexa si inferior semicon-
tinua,

(i11) Yv € A aplicatia u — L(v, u) este concava si superior semicontinua
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In plus, presupunem ca:

o A este marginita, sau exista py € B astfel incat ol lim Aﬁ(v,uo) = 00,
V|| x —00,veE

St

e B este marginit, sau lim inf L(v, p) = —o0.

lully —oo,peB veA
Atunci L are cel putin un punct sa in A X B.

Avem nevoie de urmatoarea definitie.

Definitia 8.  Fie A and B doua multimi nevide. O pereche (u, \) € A x B se
numeste punct sa al functionalei £ : A x B — R daca si numai daca

L(u, 1) < L(u, \) < L(v, \) V(v, p) € Ax B.

In acord cu Ipoteza 4, Oy € A(n).

Din (is) in Ipoteza 2 deducem ca lim  L,(v, Oy) = oo.
[[v]| x =00 weX

Daca A(n) este nemarginit, fie u € A(n) si fie u, € X unica solutie a ecuatiei
a(uy,v) +b(v, p) = (f,v)x Vv e X, (8)

garantata de Lema Lax-Milgram.
Deoarece af(+, ) este forma simetrica, putem scrie
) 1
gg)f( En(“a PJ) = 5“(“;“ u,u) - (f> uu)X + b(uua ,U)'

Fie v = u, in (8). Rezulta ca
. mg
nf £, 1) < "2 )

Utilizand inf-sup proprietatea formei b(-, -), a se vedea (j,) in Ipoteza 3, din (8) de-

ducem ca exista ¢ > 0 astfel incat

lielly < e(llfllx + llunllx)-

Prin urmare,

lully < 2e(llAI% + llul%)- (10)
Combining (9) and (10) we obtain

lim inf £, (v, u) = —o0.
lilly =00 uEA () vEX (v, 1)

Din Teorema 7, L, are cel putin o solutie (u,, \,) € X x A(n). Cum (u,, \,) €
X x A(n) este o solutie a Problemei 51 daca si numai daca este o solutie a Problemei
50, deducem ca Problema 50 are cel putin o solutie.

Studiul unicitatii. Fie (u,, A}) si (u?, A\?) doua solutii ale Problemei 50.
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Din (5) si (6) rezulta
a(U,lz - u%,u; — u%) = b(u717, )\37 - )\717) + b(u727’ )\}7 — )\727) <0,

2

si de aici deducem ca u}] = u.

Din (5) rezulta

b(v, /\,17 — )\727) =0
pentru oricare v € X. Prin urmare, din inf-sup proprieatatea formei b(-, -) obtinem
>\,17 = >\,27.
Pe de alta parte, punand v = u, in (5) si = Oy in (6), obtinem
alun, uy) = (f,up)x = blug, Ay) st = bluy, Ay) < 0.
Din Ipotezele 2 (iy), utilizand inegalitatea Cauchy-Schwarz putem scrie
Malluy | < 11/ llx llwgllx-
Prin urmare,
u, € K. (11)
Mai mult, utilizand inf-sup proprietatea formei b(-, ), obtinem
al[Ally < [[fllx + Mallunllx (12)
Din (11) si (12) rezulta ca
Ay € Ks.
Asadar, Problema 50 are solutie unica, (u,, A,); in plus,
u, € Ky si A\, € A(n) N Ks. (13)

Pasul 2. Utilizand prima componenta a solutiei (u,, A,) a Problemei 50, definim

un operator dupa cum urmeaza:
T:X—X T(n) = u,.

Demonstran in continuare ca operatorul T este slab secvential continuu, adica,
pentru fiecare sir (n,), C X, 7, — nin X cand n — oo, avem T, — Tn in X as
n — oo. Intr-adevar, fie (7,), C X un sir astfel incat 1, — 7 in X cand n — oo.

Fie A, = A1), un = uy, si Ay = Ay,

Cum (uy,), C K si K; este multime marginita, exista un subsir al sirului (u,),

notat cu (), si un element u € X astfel incat u,, — @ in X cand n’ — oo.
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In plus, cum (\,), C K si K este multime marginita, exista un subsir al sirului
(An)n, notat cu (Ay )y, si un element )\ €Y astfel incat A,y — \in Y cand n’ — oo.

Trecand la limita cand n’ — oo in (5), obtinem
a(i,v) +b(v,\) = (f,v)x YveX. (14)
Cum A\, € A, utilizand (ky) in Ipoteza 5 obtinem
A€ A(n). (15)
Fie u € A(n). Utilizand (k1) in Ipoteza 5, exista p,, € A, astfel incat

lim inf b(w,, iy — p) > 0. (16)

n/—o00

Pe de alta parte,
b(Unsy fr — Ar) <0
sau, echivalent
b(Unsy oy — 1) + 0(pry 1) < bty Apr)
ce implica

Hminf b, p — 1) + 0(@, ) < limsup b, Apr). (17)

’
n —oo n/—o0

Notam ca

b(un’> )‘n’) = (f> un’)X - a(“n’a un/)'

Deoarece forma a(-, -) este simetrica, biliniara, continua si X-eliptica, aplicatia X >
v — a(v,v) € R este convexa si continua. Prin urmare, aplicatia X 3 v — a(v,v) € R

este slab inferior semicontinua si

lim sup b(tn, A) < (f, @) x — a(@, @) = b(7, ). (18)

n’/—o0

Din (16), (17) si (18) obtinem
b(i, o —N) <0 forall ue An). (19)

Utilizand (14), (15) si (19) observam ca (i, \) este o solutie of Problemei 50. Cum
Problema 50 are solutie unica (u,, \,) deducem ca @ = wu, si A= Ap. In consecinta,
T'n este limita slaba unica a tuturor subsirurilor slab convergente ale sirului 7'n,,. Deci
intregul sir T'n,, este slab convergent in X la Tn cand n — oo.

Pasul 3. Avem nevoie de urmatoarea teorema de punct fix.
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Teorema 9. [ a se vedea [2]] Fie E spatiu vectorial topologic, metrizabil, local conver,
fie C' o submultime convexa slab compacta a lui E si fie f : C — C o aplicatie slab

secvential continua. Atunci f are cel putin un punct fiz.

Observam ca pentru fiecare n € X, avem Tn € K;.

Deoarece K este o submultime nevida inchisa convexa marginita in spatiul Banach
reflexiv X, putem utiliza Teorema 9 pentru a trage concluzia ca T': K; — K; are un
punct fix nx € Kj.

Perechea (., \«) este o solutie a Problemei 50 si cum 7% = wu,, deducem ca
(Unss Api) este o solutie a Problemei 49. Mai mult, utilizand (13) cu n = n* tragem
concluzia ca u,, € K si Ay € A(uy) N Ko.

Pasul 4. Fie (u,\) € X x A(u) o solutie a Problemei 49. Fie v = u in (1) si
p =0y in (2).

Astfel,

a(u,u) < (f,u)x.
Tinand cont de ipotezele de lucru deducem acum ca v € Kj.

Utilizand ipotezele si prima linie a Problemei 49, obtinem
al[Ally < [[fllx + Ma|lullx-

Si de aici, cum u € K rezulta ca A € K.

Prin urmare, (4) se verifica.
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Seminar 13

Tematica: Lista de probleme recapitulative
PROBLEMA 52. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat
—u" = fin (0,1),
u(0) =0,
u'(1) = h(u(1)),

unde f € L*(0,1) si h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
AL, >0 : |h(ry) — h(re)| < Lplry — 2] Vr,re € R

$1
(h(?”l) — h(TQ),T’l — 7"2) Z 0 V?"l,?"g € R.

PROBLEMA 53. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1),
u(0) =0,
u(l) <g, W'(1) <0, (u(l) —g)u'(1) =0,
unde f € L*(0,1) si g > 0.

PROBLEMA 54. Gasiti v : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1),

u(0) =0,
/ / _ u(l)
/(D] < g.0/(1) = =971 doca (1) #0

unde f € L*(0,1) si g > 0.
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PROBLEMA 55. Gasiti v : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1),
u(0) =0,
u'(1) = h(u(1)),

unde f € L*(0,1) si h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
E|Lh>0’|h(7“1)—h(7“2)| SLh|T1—T2| Vri,ro € R

$1
(h(r1) — h(ry),m1 —19) >0 Vry,rm € R.

PROBLEMA 56. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat
—u" = f in (0,1),

u(0) =0,
u(l) < g,u'(1) <0,

(u(1) = g)u'(1) =0,
unde f € L*(0,1) si g > 0.

PROBLEMA 57. Gasiti u : [0,1] — R astfel incat

—u" = f in (0,1),

u(0) =0,
W' (D] < g,4'(1) = —gﬂ daca u(1) # 0
- |u(1)]
unde f € L*(0,1) si g > 0.
PROBLEMA 58.
—Au = f in Q,
u =20 pe I,
ou
e h(u) pe I'y

unde f € L*(Q), h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
ALy, > 0 |h(ry) — h(re)| < Lp|ry —ro] Vry,re €R

St
(h(?"l) — h(’f‘g),?”l — 7“2) >0 VTl,TQ eR
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iar T'1, Ty este o partitie a lui T. |T'y| > 0.

PROBLEMA 59.
—Au=finQ,

u=20 pel,

ou ou
<0, — < = r
u < 0, 8V_O’u8y 0 peI'y

unde [ € L*(Q), iar Ty, Ty este o partitie a lui T. |T'y| > 0.

PROBLEMA 60.

—Au=f1inQ,

u=20 pel,

ou

gzhpeljg,
ou ou U
— < — = —g— daca 0 T
|ay|—g7 81/ g|U| GCCLU# , pelsg,

(26)
(27)

(28)

(29)

unde f € L*(Q), g > 0 este o constantd, iar T este partitionatd in Ty, Ty, Ts. |T'1] >0

PROBLEMA 61.
—Au=f1inQ,

u=0 pely,

ou ou U
< 7 _
192 < glful), 2 = gl

Jul

daca u # 0, pe I'y,

(30)
(31)

(32)

unde f € L*(), h € L*(T'y), g o functie data iar T este partitionatd in Ty, Ty, |Tq| > 0.

PROBLEMA 62.

div(p(x)Vu(x) + S(Vu(x)) — Pk <%Vu(a:)>) + fo(x) =0 in

u(x) =0 pely;

(u(2)Vu(z) + H(Vu(x) — P (5 Vu(x))) - v(@) = folw)  peTs,

unde 'y, Ty este o partitie a lui 0Q, [T > 0, p: Q — R, K = B(0ge, k) (k > 0),

(ﬁ>0>,f0:Q—>R,f22F2—>R.
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PROBLEMA 63.

~Au=finQ, (33)
u=0 pel}y, (34)
0
a—z =g pe Iy, (35)
ou
= (u) pe I's (36)

unde f € L*(Q), g >0, h: R — R este o functie Lipschitz si monotond, adicd
E|Lh>0 |h(7“1)—h(7”2)| SL}L|T1—T2| V?"l,TQGR

$1
(h(Tl) - h('f’z),Tl — 7’2) Z 0 VTl,TQ € R

iar T'1, Ty 3 este o partitie a lui T, [T'1] > 0.

PROBLEMA 64.

—Au = fin Q, (37)
u=0 pel}y, (38)
ou ou
< — < - =
u <0, aV_O, us 0 pe I'y (39)

unde f € L*(Q), iar 'y, Ty este o partitie a lui T, |T'y| > 0.

PROBLEMA 65. Gasiti u : Q — R astfel incat

—Au = f in Q, (40)
u=20 pel, (41)
ou
5 = h pe Ty, (42)
ou ou U
—|<qg, — = —g— dacd r 4
|8I/|_g, aV g|U| GCGU%O, pe lg, ( 3)

unde Q2 € RN (N > 1) este un domeniu mdrginit, cu frontiera neteda, f € L?(2),

h € L?(Ty), g > 0 este o constantd, iar 'y,Ty, '3 o partitie a lui T astfel incat
Ty > 0.
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PROBLEMA 66. Gasiti u : Q — R astfel incat

—Au=finQ, (44)
u=0 pely, (45)
194 < g, O % daciu 0 peT (46)
= — = —¢g— dacau e
unde Q € RN (N > 1) este un domeniu mdrginit, cu frontiera netedd. f € L*(),

g > 0 este o constanta, iar I'1,Ty, o partitie a lui T') |T'1| > 0.

PROBLEMA 67.

—Au=finQ, (47)
u=0 pel}y, (48)
ou

Ev h pe I'y, (49)

ou u

ou .
15,1 < 9(ul), 5> = —g(lul) 7~ dacd u # 0 pe I's, (50)

|ul
unde f € L*(Q), h € L*(T'y), g o functie data iar T este partitionatd in Ty, Ty, Ts,
IT'y| > 0.
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Curs 14

Tematica: probleme variationale mixte (II)
In prima parte a acestui curs ilustram teoria din cursul anterior cu un exemplu.

Apoi prezentam o aplicatie in mecanica contactului.
Fie

X:{UGHI(QHWJ:O a.p.t. pe Fl} (1)

unde Q este un domeniu marginit in R? cu frontiera Lipschitz ', v este operatorul
urma Sobolev, si 'y este o submultime a lui I' cu masura superficiala pozitiva.

Spatiul X este un spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar
(u,v)x = / Vu-Vodr Vu,ve X,
Q
si norma indusa

”UHX = HVT}HL2(Q)2 Vv e X.

Fie a : X x X — R forma biliniara
a(u,v) = / uVu-Vodr Yu,ve X (2)
Q
unde
we L>®(Q), wp(x)>p">0ap.t. in . (3)
Forma a(-, -) verifica Ipoteza 2 cu
M, = il 5i ma = 4" W

Fie I'y C I astfel incat I's NI} = @.
Consideram spatiul

S =~(X). (5)
precum si dualul lui S,
Yy =29 (6)
Spatiul Y este evident un spatiu Hilbert.
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Fieb: X xY — R,
b(U, C) = <Ca7v|l“3>a (7)

unde (-, -) este produsul in dualitate intre spatiile Y si S.

Sa justificam (j;) in Ipoteza 3. Observam ca

[bCv, | < el lvoll gz

deoarece v(X) = {0 = yv v € X} este un subspatiu inchis al lui H*/2(T), a se vedea
[29].

Amintim aici ca H'/2(T") este imaginea lui H'(2) prin v i.e. HY3(T) = y(H())
siy: HY(Q) — H'Y?(T) este operator liniar si continuu.

Deoarece || - ||x si || - [|g1(n) sunt norme echivalente, deducem ca exista M, > 0
astfel incat (j;) se verifica.

Amintim de asemenea ca exista un operator liniar si continuu Z astfel incat
Z:H'AT) = HY(Q) v(2(¢) =¢ VY¢e HVA(T).

Operatorul Z este inversul la dreapta al operatorului ~.
Notam ca,

Y(Z(yw)) = yw Yw € X.

Deoarece, pentru oricare w € X, Z(yw) are aceeasi urma ca si w, deducem ca
pentru oricare w € X, Z(yw) € X.
Demonstram acum (j2) in Ipoteza 3.

< W, Yw >
[ully = sup
YweS, yw#0g ””YUJHS

b(Z
< ¢ sy HEOW.R
YweS, yw#0g HZ(’VU)) HX

b
veX,v0x ||vllx

unde ¢ > 0.
Putem lua
——— 8
o= 0

In plus, pentru oricare ¢ € X, introducem o submultime a lui Y,

Moy = f{eey (G < [

s

9@, (@) hw(@)|dl Ywe X}, (9)
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unde g : I's x R, — R, este o functie astfel incat

AL, >0: |g(x,m1) —g(x,m2)| < Lg|r1 — 12| 1,72 € Ry, apt. @ € s;
aplicatia & — g(x, r) este masurabila Lebesgue pe I's, for all r € R; (10)
aplicatia & — g(x,0) apartine lui L*(T3).

Dam mai jos un exemplu:
glx,r) =k(1+de™"); k,d > 0. (11)

Evident, 0y € A(p). De asemenea, A(p) este o submultime convexa inchisa a
spatiului Y. Prin urmare, Ipoteza 4 este verificata.

Verificam acum Ipoteza 5. Incepem prin a considera (n,,), C X si (u,), C X doua
siruri slab convergente, 1, — 1 in X si u, — uw in X, cand n — oo.

Pentru a verifica (k1) in Ipoteza 5, consideram p € A(n). Definim u,, € Y dupa
cum urmeaza:

(b YWY = / 9(@, |yn(@)]) sgn yun (@) yw(@) dT (12)

- / g(@. [n()]) |y, (@)| dT

+(p, Yun)  Vyw € S,

unde
1 daca qu,(x) > 0;
sgnyu,(x) =< 0 daca yu,(x) =0;
—1 daca u,(x) <0

Cum p € A(n), avem

_ / g(@, [yn(@)]) [yun ()] T + (1, vun|r,) < 0.

Utilizand (9), deducem ca pentru oricare numar natural nenul n, avem p,, € A(n,).

Amintim ca v : H'(Q) — L?(T') este un compact operator si prin urmare, pentru
oricare sir slab convergent in X, ¢, — ¢ in X cand n — oo, avem ¢, — 7¢ in L?*(T)
cand n — oo.

Asadar, daca n, — n in X si u, — u in X cand n — oo, utilizand compacitatea
) Y
operatorului urma putem scrie

V1 — yn in L*(T') as n — oo;
Yup — yu in L*(T') as n — oo.
In plus,

Yty | — |yul in L*(T'3) as n — oo.
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Pe de alta parte, utilizand (10) obtinem

g(, [ ()]) = g( [yn(-)]) in L*(T'3) cand n — oo.

Punand w = u,, in (12) putem scrie

(fin — p YUn) = /F (g(w, v (x)]) — g(=, Iw(w)l)> [yun ()| dr.

Prin urmare, trecand la limita inferioara cand n — oo, obtinem

i int b(un, i — 1) — limint / (96, (@) — g ()] ) by ()|
n—oo n—oo 1—13

= 0.

Utilizand iarasi proprietatile operatorului urma si ipotezele pragului de frecare
deducem verificarea (k3) in Ipoteza 5.

Prezentam in continuare o aplicatie in studiul variational al unui model mecanic
in context antiplan (in mecanica contactului).

Fie problema la limita.
PROBLEMA 68. Sa se determine u : ) — R astfel incat
div (u(x) Vu(x)) + fox) = 0 in Q, (13)
u(x) = 0 pe I'y, (14)
p(x) yu(x) = faox) pe Iy, (15)

() Oy, u()] g(fv u(@)]),
(@) dyu(x) = —g(, [u(z)]) gy daca u(z) #0

Q) C R? este undomeniu marginit cu frontiera Lipschitz I' partitionata in trei parti

)
<
pe I's. (16)

) \

masurabile cu masura pozitiva strict.

Problema 68 modeleaza deformarea antiplana a unui corp B cilindric, elastic si
izotrop, in contact cu frecare cu un obstacoll rigig pe I's.

Daca ne raportam la un sistem cartezian de coordonate Oxixox3 astfel incat ge-
neratoarele cilindrului sunt paralele cu axa Oxs, atunci €2 C Oxqx5 noteaza sectiunea
transversala a cilindrului.

Functia g = p(r,79) : @ — R este un coeficient de material, functia f; =
fo(x1,z2) : Q@ — R este a treia componenta a densitatii fortelor volumice, fo =
fa(x1,z2) : 'y — R este a treia componenta a tractiunilor pe I'y iar g : I's x R, — R,
este o functie data, numita prag de frecare; v = (v1,15), v; = vi(x1,19), (i € {1,2}),

este versorul normalei exterioare la frontiera €2 si 0, u = Vu - v.
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Necunoscuta problemei este functia v = u(zy,72) : @ — R ce reprezinta a treia

componenta a vectorului deplasare u. Este stiut ca, in contextul antiplan, vectorul

deplasare are forma particulara w = (0,0, u(z1, 22)).

De indata ce u este determinat putem calcula tensorul tensiune astfel:

)
0 0 a2t
u
=1 o 0 ur
7 H 8;52

Modelul mecanic anterior are urmatoarea structura:

e (13) este ecuatia de echilibru
([ ]
° este conditia la limita in tractiuni

)
(14) este conditia la limita in deplasari
(15)

)

e (16) este o conditie de contact cu frecare (mai precis o lege de frecare cu prag

de frecare dependent de alunecare).

Admitem ipotezele:

fo€ L*(), f2 € L*(Ty).

De asemenea admitem (3) si (10).
Fie u o functie suficient de neteda ce verifica Problema 68.

Utilizand Teorema de reprezentare a lui Riesz, definim f € X astfel

(f,v)X:/fovda:—l— fayvdl Vv e X,
)

T2

unde X este spatiul definit in (1) iar « este operatorul de urma Sobolev.

Utilizam formula de integrare prin parti in RY si putem scrie:

a(u, v) = (f,v)x —i—/ poyuvdl Vv e X,
I's
unde forma a(-,-) este cea definita in (2).
Definim multiplicatorul Lagrange A € Y,

()\,z):—/ pwouzdl Vze S,
I's

unde Y este spatiul definit in(6) iar S este spatiul definit in (5).
Tinand cont de (16), avem A € A(u).

(17)

(18)

(20)
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Putem rescrie (19) astfel
a(ua U) = (f7 U)X - <>‘7’YU|F3> Vo e X.

Legea de frecare (16) cu pragul de frecare g indicat in (11) modeleaza fenomene ce
apar in probleme geofizice, a se vedea de exemplu [7, 8, 45]. Pentru detalii privind
modele antiplane cu frecare se poate consulta [49].

Suntem interesati sa studiem variational problema la limita mentionata anterior.

Din definitia multiplicatorului Lagrange A, (20), si definitia formei b(-,-), (7), ob-
tinem

a(u, v) +b(v,\) = (f,v)x YveX. (21)

Legea de frecare (16) ne conduce la urmatoarea identitate:

/,u&,uudl“z—/ g(|u])|ul dr.
F3 FS

b(u. \) = / g(Jul)lul dT" (22)

Din definitia (9) cu ¢ = u suntem condusi la

Astfel,

bu.0) < [ gllubluldr ¢ € Aw). (25)
Scazand (22) din (23) ajungem la inegalitatea
b(u,( —A) <0 V¢ e A(u). (24)

Prin urmare, obtinem urmatoarea formulare variationala pentru Problema 68.

PROBLEMA 69. Sa se determine u € X si A € A(u) C Y astfel incat se verifica
(21) si (24).

Fiecare solutie a Problemei 69 se numeste solutie slaba pentru Problema 68.

Teorema 1. Admitem ipotezele (3), (10) and (17). Atunci, Problema 68 are cel
putin o solutie slaba. In plus, daca (u,\) este o solutie slaba a Problemei 68, atunci
(4) se verifica, cu Ky si Ky in (3), X definit in (1), Y definit in (6), f definit in (18),
ma si M, fiind constantele din (4) iar « este constanta din (8).

Demonstratia se face aplicand Teorema 6.

Pentru detalii a se consulta [28].
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Seminar 14

Tematica cursului - recapitulare

e Elemente de analiza functionala; spatii Sobolev de functii scalare, de o varia-

bila reala

Spatii Sobolev de functii scalare, de mai multe variabile reale

Probleme la limita 1D- formulari variationale; solutii slabe

Probleme la limita ND (N > 1)-formulari variationale; solutii slabe

Ecuatii variationale abstracte. Aplicatii.

Inegalitati variationale de tipul I. Aplicatii.

e Inegalitati variationale de tipul II. Aplicatii.

e Inegalitati cvasivariationale. Aplicatii.

e Inegalitati hemivariationale/ variational-hemivariationale. Aplicatii.
e Probleme la limita guvernate de operatorul p-Laplace

e Probleme variationale mixte stationare. Aplicatii
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