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Saptamana 1

Curs 1

Tematica acestui curs: derivata in sens slab; spatiul WP(I); spatiul H'(I) (def.,
proprietati, produs scalar, norme); spatiul Hg(I) (def., proprietati, produs scalar,
norme). Inegalitatea lui Poincaré. Alte spatii Sobolev de functii de o singura variabila
(def., proprietati). Inegalitati de tip Poincaré.

Fie I C R deschis si fie f € LP(I), 1 < p < oc.

Definitia 1. Spunem ca f € LP(I) este derivabild in sens slab daca exista g € LP(1)

astfel incat
/f(p'dx = —/g(pdx, Vo e C(I).
I I

g se numegte derivata in sens slab (derivata Sobolev) a lui f € LP(I) .

Pentru o scriere simplificata vom scrie f” in loc de g, dar subliniem faptul ca daca
f nu este de clasa C*' dar este de clasa LP atunci f’ este evident derivata in sens slab
a functiei f.

Amintim ca

suppp = {z : p(z) # 0}.

v se numeste functie test.
Remarca 2. Dacd f,p € C'(a,b), stim ca

Ji fede = fol, — [ f eda,
Daca in plus

atunci

b b
/fcp’dx:—/ flodx.
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Saptamana 1

Definitia 3. f € L], (I) daca pentru oricare compact K C I,

[ 5@l <o,

Lema fundamentald a calculului variational in 1D. Fie f € L} (I). Daca

loc
/fcpdw =0, Vo e CZ(I),
I
atunci rezulta ca
f=0ap.t in [l

Studiul unicitatii derivatei slabe.
Fie f € LP(a,b). Presupunem ca gy, 9> € LP(a,b) sunt derivate in sens slab.

[retn=— [ gupis

I I

/f(p’dx: —/gggpdx.
I I

Scazand ultimele doua relatii obtinem

0= /(gg — g1)pdzx.
I

1

Le(l). Utilizam Lema fundamentala a

Cum gy — g1 € LP(I) rezulta ca go — g1 € L

calculului variational si obtinem

g2 =¢g1 apt. x el

Introducem urmatoarele spatii:

WYP(I)={f: 1 —R|f e LF(I), exista g € LP(I) a.i. /Ifgp'd:r = —/Iggodm, Vo e C(1)},
(Whe(I) = {f € L’(I), f" € LP(I)}) .
W2P(I) = {f e W (D), f e WD)} = {f € L’(I), f" € LP(I), f" € LP(I)},

Avem

lollromy = 10l + 10l oy »
si

(W), -l
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Saptamana 1

este spatiu Banach.
Daca p = 2, WH2(I) este spatiu Hilbert. Notam W42(I) = H(I).

Exista ¢ > 0, astfel incat

lolled < cllollm -
i.e. H'(I) se scufunda continuu in C(1), vezi [4];

i H'(I) — C(I), iu=u,

liulloq < cllullgy <=> llulleq < cllullg -

1ol grery = 0l 2y + 1101 2y »

||U||C(T) = max [v(z)] ,
zel

(" ) . Hl<[) X Hl([> - R, (uvv)Hl(I) = (U,U)L2([) + (u/7v/)L2(I)-

Norma indusa de acest produs scalar:

2 2
el = /oy = /Ty + 1 gy,

[ gr.¢ry st |- |2y sunt norme echivalente.

(Intr-adevar daci [ull oy = a s | = b a arat ca exista ¢y, co > 0 astfel

’u ||L2(I)
ncat
i llull gy < Nl [l < e llullggy
echivalent cu
ci(la+0) < Va2 +b <cy(a+b), a,b>0.

Aleg ¢; = \/Li gico=1.)
Definim
——= Il
Hy(I) = CH(I) ™™, Hy(I) : flor = 0.

Daca I = (0,1) siv e H}(0,1) => v(0) = v(1) = 0.
Definim produsul scalar si norma pe HJ(I):

(u? U)Hé([) = (U/, U/)LQ(I)a

||U||H3(1) = ||U/||L2(1)-

(Hé([), (5 )mgny» ||-||H&(I)> este spatiu Hilbert.
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Saptamana 1

Teorema 4. [Inegalitatea lui Poincaré; a se vedea [4]] Fie I C R interval deschis,

marginit. Atunci exista C, > 0 astfel incat

lull oy < G ll'll2ry > V€ Ho(1).

Remarca 5. Exista CN’p > 0 astfel incat
lallzrary < Colltll sy -

[l gy = Mull g2y + 1l 2y < (U4 Cp) [l 2y POt Tua Gy = 1+ G,

Fie I = (0,1) i

V ={ve H'0,1)|v(0) = 0}.

Vrem sa aratam ca V este spatiu Hilbert.

Cum orice subspatiu inchis al unui spatiu Hilbert este spatiu Hilbert aratam ca V'

este subspatiu inchis al spatiului H'(0,1).

V' este subspatiu liniar. Intr-adevar, Vu,v € V,Va, 8 € R => au + fv € V.
au+ v € HY(0,1) si (au+ Bv)(0) = au(0) + Bv(0) = 0.

Pentru a demonstra inchiderea,
Y (vn)n C V sir convergent,

v, — v cand n — oo (H"Un =Vl = 0> :

Aratcav e V.

Cum (v,), C H'(0,1) si v, — v cand n — oo in H'(0,1) rezulta cd v € H'(0,1).
Aratam acum ca v(0) = 0.
0 < |u(0)] = [v(0) = vn(0) + va(0)] < [0(0) = va(0)] + |Un(0)] = [(vn —0)(0)] <

ma (0, = )@ = [0n = V) < [0 = vl T =011

Rezulta ca |v(0)] = 0 => v(0) = 0.
(V7 (-, ‘)H1(0,1)7 H‘||H1(0’1)> este spatiu Hilbert.

Definim

(u, v)y = (, U,)L2(I)7

lully: = 'l 2y -
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Saptamana 1

(V,(-,)v |I-lly) este spatiu Hilbert.

Inegalitate de tip Poincaré
Fie I C R interval deschis, marginit. Atunci exista C),, > 0 astfel incat

HUHLQ([) S Cp HUIHLQ(I), Yu e V.

Tema (facultativa)

e Verificati cd orice sir Cauchy din W1P(I) este sir convergent.
e Proprietati ale spatiilor W1 (I) (reflexivitate, separabilitate).




Saptamana 1

Seminar 1

o Frercitiul 1

fr(=11) =R,
z, x € (0,1)
f@) =lz[=q 0, =0
-z, x € (—1,0).

Jy fede = [°)(—a)@du+ [j ap'de = (~a)p(x)|2, = [°)(~D)pdz+zp()]; -
fol lodr = — (fi)l(—l)gpd:v + fol 1g0dx> = — f_llgcpdx,

©(—1) = (1) = 0 (suport compact, in capetele intervalului functia ia valoarea
0).

Prin urmare,

1, z€(0,1)
glx)=4¢ 0, x=0
-1, z € (—1,0)

este derivata in sens slab a lui f.
o Exercitiul 2
Fie f: (—=1,1) = R, f(z) = |z|. Derivata in sens slab pentru f este

1, z€(0,1)
glxr)=4¢ 0, x=0
-1, z € (-1,0).

felr(-1,1), ge LP(-1,1) => f € W'P(—1,1).
Ne punem intrebarea f € W?P(—1,1)?

1 1
| rvin== [ oo voeci-L1),
-1 -1
dar
[ fgde = [ gpde = [°(—¢)da + [, ¢da

= =% +¢ls = —p(0) + o(=1) + ¢(1) — »(0) = —2¢(0),

6



Saptamana 1

rezulta .
—2¢(0) = —/ hodz, Vo € CH(—1,1).
~1

Fie ¢ € C}(0,1). Relatia (1) este echivalenti cu

1
0= —/ hedz, Vo € C2(0,1).
0
Cu lema fundamentala a calculului variational rezulta ca
h =0 ap.t. in (0,1).

Fie acum ¢ € C!(—1,0). Relatia (1) este echivalenta cu

0
0= —/ hodr, Yo € CH—1,0).

-1

Cu lema fundamentala a calculului variational rezulta ca
h =0 a.p.t. in (—1,0).

Din cele de mai sus avem
h=0a.p.t. in(—1,1),

deci rezulta cu (1),

©(0) =0,

i am ajuns la o contradictie deci f ¢ W?2P(—1,1).

Fie f : (a,b) = R, f € C'(a,b).
Fie ty € (a,b).

r—to xr — tO
Cum f este definita pe un interval marginit rezulta ca f € L*(a,b)

Deci
f € LP(a,b), V1 < p < 0.

Fie p < o0.
[y fede = fols — [} fioda, ¢ € Cla,b).

Cum ¢(a) = ¢(b) = 0 rezulta ca
f] fo'dr = —fI flodx.
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Fie g = [, f' € LP(a,b) (f € C'(a,b) => f' continua, f’ definitd pe

marginit).
Deci derivata clasica coincide cu derivata in sens slab.

Ezxemplu: f:[0,1] = R, f(z) = e”.

f € C*a,b)

f/(x) — em
este derivata in sens slab a lui f.
Pentru exemple interesante fac trimitere la [6].




Saptamana a2-a

Curs 2

Tematica acestei saptamani: Probleme la limita de tip Dirichlet 1D (introducerea
notiunii de solutie slaba, studiul existentei si unicitatii solutiei slabe, studiul marginirii
si stabilitatii solutiei slabe)

Fie problema la limita
—u"+u=finl=(0,1)
u(0) = u(1) = 0.

u: I — R este necunoscuta iar f : I — R reprezinta data problemei.
Numim solutie clasicd o functie u € C*(I) care verifica (1).

Introducem in continuare notiunea de solutie slaba.

Alegem drept spatiu al functiei test, spatiul Hi(I) = C’cl(])”'HHl(”.
Subliniem ca
v € Hy(I) = vlor =0, (v(0) =v(1) =0).
Fie v € H}(I). Inmultind prima ecuatie din (1) cu v si integrand pe I obtinem

/I(—u"v)dx + /Iuvdx = /vada:, Vv e Hy(I), f € L*(I),

(u functie suficient de neteda.)

Folosind formula de integrare prin parti si tinand cont de faptul ca v(0) = v(1) =0

obtinem
/u'v'd:v—l—/uvdx = /fvda:. (2)
I I I

Definitia 1. Dat f € L?(I), numesc solutie slabd pentru problema (1), o functie
u € Hy(I) care verifica (2), Vv € Hg(I).

Teorema 2. Problema (1) are o unica solutie slaba.



Saptamana a2-a

DEMONSTRATIE. H = H}(I) este spatiu Hilbert.
Fie a: Hi(I) x H}(I) — R i ¢ : HY(I) — R date de relatiile:

a(u,v) = /(u’v’—l—uv) dr,

I

ov) = /1 Fudz.

Ardtam ca a este o forma biliniara simetric , continua si H] —eliptica (coerciva). a )

a forma biliniara daca:

a(ou + fw,v) = aalu,v) + fa(w,v),

a(u, av + fw) = aa(u,v) + Ba(u,w), Yu,v,w € HY(I),Va, 3 € R.
Fie u,v,w € HJ(I), si a, B € R:

a(ou + pw,v) =
= [, l(au+ pw)v' + (au + fw)v] dx
= [, [(a 4 puw)v' + (qu + fw)v] dx
= [;(auv' + pw'v')dz + [ (auv + fwv)dx
=« [;uv'de + B [;w'vdx+ o [ uvde + B [, wudz
=a [{(u'V +w)dr + B [ (W' 4+ wv)dx
= aa(u,v) + fa(w,v).
In mod similar se arati ci a(u, v + pw) = aa(u,v) + fa(u,w). Prin urmare, a este

o forma biliniara.

b) a este continua daca

Ima >0 ad. fa(u,v)| < mallull gy 0l gy Yo v e Hy(I).
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Saptamana a2-a

Fie u,v € Hy(I).
la(u,v)| = |fI(u’v’+uv)dx‘ = | [, Wv'dz + [, uvdz|

< ‘flu’v’dx‘ + ’fluvdx} = |(u’,v')L2(I)‘ + ’(u,v)Lz(l)’
< ||U/||L2(1) ||U/||L2(I) + ||U||L2(I) ||U||L2(I)
< ||U||H3(1) HU”HS(I) + 03 Hu||H01(I) HUHHg(I)

=(1+C) el gz 1ol gy ry -
Pot luam, =1+ C’f,.
Am folosit pe rand mai sus: inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-Schwarz si
inegalitatea lui Poincaré.
c) a este coerciva (sau H{ (I)-elipticd) daca
IM, >0 a. i a(u,u) > M, |[ulf gy, Yue Hy(I).
Fie u € HJ(I).
a(u,u) = [ [(W)? +v?]de = [,(v)*dx + [, u*dx

= Hu/Hi%I) + HUHim) 2 \|U,Hi2(1) = HU”?{g(z)-
Pot lua M, = 1.
d) a este simetrica (evident).
Acum, aratam ca ¢ este aplicatie liniara i continua.

e) ¢ este aplicatie liniara daca
olau + Bv) = ap(u) + Be(v), Yu,v € Hy(I),Va, 3 € R.

Fie u,v € H}(I) si o, B € R, avem

o(au + Pv) = /f(au + pv)dx = a/fudx + /vadx = ap(u) + fe(v).
f) ¢ este continua daéé I
FK >0al |p@)] < Kol Yoe Hy(I).
Fie v € H)(I),
()] = [} fodz| = [(f,0)r2)]
< Az 1ollcery < CollFll oy 19"l oy = Co 1 2y N0l gy -

Am folosit pe rand inegalitatea Cauchy-Schwarz si inegalitatea lui Poincaré. Pot lua
K = Cy | fllp2y > 0.

11



Saptamana a2-a

Acum, cu Lema lui Lax-Milgram rezulta ca
3w € Hy(I) astfel incat a(u,v) = ¢(v), Yo € Hy(I).
In plus, unica solutie u este punctul de minim al functionalei asociatd problemei noastre
T H(D) =R, J(v) = %a(v, v) — ().
Prin urmare,
J(u) < J(v), Yo € Hi(I),

si demonstratia se incheie. 0

Boot-strap (plus de regularitate); intoarcerea la solutia clasica
Arat pentru inceput ca
we HY(I)N H*(I).

/u'v'dm + /uvdx = /fvdx <=> /u’v'dx = /(f —u)vdz, Yv € Hy(I),
I I I I I

echivalent cu

/u'v'dm: —/(—f—ku)vdw, Vv € CHI).
I

I
Rezulta

(U,), A f S L2(1>)
si deci
u € H*(I).
Admitem acum ca f € C(I). Cum u € HY(I), rezulta ca v € C(I). Prin urmare,
u— f =) ec).
Utilizam Teorema VIIL.2 din [4] (pag.177):
u€ H siv € C(I) =>ue CYI)

u' € H' siu" € C(I) =>u' € CY(I)
u e CY(Dsiv' € CY(I) =>u € C*(I).

Asadar,
u € C*(I).

/u’v’dx = u'v|) — /u”vda: =— /u”vda:
I I I

12
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Saptamana a2-a

i, aga cum am vazut mai sus

/u’v’d:v = —/(—f+u)vdas, Vv € CH(I),
I

1

- /Iu”vda: = /I(f — u)vdz,

trecand intr-o parte obtinem
/(—u" +u— flode =0,Yv € Hy(I),Yv € CH(I).
I

obtinem

Cu lema fundamentala a calculului variational rezulta
—u”" 4+ u=fapt. pel
Cum insa u”, u si f sunt functii continue, deducem ca
—u" 4+ u = f peste tot pe L.
Tehnica folosita aici poarta numele de boot-strap.

Remarca 3. Cum g este aplicatie liniara si continua, cu teorema de reprezentare a

lui Riesz avem

dlge H&(I) al p(v) = (9&)1{3(1) = (f, U)L2(1) Vo € H&([)-
Prin urmare, avem
CL(U,U) = (gav>Hé(I)7 Vo € H(%(]>
Introducem,
&1 HL(I) = HL(T), ®(g) = u,

unica solutie asigurata de Lax Milgram.

Aratam ca ® este aplicatie Lipschitz:

FL>0al [[®(g1) = P(92)llpary < Lllgr — g2l ) -

( Sa amintim! Fie (X, ||-]x), (Y, |-]ly) spatii normate. T': X — Y se numeste operator
Lipschitz daca 3 L > 0 astfel incat

|Tu—Tv|y < Llu—v|y, Yu,veX.

Orice operator Lipschitz este continuu, nu si invers.)

Acum avem

12(91) = @(g2) | a1y = lur = w2l gy 1y

13



Saptamana a2-a

unde uq, up sunt solutiile corespunzatoare datelor g, go,
a(ur,v) = (g1, U)H&(I))
a(ug,v) = (gg,v)Hé(I), Yo € HY(I).
Scazand ultimele doua relatii avem
a(uy — up,v) = (g1 — 92,U)H3(1)> Yo € Hy(I).
Aleg v = uy — uy §i avem
G(U1 — U2, U1 — U2) = (91 — g2, U1 — U2)H3(1)
dar folosind H{ (I)—elipticitatea lui a si inegalitatea Cauchy-Schwarz rezulta

Mo [Jur — u2||?{3(1) < (91— g2,u1 — U2)Hg(1)

< (91— g2, w1 —w2) gy | < Ngr = G2ll gy iy - Nux — well gy 1y

de unde rezulta ca

1
Jus = el iy < 37 lor = Gellmgen o 1 # v (3)

Notam ca (3) este adevarat si pentru u; = us.

Pot lua L = 5. Inegalitatea (3) indica ”stabilitatea solutiei slabe.”

Aratam ca @ este liniara:

Q(agr + Bg2) = a®(g1) + BP(92), Yg1,92 € H&(I)N%ﬁ cR.

Avem

de unde rezulta
a(auy + Buy,v) = (g1 + Bga,v).
Fie
a(uz,v) = (g1 + Bga, ),
si rezulta
a(uz — (auy + Bus),v) = 0.

Aleg v = ug — (quy + Pug) §i rezulta

a(ug — (auy + Pug),us — (cuy + Pug)) = 0.

14



Saptamana a2-a

Acum folosind Hj(I)—elipticitatea formei a rezulta
M, [Juz — (ous + 5“2)”?{5(1) < 0.
Prin urmare
Jus — (awr + Bua)|| gy ) = 0,
si deci
Uz = auy + /BUQ.
Este ® continua? ® este continua daca
3K > 0ai [190) s < K 9l -
Avem ®(0) = 0 (orice operator liniar duce pe 0 in 0) si

129 g = [12(g) = P(O) | 1731y

< Lg—Ollgary = Lllgllm -
Deci putem lua K = L.

In continuare vrem si aritim ci
3M(g) 2 0 al ||UHH3(1) < M(g).
Avem

a(“? U) = (g’ U)Hé([)'

Alegem v = u si din faptul ca forma a este coerciva avem

2
M, ||U||H3(I) < a(u,u) = (97U)Hg(1)

< (9w < lalmgeny - Nellmyer

de unde se obtine

1
HUHH(}(I) < M, ”9”}1&(1)7

sl prin urmare

1
M(g) = < lollugry-

Fie urmatoarea problema




Saptamana a2-a

w:(0,1) > Rsi f:(0,1) >R, fe L*I).
Solutie clasicd: u € C*([0,1]) ce verificd (4).
Solutie slabd: u € HJ(0,1) astfel incat

1 1
/ u'v'dx :/ fvdz, Vv € Hy(I), f € L*(I) dat .
0 0

Spatiul functiilor test este Hj([).
Fie v € H}(I), avem

1 1 1 1
—/ W'vdr = / fvdr <=> —u'v|} +/ wv'dr = / fodx.
0 0 0 0

Problema (4) are o unica solutie slaba.
Fie a: HJ(I) x Hy(I) = R si ¢ : Hy(I) — R date de relatiile:

1
a(u,v):/ u'v'dx,
0

o(v) = /01 Fudz.

a) a forma biliniara,

b) a forma continua, echivalent cu
M, > 0 ad |au,v)] < M, Jull g - [0l -
Fie u, v € H}(I),
la(u,v)| = ‘fol u’v’dm‘ = (v, V) 12(p)|
< HUIHLQ(I) ) ”U/Hm(f) = HUHH(}(I) ) HUHH(}(I)'

Am folosit inegalitatea Cauchy-Schwarz. Pot lua M, = 1.

¢) a forma coerciva, echivalent cu
Im, >0 ad. a(u,u) > m, HuHiIé(I) , Yu € Hy(I).
Fie u € Hi(I),
1
atus) = [ @ Pde = 1Ny = lulgen:-

Luam m, = 1.
d) a simetrica (evident).

¢ este aplicatie liniard gi continua (am vazut la problema anterioara).

16



Saptamana a2-a

Aplicam Lema Lax- Milgram si tragem concluzia ca problema (4) are o unica solutjie

slaba u ce minimizeaza functionala

1 [ 1
J:Hy(I) =R, J(v)= 5/ (v')2dx —/ fudz.
0 0
Prin urmare,

J(u) < J(v), Vv € Hy(I).

Boot-strap procedure (plus de regularitate).
Cu Lax- Milgram: u € H} ().
De fapt, u € Hj(I) N H*(I).

Intr-adevar,
1 1
/ uv'dr = —/ (—f)vdz,
0 0

rezulta
(W) =—f
Cum —f € L*(I) rezulta
() € L*(1),
sl prin urmare
u € H*(I).

Intoarcerea la solutia clasica.
Presupunem ca f € C(]0, 1]).
Cum (v') = —fsi —f € C([0, 1]) rezulta ca

u € C*(]0,1]).
Intr-adevar, utilizand T'eoremaV 111.2 din [4] (pag.177):

ue H(I)siu € O(I) =>ue CYI)
u' e HY(I) si (W) € O(I) => ' € CY(I)

Acum, din u € CY(I) si v’ € CY(I) => u € C*(I).

/1 u'v'dr = /1 fodz, Vv e HY(I) > C.(I),(C.(I) € CHI) = H(I)).

1 1
/ u'v'dr = u'v|y — / u"vdr,
0 0

17
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rezulta ca

1 1
—/ u"vda::/ fodz, Yv e C.(I),
0

0
si prin urmare

/1(u" + fludx =0, Vv e C.(I).
Cu lema fundamentala a Ca(l]culului variational rezulta ca
v+ f=0apt =>—u" = f ap.t. pel.
Deoarece u” si f sunt functii continue avem de fapt

v’ + f = 0 peste tot pe I.

18
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Seminar 2

e Problema Dirichlet neomogena Fie urmatoarea problema

—u"+u=finl=(0,1)

u(0) = a, u(l) = 5,
unde «, 8 € R, a, 8 # 0.
Metoda 1.-Lax-Migram
Metoda 2.-Stampacchia ([4])

Metoda 1
Fie w : [0, 1] — R astfel incat u(0) = « si u(1) = . De exemplu,
u(z) = (1 —z)a+ z0.
Prin urmare, avem
u(0) — u(0) =0,
u(l) —u(1) = 0.
Definim acum,
U:(0,1) =R, U(x) =1u(x) —u(x),

si avem U(0) =0, U(1) = 0.
Luéand in considerare definirea lui U, faptul ca U"(z) = @”"(x) — u”(z) si ca

u”"(z) = 0 rezulta

" +u=U"-d")Y+u-U=U"+u—-"U.
Prin urmare, obtinem urmatoarea problema pentru U:

U'—U=f—ainl=0,1)
(6)

sif—ue L*I).
Conform Lemei Lax-Milgram rezulta ca problema are o solutie slaba unica
U e H(I).

e Fie problema

—ul(z) = fi(z), v €I=(0,1)
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unde
x, T E [0,%]
filx) =
1—z, z€(}1],
0, = €0,1]
fo(x) =
1, z€(5,1],
si
f3($) = 51/2-

Introduceti notiunea de solutie slaba pentru fiecare dintre cele 3 probleme la
limita si studiati regularitatea.
0 este functia Dirak:

5(0) = 0,

d(x)=0, Ve e R,z #0.

(—1,1) interval centrat in 0 => [, é(x)dz = 1.
d1/2 este data de:

(51/2(1/2) = 00,

51/2(.1') = O, Vr € R,Z‘ 7é %

Avem relatia

Din
1 1/2 1
2(x)dr = / J(x)dr + fi(z)dr =0+0=0 < oo,
0 0 1/2
rezulta

f3 € L*(0,1).
Dat f; € L*(I), 4 € 1,3, numim solutie slaba pentru problema (7) o functie
u € HY(I) astfel incat a(u,v) = p(v), Yo € Hi(I), unde

1
a(u,v):/ u'v'dx,
0

o(v) = /0 1 fouda.

Prin urmare, avem

1 1
/ u'v'dr :/ fivdx, Yo € Hy(I).
0 0

20
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In plus, prin procedeul de boot-strap,:
u € Hy(I) N H*(I).

Observatie. Pentru ca f; € C(I), solutia slabi a problemei (7) cu data cores-
punzatoare fi este si solutie clasica.
Cautam expresia lui u; (solutia corespunzatoare datei f):
z, 0<z< %
—uf(x) =
1—=x, % <z <1,

U € 02([0, 1])
Dacd 0 <z < 5 => uj(z) = —% —c =>wu(zr) = —"%3 —c1x +dy.
Dacé%<x§1:>u’1(x):%2—x—02 =>wuy(z :%3—7—02x+d2
Din u1(0) = 0 =>d; =0,sidin (1) =0=>{ — 1 - +dp =0 =>
dz — Cy = %
Din faptul c& u; € C?([0,1]) avem
lim  w(x) = lim w(z),
z— %<3 z—3a>1
si
1 C1
1 =—— - =
e =T Ty
1 Co
1 =———-——=+4d
m w@)=gg g T
de unde obtinem
1 1 c1 — Co C1 — Cg
— ——-+d =0<=>—=d
21 8 2T 12 2
Acum
lim uj(z)= lim (),
z%§,x<% x%§,m>%
deci
1 1 1
s T8 2 @
de unde obtinem
1
Cl1 — Cy = Z
Facand inlocuirile mai sus obtinem
1 1 1
- “7"3 TS

21
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1 1
24 7?73 2 8’
1 1
Cl = Z+CQ: —g

In concluzie, avem urmatoarea forma pentru u;:

.’E3 x
—% T3 TE [0,%],
ul(l’) =

z3

6 24
Asemanator celelalte doua cazuri pentru us si us.

22
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Curs 3

Tematica acestei saptamani: Probleme Sturm- Liouville
Fie urmatoarea problema Dirichlet omogena:

—(pu') +qu=finI=(0,1)

u(0) = u(1) = 0.
Studiem aceasta problema in urmatoarele ipoteze:

peC'(I), g€ C(I),
p(z)>a >0, ¢(xr) >0, Vrel, (2)

fe L3(I).
Functiile care apar in problema noastra sunt definite astfel: u : [0,1] — R, p :
0,1] = R, ¢:[0,1] — R.
Spatiul functiilor test este H}([).

Fie v € HJ(I),
1 1 1
—/ (pu’)’vda:—l—/ quvda::/ fodz,
0 0 0

1 1 1
—/ (pu) vdr = —pu'vl} +/ pu'v'dr = / pu'v'dx,
0 0 0

$i prin urmare avem
/ (pu'v" + quv)dz —/ fudzx.
0

Definitia 1. Date f,p, ¢ in (2), numim solutie slab& pentru (5) o functie u € H}([)
astfel Incat

dar

a(u,v) = p(v), Yo € Hy(I),

23
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unde a : H}(I) x HY}(I) = R gi ¢ : H}(I) — R sunt date de
a(u,v) = fol(pu'v’ + quov)dz

p(v) = fol fudx.
Teorema 2. Problema (5) are o unicd solutie in sens slab.

DEMONSTRATIE. a biliniara (evident).

a continua;

Fie u,v € H(I).

ja(u, v)| =

fol pu'v'dr + fol quvd:c‘

< ‘folpu’v’dx) + ‘fol quvdx‘ = !(pu’,v’)Lz([)| + }(qu,v)Lz(I)’
< HPU,HLQ(I) ”U/HLQ(I) + ||quHL2(1) ”UHL2(1)

< ||p||L°°(I) ||U||H5(I) ||"U||Hg(1) + C,? ||Q||L°°(I) ||U||H3(I) ||U||H3(I)

= (Upl sty + C2 o) Nty Wl gy

Pot lua m, = ||p||L<>o(1) + Cﬁ ||q||L<>°(I)’
Am folosit pe rand mai sus: inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-Schwarz,
inegalitatea lui Poincaré gi relatiile:

1
2 2 2
sy = [ 2P0 < Ul
de unde rezulta
||pu/HL2(I) < HPHLOO(I) ||UI||L2(I)7
si

||qu||L2(1) < ||QHL°°(1) ”UHL2(1)

< ”qHLOO(I) -Gy H“”Hé(l)'
a este coerciva.
Fie u € HJ(I).

a(u,u) = fol [p(v')? + qu?| dz > folp(u’)2dx

1 2 2
> afo (v (2))?dr = ”U/Hm([) = HUHH(}([) :

24
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Pot lua M, = o
¢ este aplicatie liniara si continua (vezi calculul de la Problema Dirichlet omogena).

Acum, cu Lema Lax-Milgram rezulta ca (5) are o unica solutie slaba. O

Fie urmatoarea problema Dirichlet omogena:
—(pu') +rv'+qu=finI=(0,1)
u(0) = u(1) = 0.

Admitem urmatoarele ipoteze:

pe CYI), re C(I), g€ C(I),

p(r) >a>0,r*z) <a,qlx)>1,Vrel, (4)

f e L*().
Spatiul functiilor test este Hj([).
Fie v € Hi(I),

1 1 1 1
—/ (pu’)’vdx+/ ru’vda:+/ quvdx:/ fodz,
0 0 0 0

1 1 1
—/ (pu')vdx = —pu'vl} +/ pu'v'dx = / pu'v'dx,
0 0 0

$i prin urmare avem

1 1 1 1
/ pu'v'dw +/ ru'vdw +/ quudzx :/ fudz.
0 0 0 0

Definitia 3. Date f, p,r, ¢ In (4), numim solutie slaba pentru (3) o functie u € Hy(I)

dar

astfel Incat
a(u,v) = p(v), Yo € Hy(I),
unde a : H}(I) x H}(I) = R i ¢ : H}(I) — R sunt date de

a(u,v) = fol pu'v'dx + fol ru'vdr + fol quudx

o(v) = fol fudz.

Teorema 4. Problema (3) are o unica solulie in sens slab.

25
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DEMONSTRATIE. a biliniara (evident).
a continua.

Fie u, v € Hy(I).

|a(w, )| < Pl poory 1l g2y 100 12 )
+ {17l oo ry - O ||U||Hg(1) ||U||H3(1)

+C§ ||qHL°°(I) HUHH&(I) ||U||H3(1)

= (pll ey + Co Il gy + C2 Nl ey ) Tl oy 10 gy
a este coerciva.

Fie u € H}(I) si avem urmatoarea relatie

fol ru’udm‘ < fol 2@ @R g,

1.
—fo ru'udr < 5

+ Jy Mo dr < g fulf ) + 3 Nullfa -
Am folosit faptul ca
2 12
0 b< a”+b ’
2

unde a = r(x)u'(x) i b = u(x).

Acum,
fo u')2dx + fo ru'udr + fo qu2d

2 2 a 2 2

>« ||U||H(}(1) + ||U||L2(1) 2 ||U||H(}(1) - % ||U||L2(1)
e 2 2

= (a—%) lull g + (1= 3) lullze

2
= 5 ullg
¢ este aplicatie liniara gi continua (vezi calculul de la Problema Dirichlet omogena).
Acum, cu Lema lui Lax-Milgram rezulta ca (3) are o unica solutie slaba. U

Tema Studiati urmatoarea problema la limita:
—(pu')Y +qu=finI=(0,1)
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Considerati pe rand cazurile g # 0, respectiv g = 0.
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Seminar 3

Consideram o problema la limita cu conditii la limita periodice.

Fie urmatoarea problema
—u"+u=finI=(0,1)
u(0) = u(1) (6)
uw'(0) = u/(1).
Fie H = {v € H'(I) | v(0) = v(1)}. Vrem si aratdm cd H este spatiu Hilbert si prin

urmare vom arita cd este subspatiu inchis al spatiului Hilbert H* ().

H subspatiu al lui H*(I).
Fiea, B € R, u, v € H. Arat ca au+ v € H.
Evident au + fv € HY(I) si

(au+ Bv)(0) = au(0) + fv(0) = au(l) + Sv(1) = (au + Bv)(1).

Studiem inchiderea.
Fie (v,), C H astfel incat v, — v cand n — oo in H'(I).
Ardt cd v € H. Evident v € H'(I). Ramane de aritat ci v(0) — v(1) = 0.

0 < [0(0) = v(1)] = [0(0) = v (0) + vn(0) = vn(1) + vn(1) — v(1)]
< [0(0) = vn(0)] + [on(1) = v(1)]
= [(vn = 0)(O)] + [(vn = v)(1)]

< 2 max |(v, —v)(x)] =2 ||v,

xz€[0,1] N UHC([OJD

< 2¢||vp = vl gy, > 0.
Trecand la limita cand n — oo rezulta ca
v(0) = v(1).

Deci H este spatiu Hilbert, <H, (s )y ||‘HH1(1)>-

Fieve H,
1 1 1
—/ u”vdx+/ uvda::/ fudz,
0 0 0
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dar ) .
— Jy v'vdr = —u/v|§ + [ w'v'dzx

= —u/(1)v(1) + ¢/ (0)v(0) + fol w'v'de = fol u'v'dz,
sl prin urmare avem
/ (u'v" + uw dx—/ fudz.

Definitia 5. Date f € L?(I), numim solutie slabd pentru (6) o functie u € H astfel
incat

a(u,v) = p(v), Yv € H,
undea:HxH—)R@gp:H—>Rsuntdatede

fo u'v' +uv dzx.
= fol fudzx.

Tema 1) De finalizat exercitiul cu Lax-Milgram.

2) Sa se studieze urmatoarea problema:

—u"+u=finl=(0,1)
apu'(0) + Bou(0) =0

st/ (1) + Byu(1) = 0.
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Curs 4

Tematica acestui curs: Probleme Neumann; Probleme mixte.

e Problema Neumann omogena

Fie urmatoarea problema

—u"+u=finl=(0,1)

(1)
uw'(0) = /(1) = 0.

Introduceti notiunea de solutie slaba si studiati existenta gi unicitatea acesteia.
Spatiul functiilor test este H'(T).
Fie v € H'(I) si avem

1 1 1
/ (—u"v)dx +/ uvdx = / fvdx, Yv € H'Y(I), f € L*(I),
0 0 0

Folosind formula de integrare prin parti obtinem

1 1 1
—u'v|} —|—/ u'v'dx +/ uvdz :/ fudz,
0 0 0

sl prin urmare
1 1
/ (u'v" + wv)dr = / fudz.
0 0

Definitia 1. Dat f € L*(I), numesc solutie slabd pentru problema (1), o
functie u € H'(I) care verifica

1 1
/ (W' + wv)de = / fodz, Vv € HY(I).
0 0
Teorema 2. Problema (1) are o unica solutie slaba.
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DEMONSTRATIE. Fie a : HY(I) x HY(I) = R si ¢ : HY(I) — R date de
relatiile:

1
a(u,v) = / (W'v + wv) dz,
0

1
o) = [ fod.
0
Aratam ca a este o forma biliniara simetrica , continua si coerciva.
a ) a forma biliniara i simetrica (evident);
b) a este continua.

Fie u,v € H'(I).

la(u,v)| = ‘fol u'v'dr + fol uvdx‘

< (', 0) oy | + [ (w,0) 2|
< Ml g2y 10l Loy + lall g2y 101l 22y

< 2|[ull gra gy 1ol gy -
Pot lua m, = 2.
Am folosit: inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-Schwarz si relatiile:

'l 2y < Netll gy »

lull 2y < Nl -
Ultimele doua relatii sunt valabile si pentru v.

¢) a este coerciva.
Fie w € H'(I). Evaluam

a(u,u) = fol [(W)? + u?] dz = fol(u’)de + fol u?dx

= ||U/||i2(1) + ||U||i2(1) = ||U||i11(1)‘
Pot lua M, = 1.
Acum, aratam ca ¢ este aplicatie liniara si continua.
d) ¢ este aplicatie liniara, evident.

e) ¢ este continua.
Fie v € HY(I),

()] = |fy fode| = |(f,0)0)

< HfHL2(I) HU||L2(1) < ||f||L2(1) HUHHI(I) :
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Am folosit pe rand inegalitatea Cauchy-Schwarz si relatia
ol g2y < Mol

Pot lua €, = || f|[y2(ry > 0.
Acum, cu Lema Lax-Milgram rezulta ca problema (1) are o unica solutie
slaba. []

Ne propunem acum sa studiem urmatoarea problema
—u" = finl=(0,1)

(2)
W(0) = /(1) = 0.

Spatiul functiilor test este H'(I).
Fie v € H'(I) si avem

1 1
/ (—u"v)dx = / fvdz, Yo e H'(I), f € L*(I),
0 0

Folosind formula de integrare prin parti obtinem

1 1
—u/v]é—i—/ u'v’dx:/ fvdz,
0 0
/ vdx—/ fudzx.

Fiea: H'(I) x H'(I) - R i ¢ : H'(I) — R date de relatiile:

a(u,v) = /1 u'v'dx,
/ fudzx.

a ) a forma biliniara i simetrica (evident);

sl prin urmare

b) a este continua.
Fie u,v € H'(I).

a(u,v)| = ‘fol u’v’dw‘ = (W, V) 12(p)]
< HU/HLQ(I) HU,HLQ(I) < ”uHHl(I) HUHHl(I)
Pot lua m, = 1.

¢) a este coerciva???
Fie u € H(I),

1
2
alu,w) = / (2dz = |6/ gy
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Constatam ca in acest caz nu putem proba coercivitatea formei a. Putem
considera insa o perturbare a problemei initiale pentru a "recupera” coercivi-
tatea.

Fie 0 < £ << 1 si problema:

—ul +eu. = fin I =(0,1)

W (0) = (1) = 0.

)

Vrem sa vedem daca u. marginit.

1 1 1
/ (—ulv)dx + 5/ uvdr = [ fodr, Yo € HY(I), f € L*(I).
0 0 0

Folosind formula de integrare prin parti obtinem

1 1 1
—ulvlg + / ulv'dx + 6/ uvdr = | fude,
0 0 0

sl prin urmare
/(u’u + cu.v dx—/ fudx.
0

u. solutie slaba daci verificd ecuatia anterioara in H*(I), dat f € L?(I).

1
a(u,v) = / (u'v' 4 euv) de.
0

a) a este continua.
Fie u,v € H'(I).

ja(u, v)| =

fol wv'dr + fol &tuvd:c‘
< (W0 paqny | + € | (u, 0) 2|
< Hu/||L2(I) ||U/||L2(I) t+e HUHL2(1) ||U||L2(1)

< 2|ull gy 0l gy

b) a este coerciva.
Fie u € HI(I)
= [N (W) + eu?] do = [} (u)?dw

1 2 2
+e fO ulde = ||UIHL2(I) +e€ ||u||L2(I)

2 2 2
> & (0l + Nullfaqr) = €l gy

Cu Lema Lax-Milgram rezulta solutie slaba unica.
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Pentru demonstrarea marginirii avem:
a(ue, v) = ¢(v).
Alegem v = u, gi rezulta
a(ug,u:) = p(ue).
Cum, din coercivitatea lui a avem
alue, ) > € a2 -
rezulta ca

2
plue) > e llucllz gy »

si avem

2
el < 2 lo(ue)

< % ||f||L2(I) ||u€||L2(I) < % ||f||L2(I) ||u€||H1(I) :

Presupunem ca |[uc|| g1 ;) # 0 si obtinem

1
”Ue”Hl(J) < - ||fHL2(I) :

Notam ca inegalitatea anterioara are loc si pentru |[ue || 5,y = 0.

Observatie: cand € — 0, u. nu e marginita.

Problema Neumann neomogena Fie urmatoarea problema

—u"+u=finl=(0,1)

W'(0) = e, u'(1) = B,
unde o, S € R, a # 0, § # 0.

Avem f € L*(I) si spatiul functiilor test este H* ().

Fie v € H'(I),
1 1 1
—/ u"vdm+/ uvdx:/ fudaz,
0 0 0
dar

- fol w'vdr = —u'v|§ + fol u'v'dx

= —u'(1)v(1) + «/(0)v(0) + fol wv'de = —Po(l) + av(0) + fol u'v'dx,
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$i prin urmare avem

1 1
/ (u'v" + uv)dx = / fudx + fu(1) — av(0).
0 0

Definitia 3.  Numim solutie slabd pentru (8) o functie u € H'(I) astfel

incat
1 1
/ (u'v" + uv)dx = / fvdz + po(1) — av(0),
0 0
VYo € HY(I), dat f € L*(I).

Teorema 4. Problema (8) are o unica solufie in sens slab.

DEMONSTRATIE. Fie a : H'(I) x H'(I) - Rsi ¢ : H'(I) — R date de

relatiile:

1
a(u,v) = / (u'v + uv)dx,
0

©(v) :/0 fodx + po(1) — av(0).

a este forma biliniara, continua, coerciva gi simetrica (vezi problema Neumann
omogena).

Acum, aratam ca ¢ este aplicatie liniara si continua.

a) o aplicatie liniara;

Fie u, v € H*(I), a,b € R. ¢ liniara daci:

olau + bv) = ap(u) + bp(v).

Avem

olau + bv) = fo flau + bv)dx + B(au + bv)(1) — a(au + bv)(0)

=a fol fudx + bfol fvdx + aPu(l) + bfv(1) — aau(0) — bav(0) = ap(u) + bp(v).
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b) ¢ aplicatie continua;
Fie v € H'(I),

()] = |fy fodz + Bu(1) = av(0)
< |(£0)20n| + 181 (D] + [l [0(0)

< Il oz + 181 mace [o@)] + o] max o)

= ||f||L2(1) ||U||L2(1) + 18] ||U||o([0,1]) + |af ||U||C([o,1])

< (1 l2sy + 18le + lal€) [0l
Am utilizat: inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-Schwarz si relatiile:
[0l 2y < 0y »
Fe>0ad (vl < cllvllmg -

Aplicam Lax- Milgram si rezulta ca ecuatia

a(u,v) = ¢(v)

are o unica solutie u € H'(I), Vv € H'(I) si demonstratia se incheie. O

e Probleme mixte

Fie acum, urmatoarea problema

—u" = finl=(0,1)

u(0) = 0,u/(1) = h.
Spatiul functiilor test este V = {v € H'(I) | v(0) = 0}. Avem

(u,v)y = (u',v") 2p)
Jully = 1]l 2

lull 2y < Cp Wl 127y (ineg. Poincaré)

[ull gy < 6’; ||| 27y (vezi consecinta ineg. Poincaré).

(V,(-,)vs |I-lly) este spatiu Hilbert.

Fiev eV,
1 1
—/ u”’udac:/ fudz,
0 0
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dar ) .
— Jo w'vdr = —u'v|§ + [ w'v'dzx

= —/(1)v(1) + ' (0)0(0) + [ u'v'dx

1
= —hv(l) + [, v'v'dz,
sl prin urmare avem

1 1
/ u'v'de = / fvdz + ho(1).
0 0

Definitia 5. Dat f € L?(I), numim solutie slaba pentru (5) o functie u € V
astfel incat

a(u,v) = p(v), Yo eV,
unde a : V xV —Rsgip:V — R sunt date de

a(u,v) = fol u/'v'dx

o(v) = fol fudz + ho(1).

Tema De studiat urmatoarele probleme:

—u"+u=finI=(0,1)
u(0) = 0,4/(1) = h,

in cazgurile h # 0 ¢i h = 0,
—u"+u=finl=(1,2)

u'(1) = g,u(2) =0,
in cazurile g # 0 51 g = 0.

unde 3 # 0.
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Seminar 4

Consideram urmatoarea problema de tip Robin.

—u"+u=finl=(0,1)

u'(0) — Ku(0) =0,u(l) =0, K > 0.
Spatiul functiilor test este W = {v € H*(I) | v(1) = 0}. Avem

(u, v)w = (W, V") 21
lully = 1l 2y

[ull p2(ry < Cp [l 12y (ineg. Poincaré)

Jull ga gy < 6’; [/l 2y ( vezi consecinta ineg. Poincaré ).

(W, (-, )w, ||Ily,) este spatiu Hilbert.

Fieve W,
1 1 1
—/ u”vda:+/ uvda::/ fudz,
0 0 0

— fol uw'vdr = —u'v|§ + fol u'v'dx

dar

= —/(1)v(1) + /' (0)0(0) + [ u'v'dx

= Ku(0)v(0) + fol u'v'de,

si prin urmare avem
1 1 1
/ u'v'dx +/ wodz + Ku(0)v(0) = / fudz.
0 0 0

Definitia 6. Date f € L?(I), K > 0, numim solutie slabd pentru (9) o functie
u € W astfel incat
a(u,v) = p(v), Yo e W,
unde a : W x W — R si ¢ : W — R sunt date de
a(u,v) = fol u'v'dx + fol wvdx + Ku(0)v(0).

o(v) = fol fudz.
Avem:

a biliniara (evident);
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a continua;

Fie u,ve W,
|a(w, )| < [l g2y - V'l oy + 1ll 2y - 0l Loy + KT u(0)] |0 (0)]

< (1+6) llully il + 1K C2C [lully o]l

= (1+C2+ 1K C2C2) lully 0]y

C) a coerciva;
Fie u € W,
a(u,u) = [ [(W)? +u?] da + K[u(0)]?

1 2 2

> fo (W)?de = [[u'[[72) = [l -
Aplicam Lax- Milgram si rezulta ca problema (9) are o unica solutie slaba.
In continuare, stabilim o relatie pe care o indeplineste K.

—K[u(0)]? < |K[[u(0)]* <=> K[u(0)]* > — |K|[u(0)]?,
si
[w(0)]* < J[ullg oy < C°Cp llully -
Rezulta
— K| [u(0)* > — |K|C*C} [|ull},
Acum avem,

a(u,u) > |ullyy = K [u(0))?

> |lullyy — |K| C2C2 |lully, = (1 — |K|C2C?) |lully,

de unde rezulta

1-|K|C*C? >0 <=> |K| < —=.
C2C3
Tema

(1) Studiati urmatoarea problema la limita de tip Robin:
—u"+u=finl=(0,1)
(10)
u(0) = 0,4/ (1) = au(l),
(2) Fie W ={ve H'(I)|v(1) =0}, f e L*(Q) si o : W = R p(v) = [, fvdz.
Justificati ca ¢ este aplicatie liniara si continua.
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Curs 5

A rezolva probleme la limita guvernate de ecuatii cu derivate partiale poate fi
considerata o problema dificila in cazul in care datele problemei nu sunt functii ” cum-
secade” (nu sunt functii continue de exemplu). Se impune introducerea unor spatii
de functii de mai multe variabile care vor fi utile la descrierea cadrului functional in
care vom invata sa rezolvam o clasa de probleme la limita scrise prin intermediul unor
ecuatii cu derivate partiale. Vom omite demonstratiile si ne vom concentra pe definitii
si proprietati ale spatiilor de functii.

Prezentul curs este dedicat spatiilor W(Q) si W, ?(Q).

Fie Q C RY o submultime deschisa.

Definitia 1. Fie 1 <p < ocosi f € LP(f2). Spunem ca [ este derivabila partial, in
sens slab, in raport cu z; daca exista g; € LP(2) astfel incat

/ fago dr = — / gipdx, Yo € C(Q).
Q Ox; Q

Fie 1 < p < co. Evident ca daca u € C*(Q2) N LP(Q) si derivatele partiale ale lui u in

sens clasic sunt functii in LP(Q) atunci: u € W'?(Q) si derivatele partiale in sens slab

coincid cu derivatele partiale in sens clasic. Daca €2 este multime deschisa si marginita
atunci C1(Q2) € WP(Q).

Ezemplu Fie R un numar real strict pozitiv si Q = By(R) = {z € R?|||z]| < R}
unde [|z]| = \/2? + 23. Fie f : Q = R fi(x,25) = 27 + . Functia f este derivabila
partial in sens slab si in raport cu x; si in raport cu x, iar derivatele partiale in sens

slab coincid cu derivatele partiale in sens clasic:

8—f = 2x: 8—f = "
8ZE1 b 8%2 )
Daca f € LP(2) admite derivate partiale in sens slab g¢;, i € {1,2,..., N}, vom face
urmatoarea notatie:
_9f
gi = or;
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Introducem acum spatiul W?(Q).

of
al’i

WhP(Q) este spatiu Banach, Vp, 1 < p < oo inzestrat cu urmatoarea norma

WhR(Q) = {f € I/(Q),

e LP(Q), Vie{l,2,..,N}.

N
1l = lll ooy +

i=1

ou
8%2'

W1P(Q) este spatiu reflexiv pentru 1 < p < oo si este separabil pentru 1 < p < co; a

Y

Lr(Q)

se vedea [4].
Anumite proprietati ale spatiilor Sobolev cer o anumita regularitate a frontierei lui

Q.

Definitia 2. [a se vedea, de exemplu, [17, 9]] Fie Q € RY (N > 2) o submultime
deschisa si marginita. Spunem ca frontiera I' = 02 este Lipschitz daca pentru oricare
xo € I' exista r > 0 si o functie Lipschitz g : R¥~! — R astfel incat, renotand axele

de coordonate daca este necesar,
QN B(xg,r) ={x € B(xo,7): xny > g(T1,...,2Nn-1) }

Mai general, daca notam cu X un spatiu de functii cu valori reale pe RV !, spunem
ca frontiera este de clasa X daca pentru oricare &y € I' exista r > 0 si o functie
g : RV=! — R de clasa X astfel incat, renotand coordonatele de axe daca este necesar,

QN B(xg,r) ={x € B(xg,7) : on > g(x1,...,2N8-1) }.

Putem vorbi astfel de domenii © cu frontiera de o anumita clasa: C*, Lipschitz,
C™, ete.
Admitem in cele ce urmeaza ca Q C RY este multime deschisa si marginita cu

frontiera C!.

Hulll = IVl @y + lullzo)
este echivalenta cu norma W'?(Q) in urmatoarele cazuri:
° 1§q§p*daca1§p<N(p*:NN—f;)
e 1 <g<oodacap=N,;
o 1 <g<oodacap> N.

Notdm ca norma WP(Q) este echivalenta cu norma

IVull oy + [[ull e
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dacap > N > 1.

Facem observatia ca Vu = < ou Ou Ou

61‘1 ’ 8:)32’ T 8:)3]\[

Notam de asemenea ca daca 1 < p < oo, norma W'?(Q) este echivalenta cu norma

> desemneaza gradientul in sens slab.

1

N
ou >
(et + D ey
i=1 !

Teorema 3. [[4]] Fie 1 < p < oc.
e dacil <p< N, atunct W'?(Q) C LP*(Q), unde zi =
e dacd p= N, atunci W'?(Q) C L4(Q), VYq € [p, +0),
e dacd p > N, atunci WHP(Q) C L>(Q)

1_ 1
p N7

st toate aceste injectit sunt continue.

Teorema 4. [Rellich- Kondrachov,[4]]) Presupunem ca §) este multime deschisa mar-
ginita cu frontiera C*.

e dacd p < N, atunci WHP(Q) C L), Yq € [1,p*) unde Ii =
e dacd p= N, atunci W'*(Q) C LY(Q), Vq € [1, +0),
e dacd p > N, atunci W'P(Q) C

1_ 1
D N?

cu 1njectit compacte.

Notam ca daca €2 este multime deschisa marginita cu frontiera neteda atunci
WP (Q) C LP(Q) Vp € [1,00].

Observam ca daca 1 < p < N, putem lua ¢ = p caci p € [1,p*) unde Ii = i — %

Observam ca

11 1
px p N
implica
1 1
R < —
px* p
ecivalent cu
p<px.

Definitia 5. Daca 1 < p < N, numim p* conjugatul Sobolev al lui p,

Np
N—p

px =
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Notam ca ﬁ = % — % si p* > p. Subliniem ca p* # p’ unde p’ este definit astfel
i + 110 = 1 si se numeste exponentul conjugat al lui p.

Conjugatul Sobolev este implicat in urmatoarea estimare a functiilor din W1P(2).

Teorema 6. [[7]] Fie Q@ C RY o submultime deschisa si marginita cu frontiera C*.
Fie u € W'?(Q). Daca 1 < p < N atunci u € LP*(Q) si

[ullze=(@) < Cllullwirzey € =C(p, N,€2) > 0.

Teorema 7. [Teorema de urma, [15]] Fie Q C RN (N > 2) o submultime deschisa si
marginita cu frontiera Lipschitz I' = 0€). Fie 1 < p < 00.
Atunci ezista un unic operator liniar si continuu v : WHP(Q) — LP(9Q) astfel

mecat:

(1) vu = ulr daca u € CH(Q).

(2) ||vull ey < cl|ullwrr@) unde ¢ = c(p,§2) > 0.

(3) daca 1 < p < oo, atunci y(W'P(Q)) = W' »P(I).

(4) daca 1 < p < N atunci v : WHP(QQ) — L7(99Q) este compact pentru orice r
astfel incat 1 < r < ]}[Vp—__;.

(5) daca p > N atunci v : WHP(Q) — L"(9Q) pentru orice r > 1.

"= O

Definitia 8. ~u se numeste urma lui u pe T iar v : WHP(Q) — LP(0) se numeste

operator urma.

Amintim ca un operator continuu A : X — Y (X, Y spatii Banach), este com-
pact daca pentru orice sir marginit (u,), C X, (Au,), C Y contine un subsir tare
convergent; a se vedea de exemplu [15].

Fie 1 < p < oo. Introducem in cele ce urmeaza spatiul I/Vo1 P(Q2) ca fiind inchiderea
spatiului C}(Q) in WH?(Q), adica

e () = cay e
Spatiul W, () inzestrat nu norma indusa de W'?(Q) este un spatiu Banach
separabil; daca 1 < p < oo, spatiul VVO1 P(Q2) este spatiu Banach reflexiv; a se vedea
[4].
Urmatoarea teorema ne da o caracterizare foarte utila a spatiului VVO1 P(Q) prin

intermediul operatorului de urma .
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Teorema 9. [a se vedea de exemplu [T, 15]] Fie Q@ € RN (N > 2) o submultime
deschisa si marginita cu frontiera neteda (de exemplu Lipschitz sau C'). Fie u €
WiP(Q). Atunci

ueWyP(Q) <= ~yu=0in LP(I).

Pe spatiul VVO1 P(€Q) avem urmatorul rezultat foarte util in estimarile ce vor fi efec-

tuate in cadrul rezolvarii unor probleme la limita.

Teorema 10. [Inegalitatea Poincaré, [T]] Fie Q C RN submultime deschisa si
marginita. Atunci exista Cp = Cp(€2) > 0 astfel incat
1,
[ull Loy < CrIVUllppoyn s Yu € WyP(Q)

pentru oricare q € [1,px] (px fiind conjugatul Sobolev al lui p, vezi definitia 5)

Cum p* > p, teorema anterioara este valabila pentru ¢ = p > 1. Punctam acest

rezultat in cele ce urmeaza caci se aplica foarte des.

Corolar 11. [Inegalitatea Poincaré,[4]] Fie Q C RY submultime deschisa si mdrginita.
Atunci exista Cp = Cp(2) > 0 astfel incat

lullzog@) < Cp I Vull oy Yu € W(Q).

Norma ||Vul| sy~ este o norma pe Wy (Q) echivalenta cu norma pe WP(Q).

In baza inegalitatii lui Poincaré se arata ca

17
(Wo(Q), ||“||W01”’(Q))
este un spatiu Banach.
Dualul lui W, (), (1 < p < 00), se noteaza cu W~ (Q) unde p’ este exponentul

conjugat al lui p.
2N
N+2

Wy (Q) C L*(Q) c W7 (Q),

Daca 2 C R este marginit si < p < oo atunci

a se vedea de exemplu [4].
Fie m un numar natural astfel incat m > 2 si p un numar real astfel incat 1 < p <

00. Se defineste prin recurenta

ou
8[EZ‘

Spatiul W™P(§2) este un spatiu Banach inzestrat cu norma:

Wme(Q) = {u e WM LP(Q); o € WTIP(Q) Vie (1,2, .., N}}.
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lullwma@ = > [1D"u]l o),

0<]al<m
unde:

e « este un multi-indice, adica un sir finit a = (aq, ag, ...,ay) cu a; >0

N
o laf=> "

ga1tagt...tan

L] Do‘u — S a1 4 05 A anN
19,92 N

Oz, " 0zy*...0x

Exemplu Fie N = 2 si a = (1,1). Atunci

92
D%p =
? 3x18x2¢
Fie N =3 si a=(2,1,1). Atunci
84

DY = ————0.
14 8:5%8952895390

TEMA Fie u € W3(Q), Q submultime deschisa si marginita in R5. Justificati ca
IVul|Vu € L2 ().
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Seminar 5

Exercitiul 12. Fieu € WHT(Q), Q deschis, marginit in R3. Justificati ca | Vu|]°Vu €
L5(9).

Rezolvare

7 7
HIVall*Vul |5 = (IVul®)s = [Vull".
Cum u € WH"(Q) rezulta ca Vu € L7(Q2) deci

/ H y|vu|y5vu|yédx=/ 1Vl dz < oo.
Q Q

Notatia || - || este norma euclidiana in R3.

Exercitiul 13. Fie Q C RY, (N > 2), un deschis marginit si 1 < p < ¢ < oo.
Justificati ca
L) C LP(Q).

Rezolvare
Amintim ca daca 1 < p < o0, (p € mathbbR),

LP(Q) = {u: Q — R| masurabila §i/ lu(x) [P de < oo},
Q

L>(Q) = {u: Q@ — R| masurabila sidc > 0 astfel incat |u(x)| < ca.p.t. z € Q}.

Amintim de asemenea Inegalitatea lui Holder: Fie 1 < p < oo si notam cu p/
exponentul conjugat al lui p (% + 1% =1). Fie f € L?(Q), g € L (Q). Atunci

f g € Ll(Q)a

/Q Folds < 1l - 19l e -

Fie f € L(2). Demonstram in continuare ca

_ ) p
1_/91 (@) do < oo,
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Cum p < ¢, observam ca

51
p
Deoarece
£ =1f1"7,
rezulta ca
fI” € L7 ()

Calculam in continuare exponentul conjugat al lui %.

|
Pl
q T

Prin urmare, exponentul conjugat al lui % este

Fie h: Q@ — R h(z) = 1.

/ hdx = || < oo
Q
(© marginit). Deci,

h e Lis(Q)
Fie g = | f|P. Cum g € L7 (), utilizand Inegalitatea lui Holder,

I<|h| o =10 ¢ < oc.
La—p )

Deci,

fe Q).

Exercitiul 14.  (Inegalitatea de interpolare) Fie Q C RY deschis. Fie 1 < p <
r < oo. Daca u € LP(2) C L"(Q) atunci u € LI(2) pentru p < ¢ < r si are loc

inegalitatea:
ol -
||uHLq(Q) < ||uHLP(Q) : “u”LT(Q)
1 1—
L 2 ae0,1).
q p r
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Rezolvare
we Q) = / ul? d < oo,
Q
u|*? € Laa ().

u|'" € LT (Q).

o U=alg_, 1 1
p r ag  (1—a)g
[ul*7 - [u " € LN(Q)
Jul” € L'()
u e L),

/|u|qu—/|u|aq Ju| 7 gy <

aq (1—a)q

< ([ mrnsan) " ( / o] az)

11—«
el 0y < Nl - llull e

=1.

Rezulta

Exercitiul 15. Demonstrati ca exista  : 2 — R astfel incat
¢ e L>(Q), e LA(Q), al:ng *(x) =0, ((x) >0 a.e. in Q.
S

Rezolvare
Putem considera urmatoarea functie.

1 for xy > 2
S (=1,1) x (=1,1) = R = I
g ( s ) X ( ) ) ) C(:L‘lny) { (% o 1'1)1/4 for 1 S %

TEMA Fie f € C(Q) si g € L*(Q). Justificati ca fg € L'(Q).
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Curs 6

Prezentul curs este dedicat spatiilor H*(Q) si Hy ().

Fie Q Cc RY o submultime deschisa. Am discutat cursul trecut despre spatiile
WhP(Q) st WyP(Q) (1 < p < 00). Atragem in acest curs atentia asupra cazului parti-
cular p = 2.

Fie f € L*(Q). Amintim ca f este derivabila partial, in sens slab, in raport cu z;
daca exista g; € L*(Q) astfel incat

dp af
dr = — dz, Yo e CF(Q).
Qfax,-x /anisox peCx(Q)
Functiile g; se numesc derivate partiale in sens slab ale lui f si pentru a simplifica

of
ox;”

Spatiile W'P(Q) si W, () (1 < p < 00) au in literatura de specialitate o notatie

particulara pemntru cazul p = 2.

scierea se noteaza cu

of
8w,~

H3(0) = W) = Cr@)

C

HY Q) =W (Q) ={f € L*(Q), =~ € L*(Q), Vie{l,2,..,N}}

Teorema 1. Admitem ca Q0 este un domeniu marginit cu frontiera Lipschitz. Daca
ke N*sil<p< oo atunci: pentru oricare v € W*P(Q) exista un sir (v,), C C>(Q)
astfel incat

|vn = v|lwrre@) — 0 as n — oo;

a se vedea de exemplu [9], pagina 32. Rezultatul anterior este un rezultat de
aproximare a functiilor Sobolev prin functii netede. Acest rezultat poate fi privit si ca

un rezultat de densitate si putem scrie:

WHP(Q) =C>=(Q) keN, 1<p<oo.

De asemenea, avem urmatorul rezultat.
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Teorema 2. Pentru oricare v € WyP(Q) exista (v,), C C2(Q) astfel incat

|vn = v|lwrr@) — 0 as n — oo;

a se vedea de exemplu [9] pagina 32. Acest rezultat de densitate poate fi rescris

astfel:

WiP(Q) =Cx(Q) keN* 1<p<oo. (1)

Daca p = 2,
H'(Q) = O>=(9), (2)
Hy(Q) = Cx=(9). (3)

In cazul p =2, W2(Q) = H'(Q) este spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar

N/ ou ou
(u, ) i) = (4, v)2(0) + Z (%7 %) .
i=1 ) i/ L2(Q)

Putem rescrie definitia produsului scalar anterior astfel:

(u, ’U)Hl(Q) = (u, U)L2(Q) + (VU, VU)LQ(Q)N .

Norma indusa de acest produs scalar este:

2 2
lallsgey = y/lul22q0y + IVl
Anuntasem cursul trecut teorema de urma a lui Sobolev.

Teorema 3. [Teorema de urma, [15]] Fie Q C RY (N > 2) o submultime deschisa si
marginita cu frontiera Lipschitz T’ = 0Q. Fie 1 < p < cc.
Atunci exista un unic operator liniar si continuu v : WHP(Q) — LP(9Q) astfel

mceat:

(1) yu = u|r daca u € C(Q).

(2) ||vull ey < cl|ullwrr) unde ¢ = c(p,§2) > 0.

(3) daca 1 < p < oo, atunci y(WP(Q)) = W' #?(T).

(4) daca 1 < p < N atunci v : WHP(Q) — L"(99Q) este compact pentru orice r
astfel incat 1 < r < ]X,p—__;’.

(5) daca p > N atunci vy : WHP(Q) — L™ (9Q) pentru orice r > 1.

Amintim ca yu € LP(99Q) se numeste urma lui u pe T iar v : WhP(Q) — LP(99)

se numeste operator urmd.
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Sa atragem acum atentia asupra cazului p = 2:

Teorema 4. [Teorema de urma, [15]] Fie Q C RN (N > 2) o submultime deschisa si
marginita cu frontiera Lipschitz I' = 0S2.
Atunci exista un unic operator liniar si continuu v : H*() — L2*(0Q) astfel incat:

(1) yu = ulp daca u € CH(Q).

(2) [lvullzay < collull ) unde e = ¢ () > 0.

(3) V(HI(Q)) = Wlm(r)-

(4) daca N > 2 atunci v : H*(Q) — L"(09Q) este compact pentru orice r astfel

(5) daca N <2 atunci vy : H' () — L"(99Q) pentru orice r > 1.

yu € L*T) se numeste urma lui u pe T iar v : HY(Q) — L*(0Q) se numeste
operator urmd.

Operatorul urma nu este nici injectiv, nici surjectiv.

Notam ca W/2%(T') = HY2(I') si ca existd Z : HY/2(0Q) — H'(Q), operator numit

wversul la dreapta al lui .
(Zy)(u) =u Yu e HY*(0Q)

Amintim prima formula a lui Green pentru functii netede. Pentru oricare u, v €

c2(Q),
/Auvdx—/ —vdF /Vqudx.
a0

Demonstram in cele ce urmeaza o formula de tip Green pentru functii v € H'(Q).

Teorema 5. Fie Q) deschis marginit cu frontiera Lipschitz si u o functie suficient de

neteda. Atunci

/Auvdx—/ 'yvdF /Vu Vudr, Yve HY(Q).
a0 0

DEMONSTRATIE. Fie v € HY(Q). In acord cu (2), exista (v,), C C®(Q) astfel
incat v, — v cand n — oo in H'(2). Aplicam acum formula lui Green pentru functii

netede.

/Auvnd:v :/ Ou —dI' — /Vu-andx, Vn > 1.
Q " ov Q
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ou

Putem scrie prin urmare:
— (v, — yv)dl

/ Au(v, —v)dz + / Auvdr = v
/ vvdf / Vu- (Vu, — Vo)dz — / Vu - Vudz. (4)
a0 0 Q

Facem o estimare a primului termen:

0< UQ Au(v, — v)dx| = |(Aua Up — U)LQ(Q)‘

< NAul| oy - llvn = vll 2y < AUl 2« 1on — vl g1(q) »
si rezulta,

lim [ Au(v, —v)dx = 0.

n—o0 )

In continuare, facem o estimare a termenului [, %(’yvn — yv)dl :

0< Uag (Yvn — yv)dl'| = ‘ a1 (vn _U))LQ(GQ)‘

— H HL2 o) H’Y( U)HLQ(QQ) < ||%HL2(8Q) CtrHUn_UHHl(Q),
si rezulta
ou
7}1_{1010 o O —(yv, — yv)dl' = 0.

Asemanator, putem arata ca:

lim [ Vu-(Vv, — Vv)dx = 0.

n—o0 0

Trecem la lim in (4) si obtinem formula lui Green pe spatii Sobolev. O
n—oo

Remarca 6. [ a se vedea de exemplu [10]] Dispunand de urma unei functii din H'(Q)

pe I' putem scrie formula de integrare prin parti pentru functii din H'(Q) :

g;ivdx:/r’m’vadl“—/gug;}i dr Vie{1,2,..,N},Yu,v € H(Q),

unde v; (1 € {1,2,...,N}) sunt componentele lui v, versorul normalei exterioare la

fromtiera I'.

Remarca 7. Pentru a simplifica scrierea, uneori vom omite scrierea operatorului
urma atunci cand scriem termeni integrali pe frontiera, de exemplu, putem scrie

6uvdx:/uvyidF— u@v dzx.
o O; r o Oz

Anuntasem cursul trecut Inegalitatea lui Poincaré pe W, #(Q).
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Teorema 8. [Inegalitatea Poincaré, [7)] Fie Q@ C RY submultime deschisa si mdarginita.
Atunci exista Cp = Cp(§2) > 0 astfel incat

17
[ull Loy < CrIVUllppoyn s Yu € WyP(Q)
pentru oricare q € [1,px] (px fiind conjugatul Sobolev al lui p, vezi definitia 5)
precum si corolarul
Corolar 9. [Inegalitatea Poincaré,[4]] Fie Q C RN submultime deschisa si mdrginita.
Atunci exista Cp = Cp(§2) > 0 astfel incat
lullzog@) < Cp I Vull oy Yu € WP (9).
Norma [|[Vul|ppq)~ este o norma pe Wy (Q) echivalenta cu norma pe W?(Q).
Punand p = 2, pe spatiul HJ(Q2) avem urmatorul rezultat.
Teorema 10. [Inegalitatea Poincaré] Fie Q C RY submultime deschisa si marginita.
Atunci exista Cp = Cp(2) > 0 astfel incat

lull o) < CrlIVullpgyn ,  Yu € Hy(Q)

Remarca 11. Exista (7,, > ( astfel incat
Jullnioy < Cp IVull ooy - Vor € HY(O).
Pe spatiul Hj () putem considera urmatorul produs scalar.
(w, v) i) = (Vu, Vo) p2@)v
si norma asociata,

HUHHg(Q) = Hvu”LQ(Q)N :
Cu ajutorul Inegalitatii lui Poincaré se poate demonstra ca H}()) este spatiu

Hilbert in raport cu structura particulara precizata anterior.

<H3<Q)7 (7 )H&(Q)? HHH&(Q))
Dualul lui H}(Q) se noteaza cu H'(Q2). Avem

Hy(Q) c L*(Q) ¢ HH(Q).
cu injectii continue si dense, a se vedea de exemplu [4].
Dualul lui H'/2(T") se noteaza cu H—'/2(T").
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Daca () este un domeniu (deschis, conex) marginit cu frontiera Lipschitz si € (3,1)
atunci

HY Q) c H(Q) c HV*(Q) c L*(Q)

cu injectii(scufundari) compacte si dense, a se vedea de exemplu [15], paginile 33-34.

Remarca 12. ~(H'(2)) este densa in L*(T'), a se vedea de exemplu [10].

Prin "injectie” intelegem aplicatia identica. O injectie X C Y (X, Y spatii nor-
mate) este compacta daca orice submultime marginita a lui X este relativ compacta
in Y (sau, cu siruri, din orice sir marginit in X putem extrage un subsir convergent in
Y).
Spatiul H}(£2) inzestrat nu norma indusa de H'((2) este un spatiu Banach separabil;
spatiul H}(Q) este spatiu Banach reflexiv; a se vedea [4].

Punctam in continuare caracterizarea spatiului H}(Q) prin intermediul operatoru-

lui de urma ~.

Teorema 13. [a se vedea de exemplu [7, 15]] Fie Q C RN (N > 2) o submultime

deschisa si marginita cu frontiera neteda (de exemplu Lipschitz sau C1). Fie u €
HY(Q). Atunci
u€ Hy()) <= ~yu=0inL*T).

Remarca 14. H}(Q) = kery = {u € H'(Q) |yu = 0}.

Definitia 15. [a se vedea [10]] Constanta

2*_{% daca N > 3;

oo daca N €{l1,2}
se numeste exponent Sobolev critic.

Pe spatiul H!(Q) avem urmatoarea versiune de Teorema Rellich-Kondrachov.

Teorema 16. [a se vedea [10]] Daca Q2 domeniu marginit si q € [1,2*) atunci
e Hi(Q) C LYQ) cu injectie compacta;
o H'(Q) C LYQ) cu injectie compacta daca, in plus, frontieara T este de clasa

o

Remarca 17. ”VUHLQ(Q)N = [ IVull | z20) = \/fﬂ |Vu(x)||? dz unde ||Vu(-)|| =

Joh (0)
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TEMA Fie u € C(Q), v, € C®(Q) Vn € N, si v € HY{(Q), v, — v in HY(Q).
Justificati ca

lim [ Vu-(Vv, —Vv)dz =0.

n—oo 0
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Seminar 6

Exercitiul 18. Fie N=2. Dati exemplu de o functie u € H'(Q) \ C(Q).

Rezolvare
Fie
Q= {z cR?|0 < |z <%}
siu:Q— R,
u(x) = [In||z|["/*.
]| = /2% + 3.
Utilizand coordonate polare,
T1 = rcost
To = rSint,
r € (0,1/2), t € [0,27), prin calcul direct obtinem:
HUH%P(Q) =27 /01/2 || Prdr + %T 01/2 %|lnr|_4/3 dr < oo.

Pentru un exemplu mai general, a se vedea [10].

e Fie Q C RY domeniu marginit, M multimea functiilor masurabile definite pe

Q) cu valori reale si fie f : 2 x R — R o functie continua.

Definitia 19. Operatorul Ny : M — M, N¢(u)(x) = f(z,u(x)) se
numeste operator Nemitkii atasat functiei f.

Teorema 20. [a se vedea de exemplu [10]] Fie 11,19 € [1,00). Daca functia
continua f : Q2 x R — R satisface conditia de crestere

|f(z,s)| < C|s|"V/™ + b(x)  ap.t xeQ Vs R,
unde C > 0 si b € L™(Q) atunci operatorul Ny : Lr@=L2 ) oste corect

definit, marginit si continuu.

Exercitiul 21. Fie Q C RY domeniu marginit, fie f : Q x R — R functie

continua astfel incat
|f(z,s)] < Cls| apt xeQ VseR,
u, v € L*(Q). Justificati ca functia
fCu(-))v() : 2 — R este o functie in L'(€2).
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e Rezolvare
Utilizam Teorema 20 cu ry = rp = 2, b = 0 si deducem ca Ny(u) €
L*(Q). Notam ca f(x,u(z))v(x) = (Nf(u)v)(x). Pe de alta parte, datorita
Inegalitatii lui Holder, N;(u)v € L'(2).
Asadar, f(-,u(-))v(-) € L'(Q).

Exercitiul 22. [a se vedea de exemplu [2]] Fie
1 for x1 > %,

(% - x1)1/4 for ; < %

CHELD X (L) SR, o) = {

(¢ € L>=(Q), e LA(Q), al:ré% (x) =0, ((x) >0 a.e. in Q)

Consideram un spatiu Sobolev cu pondere dupa cum urmeaza

HE(Q) ={v: Q=R |veL*Q), (Vve L*(N)?*}.
Acesta este un spatiu Hilbert, a se vedea de exemplu [13], inzestrat cu

produsul scalar
(u7U)HC1(Q) = (UaU)B(Q) + ((Vu, CVU)LQ(Q)Z
si norma indusa
3
Il = (0l + 1€V0lEay2) (5)

Justificati ca daca v € H}(Q), atunci v € W' (Q). In plus, exista cp =
ce(£2,¢) > 0 astfel incat

-

[vllwere) < cellvllae), Vo € He(Q). (6)

e Rezolvare

Fie v € H}(Q). Atunci v € L'(Q) si, in plus, cum (Vo € L*(Q)? si
¢! e L*(Q) deducem ca Vo € LY(Q)% Prin urmare, v € WH(Q). In plus,
pentru oricare v € H}(Q),

2
Wlwiie = olle@+ D vl
=1

< vmeas(Q) vl 20 + V2I¢ 2@ 1€Vl 2202
unde meas(f)) este masura Lebesgue a domeniului 2.

Pentru a obtine (6), putem lua cg = v/2 max{y/meas(Q), v2[|¢ 7| .20 }-
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e TEMA Fie Q C RY domeniu marginit, fie f : Q x R — R functie continua
astfel incat

|f(x,s)| < C|s|* apt. z€Q VseER,
u € LYQ), v e L3(Q). Justificati ca functia
fGu(-)v(-) : 2 — R este o functie in L'(Q).
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Curs 7

Prezentul curs este inca dedicat unor spatii de functii Sobolev, functii reale, de mai
multe variabile.

Fie Q ¢ RY o submultime deschisa.

Am discutat in Cursul 5 despre spatiile W1?(€2). Consideram acum un subspatiu
inchis al lui W'*(Q), dupa cum urmeaza:

o
V={veW"(Q):yv=0apt. pel},

unde v este operatorul urma Sobolev si I'y C I' = 99 este o parte a
frontierei de masura strict pozitiva. Acest subspatiu este un spatiu Banach
inzestrat cu norma Whr(Q).

Amintim ca vy : WHP(Q) — LP(T') este operator liniar si continuu. Mai
mult, este compact. Fiind compact si liniar, operatorul urma este complet

continuu. Astfel, daca
(tp)n C WHP(Q) astfel incat u,, — u in W?(Q),
atunci
Y, — v in LP(T") cand n — oo.
Notam ca daca £ C R?, si p > 2, atunci
v WHP(Q) — L*(T) este compact Vs > 1,

in acord cu Teorema de urma din cursul 5. Mai mult, pentru oricare s > 1,

exista cg > 0 astfel incat

Ivollzewy < collvllyrny Yo € WH(Q). (1)

Dualul lui V' se va nota V.
In afara de norma uzuala pe W'?(Q), pe V putem considera urmatoarea

norma particulara:
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[ullv = (/Q ||Vu(x)\|pdx> 1/,9.

Are loc urmatorul rezultat de tip Poincaré.

Propozitia 1. [a se vedea de exemplu [14]] Fie p > 2, Q C R?, domeniu
marginit cu frontiera neteda. Atunci exista ¢ > 0 astfel incat

lv]lwir) < cllvfly  forall veV. (2)

DEMONSTRATIE. Demonstratia se bazeaza pe tehnici ce pot fi gasite in

[16]. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca exista un sir
(Wm)m C V astfel incat

1
—Jwmllwir@) > l[wnllv ¥m > 1.

m
Consideran sirul (v,,), C V' definit astfel
vy = > 1.
[[wim [ wrie (o)

Observam ca
||Um||W1,p(Q) =1 ‘v’m Z 1, (3)

1
|lvmllv < — ¥Ym > 1. (4)
m
Utilizand (3) si teorema Rellich-Kondrachov putem scrie
Um — v in LP(Q),

trecand eventual la un subsir dar pastrand notatia pentru a nu complica
scrierea.
Utilizand acum (4), obtinem
ov,,
ox;
Deducem ca (v,), este sir Cauchy in W1P(Q).
In plus, v, = v in V, cu Vo(x) =0 a.p.t. € Q.

— 0in LP(Q) cand m — oo, i € {1,2}.

Deoarece yv = 0 a.p.t. pe I'y deducem ca v = Oy = Oy1p(q). In acelasi
timp, trecand la limita in (3),

L= Tlim [Jom[lwre@) = [[vllwirq)-

S-a ajuns la o contradictie. Deci (2) se verifica. U
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In continuare vom studia proprietatile unei functionale definite prin inter-

mediul normei pe V.

Lema 2. [ a se vedea de exemplu [14]] Fie 2 < p < oo si fie ® : V — R
functionala ®(u) = > [, [[Vu(z)|]? d.
i) Functionala ® este strict convexa si coerciva (” |llim O (u) = o00).
Uu||y —00

it) Functionala ® este diferentiabila Gateaur. Gradientul Gdateaux notat

cu V®(u), verifica urmatoarea relatie.
(VO (u),v)v v = /Q Vu(2)||P~2Vu(z) - Vo(z)dz Yu,v € V; (5)
wn plus,
O(v) — P(u) > (VO(u),v —u)yry Yu,veV. (6)

iwi) Functionala ® este slab inferior semicontinua pe V.

DEMONSTRATIE. i) Deoarece ® este compunere intre o functie strict cres-
catoare si strict convexa cu o functie convexa deducem ca ¢ este functionala

strict convexa. Pe de alta parte, observam ca
O(u) = |lull}, YueV

si de aici deducem imediat coercivitatea functionalei ®.

ii) Aratam acum ca ® este diferentiabila Gateaux in w. Pentru oricare
u,v € Vsit+#0 avem

O(u+tv) — O(u) _ / IV (u() + to(@))[|” — [[Vu(z)[]”

Notam de asemenea ca daca t — 0, are loc urmatoarea convergenta a.p.t.
x €k

IV (u(z) + to(x))[|” — [[Vu(z)|]”

pt

De asemenea, pentru oricare u,v € V sit € (0, 1),

dz.

— [|[Vu(z)||P2Vu(x) - Vo(x).

| IV (u(@) + tv(@))[|” — [[Vu(z)

” P = I 9ute) + 0@ =21 (Vu(a) + IV0(@)) - Vo(a)

< (IVu(@)| + I Vo(@) ) Vo)l < ([Vu(@)l| + Vo))~ Vo),

unde £ € (0,t). Deoarece(||Vul| + ||Vo|)P~t € LP(Q) si || Vv|| € LP(Q), atunci
IVull + [IVolP=HI Vol € L)
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Utilizand teorema convergentei dominate a lui Lebesgue deducem ca @
este o functionala diferentiabila Gateaux, gradientul Gateaux V& (u) € V'
verificand(5).

Utilizand acum teorema de caracterizare a convexitatii pentru functiona-
lele diferentiabile Gateaux putem scrie (6).

iii) Functionala ® este slab inferior semicontinua pe V. Intr-adevar, daca
up, — uw in V cand n — oo, alegand v = u,, in (6) obtinem

D (uy) — P(u) > (VO (u), up, — u)yr v
si de aici,
O(u) + (VO(u), un — u)yy < P(uy).
Trecand la limita inferioara cand n — oo in inegalitatea anterioara obtinem
O (u) < liminf (u,),
n—oo

si de aici rezulta iii). O

Fie in cele ce urmeaza Q2 C RY (N > 2) un domeniu marginit cu frontiera
neteda si p = 2. Consideram urmatorul subspatiu inchis al lui H*().

V={ve H(Q)|yv=0ap.t. pel}.
Fie Z inversul la dreapta al lui 7. Notam ca
V(Z(yu)) =qu YueV.

Fiind un subspatiu inchis al lui H'(2), spatiul V' este un spatiu Hilbert
in raport cu structura mostenita de pe H'(2). Dar V poate fi inzestrat cu
urmatorul produs scalar.

(u, U)V = (VU, VU)LZ(Q),

si norma indusa
ully = IVull g2q)w -

Pe V' functioneaza urmatoarea Inegalitate de tip Poincaré:

Teorema 3. [Inegalitatea Poincaré] Fie Q C RN submultime deschisa si
marginita. Atunci exista Cp = Cp(2) > 0 astfel incat

||u||L2(Q) S OP ||vu||L2(Q)N7 Vu € V

Pentru demonstratie facem trimitere de exemplu la [16].
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Utilizand acest rezultat deducem ca (V, (-, -)v, ||-||,/) este spatiu Hilbert.

Consideram acum urmatorul spatiu de functii

Vo = {v € [HYQ)]Y | dive = 0}.
Vo este un subspatiu inchis al spatiului Hilbert [H(Q)]Y, a se vedea de

exemplu [10], pag. 57. Prin urmare este spatiu Hilbert in raport cu structura

mostenita de la spatiul HE(Q)]V,
N

(U, U)[Hé(Q)]N = Z(VUZ, Vvi)Lz(Q)N

=1

N
Fllig o = | S IVl
i=1

TEMA. Justificati ca V este un subspatiu inchis al lui H'(€2).
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Seminar 7

Exercitiul 4. Fie N > 2 si Q € RY un domeniu marginit cu frontiera Lipschitz I.

Indicati un exemplu de functie ¢ : 2 — R ce verifica proprietatile
CeL*Q), ¢'el*), ((x)+#0ae. on,

inf (%(x)=0, sup *(x) = oo,
reQ req

Rezolvare
Fie (: (—1,1) x (—1,1) — R astfel incat
1 for x; <0,
1/4
C(z1,22) = <ﬂ> for x1 >0, z9 >0,

2

(1—ax)Y* for x>0, 25 <0.
A se vedea de exemplu [3].

e Fie ( o functie cu proprietatile
Ce LX), ¢'eLYQ), ((x)#0ae on,
inf (*(xz) =0, sup *(x) = oo.

reQ e
Consideram urmatorul spatiu de functii
Hcl(Q) ={v: Q=R |veL*Q), (Vve L*(N)?},
inzestrat cu produsul scalar
(u, ) o) = (u, ) p2@) + (CVU, (V)22
si norma indusa
1

el = (1022 + ICVol3ae)

Acest spatiu este un spatiu Hilbert.

Consideram acum un subspatiu al lui H}(Q2) dupa cum urmeaza:

Ve={ve HQ) |yw=0ae onli},

(10)

unde Iy C I' with meas(I';) > 0. Acest spatiu este un spatiu Hilbert fiind

subspatiu inchis al spatiului Hilbert (HCI(Q), (-, ~)H%(Q), || - HHE(Q)). In plus,

(u,v)y, = /QCQ(w)Vu(w) -Vo(x)dx

(11)
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defineste un produs scalar pe V¢. Fie [ - ||y, norma indusa de produsul scalar
(11),

[vllve = IVl 2z Vo € V. (12)
Subliniem ca (V¢, (-, )v;, |- |, ) este de asemenea un spatiu Hilbert, a se vedea

de exemplu [2, Lemma 3.2].

Spatiile HCI(Q) si V¢ se numesc spatii cu pondere (sau spatii ponderate).
Caracterizarea convexitatii pentru functionala diferentiabile Gateaux:

Teorema 5. (a se vedea de exemplu [12, Theorem 6.2.1.]) Fie X un spatiu
Banach reflexiv, si fie f : X — R o functionala diferentiabila Gateaux. Atunci
urmatoarele conditii sunt echivalente:

(1) [ este functionala conveza .

(it) f(u) — f(v) > (f'(v),u — V)xexx Yu, v € X, unde X' este dualul
spativlur X .
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Curs 8

e Problema Dirichlet omogena Fie Q0 C RY deschis, mérginit cu frontiers

neteda. Consideram urmatoarea problema:

—Au+u=fin ()

(1)
u = 0 pe 012,

feL2(Q).

Numim solutie clasica pentru problema (1) o functie u € C*(Q) ce verifica
(1).

Introducem in cele ce urmeaza notiunea de solutie slaba.
Spatiul functiilor test este Hj ().
Fie v € Hj(Q),

/—Auvdm—i—/uvdx:/fvdx.
Q ) Q

Aplicand formula lui Green,

—/ vv@df+/Vqudx+/uvdx:/fvdx,
a0 OV Q Q Q

si rezulta
/Vqudx—l—/uvdx:/fvdx.
Q Q Q

Definitia 1.  Numim solutie slaba pentru (1) o functie v € H}(Q) astfel

Incat:
/Vqudx—i—/uvdm = / fvdz, Vv € Hi(Q), dat f € L*(Q).
Q Q Q
Teorema 2. Problema (1) are o unica solutie slaba.
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DEMONSTRATIE. Definim a: H}(Q) x H}(Q) - Rsip: HY}(Q) = R

a(u,v) :/Vqudx+/uvdx,
Q Q

o(v) = /Q foda.

a) a simetrica (se verifica usor).

b) a biliniara. Aratam ca a este liniara in primul argument:

a(ou+ pw,v) = [, V(ou+ fw)Vudz + [, (ou + fw)vdz
=« [, VuVudz + B [, VwVudz + o [ uvdz + B [, wodz

= aa(u,v) + fa(w,v), Ya,B € R,Vu,v,w € H} ().
Liniaritatea in al doilea argument se probeaza asemenator sau se utilizeaza
simetria.

¢) a este continua: intr-adevar,
AM >0a. 1 |a(u,v)| <M ||u||H3(Q) Hv||H3(Q) Yu,v € Hg(Q).
Fie u,v € Hj(Q),
la(u,v)| = | [, VuVudz + [, uvdz| < | [,, VuVvdz| + | [, wodz|

= }(VU,VU)B(Q)N‘ + |(UaU)L2(Q)| < ||VU||L2(Q)N ||VU||L2(Q)N + ||U||L2(Q) ||U||L2(Q)

= llull gy o) 10l 2oy + 1l 2 10l 20y < (1 + cy) lull 1oy 102 e) -
Am folosit pe rand: inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-Schwarz si
inegalitatea lui Poincaré.
Pot lua M =1 +C’§.
d) a coerciva: intr-adevar,
. 2
dm>0a. 1 a(u,u) >m ||UHH3(Q) , Yu € Hy(Q).
Fie u € H} (),
a(u,u) = [, VuVudr + [, udx

2 2 2
= [Vl + llullz2) 2 ully o) -

e) ¢ aplicatie liniara, evident.
f) ¢ continua. Aratam ca

Jk>0a 1 |e()| <k|vlgq, Yve Hy ().
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Fie v € H}(R),
)| = | fy fode| = |[(f,v) 20|

<Nz 10l 2 @) < WMl L2 - Cp lloll )
Am folosit pe rand inegalitatea Cauchy-Schwarz si inegalitatea lui Poincaré.
Putem lua k =1+ || f[| 12(q) - Cp-
Concluzia se obtine acum aplicand lema Lax-Milgram. U

Observatie. Unica solutie slaba minimizeaza functionala J : Hj(Q2) — R,

1
Iw) = Ea@,@ - sO(U),
unde a(v,v) = [, (IVv||* +v?) dz si o(v) = [, fode.

Problema Neumann omogena
Fie urmatoarea problema la limita:
—Au+u=fin )
(2)
g—z = 0 pe 0f).

Numim solutie clasica pentru problema (2) o functie v € C?(Q) ce verifica
(2).

Introducem notiunea de solutie slaba.

Spatiul functiilor test este H'(().
Fie v € H'(Q),

/—Auvdx—i—/uvda::/fvd:n.
Q Q Q

Aplicand formula lui Green,

—/ —dF+/Vqudx+/uvda:—/fvdx

si rezulta
/Vqud:c—l—/uvd:U:/fvdx.
) Q )

Definitia 3. Numim solutie slabd pentru (2) o functie v € H(Q) astfel

incat:

/Vqud:I:—l-/uvd:U:/fvd:c, Yo € H'(Q), dat f € L*(Q).
Q Q Q
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Teorema 4. Problema (2) are o unica solutie slabd.
DEMONSTRATIE. Definim a : H'(Q2) x H'(Q) - Rsi¢: HY(Q) - R

a(u,v) :/Vqud$+/uvdx,
0 Q

go(v):/ﬂfvdx.

a) a simetrica;
b) a biliniara;
¢) a continua:
Fie u,v € H'(Q),

la(u, v)| < ||VU||L2(Q)N ||VU||L2(Q)N + ||U||L2(Q) ||U||L2(Q) <2 ||U||H1(Q) ||U||H1(Q) :
Am folosit si faptul ca:
1/2
2 2
lell sy = (el + IVl aay)

lll 20y < lull oy

IVull 2y < llull g -

d) a coercivg;
Fie u € H'(Q),

2 2 2
awwaéwwmwﬁﬁmzwwmw+mmﬁzwm@.

e) ¢ aplicatie liniara, evident.
f) ¢ continua;

Fie v € H(Q),

o) < [/l 20) 10l o) S M2 - 0l q) -

Aplicam lema Lax-Milgram.

Tema. De studiat urmatoarea problema:
—Au= fin

u =0 pe 0.
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Seminar 8

Exercitiul 5. (u,), C V astfel incat u, — u cand n — oo in V. Aratati ca:
lim [ f(u, —u)de =0, feL*Q)

n—oo 0

Rezolvare

0<

/Qf(un —u)dz| = ‘(f: Upn, — U)L2(Q)‘ < ||f||L2(Q) [[un — U||L2(Q) <G ||f||L2(Q) [un = ully,

si trecand la limita rezulta

lim [ f(u, —u)dz=0.

n—oo Q

Exercitiul 6. (u,), C V astfel incat u,, — u cand n — oo in V. Aratati ca:

n—oo

lim /h(vun —yu)dl' =0, he L*Ty)
r
Rezolvare

0 < | fp by — yu)dl| = |(hy yun — v raey| < Noll ey v — yull g2y
= ||hHL2(F) [y (un — U)HL?(F) < HhHL2(F) - Clun — uHHl(Q) <0G, HhHL2(F) [un —ully
si trecand la limita rezulta

lim [ A(yu, —~yu)dl =0.

n—oo T
Exercitiul 7. Fie u,, — u cand n — oo in V. Aratati ca:

lim / flu, —u)de =0, fe€L*Q).
Q

n—o0

Rezolvare

Definim ¥ : V. — R, ¥(v) = [, fods si aratam cd ¥ este liniara si continua. W

liniara este evident.
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¥ continua, intr-adevar

/Q fuda

Cu teorema de reprezentare a lui Riesz rezulta acum

\I[(U) = (T? U)Va ”\IIHV’ = ||7||V’ Vo S ‘/7

(W (v)| =

= |(f7U)L2(Q)} < ||f||L2(Q) ||U||L2(Q) < ||f||L2(Q) Cy llolly -

si avem

/Qf(un —u)dx = ‘(f;un _u)LQ(Q)‘ = ‘(77“’” _u)Vl = |(?,un)v - (f,u)\/} :

Tinand cont de faptul ca

0<

U, = uinV=>U(u,) = U(u) => (f,u,)y — (f,u)y cand n — oo,

si trecand la limita in relatia precedenta se obtine

lim [ f(u, —u)dx =0.

n—oo QO

Remarca 8. v operator complet continuu

Exercitiul 9. Fie u,, — u cand n — oo in V. Aratati ca:

lim | h(yu, —yu)dl =0 h € L*(Ty).

n—oo F
Rezolvare

Deoarece u,, — u rezulta ca yu, — yu.

Prin urmare (h, yu, —yu)r2ry — 0 cand n — oo, deci

lim [ A(yu, —~yu)dl' =0.

n—oo T

Exercitiul 10. Aratati ca (f,,vn)x — (f,v)x stiind cd f, — fin X si v, = v in
X.

Rezolvare

0 < |(fasvn)x — (f;v)x] = [(fasvn)x — (fson)x + (f;vn)x — (f,0)x|

< (o = Frvn)x [+ 100 = 0)x[ < [ fo = Flix lonllx +1(f, 00 = v)x]

Cum v, — v In X rezulta ca sirul (||v,||x)n, este marginit (vexi de exemplu Propo-
zitia II1.5 in [4]). Prin urmare, stiind ca f, — f in X, deducem ca || f, — f|| x [|lvnll
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converge la zero cand n — oco. Pe de alta parte, utilizand definitia limitei in sens slab
(vezi [4]), rezulta imediat ca si |(f,v, — v)x]| tinde la zero cand n — 0.
Utilizam acum criteriul clestelui.

TEMA Fie (u,), C H'(Q) astfel incat u,, — u cand n — oo in H'(Q). Aritati

v

ca:

lim / f(u, —u)dz =0, feL*Q)
Q

n—oo
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Curs 9

Probleme eliptice
Fie Q C RY deschis, marginit cu frontiera neteds.

e Fie urmatoarea problema:
LA ou -
£ (o) o .
u =0 pe 0N.
Admitem urmatoarele ipoteze:

(e L*(Q);

ai; € CY(Q), Vi,j € 1, N;

N
Z G(2)&6E > all€|]”, a >0, € RN (conditie de elipticitate).

Solutie clasica: u € C*(Q) ce verifica (1).
Introducem notiunea de solutie slaba.
H} () reprezita spatiul functiilor test.

Integram,
N
0
_/Qza (awa )vd:v—/fvdzv
2,7=1
dar
0 ou ou ou Ov
— | a;;=— | vdx = ; iyodl — ii— ——dx.
/Qﬁmj <a38xi)v ‘ /majaxzym) /Qaﬂax,-axj *
Rezulta

ou 81}
— I —
/ Z 895] (am oz, ) vdr = Z/ a”@ l/fyvd Z / Qjj—=— oz, a%
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a(u,v)| =

dar

Qi V/yvdF =0,
Z /8(2 ! axz

i,j=1
sl prin urmare avem

N

Ou Ov
Z/awaxz 8%dm—/fvdx
i,7=1

Definitia 1. Numim solutie slab& pentru problema (1) o functie u € H{(£2)

ce verifica

ou v , 1 9
Z / a”(‘?xi axjd:c = /vada:, Yv € Hy(Q), dat f € L*(Q).

i,j=1

Teorema 2. Problema (1) (in ipotezele anunfate anterior) are o unica

solutie slaba.

DEMONSTRATIE. Fie a: H}(Q) x H} () — R si ¢ : H(Q) — R date de:

o(v) = [ fudz.
0

a) o aplicatie liniara si continua, evident.
b) a forma biliniara. Aratam ca a este liniara in primul argument;

N
alau+ pw,v) = 3 [, aija%imu * 6w>367vjd$
ig=1

SPP> Jo @it 5 de + B > o ade

3,j=1 ,5=1

= aa(u,v) + fa(w,v).
Analog, se arata ca a liniara in al doilea argument.

¢) a continua;

Fie u, v € H} (),

Z/a ou 81}
”(’931:Z axj

2,7=1

N

‘B

1,j=1

ou
s
(A

o
al'j

ou Ov N
it <
/Qa”&ci ax]dx‘ - Z

7,7=1

L2 (@)
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e € LX(Q), 7 € L*(Q).

2

ou ||? ou ou
Aji— = a;i(r)=—(x dac<l<:2 , (k;; >0).
ey = o (0 5 ) 9y 20
Luand k = max_k;; rezulta
1<i,j<N
) <6 20 < ke lull gy ol
=1 835z L2(Q Ox; L2(Q) 0 0

Am folosit in ultima inegalitate faptul ca

2
ey = 19701 [ I =
U = u - - ’
H(Q) 2N — 81’1 L2 al‘N L2(Q) axl L2(Q)
N 2
ov
v = [|Vov teo a5 - ’
H HH&(Q) H ”LQ(Q) \/‘ 8371 L2(0 ox N L2(Q) ; 8:1:] L2(Q)
si
N
SUUERPIIN I
1,j=1 \j:l
unde
) 0 TN
ai:‘ u 73:‘_0 €R,a;,b; > 0,Vi,j € T, V.
ox; Ox;
ill2(Q) J1L2(Q)

Tema. Demonstrati ultima inegalitate pentru N = 2.

d) a coerciva;

a(u,u) = fj Joai Bt Sede > a [ {( o )2+<§—;2) + .. +<8xN)1 dzx

i,7=1

2 2 2
= a J, [ Vu(@)| dz = o [Vl gy = o ull 30

Aplicam lema Lax-Milgram. O

e Fie urmatoarea problema:

_ Z 8:2 (awaw>—|—aOU—finQ

Z awa Ly =0 pe 0N.

3,7=1
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Admitem urmatoarele ipoteze:

(ap € C(Q),a0(z) >0Vx € Q, ag(x) > co > 0;
fe L)

a; € CYQ), Vi,j € 1,N; (4)

N
S ai(@)&& > all€])?, a>0,VE € RV,

\izjl

H(Q) reprezinta spatiul functiilor test.

Definitia 3. Numim solutie slab& pentru problema (3) o functie u € H*(2)
ce verifica

/ Ou Ov dx—i—/aouvdx—/fvdx Yo € HY(Q), dat f € L*(Q).
Q

a;
g Oz, Oz,

Observatie. Avem

9, ou ou ou Ov
— (g, = — r— 2 .
/Q i (ozU l'z) vdx /aga” -vjyvd /Qaw . %d:c

Teorema 4. Problema (3) are o unica solutie slaba, admitand ipotezele

anuntate.
DEMONSTRATIE. Fie a: H'(Q) x HY(Q) — R si ¢ : HY(Q) — R date de:
a(u,v) = / a;j g;i 68;; da:—l—/gaouvdx,

= /vadx.

a) o aplicatie liniara si continua, evident.
b) a forma biliniara, evident.

¢) a continua;
la(u,v)| < HVUHLQ(Q)N HVUHL2(Q)N +k HUHLQ(Q) HUHLQ(Q) <k HuHHl(m HUHHI(Q)
d) a coerciva;
a(u,u) = ¢ HVUIliz(mNJr/Q agu’dz > ¢ |[Vull 7y +co l|ull 72y = min{es, co} [lull 7 o

Aplicam lema Lax-Milgram. O
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Seminar 9

Consideram urmatoarea problema la limita:

N
-3 ai <a”8m>—|—2a28373 + apu = f in 2

&= )
u =0 pe 0N.

Admitem urmatoarele ipoteze:

[ ap € C(Q), ag(x) > co > 0;
a; € C(Q), a;(x) >by>0; iec{l,2,.. N}
fe L*(Q);
a; € CYQ), Vi,j € 1,N;

g: ay(2)6& > a||€|]”, a>0,VE € RV,

\ %Jj=1

Spatiul functiilor test este H}(€2).

Z/a--%ﬁdx—i-i/a‘auvdx—k/auvdx—/fvdx
Y Ow; Ox; —~ Jq "Ox; 0 " ~Ja '

2,7=1

a(u,v) = i/a»-%@dx+i/a-%vdx+/auvdm
’ _ij:1 Q Zjal'iaxj i—1 /9Q za'L‘Z- Q 0 ’

= /vadx.

si

a) a biliniara, evident;

b) a continua;

N
Z’f a; vdx‘ <>
i=1

OLZ vda: azamz @ ||U||L2(Q)

o; 12(9) ||U||L2(Q) <k ||U||H5(Q) ||U||H3(Q) :

a1+ .. +ay <eyfad + .+ ad <=> (a1 + .. +an)? <k (af+ .. +adk).
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) a coerciva;

u ou Ou u ou
_ 2
a(u,u) = i;_l/gaij Oz 0z, dx + ;_1 /Qal- 8indx + /anu dx.

Stim deja
ou 8u

> [ a2 2> iy

1,j=1
si

/ apuldr > ¢ H'U/Hig(g)
Q

Acum,

N
—;fgazax udr < Z’fgaza udx‘ < Zk’ B

)||U||L2(Q)

lulfn e lull?s
< kIVull o) llull 2 ) = K llull gy o) lull 2 <k‘( i el P

unde € > 0 va fi convenabil ales. Rezulta

Z/az

H [P HUHL2
Prin urmare,
2 2
a(u,u) > alullzq) = 5 1l o) = 2 [l + o lullza
2 2
= (a - _) ||U'||H1 + (CO - ﬁ) ||U'||L2(Q) > (a - %) ||U||H3(Q) )
Daca a > % ¢y > £ k = max ki, |a;(x)| < ki, Yo € Q atunci avem si coercivita-

1<i<
tea si prin urmare putem aplica Lema Lax-Milgram.

TEMA Sa se studieze urmatoarea problema:

_ Z Bm (awax>—|—a0u—fin§2

u=0pely (7)

Z aij 5 (% =0 pe I'y,

\ ¢,j=1
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Curs 10

e Problema mixta
Fie Q C RY deschis, marginit cu frontiera neteda, I'; si I'y partitie pentru
I =00, T, Uly, =09, 'y NTy = 0, v versorul normalei exterioare la OS2,
Jv ()] = 1.

Fie urmatoarea problema

—Au= fin
u=0pel, (1)
g_zzhper27

fe L), he LA(Ty).
g—:j =Vu-v.

Spatiul functiilor test este

V ={ve H(Q)y =0apt. peli}, Iyl >0.

/—Auvdx:/fvdx.
Q Q

Aplicand formula lui Green,

90 ov Q Q

Fiev e V,

dar

/ ’}/U%dr :/ 7v%dF+/ vv?df = 0+/ h - ~yvdl',
0 v Iy v Iy v Iy
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si rezulta

/Vqudx:/fvdx+/ h~yvdl'.
Q Q Iy

Definitia 1. Numim solutie slaba pentru (1) o functie u € V' ce verifica

/Vqudx = / fvd:v—l—/ hyvdl', Yo € V, dat f € L*(Q),h € L*(T).
Q Q I}

Teorema 2. Problema (1) are o unica solutie slabd.

DEMONSTRATIE. Definima:V xV - Rsgip:V - R

a(u,v) :/Vqud:E,
Q

o(v) = /vadx + /F2 h~yvdr.

a) a simetrica evident;
b) a biliniara, evident;
¢) a continua;
Fie u,v € V,

/QVUVwa < ||VU/||L2(Q)N ||VU||L2(Q)N = HUHV ||U||V

d) a coerciva;

Fie u € H'(Q),

|a(u, v)| =

alu,n) = | VuSude = [Vull gy =l
Amintim ca v : H' () — L*(09) este operatorul urma Sobolev (operator

liniar si continuu).

e) ¢ aplicatie liniara.
plau+ pv) = [, flau+ fv)de + [;, hy(au + fv)dD

= a [ fude + B [, fvde + a [i, hyudl + B [, hyvdl = ap(u) + Be(v), Yo, € R,Vu,v € V.

f) ¢ continua;
Fiev e V,

o)l < |(f,0)e2i@ | + [(h 1) 2es) | < 1|2y 10l 2y + 1Bl 2y 170l 2y

< ||f||L2(Q) Cy llvlly + ||h||L2(F2) CCy vl = (Cp ||f||L2(Q) +CGC, ||h||L2(F2)> ol -
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Am folosit
||7U||L2(F2) = ||7U||L2(F) , T © T =00,
si
I0ll 2y < Cllvllgrg) < C- G llvlly
deci rezulta
||'7”||L2(F2) < CGCy|vlly -
Aplicam lema Lax-Milgram. O

TEMA De studiat urmatoarea problema:
—Au+u=fin

u=0pel} (2)

%:hpel“g.
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Seminar 10

Exercitiul 3. Fie N > 1, p > 2. Pentru oricare &, n € RV, avem

1€ +nl|? + [|€ —nl?
&P+ [In]|” > 5o (3)

1€ —nl?
20-2p

1EIP2E - (€ —n) — nl"*n- (€ —n) >

Rezolvare

Functia (22 + 1)P/2 — 27 — 1 este crescatoare pe [0, 00).
Deducem ca

WP+ 0P < (WP + 022 Vw, 6 € [0,00).
Fiew:Hg—yNSiQ:M.

el le—nlr (e al L€ nly
2p 2p - 22 22
_ (I iy
2 2

Utilizand convexitatea functiei R >  + |2[?/? pentru p > 2, obtinem

2 2\r/2 1
(P TN < L g+ i)

si de aici (3) este o consecinta imediata.
Fie A : RV — R functionala convexa A(&) = ||€]|P.
A este diferentiabila Gateaux, gradientul Gateaux verifica

< VA(&),n>=pllél"*¢-n V& neRY.

Utilizand caracterizarea convexitatii pentru functionalele diferentiabile Gateaux, pen-
tru oricare 1, n € RY,

117 = lInll” > pllnl"*n - (v —n).

Fie ¢ = 5_;7[
Atunci " I ¢
+ 0l - —-n
e i > plmf—on - €1 )
Inmultind cu 2 (5) si sumand cu (3) obtinem
1€ — " -
€1 = Inll” + ==+ plnl"n - (€ —n). (6)
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Asemanator,

i = el + P8 pepeze . (- o) )

Sumand (6) si (7) obtinem (4).
Pentru completarea prezentului studiu si aplicatii facem trimitere de exemplu la
[14].

TEMA [Probleme Robin| Studiati urmatoarea problema la limita:
—Au=fin
u=0pel (|I'1] >0)

(x%—i-ﬁu:Ope [y, (o, B €R);
(discutie dupa cei doi parametri a si 3.)
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Curs 11

In acest curs vom discuta rezolvarea in sens slab a problemelor la limita guvernate
de operatorul p—Laplace. Amintim pentru inceput un rezultat de minimizare ce va fi

util in cele ce urmeaza.

Teorema 1. Fie E un spativ Banach reflexiv si fie K C E o submultime nevida
inchisa convera a lui E. Fie ¢ : E — (—00,00| o functionala proprie (¢ # o0)
convexa inferior semicontinua. Atunci @ este marginita inferior pe K daca una din
urmatoarele conditii este satisfacuta:

i) K este marginit;

i) @ este coerciva, i.e. p(u) — 0o cand ||ul|g — oo.

Mai mult, daca @ este strict convexa atunci ¢ 1si atinge minimul intr-un singur

punct in K.

Demonstratia se poate gasi de exemplu in [4, 18].
Consideram urmatoarea problema la limita: sa se determine u :  — R astfel incat

—Au=f z€Q (1)
u=0 =z€0Q, (2)

unde © C RY este un domeniu marginit cu frontiera neteda I' = 09, p > 2, f € L” (Q).
Operatorul

Ayu = div(||Vul[P~*Vu)

se numeste operator p—Laplace.

Daca p = 2, Asu = div(Vu) = Au.

Ne propunem sa introducem notiunea de solutie slaba pentru problema (1)-(2) si
sa studiem apoi existenta si unicitatea acesteia.

Fie u o functie suficient de neteda ce verifica (1)-(2).

Consideram W, (Q) drept spatiu al functiilor test.
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Notam ca pentru oricare v € WHP(Q),

/div(HVqu_QVu)vdx:/HVqu_Q
0 r

: : 1
Prin urmare, pentru oricare v € Wy (Q),

%’yv dl’ — / |Vu|P~2Vu - Vo da.
v Q

/ div(||Vul[P>Vu)v dr = —/ |Vul[f~?Vu - Vo dr. (3)
0 0
Fie v € W,?(Q). Din (1) obtinem

—/div(||Vu||p_2Vu)vdx:/fvdx.
Q 0

Utilizand acum (3) obtinem

/QHVuHPQVu-Vvd:c:/vadx Yo € WP (Q).

Definitia 2. Numim solutie slaba pentru problema (1)-(2) o functie u € W, (Q)
ce verifica

/Q |Vul|P~*Vu - Vodr = /va dr Vv e W, 7(Q). (4)

Teorema 3. Fiep > 2 si f € LV (Q). Atunci problema (1)-(2) are o unica solutie.

DEMONSTRATIE. Fie functionala J : W, " () — R,

J(v):%/QHVU(QU)dex—/vadm.

Utilizand o tehnica similara cu cea utilizata in Cursul 7 putem justifica:

i) Functionala J este strict convexa si coerciva ( lim J(u) = 00).

el 1.0 gy =2

ii) Functionala J este diferentiabila Gateaux. Gradientul Gateaux notat cu V.J(u),
verifica urmatoarea relatie.

(VI 0oy = [ [V0l) P> Vul) Volahdo— [ fode vu,v e W3H(@);
Q Q
(5)
in plus,

I(w) = J(w) 2 (V)0 = Wy oy V00 W@, (0)

iii) Functionala .J este slab inferior semicontinua pe W, (£2).
Observam cau € Wy (Q) verifica (4) daca si numai daca (V.J (u), U)W_l,p/(mwol,p(m =
0 for all v € W, ? ().
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Din (6) rezulta ca daca
(VJ(U)7U)Wfl,p/(ﬂ),wolvp(g) =0 YueW;"(Q)
atunci
J(v) > J(u)Vv € WyP(Q).

Dar si invers, daca J(v) > J(u) for allv € W, ?(Q) atunci (V.J (u), U)W,lyp,(Q),W&,p(Q) —
0 for all v € VVO1 (). Intr-adevar, deoarece
J(u+tv) — J(u)

t

limyo = (VJ (), )10 () w0 ()

cum
J(u+tv) — J(u) > 0Vt € R,
rezulta ca
(VJ(u),U)W,Lp/(Q)’Wol,p(Q) >0 dacat>0
si
(VJ(U)7U)W_lﬂp/(ﬂ),WOl’p(Q) S O daca t < O
Prin urmare,
1’
(V‘]<u>7U)W—LP’(Q),W(}”’(Q) = 0vv € Wy*(92).
Am aratat ca u € W, ?(Q) este solutie slaba pentru problema (1)-(2) daca si numai
daca u minimizeaza functionala J pe W, (€2).
In acord cu rezultatul de minimizare amintit la inceputul cursului, cum J este
functionala proprie strict convexa coerciva si inferior semicontinua deducem ca J are

. . 1
un unic punct de minim in W;”*(Q).

O

Studiul prezentat poate fi completat lecturand de exemplu [14].

TEMA Studiati rezolvarea in sens variational (in sens slab) a urmatoarei probleme

la limita:
—div(||Vu(@)[["*Vu(z)) = fo(z) in Q, (7)
u(x) =0 on I'y, (8)
IVu(@)|"0,u(x) = fa(x) on Ty, (9)
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Seminar 11

Fie Q c RY, N > 2, un domeniu marginit cu frontiera Lipschitz.

e Fie u € Hy(Q).
Definim @, : Hj(Q) — R,

o, (v) = /Qu(x)Vu -Voudz

unde p € L>(Q) astfel incat p(xz) > p* > 0 a.p.t. in Q.
Aceasta aplicatie este liniara si continua. Cu ajutorul ei, aplicand Te-

orema de reprezentare s lui Riesz, se justifica buna definire a operatorului
A:HYQ) — HF(Q) ce verifica

(Au,v) 1) = Pu(v) forallve Hy(Q).

Operatorul A este liniar, simetric, tare monoton si Lipschitz.
Notam ca:

1) operatorul A este tare monoton daca exista m > 0 astfel incat
(Au— Av,u—v)x >m|lu—v||x VYu,veX. (10)
2) operatorul A este Lipschitz exista M > 0 astfel incat

|Au — Av||x < M ||lu —v||lx VYu,veX. (11)

e Fieu € H}(Q) si U, : HI(Q) — R functionala
1
U, (v) = / <Vu - PK(—VU)> -Vudz,
Q 2

unde K = B(TR%) and Pg : R? - K este operatorul de proiectie.

Aceasta aplicatie este de asemenea liniara si continua. Cu ajutorul ei,
aplicand Teorema de reprezentare a lui Riesz, putem defini operatorul A :
H} () — HL(Q), astfel: pentru oricare u € H}(2), Au este unicul element in
H}(Q) astfel incat

(Au, v) g1q) = Pu(v)

pentru oricare v € H} ().

Acest operator este tare monoton si Lipschitz dar nu este operator liniar.
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e Fie u € H}(Q) x H} () si
Hy: Hy(Q) x Hy(Q) - R
Hi(v) = /(Vu -Vode —Vu-Vip+Vo-Vo+ V- Ve)dr
Q

pentru oricare @, v € H}(Q) x HYQ), @ = (u, ), v = (v,1).

Aplicatia @; este o functionala liniara si continua.

Fie A: H(Q) x HY(Q) — H} () x H}(2) un operator definit dupa cum
urmeaza: pentru oricare u € Hj(2) x H} (), Au este unicul element al lui

H}(2) x Hj(2) ce verifica

(A, ) g1y xmi ) = Ha(V)
pentru oricare v € Hy(Q) x Hy ().
Operatorul A este liniar, tare monoton si Lipschitz.

Remarca 4. Putem sa asociem acestui operator o forma biliniara, continua,

coerciva, dar care NU este simetrica,

a(u, v) = (A, ) g1 o)« a1 (©)-

TEMA Fie urmatoarea problema:
—Au = f1,1n Q
(12)
u =0 pe 0f2.
wCQ, feL*N).
i) Studiati dependenta solutiei slabe de data f (dependenta liniara? continua?

convexa? Lipschitz?)
ii) Fie

T LX) = R, J(f) = allu—uallfae) + k720 -
Studiati urmatoarele proprietati ale functionalei J J este i.s.c.? )
J este continua?

J este coerciva? ( lim  J(f) = o0)
HfHL2(Q)—>OO

J este convexa? este strict convexa?
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Curs 12

In acest curs dam exemple de probleme la limita in fizica matematica.

e Un model antiplan: o problema in deplasari tractiuni in teoria elasticitatii
Fie Q C R? sectiunea transversala a unui cilindru ”foarte lung”. € este
un domeniu marginit cu frontiera neteda. Frontiera este partitionata in doua
parti masurabile, I'y, 'y, (|T'1] > 0).

—pAu = fin Q (1)
u=0pel}y (2)

ou
/L% = g pe I's. (3)

Necunoscuta problemei este u : 2 — R (a treia componenta a vectorului
deplasare).

Functia f este a treia componenta a densitatii fortelor volumice iar g este
a treia componenta a densitatii tractiunii pe suprafata I's.

Coeficientul p este un coeficient de material (o constanta Lamé in teoria
elasticitatii, pentru materiale elastice omogene si izotrope).

Ipotezele de lucru: f € L*(Q), u > 0, g € L*(T').

Fie u o functie suficient de neteda ce verifica (1)-(3).

Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul V' :

V={ve H(Q)|yv=0apt. pel}.
(u,v)v = (Vu, Vo) 12q),
[ully, = ||VUHL2(Q)N‘

Prin formulare variationala, problema 1-3 conduce la urmatoarea pro-

blema: sa se determine u € V astfel incat

a(u,0) = (fo)y Vo eV, (4)
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unde
a:VxV =R a(u,v):/uVu-Vvd:p
Q
si

(ﬁv)v:/ﬂfvdx—l—/mgvvdl“.

Ecuatia 4 are o unica solutie. Justificarea se face cu ajutorul Lemei Lax-

Milgram. Detalii despre modelul antiplan se pot gasi in [17].

e Un model in mecanica fluidelor
Fie Q un domeniu marginit in RY (N € {2,3}) cu frontiera de clasa C*.
Fie de asemenea f € L2(Q)Y si u > 0.
Sa se determine u : Q — RY si p: Q — R astfel incat:

—puAu+Vp=fin Q (5)
divu = 0in§) (6)
u=0pel. (7)

Aceasta problema la limita descrie miscarea unui fluid incompresibil. Se
presupune ca miscarea este stationara si lenta. Coeficientul p se numeste
coeficient cu vascozitate u si f este densitatea fortelor volumice.

Fie (u,p) functii suficient de netede ce verifica (8)-(10).

Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul V4 introduc in Cursul 7:

Vo = {v € [HY N | dive = 0}.

N
(U, U)[Hé QN = Z(VUZ, VUZ')LQ(Q)N

i=1

N
||U||[H5(Q)]N = Z ||Vui|’%z(9)w'
i=1

Pentru fiecare ¢ € {1, ..., N} avem

dp .
—,uAui + a—xl = fl in (8)
N
ou;
L) 0
2 . Oin 9)
u; =0 pe I (10)

90



Saptamana a 12-a

Vom utiliza formula lui Green. Notam ca:

op v
/Q axiv v /pr} . Qpa%

N
Z/ Op v;de =0
i1 Q &L’l

pentru oricare v € Vj, deoarece yv = 0 a.p.t. pe I' si divv =0 a.p.t. in €.

Prin urmare,

Prin formulare variationala ajungem la urmatoarea problema: Sa se de-
termine u € Vj astfel incat

(V) ony = (f )@y Yo € Vo,

Aceasta problema variationala are o unica solutie u € V. Pentru a justifica
aceasta afirmatie putem aplica Lax-Milgram sau, in aces caz, putem aplica
direct Teorema de reprezentare a lui Riesz.

Pentru detalii, a se vedea de exemplu [10] (capitolul 3).

e Un model in teoria electricitatii
Fie Q c RN (N € {2,3}). Q este un domeniu marginit cu frontiera neteda.
Frontiera este partitionata in doua parti masurabile, Ty, Ty, (|T'1| > 0).

divD = ¢ in €, (11)

D =—BVgin Q, (12)
¢(z) =0 pe I'y, (13)

D v = g(x) pe I, (14)

Necunoscuta problemei este perechea (p, D) , ¢ fiind necunoscuta princi-
pala.

¢ : 2 — R este potentialul electric iar D : Q — RY este campul electric.
Admitem urmatoarea ipoteza asupra datelor: qo € L?(2), ¢ € L*(T3), 8 > 0.

Fie ¢ o functie suficient de neteda ce verifica (11)-(14).

Consideram drept spatiu al functiilor test spatiul V' :

V={ve H(Q)|yv=0ap.t. pel}.
(u,v)y = (Vu, Vo) 20,

[ully, = ||quL2(Q)N'
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Prin formulare variationala, problema (11)-(14) conduce la urmatoarea
problema: sa se determine ¢ € V astfel incat

a(p, V) = (¢, ¥)y Y eV, (15)
unde
a:VxV =R a(gp,w):/ﬁVgp-dex
' Q
si

(@ 0)y = /Q a0 d — /F e

Ecuatia 15 are o unica solutie. Justificarea se face cu ajutorul Lemei Lax-
Milgram
Pentru un model mai complex cu aplicatii in teoria electricitatii se poate

consulta de exemplu [3].

e Un model in piezoelectricitate: o problema electro-elastica
Fie ) C R? sectiunea transversala a unui cilindru ”foarte lung”. € este un
domeniu marginit cu frontiera neteda. Pe frontiera consideram doua partitii:
(1) Ty, Ty, (IT4] > 0);
(2) Lo, Ty, (|Ta] > 0).

div(uVu+eVe)+fo = 0 in
div(eVu — 8Vy) = @ in Q
U = 0 pe I’
¥ = 0 pe I,
1o, u + €0, p = fo pe Ty,
ed,u — B0, = q pe I%.

Aceasta problema este un model antiplan in electro-elasticitate (un model
piezoelectric).
Necunoscuta problemei este perechea (u, ¢).
Admitem urmatoarea ipoteza asupra datelor:
(1) fo € L*(Q), p >0, fo € L*(T'2).
(2) @ € L*(Q), g2 € L*(I'5), 8> 0, e € R.
Consideram spatiile

V={ve H(Q)|yv =0 a.p.t. pel}.
(u,v)v = (Vu, Vo) r2(q),

[ully = [IVull gy -
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W ={y e H(Q) |y =0 ap.t. pe [y},
e, V)w = (Vo, Vi) 120,
191l = IVl 2y -

Prin formulare variationala, problema la limita piezoelectrica conduce la

urmatoarea problema: sa se determine u = (u, ) € V x W =V astfel incat
a(@v) = (f,0)y VUEV, (16)
unde
a:VxV =R

a(ﬂ,@):/Q;LVU-Vvdm—I—/QeVgO-Vvda:

+/QBV¢~V1pd:c—/QeVu-dex.

7:(/vadx+/r29w)df,/quwdx—/rzqﬂ@bdf).

Ecuatia 16 are o unica solutie. Justificarea se face cu ajutorul Lemei

si

Lax-Milgram.

Remarca 1. In modele anterioare a era forma simetrica. In acest ultim

model forma a nu mai este simetrica.

Pentru modele mai complexe in piezoelectricitate se poate consulta de

exemplu [18].
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Seminar 12

Lista de probleme recapitulative:
o Fie I = (0,1) si f € L*(0,1).
—u"+u=finl=(0,1)

—(pu') +qu=finI=(0,1)

u(0) = u(l) = 0;

e Fie O C RY domeniu marginit, cu frontiera neteda, f € L*(Q)
—Au+u=fin )
u =0 pe 08;
—Au+u= finQ
% =0 pe 0€;
([ —Au=finQ
u=0pel; (|T'y]>0)
Go =0 pe Iy;
—Au=f1in

u=0pely (|I'>0)

Ju — gpely, (9€R);
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—Au=fin
u="0peT; (]l >0)

% — gupeTs, (g9€R);

N
9 9 -
~ 2 g <awaf) =finQ

N
unde a;; € CH(Q) Vi,j € 1, N '21 ag ()6 > all€))?, Y € Q, a > 0,V¢ €
RY.

—div(pVu) = fin Q (p€ CYQ), u(x) > p* > 0Vx € Q)
u=0pel.
([ —div(uVu) = fin Q (ueC'(Q), ulx) > p* >0Ve € Q)
u=0pel; (|I'y] >0)
| 13t =gpeTs, (g€R);
—div(pVu) = fin Q (p € CHR), u(x) > p* > 0Vx € Q)

u=0pel' (|I'y] >0)

| 134 =gupeTls, (g€R);
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Anexa: tematica cursului

Derivata in sens slab. Definitie. Exemple. Spatiul W1,p(I) (def.; proprietati)
Spatiul H1(I) (def., proprietati, produs scalar, norme)

Spatiul H}(I) (def., proprietati, produs scalar, norme). Inegalitatea lui Poin-
care. Alte spatii Sobolev de functii de o singura variabila (def., proprietati).
Inegalitati de tip Poincare.

Probleme la limita de tip Dirichlet 1D:introducerea notiunii de solutie slaba,
studiul existentei si unicitatii solutiei slabe, studiul marginirii si stabilitatii
solutiei slabe. (se vor studia si probleme Sturm -Liouville Dirichlet omogene)
Probleme la limita de tip Neumann 1D (introducerea notiunii de solutie slaba,
studiul existentei si unicitatii solutiei slabe, studiul marginirii si stabilitatii
solutiei slabe)

Probleme la limita mixte 1D (introducerea notiunii de solutie slaba, studiul
existentei si unicitatii solutiei slabe, studiul marginirii si stabilitatii solutiei
slabe)

Derivata partiala in sens slab. Definitie. Exemple. Spatiul W?(Q) (def.;
proprietati) Spatiul H'(Q2) (def., proprietati, produs scalar, norme)

Spatiul H} () (def., proprietati, produs scalar, norme). Inegalitatea lui Poin-
care. Alte spatii Sobolev de functii de mai multe variabile(def., proprietati).
Inegalitati de tip Poincare.

Probleme la limita de tip Dirichlet ND, N > 1, (introducerea notiunii de
solutie slaba, studiul existentei si unicitatii solutiei slabe, studiul marginirii
si stabilitatii solutiei slabe)

Probleme la limita de tip Neumann ND, N > 1, (introducerea notiunii de
solutie slaba, studiul existentei si unicitatii solutiei slabe, studiul marginirii
si stabilitatii solutiei slabe)

Probleme la limita mixte ND, N > 1, (introducerea notiunii de solutie slaba,
studiul existentei si unicitatii solutiei slabe, studiul marginirii si stabilitatii
solutiei slabe).
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e Aplicatii in teoria elasticitatii si electricitatii.
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