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Saptamana 1

Curs 1

Tematica acestui curs: spatii de functii scalare (recapitulare), spatii de functii
vectoriale/tensoriale (Lebesgue, Sobolev)

Fie Q C R? (d = 2, 3) un domeniu marginit cu frontiera Lipschitz notata cu T'.

Regularitatea frontierei joaca un rol important in stabilirea anumitor rezultate.

Amintim aici definitia privind regularitatea frontierei domeniului §2.

Definitia 1. [a se vedea, de exemplu, [32, 10]] Fie Q C RY (N > 2) o submultime
deschisa si marginita. Spunem ca frontiera I' = 0€) este Lipschitz daca pentru oricare
xy € I exista r > 0 si o functie Lipschitz g : R¥~! — R astfel incat, renotand
coordonatele de axe daca este necesar,

QﬁB(iBo,T) :{w GB(mo,T)I TN >g(£['1,...,[L'N_1)}.

Mai general, daca notam cu X un spatiu de functii cu valori reale pe RY~!, spunem
ca frontiera este de clasa X daca pentru oricare xy € I' exista r > 0 si o functie
g : RV=! — R de clasa X astfel incat, renotand coordonatele de axe daca este necesar,

QN B(xg,r) ={x € B(xo,7): xny > g(1,...,2N-1) }

Notam cu = QU T inchiderea lui 2. Vom utiliza litere ingrosate (bold) pentru
vectori si tensori. Astfel, versorul normalei exterioare la frontiera se va nota v iar un
punct oarecare in R? se va nota © = (z;).

Indicii 4, j, k, | merg de la 1 la d iar convenia de sumare a lui Einstein (conventia
indicelui care se repeta) se va utiliza adesea pentru a simplifica scrierea.

Un indice ce urmeaza dupa o virgula va indica o derivata partiala.

In acest curs notam cu S? spatiul tensorilor simetrici de ordinul II pe R? sau,

echivalent, spatiul matricilor simetrice de ordin d.
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Amintim in continuare produsele scalare pe R? si S¢ :
w-v=uw;, |v|=@ v)"? Yu=(uw),v=/(y)ecR?
o:T=0y7;, |Tl=@ 7)Y Vo=/(0y), =/ () €S

Rd

Sa trecem in revista cateva dintre cele mai cunoscute notatii pentru spatii de functii

studiate anterior.

o« O™(Q)

o O=(Q)

(@)

LP(Q)

LP(T)

L3,(9)

o WEr(Q)

o H™(Q) = W™2(Q), pentru m € Nx
. HA(T)

o H~2(I") — dualul lui H2(I).

Daca X este unul dintre spatiile de mai sus, vom utiliza in acest curs notatiile X¢

si X%*4 pentru spatiile
X'={ox=(x1,...,0q) : 2, € X, 1<i<d},
Xng:{a::(xij) Dxy =xj € X, lgi,jgd}.
In particular, vom utiliza frecvent spatiile
H=L*)"={v=(v1,...,v0) : v, € L*(Q), 1<i<d},
H = L* Q)P = {T =(7ij): mij =15 € L*(Q), 1<, j < d}.

Acestea sunt spatii Hilbert inzestrate cu urmatoarele produce scalare:

(u,v)H:/uividx:/u-vdx,

Q Q

(U,T)H:/O'ijTijde‘:/U-TdZE.
Q Q

Normele induse se vor nota astfel: || - || g si || - ||, respectively.

In afara de spatiile de functii introduse anterior, vom avea nevoie de spatii de

functii specifice (pentru campul deplasare si pentru tensorul tensiune).

Deoarece vom avea nevoie de valori ale unor functii din aceste spatii in sensul

urmei, amintim acum urmatoarele elemente de analiza functionala.
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Teorema 2. [Teorema de urma, [20]] Fie Q C R? (d > 2) o submultime deschisa si
marginita cu frontiera Lipschitz I' = 0. Fie 1 < p < o0.
Atunci exista un unic operator liniar si continuu v : WHP(Q) — LP(9Q) astfel

mcat:

(1) yu = ulp daca u € CH(Q).

(2) llvullzewy < cllullwrri) unde ¢ = c(p, Q) >

(3) daca 1 < p < oo, atunci y(W'P(Q)) = Wl_%p(F)

(4) daca 1 < p < N atunci v : WHP(Q) — L7(99Q) este compact pentru orice r
astfel incat 1 < r < ]}[Vp—__lf.

(5) daca p > N atunciy : WHP(Q) — L™ (9Q) pentru orice r > 1.

Definitia 3. ~u se numeste urma lui u pe T iar v : WHP(Q) — LP(0N) se numeste

operator urmd.

Sa atragem acum atentia asupra cazului p = 2:

Teorema 4. [Teorema de urma, [20]] Fie Q C RY (N > 2) o submultime deschisa si
marginita cu frontiera Lipschitz I' = 0S2.
Atunci exista un unic operator liniar si continuu v : H*(Q2) — L2*(0Q) astfel incat:

(1) yu = ulp daca u € C1().

(2) |vull 2y < collull gy unde cor = ¢ (2) > 0.

(3) W(Hl(ﬂ)) = Wl/”(r)‘

(4) daca N > 2 atunci v : H*(Q) — L"(09Q) este compact pentru orice r astfel

(5) daca N <2 atunci vy : H'(Q2) — L"(99Q) pentru orice r > 1.

yu € L*(T) se numeste urma lui v pe T iar v : H'(Q) — L?(0N) se numeste
operator urmd.

Operatorul urma nu este nici injectiv, nici surjectiv.

Notam ca WY/2%(T') = HY2(I') si ca existd Z : HY/2(0Q) — H'(Q), operator numit

mversul la dreapta al lui .

(Zy)(u) =u Yue HY(0Q)
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Amintim ca un operator continuu A : X — Y (X, Y spatii Banach), este com-
pact daca pentru orice sir marginit (u,), C X, (Au,), C Y contine un subsir tare
convergent; a se vedea de exemplu [20].

Notam ca v : H'(Q) — L*T) este complet continuu fiind liniar si compact (7 :
H'(Q) — HY2(T') este doar liniar si continuu).

Daca () este un domeniu (deschis, conex) marginit cu frontiera Lipschitz si é € (3,1)

atunci
HYQ) c H(Q) c HY3(Q) c L*(Q)

cu injectii(scufundari) compacte si dense, a se vedea de exemplu [20], paginile 33-34.

Remarca 5. v(H'(Q)) este densa in L*(T'), a se vedea de exemplu [11].

Prin ”injectie” intelegem aplicatia identica. O injectie X C Y (X, Y spatii nor-
mate) este compacta daca orice submultime marginita a lui X este relativ compacta
in Y (sau, cu siruri, din orice sir marginit in X putem extrage un subsir convergent in
Y).
Fie f € L?(Q). Amintim ca f este derivabila partial, in sens slab, in raport cu z;
daca exista g; € L*(Q) astfel incat

dp B of 1
/Qfaxid:p = /Q axicpdx, Vo e C,(9).

Functiile g; se numesc derivate partiale in sens slab ale lui f si pentru a simplifica

scierea se noteaza cu %
3

Teorema 6. Admitem ca Q) este un domeniu marginit cu frontiera Lipschitz. Daca
k€ N*sil<p< oo atunci: pentru oricare v € WHP(Q) exista un sir (v,), C C>(Q)

astfel incat

|vn = v|lwrr@) — 0 asn — oo;

a se vedea de exemplu [10], pagina 32. Rezultatul anterior este un rezultat de
aproximare a functiilor Sobolev prin functii netede. Acest rezultat poate fi privit si ca

un rezultat de densitate si putem scrie:

WHP(Q) =C>(Q) keN",1<p<oo.

De asemenea, avem urmatorul rezultat.

Teorema 7.
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Pentru oricare v € WiP(Q) exista (v,), C C°(Q) astfel incat
|vn = v|lwrr@) — 0 as n — oo;

a se vedea de exemplu [10] pagina 32.
Acest rezultat de densitate poate fi rescris astfel:

WEPQ) = Cx(Q) keN, 1<p< oo (5)
Daca p = 2,

H'(Q) = C>=(Q), (6)
Hy(Q) = C(9). (7)

~—~—

Definitia 8. Operatorul Ny : M — M, Ny(u)(x) = f(x,u(x)) se numeste operator
Nemitkii atasat functiei f.

Teorema 9. [a se vedea de exemplu [11]] Fie ri,ry € [1,00). Daca functia continua
f:Q xR — R satisface conditia de crestere

|f(x,5)] < Cls|"™V™ +b(x) apt xeQ, VseR,
unde C' >0 si b € L™(2) atunci operatorul Ny : L™ (2) — L™(Q) este corect definit,

marginit si continuu.

Tema Fie Q Cc RY domeniu marginit, fie f : @ x R — R functie continua astfel
incat
|f(x,s)] <Cls|+b(x) apt xeQ VseR,
unde b € L*(Q).
Fie u, v € L*(Q).

Justificati ca functia

fCu(-))v(s) : 2 — R este o functie in L'(€2).




Saptamana 1

si

Seminar 1

Amintim in acest seminar cateva elemente de mecanica mediilor continue.
Modelul clasic 3D in elastostatica se scrie astfel:

PROBLEMA 1. Sa se determine vectorul deplasare u : Q@ — R? si tensorul tensiune

Q) — S? astfel incat

Dive + f, =0 inQ, (
o= Fe(u) inf, (9
u=0 pely, (10
ocv=/Ff, pels. (11

Frontiera () este partitionata in doua parti I'y si I's, astfel incat || > 0.
e (8) este ecuatia de echilibru Cauchy
e (9) este legea de material (lege de comportament)
e (10) este conditia la limita in deplasari (omogena)

e (11) este conditia la limita in tractiuni

Amintim ca

e =¢(u)
1 (Ou; = Ou, o
€ZJ_§<85L‘]+81'Z) Z,j€{1,2,3}.

Pentru mai multe detalii a se revedea [18].

Pentru operatorul elastic F vom utiliza urmatoarea ipoteza
(a) F:QxS?— §4. )
(b) Exista Lr > 0 astfel incat
| F(,e1) — F(x, €2)|| < Lr|er —eafl
Ve, ea €S ae x e
(c) Exista mx > 0 astfel incat
(F(z,€1) — F(x,€2)) - (1 — €2) =2 mr|ler — &f?
Ve, ea €S ae x e
(d)x — F(z,€) este masurabila pe €,
Ve € S°.
(e)x — F(x,0sa) apartine lui H. )

(12)

In prezentul curs vom studia probleme la limita mai complexe, adaugand la con-

ditiile la limita clasice (descrise anterior) conditii de contact (bilateral sau unilateral,

cu frecare sau fara frecare, cu complianta normala).

Prezentam in continuare cele mai cunoscute conditii de contact.
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Contact bilateral

u, =0 pe T}, (13)

(u, = u-v). Aceasta conditie de contact a fost considerata de multi autori in
literatura, a se vedea de exemplu [10].
Contact cu tensiune normala impusa

—0, = F pe Fg, (14)

unde F este o functie pozitiva data. Conditia a fost consderata in literatura
de exemplu in [8, 27].
Contact cu complianta normala

—0y = pu(uu - g) pe F3a (15)

unde p,, este o functie data cu valori pozitive ce se anuleaza pentru argument
negativ.

Daca u, < g atunci nu este contact si tensiunea normala este zero.

In punctele de contact, u, —g > 0 este o masura a interprenetrarii (fundatia
este de aceasta data deformabila). Pentru a da un exemplu, consideram

(1) = c,ry, (16)
unde ¢, > 0 si r; = max {r,0} este partea pozitiva a lui r.
Putem de asemenea considera

_J oery ifr <a,
pu(r) = { c,a  ifr>a, (17)

unde a > 0.

Conditia de contact cu complianta normala a fost prima oara introdusa
in lucrarea [26]. Ulterior ea a aparut in multe alte lucrari in literatura, a se
vede a de exemplu [12, 13, 14, 33]|. Exprimarea ”complianta normala”’ a
fost adoptata la inceput in [13, 14].

Contact unilateral

u, < g, Oy < 0; UV(UV — g) =0 on F3. (]_8)

Aceasta conditie a fost introdusa pentru prima data in [30].

7
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g se numeste "gap” si se defineste ca fiind distanta intre corpul defor-
mabil si fundatia rigida masurata de-a lungul normalei la frontiera corpului
deformabil.

Daca g = 0, avem
u, <0, 0,<0, o,u,=0 on Ij. (19)
Remarca 10. In cazul modelului antiplan, contactul poate fi doar bilateral caci
u, =0sio, =0.
Tema Fie functia p, : R — R,

pu(r) = cyry, (20)
unde ¢, > 0 si r; = max {r,0} este partea pozitiva a lui r.
Justificati ca p, este functie Lipschitz.
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Curs 2

Tematica acestui curs: Spatii de functii pentru vectorul deplasare, Inegalitatea lui
Korn; spatii de functii pentru tensorul tensiune; formula de tip Green.

e Spatii de functii pentru vectorul deplasare

H Q)" ={v=(v1,...,v0): v; e H'(Q), 1 <i<d}

Spatiul H1(Q2)¢ este un spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar

(u, 'U)Hl(Q)d = / (uivi —+ Ui,jvm') dI,
0
iar norma indusa este
1/2
||”||H1(Q)d = </ (viv; + ;5 Vi) diﬁ) . (1)
0
Fie e : H'(Q)¢ — @ operatorul deformare definit astfel

1
e(u) = (e45(u)), ei(u) = 3 (i +ujq).
Definim
((w, ) i1yt = (W, v) 20 + ((u),e(v))g Yu,v e H (Q)Y, (2)
Si norma Corespunzatoare

ol @y = (0, 0) gy Yo € H(Q)

In acord cu [12, p. 106]), exista ¢ > 0 astfel incat

/(vivi + v v ) dx < c/(vivi +eij(v) gi5(v))dr Vv e HY(Q)
Q Q

Deci, ((-,-))m1()e, definit in (2), este un produs scalar pe HY(Q)?, iar
norma indusa ||| - ||| g1(q)e este echivalenta cu (1).

Asadar, spatiul (H*(Q)%, ||| - ||| zr1(e) este un spatiu Hilbert real.



Saptamana a 2-a

Utilizand Teorema de urma Sobolev, definim "urma” yv a unui element
v € HY(Q)? pe frontiera I :

yv = v|r daca v € H(Q)?N C(Q)™L

Mai mult, operatorul

v: HY(Q)" — L*(I)?

este liniar si continuu.
Deci, exista ¢ = ¢(€2) > 0, astfel incat

[0l L2y < clllvll|m@e Yo e H(Q) (3)
Continuitatea operatorului urma implica:
u, »u in HY(Q)? = qu, »~yu in L*I)%

Mai mult, utilizand faptul ca v este complet continuu (fiind liniar si com-
pact):

u, ~u in H(Q)! = qu, »yu in L)% (4)

Fie v € H(Q)%.
Definim

UV, =YV -V, U, =YV — U,V. (5)
Pentru a simplifica scrierea uneori vom omite sa il scriem pe 7.

In studiul problemelor din acest curs va interveni foarte des urmatorul

spatiu de functii.

V={veH(Q)*: v=0apt pel;}. (6)
Alici, conditia v = 0 a.p.t. pe I'y este inteleasa ”in sensul urmei”, i.e.,
yv =0 a.p.t. pel’.

Pentru ca operatorul urma este continuu deducem ca V' este subspatiu

inchis H'(Q)%.

Teorema 1. [Korn’s inequality; [25, p.79]] Exista cx = cx(2,1'1) > 0 astfel
incat

le(@)lln = clllvllla e YoveV, (7)

10
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Fie (-, )y aplicatia
(w, v)y = (e(u), e(v))n.

Aceasta aplicatie este un produs scalar.

Consideram acum norma indusa de acest produs scalar.

[ollv = lle()]ls (8)
Din (2), (7) si (8) rezulta ca ||| - ||| g1 si || - [ sunt norme echivalente
pe V.
Prin urmare, (V, || - [|v/) este spatiu Hilbert real.

Notam ca g|y : V — H este un operator liniar si continuu.
Din (3), (7) si (8) rezulta ca exista ¢y = ¢o(£2, I'1, I's, astfel incat

[vllr2aye S colfvlly Vo eV (9)
In unele probleme intervine un subspatiu al spatiului V' pe care il vom
nota cu V.
Vi={veV:uv =0apt. pel;s}. (10)
Pe V3, utilizam produsul scalar (-, )y si norma || - ||y.

Deoarece Vi este un subspatiu inchis al spatiului Hilbert V', deducem ca
(V1, (-s)v, || - |lv) este spatiu Hilbert.

Spatii de functii pentru tensorul tensiune

Definitia 2. Fie o = (0y;) st w = (w;) astfel incat 0;; = 0j; € L .(Q),
w; € L (Q),1<4,j <d.

Atunci w se numeste divergenta in sens slab a lui o daca

Divergenta in sens slab este unic determinata pana la o multime de masura
Zero.

Din definitia divergentei in sens slab se observa ca daca o € C*(Q)%*4
atunci divergenta clasica a lui o este de asemenea divergenta slaba. De aceea,
vom utiliza notatia Div o sau o;;; pentru divergenta in sens slab a lui o si,
adesea, pentru a simplifica exprimarea vom omite adjectivul ”slaba.”

Definim acum spatiul

H,={T €H: Divr € L*(Q)?}, (11)

11
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care este un spatiu Hilbert inzestrat cu produsul scalar
(0, T)n, = (0,7)y + (Dive, DivT) 2y
si norma asociata || - ||z,
dxd
S

Daca o este functie suficient de neteda (e.g., o € C*(Q)9?), atunci de-

finim componenta normala a vectorului Cauchy ov, 0,, si component atan-

gentiala o, dupa cum urmeaza:

o,=(ov) v, o,=o0v—o,V. (12)
Teorema 3. [Formula lui Green; a se vedea de ezemplu [33]]

/0' : s('v)dx+/ Diva-fvdx:/au-vvda Vo e HY(Q)" (13)
Q Q r

Demonstratia acestei formule se face cu o tehnica standard. Mai precis, se
demonstreaza aceasta formula mai intai pentru functii netede v € C*°(Q)4, si
apoi se utilizeaza densitatea spatiului C*°(Q)¢ in H(Q)<.

Tema Operatorul divergenta Div : H; — L%(Q)? este un operator liniar si conti-

nuu.

12
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Seminar 2

Continuam in seminar discutia inceputa in seminarul anterior privind elemente de
mecanica mediilor continue. Am vazut exemple de conditii de contact (conditii in
directia normala) iar astazi prezentam exemple de legi de frecare (conditii in directia

tangentiala).

e Lege de frecare neglijabila

o,=0 on I (14)
Aceasta lege este o suficient de buna aproximare a realitatii in anumite situatii

(desi este o idealizare), a se vedea de exemplu [10].

e Legea lui Coulomb

U,

o < B, o,=—-F if u-#0 on Ij, (15)

[l

unde u, = u — u, v este deplasarea tangentiala si Fj, este "pragul de frecare”.

e Legea lui Tresca
Daca
F, = Fy(x) (16)
in (15) suntem condusi la un caz particular al legii lui Coulomg de o insemna-
tate aparte: legea lui Tresca, caz in care analiza problemelor de contact este

substantial simplificata.

Adesea, in literatura inginereasca, pragul de frecare F este ales astfel
by = Fy(oy) = plo,| (17)

unde p > 0 este coeficientul de frecare .

Alegerea (17) in (15) conduce la versiunea clasica a legii lui Coulomb care a fost
intens studiata in literatura, a se vedea de exemplu [29].

Cand uzura suprafetei de contact se ia in considerare o alta versiune a legii lui

Coulomb este mai potrivita (a se vedea de exemplu [34, 35, 36]).

By = ploy| (1 =dlo|)+ (18)
unde § parametru pozitiv mic iar p este coeficient de frecare.

Daca |o,| = F, atunci (17) conduce la pragul de frecare

13
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iar (18) conduce la pragul de frecare
Fy=pnF(1—-06F),. (20)

Din (19) si (20) rezulta ca daca dam pu si 0 atunci pragul de frecare Fy este o functie
data definita pe zona de contactl's si, prin urmare, ajungem la legea lui Tresca.

Daca |o,| = p,(u, — g), atunci (17) conduce la pragul de frecare,

Fy = ppu(u, — g). (21)
iar (18) conduce la pragul de frecare,
Fy = ppu(uy = g)(1 = 0py(w, = g))+- (22)
Putem unifica expresia pragului de frecare in (1) si (2) punand
Fy = p-(uy — g), (23)

unde p, este o functie data pozitiva ce se anuleaza cand argumentul este negativ (adica

unde nu este contact). Intr-adevar, (1) si (2) se pot obtine din (3) punand

Pr = Upy (24)
si, respectiv,

br = :upl/(l - (5p1/)+' (25)

Remarca 4. Un model matematic ce descrie contactul dintre un corp deformabil
(elastic) si o fundatie (obstacol) consta in a determina functiile necunoscte w :  — R?
si o Q — S? ce verifica o lege de comportament in §2), ecuatia de echilibru a lui
Cauchy (in cazul proceselor stationare), conditia la limita in deplasari, conditia la
limita in tractiuni, o conditie de contact (conditie in directia "normala”) si o lege de
frecare (conditie in directia ”tangentiala”).

Un astfel de model matematic este reprezentat prin intermediul unui sistem de

ecuatii cu derivate partiale asociate unor conditii la limita (liniare sau neliniare).

Pentru detalii in modelare matematica in mecanica contactului facem trimitere la

[32, 33| precum si la referintele acestor monografii.

14
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Curs 3
Tematica acestui curs: probleme de contact ce conduc la ecuatii variationale liniare

Breviar de analiza functionala [a se vedea de exemplu [2, 32]]

Definitia 1. Fie X si Y spatii vectoriale.
O aplicatie a : X x Y — R se numeste forma biliniara daca este liniara in fiecare

argument, adica pentru oricare uy, us, u € X, vy, v, v € Y si oy, as € R,

a(aug + aguz, v) = ag alug,v) + ag aug, v),

a(u, a1v + ave) = ay a(u,vy) + as a(u, vs).
Daca X =Y, spunem ca forma biliniara este simetrica daca
a(u,v) = a(v,u) Vu,ve X.
Definitia 2. Fie (X, || - ||x) si (Y,]| - ||y) doua spatii normate. O forma biliniara
a:X XY — R se numeste continua daca exista M > 0 astfel incat
la(u,v)] < M ||ul|x]||v|ly YueE X, YveY.

Daca X =Y, spunem ca o forma biliniara a este X -eliptica daca exista m > 0
astfel incat

alu,u) > m ||lul% Vue X.

Lema 3. [Laz-Milgram, [2]] Fie X un spatiu Hilbert, a : X x X — R o forma biliniara,
continua si X —eliptica si @ : X — R o aplicatie liniara si continua. Atunci exista un

unic element u € X astfel incat
a(u,v) =p(v) Yve X. (1)
Daca in plus a este si simetrica atunci

J(u) < Jw) YveX
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unde

J: X =R Jw) = %a(v,v) — ¢(v).

Ecuatia (1) se numeste ecuatie variationala liniara.
Fie ¢ € X'. (X’ este dualul lui X'). Din Teorema de reprezentare a lui Riesz rezulta

ca exista un unic element f € X astfel incat

o) =(fv)x YvelX.
Din (1) rezulta

a(u,v) = (f,v)x YveX. (2)
Fie X un spatiu Hilbert si A : X — X un operator adt.

Definitia 4. Operatorul A este tare monoton daca exista m > 0 astfel incat

(Au— Av,u —v)x >mu—v|%x VuveX. (3)

Definitia 5. Operatorul A este Lipschitz exista M > 0 astfel incat
|Au — Av||x < M |lu —v||lx VYu,veX. (4)

Daca a este forma biliniara continua si X — eliptica, atunci putem defini un operator
A : X — X liniar, continuu si tare monoton,

(Au,v)x = a(u,v) Yve X.
Buna definire a operatorului A se bazeaza pe proprietatea de liniaritate si continu-
itate a aplicatiei

Py : X >R y(v) =a(u,v) undeu € X fixat .

Ecuatia variationala (2) este in aceasta situatie echivalenta cu ecuatia operatoriala
Au = f.
Daca A : X — X este operator liniar, continuu si tare monoton atunci

a: X xX >R a(u,v)=(Au,v)x

este forma biliniara, continua si X —eliptica. Numim forma a forma asociata operato-

rului A.
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O problema de contact bilateral cu frecare neglijabila

PROBLEMA 2. Sa se determine u : Q — R? si o : Q — S? astfel incat

Dive + f, =0 in Q, (5)
o= Fe(u) in €, (6)

u=0 pe I', (7)

ov = f, pe Iy, (8)

u, =0 pe I's, (9)

o,=0 pe I's. (10)

Admitem urmatoarele ipoteze:

F : S* = S? aplicatie liniara ;

exista M > 0 astfel incat

| F(e1) = Flea)llss < Mller —es]lss Ve, &5 € S
exista m > 0 astfel incat Veq, e, € S?,

(Fle1) — Fle2)) : (€1 —€2) > mller — &a[3s;

foe LX), fyeL*(T)° g>0.

Vom considera drept spatiu al functiilor test spatiul V.

Fie v € V1.

Inmultim prima linie a problemei cu v si integram.

Admitem pentru inceput ca (u, o) sunt functii suficient de netede ce verifica pro-

blema la limita. Folosim formula lui Green si obtinem

/]:s(u)-e(v)dx:/fo-vdx+/ ov - yvdl

Q Q I

+/ au-’yvdf+/ JVUVdF+/ o, -v.dl'. Yve H.
Iy s s

Daca v € V; atunci fFl ov-vyvdl' = 0. Utilizam acum conditiile la limita si obtinem

/]:s(u)-s(v)dx:/fo-vdx+ fo-yodl' Yv e V.
Q Q Ty
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Cu Teorema de reprezentare a lui Riesz definim f, € V; astfel:

(f1aU)V1:/Qfo'Ud$+/F fo-yvda Yo eV (11)

Prin urmare,

/Qfs(u) ce(v)dz = (f,,0)r;. (12)

Am ajuns la urmatoarea formulare variationala:
PROBLEMA 3. Sa se determine u astfel incat
u €V, /fs(u) s e(v)dr = (f,v)y, Vvel. (13)
Q

Remarca 6. Problema 3 este "formal” echivalenta cu problema la limita (3)—(8), a
se vedea de exemplu [10, 12, 29].

Teorema 7. Admitem ipotezele anuntate anterior. Atunci Problema 3 are solutie

UNLCA.

DEMONSTRATIE. Utilizam teorema de reprezentare a lui Riesz pentru a defini
operatorul A; : V4 — V; dupa cum urmeaza:

(Aju,v)y = / F(e(u)) : e(v)dx VYu,vel. (14)
Q
(Ayu — Av,u —v)y > mr|ju — | Vu,vel. (15)
Pe de alta parte,
||A1’U,—A2’U||V S L]:||u—'l)||v V'U,, vV E ‘/1 (]_6)

Asadar, A; este un operator tare monoton si Lipschitz V;. Cum F este liniar,

rezulta ca A; este de asemenea operator liniar.
Fie a : V; x Vi — R forma biliniara atasata operatorului A;. Proprietatile lui A;
implica faptul ca a este biliniara, continua si V; —eliptica. Aplicam Lema Lax-Milgram
O

O pereche de functii (u, o) ce verifica (3) si (3) se numeste solutie slaba a problemei
(3)-(8).

Asadar, Problema (3)—(8) are o unica solutie slaba cu regularitatea u € Vi si
o c Hl.
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Tema Fie X spatiu Hilbert si v € X. Justificati ca
Uy X =Ry, (v) = alu,v)

este aplicatie liniara si continua.
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Seminar 3

Fie problema la limita.

PROBLEMA 4. Sa se determine u : Q — R si o : Q — S? astfel incat
Dive + f,=0 in Q, (17)

o = Fe(u) in Q, (18)

u=20 pe I'y, (19)

ov=Ff, pe 'y, (20)

—0,=F pe I's, (21)

o,=0 pe I's. (22)

Admitem urmatoarele ipoteze:

F:S* — S? aplicatie liniara ;
exista M > 0 astfel incat
|F(e1) = Flez)llss < Mller — eaflss Ve, e € S%;
exista m > 0 astfel incat Vey, e, € S3,
(Fler) = Flea2) : (e1 —€2) = mller — e[
fo € L*(Q), fo€ L*(T9)? g>0.
FeL*I3) si F(x)>0apt. xcls. (23)

Fie (u,0) o pereche de functii suficient de netede ce verifica problema la limita
data mai sus.

Vom considera drept spatiu al functiilor test spatiul V.

Fiev e V.

Inmultim prima linie a problemei cu v si integram.

Folosind formula lui Green si tinand cont de conditiil ela limita putem scrie

/}"s(u)-s(v)d$:/fo-vd$—l——l— fz-'yvdl“—/ Fv,dl' YveV.
Q Q s Is

Se poate arata ca

'vr—>/f0-'vdx—|— fz-'vda—/ Fv,da
Q 1) I's
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este o functionala liniara si continua pe V. Cu Teorema de reprezentare a lui Riesz

definim f € V astfel:

(f,v)vz/fo-'vd:p—{— f2-'uda—/ Fv,da YveV.
Q Iy T's

Suntem condusi astfel la urmatoarea formulare variationala.
PROBLEMA 5. Sa se determine u astfel incat

uclV, /Fs(u) s e(v)dr = (f,v)y Vvel. (24)
Q

Remarca 8. Problema 5 este echivalenta (formal) cu problema la limita (18)—
(22). Intr-adevar, daca u este o solutie neteda a Problemei 5 si & = Fe(u), utilizand
argumente similare cu cele din [10, 12, 29] se poate arata ca (u, o) verifica (18)—(22)

intr-un sens generalizat.

Teorema 9. Admitem ipotezele enuntate anterior. Atunci Problema 5 are solutie

UNLCA.

DEMONSTRATIE. Dat u € V, aplicatia v — [, F(e(u)) : €(v) dz este o aplicatie
liniara si continua pe V. Prin urmare, utilizand Teorema de reprezentare a lui Riesz

putem defini A : V' — V dupa cum urmeaza:
(Au,v)y = / F(e(uw)) : e(v)dx Vu,veV. (25)
Q

Observam ca u este solutie a Problemei 5 daca si numai daca u € V' si Au = f,

sau echivalent
(Au,v)y = (f,v)y Yo eV.

Observam ca operatorul A este liniar.

Aratam acum ca A este operator tare monoton.

(Au — Av,u —v)y = /Q (Fe(u) — Fe(v)) - (e(u) — e(v)) de
pentru oricare u, v € V.

(Au — Av,u — v)y > mz|u— v} Vu,velV. (26)
In plus, operatorul este Lipschitz. Intr-adevar,

|Au — Av||y < Lz|lu—wv|y Vu,veV. (27)
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Fie a : V x V — R forma biliniara asociata operatorului A. Cum operatorul A este
liniar, tare monoton si Lipschitz, atunci a este biliniara, continua si coerciva.

Aplicam Lema Lax-Milgram. U

Fie u solutia problemei 5 (solutie asigurata de teorema anterioara) si fie o0 = Fe(u).
Din proprietatile operatorului F rezulta ca o € H. In plus,

/a s e(v)dr = (f,v)y Yvel.
Q
Luand v = ¢ € C(Q)1 C V,

/Q o elp)de = (fo)y Ve e CR(Q)

(Div e, @) 2y + (Fo. @)z =0 Ve € C ()7
Utilizand densitatea spatiului C5°(Q)¢ in L?(Q2)? rezulta ca

Dive + f, =0 in Q. (28)
Cum f, € L*(Q)%, rezulta ca Diveo € L?(Q)? si de aici rezulta imediat ca o € H;.

O pereche de functii (u, o) ce verifica (18) si (5) se numeste solutie slaba a Proble-
mei (18)—(22).

Asadar, Problema (18)—(22) are o unica solutie slaba cu regularitatea u € V si
o < Hl.

Tema Fie f € L?(00)3 si v € H'(Q)3. Justificati ca f(-)yv(-) € L' (99).
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Curs 4

Tematica acestui curs: probleme de contact ce conduc la ecuatii variationale neli-
niare Neliniaritatile pot fi generate de natura operatorului elastic din legea de com-
portament si/sau de conditiile la limita.

Breviar de analiza neliniara

Fie X un spatiu Hilbert si A : X — X un operator dat.

Definitia 1. Operatorul A este monoton daca

(Au— Av,u—v)x >0 Vu,velX.

Definitia 2. Operatorul A este tare monoton daca exista m > 0 astfel incat

(Au— Av,u—v)x >m|lu—v|x VYu,veX. (1)

Definitia 3. Operatorul A este Lipschitz exista M > 0 astfel incat
|Au — Av||x < M |lu —v||lx VYu,veX. (2)

Teorema 4. [Minty-Browder, a se vedea de exemplu [33] pag. 22] Fie X spatiu Hilbert
si fie A X — X operator tare monoton si Lipschitz. Atunci, pentru oricare f € X
exista un unic element u € X astfel incat Au = f.

Propozitia 5. [ a se vedea de exemplu [33] pag. 23] Fie X un spatiu Hilbert si
A+ X — X un operator tare monoton si Lipschitz. Atunci A=t : X — X este

operator tare monoton si Lipschitz.
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O problema de contact cu complianta normala si frecare neglijabila

PROBLEMA 6. Sa se determine u : Q — R si o : Q — S? astfel incat
Dive + f,=0 in €, (3)

o = Fe(u) in Q, (4)

u=20 pe I'y, (5)

ov=7F, pe Iy, (6)

—0y = pu(uy) pe I's, (7)

o,=0 pe L's. (8)

Admitem urmatoarele ipoteze:
F S = S? aplicatie liniara;
exista M > 0 astfel incat
[ F(e1) — Flea)llss < Mller — eaflss Ve, e € S%;
exista m > 0 astfel incat Veq, e, € S,
(Fler) — Flea)) = (61— €2) > mller — eaf[5s;
fo € L*(Q)?, fo€ L*(Ty)* g >0.
py : R — R, este aplicatie Lipschitz, monotona, neliniara.
In plus, p,(r) = 0 pentru oricare r < 0.

Vom considera drept spatiu al functiilor test spatiul V.
Fie v € V si admitem ca (u, o) sunt functii suficient de netede ce verifica problema
la limita.

/ Fe(u) : e(v)de = / fo-vde++ | fy ~yodl — / py(uy)v, dI'. Yo € V.
Q Q s I's

Cu Teorema de reprezentare a lui Riesz definim f € V' astfel:

(f7U)V:/f0'vd:1:+ fo-yvda YvelV.
Q Ty

Prin urmare,

/Q]-"s(u) . g(v) dl’—i-/rspl,(uy)uydrz (f, v)y.

Am ajuns la urmatoarea formulare variationala:
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PROBLEMA 7. Sa se determine w astfel incat

uelV, /Fs(u) : e(v)d:ﬁ—l—/ py(u,)v, dU = (f,v)y YoveV.
Q rs

Teorema 6. In ipotezele anuntate, Problema 7 are solutie unica.

DEMONSTRATIE. Definim operatorul A : V' — V dupa cum urmeaza:
(Au,v)y = /Q]-"(s(u)) . e(v) dx+/ py(uy)v, dI' Yu, v eV.
I's
Tinand cont de faptul ca p, este aplicatie monotona obtinem:
(Au — Av,u —v)y > mr||lu — v} Vu,veV,

Deci A este tare monoton.
In plus, tinand cont de faptul ca p, este aplicatie Lipschitz, obtinem

|Au — Av|ly < La||lu — vl|v Vu,velV,

unde L = La(F,py, i, cx) > 0.
Asadar, A este un operator tare monoton si Lipschitz. Desi F este operator liniar,
cum p, nu este aplicatie liniara rezulta ca operatorul A nu este liniar. Nu putem aplica

Lax-Milgram. Aplicam insa Teorema 4. U

O pereche de functii (u,0) unde u este solutia Problemei 7 si o = Fe(u) se
numeste solutie slaba a Problemei 6.

Problema analizata este neliniara datorita conditiei de contact.

Remarca 7. Studiul poate fi continuat prin considerarea unei clase de probleme la
limita ce modeleaza contac bilateral cu frecare regularizata. A se vedea de exemplu
problemele antiplane 9.4 si 9.8 din [32] (paginile 174, 178).

In cazul Problemei 9.4, formularea variationala (9.24) se poate scrie echivalent ca

o ecuatie variationala neliniara astfel:

a(uy,v) + (Vjp,v)v = (f,v), YveV, 9)

unde

Jolv) = / (v E T 2 — p)d.
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In cazul Problemei 9.8, formularea variationala (9.41) se poate scrie echivalent ca
o ecuatie variationala neliniara de forma (9) unde

jp(v) !

=—— [ gl|tar.
p+1Jp, o

Tema Reluati studiul modelului anterior in cazul ”puternic neliniar”, admitand ca
F este operator neliniar.
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Seminar 4

Alte exemple de probleme neliniare care necesita aplicarea Teoremei 4 pot fi scrise
utilizand modelele din Curs 3 dar admitand ca operatorul elastic F este neliniar.

e Mai precis, putem considera modelul

PROBLEMA 8. Sa se determine u : Q — R? si o : Q — S? astfel incat

Dive + f, =0 in Q, (10)
o = Fe(u) in €, (11)

u=0 pe I'y, (12)
ov=7Ff, pe 'y, (13)

u, =0 pe I3, (14)

o,=0 pe I's. (15)

admitand ipotezele

F : S* — S? aplicatie neliniara ;
exista M > 0 astfel incat
|F(e1) — Flez)llss < Mller — eaflss Ve, e € S%;
exista m > 0 astfel incat Veq, e, € S,
(Fle1) = Flea)) : (e1 —€2) = mller — e[
foe L*(Q)°  foeL*(n)° g>0.
Ca in cursul trecut se obtine urmatoarea formulare variationala

PROBLEMA 9. Sa se determine u astfel incat

u eV, /]—“s(u)-s('v)dx:(fl,'v)v1 Vv e V.
o)

Teorema 8. Admitem ipotezele anuntate anterior. Atunci Problema 9 are

solutie unica.

DEMONSTRATIE. Definim A; : Vj — V}

(Aju,v)y = /Q}"(s(u)) s e(v)dx Vu,veV.
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Aj este operator tare monoton si Lipschitz. Nefiind liniar, nu putem aplica
Lax- Milgram. Aplicam Teorema 4. U

e De asemenea, putem considera modelul:

PROBLEMA 10. Sa se determine u : Q — R? si o : Q — S? astfel incat

Dive + f, =0 in Q, (16)
o = Fe(u) in Q, (17)

u=20 on I'y, (18)

ov =f, pe I's, (19)

-0, = F pe I's, (20)
o,=0 pe ['s. (21)

si admitem acum urmatoarele ipoteze

F : S* — S? aplicatie neliniara ;
exista M > 0 astfel incat
| F(e1) = Fle2)llss < Mller — eaflss Ve, e € S%;
exista m > 0 astfel incat Ve;, e, € S?,
(F(e1) — Flez)) : (61— €2) > mller — ealffs;
fo € L(Q), fo€ LX)’ g>0.
F e L*T3) si F(x)>0apt. xcls.
Avem urmatoarea formulare variationala:

PROBLEMA 11. Sa se determine u astfel incat

ueclV, /Fs(u) s e(v)dx = (f,v)y VYvel.

Cu un demers asemanator celui anterior se poate arata ca Problema 11
are solutie unica aplicand Teorema 4 deoarece operatorul asociat in acest caz

AV >V (Au,v)vz/}"(s(u)) s e(v)dxr Vu,veV.

este tare monoton si Lipschitz si putem sa aplicam Teorema 4.
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Curs 5

Tematica acestei saptamani este: probleme de contact ce conduc la inegalitati
variationale de tipul L.

Amintim pentru inceput cateva elemente de analiza neliniara utile.

Background de analiza neliniara

Fie X un spatiu Hilbert, A : X — X un operator, K C X si f € X.

Definitia 1. Operatorul A este tare monoton daca exista m > 0 astfel incat

(Au— Av,u—v)x >m|lu—o||% VYu,veX. (1)

Definitia 2. Operatorul A este Lipschitz exista M > 0 astfel incat
|Au — Av||x < M |lu —v||lx VYu,veX. (2)
Consideram problema: sa se determine u € K astfel incat:
ve K, (Au,v—u)x > (f,v—u)x VveK. (3)

Inegalitatea variationala (3) se numeste inegalitate variationala de tipul I.

In studiul unei astfel de probleme avem urmatorul rezultat de existenta si unicitate.

Teorema 3. Fie X un spativ Hilbert real si fie K C X o submultime nevida inchisa
convexa. Presupunem ca A : X — X este operator tare monoton si Lipschitz. Atunci,

pentru orice f € X inegalitatea variationala (3) are o unica solutie.

Notatii si preliminarii
Prin S® vom nota spatiul tensorilor simetrici de ordinul doi. Fiecare camp in R? sau

S? se va nota cu litere boldate. Prin - si : vom nota produsele scalare pe R? rspectiv

S3. Astfel,
3

u-v =Y v, [olm = (v 0)"2 uw e R
=1
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3
o:T= Z 0i;Tij, ITllgs = (1 : T)V% o, 7 €S2
ij=1
Pentru a simplifica scrierea in continuare vom adopta conventia indicelui mut (conditia
indicelui care se repeta). De exemplu, adoptamd aceasta conventie putem scrie u-v =
U;V; sio . T = OijTij-
Fie Q C R? un domeniu marginit. Introducem urmatoarele spatii de functii pe €.
H= L9 = {u=(u) | u; € LAQ)}.
H =L ={o = (o) | 0y =00 € LX)},
H, ={u € L*(Q)° | e(u) € H},
Hi={occ€H| Dive € H}

unde

1 .
e(u) = (ei5(w),  eiy(u) = 5(uij +uji), Div o = (0i,).
Indicele ce urmeaza virgulei indica o derivata partiala.

Spatiile H, H, H, si H; sunt spatii Hilbert reale inzestrate cu produsele scalare
(u,v)yg = / wvide,  (u,v)g, = (u,v)y + (e(u),e(v))x,
Q

(o, 7))y = / 0ijTijdx, (o,T)y, = (0, 7)y + (Div o,Div 7)g.
Q

Normele induse de aceste produse scalare pe spatiile H, H, H; si H; se vor nota astfel:
W I Nl - Nl st respectiv || - [l

Presupunem ca frontiera lui €2, notata cu I', este Lipschitz. Notam cu v versorul
normalei exterioare la suprafata.

Notam cu -« operatorul de urma Sobolev vectorial:
v : Hy — L*(T)?,

si prin Hr, imaginea lui H; prin 4, i.e., Hr = y(H;). In acord cu teorema de urma a
lui Sobolev, v este operator liniar si continuu. Mai mult, v este operator compact.
Fie I'; o parte masurabila a lui I" astfel incat meas(I';) > 0.

Consideram urmatorul spatiu vectorial.

V={veH |yv=0ae onl}.

Fiind subspatiu inchis al spatiului Hilbert Hy, (V, (-, )m,, | - [|g#,) este un spatiu
Hilbert.
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Amintim aici urmatoarea inegalitate a lui Korn: exista cx = cx(Q,T'1) > 0 astfel
incat
le()llx > cxllvllm, Vo eV,
Utilizand aceasta inegalitate se poate demonstra ca V' este spatiu Hilbert inzestrat

cu urmatoarea structura:
(v VXV SR (uwo)y = (e(u).e(v))y Yu,v eV,
Fie
HY Q) = {v=(v)|v € H(Q)}.

Acesta este un spatiu Hilbert inzestrat cu urmatoarea structura:
3

(U,U)H1(9)3 = Z(uiavi)Hl(Q)

i=1

3
> il o
i=1

Notam ca H; = H'(Q)? (egalitate algebrica) si normele | - ||z, si || - ||#1(q) sunt

||u||Hl(Q)3 =

echivalente; a se vedea [31].
Fie v € H'(Q)3. Notam prin v,, and v, componentele normala si respectiv tangen-
tiala definite dupa cum urmeaza:

U, =Yv -V, v,=79v—v,v YvE H.

Fie I'; o alta parte masurabila a lui I' astfel incat ['s N Ty = ().
Admitem ca o este functie suficient de neteda. Definim componentele normala si
respectiv tangentiala ale vectorului Cauchy ov astfel:

o, = (oVv) v, o,=0Vv—o,V. (4)

Notam ca urmatoarea identitate are loc.

ov-Yyv=0,0,+0, v, YvE H. (5)
Reamintim de asemenea urmatoarea formula de tip Green.
(,e(v))y + (Div o,v)y = /0'1/ -yvda Vv € H;. (6)
r

Pentru mai multe detalii privind spatii de functii in mecanica contactului facem tri-
mitere la [10, 31, 33|.

Descrierea modelului

Consideram un corp deformabil ce ocupa un domeniu marginit Q C R3. Fron-

tiera domeniului este partitionata in trei parti masurabile I'y, I'y si I's astfel incat
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meas(I'y) > 0 si Iy N T3 = (. Corpul este incastrat pe 'y, in © actioneaza forte vo-
lumice de densitate f, iar pe I's actioneaza tractiuni la suprafata de densitate f,. Pe
I's corpul este in contact unilateral cu o fundatie rigida, cu frecare neglijabila. Vom
modela contactul prin intermediul conditiei lui Signorini cu gap nul.

Notam cu u = (u;) vectorul deplasare, cu € = e(u) tensorul deformatiilor infinite-
zimale si cu o = (o;) tensorul tensiune Cauchy.

Vom descrie comportamentul materialului din care este confectionat corpul prin

intermediul urmatoarei legi constitutive:

o=Fe(u) in (7)
unde F este un operator (posibil neliniar) ce verifica:
F:S* =83 (8)
exista M > 0 a.i.
|F(e1) — Flea)llss < Mller — eaflss Ver,e0 € S (9)
exista m > 0 ai. Ve, e, € S3,
(F(e1) = Fle2)) : (e1 —€2) = mller — o (10)

A se vedea de exemplu [10] pentru situatia mai generala:

F: QxS —s?
exista M > 0 a.i.
| F(x,e1) — Flx,€2)||ss < Mller — €]z Ver,e2 €SP, ap.tin Q;
exista m > 0 a.i. Ve, e, € S?, aein Q
(F(z,e1) — F(z,€2)) : (1 — &) > mller — ea[3s;
Ve € S*, x — F(x,¢€) este masurabila Lebesgue Q;
x — F(x,0g3) belongs to L*(Q)**°.
In acord cu cadrul fizic mentionat anterior descriem modelul mecanic prin inter-
mediul urmatoarei probleme la limita.
PROBLEMA 12. Sa se determine u: Q — R3 si o : Q — S? astfel incat
Dive + f, =0 inQ,
o=Fe(u) inQ,
u=0 pely,
ov=Ff, pels.
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o,=0, u, <0, 0,<0, o,u, =0 pe I's. (15)

Studiul variational al modelului Ne propunem sa formulam variational modelul
descris anterior prin intermediul teorie inegalitatilor variationale de primul tip. In plus

de (20)-(3) vom admite urmatoarele ipoteze.

fo€ L)%, f, € L* ()", (16)
Fie (u, o) functii suficient de netede ce verifica Problema 12.
Aplicand formula lui Green obtinem

/Fs(u) -e(v)dr = / fo-'vd:c+/ au-'yvdf+/ ov - yvdl' (17)
Q Q Iy )

+/ U,,U,,da—i-/ o, -v,da. Yve H.
Is s

Deoarece o, = 0 a.p.t. pe I', obtinem

/Fe(u)-e(v)dx:/fo-vda:+/ f2-7vdF+/ o, da Yo eV
Q Q Iy I's

Prin urmare, pentru oricare v € V,

/Q Fe(u)-(e(v)—e(u))dr = /Q for(v—u)dr+ /F 2 Fo (yv—yu)dl'+ /F o (v, —uy) da.

3
Definim

AV =V, (Au,v)y = / Fe(u) - e(v) dz, (18)
Q
si feV,
(. 0)y = / fol@ (@) da+ [ fyf@)y0(@)dr (19)

Definim de asemenea
K ={veV]u <0 ap.t. pels}.
Suntem condusi la urmatoarea formulare variationala a Problemei 12.
PROBLEMA 13. Sa se determine u € K astfel incat
(Au,v —u)y > (f,v —u)y YveK. (20)
Utilizand ipotezele (20-3), deducem ca operatorul A definit in (2) este Lipschitz
si tare monoton. Se verifica faptul ca multimea K este nevida, convexa si inchisa.

Aplicam Teorema 1 si deducem ca Problema 18 are o unica solutie.

Notam ca solutia Problemei 18 depinde Lipschitz de data f.
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Problema 18 se numeste formulare variationala primara.

Numim solutie slaba pentru Problema 12 o pereche (u, o) unde u verifica (14) si
o verifica (12).

TEMA PROIECT Formulare variationala duala pentru Problema 12 (de studiat
paginile 131-137 in [33])
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Seminar 5

(1) Am studiat la curs un model guvernat de un operator elastic F ce verifica:

F: S S
exista M > 0 a.i.
|F(e1) = Flea)llss < Mller — eoflse Ver, ez € S
exista m > 0 a.i. Ve, e, € S?,
(Fle1) = Flea)) : (e1—€2) > mller — e[
Vom indica trei exemple de astfel de operatori. Primul, liniar, ceilalti doi
neliniari.
e Ca un prim exemplu putem considera urmatoarea lege constitutiva:
o = Ntre)ls + 2ue (21)

unde A > 0 si g > 0 sunt constantele lui Lamé, tre(u) = g, Is = (0;5)
este tensorul unitate in S3.

Aceasta este legea de comportament clasica pentru materiale elastice
omogene si izotrope.

Printr-un calcul elementar observam ca aplicatia
F:S*—=S% Fle) = A\tre)lz + 2ue
verifica (20)-(3).
e Ca un al doilea exemplu putem considera:
o = \Ntre)l; + 2ue + (e — Pge) (22)

unde A > 0 si g > 0 sunt parametri de material, tre(u) = g, I3 = (0;5)
este tensorul unitate in S, K este o submultime inchisa si convexa a lui
S? ce contine Ogs, Pk : S® — K este operatorul proiectie pe K, si /3 este
o constanta strict pozitiva.

Utilizand proprietatea de non-expansivitate a operatorului proiectie, de-

ducem ca aplicatia
F:S* =S Fle) = Atre)ls + 2ue + B(e — Pke)
verifica (20)-(3).

e Ca un al treilea exemplu putem considera urmatoarea lege constitutiva:

o = k(tre)Is +(||eP]|2s)e”, (23)
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unde k > 0 este un coeficient de material, ¢ : R — R este o functie con-
stitutiva si e? = € — £(tre)Is, este tensorul deviatoric al lui e. Admitem

ca

1 : R — R este diferentiabila

exista ¢y, ¢o, dy si dy astfel incat :
(€ <di, e <Y(E) S0, e SP(E) + 20 (1)€< do,

a se vedea [10] p.125.
In aceasta situatie aplicatia

F QxS =S Flw,e) = k(tre)l; + (||e]%)e”,

verifica (20)-(3).
(2) Tehnica abordata la curs se poate aplica si pentru urmatoarea problema obs-

tacol pentru membrane.

PROBLEMA 14. Sa se determine u: Q — R a.i.

Au(x) + fo(x) =0 in €,
u(x) =0 pe Iy,
%(w) = fox) pe Ty,
a—Z(m) <0 u<0 u(m)%(m) =0 pe Ts.

(3) Am studiat la curs problema de contact Signorini cu gap nul. Mai general,
gapul (=distanta dintre corpul deformabil si fundatia rigida, distanta masu-
rata pe directia normalei la tangenta la frontiera corpului deformabil) poate fi
nenul. Desemnam prin g gapul. In general g € L*(I'3) g > 0 a.p.t. pe I's. To-
tusi, pentru anumite geometrii particulare ale corpurilor se poate presupune
ca g este un numar real strict pozitiv.

Problema la limita cu gap nenul are urmatoarea formulare.

PROBLEMA 15. Sa se determine u : Q) — R3 si o : Q — S? astfel incat
Dive + f, =0 in(Q, (24)
o= Fe(u) inf, (25)
u=0 pely, (26)
ocv=/Ff, pels. (27)
(28)

u, < g, 0, <0, o,(u, —g) =0 pe I's. 28
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Tehnica abordata la curs se poate aplica si aici dar multimea K depinde
acum de g.

K=K(g9)={veV]|v <gap.t. pels}.

Suntem condusi de aceasta data la urmatoarea formulare variationala a
Problemei 12.

PROBLEMA 16. Sa se determine u € K(g) astfel incat

(Au,v —u)y > (f,v —u)y Yve K(g). (29)

Aplicand Teorema 1 deducem ca Problema 16 are o unica solutie ce de-
pinde Lipschitz de data f.

Numim solutie slaba pentru Problema 15 o pereche (u, o) unde u verifica
(29) si o verifica (25).

Pentru detalii referitoare la rezolvarea Problemei 15 a se vedea paginile
124-127 in [33].
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e TEMA Fie g > 0si K(9) = {v € Vi|v, < ga.p.t. pe I's}. Justificati ca
multimea K, este nevida, inchisa si convexa.

e TEMA PROIECT Studiati regularitatea solutiei slabe a Problemei 15(pag
127 in [33])
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Curs 6

Tematica acestei saptamani este: probleme de contact ce conduc la inegalitati

variationale de tipul II.
Background de analiza neliniara
Fie X un spatiu Hilbert, K € X, A : X — X un operator dat, j : K — R o

functionala data si f € X.
Consideram problema: sa se determine u astfel incat:

ve K, (Au,v—u)x+jw)—ju)>(f,v—u)x VYveK. (1)

Inegalitatea variationala (1) se numeste inegalitate variationala de tipul II.

In studiul acestei probleme avem urmatorul rezultat de existenta si unicitate.

Teorema 1. Fie X un spatiu Hilbert real si fie K C X o submultime nevida inchisa
convexa. Presupunem ca A : K — X este operator tare monoton si Lipschitz si ca

j: K — R este o functionala convexa si inferior semicontinua. Atunci, pentru orice

f € X inegalitatea variationala (1) are o unica solutie.
Background de spatii de functii
Fie Q C R? un domeniu marginit cu frontiera neteda.
H =LY ={u=(w)|u e L*(Q),},
H =L ={o = (o) | 0 = 0;s € L*(Q)},
Hy ={uc L*(Q)® | e(u) € L*(Q),},
H, ={o € H | Div o € L*(Q)%}
V={veH |yv=0apt. pel}
HY(Q) = {v = (v) | vs € H'(Q)}.
H, = H(Q)?
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Consideram spatiul vectorial
Vi= {v eV |v,=0ap.t. pe Fg}.
Vi, (; v, || - lvy) este un spatiu Hilbert, unde
() Vix Vi =R (u,v)y, = (u,v)y Yu,v eV

Pentru mai multe detalii privind spatii de functii in mecanica contactului facem
trimitere la [10, 31, 33|.

Descrierea modelului

Consideram un corp deformabil ce ocupa un domeniu marginit  C R?. Frontiera
domeniului este presupusa suficient de neteda si este partitionata in trei parti masu-
rabile 'y, [y si I's astfel incat meas(T';) > 0 si Iy N T3 = (. Corpul este incastrat pe
I'1, in 2 actioneaza forte volumice de densitate f, iar pe I's actioneaza tractiuni la
suprafata de densitate f,. Pe I's corpul este in contact bilateral cu o fundatie rigida,
cu frecare neneglijabila. Vom modela frecarea prin intermediul legii lui Tresca.

Ca de obicei, vom nota cu w = (u;) vectorul deplasare, cu € = &(u) tensorul
deformatiilor infinitezimale si cu o = (o;;) tensorul tensiune Cauchy.

In acord cu cadrul fizic mentionat anterior descriem modelul mecanic prin inter-

mediul urmatoarei probleme la limita.

PROBLEMA 17. Sa se determine u : Q — R3 si o : Q — S? astfel incat
Dive + f, =0 in ), (2)

o= Fe(u) inf, (3)

u=0 pely, (4)

ocv=7Ff, pels. (5)

(6)

U, = Oa ||UT|| S g Or=—g H,IJ_ZH pe F3.

e (2) reprezinta ecuatia de echilibru;

(2)

e (3) reprezinta legea constitutiva (legea de material);

e (4) reprezinta conditia la limita in deplasari (conditie omogena);

e (5) reprezinta conditia la limita in tractiuni;

e (6) reprezinta conditia de contact bilateral cu frecare Tresca. Mai precis, u, =
0 modeleaza contactul bilateral (contactul dintre solidul deformabil si fundatie
nu se pierde pe I's de-a lungul procesului) iar ||o.|| < g, o, = _gHg_ZH este
legea lui Tresca (caz particular al legii lui Coulomb). In (6), g > 0 desemneaza

pragul de frecare.
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Studiul variational al modelului Ne propunem sa formulam variational modelul
descris anterior prin intermediul teorie inegalitatilor variationale de al doilea tip.
Admitem urmatoarele ipoteze.

F este un operator (posibil neliniar) ce verifica:

F:S— 8% (7)

exista M > 0 astfel incat

|F(e1) = Fle2)llss < Mller — eaflss Ver,e0 € S%; (8)

exista m > 0 astfel incat Veq, e, € S,

(F(e1) — Flez)) = (e1 —€2) > mller — ealfs; (9)
fo€ L*(Q)?°,  foeL*(y)® g>o0. (10)

Fie (u, o) functii suficient de netede ce verifica Problema 17.
Vom folosi drept spatiu al functiilor test spatiul Hilbert V.

Aplicam formula lui Green si obtinem

[ Fetw) ewyds = [ fy-vdot [ o yoar

+/ au~'yvdF+/ UVUVdF+/ o, v, dl'. Yve H.
Iy I's s

Deci
/fs dx—/fo vdx+/0'1/ 7vdF—|—/ o, v dl'. Yvel.
FQ FB
Definim
A: Vi =V, (Au,v)y, /.7:6 (11)
si feV,
/fo x) dx + fz(a:)'yv(a:) dr. (12)
Definim acum functionala
ViR ) = [ gl@ld voeta (13)
s

Utilizand (6), se poate demonstra ca

j(’u)Z—/ o, -v.dl' vel
I's

si

Jj(u) = —/ o, u.dl.
I's
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Suntem astfel condusi la urmatoarea formulare variationala a Problemei 17.

PROBLEMA 18. Sa se determine u € V astfel incat
(A’U,,’U - u)V1 +](U) - ](U’) > (fv v - U’)Vl Vo € VY1 (14)

Notam ca operatorul A este Lipschitz si tare monoton si din (32) rezulta ca j :
Vi — R este functionala convexa si continua.

Aplicam Teorema 1 si deducem ca Problema 17 are o unica solutie.

Notam ca solutia Problemei 17 depinde Lipschitz de data f. Pentru mai multe
detalii facem trimitere la [33].

O pereche de functii (u, o) ce verifica (14) si (3) se numeste solutie slaba pentru
Problema 17.

TEMA PROIECT Solutia slaba are regularitatea u € V; si & € H; (a se vedea
pagina 148 in [33]).

TEMA Functionala j definita in (32) este convexa si inferior semicontinua.
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Seminar 6

Consideram o problema la limita ce poate fi studiata cu tehnica invatata la curs.
PROBLEMA 19. Sa se determine u : Q — R? si o : Q — S? astfel incat

o =Fe(u) in Q, 15

Dive + f, =0 inQ, 16

u = Opel'y, 17

19

(15)

(16)

(17)

ov =171, pely, (18)
—o, = F  pels, (19)
(20)

ol < ploy], or=—plos 7 if w, #0  pels. 20
|

Amintim ca (15) reprezinta legea de material, (16) este ecuatia de echilibru, (17)
este conditia la limita in deplasari si (18) este conditia la limita in tractiuni. Spre
deosebire de problema studiata la curs, ultima conditie la limita este inlocuita cu
(19)-(20), conditie de contact cu tensiune normala impusa si frecare neneglijabila (u
desemneaza coeficientul de frecare).

In studiul variational al modelului vom utiliza urmatoarele ipoteze.

F este un operator (posibil neliniar) ce verifica:

F .S s (21)
exista M > 0 astfel incat
”./T"(El) — .F(€2)HS3 S MHEl — EQHSB VEl,EQ € SS; (22)
exista m > 0 astfel incat Veq, e, € S,
(F(e1) = F(e2)) : (€1 — €2) > mller — &[%s; (23)
fo € L*(Q), fo € L*(Ty)". (24)
FeL*(T3) si F(z)>0apt. xecls. (25)
pe L*(Ts) si p(x) >0apt xel; (26)

Vom utiliza drept spatiu al functiilor test spatiul V.
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Fie (u, o) o pereche de functii netede ce verifica Problema 19 si fie v € V.

/Qa-(e(v)—e(u))dx
:/Qfo-('v—u)dx—l— 5 fo-(v—u)dl'

+/ o, (v, —u,)dl +/ o, (v, —u,)dl.
F3 F3
Utilizand (20) deducem ca
o (v, —u.) > plof|u| — ploy|[lv-]]  apt. pels.
Intr-adevar, daca:

e x c I'; astfel incat u.(x) # 0 avem

axm-wf—mxm=~wmnmwnﬁ§gﬁ-wxm—uxm>

> (@) |ov(@)| [lur(@)|| — p() oy (2)] [[v-(2)]],

deoarece u, - u, = ||u,||? si u, - v, < ||u, | ||v.];
e x c I'; astfel incat u,(x) = 0 avem

o (v~ u) = 0r v, > o [0

> —plo|[Jv-]l = plov| [[u-l| = plov| vz,
deoarece ||o|| < ploy| st ||u.|| = 0.

Integram (28) pe I's si obtinem

Aafm—WMz/ummwwwmﬂ.

I's

/Qm(s(v)—E(U))d%L/ pE([[vr]| = [lu-) dl

s

Z/Qfo-(v—u)dx—i- 5 f2~('v—u)dF—/F3 F(vy —u,)dl.

Deducem ca

(0,e(v) —e(u)u +j(v) —j(u) = (f,v—u)y.
unde f €V,

(f,v)V:/QfO(a:)-v(a:)dx+ A fz(m)-'yv(a:)dF—A Fuv, dl’;
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j: V=R, j(v) = / wkF ||v, ()| dT Vv eV. (32)
I's
Utilizand legea constitutiva suntem condusi la urmatoarea formulare variationala:

PROBLEMA 20. Sa se determine w € V' astfel incat
(Au, v —u)y +j(v) —j(u) =2 (f,v —u)y VoeV (33)
unde
AV =V, (Au,v)y = / Fe(u) - e(v) du. (34)
Q

Aplicam Teorema 1 si deducem ca Problema 19 are o unica solutie. Pentru mai
multe detalii facem trimitere la [33].

TEMA i) Fie p € L>°(T'3), F € L*(T'3) si v € V. Justificati ca uF||v.| € L'(T'3).

ii) j este convexa si inferior semicontinua.

TEMA PROIECT Solutia slaba are regularitatea u € V; si & € H; (a se vedea
pagina 147 in [33]).
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Curs 7

Tematica acestei saptamani este: probleme de contact ce conduc la inegalitati
cvasivariationale.

Background de analiza neliniara

Fie X un spatiu Hilbert, K C X, A: K — X un operator dat, j: K x K - R o
functionala data si f € X.

Consideram problema: sa se determine u astfel incat:

uve K, (Au,v—u)x +jv,u)—jlu,u) > (f,v—u)x YveK. (1)

Inegalitatea (1) se numeste inegalitate cvasivariationala.
In studiul acestei probleme vom prezenta doua posibile abordari. O prima abordare
este bazata pe Teorema lui Banach de punct fix. A doua abordare este bazata pe

Teorema de punct fix a lui Schauder.

e Prima abordare
Admitem urmatoarele ipoteze:

A: K — X este tare monoton (m) si Lipschitz (M). (2)

K C X submultime nevida, inchisa, convexa. (3)
Vn e K, j(n,-) : K — R convexa si i.s.c.

da > 0 such that (4)

J(M1,v2) = J(01,v1) + 3 (02, v1) — 5(n2, v2)
<« ||771 - 772||X||U1 - U2||X V1, m2, v1, V2 € K.

Teorema 1. Fie X un spatiu Hilbert. Admitem ipotezele mentionate anterior.
In plus, presupunem ca m > «. Atunci, pentru oricare f € X inegalitatea

cvasivariationala (1) are solutie unica.

e A doua abordare
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Admitem urmatoarele ipoteze:

A: K — X este tare monoton si Lipschitz (5)
K C X submultime nevida, inchisa, convexa. (6)
Ox € K. (7)

Vne K, v—jnv): K =R
este aplicatie convexa j(n,v) > 0Vv € K si j(n,0x)=0.

Pentru orice sir {n,} C K si orice sir {u,} C K astfel incat
N —nin X, u, = uin X si Vv € K,
se verifica 9)
lim sup [j (0, v) = j (0, un)] < j(0,0) = 50, u).
n—oo
Teorema 2. Fie X un spativ Hilbert. Admitem ipotezele (5)-(9). Atunci,

pentru oricare f € X inegalitatea (1) are cel putin o solutie.

In prezentul curs vom discuta doua modele: un model general 3D in teoria elasti-

citatii si un model antiplan.

Descrierea modelului 3D

Consideram un corp deformabil ce ocupa un domeniu marginit Q C R3. Frontiera
domeniului este presupusa suficient de neteda si este partitionata in trei parti masura-
bile 'y, Ty si ' astfel incat meas(I';) > 0si I'yNI'3 = (). Corpul este incastrat pe I'y, in
(2 actioneaza forte volumice de densitate f, iar pe I'y actioneaza tractiuni la suprafata
de densitate f,. Pe I's corpul este in contact bilateral cu o fundatie deformabila, cu
frecare neneglijabila.

Ca de obicei, vom nota cu w = (u;) vectorul deplasare, cu € = e(u) tensorul
deformatiilor infinitezimale si cu o = (o;;) tensorul tensiune Cauchy.

In acord cu cadrul fizic mentionat anterior descriem modelul mecanic prin inter-

mediul urmatoarei probleme la limita.
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PROBLEMA 21. Sa se determine u : Q — R? si o : Q — S? astfel incat

o = Fe(u) in €,

Dive + f, =0 in Q,
u=20 pe I'y,
ov=7F, pe Iy,

—0, = pu(u, — g) pe I's,

lo-|| < pr(uy — g),
o, =—p(u, —g) ”g:” if w,#0

Studiul variational al modelului
Admitem urmatoarele ipoteze.
F este un operator (posibil neliniar) ce verifica:

F:SP =S

exista M > 0 astfel incat

| F(e1) — F(e2)|lgs < Mgy — €2lss Ver,e2 €S
exista m > 0 astfel incat Ve;, e, € S3,

(F(e1) — Fl(e2)) : (€1 — €2) > mller — &a]|%s;

fo€ LX), foe LX) g>0.

Pe: '3 xR =Ry ee{v,7}
Exista L. > 0 astfel incat
’pe(w7rl) - pe(wa 7’2>| < Le |T1 - T2|
Vry, g € R, ae x € ().
Aplicatia © — p.(x,r) este masurabila pe I's,
pentru oricare r € R.
pe(x,7) =0Vr <0, apt. xecls.

Vom considera drept spatiu al functiilor test spatiul V.
Definim operatorul A,

AV =V, (Au,v)y = / Fe(u) - e(v) du.
Q
definim f € V,

(f,v)V:/QfO(a:)-v(a:)dx+ A fz(m)-'yv(a:)dF—A Fuv, dl’;

(20)

(21)
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si de asemenea definim j : V X V' — R dupa cum urmeaza
o) = [ o, = )] 8
T's

+ [ pelw =g el dr Y vev
s
Fie (u, o) functii suficient de netede ce verifica Problema 25. Observam ca

UV(UV - ul/) = _pl/(ul/ - g)UV + pu(ul/ - g)uu a.p.t. pe F3a

—pu(uu - g)vy > _pu(uu - 9) |Uu|a p,,(u,, - g)u,, = pv(uu - g) |UV|
a.p.t. pe I's.
Deci

o, (v, —u,) > —pu(uy — g) vy + po(uy — g) ||  a.e. on s,

Prin urmare,

/ o, (v, —u,)dl’
s
>~ [ putw =)l [ p, = o)l dr
I's

I's
Pe de alta parte,

/ o (v, —u,)dl
I's
zi/%w—mwwﬂ+/pmwwwwwr
I's I's

(22)

(23)

(24)

Utilizand formula lui Green, in baza observatiile anterioare, suntem condusi la

urmatoarea formulare variationala:

PROBLEMA 22. Sa se determine u € V' astfel incat

(Au,v —u)y + j(u,v) —j(u,u) > (f,v—u)y YvelV.

(25)

Spre deosebire de inegalitatile studiate in Cursul 6 (numite inegalitati variationale

de tip II si guvernate de o functionala j(-)), inegalitatile din acest curs sunt guver-

nate de bifunctionala j(-,-) care depinde de solutie (numim inegalitatile din Cursul 7

inegalitati cvasivariationale)

Teorema 3. [a se vedea de exemplu [33]] In ipotezele anuntate anterior, exista Lo =

Lo(2, Iy, T's, F) astfel incat Problema 22 are solutie unica daca L, + Ly < Ly.
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DEMONSTRATIE. Operatorul A : V' — V este tare monoton (m) si Lipschitz (M).
Functionala j(n,-) : V — R satisface (7)(a).
Fie ny, ny, v1, v2 € V.

J(M1,v2) — j(My, v1) + (N, v1) — G(N,, V2)
=A:@xmf—m—pxmy—mxwwwmeww
+Z:@Amu—w—mxmu—w)mmJ%%Whmdf

< / Lol — ] |[o1s] — [vzy]| dT

s
4 [ Lol =l o1 = o
I's

Deoarece
= 2wl < =l |Jon] = o] < Joi = va| < [lor =02,
vl = [[varll] < llvir = var|| < [lo1r — waf| ace. on Ty,
si prin urmare
J(My,v2) = §(Ny,v1) + j(M, v1) — J(10,, v2)
< [ (Lt L)l = ml o = wal ar
3
Asadar,
J(My,v2) = j(My,v1) +5(N2, v1) — J(0s, v2) (26)
< (Lu 4 Lo)llmy = mallz2rs) (01 = v2ll 2y
Prin urmare, rezulta ca
J(My, v2) = j(My, v1) + (M, v1) — §(N, v2) (27)

< ¢ (Lo + Le) [y = msllv [lvr = ol

Putem considera
mr
L() = C—% .
Din (27) rezulta ca j satisface (7)(b) cu o = (L, + L,;). Notam ca m = mpr.
Presupunand ca L, + L, < Lg, obtinem c3 (L, + L,) < mgz, de unde rezulta ca m > «.

Aplicam acum Teorema 1. O
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O pereche de functii (u, o) ce satisfac (36) si (25) se numeste solutie slaba a pro-
blemei (36)—(41). Privind regularitatea solutiei slabe: w € V and o € H;.

Abordarea prezentata (cu argument Banach) este una usor accesibila. Subliniem
insa ca rezultatul de existenta si unicitate a fost formulat utilizand o ”ipoteza de
micime”.

A doua abordare, nu este usor accesibila dar are avantajul ca poate livra existenta
solutiei fara nicio ipoteza de micime (a se vedea la seminar).

Facem observatia ca, studiul unicitatii solutiei se poate face dar totusi trebuie

impuse ipoteze suplimentare.

Un model antiplan [a se consulta pentru mai multe detalii [32]]

PROBLEMA 23. Sa se determine u : 2 — R astfel incat

div(pVu)+ fo=0 in Q, (28)
u=20 pe I'y, (29)
pﬂyu = f2 pe FQa (30)
u
10y ul < g(lul),  pou=—g(lu) Tl dacau#0 pels (31
Admitem urmatoarele ipoteze:
foe LX), fy € L*(Ty). (32)
p € L™(Q) si exista u* > 0 astfel incat (33)

p(x) > p* ap.tx € Q.

g: T3 xR >R,

Exista L, > 0 astfel incat

lg(x, 1) — g(x,72)| < L, ’7“1 - 7’2’
Vry, g €R, apt. x el (34)

Aplicatia  — g(x, r)
este masurabila Lebesgue I's, Vr € R.

Aplicatia @ — g(x,0) este in L*(T3).
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Definim
a(u,v):/QuVu-Vvdx Yu,veV,
(f,v)vz/fovdx+ fovda Vv eV,
Q Iy
j:VxV =R, j(u,v):/g(|u|)|v|da Vu,velV.
unde :

V={ve H(Q)|yv =0 ap.t. pel}.

Se obtine urmatoarea formulare variationala a modelului antiplan considerat.

PROBLEMA 24. Sa se determine u € V' astfel incat

a(u,v —u) + j(u,v) — ju,u) > (f,v—u)y VoveV. (35)

Teorema 4. Admitem ipotezele anterioare. Atunci, exista Ly = Lo(Q), I'1, I's, ),
astfel incat problema (35) are solutie unica, u. In plus, solutia uw depinde Lipschitz de
f, daca Ly < Lyg.

Solutia Problemei 24 se numeste solutie slaba pentru Problema 26.
Demonstratia se poate lectura din [32].

TEMA

1) Justificati ca p,(u, — g) |v,| € L'(T3).

2) Fie u, v € H'(Q) si g : R — R, o functie Lipschitz. Justifiacti ca g(|u])|v| €
LY(09).
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Seminar 7

Am studiat la curs doua modele cu o tehnica de punct fix a lui Banach. Continuam
discutia inceputa cu o abordare de tip Schauder.

e Modelul general 3D - Argument Schauder
Amintim modelul 3D

PROBLEMA 25. Sa se determine u : Q — R si o : QQ — S? astfel incat

o= Fe(u) in Q, (36)

Dive + fo = 0 in Q, (37)
u=20 pe I'y, (38)
ov=Ff, pe [y, (39)

—0, = py(uy — g) pe I's, (40)

||0'7-|| S pT(uV - 9)7
or = _p7—<uu - g) ﬁ:” if u,#0 pe Is. (41)

si ipotezele de lucru:

F este un operator (posibil neliniar) ce verifica:

F:S*— s (42)

exista M > 0 astfel incat

| F(e1) — F(e2)|lgs < Mgy — €2lss Ver,e2 €S (43)

exista m > 0 astfel incat Veq, e, € S,

(F(e1) — Flea)) : (1 — &2) = mller — & 5s; (44)
fo € L*(Q), fo€ L*(Ty)* ¢g>0. (45)

pe: s xR—>Ry ee{v1}
Exista L, > 0 astfel incat
|pe(m7 Tl) - pe(wa T2)| S Le |T1 - T2|
Vry, m €R, ae x e (46)
Aplicatia @ — p.(x,r) este masurabila pe I's,
pentru oricare r € R.
pe(x,7) =0Vr <0, apt. xcls.

Teorema 5. [a se vedea de exemplu [33]] Admitem ipotezele anuntate ante-
10T

Atunci Problema 22 are cel putin o solutie.

53



Saptamana a 7-a

DEMONSTRATIE. Vom utiliza Teorema 2 cu X = V. Notam ca pentru
oricare € V functionala j(n,-) : V — R este o seminorma pe V. Deci, (8)
se verifica. Consideram acum doua siruri {n,,} C V, {u,} C V astfel incat

n,—nevV, u,—~uecV (47)
si fie v un element arbitrar in V.

17(1, 0) = G(n,0)] < (Lo + L)l = 1l 2 (vaye [ 0]] 220y, (48)

17 (M Un) — (M, wn)| (49)
< (Ly + L) |my, — 1l n2rg)allnl| 22 (ry)e,

7(m,wn) = Gi(n,w)| < (Lo + L) lnll L2y llwn — w2 rg)e- (50)
n, = n € L) u, —»ue L) (51)
si, prin urmare,
3, ) = j (0, 0), (52)
(M ) = j (1, Un) = 0, (53)
i, un) = (0, ). (54)

J (M, 0) = 5 (M wn) = J (0, 0) = G (M, wn) + (0, un) — (1, wn),
T}g&](nnav) - j(nn7un) = .](n7v) - J("?;'U')a

adica j satisface (9).
Aplicam acum Teorema 2. U

e Modelul antiplan-argument Schauder
Amintim modelul antiplan si ipotezele de lucru.

PROBLEMA 26. Sa se determine u : 0 — R astfel incat

div(pVu)+ fo=0 in Q, (55)

u=0 pe 'y,  (56)

1u = fo pe I'y,  (57)

pd,ul < g(ul),  pdu=—g(|ul) % dacau#0 pely (58
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foe L*(), f2 € L*(Ty).

€ L(Q) si exista p* > 0 astfel incat
p(x) > p* aptax e Q.
g: s x R — R, astfel incat:.

exista L, > 0 astfel incat
|g(£c,7’1) - g($,T2)| S Lg ’7"1 - T2|
Vry, 9 €R, apt. x €l

aplicatia « — g(x, r)

este masurabila Lebesgue I's, Vr € R.

aplicatia & — g(x,0) este in L?(T'3).

(61)

Teorema 6. Admitem ipotezele anuntate anterior. Atunci Problema 26 are

cel putin o solutie slaba.

Demonstratia se poate lectura din [32].

TEMA PROIECT Studiati demonstratia Teoremei 6 (paginile 182-183, [32]).
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Curs 8

Tematica acestei saptamani este: probleme de contact ce conduc la inegalitati
hemivariationale.

Background de analiza neliniara (neneteda)[a se vedea de exemplu [16]]

Fie E un spatiu Banach reflexiv.

Definitia 1. O functie ¥ : F — R este Lipschitz pe E, daca exista k > 0 astfel incat

|V (v) — V(w)| <klv—wlp Yv,weE.

Definitia 2. O functie ¥ : £ — R este local Lipschitz in u € E (de rang k), daca
exista o vecinatate U a lui u si k = k(U) > 0 astfel incat

|V (v) —V(w)| <Ekllv—wlg Yv,wel.

O functie ¥ : E — R este local Lipschitz pe E, daca ¥ este local Lipschitz in fiecare
ue k.

Fie ¥ : E — R o functionala local Lipschitz pe E. Gradientul generalizat Clarke
al functiei ¥ in u € E este definit astfel:

OV(u) ={¢ el : V(uv) > ((,v)pp VveE}

unde ¥(u;v) este derivata generalizata Clarke a lui ¥ in v € F in raport cu directia
v € F, adica

U0 (u;v) = limsup V(w + to) = D(w)

w—u t

10

Y

a se vedea pentru detalii [5, 20, 22, 23, 28].

Propozitia 3. Fie ¥ : E — R o functionala local Lipschitz in uw € E (de rang k).

Atunci
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(1) aplicatia v — \Ilo(u; v) este finita, pozitiv omogena, subaditiva pe E si satisface
[P0 (u;v)| < KlJv]lx. (1)
(2) (u,v) — ¥O(u;v) este superior semicontinua.

Demonstratia Propozitiei 3 se poate gasi in [5], pagina 25; a se vedea de asemenea
[23] pagina 13.

Remarca 4. In general, daca ¥ : E — R este local Lipschitz in v € F (de rang
k), atunci k depinde de u, k depinzand de o vecinatate U a lui u. In particular, daca
U : E — R este Lipschitz pe E, atunci, in (1), k este o constanta strict pozitiva
independenta de u deoarece putem considera U = F pentru oricare u € F.

Daca @ : E — R este o functionala convexa, vom nota cu d®(u) subdiferentiala

lui ¢ in u, adica
00(u) ={CeFE: d)—®() > ((,v—u)xx, VYve€EE}

Amintim ca E’ noteaza dualul lui E.

O inegalitate de forma urmatoare

(Au,v — u) —i—/ h(z,u(x))j’(z, u(z);v(z) — u(z)) dl > (®,v —u) VYo € E,
P

se numeste inegalitate hemivariationala. Modelul pe care il vom discuta in continuare
va conduce prin formulare variationala la o astfel de inegalitate.

Descrierea modelului

Consideram un corp deformabil B si ne raportam la un sistem cartezian de coor-
donate Oxix9x3. Presupunem ca B are generatoarele paralele cu Ox3 si notam cu €2 o
sectiune transversala a cilindrului 2 C Oxyxs. In plus, presupunem ca generatoarele
cilindrului sunt mult mai mari decat diamerul sectiunii transversale. Astfel, putem
aplica principiul lui Saint-Venant si astfel, putem scrie B = 2 x (—o0,00). Notam
cu I' frontiera lui 2 si presupunem ca I'y, I's, I's sunt parti masurabile, deschise, ce
formeaza o partitie a lui I' (i.e. T =T, Ul UTs; I;NT; =0 Vi, j € {1,2,3}, i # j)
astfel incat |I';| > 0.

Presupunem ca B este incastrat pe I'; X (—oo,00) si este in contact cu frecare
pe I's X (—o0,00) cu o fundatie rigida. In plus, corpul cilindric este supus la forte
volumice de densitate f, in € x (—o00,00) si la tractiuni la suprafata de densitate f,

pe I'y X (—00,00).
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Actionand asupra corpului cu forte avand directia axei Oxs,
Fo=1(0,0,f0) cu fo= fo(z1,22) : 2 =R, (2)
f2:<0707f2) cu f2:f2<xlax2) :F2_>R7 (3)

atunci vectorul deplasare va avea si el o forma particulara:
u = (0,0,u) with  u = u(zy,22) : Q@ — R. (4)

Versorul normalei exterioare la frontiera I', are si el o scriere particulara

V= (Vla]/270)a Vi:Vz‘(l'l,l'Q) :F_>R7 26{172} (5)
Tensorul deformatiiloe infinitezimale are forma urmatoare:
0 0 lu,l
e(u) = 0 0 3uz |, (6)

%ual %uﬂ 0
unde u,; = du/dx;, i € {1,2}.
Fie o = (0;;) tensorul tensiune Cauchy. Amintim ecuatia de echilibru in mecanica

solidelor deformabile pentru procese stationare.
Dive + f, =0 in Q X (—o00,00) (7)
unde Div o = (03,5 ), 7 € {1,2,3}.

Presupunem ca o are urmatoarea forma

0 0 ai(x, Vu(z))
o(x)= 0 0 as(x, Vu(x)) (8)
ar(x, Vu(x)) ax(x, Vu(x)) 0

unde x = (71, 75) € R? si a(x, v) = (a1(x,v), as(x,v)) : Q x R? — R2.
Utilizand (2), (4), (7), rezulta ca ecuatia de echilibru se reduce la urmatoarea

ecuatie scalara.
div(a(z, Vu(x))) + fo(x) =0 in Q. (9)
Pentru a completa modelul trebuie sa precizam conditiile la limita. In acord cu
cadrul fizic,
u =0z pel; x(—00,00),
si
ov=Ff, pelsyx(—o0,00).
Tinand cont de (3), (4) si (8), conditiile la limita vectoriale scrise anterior se reduc

la urmatoarele conditii scalare.

u=2~0 pe I' (10)

58



Saptamana a 8-a

a(z, Vu(z)) - v(z) = fox) pe Iy, (11)
unde v = (v, 1s).

Descriem acum contactul cu frecare pe I's X (—o00,00). Tinand cont de (4) si (5)
deducem ca u,, = 0 deci contactul este bilateral. Mai mult,

u, = (0,0, u), o, =1(0,0,0,), cu o-(x)=a(z, Vu(z))  v(z). (12)
Modelam frecarea prin intermediul urmatoarei legi:
—o.(x) € h(z,u(x)) Jj(x, u(x)) pe I's, (13)

unde h si j sunt functii date ce depind de & = (21, x5) dar nu depind de z3 si notam
cu dj(x,t) gradientul generalizat Clarke al aplicatiei t — j(x,t).

Ecuatiile si conditiile (9), (10), (11) si (13) conduc la un model matematic ce descrie
deformarea antiplana a unui cilindru elastic in contact cu frecare cu o fundatie rigida,

dupa cum urmeaza: sa se determine u : ) — R astfel incat

div(a(x, Vu(x))) + fo(x) =0 in Q
(P) : u(x) =0 pe I'y
a(z, Vu(x)) - v(z) = fio(z) pe I'y

—a(x, Vu(z)) -v(z) € h(z,u(x)) 0j(x,u(x)) pe I's.
De indata ce am determinat u, o se poate obtine din (8).

Studiul variational al modelului] a se consulta [6]] Presupunem ca 2 C R? este

un domeniu marginit cu frontiera Lipschitz. In plus, admitem urmatoarele ipoteze:

(Hy) fo € L*(Q) si f € LX(Is).

(Hp) h: T3 x R — R este functie Carathéodory (i.e. h(-,t) : I's — R este masurabila,
vVt € R, si h(x, ) : R — R este continua, a.p.t. € ['s). In plus, exista hg > 0 astfel
incat 0 < h(x,t) < hy, Vt € R, a.p.t. ¢ € [';.

(H;) j : I's x R — R este o functie masurabila in raport cu prima variabila, si exista
k € L*(I'3) astfel incat Va € I's si Vt;,t, € R, avem

(2, 1) = j(@, t2)| < k(z)[tr — taf.
(H,) a:Q x R? — R? este o functie Carathéodory ce satisface
(1) |a(z, &) |re < a(b(x) + |€|r2) V€ € R ap.t. £ € Q, a > 0sibe L*(Q);
(2) Exista ¢ > 0 astfel incat a(x, &) - &€ > (|€[3. V€ € R? st ap.t. @ €
(3) [a(z. &) —alx,&,)] - (€1 — &) >0, V€, & € R?siapt. z € Q.
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Vom considera drept spatiu al functiilor test spatiul V,
V={ve H(Q): yv=0apt. pel}.
Definim A:V — V|

(Au,v)y = /Qa(az, Vu(e)) - Vo(x) de Yu,v € V. (14)

Remarca 5. Daca admitem (H,) atunci

(1) operatorul A este bine definit;
(2) (Auy,v)y — (Au,v)y, pentru fiecare v € V', daca u,, — w in V cand n — o0;
(3) (Av,v)y = C[vll}, Yo € V3
(4) (Av — Au,v —u)y > 0 Vu,v € V.
Presupunand ca functiile care apar in formularea Problemei (P) sunt suficient de

netede, in urma unei integrari prin parti putem scrie

/Qa(a:, Vu(zx)) - V(v(x) —u(x)) de = /Fa(:c, Vu(e)) - v(x)(v(x) — u(x)) dl’
—l—/gfo(az)(v(a:) —u(x)) dz.

Utilizand conditiile la limita,

/F a(@, Vu(®)) - v(@)(v(@) — u(x)) T — /F of, Vu(@)) - v(@)(o(2) - u(@)) dT

+ A fo(x)(v(x) — u(x)) dr.
Pe de alta parte, din definitia gradientului generalzzat Clarke, in combinatie cu ultima
linie a Problemei(P), putem scrie
—a(z, Vu(z)) - v(z)(v(z) — u(x)) < Wz, u(z))j’(z, u(x); v(z) — u(x)) a.p.t. pe I
si de aici,

/F a(x,Vu(x)) v(z)(v(x) —u(x)) dl' > —/ h(zx,u(x))j%(z, u(z); v(x) —u(x)) dr.

I's

Suntem astfel condusi la urmatoarea formulare variationala a Problemei (P).
(Pv) Sa se determine u € V' astfel incat

(Au,v—u>v+/ h(z, u(x))j’(z, u(z); v(x) —u(x)) dU > (®,v—u)y Yo €V, (15)

I's
unde ® este unicul element al lui V' asigurat de Teorema de reprezentare a lui Riesz,

(D, v)y = / fovde+ | fovdl' YoeV.
Q

'y
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Orice functie u € V' ce verifica 15 se numeste solutie slaba a Problemei (P).

Teorema 6. Admitem ipotezele (Hy), (Hy), (H;) si (H,). Atunci Problema (Pv) are
cel putin o solutie.

TEMA PROIECT Demonstratia Teoremei 6 (a se consulta [6])
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Seminar 8

e Exemple de legi constitutive

(1)

Legi constitutive liniare
o = ANtre(u))lg + 2ue(u), (16)

unde A si g sunt coeficientii lui Lamé, tr e(u) = e (u) si Igs este tensorul
unitate.

In contextul antiplan o are forma urmatoare:

0 0 Hu,1
o= 0 0 puys
puy1 o ity 0

Presupunand ca p = p(xq, x2), p € L®(Q) si p(x) > p* > 0ap.t. ¢ €,
consideram a : 2 x R? — R?, a(x, &) := p(x) &.

Lege constitutiva liniara pe portiuni [a se vedea [10]]
o = ANtre(u))lss + 2ue(u) + 26(e(u) — Pee(u)) (17)

unde A, u, 8 > 0 sunt coeficienti de material, tr e = ey, Iss este tensorul

identitate, K este multimea von Mises, nevida, inchisa, convexa,
1
IC:{O'GS3|§O'D'O'D§]€2, k>0,} (18)

Pc¢ : S* — K este operatorul de proiectie pe K si o este tensorul

D

deviatoric al lui o, ie., 0" =0 — %(tr o)lgs.

In contextul antiplan,

0 0 U1

c=(u+B) | 0 0 wu
Ui Upg 0

0 0 (PziVu),

unde K = B(0ge, k), (k dat prin (18)) si Py :R? — K este operatorul de

proiectie pe K; pentru un studiu mai complex se pot consulta lucrarile
1, 6].

Putem defini a : @ x R? = R?, a(x, &) = [u(z) + B(x)|€ — 28(x) PriE.
Presupunem ca p € L>*(Q), p(x) > p* > 0 ap.t. x € Q, f € L>®(Q) si
luam o = || ]| o) + 2[| Bl (), 6 =0, and ¢ = p*.

e Exemple de legi de frecare] a se vedea de exemplu [6]]

62



Saptamana a 8-a

(1) Frecare dependenta de alunecare Consideram
h(z,t) = ko(1+de ) j(a, 1) = |t], (19)

cu 0, kg > 0. In acest caz legea de frecare

—o.(x) € h(z,u(x)) Jj(x, u(x)) pe I's,

este echivalenta cu
o @)] < hau(e)), Jov(@)] = ~h(e,u(@) i oh ful@) £0. pela (20

si de aici putem ajunge la legea lui Coulomg de frecare (frecare uscata)

lo- (@) < h(w, [Ju-(2)]]),

= —h(x, |u(x M if u (x on

(2) Lege de frecare regularizanta
h(z,t) = ko(1 + deP~VIE+P?)

j(@,t) = 1+ p* = p,

?

cu ko, 6,p > 0.
u(x)
—o.(x) = h(x,u(x on I's. 21
(@) = e (@) L o T @1
(3) Lege de frecare tip putere
_ Pt : |¢|PHt
bl t) = ko(1+ 07 50 (et = o

cu kg, 0 >0sip>1.

_ | Mz, u(@) (@) u(@) ulz) #0;
—or(x) = { 0 u(x) = 0.
(4) Legi de frecare nemonotone
t
Mat) =1 jlat)= [ pls)ds (22)
0
unde
(—O./to + k0)6t0+t — k’o ift < —to;
p(t) = at it —tg <t <t

(Oéto — k‘o)@to_t + ko if t > to,
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cu a, ko, tog > 0.

—o-(x) =p(u(x)) on L.

Pentru detalii a se consulta [6].
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Curs 9

Tematica acestei saptamani este: probleme de contact ce conduc la inegalitati
variational-hemivariationale.

Exemple de astfel de inegalitati:

(Au,v —u)xr x + j(v) — j(u) + /Ph(a:,uT(a:))jO(:c,uT(m);vT(a:) —up(x)) dU
> (f,v—u)xx forallveX;

W(v) — W(u) +/ h(z, ur(x))ji’(x, ur(x); vr(x) — ur(z)) dU > (f,v —u)x x

P
forallv e X

In prezentul curs vom discuta un model mecanic care prin formulare variationala
va conduce la a doua inegalitate variational-hemivariationala; a se consulta [7].

Descrierea modelului

Consideram un corp deformabil B care ocupa un domeniu marginit cu frontiera
neteda Q C R? (d = 2,3). Frontiera I' = 9O este partitionata in trei parti masurabile
Iy, Ty si Iy astfel incat m(I'y) > 0. Solidul este incastrat pe I'y, si de aceea vectorul
deplasare este zero pe aceasta bucata de frontiera. In plus, corpul este supus la forte
volumice de densitate f in €2 si la tractiuni la suprafata de densitate f, pe I's. Pe I's
corpul este in contact bilateral cu frecare cu un obstacol rigid. Frecarea este modelata
prin intermediul unei legi guvernate de gradientul generalizat Clarke. Cat priveste
comportamentul materialului din care este confectionat corpul, acesta este modelat
prin intermediul unei legi constitutive guvernate de subdiferentiala unei functionale
proprii, convexe si i.s.c.

Consideram asadar urmatoarea problema la limita.
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(P) Sa se determine u : Q — R si 0 : Q — S? astfel incat

( Divo(x)+ fo(x) =0 in Q
o(x) € dw(x,e(u(x))) in

< u(x)=0 pe I'y
(o) (@) = fax) pe T
u,(x) =0 pe I's
—or(x) € h(z,ur(x))0j(x, ur(x)) pe I's.

Notam ca dw(zx, T) reprezinta subdiferentiala lui w in raport cu a doua variabila
iar 0j(x,y) reprezinta gradientul generalizat Clark al aplicatiei R? > y — j(z,y),
unde x € I's.

Studiul variational al modelului

Consideram drept spatiu al functiilor test
Vi={veH : v=0ae only, v,=0a.e onIs}.
Admitem urmatoarele ipoteze.
(H1) fo € L>(;RY) si f, € L2(Ty; RY).
(H2) Functia w : 2 X Sy — R verifica:

1) V1 € Sy functia 2 5 & — w(x, T) este masurabila;

3) w(-,0s,) € L'(Q);

4) ||vluv‘ Jow(®,e(v())) de — oo daca [[v]ly — occ.
(H3) h: '3 x R? — R verifica

(1) T3 > & — h(x,y) este functie masurabila Vy € R

(
(2) Ap.t. & € Q functia Sy > 7 — w(x, T) este convexa si i.s.c;
(
(

(2) R? > y — h(z,y) este functie continua a.p.t. © € I's;
(3) Fho > 0 astfel incat 0 < h(x,y) < ho, Vy € R apt. © € Ts.

(H4) j: T3 x RY — R este o functie ce satisface
(1) Vy € R4, T'3 > & — j(x,y) este functie masurabila;
(2) 3q € L*(T'3) astfel incat, a.p.t. © € ['s si Vy!, y? € R? avem
(@, y") — j(@,y%)] < a(2)ly" — 9.

Presupunem ca functiile implicate in scrierea Problemei (P) sunt suficient de netede
si aplicand formula lui Green,

(06w — ) = (Forv — )i + / (on)(x) - (v(x) - u(@) dT. (1)

r
Tinand cont de (H2) obtinem

o(x) e(v(x) —u(x) <w(e,e(v(x))) —w(x,e(u(x))) apt xel,
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ce implica
(0,e(v —u))y < W(v) - W(u), (2)
unde W : V; — (—o0, 00| este functionala definita prin
(o) - { Jowe.(o(@) do. daca we(o() € L) 5
0, altfel.

Utilizam in continuare conditiile la limita.

/F(Un)(w) (v(e) —u(x)) dl' = /F fo(x) - (v(z) — u(x)) dl
+/r ou(x)(v, () — u,(x)) dl
+/F or(z) - (vr(z) — ur(z)) d'

Cum u, =0 pe I's si v € Vi, obtinem
/ o (x)(v,(x) —u,(x))dl =0 YveV. (4)
I's

Combinand definitia gradientului generalizat Clarke cu ultima linie a Problemei
(P) avem
—or(x) - (vr(x) —up(x)) < Wz, ur(x))j%(x, ur(x); vr(x) — ur(x)), a.pt. x € Is.
Integram pe I'3 si obtinem
/ or(x) - (vr(x) —ur(x)) dl' > —/ h(zx,ur(x))j’(x, ur(z); vr(x) — ur(x)) dr.
F3 FS
()
Fie f unicul element al lui V; dat de Teorema de reprezentare a lui Riesz,
(f;v)vi = (Fo,v)u+ [ faol) - v(z) dl (6)
Iy
Utilizand (1)-(5) obtinem urmatoarea formulare variationala a Problemei (P).
(Pv) Sa se determine u € V; astfel incat
W(v)—W(u)+/ h(z, ur(x));i’(x, ur(x); ve(x)—ur(z)) dl > (f,v—u)y,Vv € Vi.
I's
(7)

Inegaliatea (7) este o inegalitate variational-hemivariationala.

Orice functie u € V' ce rezolva Problema (Py ) se numeste solutie slaba pentru (P).

Teorema 1. [Un rezultat de ezistenta (a se vedea [7])] Admitem ipotezele (H1)-(H4).

Atunci, Problema (P) admite cel putin o solutie slaba.
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In vederea studierii unicitatii si stabilitatii solutiei slabe se introduc noi ipoteze.
(H5) 3m > 0 astfel incat (n' —n2)-(y'—y2) > —m|y' — y?|> a.p.t. ¢ € [', Vy' € R
sivn' € Wz, y")oj(x,y'), i € {1,2}.

(H6) Ap.t. x € Q functia S; > 7 — w(x, T) este diferentiabila Géateaux si exista
M > 0 astfel incat

(Vo(@, ') = Vo(@, 7)) - (1! = 7%) = M |7! — 72

(H7) M > m||T|>.
Notam ca functionala W, definita prin (11), este diferentiabila Gateaux in fiecare
punct u € D(W) si

for all 7', 7% € S,.

>

(VW (v) = VW (u),v —u)y, > M|v — uH%/1

Teorema 2. [Un rezultat de unicitate si stabilitate (a se vedea de exemplu [7])] Admi-
tem (H1)-(HT). Atunci, problema (P) are o unica solutie slaba ce depinde Lipschitz
de data f definita in (6).

Mai mult, exista Cy,Cy > 0 astfel incat

ullv < Cil[fllv; + Ca.

TEMA PROIECT-facultativ Demonstratia Teoremei 1 (se poate consulta [7])
TEMA PROIECT-facultativ Demonstratia Teoremei 2 (se poate consulta [7])
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Seminar 9

e Legi constitutive neliniare[ a se vedea de exemplu [7]]
Fie w: Q2 x Sy — R,

w(x,T) = %(U’T)Igd ST+ %w (|7’D|2> ,

unde tr T = Ty, Is, este tensorul identitate,

(Hy) v : [0,00) — [0,00) este o functie constitutiva neliniara, continuu dife-
rentiabila, astfel incat

(1) Exista ¢; > 0 astfel incat (&) > ¢;£ V€ > 0;

(2) ¢’ este continuu diferentiabila pe portiuni;

(3) Exista co > 0 astfel incat ¢/(§) < ey;

(4) Exista M > 0 astfel incat —2[¢"(&)|€ +¢'(§) > M Y& >0

si kg este un coeficient de material ce verifica

Co
k —.
0> ]

Ca exemplu, putem considera 1(§) = € + In(e + §).
Fie 7 € S,.
Pentru oricare @ € €,

w(x, T +t€) —w(x, )

lim =
t—0 t

(ko(tr )T, + ' (|7P*) 7°) -&, forall € €8,

Prin urmare, functionala w este diferentiabila Gateaux in al doilea argu-

ment.

Pentru oricare « € 2,
(Vw(z, 1) — Vuw(z,e)) - (€1 — €3) > Mle; — €5]?, Vey, &5 €Ss,
unde
Vw(z, ) = ko (tr7) Is, + ' <|TD’2> P VYresS,

Intr-adevar, pentru 1,65 € Sy si t € [0,1], utilizam notatia e”(t) =

el +t(eP — &P) si introducem functia g : [0,00) — R definita prin
90) = (|0 ) (1) - (&1 — )

Observam ca

(1) g este continuu diferentiabila pe portiuni;

2) 9(1) = (|eP|") &P - (e1 — en);
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<3> A EHERCED)

0 (0 (1)~ (47) 8) st -0 =

Astfel,
(kottren)Ts, + v’ (|eP|”) e = koltrea)Is, =/ ([e[") &8 ) - (e1 — &)

:/0 [2¢” (‘eD(t)f) |eP(t) - (e1 — 82)’2 + 9 (|€D(t)|2> (e —€)) - (e1 — 52)} dt
+ko|tre; — treg?

1
Z <k’0—%>|tr€1—tr82|2+/ |:—2
0

Prin urmare,

(ko(trsl)ISd + ¢/ <|€?| ) — ko(trez)Is, — <|€2| ) ) (€1 — &) (8)
> Mle; — €2| )

0" (IePOF)| [P + 4 (le”O)] ler = eal® at.

Deducem ca Va € €,

ow(x, T) = {ko(tr‘r)lgd + (|7'D’2) ’TD} , VT eSS,
Mai mult, pentru fiecare & € €2, w este i.s.c. in al doilea argument. Deoarece
w(x,0s,) = 1 ¥(0) pentru oricare & € €, aplicatia Q > & — w(x, 0s,) este

integrabila. In plus,

1 C
[ cto(e)) do > Llvlv. o e Viw o

Notam de asemenea ca

(Vw(z, ) — Vw(z,€)) - (T —€) > M|T — €.

Prin urmare, ipotezele (H2) si (H6) sunt verificate.
In aceasta situatie, legea constitutiva se reduce la
2
o = kot (u) Ts, + ¢’ (|e”(w)|") €”(w). (9)
Legea constitutiva (9) descrie comportamentul unor materiale Hencky, a se

vedea de exemplu [37].
e Legi de frecare multivoce[a se vedea de exemplu [7]]
Consideram acum cazul legilor de frecare multivoce ce nu depind de alu-

necare.

—or(x) € Jj(x,ur(x)) onls. (10)
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Detalii despre aplicatiile unor astfel de legi se pot gasi in [28] (Section 2.4)
sau [23] (Section 4.6.1).
Ca un simplu exemplu putem considera j : I's x R* = R

j(x,y) = min{alyl; bly| + c},
unde a, b, ¢ pot fi potrivit alese.

In acest caz j este local Lipschitz in raport cu a doua variabila si prin
urmare (H4) se verifica.

Pentru detalii a se consulta [7].

TEMA Fie W : V} — (=00, 00| functionala definita prin

w(x,e(v(x))) de, daca w(-,e(v(- LY(Q
W('v):{ fQ ( €<§O’( ) L (e(v()) € L'(Q) (11)

unde functia w : 2 x S5 — R verifica:

(1) V7 € S, functia Q 5 & — w(x, T) este masurabila;

(2) Ap.t. & € Q functia Sy > 7 — w(x, T) este convexa si i.s.c;
(3) w(:,0s,) € L();

(4) m Jow(z, e(v(x))) de — oo daca ||v|ly — oo.

Justificati ca W este o functionala proprie, convexa si i.s.c. pe V;.

71



Saptamana a 10-a

Curs 10

Tematica acestei saptamani este: probleme de contact ce conduc la ecuatii varia-
tionale de evolutie.

Background de spatii de functii cu valori in (X, || - [[x) [a se vedea de
exemplu [32, 33|]

Fie X un spatiu Banach real si T" > 0.

C([0,T7; X) este spatiul functiilor continue definite pe [0, 7] cu valoriin X. C(]0,7]; X)

este spatiu Banach inzestrat cu norma

X) = U]l x-
Iellcomo = mas. [v(r)x

O functie v : [0,7] — X se numeste diferentiabila in ¢, € [0,7] daca exista un

element in X, notat 0(ty), numit derivata lui v in t, astfel incat

1 .
E(U(to + h) —v(ty)) — 0(to)

limita fiind scrisa in raport cu h cu to + h € [0,7]. Derivata in ty = 0 se defineste ca

117,5% x 0
limita la dreapta iar derivata in t; = 7' se defineste ca limita la stanga.

Functia v se numeste diferentiabila pe [0,7] daca este diferentiabila in oricare
to € [0,T]. In acest caz functia v : [0,7] — X se numeste derivata lui v. Functia v
se numeste continuu diferentiabila pe [0,T] daca este diferentiabila si derivata ei este

functie continua.

Notam cu C'([0, T]; X) spatiul functiiloe continuu diferentiabile pe [0, 7] cu valori
in X si amintim ca acest spatiu este spatiu Banach real inzestrat cu norma
x) = t ) (T .
lollerqory = max fJo(t)lx + max {l5()]lx
Utilizand proprietatile integralei este usor de observat ca daca f € C([0,T]; X)
atunci functia g : [0,7] — X data prin

g(t)z/otf(s)ds Vtel0,T]
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este in C([0,T]; X) si, in plus, g = f.
Mai mult, daca v € C*([0, T); X) atunci

v(t) = /Ot{)(s) ds+v(0) Vtel0,T]. (1)

Fie K C X. Utilizam notatiile C([0,T]; K) si C'([0,T]; K) pentru functii continue
respectiv continuu diferntiabile pe [0, 7] cu valori in K.
Pentru a simplifica scrierea adesea notam

C([0,T]) = C([0,T], R).
C'([0,77) = C'([0, T, R).
Mai general, pentru m > 0, intreg, definim
C™([0,T; X) ={veC(0,T];X): vV e C([0,T]; X), j=1,...,m}.

Acesta este un spatiu Banach inzestrat cu norma

m

- o — () t )
[v]lom(o,m1:3) 2 nax [0 ()| x

C=([0,7); X) = (] €™ ([0, T]; X)
m=0
={vel(0,T;X): veC™[0,T);X) VmeZy}.
Fiep € [1,00). Definim LP(0,7"; X) ca fiind spatiul functiilor masurabile v : [0,T] —
X astfel incat fOT lo(®)]|%dt < .
LP(0,T; X) este un spatiu Banach inzestrat cu norma

T » 1/p
Plwors = (| lo@ikdt) .
0

Definim L>(0,7; X) ca fiind spatiul functiilor masurabile v : [0,7] — X astfel
incat t — ||v(t)||x este esential marginita in [0, 7] (|| ||v(-)||x||ze(0,r) < 00).
Spatiul L>°(0,T; X) este un spatiu Banach inzestrat cu norma

1] L= (0.7:x) = esssup [[o(t)] x-
t€[0,T]

Fie (X, (+,+)x) un spatiu Hilbert.
L*(0,T; X) este un spatiu Hilbert inzestrat cu norma

(u,v)Lg(QT;X):/O (u(t),v(t))x dt.

Pentru a simplifica scrierea vom scrie adesea:
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L7(0,T) = L”(0, T; R)

Teorema 1. Fie p € [1,00]. Atunci:
C([0,T]; X) este densa in LP(0,T; X) si injectia este continua.
Daca X <Y, atunci LP(0,T; X) — L0, T;Y) pentru 1 < ¢ < p < 00.

Teorema 2. Fiev € L'(0,T; X). Atunci

to+h

lim — lv(t) —v(to)||x dt =0 a.p.t. to € (0,7T).
h=0 h [y

Teorema 3. Fie p € [1,00) si q € (1,00] conjugatul sau. Daca X este spatiu Hilbert
atunci dualul spatiului LP(0,7T; X) este L9(0,T; X).

Produsul in dualitate intre LP(0,7; X) si dualul sau se exprima astfel

(u',u) :/0 (W' (), u(t))xdt.

O clasa de ecuatii de evolutie abstracte

Fie A: X — X si B: X — X doi operatori (posibil neliniari), fie f: [0,7] = X o
functie continua si fie ug o data initiala.

Consideram urmatoarea problema de evolutie abstracta: sa se determine u : [0,7] —
X astfel incat

Au(t) + Bu(t) = f(t) Vte|0,T], (2)
u(0) = up. (3)

Eqghivalent,
(Au(t),v)x + (Bu(t),v)x = (f(t),v)x Vtel0,T], Vve X (4)

(4)-(5) este o problema variationala guvernata de o ecuatie de evolutie.

Teorema 4. [ a se vedea de exemplu [32]] Fie X un spatiu Hilbert real. Fie A: X — X
un operator Lipschitz si tare monoton. Fie de asemenea B : X — X wun operator

Lipschitz.
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Atunci, pentru oricare f € C([0,T]; X) si ug € X, problema (2)—(3) are o unica
solutie ce verifica u € C'([0,T]; X).

Descrierea modelului
Consideram un model antiplan in deplasari tractiuni pentru materiale viscoelastice
cu memorie scurta. Descrirea matematica a modelului se poate realiza prin intermediul

urmatoarei probleme la limita.

PROBLEMA 27. Sa se determine u : 2 x [0,T] — R astfel incat

OAU+ pAu+ fo =0 in Qx (0,7), (6)
u=70 pe I'y x (0,7), (7)
wou = fo pe 'y x (0,7); (8)

coeficientul 6 din (75) se numeste coeficient de viscozitate.
Studiul variational al modelului

Admitem urmatoarele ipoteze:
0 >0; u>0;

fo € CUO,TE LX), f € C(0,T]; 13(Ty)). (10)
Consideram V' drept spatiu al functiilor test.
Definim operatorii A si B,

AV =V, (Au,v)vz/QVu-Vvdm.
Q

B:V =V, (Bu,v)y = / uVu - Vod.
Q
si definim f astfel incat, pentru oricare ¢ € [0, T
(ro = [ fwde+ [ £(o) v, (1)
Q )

Aplicam Teorema 4.

TEMA Admitem ca fy € C([0,T]; L*(Q)) si fo € C([0,T]; L*(T')). Fie f : [0,T] —
V, (ft),v)v = [o fo()vdx + [i. fa(t) - yvdT. Justificati ca f € C([0,T]; V).
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Seminar 10

e Un rezultat de punct fix

Propozitia 5. [a se vedea de exemplu [32]] Fie A : C([0,T];X) —
C([0,T]; X) un operator astfel incat: exista k € [0,1) si ¢ > 0 astfel incat

[Am(£) — Ana () lx < K flma(8) — n2(t)[|x + C/Ot [12(s) = n2(s)||x ds
Vi, ne € C([0,7]; X), te€][0,T]. (12)
Atunci ezista un unic element n* € C([0,T]; X) astfel incat An* = n*.
DEMONSTRATIE. Notam

Inlls = max e n(t)|x ¥Vn e C(0,T]; X), (13)
t€[0,T]

cu B > 0 ales mai tarziu.
| - ||z defineste o norma pe C([0,7]; X), ce este eqhivalenta cu norma
standard || - || c(jo,17,x)-
Rezulta ca C([0,T]; X) este spatiu Banach in raport si cu norma || - ||3.
Fie t € [0, 7.
Din (12) si (13) rezulta
e Ay (t) — Ana(t)]| x

t
< ke P () — ma(t) 1 x + ce / I (s) = ma(s)]1x ds
0
t
= ke lm(t) — ()] x + ce_ﬁt/ (e77*[lm(s) = ma(s)llx)e’* ds
0
t
<kl = nalls + e m — malls / & ds
0

C p—
=k |m —nalls + 3 I — mallp(1 — P
pentru oricare 1y, 12 € C([0,T]; X) si, prin urmare,

C
IAm1 = Al < (k5 )l = ells ¥, € C(0. 71 X),
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Fie [ astfel incat 5 > 1 ¢ ’ (aceasta alegere este posibila deoarece k €
[0,1)). Atunci
c
k+— <1
B

Prin urmare, A este o contractie pe spatiul C'([0,7]; X) inzestrat cu norma
|| - |- Din Teorema lui Banach de punct fix deducem ca A are un unic punct
fix n* € C([0,T]; X). O

Lema lui Gronwall

Lema 6. [ a se vedea de exemplu [32]] Fie f,g € C([0,T]) si presupunem ca

exista ¢ > 0 astfel incat

f(t) Sg(t)—i—c/() f(s)ds Vtel0,T]. (14)
Atunci .
f(t) <g(t) + c/ g(s)ec=2ds Vte[0,T). (15)

Mai mult, daca g este crescatoare, atunci

f(t) <g(t)et Vtelo,T).

DEMONSTRATIE. Definim
F(s):/sf(r)dr Vs el0,T]. (16)
0
Atunci F'(s) = f(s). Din (14) obtinem
F'(s) < g(s)+cF(s) Vsel0,T].

Astfel,
(e’csF(s)), <g(s)e*® Vsel0,T].
Fie t € [0,T)]. Integrand de la 0 la ¢, deoarece F'(0) = 0, rezulta ca

¢
e “TE(t) < / g(s) e ““ds.
0
Deci,

F(t) < /Otg(s) e =) s. (17)

Din (14) si (16) rezulta f(t) < g(t) + c F(t).
Prin urmare, utilizand (17), obtinem (15).
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Daca g este functie crescatoare, atunci (15) implica

£() < g(t) + g(t)c / =9 ds = g(t) e,

Tema proiect Spatii W*?(0,T; X) ( se poate utiliza [32], paginile 34-38).
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Curs 11

Tematica acestei saptamani este: probleme de contact ce conduc la inegalitati
variationale de evolutie.

Elemente de analiza neliniara [ a se vedea de exemplu [32]]

e Inegalitati variationale de evolutie cu vascozitate
Fie a si b doua forme biliniare pe X, j : X — (—o00,00|, f:[0,T] — X si
fie uy data initiala.
Consideram urmatoarea problema de evolutie: sa se determine u : [0,7] —
X astfel incat

a(u(t),v —a(t)) + b(u(t),v —u(t)) + j(v) — j(u(t)) (1)
> (f(t),v—u(t)x VvelX, tel0,T],

u(0) = up. (2)
Inegalitatea (1) este o inegalitate variationala de evolutie cu vascozitate.
In studiul problemei Cauchy (1)—(2) admitem urmatoarele ipoteze:
a: X x X — R este forma biliniara
exista M > 0 astfel incat (3)
la(u,v)| < M||ul|x||v]lx Yu,veX.
b: X x X — R este forma biliniara

exista M’ > 0 astfel incat
b(u, v)| < M'||ul|x[]v][x Yu,veX. (4)

exista m’ > (0 astfel incat
b(v,v) > m'||v||3 VveX.

Jj: X — (—o0, 0] este functionala proprie convexa si i.s.c. (5)
fec(o,T]; X). (6)
ug € X. (7)
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Teorema 1. Fie X wun spatiu Hilbert si admitem ipotezele anuntate an-
terior.  Atunci, problema (1)—(2) are o unica solutie avand regularitatea
u € CY([0,T]; X).

e Inegalitati variationale de evolutie fara vascozitate
Fie a o forma biliniara pe X, j : X — (—o00,00|, f : [0,T] — X si fie u
data initiala.

Consideram urmatoarea problema: sa se determine u : [0,7] — X astfel

incat
a(u(t),v —u(t)) +j(v) —jat) = (f(t),v —i(t))x (8)
Vove X, apt. te(0,7T),
u(0) = uy. 9)

Studiem Problema Cauchy (8)—(9) admitand urmatoarele ipoteze.
a: X x X — R este o forma biliniara simetrica

exista M > 0 astfel incat
la(u,v)| < M ||lul|lx ||v||lx Vu,veX. (10)

exista m > 0 such that
a(v,v) >mlvl|3 VveX.

j : X — R este o functionala convexa diferntiabila Gateaux
(a) j(v) >0 VovelX.
(b) j(0x) = 0. (11)

exista c; > 0 astfel incat
IVi)llx < ¢ (lvllx +1) VoeX.

fewh0,T; X). (12)
ug € X. (13)

Exista 69 > 0 astfel incat
a(ug,v) +j(v) > (f(0),v)x —do Vv e X.

Teorema 2. Fie X un spativ Hilbert si admitem (10)—(14).
Atunci, problema (8)—(9) are solutie wunica cu reqularitatea u €
Wh2(0,T; X). In plus, exista ¢ > 0 (independenta de j), astfel incat

|l wrzorx) < c (\/5_0+ luollx + || fllwrz.z:x))- (15)

Demonstratia se poate lectura din [32] (facultativ).
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Un model vascoelastic

Consideram un model antiplan de contact cu frecare pentru materiale vascoelastice,

dupa cum urmeaza:

PROBLEMA 28. Sa se determine u :  x [0,T] — R astfel incat

div (@ Vi + pVu)+ fo=0 in Qx (0,7),
u=0 pe I't x (0,7,
6(9,,u+,u&,u = f2 pe FQ X (O,T),
00,0+ po,u| < g,
0(9,,11—1—,u&,u:—g|—3| daca 1 # 0 pe I3 x (0, 7),

u(0) = uyg in Q.
In studiul Problemei 33 admitem urmatoarele ipoteze.
p e L=(Q),
0 € L>(9Q), siexista 6* > 0
astfel incat 6(x) > 0* a.p.t. € Q.
fo € C(0,T]; L*(Q)),  f2 € C((0,T]; L*(T)),
g € L*(I'y) si g(x) >0apt xely
ug € V.

Definima:V xV - R, b:V xV — Rsij:V — R dupa cum urmeaza:

a(u,v):/,uVu~Vvdx Vu,v eV,

Q

b(u,v):/ OVu-Vudx Vu,veV,
Q

jv) = / glyvldll  Yv eV,
I's

(26)
(27)

(28)

Utilizand Teorema de reprezentare a lui Riesz definim functia f : [0,7] — V asa incat

(f(t)vv)vz/gfo(t)vdx—l- : fo(tyvdl  YveV, telo,T).

Notam ca

feC(0, T V).

(29)

(30)

Utilizand formula lui Green suntem condusi la urmatoarea formulare variationala.
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PROBLEMA 29. Sa se determine u : [0,T] — V astfel incat
a(u(t), v —a(t)) + b(i(t), v — a(t)) + j(v) — j(u(t)) (31)
> (f(t)0—ilt)y VveV. te 0.1,
u(0) = uy. (32)
Teorema 3. Admitem ipotezele (58)—(62). Atunci, Problema 29 are solutie unica,
ue CH0,T]; V).
DEMONSTRATIE. Din (58) rezulta ca
|au, V)| < [lplle@ lJullv [lvllv - Vu, veV. (33)
Forma biliniara b este forma simetrica si
[b(u, V)| < [0l =@y ullv [[ollv - Yu, v eV, (34)

In plus,
b(v,v) > O*|jv|)}, YveV. (35)
Din (61) rezulta j este seminorma continua pe V' si, prin urmare este convexa si

inferior semicontinua.

Tinem cont si de (30),(62) si aplicam Teorema 1. O

Un model elastic pentru procese cvasistatice
Consideram un model antiplan de contact cu frecare, pentru procese cvasistatice.

PROBLEMA 30. Sa se determine u: Q x [0,T] — R astfel incat

div (V) + fo = 0 nQx(07T), (36
u=0 on Ty x (0,7),  (37)

1o u = fo pe I's x (0,7), (38)
W&M§g7u&ﬂ:—ﬁ%ﬁﬂ#0 pe Ty x (0,7),  (39)
uw(0) = ug Q. (40)

In studiul variational al acestui model admitem ca pragul de frecare g verifica (61),
coeficientul de material u verifica (61) si,

fo € WH(0,T; LA(Q)), fo € WH(0,T; L*(Ty)). (41)
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Definim f:[0,7] — V asa incat
(f(1), v)v z/ folt)yvdr+ [ fo(t)vdl Vv eV, tel0,T).
0 I,

Utilizand (41), deducem ca
few0,T;V).
Admitem de asemenea
ug €V,
aug, v) +7(v) > (f(0), v)y YveV.

Prezentul model are urmatoarea formulare variationala.

PROBLEMA 31. Sa se determine u : [0,T] — V' astfel incat
a(u(t), v —a(t)) +j(v) — j(a(t)) = (f(t),v —(t))v
VYoeV, ae te(0,7T),
u(0) = up.

In studiul aceste probleme se aplica Teorema 2.

TEMA Fie g € L*(T'3) si v € V. Justificati ca g|yv| € L'(T'3).
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Seminar 11

Rezultate de convergenta

PROBLEMA 32. Sa se determine u, : 2 x [0,T] — R astfel incat

div (0 Vu,+ uVu,)+ fo=0 in Qx (0,7), (48)
u, =0 pe I'y x (0,7), (49)
00,1, + p1o,u, = fo pe I'y x (0,7), (50)
00,4, + pno,u, =—g % pe I's x (0,7), (51)
\ U+ p
u,(0) = ug in Q. (52)

Notam ca aceasta problema poate fi privita ca o regularizare a problemei urmatoare.

PROBLEMA 33. Sa se determine u: Q x [0,T] — R astfel incat

div(@Vu+ pVu)+ fo=0 in Q x (0,7, (53)
u=0 pe I't x (0,7, (54)
00,1+ po,u= fy pe I'y x (0,7, (55)
00,0+ po,u| < g,
00,4+ po,u = —g|—g| daca u # 0 pe Ty x (0,7), (56)
u(0) = g in Q. (57)
Ipoteze de lucru:
pe L), (58)
6 € L>(Q), si exista 6* > 0 (59)
astfel incat §(x) > 6* a.p.t. = € Q.
fo € C([0, T L*(Q)),  fo € C([0,T]; L*(T9)), (60)
g€ L*(T'3) and g(x) >0ae. xcl; (61)
ug € V. (62)
Utilizand
a(u,v) = / uVu-Vvdr  Yu,veV, (63)
Q
b(u,v) = / OVu-Vudx Vu,veV, (64)
Q
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J'p(v)z/ gV +p2=p)dl  VYoeV,
I's

(f(t)w)v:/gfo(t)vda:Jr [ par veevie

suntem condusi la urmatoarea problema variationala:

PROBLEMA 34. Sa se determine u, : [0,T7] — V astfel incat

a(uy(t), v —0,(t)) + b(u,(t), v —,(t)) + Jo(v) — Jp(t,(t))
> (f(t),v—u,t))y YveV, tel0,T]

u(0) = up.

(68)

Teorema 4. [ a se vedea de exemplu [32]] Pentru orice p > 0, Problema 34 are solutie

unica cu regqularitatea u, € C*([0,T]; V).
In plus,

||up — uHCl([O,T];V) —+0 as p—0.

Demonstratia se poate lectura din [32].

PROBLEMA 35. Fie p > 0. Sa se determine u, : Q x [0,T] — R astfel incat

div (uVu,) + fo =0 in Qx (0,7),
u, =0 on I'y x (0,7,
Mauup = f2 pe [y x (07T>:
/Lauup =—g L pe F3 X (O7T)7
VU2 + p?
u,(0) = ug in €.

Aceasta problema se poate privi ca o regularizare a problemei urmatoare.

(69)
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PROBLEMA 36. Sa se determine u: Q x [0,T] — R astfel incat

div(pVu)+ fo=0 in Qx (0,7), (75)
u=0 pe I'1 x (0,7, (76)

woyu = fo pe I'y x (0,7), (77)

wdul < g, pou= —g‘—; daca @ # 0 pe Ty x (0,T), (78
u(0) = ug in Q. (79)

Problema 35 are urmatoarea formulare variationala.

PROBLEMA 37. Sa se determine u, : [0,T] — V astfel incat

a(up(t),v = tp(t)) + Jp(v) = Jo(tp(t)) = (f(t), 0 = i (t))v (80)
VoeV, apt te(0,T),
u(0) = up. (81)

Teorema 5. [ a se vedea [32]]
1) Pentru oricare p > 0, Problema 37 are solutie unica cu regularitatea u, €
Wh2(0,T;V).
2) Problem 31 are solutie unica cu reqularitatea u € W'2(0,T; V).
3)
u, —u in C([0,T],V) as p—0. (82)

Demonstratia poate fi gasita in [32] (facultativ)
TEMA Fie fy € W12(0,T; L*(Q)) si v € V. Justificati ca fo(t)v € LY(Q) a.p.t.

t € (0,7).

TEMA j,:V — R este functionala convexa si inferior semicontinua.
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Curs 12

Tematica acestei saptamani este: probleme de contact ce conduc la inegalitati

cvasivariationale de evolutie.

e Inegalitati cvasivariationale de evolutie cu vascozitate [ a se vedea de exemplu

[32]]

Consideram urmatoarele doua probleme variationale:
PROBLEMA 38. Sa se determine u : [0,T] — X astfel incat

a(u(t),v —a(t)) + b(u(t),v —u(t)) + j(u(t),v) = j(u(t), u(t))

> (f(t),v—u(t)x VvelX, tel0,T],
u(0) = up.

Consideram de asemenea urmatoarea problema:

PROBLEMA 39. Sa se determine u : [0,T] — X astfel incat

a(u(t),v —u(t)) + b(u(t),v —u(t)) + j(u(t),v) — j(u(t), u(t))

> (f(t),v—u(t)x VYveX, telo,T),
u(0) = up.

Admitem urmatoarele ipoteze:

a: X X X — R este forma biliniara

exista M > 0 astfel incat

lau, )] < Mljullxv]lx  Vu,veX.

b: X x X — R este forma biliniara

exista M’ > 0 astfel incat

[b(u, v)| < Mljullx[vllx  Vu, veX.

exista m’ > (0 astfel incat
b(v,v) > m'||v||3 VveX.
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Vne K, jn,:): K — R convexa si i.s.c.

Ja > 0 astfel incat (7)

J(n1,v2) = G(N1,v1) 4 3 (n2, v1) — (12, v2)
<« ||771 - T]2||X||U1 — UzHX V1, n2, v1, v2 € K.

fec(o,T]; X). (8)
ug € X. (9)

In studiul acestor doua probleme avem

Teorema 1. Fie X un spatiu Hilbert. Admitem ipotezele (5)-(9). Atunci:
1) Problema (1)-(2) are solutie unica u € C*([0,T]; X).
2) Daca m’ > «, problema (3)-(4) are solutie unica cu regularitatea u €

CH([0,7T7; X).

Demonstratia poate fi lecturata de catre cei interesati din [32].
e Inegalitati cvasivariationale de evolutie fara vascozitate [ a se vedea de exem-
plu [32]]
Fie X spatiu Hilbert separabil si fiea : X x X - R, j: X x X — R,
f:00,7] — X.
Sa consideram urmatoarea problema la limita: sa se determine w : [0,7] —
X astfel incat

a(u(t), v —a(t)) + j(u(t), v) — j(u(t), u(t)) (10)
> (f(t),v—au(t)x VYvelX, ae te€(0,7),
u(0) = uo. (11)

In studiul problemei(10)—(11) presupunem ca a este forma biliniara sime-

trica continua si X-eliptica.
feWwh™=(0,T; X). (12)
ug € X. (13)
a(ug,v) + j(ug,v) > (f(0),v)x Vo e X. (14)
(15)

Vn € X, j(n, -) este o seminorma pe X.
Pentru orice siruri {n,} C Xsi{u,} C X astfel incat

M —n € X, u, —u € X si pentru oricare v € X, se verifica: (16)
limsup [5(1,v) = j (1, wa)] < 5(n,0) = 5(n, u).
n—oo

Exista a € (0,m) astfel incat
Jju, v —u) —jlv,v —u) < allu—v||3% Yu,ve X.
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Exista doua functii a; : X — R and a3 : X — R

care duc multimi marginite din X in multimi marginite in R
astfel incat j(n,u) < ai1(n) ||ul|% + az(n) Vn,u e X,
sia;(0x) <m —a.

Pentru orice sir {n,} C X cun, = n € X,
si orice sir {u,} C X, avem
7111—{20 7 (M un) — 5(n, un)] = 0.

Pentru oricare s € (0,7T] si u,v € WH(0,T; X)
cu u(0) = v(0), u(s) # v(s),

/Os[j(U(t), 0(t)) = g(u(t), a(t)) + 5(v(t),u(t)) — j(u(t), o(t))]dt

< 5 llu(s) = v(s)[%-

Exista 3 € (0, %) astfel incat, pentru oricare s € (0,77 si
u,v € Wh(0,T; X) cu u(s) # v(s),

/OS [ (u(t), 0(t)) = j(u(t), a(t)) + j(v(t), u(t) — j(v(t), o(t))]dt
< Bllu(s) —v(s)lx-

(18)

(19)

(20)

(21)

Teorema 2. Fie X spatiu Hilbert separabil si admitem (10) si (12)-(14).

Atunci:

1) In ipotezele (15)—(19), problema (10)—(11) are cel putin o solutie u €

Whe(0,T; X).

2) In ipotezele (15)—(20) problema (10)—(11) are o unica solutie cu regqula-

ritatea u € WH>(0,T; X).

3) In ipotezele (15)—(19) si (21), problem (10)—(11) are o unica solutie
u = u(f,ug) € Whe(0,T; X). Aplicatia (f,ug) — u este Lipschitz de la

W(0,T; X) x X la C([0,T]; X).

Modele cu vascozitate
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PROBLEMA 40. Sa se determine u: Q x [0,T] — R astfel incat

div(@Vu+ pVu)+ fo=0 in Qx (0,7),
u=>0 pe I'y x (0,7),
00,0+ po,u= fo pe T'y x (0,7),

00,0+ pno,ul < g(lul),
| it p | < g(|ul) ) | be Ty x (0.7),
00,0+ poyu = —g(lul) 7z daca @ # 0

u(0) = g in Q.

Consideram urmatoarea problema la limita.

PROBLEMA 41. Sa se determine u : Q x [0,T] — R astfel incat

div(OVu+ pVu) + fo =0 in Qx (0,7),

u=20 pe I'1 x (0,7),

00,0+ po,u = fo pe I'y x (0,7),

|9088,,Vuuj :;VLULS_QQ(JFQE)’% daca u #0 } pe Iy x (0.7,
u(0) = ug in Q.

Problema 40 conduce la urmatoarea formulare variationala.

PROBLEMA 42. Sa se determine u : [0,T] — V astfel incat

a(u(t),v —u(t)) + b(u(t),v — u(t)) + j(u(t),v)
—j(u(t),l't(t)) 2 (f(t>7v - u@))V Vv e ‘/7 le [07T]’

u(0) = uy,

unde
a(u,v):/,uVu~Vvdx Vu,veV,
Q

b(u,v):/HVu-Vvd:v Yu,veV,
Q

MU):/ g(lul) [olda Y, v eV,
I's
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unde pragul de frecare g satisface ipoteza
g:T'3 xR — R, astfel incat :

Exista L, > 0 astfel incat

lg(x,71) — g(@,72)| < Ly [r1 —ral
Vri, o €R, apt. x el (37)

Aplicatia  — g(x, r)
este masurabila Lebesgue I's, Vr € R.

Aplicatia x — g(x,0) este in L*(T3).
Utilizand Teorema de reprezentare a lui Riesz definim functia f : [0,7] — V asa
incat

(f(t),v)y = / fo®)vdr + [ fol)vda  Yv eV, tel0,T) (38)
Q 1)
Problem 41 are urmatoarea formulare variationala.

PROBLEMA 43. Sa se determine u : [0,T] — V' astfel incat

a(u(t),v —a(t)) + blu(t), v — a(t)) + j(u(t),v) (39)
—j(a(t),w(t)) = (f(t),v —a(t)y VeeV, telo,T],
u(0) = uo. (40)

Teorema 3. [ a se vedea [32]]
1) Problema (32)—(33) are solutie unica cu reqularitatea u € C*([0,T]; V).
2)Ezxista Ly = Lo(Q2, 11,13, 0), astfel incat problema (39)—(40) are solutie unica cu
regularitatea w € C*([0,T); V) daca L, < L.

Demonstratia se poate gasi in [32](facultativ).
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Seminar 12

Un model fara vascozitate

PROBLEMA 44. Sa se determine u : 2 x [0,T] — R astfel incat

div(pVu)+ fo=0 in Qx(0,7),

u=20 pe I'y x (0,7),

wo,u = fy pe I'y x (0,7,

[ Oyul < g(lul),  pou=—g(lul) Tl if u#0 pe I'yx(0,T),
u(0) = ug in Q.

(44)

(45)

In studiul acestei probleme presupunem ca p verifica (60) si g verifica (37); in plus,

fo € Wh(0,T; L*(Q)), fo € WH(0,T; L*(T2)).

a(u,v):/,uVu-Vvdx Vu,v eV,

Q

b(u,v):/ OVu-Vodxr  Vu,velV,
Q

j(u,w:/ o(lul) jolda Y, v eV,
I's

tare a lui Riesz definim functia f : [0,7] — V asa incat

(f(t),v)v_/ﬂfo(t)vdx—l—/r fo(t)vda VveV, tel0,T].

Notam ca

fewre(,T;V).

In final presupunem ca data initiala uq satisface

UQG‘/,

si are loc urmatoarea conditie de compatibilitate.

a(ug, v) + j(ug, v) > (f(0), v)y Vv eV,

Problema (41)—(45) are urmatoarea formulare variationala.

(46)

(47)
(48)

(49)

where the friction bound g is assumed to satisfy (37). Utilizand Teorema de reprezen-

(50)
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PROBLEMA 45. Sa se determine u : [0,T] — V astfel incat
a(ult),v — alt)) + j(u(t), v) — j(u(t), () = (F(t),v —i(t))y (54)
VYoeV, ap.t te(0,T),
u(0) = up. (55)

Teorema 4. Exista Ly = Lo(£2, 11, ', u) astfel incat Problem 45 are cel putin o solutie
u avand regularitatea uw € W*°(0,T;V), daca L, < Ly.

Demonstratia se poate gasi in [32].
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Anexa: tematica cursului

1) Spatii Lebesgue/Sobolev de functii vectoriale / tensoriale

2) Inegalitatea lui Korn. Formula de tip Green.

contact ce conduc la ecuatii variationale liniare

contact ce conduc la ecuatii variationale neliniare

contact ce conduc la inegalitati variationale de tipul I
contact ce conduc la inegalitati variationale de tipul II
contact ce conduc la inegalitati cvasivariationale

contact ce conduc la inegalitati hemivariationale

contact ce conduc la inegalitati variational-hemivariationale
contact ce conduc la ecuatii variationale de evolutie

contact ce conduc la inegalitati variationale de evolutie
contact ce conduc la inegalitati cvasivariationale de evolutie
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