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Curs 1

Tematica: Comenzi si operatii uzuale in MATLAB.

MATLAB-ul (Matrix laboratory: The MathWorks, Inc., SUA) este un limbaj de
programare performant, usor de utilizat in modelare matematica, simulare, analiza i
vizualizarea datelor, avand ca element de baz matricea(tabloul). Acest limbaj este

utilizat atat in mediul universitar cat si in industrie.

Vectori. Matrice

Scriind

x=[123] sau x=[1,2,3]

Matlabul va afisa un vector linie cu trei componente.

Scriind

x=[1;2;3]

Matlabul va afisa un vector coloana cu 3 componente.

Scriind

A=[146;268;369]

Matlabul va afisa o matrice cu trei linii si trei coloane

Mentionam aici urmatoarele matrice particulare:

eye(n): matricea identitate cu n linii si n coloane

zeros(m,n): matricea cu m linii si n coloane cu toate componentele zero
ones(m,n): matricea cu m linii si n coloane cu toate componentele egale cu 1

Operatori pentru operatii uzuale cu matrice:

° +

o -

o *

o %

e \ (X = A\B este soluia ecuaiei matriceale AX = B)
e / (X = B/A este soluia ecuaiei matriceale XA = B.)



Daca A este o matrice patratica si nesingulara atunci determinantul si inversa se

calculeaza in Matlab cu ajutorul comenzilor

e det

e inv.

Generare curbe

Plot genereaz grafice 2D cu scalare liniar a axelor. Dac se specific doi vectori ca
argumente, plot(z,y) produce graficul lui y versus z.

Exemplu:

x=0:1:3;

y=x."2+D5;

plot(x,y,’ro’)

vskip 3mm

Programul de mai sus deseneaza graficul functiei f : [0,3] = R f(x) = 2>+ 5 in

culoare rosie (r=red) cu cerculete (70”).

Putem desene doua grafice in acelasi sistem de axe cu ajutorul comenzii hold on
Exemplu:

x=0:1:3;

y=x. 2+D5;

plot(x,y,’r")

hold on

7z=X+D5;

plot(x,z,’g’)

Desenam astfel doua grafice (unul rosu si unul verde (g=green)) in acelasi sistem

de axe.

La trasarea curbelor putem preciza un specificator de culoare:

¢, m,y, k,r,g b w

si/sau un tip de marker

x, ¥, o, etc.

In Matlab se poate realiza o afiare a mai multor grafice n aceeai fereastr prin
intermediul funciei subplot. Funcia subplot(m,n,i) desparte fereastra de tip figur ntr-o
matrice m x n de mici subploturi (subferestre) i selecteaz subplotul i ca grafic curent.

Exemplu:
x=0:1:3;




y=x. 2+5;
subplot(1,2,1)
plot(x,y,’r")
Z=X+5;
subplot(1,2,2)
plot(x,z,’g’)

Generare de suprafete

Pentru a genera suprafete in Matlab putem utiliza comenzile mesh si surf. Grafi-
cele realizate cu aceste comenzi genereaz suprafee 3D din datele provenite de la matrici.

x=0:.2:7;

y=0:.2:5;

[X,Y] = meshgrid(x,y);

Z=3X."2+Y."2

mesh(X,Y,Z);

Y%surf (X,Y,Z).

Notam ca funcia meshgrid transform domeniul specificat prin vectorii x i y, n
matricile X i Y. Liniile matricei X sunt copii ale vectorului x si coloanele matricei Y
sunt copii ale vectorului y.




Curs 2

Tematica: Modele in mecanica punctului material (modelarea miscarii punctului

material pe orizontala/verticala)

Modelarea miscarii punctului material pe orizontala

O bila se deplaseaza in plan orizontal in linie dreapta. Cunoscand pozitia initiala
si viteza de pornire, vrem sa localizam bila la un anumit moment.

Ne raportam la axa Ox si facem urmatoarele notattii: ¢-timpul, xy pozitia ini-
tiala a bilei, vo-viteza initiala a bilei, , x(t)-pozitia bilei la momentul ¢, v(t)-viteza
bilei la momentul de timp ¢, F-rezultanta fortelor ce actioneaza asupra bilei, m-masa
bilei(m > 0).

; . _ _ dv __dx
Legea lui Newton: F'=ma, unde a = ¢ si v = .
Studiem cazul in care forta de frecare nu este neglijabila: F' = —kv, k > 0.
dv __
m e = —kv, (1)
v(0) = vy.
Determinarea solutiei exacte a problemei (1)
Din m % = —kwv, rezulta ”i—” = —Wﬁldt.
Integrand,

k
Injv|]=——t+C
m

, unde C este o constanta.

v(t) =C e~
unde C; = €% este constanta.
Constanta C se va determina din conditia

v(0) = vp.

Rezulta C; = vy.



Modelare matematica prin EDO

Graficul solutiei exacte v(t)
5 T T T

45 b

35K B

Oy 3 B

25F B

0.5 B

Ox

FicurA 1. Graficul solutiei exacte

Deci, solutia exacta a problemei (1) este

v(t) = v e(~m?)

Trasarea graficului functiei v = v(t) pentru m = 3 kg, vo =5m/s sik =6 N/m

T =2
v0 = 5;
h =0.1;
m=3;
k = 6;
q=0:h:T;

title('Graficul solutiei exacte v(t)")
yy = v0 x exp(—(k/m). * q);
plot(q,yy,' ')
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Trasarea graficului solutiei aproximative pentru problema (1), folosind metodele Eu-

ler si Runge-Kutta pentru m = 3 kg, vo =5 m/s sik =6 N/m

T =2
v0=5; h=0.1,;
m=3; k=6;

[t1,y1] = eul (' functl’, [0, T}, v0, h);

title('Graficul solutiei aproximative cu metoda EULER')
subplot(1,3,1)

plot(tl,y1,/ m’)

[t2,y2] = rk2(' functl’;[0,T],v0, h);

title('Graficul solutiei aprorimative cu metoda Runge — Kutta2')
subplot(1,3,2)

plot(t2,y2, ¢')

[t3,y3] = rk2(' functl’;[0,T],v0, h);

title('Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge — Kuttad')
subplot(1,3,3)

plot(t3,y3, 1)

Subrutinele MATLAB 7eul.m”, "rk2.m” si "rk4.m” apeleaza "functl.m”:
function rez = functl(t,y)

k = 6;
m=3;
rez = —k * y;

Un studiu al erorii

T =2
h=0.1; m=3;
k= 6; v0 = 5;

[t2,y2] = rk2(' functl’, [0, T],v0, h);
yexact = v0. x exp(—(k/m) * t2);

A = abs(yexact — y2);

plot(t2, A1)

mazerror = max(abs(yeract — y2))

Subrutina "rk2” apeleaza ”functl.m”, descrisa mai sus.
)
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Utilizand comanda "hold on” putem reprezenta solutia exacta si solutiile aproxi-
mative (calculate cu eul.m, rk2.m si rk4d.m) in acelasi sistem de axe. Folosind culori
diferite in trasarea celor 4 grafice putem vizualiza usor eroarea de aproximare pentru
fiecare din cele 3 metode de aproximare adoptate.

In vederea determinarii pozitiei bilei la un moment dat ¢, trebuie sa rezolvam

urmatoarea problema Cauchy scalara:

% = vy exp (—%t) , >0, (2)
x(0) = xo.

Cumfl—f = vy exp (—%t), integrand pe intervalul [0, t], rezulta

2(t) — 2(0) = v (—%) exp (-%)

Astfel, z(t) = zo + vy (—2) [exp (—£¢) —1].

t

0

Un studiu al dinamicii pozitiei bilei printr-o simulare MATLAB

T =2
z0 = 0;
v0 = 5;
h =0.1;
m=3;
k = 6;

[t,y] = rk2(' funct’, [0, T], 20, h);

title('Graficul solutiei aprorimative cu metoda Runge — Kutta2')
subplot(1,2,1)  plot(t,y, r")

qq=0:0.1:2;

title('Graficul solutiei exacte x(t)")

yy = x0+v0xm/k—v0xm/kxexp(—k/m.xqq); subplot(1,2,2) plot(qq,yy, m')
Subrutina "rk2” apeleaza ”funct.m”:

function r = funct(t,y)

k = 6;
m=3;
v0 = b;

r =00 exp(—k/m x t);
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Studiul anterior a fost realizat pe baza a doua probleme Cauchy scalare: prima
problema are drept necunoscuta functia viteza v iar a doua are drept necunoscuta
functia z.

Putem calcula pozitia si viteza bilei considerand sistemul diferential

dt
dv
— =—k
dt !
Adaugand data initiala, putem scrie urmatoarea problema Cauchy vectoriala:
dy
— = f(t,Y(¢t
Y(0) =Yo
unde
_ [ =(@)
o= (7 ),
reye=( 4
’ N —%U(t) ’
iar

x
n= ()

Putem realiza simulari MATLAB utilizand formularea matematica bazata pe pro-
blema Cauchy vectoriala.

mainprogram.m

x0=2; v0=T7; [t,y]=eul(’funct’,[0 6], [x0 v0],.2) subplot(1,2,1) plot(t,y(:,1),’r") sub-
plot(1,2,2) plot(t,y(:,2),’g’)

funct.m

function w=funct(t,y)

k=2; m=b>;

w(1)=y(2); w(2)="k/m*y(2);

Modelarea miscarii punctului material pe verticala
O bila se deplaseaza in plan vertical in linie dreapta. Cunoscand pozitia initiala a

bilei si viteza de pornire, vrem sa localizam bila la un moment dat.

8
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Ne raportam la axa OY orientata in jos (in sens negativ) si facem urmatoarele
notatii: ¢-timpul, ve-viteza initiala a bilei, x(t)-pozitia bilei la momentul de timp t,
v(t)-viteza bilei la momentul de timp ¢, F-rezultanta fortelor ce actioneaza asupra
bilei, m-masa bilei(m > 0).

Amintim legea lui Newton: F' = ma, unde a = % siv= ‘fi—f.

e Vom studia pentru inceput cazul in care FF =mg— kv, k > 0.

Fie problema Cauchy scalara:
v _ o,k
{ Mg =9—"mY (3)

Solutia exacta a acestei probleme este:

o®)= (10— 9 ™) exp(— ) 44
k m k
Trasarea graficului functiei v(t) pentru m = 3 kg, vo = 5 m/s, g =
10m/s?* sik =6 N/m
v0 = 5; g = 10;
k=6m=3;
q=0:0.1:2;

yy = (V0 — g« m/k) x exp(—(k/m). x q) + g x m/k;
title('Graficul solutiei exacte v(t)")
plot(q,yy," g+')
Trasarea graficului solutiei aproximative pentru problema (3), folosind me-
todele Euler si Runge-Kutta pentru m = 3 kg, vo = 5 m/s, g = 10 m/s* si

k=6 N/m
T =2
v0 = 5;
g =10;
k = 6;
m=3;
h—0.1:

[ti, gyl = eul(’ funct2', [0, T),v0, h);

title('graficul solutiei aproximative cu metoda Euler’)
subplot (1,2,1)

plot(tl,yl,b')
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Modelare matematica prin EDO

Graficul solutiei aproximative cu diferite metode

22 T T T 22
20 1 20 1
181 B 18 B
16 1 16 1
141 B 14 B
Oy oy
12 1 12 1
10 B 10 B
8 B 8t 4
6 1 6 1
4 . . . 4 . . .
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Ox Ox
a) metoda Euler b) metoda Runge—Kutta

FiGUrA 2. Graficul solutiei aproximative

[t2,42] = rk2(' funct2’, [0, T],v0, h);

title('Graficul solutiei aprozimative cu metoda Runge — Kutta2')
subplot(1,2,2)

plot(t2,y2,/ r")

Subrutinele "eul” si "rk2” apeleaza "funct2.m”:
function r = funct2(t,y)
g=10; k =6; m = 3;
r=g-=k/mxy;
Pentru localizarea bilei vom rezolva o noua problema Cauchy scalara

{85 =a%) ealsokat N

e Consideram acum cazul F =mg — kv%(t), k > 0
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Modelare matematica prin EDO

Oy

4 L L L 5

Graficul solutiei aproximative cu diferite metode
20

15 1

Oy

10 1

0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

a) metoda Euler b) metoda Runge—Kutta

F1GurA 3. Graficul solutiei aproximative pentru problema (5)

Trasarea graficului solutiei aproximative pentru problema (5), folosind me-

todele Euler si Runge-Kutta pentru m = 3 kg, vo = 5 m/s, g = 10 m/s* si

k=6 N/m
T =2
h =20.1; v0 = 5;

g=10; k=6; m = 3;

[t1,y1] = eul(’ funct3', [0,T],v0, h);

title('Graficul solutiei aprovimative cu metoda Euler”)
subplot(1,2,1)

plot(tl,y1,r")

[t2,y2] = rk2(' functd', [0, T],v0, h);

title('graficul solutiei aproximative cu metoda Runge — Kutta')
subplot(1,2,2)

plot(t2,y2, V)

Subrutinele "eul” si "rk2” apeleaza "funct2.m”:

function re = funct3(t,y)
g=10; k=6; m = 3;
re=g—k/mx*y?

11
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Un studiu mai complet, care include si pozitionarea bilei se poate realiza

prin intermediul urmatorului sistem diferential:

dr
dt
JU
[ =m9— kv?

Adaugand data initiala, putem scrie urmatoarea problema Cauchy vecto-

v

riala:
dY
% = f(tv Y<t))
Y(0)=Yp
unde
x(t
vio= (1) ).
1Y @) = (g )

X
Y, = o).
Vo
m orogram.m

[t,y]=eul("funct’,[0 6], [0 v],.2) subplot(1,2,1) plot(t,y(:,1),’r") subplot(1,2,2)
plot(6,y(-2),')

funct.m

function w=funct(t,y)

k=2; m=5;

w(l) =y(2); w(2) = g = k/m=*y(2)%

12
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Curs 3

Tematica: modelarea miscarii sistemelor masa-resort/masa-resort-piston (oscilatii

libere/ oscilatii amortizate).

Sisteme masa-resort (oscilatii libere)

Sa consideram un oscilator mecanic format dintr-un resort elastic si o bila de masa
m, legata la capatul liber al resortului. Daca se pune bila in migcare prin intermediul
unei forte si daca se neglijeaza forta de frecare, sistemul va efectua o miscare periodica
in jurul pozitiei de echilibru.

Ne raportam la o axa Ox si facem notatiile: ¢-timpul, £0- pozitia initiala a bilei, y0-

viteza initiald a bilei, z(t)- pozitia bilei la momentul de timp ¢, y(t) = % -viteza bilei la
momentul de timp ¢, Fe-forta elastica ce actioneaza asupra bilei, m-masa bilei(m > 0),

k constanta, w = \/%

Utilizand legea lui Newton F' = ma putem scrie:

mz’ = —kux,
2(0) = 0, (1)
y(0) = y0.

Solutia exacta a problemei (1) este:

0
x(t) = z0 cos(wt) + = sin(wt).
w

In acest caz, viteza instantanee a bilei intr-o miscare oscilatorie unidimensionala

este:

v(t) = —w 20 sin(wt) + y0 cos(wt).

In acest moment putem trasa graficele functiilor x si v.
Putem de asemenea sa realizam un studiu bazat pe scrierea echivalenta a ecuatiei

diferentiale de ordinul doi :

13
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v _,
dt
w__k
dt m

Adaugand data initiala, putem scrie urmatoarea problema Cauchy vectoriala:

dY
ey
Y(0) =Y
unde
z(t
o= (7 ),
raven=( i, ).

x
Yo=1{ "° ).
Yo
mainprogram.m

[t,y]=eul(’funct’,[0 4], [5 0],.2) subplot(1,2,1) plot(t,y(:,1),’r") subplot(1,2,2) plot(t,y(:,2),’g’)
funct.m

function w=funct(t,y)

k=36; m=3;

w(1)=y(2); w(2)=k/m*y(1);

Sisteme masa-resort-piston(oscilatii amortizate)

Sa consideram un oscilator mecanic format dintr-un resort elastic, o bila de masa

m si un piston. Se pune bila in migcare. In afara de forta elastica, apare si o forta de

rezistenta proportionala cu viteza si orientata in sens opus migcarii, F,. = —r ‘2—1”.
Utilizand legea lui Newton,
ma" = —kx —ra,
z(0) = z0, (2)
y(0) = y0.

Realizam un studiu bazat pe scrierea echivalenta a ecuatiei diferentiale de ordinul

doi ca sistem diferential de doua ecuatii diferentiale de ordinul unu dupa cum urmeaza:

14



Modelare matematica prin EDO

Graficul solutiei x(t) Graficul solutiei pentru viteza bilei
50 T T T 150

40
100

30
50

20

Oy 10f

_lo L

-100

-20+t

-30 ! ! ' -150
0

FI1GURA 4. Oscilatii libere

dt
dv__k o
dt mx mv’

Adaugand data initiala, putem scrie urmatoarea problema Cauchy vectoriala:

dYy
- = 1Y ()
Y (0) =Y
unde
z(t
o= (30 )
fY (1) = ( _ﬁxé(t—) =o(t) ) ’

15
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Graficul solutiei pentru elongatia x(t)

Oy

Graficul solutiei pentru viteza bilei
10 T T

Oy

FI1GURA 5. Oscilatii amortizate

_ Lo
w-()
Trasarea graficelor pentru pozitia bilei gi viteza bilei, pentrum = 3 kg, k = 36 N/m,

z0=5m, y0=0m/s, r=9 Ns/m

T =4,

h = 0.1; y0 = [50];

[ts1,ys1] = eul(’ functamort’, [0, T], y0, h);
subplot(2,1,1)

plot(tsl,ys1(:, 1), 1)

subplot(2,1,2)

plot(tsl,ys1(:,2), ¢')

Subrutina ”"eul.m” apeleaza ”functamort.m”:
function Yprim = functamort(t,Y)
Yprim(1) =Y (2);

Yprim(2) = =12x Y (1) — 3% Y (2);

16



Curs 4

Tematica: Modelare in dinamica populatiilor

Modelul exponential

Rata de schimb a populatiei este proportionala cu populatia existenta.
Notatii: t-timpul, P- dimensiunea populatiei, PO- dimensiunea initiala a populatiei,
k constanta de proportionalitate.

dP __
G =kP, t>0, (1)
P(0) = PO > 0.

Determinarea solutiei ezacte a problemei (1)

Din % =k P, rezulta % = kdt. Integrand in raport cu ¢, avem
In|P|=kt+C
, unde C' este o constanta.

Adicd P(t) = C, exp(kt), unde C; = e“. Constanta C| se va determina din conditia
P(0) = PO.
Rezulta C; = PO.

Deci, solutia exacta a problemei (1) este
P(t) = POe'kt)

Trasarea graficelor solutiei exacte si a solutiilor aproximative cu metodele Euler si
Runge-Kutta, pentru PO =20, k =1

T =2

h=0.1; PO =20; k = 1;

[t1,y1] = eul(' funct4’, [0, T}, PO, h);
[t2,y2] = rk4(’' functd’, [0, T], PO, h);

17
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[t3,y3] = rk2(' functd’, [0, T}, PO, h);

q=0:h:T,;

yexact = PO x exp(k. * q);

subplot(2,2,1)

title('Graficul solutiei exacte’)

plot(q, yexact,' r")

subplot(2,2,2)

title('Graficul solutiei aproximative cu metoda Euler’)
plot(tl,y1,b')

subplot(2,2,3)

title('Graficul solutiei aprozimative cu metoda Runge — Kutta4')
plot(t2,y2) ¢')

subplot(2,2,4)

title('Graficul solutiei aprorimative cu metoda Runge — Kutta2')
plot(t3,y3, y')

Subrutinele "eul” " rk4” si "rk2” apeleaza ”funct4.m”:
function r = functd(t,y)
k=1;
r=kxy,

Daca k > 0, lim P(t) = oo, iar daca k < 0, lim P(t) = 0.
t—o0 t—00

O imbunatatire a acestui model o constituie modelul logistic.

Modelul logistic

Rata de schimb a populatiei este proportionala cu populatia existenta. Cresterea
populatiei este limitata.

Notatii: t-timpul, P- dimensiunea populatiei, PO- dimensiunea initiala a populatiei,

k constanta, M- dimensiunea limita(superioara) a populatiei.

e —rp(1-L),
{P(O):P(()>O. ) 2)

Determinarea solutiei exacte a problemei Cauchy (2)

18
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Graficul solutie exacte Solutia aproximativa cu Euler

160 22
140

120 21.5
oy 100

Oy 21
80

60 205
40

20 20

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2
Ox Ox

Solutia aproximativa cu Runge-Kutta4 Solutia aproximativa cu Runge—Kutta2

22 22
215 215
oy 2 o 2
y
205 205
20— 20
0 05 1 o 15 2 0 05 1 15 2
X

Ox

F1GURA 6. Modelul exponential

Din % =kP (1 — ﬁ), rezulta

Integrand in raport cu ¢, avem

P@)|

, unde C este o constanta, de unde rezulta In 1_P£ =kt+ C, cu C constanta. Adica
M
P
e Cy exp(kt)
M

C _ MPO
- M-PO

,unde C] = e

Prin urmare,

PO M PO
P (1 + m 6.%‘]9(/{3 t)) = m exp(/{:t).

Rezulta ca
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M POexp(kt)
M — PO+ POelkt)
Deci, solutia exacta a problemei (2) este

P(t) =

M PO
P(t) = :
PO+ (M — PO) exp(—kt)
Trasarea graficelor solutiei exacte si a solutiilor aproximative cu metodele Euler si
metoda Runge-Kutta, pentru PO =20, k=1, M = 100

T =2;
h =0.1;
PO = 20:
k=1,
M = 100;
[t1,y1] = eul (' funct’’, [0, T}, PO, h);
[t2,y2] = rk4(’ functy', [0, T], PO, h);
[t3,y3] = rk2(' functy', [0, T}, PO, h);
ql=0:h:T;
yexactl = M x PO * exp(k. x q1) /(M — PO + PO * exp(k. x ql));
subplot(2,3,1)
xlabel (' X")
ylabel("Y")
title('Graficul solutiei exacte pe [0,2])

plot(ql, yexactl, 1)

q2=0:h:4,

yexact2 = M x PO x exp(k. x q2)/(M — PO+ PO * exp(k. * q2));
subplot(2, 3, 2)

xlabel (' X")

ylabel("Y”)

title('Graficul solutiei exacte pe [0,4]")

plot(q2, yexact2, 1)

qg3=0:h:6;

yexactd = M x PO x exp(k. x q3) /(M — PO + PO * exp(k. % ¢3));
subplot(2, 3, 3)

xlabel (' X")

ylabel("Y”)

title('Graficul solutiei exacte pe [0, 6]')
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plot(q3, yexact3, r')

subplot(2,3,4)

xlabel (" X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aprorimative cu metoda Euler”)
plot(tl,yl,' V)

subplot(2,3,5)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge — Kuttad')
plot(t2,y2) ¢')

subplot(2,3,6)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge — Kutta2')
plot(t3,y3,y')

Subrutinele "eul” ”rk4” si "rk2” apeleaza "functb.m”:
function r = funct5(t,y)
k=1;
M = 100;
r =k (1 - y/M);

Daca k > 0, lim P(t) = M, iar daca k < 0, lim P(t) = 0.
t—o00 t—o0

O imbunatatire a acestui model o constituie modelul logistic modificat.

Modelul logistic modificat
Urmarind o populatie de veverite in muntii Rocky, specialistii au notat:
1) daca dimensiunea populatiei este foarte mare, atunci rata de inmultire a
veveritelor descreste, putand fi chiar negativa.
2) daca dimensiunea populatiei este foarte mica, atunci rata de inmultire este
negativa.
Notatii: t-timpul, P- dimensiunea populatiei de veverite, P0O- dimensiunea populatiei
initial, k£ constanta, M- dimensiunea limita la care poate creste populatia de veverite

si N-populatia limita la care poate descreste populatia de veverite.
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@ —kpP(1-L)(L-1),
{P(O):P(()>O. ) =) (3)

Modelare in MATLAB pentru k =1, PO =20, M =100, N =5

T =10;

h =0.1;

PO = 20;

k=1;

M = 100;

N =b;

[t1,y1] = eul(’ funct6', [0, T], PO, h);

[t2,y2] = rk4(’ funct6’, [0, T], PO, h);

[t3,y3] = rk2(' funct6’, [0, T], PO, h);

subplot(1,3,1)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aprorimative cu metoda Euler”)
plot(tl,yl,' V)

subplot(1, 3,2)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge — Kuttad')
plot(t2,y2) ¢')

subplot(1, 3, 3)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge — Kutta2')
plot(t3,y3, 1)

Subrutinele "eul” " rk4” si "rk2” apeleaza ”funct6.m”:
function r = funct6(t,y)

k=1;
M = 100;
N =5b;

r=kxyx(1—y/M)x*(y/N—1);
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Graficul solutiei aproximative cu diferite metode

35 T 35 T 40
35}
301 30
30
25} 25}
25}
Oy Oy
Oy
20 20}
20
15 : 15 : 15 :
0 5 Ox 10 0 5 Ox 10 0 5 oOx 10
a) metoda Euler b) metoda Runge-Kutta4  c) metoda Runge-Kutta2

Fi1GUrRA 7. Modelul logistic modificat

Exercitiu: Modelarea dinamicii populatiei unui oras. Dinamica populatiei
unui orag este descrisa de ecuatia:

4 = k1 N(t) — k2 N?(2), (4)
unde N- populatia oragului, k2 = 3.36 1077 si k1 = log(7/5)/10.

Consideram drept data initiala NO = 50000 si propunem urmatoarea modelare
Matlab.

T = 100;
h =0.1;
NO = 50000;

k1 =log(7/5)/10;

k2 =3.36 x107T7;

[t1,y1] = eul(’ funct9’, [0, T], NO, h);
[t2,y2] = rk4(' funct9',[0,T], NO, h);
[t3,y3] = rk2(' funct9’, [0,T], NO, h);
subplot(1,3,1)

xlabel (' X")
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ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aproximative cu Euler’)
plot(tl,yl, V)

subplot(1, 3, 2)

xlabel (' X")

ylabel('Y")

title('Graficul solutiei aproxrimative cu Runge — Kutta4’)
plot(t2,y2) ¢')

subplot(1, 3, 3)

xlabel (" X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aprorimative cu Runge — Kutta2')
plot(t3,y3, 1)

9

Subrutinele "eul” " rk4” si "rk2” apeleaza ”funct8.m”:
function r = funct9(t,y)
k1 =1log(7/5)/10;
k2 =3.36 x 1077,
r=klxy— k2x*y?

Exercitiu: Modelarea dinamicii unei populatii de bacterii. De dimineata
am cumparat un sandwich cu o populatie de bacterii ce creste exponential, populatia
initiala era de 1.000 bacterii, iar 10 minute mai tarziu populatia era de 1.500 bacterii.
Determinati dimensiunea populatiei de bacterii dupa 4 ore.

Notatii: ¢-timpul, P(t)- dimensiunea populatiei de bacterii la momentul de timp ¢,
k > 0 constanta de proportionalitate, PO- dimensiunea initiala a populatiei de bacterii.

P0 = 1000, P(10) = 1500

P

{ o th 7" ®

Din 2& = k P(t), rezultd 2¢ = k dt. Integrand in raport cu ¢, avem: In|P| = kt+C,

unde C' constantd. Astfel, P(t) = C)exp(kt), unde C; = €. Aceastd constantd C,

se determina din conditia initiala P(0) = P0. Deci C; = P0 = 1000. Constanta de
proportionalitate k£ o vom determina din conditia P(10) = 1500, astfel

k =log(3/2)/10.

Solutia problemei (5) este: P(t) = 1000 exp(1/10l0og(3/2)1).
Acum putem calcula P(460) = 1000 exp(1/1010g(3/2) 4 60).
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x 10 x 10 x 10
5.018 5.018 5.018
5.016} 5.016} A 5016}
/
‘j
5.014 1 5.014f /1 5.014f
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5.012 1 5.012f / 4 5.012F
5.01F 5.01F 5.01r
Oy Oy / Oy
5.008 - 1 5.008F / 1 5.008F
/
/
5.006 [ 4 5.006 / 4 5.006
/
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Graficul cu Euler Graficul cu Runge-Kutta4  Graficul cu runge—Kutta2
FicurA 8. Modelarea dinamicii populatiei
T = 300;
h =0.1;
P0 = 1000;

k =1log(3/2)/10;

[t1,y1] = eul(’ funct10', [0, T], PO, h);
[t2,y2] = rk4(’' funct10', [0, T}, PO, h);
[t3,y3] = rk2(' funct10', [0, T], PO, h);
q=0:h:T;

yexact = PO x exp(k. * q);
subplot(2,2,1)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei exacte’)
plot(q, yexact,' ")

subplot(2,2,2)

xlabel (' X")

ylabel("Y”)

50 ox 100
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title('Graficul solutiei aproximative cu Euler’)
plot(tl,y1,b')

subplot(2,2,3)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aproxrimative cu Runge — Kutta4')
plot(t2,y2) ¢')

subplot(2,2,4)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aprorimative cu Runge — Kutta2')
plot(t3,y3, y')

P_240 = PO * exp(k = 240)

Subrutinele "eul” " rk4” si "rk2” apeleaza ”funct10.m”:

function r = funct10(t,y)
k =log(3/2)/10;
r=kxy;

Studiul dinamica populatiilor poate fi continuat cu modelarea matematica a inte-
ractiunii dintre specii:

1) Modele prada-pradator

2) Modele prada-pradator-competitor

26



Curs 5

Tematica:Modelare in epidemiologie

Modelul SIR

Modelul SIR este descris matematic prin intermediul urmatorului sistem diferential:

( dS
= _aSI
o aS
ﬂ:aSI—bSI
dt
dR
— =bl]

\ dt

unde

e S reprezinta numarul persoanelor suspecte.
e [ reprezinta numarul persoanelor infectate
e R reprezinta numarul persoanelor recuperate

e N reprezinta dimensiunea totala a populatiei

S+I+R=N

e a este rata de infectare
e b este rata de recuperare

Adaugand data initiala, modelul SIR se exprima cu ajutorul problemei Cauchy

vectoriale
dyY
— = f(t,Y (¢
= LY ()
Y (0) = Yo
unde
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iar

functSIR.m

function w=functSIR(t,y)
a=.01;

[teul, yeul]=eul(’functSIR’,[0 5],[100 50 10],.2);
plot(teul,yeul(:,1),’r’)

hold on

plot(teul,yeul(:,2),’g’)

hold on

plot(teul,yeul(:,3))

Pentru detalii, a se consulta de exemplu [1, 2, 20].

Modelul SIR cu vaccinare
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(dS
2 _aST —
o aSI —c
dl
— =aSI - bl
at "
dR
\ % = b[ +c
Problema Cauchy vectoriala atagata sistemului diferential anterior este:
ay
— = f(t,Y
= ()
Y(0) =Y,
unde,
So
Yo=| Io
Ry
S(t)
Y(t)=| ()
R(t)
—aS(t)I(t) — ¢
ey ) = | as@i - i)
bI(t) +c

Pentru detalii se pot consulta :[43, 41, 42, 44].
functSIRV.m

function w=functSIRV (t,y) a=.2;

[teul, yeul]=eul(’functSIRV”,[0 5],[100 50 10],.2);
plot(teul,yeul(:,1),’r")
hold on
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plot(teul,yeul(:,2),’g’)
hold on
plot(teul,yeul(:,3))

Modelul SEIR

In modelul SEIR indivizii sunt clasificati astfel:

e S: numarul persoanelor suspecte
e E: numarul persoanelor expuse
e I: numarul persoanelor infectate (care pot transmite boala)

e R: numarul persoanelor scoase din lantul de transmitere (vindecate sau dece-
date)

Dimensiunea totala a populatiei se noteaza cu N, functie de timp:
N(t)=S(t)+ E(t) + I(t) + R(t)

Cu ajutorul modelului SEIR se poate modela raspandirea bolii Ebola. Ebola este
o boala infectioasa severa cu rata de mortalitate 90%.
Modelul matematic se exprima prin intermediul unui sistem de ecuatii diferentiale

ordinare, de ordinul 1, caruia i se atageaza conditii initiale.

(45 _ _B5T
dt N
%chE—fyI

unde,

(1) 8 = pec, unde p este probabilitatea ca o persoana sa fie infectata la contactul
cu o alta persoana infectata si ¢ reprezinta numarul de persoane de contact.

(2) 6 reprezinta rata de contagiozitate. De aici rezulta ca % reprezinta perioada
medie a unei persoane expuse sa devina infectata.
(3) v reprezinta rata de mortalitate.
In cazul bolii Ebola, rata de mortalitate fiind foarte mare putem prespune
ca toate persoanele infectate vor deceda. Acestea fiind spuse, numarul foarte
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mic de persoane care vor fi recuperate nu va fi trecut din nou la clasa de
suspecti.

— va reprezenta perioada medie a unei persoane de a deceda.

5(0) = So;
E(0) = Ep;
1(0) = I;
R(0) = Ro;

Luand in considerare data initiala, modelul SEIR este descris matematic prin in-
termediul urmatoarei probleme Cauchy vectoriale.

dy
% = f<t7 Y)
Y (0) = Yo
unde
S(t)
Yo = |
R(t)
_ss1
gs1 _
feym=| g7
vl
So
Ry

Detalii despre modelul SEIR se pot gasi in [23, 17].

Modelul SEIS
Modelul matematic SEIS este reprezentat de urmatorul sistem de ecuatii difeentiale

de ordinul I:
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25 = _N\ST +~+1
g—b:/\SI—EE

unde

S = S(t) reprezinta numarul persoanelor suspecte £ = E(t) reprezinta numarul
persoanelor latente I = I(t) reprezinta numarul persoanelor infectate

iar \ reprezina produsul dintre rata de contact si probabilitatea de transmitere

~ este perioada de contagiozitate ~1

€ este perioada de latenta ~1

Problema Cauchy vectoriala atagata sistemului SEIS este:

{ % = f(t,Y)
Y(0) = Y.

Vectorul Y

Y=| F

reprezinta necunoscuta problemei Cauchy vectoriale

Vectorul Yy
So

reprezinta data initiala a problemei Cauchy atagata sistemului SEIS.

—AST +~+1
f(t,Y)= AST — eE
el — I

In plus,

N=S(t)+ E(t)+ I(t)
s(t) = %
I(t)
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Detalii despre modelul SEIS se pot gasi de exemplu in [7].
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Curs 6

Tematica: modelare in chimie; modelarea unor procese financiare

Modelarea descompunerii radioactive

Sa consideram un izotop radioactiv Uraniu-238, care se descompune intr-un alt ele-
ment prin emisia de particule alfa. Presupunem ca esantionul considerat este suficient
de mare pentru a descrie procesul utilizand un model continuu. Presupunem ca rata de
descrestere a masei este proportionala cu masa curenta a esantionului, exprimati masa
izotopului radioactiv in functie de timp, presupunand cunoscuta masa la momentul
initial.

Notatii: ¢-timpul, m(¢)- masa la momentul de timp ¢, k& > 0 constanta, m0- masa

initiala a izotopului.

dm _ _
dt km, (1)
m(0) =m0 > 0.
Determinarea solutiei exacte a problemei (1)
Din % = —km, rezultd ¥ = —kdt. Integrand in raport cu ¢, avem In|m| =
—kt+ C, unde C este o constanta. Adica m(t) = C; exp(—kt), unde C; = e°.

Constanta (' o vom determina din conditia m(0) = m0. Rezulta C; = m0.

Deci, solutia exacta a problemei (1) este
m(t) =moOel — kt)

Modelare in MATLAB pentru m0 = 20, k =1

T =10;

h =0.1;

m0 = 20;
k=1,
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[t1,y1] = eul(’ funct8', [0, T], m0, h);

[t2,y2] = rk4(’' funct8, [0, T],m0, h);

[t3,y3] = rk2(' funct8', [0, T], m0, h);
q=0:h:T,

yexact = m0 x exp(—k. * q);

subplot(2,2,1)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei exacte')

plot(q, yexact, 1)

subplot(2,2,2)

xlabel (" X")

ylabel('Y")

title('Graficul solutiei aprovimative cu Euler’)
plot(t1,yl,b')

subplot(2,2,3)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aprorimative cu Runge — Kuttad')
plot(t2,y2, ¢')

subplot(2,2,4)

xlabel (' X")

ylabel("Y")

title('Graficul solutiei aproximative cu Runge — Kutta2')
plot(t3,y3,y')

Subrutinele ”"eul”,”rk4” si "rk2” apeleaza ”funct8.m”:
function r = funct8(t,y)
k=1;
r=—kxy;

Modelarea unor procese financiare
Un fond de investitii garanteaza ca rata de inmultire a banilor este proportionala
cu suma investita, asigurand o constanta de proportionalitate £ = 0.02/an. Admitand

ca suma investita este de 1000 euro, la ce suma se va ajunge in 10 ani?
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Un alt fond de investitii garanteaza o evolutie cu coeficient de proportionalitate
depinzand de timp k(t) = k0 exp(—k2t) unde k0 = 0.06/an si k2 = 0.1/an. Presu-
punand ca suma investita este 1000 euro, calculati la ce suma se va ajunge in 10 ani
apeland la al doilea fond de investitii.

( S0 =1000, k = 0.02, k0 = 0.06, k2 =0.1)

Notatii: ¢-timpul, S1(¢)- suma corespunzatoare primului fond la momentul de timp
t, S2(t)- suma corespunzatoare celui de al doilea fond la momentul de timp ¢, k, k0, k2
constante pozitive, SO- suma depusa initial,

Pentru primul fond de investitii scriem urmatoarea Problema Cauchy:

451
o =0.0251, t>0, (1)
S1(0) = S0.
Pentru al doilea fond de investitii scriem urmatoarea Problema Cauchy:

ds2 _ (=0.11)
= =0.06€ S2, 2)
S52(0) = S0.

Din % = 0.02 51, rezulta % = 0.02dt. Integrand in raport cu ¢, avem: [n|S1| =

0.02t 4+ C, unde C constanta. Astfel, S1(t) = C) exp(0.02t), unde C; = €®. Aceasti
constanta C se determina din conditia initiala S1(0) = S0. Deci C; = S0 = 1000.
Solutia problemei (1) este:

S1(t) = 1000 exp(0.021)

Din 92 = 0.06 exp(—0.1t) S2(t), rezults 22 = 0.06 exp(—0.1¢)d¢t. Integrand in

raport cu t, avem: (n|S2| = —0.6 exp(—0.1t) 4+ Cy, unde Cy constanta. Astfel, S2(t) =
Csexp(—0.6 exp(—0.11)), unde C3 = e constantd. Aceastd constanti Cs se determina
din conditia initiala S2(0) = S0. Deci C5 = 1000/exp(—0.6).

Solutia problemei (2) este:

S2(t) = 1000 exp (—0.6[exp(—0.1¢) — 1])

Avem

S1(10) = 1000 exp(0.2), S2(10) = 1000 exp(—0.6 (1/e — 1))

Modelare in Matlab T = 50;

36




Modelare matematica prin EDO

Graficul sumelor de la cele doua fonduri: fondul I- rosu, fondul II- albastru
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FicurA 9. Modelarea unor procese financiare

h = 0.1; SO = 1000;
k= 0.02; k0 = 0.06; k2 = 0.1;

ql=0:h:T;
yl = S0« exp(k. x ql);
qg2=0:h:T,;

y2 = S0/exp(—k0/k2) x exp(—k0/k2 * exp(—k2. x q2));
plot(ql,yl,r")

hold on

plot(q2,y2,b')

hold off

S1_10 = y1(10)

S2_10 = y2(10)

Dupa cum se observa in desenul de mai sus, este profitabil pe termen lung sa se
investeasca la primul fond de investitii, iar pe termen scurt este mai profitabil la al
doilea fond.
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Curs 7

Tematica: preliminarii pentru modelare matematica in elasticitate

Tensori cartezieni de ordinul II Exista mai multe definitii ale tensorului carte-
zian in general si ale tensorului cartezian de ordin II in particular. In aplicatii, unde
trebuie mai degraba sa recunoagtem marimile tensoriale, numim tensor cartezian de
ordin II intr-un spatiu euclidian F,, o marime geometrica sau fizica (cu dimensiune)
caracterizata in fiecare reper prin n? numere 7T}; numite §i componente, componente

care la o schimbare a reperului definita de formulele

6; = Qikek (RS {L 27 3} (1)
se schimba dupa relatiile:
T} = QuQiTh. (2)
Aceastd definitie este adoptatd de exemplu in [3]. In scrierea relatiilor (1) si (2) s-a
utilizat conventia de sumare a lui Einstein (conventia de sumare dupéa indicele care se
repeta); vom utiliza aceasta conventie pe parcursul intregii lucrari.
O definitie mai naturala este definitia tensorului ca element al unui produs de spatii

vectoriale, prin analogie cu definitia vectorului ca element al unui spatiu vectorial. Cu

aceasta definitie, tensorul cartezian de ordinul doi este o marime de forma
T = Tikei X €, (3)
unde
(e;®eg) esteobazdin L®L,

L fiind un spatiu vectorial. O prezentare a calculului tensorial pornind de la aceasta
definitie se gaseste in [16].
Tensorul de ordin doi poate fi definit ca o aplicatie liniara T a unui spatiu vectorial

L in el insugi. Astfel, oricare v € L,

Tv=wuclL. (4)
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Daca spatiul L este raportat la o baza ortonormata
{e1,e,....,e,},
atunci orice vector T'e; se scrie:
Tej = ﬂjei. (5)

Numerele T;; se vor numi componentele tensoruluiin baza data. Evident ele sunt in nu-
mar de n? iar (T};)1<; j<n €ste 0 matrice patratica de n x n elemente. Ea caracterizeaza

tensorul in baza data. Utilizand (4) si (5), putem scrie,
uie; =T (vje;) = Tiv;e;
si de aici, deducem,
w; = T;;v;. (6)
Tensorul O este aplicatia care face sa corespunda oricarui vector, vectorul nul,

Ov=0
iar I este aplicatia ce lasa neschimbat orice vector,

Iv=nw.

Prin compunerea a doi tensori T si S obtinem un tensor T'S de componente (7}, Sk;)
ce corespund produsului matricial; in general, T'S # ST

Puterile unui tensor T sunt: T° = I,T' =T,T? = TT, s.am.d.

Un tensor T este inversabil daci exista un tensor T~ ! numit tensorul invers astfel
incat

TT'=T'T=1
Suma a doi tensori T si S este un tensor G de componente
Gij =T +5; 1<14,5<n.
Produsul dintre un tensor T si un scalar A este un tensor G de componente

Produsul tensorial sau diadic a doi vectori a, b € L se noteaza a ® b si se definegte

prin egalitatea:
(a®@bu=(u-b)-a Yue€E L. (7)
Agadar, utilizand (6) si (7) obtinem

(a (24 b)’] = aibj.
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In particular,
(ei®ej)ij:5ijy i,jE {1,2,...,71},

unde ¢;; este simbolul lui Kronecker,

5ij:{ 1 daca 1=y;

0 daca 1 # 7.
Un alt simbol care se va dovedi util este simbolul lui Ricci
1 daca (i,7,k) = (1,2,3)
€ijk = -1 daca (Lj? k) 7é (17 273) (8)

0 daca cel putin doi indici sunt egali.
prin (7,7, k) = (1,2,3) intelegand ca permutarea (i, j, k) are aceeagi paritate cu per-
mutarea (1,2,3) iar prin (4,7, k) # (1,2,3) intelegand ca permutarea (i, j, k) nu are
aceeagi paritate cu permutarea (1,2,3). De exemplu, €312 = 1, €913 = —1, €110 = 0.
Tensorul transpus se noteaza cu T si este definit de relatia:
vw-Tov=T"u-v Yu,vel.
Au loc urmatoarele proprietati

(T, +Ty)" =TT + 17,

(T\T3)" =T3T7,

(T = (@) (@) = (@) (T =T.
Un tensor S se numeste simetric daca S = S7.
Un tensor Q se numeste antisimetric daca Q = —Q7.

Orice tensor T se descompune in mod unic In suma a doi tensori, unul simetric S

si altul antisimetric €2. Tntr—adevér,
T=S+Q

unde

S = %(T+TT); Q= %(T - T7).

Un tensor R se numeste ortogonal daca aplicatia care 1l defineste lasa invariant
produsul scalar
Ru-Rv=u-v Yu,velL.

Se poate demonstra ca R este ortogonal daca si numai daca

RR"=R'R=1
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sau, echivalent, daca si numai daca
R'=R"
Urma tensorului T" se noteaza trT si se defineste prin urmatoarele doua proprietati:
i) este o functie scalara liniara definita pe multimea tensorilor de ordin 2
itr(u®@v) =u-v.

Notam ca
trT = Tiytr(e; ® e) = Ty = trT*
si, se poate verifica prin inductie,
tr(TT)" = trT".

Produsul scalar a doi tensori de ordin doi T" si S se noteaza T - S si se defineste

prin formula:
T-8S=tr(TS") =tr(ST") = T};S;;.

Norma tensorului T se defineste prin:

IT|=VT-T. (9)
Un tensor simetric S se numeste pozitiv definit daca
u-Su>0 VYu#0.
Un tensor simetric S se numeste pozitiv semidefinit daca
u-Su>0 Yucel.

Daca T este tensor simetric pozitiv definit, atunci exista U tensor simetric pozitiv
definit astfel incat S = U>.

Fie T un tensor de ordinul doi si fie ecuatia:
Tu = \u.

Un vector u (nenul) ce satisface aceasta ecuatie se numeste vector propriu iar scalarul
A pentru care este posibila ecuatia se numeste valoare proprie. Intr-o baza data,

(Ti; — Xoij)u; =0 i€{l,2,..,n}.
Ca acest sistem sa admita solutii nebanale este necesar si suficient sa avem:
P,(X) = det(T;; — Xd;;) = 0,
unde P,(\) se numeste polinom caracteristic iar

Py(A) =0 (10)
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se numeste ecuatie caracteristica. Valorile proprii sunt reale daca si numai daca ten-
sorul T este simetric; valorile proprii sunt pozitive daca gi numai daca tensorul T' este
pozitiv definit.

Daca T este simetric si daca radacinile ecuatiei caracteristice sunt distincte, exista
n vectori proprii ortogonali doi cate doi (ce formeaza o baza); daca radacinile sunt
multiple se pot determina de asemenea n vectori proprii ortogonali doi cate doi. Baza
determinata de vectorii proprii se numeste baza proprie. In aceastd baza, tensorul se
scrie:

T = Twuz (029 ’le = ('U,Z . Tuj)ul & Uj = (’U,z . )\j'u,j)ui X ’U;j
= )\1u1 ® uy + /\2U2 X ug+ ... + )\n’un X wy,.

Aceasta este descompunerea spectrala. Ea este caracteristica tensorului simetric.

Numim invariant al tensorului de ordin doi orice aplicatie definita pe multimea

acestor tensori cu valori scalare. Fie

Il = tT’T = T;Z
I = trT? = T;; T},
L, =trT" = ...

Acesti invarianti se numesc invarianti principali ai tensorului T'. Cu ajutorul lor

putem scrie
P.(\) =det(T — M) = A" — [N+ A2 — L+ 1,

Teorema de descompunere polara: Orice tensor de ordinul Il nesingular T'  (i.e. det(T;;) #

0), poate fi scris sub forma T'= RS; = SR unde R este un tensor ortogonal iar S,
S sunt tensori simetrici pozitiv definiti. In plus R, S, si S sunt unic determinati, iar
Sqsi S au aceleasi valori proprii.

Un tensor de forma al, unde o € R, se numeste tensor sferic.

Un tensor simetric avand urma zero se numeste tensor deviator.

Orice tensor simetric de ordinul doi S se reprezinta in mod unic ca suma dintre un

tensor sferic gi un tensor deviator. Intr-adevar,

t t
S:T_SI+(S—T—SI).
n n
Dat fiind un tensor de ordin doi T', numim deviatorul lui T tensorul
trT
™ .=7-""71 (11)
n

Geometria deformatiei
Prin mediu continuu intelegem un sistem material M care la fiecare moment umple

complet o regiune a spatiului (multime deschisd, marginita, conexa din R3).
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Fie un mediu continuu in miscare, ce ocupé la momentul ¢ = 0 domeniul  C R3
iar la momentul t > 0 domeniul €, C R3. Domeniul { se numeste configuratie de
referintd sau configuratie nedeformatd a mediului. Pentru fiecare ¢t > 0, €); se numeste
configuratie curentd sau deformatda a mediului.

Fie P o particula a sistemului material M si fie X = (X;) vectorul sau de pozitie la
t =0, iar x = (x;) vectorul sau de pozitie la un moment arbitrar ¢ > 0, raportandu-ne
la 0 bazd ortonormaté {e;, ez, e3} din R®. Componentele (X;) se numesc coordonate
Lagrange sau coordonate materiale; componentele (x;) se numesc coordonate Euler
sau coordonate spatiale.

Numim miscare a unui mediu continuu o familie de aplicatii (x(-,?)):,
X(?t) 10— X(Qat) =
x = x(X,t), t>0. (12)

Presupunem ca pentru oricare moment ¢ > 0, aplicatia x(+, ) este o aplicatie continua

si bijectiva. Inversa sa se va nota cu y ! :

X Mt Q= Q
X =y Y=z,t) t>0.

Fie ¢ o functie scalarda sau vectoriala definitd pe Q x Ry, ¢ = ¢(X,t). Numim
derivatda materiald, derivata in raport cu ¢, pentru X constant. Vom nota aceasta
derivata prin %qﬁ sau ¢

. d

HX 1) = —0(X.1) = %gb(X,t) XeQ t>0.

In particular, viteza si acceleratia punctului material P la momentul ¢ > 0 se definesc
cu ajutorul derivatelor materiale astfel:

X, 1), (13)

2
a=19=i=—5x(X,1). (14)

Pe componente, formulele (13) si (14) se scriu astfel:
d
P — .i = 7, Xi X7t )
b=t = S(X0)
d2

z:z:Z:—ZX,t
0= = = (X 1)

Fie acum ¢ o functie scalara definita pe configuratia deformata,

p: xRy — R
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Pentru a calcula derivata materiala a functiei o, trebuie sa luam in considerare dependenta
lui  de X gi t. Astfel, utilizand (12) putem scrie,

o(x, t)v;. (15)

Introducand notatia V,p pentru gradientul lui ¢ in raport cu coordonatele spatiale,
(15) devine

) 0 0
oz, t) = aso(fv,t) +3

(2

. Oy
QO—E‘FVIQO-’U. (16)

Notam aici ca formula (16) este valabila si pentru functii vectoriale. In particular,
din (14) si (16) deducem pentru acceleratie urmatoarea formuld vectoriala

ov
a=—-+ (V. v)v,

formula care pe componente se scrie astfel:
dv; n 0 v;

= —;.
8 t 6 l’j J

Numim traiectorie pentru un punct material de coordonate Lagrange (X, Xo, X3),

a;

intre momentele 0 gi ¢;, multimea punctelor @ = x(X,t), pentru ¢ € [0, 4],
Trajicos,)(X) = {z|z = x(X,1), Vt € [0,t1]}.

Numim deformatie aplicatia x(-,t) : Q — €, definita prin (12) pentru ¢ > 0 fixat.
Gradientul sau in raport cu coordonatele materiale X; defineste un camp tensorial
notat F',

oxi . .
F = (F;), FZ-~:8—;2 i,je{1,2,3).
J

Tensorul F se numeste gradient al deformatiei. Pentru ¢ = 0 avem F = I3 deci
J =detF =1 gi cum J nu se anuleaza nicaieri (consecinta a injectivitatii aplicatiei
X(+,t) pentru orice t > 0) se obtine

J =detF >0, VX €Q, t>0. (17)

In cele ce urmeaza vom nota prin Vx si V, operatorii gradient in descriere materiala,

respectiv spatiala, i.e.,

_ Oy _ Oy
(Vxpli =55 (Vawdi=5-
pentru fiecare functie scalara ¢ si
oY oY
(VX'ub)U - 8Xj’ (Vz'%b)m - axj
pentru fiecare functie vectoriala . Asadar,
F = VXX‘
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In plus, pentru orice functie scalara o(x,t) = o(x(X,1t),t), putem scrie
Vxp = (Vsp)F.

Notam ca aceasta formula este de asemenea valabila pentru functiile vectoriale (veri-
ficare pe componente).
Consideram in aceasta sectiune tensorii C' si G definiti prin relatiile:
C:FTF (OZJZszij)7

1 1
G = 5(0 —I) (Gij = §(Fka] = 0ij))-

Tensorul C' se numeste tensor dilatare iar tensorul G se numeste tensor deformatie.
Tensorul dilatare C' este un tensor simetric. Prin urmare, el poseda trei valori

proprii reale Cy, Cyy, Cryr pe care le numim dilatatic principale.

Propozitia 1. Valorile proprii Cy, Crr, Cryr ale tensorului dilatare C' sunt strict

pozitive.

DEMONSTRATIE. Daca A este o valoare proprie a tensorului dilatare C si y este

vector propriu asociat, avem
C’ijyj =\y;, Vi€ {1, 2,3}
De aici rezulta ca
Ay = Cijyys

= Fuiliy;yi

= Fkiyiijyj

= (Fuy)’

> 0.

Cum y este un vector nenul, deducem A > 0.
Sa presupunem ca A = 0. In acest caz

Fyy; =0,  Vie{1,2,3}

Prin urmare det F' = 0. Contradictie cu (17). O

Tensorul deformatie G este simetric. Vectorii sai proprii se numesc directic princi-

pale de deformatie iar valorile proprii se numesc deformatii normale principale.
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Sa notam cu X, J € {I, 11,111} deformatiile normale principale. Ele depind de
valorile proprii ale tensorului dilatare C' dupa cum urmeaza

1 1
Xy=5(Cr=1>—5,  Je{lILIII},

Cunoagterea tensorului dilatare C permite calcularea lungimii vectorului de (vector
infinitezimal in configuratia deformata, corespunzator vectorului infinitezimal dX din

configuratia initiala). Intr-adevar,
de = FdX (dz; = F;;dX;),
iar de aici
|dz|* = dx - dx = F},; Fy;dX;dX;.
Prin urmare,

Cunoagterea tensorului deformatie G' permite calcularea variatiei patratului distantelor

infinitezimale. Intr-adevar,

Daca mediul continuu se comporta ca un corp rigid (adica in timpul deformatiei
distantele relative dintre puncte sunt constante), din (18) deducem cd G = Oj3; mai
mult, C = I3. Reciproc, daca C = I3, sau echivalent G = O3, atunci mediul continuu
se comporta ca un rigid.

Numim wector deplasare campul vectorial
u: QxR —R?
definit prin relatia:
x=x(X,t) =X +u(X,t), X eQt>0. (19)
Agadar, u( X, t) este deplasarea la momentul ¢ a particulei reperata prin X in configuratia
de referinta. In plus,
v = U, a=1u.

Numim gradient al deplasdrii tensorul H definit prin relatia

H=Vyu (H - %).
J

Avem astfel,
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In plus,

1 T T 1 ou; Ou;  Ouy Ouy,
G=3H+H +H H) <G”_2(3Xj+axi 6XZ-6X]-)>'

—
Consideram un element material in punctul M € €2, notat dM,,
s
dMo - (Xm, dXQ, ng),
—
de lungime dlj si de versor ny la momentul ¢ = 0, care devine dM la momentul ¢ > 0, de

lungime dl. Variatia relativa a patratului lungimii acestui element material se exprima

prin formula

(dl)? — (dlp)*

(dl0)2 = QGinOinoj.
In plus,
dl \2
(d_lo> = Cijnomoj.

Daca ny este directia principala de deformatie asociata valorii proprii A a tensorului
C, atunci
Cijan = A\Noi,

de unde rezulta

dl \2
—) =\
(dlg)
Valoarea proprie
1
=-(A—1
p=50-1)

corespunzatoare tensorului G este legata de variatia relativa a patratului lungimilor

(dl)? — (dly)?

= 2.
(dl)? a
Deoarece g e
— =2 1
(dl0> Pt

deducem ca

dl;ldlo =/1+2u—1.
0

Astfel, pentru p << 1, variatia relativa a lungimilor este aproximativ egala cu p.

Consideram la momentul ¢ = 0 doua elemente materiale in punctul M € €2, notate
—_—
dMy si 0 My, de versori nyg si vq, facand intre ele unghiul 6.

My = dlyng = (dX1,dXs, dXs),

S—M_S = 510 Vog = (5X1,5X2,5X3).
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La momentul ¢ > 0 aceste doua elemente devin dM si M, de versori n respectiv v si

fac intre ele unghiul 6.
—
dM = dln = (dxy,dzy, dxs),

m = dlv = (0x1, 010, 0x3).
Pe de o parte,

CW/[‘W/[—Mﬁ—]\?O:cosﬁdldl—coseodloélo.

Pe de alta parte,

AM - 5N — dM, - oMy = da-dx —dX - 6X

= (F'F—1I;)dX -6X
= 2Gapdly dly noalos-
Obtinem prin urmare,
cos 0y + 2Gon0a03
\/1 + 2G o pn0an0s \/1 + QGQBVOQVM'

Presupunem ca ng este directie principala a deformatiei asociata deformatiei normale

cosf =

principale pu, adica:
Gapnog = K Noas

ceea ce implica
V142 cos 6,
\/1 + QGQBVOOCV()@
Notam ca daca ng si vy sunt vectori perpendiculari, atunci n si v sunt de asemenea

cosf =

vectori perpendiculari.

In conditii uzuale de utilizare, solidele nu sufera decat mici deformatii. Mai exact,

u
vectorul deplasare u = (X, t) variaza lent in raport cu X, derivatele partiale 5 XZ
J
fiind, in consecinta mici.
Introducem urmatoarea ipoteza:
Exista 6 > 0 astfel incat: |[H| <94, <1, (20)

si cantititile de ordin 4%, O(6?), sunt neglijabile,
unde |H|, a se vedea (9), noteaza norma tensorului H. Pentru a simplifica scrierea,
vom omite cantitatile de ordin

In aceasta ipoteza, tinand cont ca

H"H = 0(5?)
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deducem
G:;H+HW
Aceasta justifica introducerea tensorului
1, 0u;  Ou,
§<an aXi))'

Tensorul € se numeste tensorul deformatiilor infinitezimale.

g = %(H + HT) <€ij = (21)

Pentru a marca dependenta lui € de vectorul deplasare, uneori se va utiliza scrierea
e(u).

Este important de semnalat ca in ipoteza micilor deformatii (20), daca gradientul
V. al unei functii scalare sau vectoriale ¢ este de ordin ¢ atunci si Vx¢ este de ordin
d (si reciproc). In plus, in acest caz

Vxo =V,0. (22)

Tntr—adevér,

Deci, presupunand ca V,¢ = O(9), atunci (V,¢)H = O(§?), de unde rezulti

Vxo =V,0o.
Reciproc, sa presupunem ca Vx¢ = O(5). Cum
V.= (Vxo)(I3+ H)™,
admitand (20), avem
(Is+H)'=I,-H
si de aici rezulta ca
V.9 =Vxo.

In concluzie, admiténd (20), nu mai trebuie sa facem distinctie intre coordonatele
materiale si coordonatele spatiale in calculul derivatelor partiale ale lui ¢. In particular,

putem scrie:

20X, ' 0x,”"

Discutam in cele ce urmeaza semnificatia fizica a componentelor tensorului €. De-

1
e=5(VautVou) (s = (23)

finim alungirea relativa A(ng) prin formula
dl — dlgy

A(no) = dly

Deducem ca
A(no)(A<no) + 2) = 2Ga5n0an05
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iar de aici rezulta

A(ng) = =1+ /1 + 2Gapnoanos-
In fata radicalului am luat semnul plus caci daca punem semnul minus deducem ca
A(ng) = —2 atunci cand G = 03. Dar daca G = 03, atunci dl = dly si prin urmare
A(ng) = 0, deci contradictie.

Daca presupunem acum ca ng = (1,0,0), deducem

A(61> =—-1+ \/ 1+ 2G11.
Analog,

A(ez) =-—1 —+ 4/ 1 -+ 2G22
A(63) =-1+ \ 1+ 2033.

Admitand (20),
Aey) = €11, Alea) =22, Ales) = e33.

Asadar 17 reprezinta alungirea relativa in directia axei OX7, €99 reprezinta alun-
girea relativa in directia axei O X5, iar £33 reprezinta alungirea relativa in directia axei
0O X3, admitand ipoteza micilor deformatii.

Fie acum ng = (1,0,0) si vo = (0,1,0). Notam in acest caz 6 cu 6q3;

2G1y
V1+2G1V1+2Gs

cos B9 =

Folosind (20), rezulta

cos B9 = 2¢e19.

Analog,
cos b3 = 2¢13,
COSs 923 = 2823‘

Miscari izocore. Medii incompresibile. In cele ce urmeaza analizam problema
modificarii volumelor. Fie V' si V; volumele ocupate de corp in cofiguratia nedeformata,
respectiv in configuratia deformata. Avem

V:/dV, Vt:/ dv:/J(X,t)dV.
Q Qy Q

J(X,t)=1 X eQt>0, (24)

Daca

obtinem
Vi=V Vt>0,

adica volumul corpului se conserva in timpul deformatiei.
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Reciproc, sa presupunem ca in timpul deformatiei, la fiecare moment ¢ > 0, volumul

fiecarei parti P a corpului se conserva. Vom demonstra ca (24) se verifica. Intr-adevir:
w=v Vt>0

(unde v; i v reprezinta volumele ocupate de P la momentele ¢ > 0 respectiv t = 0).

Fie w; si w domeniile din R3 ocupate de P la momentele t > 0 i t = 0. Avem:

vt:/dv; U:/dV

si deoarece wy = x(w,t), utilizand aceeasi schimbare de variabila, egalitatea v; = v

devine

J(X, t)dV = [ dv vt > 0. (25)
/ /

w

Cum P este o parte arbitrara a corpului (deci w este o parte arbitrara a lui ),
(25) implica (24).

Migcarile x pentru care se verifica (24) se numesc migcari izocore.

Un mediu continuu care nu poate realiza decat miscari izocore se numeste mediu
incompresibil.

Stim ca

1+ Hyy Hys Hiys
J:detF:det(I3+H): H21 1—|—H22 H23
Hs, Hsy 1+ Hasg

Utilizand (20) se obtine
Deducem astfel ca
J =1+ Divu. (26)
In consecinta, o miscare x este izocora daca si numai daca
Divu = 0;
(am notat aici prin Divu divergenta campului vectorial 4 in raport cu coordonatele

Lagrange).

Sa studiem variatia relativa a volumului. Pentru aceasta vom utiliza formula

dv = JdV.
Prin urmare,
dv —dV
—=J -1
dv

51




Modelare matematica prin EDP

Admitand (20),
J =1+ Divu,
si astfel,
dv —dV
av

Agadar, in ipoteza (20), Divu masoara variatia relativa a elementului de volum.

= Divu.

Determinarea campului deplasare. Formula (21) ne arata ca, definit fiind vec-
torul deplasare u pe €2 x R, , componentele tensorului € se obtin prin simple derivari.
In aplicatii apare i problema inversa si anume sa se determine vectorul depalsare
u(X,t) cand se cunoagte expresia tensorului €(X,t), pe  x R,. Problema revine
la integrarea sistemului de ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai (21), ¢;; fiind
functii cunoscute pe {2 la momentul considerat ¢.

Sa introducem tensorul W de componente

Yo 2\0X; 90X,/
Presupunem c# intr-un punct Py(X") se cunosc marimile
u (X%, t) = uf
si
Wij(XO,t) = WZOJ
Admitand ca € este dat pe €2 la momentul dat ¢, ne propunem sa determinam u
intr-un punct oarecare P (X1).

PyPy

_U?—i‘/ (€ij+VVij)de.
PPy

Deoarece W;; este necunoscut pe 2, urmeaza sa-l eliminam

/ WijdX; = Wid(X; — Xj) =

POP1 P0P1

_ /P AW (X = X)) = (X = X)Wy X
041

J

= —WH(X) - Xj) — / (X; — X )Wijed Xy
PyPy
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Pe de alta parte,
Wik = Uigk — Ujak
= Uijk + Ukyij — Ukgj — Wjik
= 2(6%7]‘ — 5jk,i)-
Asadar, cumuland rezultatele obtinute, putem scrie
ui (X' t) = uf + Wi(X] — X)) +/ UpdXy (i€ {1,2,3})
PoPr
unde
Ui, = e+ (X7 — X5)(€ing — Ejka)-

Vectorial, vom scrie

w(X't) =u’ +w’ x (X' - X°) +/ UdX

PoPy
unde !
w” (Wag, Wiz, Way) = 5 Rot w.

Pe aceasta forma vectoriala se vede usor ca partea integrata reprezinta o rototranslatie
(migcare de corp rigid); numai integrala propriu-zisa reprezinta o deformare. De altfel,
daca se calculeaza ¢;; cu

w(X,t) =u’ +w’ x (X' - X")

se obtine zero.

Deducem asadar ca solutia sistemului
€ij =0 <Z7j € {17273})
este
w(Xt) =u’ +w’ x (X' - X°).
Notam de asemenea ca doua stari de deplasare carora le corespund aceiasi tensori
g difera intre ele printr-o rototranslatie.

Conditii de compatibilitate. Cum in punctul P;(X") trebuie si obtinem de-
plasari unice (nu putem avea doua deplasari) oricare ar fi drumul de integrare intre B

si Pp, pentru ca integralele curbilinii

/ UpdXy, 1€{1,2,3}
PoPy
sa nu depinda de drumul de integrare, este necesar si suficient ca

U d X, (Z S {1,2,3})
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sa fie diferentiale total exacte, adica sa existe U; astfel incat
UpndXy, = dU; i€ {1,2,3}. (28)
Admitem ca € este simplu conex. Agadar, (28) are loc daca gi numai daca
Ui, = Uy (i €{1,2,3}), (29)

k,le{1,2,3}.
Utilizand (), relatiile (29) devin

ikt — O1j(Eikj — Ejki) + (le — X)) (€ikjt — Ejrait)
= ek — Okj(€in; — €ui) + (X]l — Xj) (i gk — Ejrik),
iar de aici deducem
ikl + Ejiik — €k — e =0 4,7, k, 1 € {1,2,3}. (30)
Avem 3* = 81 relatii. Data fiind insa simetria lui € si posibilitatea schimbarii ordinii

de derivare (admitem ca u; € C?) nu toate aceste relatii sunt independente.
Relatiile (30) se pot rescrie cu ajutorul simbolului lui Ricci (a se vedea (8)) astfel,
€rim ik ji — €kja) =0 m e {1,2,3}
sau, echivalent
€in€rimEikt =0 m,n € {1,2,3}. (31)
Observam ca este vorba doar de 6 relatii distincte, deoarece in (31) avem o marime
care depinde doar de doi indici m si n, si care in plus este simetrica.

Relatiile (30) se numesc conditiile de compatibilitate ale lui Saint Venant (1860).
Demonstratia data aici prin constructia solutiei sistemului (21) se gaseste in lucrarile
lui Cesaro (1906) si Voltera (1907).

Relatiile distincte sunt:

281_2,12 = €11,22 T €221 (32)
€11,23 = (512,3 — €231+ 531,2),1
si cele care se obtin din acestea prin permutari circulare.

Existenta conditiilor de compatibilitate demonstreaza faptul ca nu ne putem da
arbitrar un tensor simetric € pe {2 si sa pretindem ca el reprezinta un tensor de
deformatie. Din punctul de vedere al integrarii sistemului (21) era natural s& ajungem
la conditii de compatibilitate deoarece in (21) avem un sistem de 6 ecuatii cu numai 3

necunoscute.

Descrierea spatiala.
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Curs 8

Tematica: principii generale in mecanica mediilor deformabile

Principiul conservarii masei

Fie P o parte a unui corp M, care la momentul ¢ = 0 ocupa in R3 domeniul w

iar la momentul ¢ > 0 ocupd domeniul w; C R3. In mecanica mediilor continue se

presupune ca masa este functie absolut continua de volumul suport. Pentru a exprima

masa partii P vom utiliza Teorema Radon-Nikodym din teoria masurii si a integralei.

Astfel, la momentul ¢ = 0 masa partii P este

m = /UJPO(X)dxy

iar la momentul ¢ > 0 masa partii P este

my = / p(x,t)dzx.
Aplicatia
Lo Q — R+

se numeste densitate de masa in configuratia nedeformata.
Aplicatia
p(,t) . Qt — R+

se numeste densitate de masa in configuratia deformata.

Presupunand ca masa partii P se conserva in timp, adica
m=m; Vt>0,

avenl

/po(X)dX:/ plx,t)dx Vt> 0.

Deoarece w; = x(w, t),

/pd;v:/deX.
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Din (6) si (7) rezulta

/ pJdX — / po(X

Cum w este un domeniu arbitrar in € (P fiind o parte oarecare a corpului), deducem

po = pJ
sau, explicit,
po(X) =

Numim (8) principiul conservarii masei in coordonate materiale.

p(x(X,t),t)J(X,t), VX €Q,t>0.

Derivand in raport cu ¢ in (8), obtinem

0=pJ+pJ.
Sa demonstram ca
% = divwv dv.
Pentru aceasta, utilizam formula
dv = JdV

care, prin derivare in raport cu timpul se scrie
dv = JdV.
Urmatoarea teoremé se va dovedi utild in cele ce urmeaza.

Teorema 1. (Euler)

J = Jdivo.
DEMONSTRATIE.
Ox1 Oz Oz
%Xl %XQ aaxg T11 T12 T1,3
— J— 2 T2 L2 _
J=detF = oXi 0Xa Xy | Ta1 T2 T23
r3 I3 Or3 x x x
aX: 0Xs 0Xs 31 T32 X33
Prin derivare obtinem
d m'1,1 5U1,2 9.51,3 T11 Ti12 T1.3 T11 T12
J= EJ =| To1 T2 T23 |+ | T21 T2 T3 |+ | T21 L22
Tr31 T32 I33 T31 T32 T33 xr31 T3.2
=1+ o+ J3

(8)

(10)

(11)

x1,3
X233
X33
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unde, am notat cu J; determinantul obtinut din J prin inlocuirea liniei 7 cu derivata

ei in raport cu timpul. Observam ca

Ov;  Ov; v Quy  Orj Qv 9% Qv 0%
0X1 0Xs 0X3 ozr; 0Xy Or; 0Xo Or; 0Xs
J, = | 922 0Oz Oxz | _ gery ez} gery —
1 6X1 8X2 8X3 8X1 8X2 8X3
Ozs  Odz3 Oz Jxz dxy dwy
0X1 00Xy 0X3 0X1 0Xo 0X3
Ouvi Oz Qv | Oz Ow | Oxy
o 0X o 0X o 0X
B xl&rg 1 xla:pg 2 3018302 3 B 8?)1 7
- 0X 0X 0X _ :
8:p31 8:1:32 8:):3? 8xl
90X, Xy X3
Analog, deducem
81}2
Jo=—=J,
81’2
81)3
J3=—=J
aZL'g
Asadar,
. 81)1 8?12 81)3 .
J = J + J+ J = Jdivw.
89171 8[E2 8953
O
Din (10) si (11) rezulta (9).
Deducem
p+pdive =0, (12)

sau explicit,

o Ovy D
p(:z:,t)+p(a:,t)(aill + 8;’; + a:) =0 VzeQ,t>0.

Numim (12) principiul conservarii masei in coordonate spatiale.

Principiul lui Cauchy
In mecanic actiunile se traduc prin forte. Suntem interesati aici de fortele care

actioneaza asupra unui subsistem material P.
Intr-o configuratie deformata, la un moment oarecare ¢ > 0, avem
e actiuni de contact (sau forte de suprafatd) care sunt actiunile ce se exercita
pe Jw; din partea sistemului M\P (M fiind corpul in intregime);
e actiuni la distanta.
Ca sa scriem ecuatia de migcare a lui P va trebui ca actiunile lui M\P asupra lui
P, actiuni de contact pe suprafata dw;, sa le traducem prin forte de contact pe Owy.

Facand aceasta operatie, in ecuatiile de migcare ale lui P vom introduce aceste forte

si vom face abstractie de prezenta lui M\P.
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Principiul lui Cauchy: Exista o distributie de forte T pe suprafata Ow; a caror
actiune asupra lui P este echivalenta cu actiunea lui M\P. In plus, vectorul T este
acelagi pentru toate suprafetele de aceeasi orientare si de acelasi plan tangent in «.

Pe suprafata dw;, pentru un moment dat ¢ > 0, 7 va depinde de punctul curent.
Intr-un punct dat x si pentru un moment dat ¢, 7 va depinde de suprafata ce trece prin
acel punct. Dependenta de suprafata se traduce prin dependenta de versorul normal
v.

In concluzie, putem scrie

T=T1(x,V,1).
Vectorul T se numeste vectorul tensiune Cauchy.

Actiunea lui M\P asupra lui P este un camp absolut continuu de suprafata. Astfel,

/ Tda.
Owt

Actiunile la distanta sunt functiile absolut continue de masa, in timp ce fortele

aceasta actiune (totald) se va scrie

electromagnetice vor fi functii absolut continue de volum. Actiunea totala care se
exercita asupra lui P in configuratia w; va fi

/ pbdv.

unde p b reprezinta forta pe unitatea de volum.

Notam ca in general b = b(x,t). Daca b nu depinde explicit de ¢, campul se va
numi stationar, iar daca b nu depinde de x, se va numi omogen. Un exemplu de camp
omogen este b = g (campul gravitational). Pentru a simplifica scrierea vom nota
F=npb

Rezumand, un corp M, care la momentul dat ¢ > 0 se gaseste in configuratia
deformata €);, este supus la urmatoarele tipuri de forte:

e forte volumice: de densitate f(-,t) : Q; — R3;
e forte externe de suprafatd: de densitate h(-,t) : 9Q; — R3;
o forte de suprafatd: de densitate 7(-,-,t) : Q x S — R3,
unde
S={v e R}y =1} (13)

Daca x € 0f); iar v coincide cu vectorul normalei exterioare la €); In x, atunci

T(x,v,t) = h(x,t).

Principiul variatiei impulsului

58



Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Impulsul subsistemului material P se defineste prin formula

H(P):/Pvdm:/wtpvdv. (14)

Principiul variatiei impulsului: pentru orice subsistem P, in orice configuratie a
sa wy, derivata impulsului in raport cu timpul este egala cu rezultanta fortelor care
actioneaza asupra subsistemului, adica

d
— pvdv:/ fdv—i—/ Tda. (15)
dt wt wt Owy

/padv:/ fdv+/ Tda. (16)
wt wt Owy

d d
%/wtp'vdv = E/wpdeV

= /(pvJ + paJ + pv diveJ)dV

Notam ca (15) implica

Intr-adevar,

= /[(P + pdivo)vJ + paJ]|dV.

Utilizand principiul conservarii masei in coordonate spatiale deducem ca

% pvdv:/paJdV:/ pa dv.

Principiul variatiei momentului cinetic

Momentul cinetic al subsistemului P in raport cu un pol O se definegte prin formula

Ko(P) = / x x vdm :/ x X vpdv.
P Wt

Principiul variatier momentului cinetic: pentru orice subsistem P, in orice configuratie
a sa wy, derivata momentului cinetic, calculat in raport cu un pol O, este egala cu mo-
mentul rezultant al fortelor care actioneaza asupra subsistemului, calculat in raport

cu acelasi pol O, adica

% prvdv:/ a:><7da+/ x X fdv. (17)
wi Owy wt

Relatia (17) implica

/mxpadv:/ w><7'da+/a:><fdv. (18)
Wt 8&),5 Wt
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Intr-adevir:

— X d
o M:I; pvdv

= x X pvJdV
:/(d:vaJ—i-a:xpvJ+pri)J+a:vadivvJ)dV
:/[vxpvj+m>< (p+ pdivo)v] +x x paJ|dV

:/praJdV

:/:cxpadv.

Pe componente, (18) se scrie cu ajutorul simbolului lui Ricci astfel,

/ €ijk T pag dv = / €ijk Tj T da + / €ijk T fr dv,
wt 6wt Wt

pentru fiecare i € {1, 2, 3}.

(19)
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Tematica: Ecuatiile Cauchy, conditii la limita, legi de comportament
Un prim obiectiv este scrierea ecuatiilor care modeleaza migcarea unui solid defor-

mabil. Prezentam in cele ce urmeaza o teoreméa fundamentala.

Teorema 1. (Teorema lui Cauchy) Pentru fiecaret > 0, admitem cd p(-,t) : Q; — R,
a(,t) : Q — R® si £(-,t) : Q — R® sunt functii continue iar T(-,-,t) : Q X S —
R3, 7 = 7(x,v,t) este functie de clasd C' in raport cu x pentru oricare v € S si
continud in raport cu v pentru oricare x € €.

Atunci ezista T(-,t) : Q; — M3 de clasd C' (M3 fiind mulfimea matricilor pdtratice

de ordin 3, cu componente reale) astfel incat

T(xz,v,t)=T(x,t)v v eSt>0 (1)
pa=divT +f xecQt>0 (2)
T(x,t) =T (x,t) xcQt>0, (3)

unde S este multimea definitd in (13).

DEMONSTRATIE. Fie t > 0,2 € {; si v € S (de componente v; > 0). Consideram
tetraedrul 7T} din Figura 3.1, @ fiind vectori de versori e;, i € {1,2,3}.

Introducem urmatoarele notatii:

(55283) = Fy; ariaF) = ay,

(SS5351) = Fy; aria Fy = ay,

(85153) = F3; aria F3 = as,

S, S,
Ficura 10. Tetraedrul 7;
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(515253) = F; aria ' = a.
Notam ca
a; =va Vi€ {l1,2,3}.
intr—adevér, cu argumente elementare de geometrie obtinem rapid, de exemplu ca
as = V3a.
Pentru aceasta scriem

/
az = aria(SS152) = 155 |15152] \-2|5152|7

!
. S35 |-|S1S
a= arla(535132) — 1535|1518 ‘2| L 2‘,

unde S’ este proiectia lui S pe 5153, si de aici, a3 = e3 - va = 13a, e fiind versorul
—
vectorului SS3 gi in acelasi timp versorul axei 0X3. Analog pentru i € {1, 2}.
Utilizand (16) pentru w; = T} cu

8E:F1UF2UF3UF,

vom avea, pe componente
/ (pas(@,t) — fi(x, t))dv = / (@0, 1)da (@)
T, oT;
unde § = —e; pentru Fj, j € {1,2,3} si 0 = v pentru F.
Exista y,; € I astfel incat

1
—/ Ti(x, v, t)da = 7;(y;, v, t)
F

a
§i existd y,; € Fj astfel incat

1
— Ti(m,—ej,t)da = Ti(yij,—ej,t).
aj JF,
Prin urmare,
3
/ 7i(e,0,t)da = (aria F)7i(y, v,t) + Y _(aria F))7i(y,;, —e;.t).
Utilizand (4) rezulta
3
| (este,t) = fila,t)dv = (mlyv.t) + 3 vimly, e ) aria P
T; j=1
si de aici deducem
Ti(y,, v, t) + 2?21 viTi(yi;, —ej, t)|(aria F) < (5)
< supzer,|p(z,t)ai(z,t) — fi(z,t)| vol(T).
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Reamintim aici ca v este arbitrar fixat (cu v; > 0). Facem sa tinda varfurile Sy la
S (caz in care y, si y,; tind la x),
vol(T,)  ASEBRNARE g5 (5,5,8,)) .
= = — d S, — S, ke{l,2,3}.
aria F aria F’ 3 0, cand S = S,k € {1,2, 3}
Trecand la limita S, — S,k € {1,2,3}, din (5) rezulta

3
(@,v,t) + > 7@, —e;,t)y; =0 Vie{1,2,3}
7j=1
sau, vectorial
3
T(x, v, t) + ZT(w e, t)v;=0 (6)
j=1

Din (6) rezulta imediat
T(x,v,t) = —7(x,—ey, t)v) — T(x, —ey, )1y — T(x, —e3, t)Vs. (7)

In (7) trecem la limitd v — ey si obtinem

T(x, e, t) = —1(x, —ey,t).
Analog, obtinem
T(x,es,t) = —7(x, —ey, t)
si
T(x,es, t) = —71(x, —es, t).
Asadar,
T(x,e5,t) = —7(x, —e;,t) Vje{1,2,3}. (8)
Din (6) si (8) rezulta
T(x,v,t) = 7(x, €;,t)v; 9)
sau pe componente
Ti(x, v, t) = 7,(x, e, t)v;. (10)

Definim T5;(-,t) : €, — R astfel incat
Tij(x,t) = 1;(x,e;,t) Vet >0,Vi,5€{1,23} (11)
Utilizand (10) si (11) rezulta
Ti(x,v,t) = T;;(x, t)v; Vie{1,2,3}. (12)

Din (12) rezulta (1).
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Pentru a demonstra (2) vom utiliza (1) gi (16). Intr-adevir, din (16) deducem

/m(pa — f)dv = /&Ut rda.

Utilizand acum (1) si formula Gauss-Ostrogradski obtinem

/ (pa— f)dv = T(x,t)vda :/ div Tdv.
Wt awt

Wt

imediat

Cum w; subdomeniu arbitrar in €; deducem (2) care reprezinta ecuatiile de miscare
in configuratia deformata.

Pentru a demonstra simetria tensorului T' vom utiliza (19). Intr-adevir, din (19)
deducem imediat

/ €ikTi(par — fi)dv :/ €11 T Trda.
wt

Owy
In plus, utilizand (2), obtinem

/Eijkl’kam7md’U—/ GiijCkanl/nda.
wt 8wt

Utilizand formula Gauss-Ostrogradski putem scrie

/ Eijkﬂijkm,mdUZ/ €iik(TjnTin + T Tenn)dv
wi

wt

iar de aici

/eijkijkm,mdv:/ Eijk5jnTkndU+/ €ijk%j Tenndv.
Wt Wt

wt

Deducem agadar ca

/ Eijkajd’U = 0.

Cum w; subdomeniu arbitrar in €2;, deducem imediat
eli; =0 Vie{l,2,3}. (13)

Pentru z =1,

€123132 + €132793 = 0 = T39 = To3.
Pentru ¢ = 2,

€931113 + €213131 = 0 = T3 = T5;.
Pentru ¢ = 3,

€z12121 + €321712 = 0 = To1 = Tha.

Asgadar, T este tensor simetric. O
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Teorema lui Cauchy stabilegte in primul rand faptul ca vectorul tensiune al lui
Cauchy depinde liniar de v. Apoi, pune 1n evidenta pentru orice & € €); si orice t > 0
tensorul simetric T'(x,t) care se numeste tensorul tensiune al lui Cauchy.

Teorema lui Cauchy furnizeaza de asemenea ecuatiile de miscare in configuratie
deformata. Aceste ecuatii nu sunt insa utilizabile pentru a calcula miscarea x caci
ele se scriu in variabile Euler & = (x1, 29, 23) care reprezinta de fapt necunoscuta
problemei (x = x(X,t)). Pentru aceasta, se impune scrierea ecuatiilor de migcare in
configuratia de referinta. Acest lucru se va realiza In continuare, prin introducerea a
doi tensori Piola - Kirchhoff.

Tensorii Piola-Kirchhoff
Pornind de la tensorul tensiune al lui Chauchy T si utilizand gradientul deformatiei

F', construim urmatorul tensor numit primul tensor Piola - Kirchhoff

S=JTF 7"

S(X.t) = J(X, )T (\(X, 1), ) F (X 1), (14)
unde J = det F.
Deoarece F~7 noteaza (F~')T, putem scrie (14) pe componente dupa cum ur-
meaza,
Sij = JT(F 1) Vi,j € {1,2,3}. (15)
Notam aici faptul ca
DivS = JdivT, (16)
sau, pe componente,
gif]: = J%Zj Vi e {1,2,3}. (17)

Introducem notatia urmatoare

Fo=JF.
fO(th) = J<X7t)f(X(th)vt>‘

inmulgind cu J ecuatiile de migcare Cauchy in configuratia deformata si utilizand

(16), precum si principiul conservarii masei in configuratie nedeformata, (8), deducem
DivS+ fo=poa in Qx(0,00) (18)

unde f, = JFf.
Primul tensor Piola - Kirchhoff nu este simetric. Se impune introducerea unui nou

tensor, al doilea tensor Piola - Kirchoff, care se va dovedi a fi simetric.
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Pornind de la primul tensor Piola - Kirchhoff S si utilizand tensorul gradient al
deformatiei F', construim acum tensorul numit al doilea tensor Piola - Kirchhoff:

II=F'S;

IM(X,t) = F1(X,t)S(X,1). (19)
Pe componente, (19) se scrie astfel:
IL; = (F S, 4,5 €{1,2,3}. (20)
Al doilea tensor Piola- Kirchhoff este simetric. Intr-adevir,
N=F'S=F'"JTF"=JF'TF "
si
n" = (JF'TF N = J(F T (F 1.
Cum T = T" iar (F~1)" = F~', deducem
Im=11".
Din (19) rezulta imediat
S = FIIL (21)
Combinand (18) si (21) rezulta
Div(FII)+ fo=poa n 2 x(0,00), (22)

care reprezinta ecuatiile de miscare in configuratia nedeformata.

Suntem interesati acum sa scriem ecuatiile de migcare in ipoteza micilor deformatii

(20), caz in care

H=00), F=I1:+0(), F'=I;—H=1I;+0(),
FT=I34+0(0), J=1+0().

Admitem 1n plus in cele ce urmeaza ca
T = O(9). (24)
Utilizand acum (23) si (14), obtinem
S=JTF " =(1+0(0)T(Is+ O(9)).

(23)

Asadar,
S =T(I3+ O(5) + O(5?)). (25)
Din (24) si (25) deducem
S=T. (26)
De asemenea (19) si (23) implica
IM=F'S=(I;+0())S. (27)
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Cum din (26) si (24) deducem
S = 0(0),
si utilizand (27), rezulta imediat ca
Imr==s. (28)
In concluzie, in teoria liniarizati nu se mai face distinctie intre tensorii T', S, IT (T =
S =1I).
Introducem urmatoarea notatie:

o=S=11=T,;

o (X, 1) = S(X, 1) = TIX 1) = T(x(X,1),£) Va € QVt>0. (29)

Notam cid o = o”. Tensorul o se va numi tensorul tensiune Cauchy in teoria

liniarizatd.

Ecuatiile Cauchy
Fie T > 0. Suntem interesati s& descriem evolutia unui solid deformabil in intervalul

[0,T]. Pentru aceasta, consideram ecuatia vectoriala
Dive + fo=potr In Qx (0,7), (30)
in care
u:Qx[0,7T] >R s o:Qx][0,7] —Ss
reprezinta necunoscutele problemei, iar
P =R, si f,:Qx[0,T] - R

reprezinta datele problemei.

Ecuatia (30) a fost scrisa pe domeniul €2 care este fix si cunoscut. Daca dorim sa
cunoagtem geometria structurii deformate vom utiliza relatia de definitie a vectorului
deplasare

r=X+u(X,t) Vvt>0.

Pentru a usura scrierea vom nota in continuare prin @ = (1, s, z3) coordonatele
unei particule in configuratia de referinta si vom omite indicele 0 la pg si f,.

Astfel, in cele ce urmeaza (30) se va scrie astfel

Dive+f=pu in Qx(0,7). (31)

Procesele de evolutie modelate prin (31) se numesc procese dinamice.
Daca v = 0, procesele modelate prin

Dive +f =0 (32)
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X1

FiGurA 11. Domeniul €2 si o partitie a frontierei sale

se numesc procese statice.

Daca wu variaza lent in timp, astfel incat termenul pu poate fi neglijat, procesele
modelate prin (32) se numesc procese cvasistatice.

Ecuatia (31) se numeste ecuatia de miscare Cauchy iar (32) se numeste ecuatie de
echilibru Cauchy.

Conditii la limita
Fie T" frontiera lui Q si v = v(x) versorul normalei exterioare la I' in punctul .
Fie de asemenea o partitie a lui I, T =Ty ULy, Iy N Ty = 0, ca in Figura 3.2.

Consideram urmatoarele conditii:

u = g pe T x(0,7); (33)
ov = h pe Ty x (0,7). (34)

Conditia (33) se numeste conditie la limita in deplasari: campul deplasare u are
valoare impusa pe portiunea I'; a frontierei ', functia g : Ty x (0,7) — R? fiind data
a problemei.

Conditia (34) se numeste conditie la limita in tractiuni: vectorul tensiune Cauchy
oV este prescris pe portiunea I'y a frontierei T, functia b : Ty x (0,T) — R3 fiind data
a problemei.

Daca I'y = () problema la limita se va numi problemd in tractiuni (purd) iar daca
[y = () problema la limita se va numi problema in deplasari (pura). Daca T'y # 0 si
I'; # 0, atunci problema considerata este o problema mixta.

Pe frontiera pot fi considerate si alte tipuri de conditii la limita: conditii de contact
unilateral sau bilateral cu o fundatie rigida sau deformabila, contactul putandu-se mo-
dela cu sau fara frecare. Lucrarea de fata se limiteaza la conditiile pe frontiera clasice,
dar pentru cititorul interesat si de alte tipuri de conditii la limita facem trimitere la
monografiile (31, 32, 34, 35].
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B

0

F1iGUuRrRA 12. Bara supusa la incercari experimentale

Legi de comportament Ecuatia (31) este insuficienta pentru a descrie evolutia
unui solid deformabil. Pe de o parte, din punct de vedere matematic, este clar ca din 3
ecuatii scalare nu putem determina 9 necunoscute: uy, us, U3, 011, 012, 013, O29, 023, 033.
Pe de alta parte, din punct de vedere fizic, remarcam faptul ca ecuatia (31) este
consecinta a unor principii general valabile pentru mediile continue si, prin urmare,
daca ecuatia (31) ar fi suficienta pentru a descrie migcarea unui anumit mediu continuu,
ar insemna ca toate corpurile au acelagi comportament indiferent de tipul de material
din care sunt confectionate. Trebuie agadar, ca ecuatiei (31) sa i se alature o ecuatie
care sa descrie ceea ce este propriu fiecarui tip de material din care este confectionat
corpul: legea de comportament.

O lege de comportament ( sau lege constitutivd) este in general o relatie intre
tensorul tensiune o, tensorul deformatiilor infinitezimale e si derivatele lor temporale
osie.

Legile de comportament se scriu in general pe baza unor observatii experimentale.
O serie intreaga de incercari se realizeaza pentru a se scrie o lege de comportament:
incercari de Incarcare-monotona, incercari de relaxare, fluaj, incercari de incarcare-
descarcare, incercari pe care le vom prezenta pe scurt, in ceea ce urmeaza.

Sa consideram o bara de sectiune cu aria S, lungime [, careia i se aplica o forta
F = F(t) la una din extremitati, in timp ce cealaltd extremitate ramane fixa; a se
vedea Figura 3.3.

Se masoara alungirea bazei | = [(t) si se definesc:

e(t) = l(t)——lo sio(t)=——=. (35)

lo

e Incdrcarea monotond Se creste progresiv forta si se masoara [. Se calculeaza
o si € g1 se deseneaza curba o = o(g). Pot apare situatiile din Figura 3.4.

e Fluajul Se incepe cu o incercare de incarcare monotona astfel incat la un

moment ¢ (pe care in continuare il vom considera moment initial) avem

o(0) =09, €(0)=¢9, F(0)=F,.
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o o
==
€ €
o (0
I3 €

F1GURA 13. Incarcare monotona

o o 0'/

FicUuraA 14. Fluaj

o o 0!

FIGURA 15. Relaxare

De acum F' se mentine constanta (F = Fp). Observam ca o va ramane
constant pentru ¢ > 0. In general, € creste in timp: este fluajul. Pot apare
situatiile din Figura 3.5.

Relazarea Ca si la fluaj se incepe cu o incercare de incarcare monotona astfel
incat la un moment ¢ (pe care il vom presupune in continuare moment initial)

avell:
O'(O) = 0y, 8(0) = &9-

Mentinem de aceasta data deformatia constanta in timp. In general se con-
stata ca tensiunile scad in timp: este relaxarea; a se vedea Figura 3.6.
Incarcare-descarcare Se actioneaza cu o forta F' crescatoare pana la un mo-

ment dat, apoi forta F' descreste la zero. Aceasta incercare permite punerea in
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V4

€ €

FIGURA 16. Incarcare-descarcare

evidenta a comportamentului elastic sau plastic. Daca curbele de incarcare-
descarcare o = o(e) coincid, mediul se numeste elastic; in caz contrar el este
plastic si dupa descarcare completa se evidentiaza o deformatie reziduala.
Prin urmare, materialele plastice sunt caracterizate printr-o descompunere a
deformatiei € intr-o parte elastica (reversibila) € si o parte plasticd (ireversi-

bila) eP. Altfel spus, putem scrie
g=c¢c"+ e

Este posibil ca anelasticitatea materialului sa se manifeste de la un anumit
prag numit limita de proportionalitate; daca acest prag este fix, mediul se
numeste perfect plastic; daca acest prag variaza, se produce ecruisaj; a se

vedea Figura 3.7

Legile de comportament se scriu astfel incat, in dimensiunea 1 sa fie descrise fe-
nomenele puse in evidenta prin incercari experimentale cum ar fi cele patru incercari

prezentate anterior.

In prezenta lucrare sunt puse in discutie numai legile de comportament care cores-
pund materialelor liniar elastice, caz in care tensorul tensiune este o functie liniara de

tensorul deformatiilor infinitezimale e,
o=Fle). (36)

In cazul unu-dimensional, legea (36) poate modela anumite proprietati puse in
evidenta prin incercari experimentale de incarcare-descarcare cum ar fi de exemplu,
liniaritatea curbei o = o(e).

Relaxarea gi fluajul insa nu pot fi descrise de legea (36). Intr-adevar, sa ne plasam
in cazul unu-dimensional; daca de exemplu la momentul ¢ = 0 avem €(0) = ¢q si

>

mentinem deformatia constanta

e(t)=e Vt>0
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rezultd ca
o(t)=F(g9) Vt>O0.

Prin urmare, modelul (36) nu poate descrie fenomenul de relaxare pus in evidenta
prin incercari experimentale. Un comentariu similar se poate face pentru fenomenul
de fluaj.

De asemenea, pentru ecuatia (36), in cazul unu-dimensional, curbele incarcare-
descércare o = o(e) coincid. Deci, acest model nu poate descrie deformatiile reziduale.

Cititorul interesat de alte legi de comportament decat cele elastice (36), poate
consulta de exemplu [10, 31, 32].

In general, functia F din (36) depinde de punctul & € Q (2 fiind domeniul din R?
ocupat de corp),

o(x,t) = F(x, e(x,t)) Ve t>0.

Daca F' nu depinde explicit de @, mediul se numeste omogen. In caz contrar, el se
numeste neomogen.

In elasticitatea liniard o este o functie liniara de e, adica
o=~E&e¢ (Uij = gijkhgkh) (37)

unde € = (&;;xn) este un tensor de ordin patru, adica o aplicatie liniara de la spatiul
vectorial al tensorilor cartezieni de ordinul doi in el insusi. Componentele sale &;jip,
se numesc coeficienti elastici si sunt independente de tensorul deformatie. In cazul
neomogen, &;jx, depind de & € € si in cazul omogen, &, sunt constante.

Legea lui Hooke. In teoria clasica a elasticitatii nu sunt vizate materialele liniar
elastice in toata generalitatea lor, considerandu-se cazul omogen si izotrop. Un mediu
continuu se numeste izotrop daca are aceleasi proprietati in orice directie in jurul unui
punct arbitrar fixat. Matematic, proprietatea de izotropie se traduce astfel: daca

deformatiei € 1i corespunde tensiunea o,
045 = gijk:hskha

atunci deformatiei

e =QeQ",
unde Q este o matrice de schimbare de repere ortogonale
QR =Q"Q =1I;,
1i va corespunde tensiunea
o' = Qo).
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Legat de proprietatea de izotropie a unui material vom demonstra urmatoarea

teorema.

Teorema 2. Daca un material este liniar elastic si izotrop atunci functia scalara
w(e) definita prin
w(e) = 0ij€ij = EijknErnci
satisface
w(QeQ') = w(e), YQ matrice ortogonald.

DEMONSTRATIE. Cum materialul este izotrop, putem scrie:
o=E& o =QoQT; ¢ =0QQ;, o =E&¢.
Rezulta asadar
w(QeQ") = w(e') =tr(o’e) = tr(QoQ"QeQ")
= tr(QoeQ") = QikOimemjQrj = QitQrjTimEmj = 0ijTimEm;
= OimEmi = 0,j€ij = tr(oe)

= w(e).

Functia scalara w = w(e) definité in (38) se numeste functie izotropa.

Teorema 3. Daca w(e) este functie izotropa §i forma patratica in raport cu €, atunci
ea se scrie astfel

w(e) = A(tr(e))® + Btr(e?), (38)
A si B fiind scalari independenti de €.

DEMONSTRATIE.
w(e) = w(QeQ”) VQ matrice ortogonala

Cum € este un tensor simetric, el poseda trei valori proprii reale ey, &7, €777 i trei
directii principale vy, vyr, vy, care se pot alege ortogonale doua cate doua. In acest
reper principal, € se scrie
Er 0 0
Ep = 0 ¢ II 0
0 0 e

Fie Q matricea de trecere de la baza {ey, e, e3} la baza {vy, v, v}

w(e) = w(QeQ") = w(ey).
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Rezulta ca w(e) depinde doar de e7,e;7,e77; si aceasta dependenta este simetrica in
raport cu cele 3 argumente. Tinand cont si de faptul ca w(e) este forma patratica in
raport cu g, rezulta ca w arata astfel

w(e) = A'(e3+ &2, +e3,;) + 2B (ererr + e + €16111)

unde A’ si B’ sunt constante. Avem de asemenea
6% + 5%[ + 5%11 - tr(€2),
2(eremr +erenr + e1111) = (tre)? — tr(e?),

de unde rezulta imediat (38) schimband notatiile constantelor. U

Presupunem ca
Eijkh = Eknij = Ejikn.-
Exista in elasticitatea liniarizaté o energie interna (de deformatie)
1
€= —Sijkhgkhé‘ij
2p0

astfel ca

Oe
85” ’
Cum w(e) = e este functie izotropa si forma patratica in raport cu €, utilizand teorema

Oij = Po

anterioara, deducem

1
_gijkhgkh&‘j = A(tT€>2 + Bt?“(€2)
2po

sau echivalent
O-ijgij = 2p0[A<tT€)6ij5ij + BEZ‘inj].

Rezulta de aici urmatoarea expresie pentru componenta ¢ a tensorului tensiune

045 = po[?A(tT&')(Sij + QBZEZ‘]'],
sau schimband notatiile
g = )\(tT €)I3 + 2,uz=: (Uij = )\(tra)5,-j + 2/118”) (39)

Legea (39) este cunoscuta sub numele de legea lui Hooke. Coeficientii A si p se
numesc coeficientii lur Lamé. Daca materialul este presupus omogen, acesti coeficienti
sunt independenti de .

Se constata ca in cazul izotrop avem numai doi coeficienti elastici independenti, in
loc de 21 de coeficienti &y, In cazul anizotrop oarecare.

Acesti coeficienti &), se exprima in functie de A si p prin relatia urmatoare

Eijkh = N0ijOn + p(0i0jn + 0indji), 1,4, k,h € {1,2,3}.
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aiin = A+ 21 a1 = A aszip = A Q1212 = MW
a2 = 0 a2212 = 0 asszi2 = 0 a1213 = 0
a1113 = 0 ag213 = 0 asz13 = 0 1223 = 0
ai122 = 0 a2 = A+ 211 agzaz = 0 a1323 = 0
a1123 = 0 (2223 = 0 agso3 = 0 o323 = 0
a1133 =0 (2233 = A asgzz = A+ 21 a3z = p.

Legea lui Hooke inversata. Formula (39) indica dependenta tensorului tensiune
de tensorul deformatiilor infinitezimale €. Ne propunem acum sa exprimam tensorul
deformatiilor infinitezimale in functie de tensorul tensiune o .

Utilizand urma unui tensor, deducem din (39)

tro = 3\tre 4+ 2utre.

De aici rezulta imediat

tre = mt'r’a. (40)
Utilizand (39) si (40) deducem acum formula urmatoare
1 A
sau tensorial,
€= ! A I;. (41)

_o’ _———————
24 20(3X + 2p)
Relatia deformatie-tensiune (41) poarta numele de Legea lui Hooke inversata.

Ecuatiile Navier-Lamé. Dupa cum vazut, pentru materiale liniar elastice, omo-

gene si izotrope, tensorul tensiune al lui Cauchy se scrie pe componente

0ij = A(tre)dij + 2pue;; Vi,j e {1,2,3}.
Utilizand relatiile geometrice,
1
eij = 5 (uij + uj;) Vi, j € {1,2,3},

deducem
Oij = M k0ij + (i j + wjg).
Calculul divergentei tensorului tensiune o conduce la forma urmatoare a componentei
¢ a vectorului Dive :
Oijg = NipjOij + p(Uigj + Ujiz)
= MUpi + Pk + filij;
= (A p)(ugr) i + plu;.
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Asgadar, ecuatiile de echilibru se scriu

()\—iru)ai(divu)nLuAui—l—fi =0 Vi e {1,2,3}.
Ecuatiile scalare anterioare, se scriu restrans sub forma vectoriala astfel
(A + p) grad(divu) + pAu + f = 0. (42)
Ecuatiile de migcare ale lui Cauchy se scriu in acest caz
(A + M@ii (divw) + pAu; + fi = pii; Vi e {1,2,3},
iar vectorial,
(A + p) grad(divu) + pAu + f = pi. (43)

Ecuatia vectoriala (42) se numeste ecuatia Navieriar ecuatia vectoriala (43) se numeste
ecuatia Lamé.
Ecuatia lui Navier este utila atunci cand se stie ca vectorul deplasare cautat este

cu rotational nul, adica
rotrotu = 0. (44)

Reamintim aici formula
rot rot u = grad(divu) — Aw. (45)
Din (42) si (45) deducem urmatoarea forma pentru ecuatia lui Navier,
(A +2u) grad(divu) — protrotu + f = 0. (46)
Daca vectorul deplasare u cautat este cu rotational nul, (46) se reduce la
(A4 2u) grad(divu) + f = 0, (47)
care implica
rot f=0
si, prin urmare, f deriva dintr-un potential, adica
f = —grad¢.
Ecuatia (47) devine in acest caz
grad((A + 2p) divu) — grad ¢ = 0,
ecuatie ce admite urmatoarea integrala prima
(A +2p) divu — ¢ = const.,

ceea ce In general simplifica cautarea lui u.
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Ecuatiile Beltrami-Michell. Contrar actiunii anterioare, de eliminare a tensiu-
nilor in vederea determinarii deplasarilor, ne propunem acum sa cautam direct tensorul
tensiune. Tensorul tensiune trebuie sa satisfaca ecuatiile de migcare (sau de echilibru)
si conditiile la limita In tensiuni. Unui astfel de tensor tensiune, (o;;), ii putem asocia

un tensor e de componente
1+v v
€ij = TO'Z']' — E('[JTU)(S” (48)
Acest tensor de ordinul 2, e = (e;;), este un tensor al deformatiilor liniarizate numai
daca 1i putem asocia un vector deplasare u = (u;) astfel incat
1 aul 8’&]'
€ = — —+ >:€Zu 49
J 2<a£€j 89@ ]( ) ( )

Potrivit conditiilor de compatibilitate Saint-Venant, acest lucru este posibil daca

si numai daca
€ipg€irsCprgs = 0 Vi, j € {1,2,3}. (50)
Ne propunem acum sa exprimam aceste conditii de compatibilitate in functie de
tensorul tesiune. Este suficient sa inlocuim in (50) e;; prin expresia (48) obtinand,

1+v v
€ipq€irsCpr,gs = E €ipq€irsOpr,qs — Eeipqejrsamn,qs(spr' (51)

Deducem astfel ecuatiile Beltrami-Michell (ecuatii de compatibilitate in tensiuni),
(1 + ) €ipg€jrsTprgs — VEipg€irsTmm,qs0qr = 0.
Observam ca
(L4 v)(0ijk + Okiij — Citjk — Tjkyit) =
V[Umm,kl(sij + Jnﬂn,z’j(skrl - Umm,jkéil - Umm,il(sjk]'
Daca k = [, atunci,

(L4 v)(0ij ek + Okkij — Tik,jk — Ojksik)
= V[O'mm,kkéij + Umm,ijékk - O-mm,jk(sik - O'mm,ik(sjk]

iar de aici, deducem
(14 v)[0ijkk + Okkij — Tikjk — Tjkiik) = V[Tmm kk0ij + Cmm.ij)-

Utilizand ecuatiile de echilibru, obtinem
v
1+v

Oijkk + Okkyij + fij + fii = O mm,kk0ij

1+v
sau, echivalent

v
AN 1 Okkis H—VAUmm5ij = —(fij + fi4)-
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Modele simplificate

Modelul deformatiilor plane. Daca intr-un corp elastic, omogen si izotrop, de
forma cilindrica, a se vedea Figura 3.8, cu generatoarele paralele cu axa Oxjs, vectorul

deplasare are componentele de urmatoarea forma,
Uy =U1($1,$2), UQ:U/Q(xl,xQ), U3:O,

atunci, tensorul deformatiilor infinitezimale are urméatoarele componente:

O Ou,

= — = O
22 8:62’ €33 )
o=~ (oL Ouz

2 2 (91'2 (91'1

Tensorul € de componente (1) se numeste tensorul deformatiilor plane. Pentru ma-

€11 = , €
ox

), €23 =c¢3 =0.

teriale elastice, omogene si izotrope, tensorul tensiune Cauchy are urmatoarea forma,

011 021 0

o = o021 02 0 )
0 0 033
unde 0,5 = A(tr€)dup + 2pucas, o, f € {1,2}. Cum
14+v v
0= €33 — E 033 — E(tra)égg,

deducem
(14 v)oss — v(o11 + 092 + 033) =0,

oz

FicguraA 17. Modelul plan
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iar de aici
033 = V(011 + 022). (2)

Fie € o sectiune dreapta oarecare a lui B. Problema in acest caz revine la a rezolva o
problema de elasticitate bidimensionala

Ua/g,g—i-fa =0 in QcR? a,f € {1,2}
(Py) 1 Oap = Aeyy0ap + 2003 In Q a, € {1,2}
conditii la limita pe Of.

Necunoscutele acestei probleme sunt:

011,012,021, 022, €11, €12, €21, €22, U1, U2. (3)
Dupa rezolvarea problemei Py, o33 se determina, folosind (2).
Modelul tensiunilor plane. Prin definitie, un tensor cartezian de ordin doi se
numeste camp de tensiuni plane daca are forma urmatoare

011(3?1,952) 012(3317552) 0
o = 012(1’1,5172) 022(1‘1,352) 0

0 0 0

Admitand ca lucram cu un corp liniar elastic si izotrop, utilizand legea lui Hooke,

Oag = )\(811 + €99 + 633)(5a§ + 2,u€a,3, VOé, 5 € {1, 2} (4)
0 = e93 = €13, (5)
0 = A(e11 + €92 + €33) + 2uess. (6)
Din (6) rezulta
= — ) 7
€33 Nt 2 (€11 +€22) (7)
Utilizand (7) putem rescrie (4) astfel
Oap = N€yy00p + 2UE0p, (8)
unde
P2
oA+ 2u
In acest caz problema la limita se scrie astfel.
Oap,g + fa=0 in
(Pr) 1§ Tap = Neyy0ap + 21Eqp In 2
conditii la limita pe 0f)

iar £33 se determina cu (7).
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FicuraA 18. Modelul antiplan

Remarca 1. Din punct de vedere matematic, problemele de tensiuni plane si cele
de deformatii plane sunt de aceeasi natura. De aceea, in Capitolul 4, vom intelege
prin problemd pland urmatoarea problema la limta

Dive+f=0 1n

(P):{ o =Ce(u) in €

conditii la limita pe 09,
fara a mai face distinctie intre cazul deformatiilor plane si cel al tensiunilor
plane. Odata determinata solutia problemei (P), (uy,us, 011,012,091, 092), in cazul
deformatiilor plane o33 se determina cu (2) iar in cazul tensiunilor plane £33 se deter-

mina cu (7.)

Modelul antiplan. Fie un corp care ocupa un domeniu cilindric B C R3, rapor-
tat la un sistem cartezian ortogonal Oxixor3; a se vedea Figura 3.9. Cosideram ca
generatoarele sunt paralele cu axa Ox3 si vom nota prin {2 domeniul marginit al lui
R? care reprezinta sectiunea transversald a cilindrului. Presupunem ci cilindrul este
suficient de lung pentru a putea neglija efectul fortelor aplicate la capete; astfel putem
considera B = Q x (—00,00). Fie I' = 0. Presupunem ca frontiera I' este neteda
si consideram o partitie in trei zone masurabile I'y, I's si I'3, astfel incat mesI'; > 0.
Notam cu v versorul normalei exterioare la I". Studiem starea de deformatie a corpului
material datorata fortelor volumice de densitate f si fortelor de tractiune de densitate
£, stiind ca pe I'; x (—o0, 00) cilindrul este incastrat intr-o structura fixa. Admitem
ipoteza micilor deformatii si presupunem ca densitatea fortelor volumice si densitatea

tractiunilor au urmatoarea forma particulara.

-f() = (O, 07 fo) cu fo = f[)(l’l, 5(72) 00— R, (9)

f2 = (0,0, fg) cu f2 = fg([Bl,LEg) . FQ — R. (10)

Admitand aceasta incarcare particulara, vectorul deplasare este de forma

u=(0,0,u) cuu=u(xy,zt): Q2x[0,T] =R, (11)
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astfel ca, tensorul deformatiilor infinitezimale are urmatoarea expresie
0 0 %ujl
e(u) = 0 0 3up |. (12)
U1 gt 0

Folosind legea constitutiva a lui Hooke
o = \tr(e)l + 2pue,
ecuatiile de migcare ale lui Cauchy se reduc la urméatoarea ecuatie scalara,
div(p(@)Vu(@)) + fol@) = po(@)i(w) in . (13)

Daca materialul este omogen, atunci p este o constanta strict pozitiva si ecuatia (13)

se rescrie in cazul stationar astfel,

pAu(x)) + fo(x) = po(x)ii(x) in Q.
Deoarece cilindrul este incastrat pe I'y x (—o0, +00), vectorul deplasare se anuleaza
aici. De asemenea, (11) implica

u=0 pe I'. (14)

Cat priveste versorul normalei exterioare, in contextul antiplan el este de urmatoarea
forma,

v =(v,1n0) cu v, =vi(x,20): ' = R, i =1,2. (15)
Deducem ca pentru materiale liniar elastice si izotrope,

o,=0
si
ou

ov = (0,0,ua),

unde — = Vu - v. Prin urmare, conditia la limita in tensiuni se reduce la

v
W@ 9 (w) = fol@) veT,
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Curs 11

Tematica: probleme clasice in elasticitate (I)

Comprimarea uniforma
Cadrul fizic (Solid elastic supus la presiune hidrostaticd) Fie un corp liniar elastic,
omogen si izotrop, care ocupa o regiune €2, raportat la un sistem cartezian ortogonal
Ozqxoxs, a se vedea Figura 4.1. Corpul este introdus intr-un gaz avand presiunea
constanta p. Admitem ca fortele volumice sunt neglijabile. Suntem interesati sa de-

terminam vectorul deplasare, tensorul tensiune si variatia relativa a volumului.

Modelare matematica prin E.D.P. Deoarece presiunea gazului este constanta, perturbatiile
exterioare care actioneaza asupra solidului sunt independente de timp. Astfel, de-
plasarile, deformatiile si tensiunile sunt functii independente de timp:

u=u(x), e=c¢(x), o=o(x).

In acest caz (elastostatic), componentele vectorului deplasare wu;, componentele

tensorului deformatiilor infinitezimale €;; si componentele tensorului tensiune o,

w; = ui(T1, T2, T3) = Ui () = w;i(x) Vie {1,2,3}

gij = €ij(T1, 02, 13) = €55(wm) = €i5(x) Vi, j €{1,2,3}

-pn

-pn

N

_pn/

Ficura 19. Comprimarea uniforma
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

oi5 = 045(21, T2, 23) = 04j(Tm) = 045(x) vi,j € {1,2,3}
satisfac ecuatiile urmatoare:

e ccuatiile de echilibru ale lui Cauchy

Oij,5 — 0 Vi € {1, 2, 3} in Q,
e ccuatiile geometrice
1
€ij = 5( i +Uj,i) \V/Z,j € {1,2,3} in Q,
— Ou;.
unde u; ; = R

e legea de comportament pentru materiale liniar elastice, omogene si izotrope
(legea lui Hooke)

0ij = Aew0iy + 2peyy Vi, j €{1,2,3} In

unde A > 0 si g > 0 sunt doua constante de material;

e conditii la limita in tractiuni
OV = —PpV; Vi € {1, 2, 3} pe 9.
Rezumand, avem urmatoarea problema mecanica:

PROBLEMA 1. Sd se determine u : Q — R? si o : Q — R? astfel incat:

Dive =0, i
e=1(Vu+Vu') in Q (1)
o= \Ntre)Is+2ue, in Q
on = —pn, pe  Of).
Fie o tensorul de componente

Evident, pentru o dat in (2), conditiile la limita descrise de relatia a patra a lui
(1) sunt verificate. De asemenea, prima relatie din (1) se verifica.

Din a treia relatie a lui (1), deducem
p

€= ——— 01,
“ 3A+2u
deoarece tro = —3p. Asadar, tensorul € este un tensor sferic si constant,
p
= I
3N+ 2 K

unde I3 este tensorul unitate. Evident, relatiile de compatibilitate Saint-Venant sunt
satisfacute in aceasta situatie.
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Componentele vectorului deplasare sunt:

p .
(2 i 17 27 ;
e 2’ux Vie {1,2,3}
neglijand deplasarea rigida infinitezimala. Intr-adevir:
Uy = —ﬁ = U = e i 2’u561 + fi(za, z3);
Ug o = —ﬁ = Uy = e i 2’u562 + fo(x1,23);
Us3 = —gxkg; = Us = e i 2’ul’3 + fa(z1, 72),
si de aici,
( a , a ,
U +uzp = 0= fl(;; ) + f2(axxl z3) =0;
2 1
0 ) 0 ,
ug+uzy =0= f1(a$; ) + f3g§j 72) = 0;
3 1
0 , 0 ,
Ugs +uze =0= f2(8x1 zs) + fsl@r, 22) = 0.
\ XT3 81’2
Mai mult,
0% f1(xg,
f1(—223) = 0= fi(22,23) = a1(z3)ze + b1 (23);
Oxs
0 fs(x1,x
f3( ; 2) =0= f2<x17x2) = (12(1'2):51 + bg(&?g);
Oxy
0 fo(x1,x
f2(r§ ; 3) =0= fS(Ihxi&) = a3<$1)$3 + 53($1);
T3
O fi(xq,
A 3 J = 0= fi(ze,73) = c1(x2)23 + di(22);
Oxs
0 folxy,x
f2(f(9 ; 3> =0= f2($1,$3) = 02(373)1'1 + dg(l?g);
Ty
0% fs(xy,
]%(—122) = 0= f3(z1,72) = c3(x1)22 + ds(1);
O0xs
Of1(xo,
SR I0) — o s + )
0? :
0= PIED) _ ey, + ().

2
oxs

Asadar, pentru oricare s,

ay(w3)zs + by (z3) = 0.
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Din (5) deducem
aj(z3) =0; b(x3)=0
astfel ca
ay(z3) = cqws + 1,  bi(xs) = nas + o1

Deducem agadar,

uy (21, Tg, T3) = —ﬁ% + a129x3 + Si1xe + N123 + 01
Prin permutari circulare ale indicilor gasim:
ug (21, g, T3) = —ﬁm + ax3x1 + Boxz + Yoy + 02,
b

ug(x1, T, r3) = T3 + 03112 + F31 + Y322 + 3.

3N+ 2/
In aceste relatii, aq, ao, as, B1, B2, B3, V1, V2, V3, 01, 02, 03 sunt constante arbitrare.
Functiile (6)-(8) trebuie sa satisfaca (4). Rezulta asadar

13 + ﬁl -+ QX3 + Yo = 0 ng,
a1 + o+ azri + 73 =0 YV,
a3y + B3 +agxg + 71 =0 Vo,
si de aici,

a1+ Qo = 0

Br+v2 =0,

o + a3 = 0

B2+ 3 =0,

a3+ oy = 0

B3+ = 0.

Prin urmare, oy = a9 = a3 = 0.
Introducem notatiile
=W, Y2 = W3, Y3 = Wi

Cu aceste notatii,
—Pp

Uy = mxl + b1 + Wz — wW3Ty
Uy = ——pr + by + w3y — w13
3N+ 2p
uz = _—p$3 + b3 + w1 Ty — wWar,
3N+ 2
sau, echivalent
u = ﬁw +b+wx .
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Neglijand deplasarea rigida infinitezimala (care nu modifica nici tensorul deformatiilor
infinitezimale €, nici tensorul tensiune o) obtinem formula anuntata pe componente
in (3).

Sa introducem notatia

3K =3\+2u 9)

unde constanta K se numeste modulul de rigiditate la comprimare. Semnificatia fizica

pentru modulul de rigiditate la comprimare K apare imediat daca calculam variatia
relativa a volumului,

V=V :divu:ukk:trsz—g—p:—ﬁ.

Vo ’ 3N+ 20 K

Relatia (10) arata ca pentru o presiune p data, variatia relativa a volumului este

(10)

invers proportionala cu modulul de rigiditate la comprimare K. In plus, remarcam ca
modulul K are dimensiunea unei presiuni. Experimental se poate observa ca o presiune
externa (p > 0) asupra unui solid deformabil antreneaza o micgorare a volumului

corpului, ceea ce matematic implica
3\ +2u > 0.

Compresibilitatea materialului se masoara prin %: materialul este cu atat mai com-
presibil cu cat K este mai mic. Invers, un material este mai putin compresibil cu cat
K este mai mare. Un material incompresibil este un material limita, corespunzator
cazului K — oo.

Observatiile experimentale au condus la urmatoarele inegalitati ce indica pozitivi-

tatea constantelor lui Lamé

A>0, pu>0. (11)

De aici rezulta o consecinta importanta pentru energia de deformatie: inegalitatile (11)
implica faptul ca energia de deformatie e este o forma patratica pozitiv definita (in
raport cu componentele tensorului deformatiilor infinitezimale €). Intr-adevar, cum

energia de deformatie este
1

e = 5—0ij€ij,
2p0 J=
utilizand legea lui Hooke,
Oij = )\(tT’E)(SZ‘j + 2/J€ij,
deducem

e ! [A(tre)? + 2utr(e)).

2
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

De aici rezulta imediat
e > ﬁgijgija
Po

unde u, pg > 0, deci e este forma patratica pozitiv definita.

Pornind de la acest rezultat bazat pe observatii experimentale vom formula o ipo-
teza pentru materiale liniar elastice, dar nu neaparat omogene sau izotrope.

Considerand un material liniar elastic, al carui comportament este modelat prin
legea constituitiva

oij = Eijkncrn, 4,5 € {1,2,3},

energia de deformatie are expresia urmatoare

po€ = 2 ijkh€kREij-

In teoria clasica a elasticitatii se admite ipoteza ca energia de deformatie e este
forma patratica pozitiv definita, i.e.,

dag >0 ald. gijkhgkhgij > QOE;5E4j Ve € S3.
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Curs 12

Tematica: probleme clasice in elastostatica (IT)

Tractiunea simpla
Cadrul fizic. Fie o grinda cilindrica de lungime L limitata de sectiunile drepte 'y si
I'y ca in Figura 4.2. Raportam grinda la un sistem cartezian ortogonal Ox;xox3 astfel
incat I'y este in planul x; = 0 iar I'; este in planul z; = L. Grinda este supusa unor
forte de tractiune uniform repartizate, (F,0,0) pe I'y si (—F,0,0) pe Iy, paralele cu
axa cilindrului.

Fortele volumice sunt neglijabile iar suprafata laterala I'; a cilindrului nu este su-
pusa nici unei forte. Suntem interesati sa determinam vectorul deplasare si tensorul

tensiune.

Modelare matematica prin E.D.P. Perturbatiile exterioare fiind independente de timp,
problema mecanica se traduce matematic prin urmatoarea problema elastostatica,

admitand ca grinda este liniar elastica, omogena si izotropa.

Ficgura 20. Tractiunea simpla
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

PROBLEMA 2. Sd se determine u: Q C R? si o : Q — S? astfel incat

Dive = 0 in € (1)
o = Mtre)Is+2ue in (2)
e — %(Vu Lval) i 9 (3)
ov = 0 pe Iy (4)
(ov), =F,(ov); =0,(ov); = 0 pe Iy (5)
(ov); = —F,(ov); =0,(ov); = 0 pe Ty. (6)
Deoarece v(x) = (1,0,0) pe I'y, din (5) deducem
o1 =F, 09 =03=0 pel;. (7)
De asemenea, v(x) = (—1,0,0) pe I'g, si prin urmare, (6) implica
on=F, on=03=0 pe Ty (8)
In plus, pe I,
v(z) = (0,152, 22), v3(x2, x3)).
Prin urmare, din (4), deducem
oipvy +o3v3 =0 Vi€ {l1,2,3}. (9)

Ecuatia (1) reprezinta ecuatia de echilibru in ipoteza ca fortele volumice sunt ne-
glijabile; relatia (2) este legea de comportament pentru materiale liniar elastice, omo-
gene si izotrope; ecuatia vectoriala (3) este ecuatia geometrica iar relatiile (4)-(6) sunt
conditiile la limita.

Fie tensorul o avand urmatoarele componente,
on=F 091 = 031 = 092 = 033 = 023 = 0. (10)

Evident acest tensor verifica (1) si (4)-(6). Utilizand (10), (2) se scrie astfel:

F = Mre + 2ueq, (11)
0 = Atre + 2pueqo, (12)
0 = Mre 4 2uess, (13)
€o3 = €31 = €12 = 0. (14)
Din (11)-(13) deducem
F = 3)\tre 4+ 2utre,
adica P
tre = o (15)




Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Din (15) si (11) obtinem

F A EF(X
511:—(1— ): A+p) (16)
2u 3N+ 24 p(3A 4 2p)
Utilizand (12) si (13) avem
AF
€99 = €33 = ———— . 17
2T 20(3X + 24) (17)
Asadar, tensorul deformatiilor infinitezimale este de forma urmatoare
(A tp)
u(3/\+u2u)F /(\) 0
0 0 2M(3A+ZH)F

Notam pe de o parte faptul ca € este in acest caz un tensor diagonal si prin urmare
directiile principale vor fi cele ale axelor de coordonate. Pe de alta parte, € este in acest
caz un tensor constant, si astfel conditiile de compatibilitate Saint-Venant Voltera vor
fi evident satisfacute.

Pentru a deduce componentele vectorului deplasare vom integra sistemul urmator

de ecuatii cu derivate partiale

( A+
U] = ———
M (3N + 2p)
Ugg = U33 = ———————F 19
2=ty = g e e (19)
Uy ,2 + Ug1 = 0
( U3 +uz; =0.
Neglijand deplasarile rigide infinitezimale obtinem
Uy = €11y, Uz = E22T2, U3 = £33T3. (20)

Observam ca planul x; = 0 ramane invariant ca si punctele axei Ox;.

In consecinta am reusit sa verificam Problema 2 cu ajutorul
e campului deplasare dat in (20);
e tensorului deformatiilor infinitezimale dat in (18);
e tensorului tensiune Cauchy dat in (10).

Analiza solutiei obtinute. Modulul lui Young. Coeficientul lui Poisson. Alungirea AL

a barei sub efectul fortelor de tractiune este data prin deplasarea punctului (L, 0,0).

AYH gy (21)

AL=enl =211
T B )

(Il — X1 = ul(X, t) =AL= 511X1 = 811[/),
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

astfel ca alungirea relativa este
AL A+
_ P g

= = £11. 22
L~ uGrx+2p) M (22)
Introducem notatia
3N+ 2
E = #B3A +20) (23)
A+

unde F este modulul de rigiditate la alungire, numit modulul lui Young. Pentru F

dat, alungirea relativa

AL F
P 249

este cu atat mai mica cu cat E este mai mare. Modulul lui Young este un coeficient de
material care se masoara in laborator pe masina de tractiune si care are dimensiunea
unei forte pe unitatea de suprafatd (i.e., a unei tensiuni sau a unei presiuni), N/m?.

Experimental s-a observat ca

o >0,
e daca bara se alungeste (F' > 0), dimensiunile sale transversale scad
A
- Xo=w(X,t) = —————=F 25
T2 2 = up(X, 1) 20(3) + 2p1) T2, (25)
A
— X3 =u3(X,t) = ———————Fus. 26
T3 5 = uz(X, 1) 203\ + 271) T3 (26)
Fie v astfel incat
€22 = €33 = —Venn. (27)
Deducem ca \
= 28
Y 200 + ) (28)

Constanta v este un coeficient de material cunoscut sub numele de coeficientul lui
Poisson.
Daca [ este diametrul sectiunii transversale a grinzii inainte de deformatie iar [+ Al
este diametrul sectiunii transversale a grinzii dupa deformatie, putem scrie
# = —V%, (29)
de unde putem specifica semnificatia fizica a coeficientului lui Poisson: este un coefi-

cient fara dimensiune iar experimental s-a dovedit cd
v>0. (30)

Au loc agadar urmatoarele inegalitati:
A A+

—~ >0 —-F s
A+ P(3A + 2p)
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Stiam insa ca 3K = 3\ + 2u > 0. Prin urmare,
A>0, pu>0
si, deducem astfel
1 %
O<v<< 1-2v=——>0). 31
v < (1-2w=52>0 (31)

Putem exprima in acest moment modulul de rigiditate la compresiune precum si
constantele lui Lamé, X\ si u, in functie de constantele de material determinate expe-

rimental: modulul lui Young FE si coeficientul lui Poisson v, astfel,

3K =3\ +2u =

vE
(1-2v)(1+v)
E
2(1+v)
Legea lui Hooke inversata, poate fi scrisa cu ajutorul lui F si v astfel,
14+v v

€= —F% U—E(trs)Ig,

1—2v’

A:

M:

sau pe componente
1+v 1%

—0y — Eakk(sij vi,j € {1,2,3}.
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Curs 13

Torsiunea unui arbore cilindric
Cadrul fizic Consideram un arbore cilindric care ocups un domeniu € C R3. Cilindrul
este de lungime L si vom nota prin w o sectiune transversala arbitrara a cilindrului
( w C R? domeniu simplu conex); a se vedea Figura 4.3. Presupunem ci baza Ty
este fixa si impunem bazei I'; o torsiune al,, unde o > 0. Presupunem ca densitatea
fortelor masice este neglijabila, suprafata laterala I';,; este libera de constrangeri, iar

pe bazele I'y si I'y impunem eforturi normale nule.

Modelare matematica prin E.D.P. Admitand ca cilindrul este liniar elastic, omogen si

izotrop, problema torsiunii se formuleaza astfel:

FicuraA 21. Cadrul fizic
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

PROBLEMA 3. Sd se determine u; : Q@ — R, i € {1,2,3}si 055 : Q@ = R, i,j €
{1,2, 3}, astfel incat,

Oij = A(gkk)élj + Q,MEZ‘J', in

OijVj = 07 pe Flat
o3jvj =0, pe ToUTy
Uy = Uz = 07 pe FO

uy = —aLisy, pe I'y

up = oLy, pe T.

Consider vectorul w4 de componente

Uy = —AT3T2
Ug = XT3 (1)
ug = (1, Ta).

In acest caz,

o Iy
€= 0 0 S(w1 + —cp)
o 0 dp o2
(Y2 (6%
2 (_372 + 8;1:1) 2 <:C1 + 3:1}2) 0

Cilindrul fiind un solid omogen, elastic si izotrop putem gasi cu ugurinta pentru ten-

sorul o urmatoarea expresie:

0
0 0 ap(—xy + a—;i)
o= 0 0 _690
— ap(z + 5 ) . (2)
Iy Iy "
ap(—w2 + 8_11) ap(w: + 8_5102) 0

Ecuatiile de echilibru conduc in acest caz la urmatoarea ecuatie scalara
Ap=0 1n w.
Pe I'jy; avem v = (vy(x1, x9), vo(21,22),0). Pentru i =1,
onvi + o1av + o133 = 0,
pentru ¢ = 2,
0211 + Ol + 02313 = 0,
pentru ¢ = 3,

o311 + O399 + O33V/3 = 0.
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Deci,
0 0
po(—zo + a—z)yl + po(xy + a—Z)UQ =0, pe dw
s,
0 0
pa(xive — xo1y) + ua(a—zul + a—;’;l/g) =0 pe Ow.
Notam ca 5 5 5
¥ ¥ ¥
_r — 15, =V —_—.
8901 nt @CL’Q 2 14 (Vh VQ) 81/
Astfel,
dp
— = X1y — Tk, pe Ow
ov

Deoarece pe 'y avem v = (0,0, —1), atunci
o31v1 + 03200 + 03313 = 0
echivalent cu 0 = 0.
De asemenea, pe I'; avem v = (0,0, 1). Atunci,
0311 + 03209 + 03313 = 0

echivalent cu 0 = 0.

Prin urmare, functia ¢ este solutie a problemei urmatoare.

PROBLEMA 4. Sa se determine ¢ : w — R astfel incat

Ap =0 in w
N 0
(V) g8 _ Toly — T1Vy  pe Ow.

ov

Aceasta problemé are solutie unica pana la o constanta aditiva.
Agadar, solutia Problemei 3 este data prin (1) si (2), unde ¢ este solutia unica

pana la o constanta aditiva a Problemei 4.

In cele ce urmeaza suntem interesati sa determinam zona primelor puncte ale ci-
lindrului in care materialul inceteaza sa mai fie elastic. Acest studiu necesita cateva
preliminarii.

Tensiuni normale principale. Directii principale. Fie o tensorul tensiune al
lui Cauchy. Cum o este tensor de ordinul doi simetric, el are trei valori proprii reale,

or <o < oqp-

Valorile o, j € {I, 11,111}, se numesc tensiuni normale principale.
Fie v;, j € {I,II,111}, vectorii proprii corespunzatori, ortogonali doi cate doi.

Acestia se numesc directit principale de tensiune.
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Intr-un reper local cu axe de directii v;, o are urmatoarea reprezentare

or 0 0
g = 0 Orr1 0
0 0 Orr1

Cercurile lui Mohr. Forte de forfecare. Fie n = nie; + nses + nses astfel incat
In| = /n?+nd+nj=1, {e e es} CR?fiind baza canonici a lui R? .

Sa consideram vectorul F' = (F}, F», F3), unde

Fi =0, Fy=o0omny, F3=o0ms.
Acest vector se descompune astfel : F = Fy -n+ Fp, unde Fy = F - n. Avem
\F2=F.-F=(Fy-n+Fr) (Fy-n+Fr)=|Fy|*>+ |Fr|?. Prin urmare,
|Fr|* = |F|* — |Fx /.

In cele ce urmeazi studiem cum variazi |Fr| in functie de Fl, atunci cand n

variaza. Pentru inceput putem scrie

n? +ni+n3=1;
2 2 2 __ .
orny +U[]7’L2 —|—0'[[[TL3 = FN,
2,2 2 .2 2 2 __ 2 2

Fie polinomul P(z) = 2? + ax + b. Avem
o} + aoni + bni + o3 s + aoms + bns
+o%,m; + aormi + bn’
=|Fr|*+ Fy +aFy +b,
si de aici
niP(o;) +niP(o5) + n2P(org) = |Fr|* + Fa +aFy +b.
Fie P(z) = (x — or)(z — oyr). Atunci,
P(O’]) :0§1 P(O]]) =0

n?g(O'IH —or)(or —or) = |FT|2 + F]%/' —(or+om)Fy + 01071
Fie P(z) = (x — o77)(z — o777). In acest caz,

P(O'[[) :0§1 P(O'[[]) =0

n%<01 —or)(or—org) = ’FT|2 + F]%/' — (o1 + o) Fy +or10111.

Fie P(x) = (x — o7)(x — o777). Avem acum

P(O'[) :0§1 P(O'[[[) =0
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n3(orrr —or)(orr — o) = |Frl* + Fy — (01 + 0r1)Fy + 010111
Asadar,
n%(alll - 01)(0111 - UU) = ’FT\z + (FN - UI)(FN - UU);
n%(gl - CT]H)(UI - UIH) = |FT|2 + (FN - UH)(FN - UHI)§
n%(an - 01)(011 - UIU) = ’FT|2 + (FN - 01)(FN - UIU)-
Cazul 1. Daca o; < 077 < oyyr, atunci

n? — |Fr|* + (Fy —or)(Fx — o)
’ (UIH—UI)(UIH—UI) ’

n? \Fr|>+ (Fy — o) (Fy — ori1)
! (UI—UH)(UI—UIH)

n? — \Fr|*>+ (Fxn —o1)(Fn — o11r)
? (UH - UI)(UH - UUI)

Y

si de aici,
|Fr|* + (Fy — or)(Fy —o11) >0,
\Fr? + (Fy — o) (Fy — o1rr) 2 0,
\Fr|* + (Fy — o1)(Fx — or11) > 0.

Daca notam |Fr| =Y si Fy = X atunci

(X B 01+0H))2+Y2 > (O’[] —01));

2 2
2 _
<X o + UIH)> L y? > (O'HI 01)>;
2 2
2 _
<X— 01+01H)> 1Y? > <01H 01>)'
2 2
Y are valoare maxima pentru X = w.
orrr —0r

|FT|ma:c = 9
se numeste forfecare maximala. Forfecarea maximala este valoarea la care se produc

rupturi in material.
Cazul 2. Daca o; = o7 < oyq7, atunci

o _ | P+ (Fy —o1)?

n
3 (UH] - 01)2
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Prin urmare, in acest caz Y2+ (X —o7)? > 0, adicd (X,Y) apartine partii pozitive

oy — oy

a discului centrat in ( ,0). Deducem imediat ca Y are valoare maxima pentru

onr — 01
2 . .
_ _ 2002 | 02 | 2) _ 2 2
Cazul 3. o7 = o = oy In acest caz avem o7(n3 +nj +n3) = Fy + |Fr|* si

or(n? +n3 + ni) = Fy, astfel ca 07 = F3 + |Fr|* §i 07 = F%. Din ultimele doua

X —

relatii rezulta ca |F'p| = 0. Deci, X = o7 si Y = 0. Valoarea maxima a lui Y este
orrr — 0y
0= ——.
Calculul forfecdarii maximale. Revenim acum asupra Problemei 3. Cum Dive = 0,
doyz | 0oa3 0 i
=0 In w.
8901 61‘2
Deci,
o3 003
=— w.
3(131 81’2
Rezulta ca exista 0 = 6(xq, z2) astfel incat
00
o13 = —
si
00
093 = ——.
23 0,
Asadar,
a(—x 8_¢) 99
a 2 8x1 81’2
si
dp 00
,qu(!L‘l + 8_952) _8_951
Deducem ca,
0?0 020 0? 0?
+ 55 = —pa+ pa L 4

0x2 ' 022
Deci, pentru ¢ functie suficient de regulata,
Al = 2ua, In w.

Pe de alta parte,
o31V1 + 03205 =0, pe Ow

sau, echivalent,

00 o0
—u— —1r =0, pe Ow.

6x2 8x1

Fie 7 = (71, 72) astfel incat
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Atunci, pe Ow avem

00 N 00 0

— TN+ =—T=

(91‘1 ! 8x2 2 ’
sau echivalent,

00

9 =0 pe OJw.

Deducem ca V& = 0 pe Ow si prin urmare  este constant pe dw. Alegem
0=0 pe OJw

si consideram urmatoarea problema.

PROBLEMA 5. Sa se determine 0 : w — R astfel incat

AO = 2ua in w
(D) { =0 pe Ow.
Problema 5 are solutie unica. Vom vedea ca forta de forfecare maximala

Virmn — Vi
2
poate fi exprimata prin intermediul solutiei Problemei 5.

Sa evaluam tensiunile normale principale v; si vyg;.

I 2. _ ]9 2
Vi = —\/Viz T Va3;  Virr = \/ Vi3t Va3

Prin urmare, forta de forfecare maximala are expresia

|FT|maa: =

nE o0
0332 8:151

unde @ este unica solutie a Problemei 5.

|FT|ma:c = = |grad9|,

Se stie ca | grad 6] este functie subarmonica, a se vedea de exemplu [?]. Conform
principiului de maxim pentru functii subarmonice, deducem ca aceasta functie isi

atinge maximul pe dw. De aceea, primele puncte in care materialul va inceta sa fie
elastic sunt situate pe I';,;.
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Curs 14

Tematica: elemente de modelare matematica in mecanica de contact

Conditii de contact; legi de frecare

Prezentam aici cele mai cunoscute conditii de contact.

e Contact bilateral| a se vedea de exemplu [10]]

u, =0 pe T}, (1)

(u, =u-v).
e Contact cu tensiune normala impusa [a se vedea de exemplu [6, 22]/

—0, = F pe P3, (2)

unde 0, = ov - v iar F este o functie pozitiva data.
e Contact cu complianta normala [a se vedea de exemplu [12, 13, 14, 35]/

—0y, = pu(uu - g) pe F37 (3)
unde p, este o functie data cu valori pozitive ce se anuleaza pentru argument
negativ.

e Contact unilateral [ a se vedea de exemplu [27]]

u, <g, 0, < 0, O'y(ul/ — g) =0 on I} (4)

unde g ("gap”) este distanta intre corpul deformabil si fundatia rigida masu-
rata de-a lungul normalei la frontiera corpului deformabil.
In cazul particular g = 0, avem

u, <0, 0,<0, o,u,=0 on Ij. (5)

e Lege de frecare neglijabila [a se vedea de exemplu [10]]

100



Modelare matematica prin EDP in elasticitate

o,=0 on I;. (6)

e Legea lui Coulomb [a se vedea de exemplu [35]]

U

lo | < Fy, o,=-F, if w, 20 on T}, (7)

[

unde u, = u — u, v este deplasarea tangentiala si Fj, este "pragul de frecare”.

e Legea lui Tresca [a se vedea de exemplu [34, 35]/
Daca

B, = Fy(z) (8)

in (7) suntem condusi la legea lui Tresca.

Modele antiplane in mecanica contactului

e Probleme statice
O problema de contact cu frecare Tresca

div(uVu) + fo=0 in €, (9)
u=0 pe I'y, (10)

wo,u = fs pe I'y, (11)

ol <g, pou=-—g % if u0 pe T's. (12)

O problema de contact cu lege de frecare regularizanta

div (uVu,) + fo =0 in Q, (13)
u, =0 pe I'y, (14)
pno,u, = fo pe I's, (15)

Up

A, = —g ——L—
Hote =9 s 2
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O problema de contact cu lege de frecare tip putere

div (uVu,) + fo =0 in Q,
u, =0 pe I'y,
“auup - f2 pe F27
5 —gluy|’"tu, daca wu,#0 .
vUp = e .
frov e 0 daca u, =0 pets

O problema de contact cu frecare dependenta de alunecare

div(pVu)+ fo=0 in Q,
u=20 pe I'y,
pou = fa pe I's,

u

w8y ul < g(lul),  pdu = —g(|ul) ifu70 pels.

Jul

e Probleme quasistatice

O problema de contact cu lege de frecare Tresca (dinamic)

div(uVu)+ fo =0 in Q x (0,7),
u=>0 pe I'y x (0,7,

po,u = fy pe I'y x (0,7,

o, ul < g, ,u@l,u:—g% daca 4 # 0 pe I's x (0,7),
u(0) = ug in Q.
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O problema de contact regularizanta

div (uVu,) + fo =0 in Q x (0,7), (30)

u, =0 pe I'y x (0,7, (31)

po,u, = f pe I'y x (0,7T), (32)

pou, =—g 'L pe I's x (0,7, (33)
Vi + ot

u,(0) =y in Q. (34)

O problema de contact dependenta de alunecare

div (W V) + fo =0 n Qx(0,7), (35

u=0 pe Ty x (0,7),  (36)

1O = fo pe Ty x (0,T),  (37)

0l < gllul),  pdu = —g(lul) ﬁ daca it #0 pelyx (0,T),  (39)
w(0) = ug in Q. (39)

Pentru detalii in modelare matematica in mecanica contactului facem trimitere la

[34, 35| precum si la bibliografia acestor monografii.
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