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Modelare matematica prin ecuatii
diferentiale



Modelare matematica prin ecuatii

diferentiale

Indrumar si material auxiliar pentru curs

Andaluzia Matei





Cuprins

Curs 1 1

Curs 2 4

Curs 3 13

Curs 4 17

Curs 5 27

Curs 6 34

Curs 7 38

Curs 8 55

Curs 9 61

Curs 10 78

Curs 11 82

Curs 12 88

Curs 13 93

Curs 14 100

Bibliografie 104

i



Curs 1

Tematica: Comenzi si operatii uzuale in MATLAB.

MATLAB-ul (Matrix laboratory: The MathWorks, Inc., SUA) este un limbaj de

programare performant, usor de utilizat in modelare matematica, simulare, analiza i

vizualizarea datelor, avand ca element de baz matricea(tabloul). Acest limbaj este

utilizat atat in mediul universitar cat si in industrie.

Vectori. Matrice

Scriind

x=[1 2 3] sau x=[1,2,3]

Matlabul va afisa un vector linie cu trei componente.

Scriind

x=[1;2;3]

Matlabul va afisa un vector coloana cu 3 componente.

Scriind

A=[1 4 6; 2 6 8; 3 6 9]

Matlabul va afisa o matrice cu trei linii si trei coloane

Mentionam aici urmatoarele matrice particulare:

eye(n): matricea identitate cu n linii si n coloane

zeros(m,n): matricea cu m linii si n coloane cu toate componentele zero

ones(m,n): matricea cu m linii si n coloane cu toate componentele egale cu 1

Operatori pentru operatii uzuale cu matrice:

• +

• -

• *

• .*

• \ (X = A\B este soluia ecuaiei matriceale AX = B)

• / (X = B/A este soluia ecuaiei matriceale XA = B.)

• .^
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Daca A este o matrice patratica si nesingulara atunci determinantul si inversa se

calculeaza in Matlab cu ajutorul comenzilor

• det

• inv.

Generare curbe

Plot genereaz grafice 2D cu scalare liniar a axelor. Dac se specific doi vectori ca

argumente, plot(x,y) produce graficul lui y versus x.

Exemplu:

x=0:1:3;

y=x.^2+5;

plot(x,y,’ro’)

vskip 3mm

Programul de mai sus deseneaza graficul functiei f : [0, 3] → R f(x) = x2 + 5 in

culoare rosie (r=red) cu cerculete (”o”).

Putem desene doua grafice in acelasi sistem de axe cu ajutorul comenzii hold on

Exemplu:

x=0:1:3;

y=x.^2+5;

plot(x,y,’r’)

hold on

z=x+5;

plot(x,z,’g’)

Desenam astfel doua grafice (unul rosu si unul verde (g=green)) in acelasi sistem

de axe.

La trasarea curbelor putem preciza un specificator de culoare:

c, m, y, k, r, g, b, w

si/sau un tip de marker

x, *, o, etc.

In Matlab se poate realiza o afiare a mai multor grafice n aceeai fereastr prin

intermediul funciei subplot. Funcia subplot(m,n,i) desparte fereastra de tip figur ntr-o

matrice m x n de mici subploturi (subferestre) i selecteaz subplotul i ca grafic curent.

Exemplu:

x=0:1:3;
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y=x.^2+5;

subplot(1,2,1)

plot(x,y,’r’)

z=x+5;

subplot(1,2,2)

plot(x,z,’g’)

Generare de suprafete

Pentru a genera suprafete in Matlab putem utiliza comenzile mesh si surf. Grafi-

cele realizate cu aceste comenzi genereaz suprafee 3D din datele provenite de la matrici.

x=0:.2:7;

y=0:.2:5;

[X,Y] = meshgrid(x,y);

Z = X.^2 + Y.^2;

mesh(X,Y,Z);

%surf(X,Y,Z).

Notam ca funcia meshgrid transform domeniul specificat prin vectorii x i y, n

matricile X i Y. Liniile matricei X sunt copii ale vectorului x si coloanele matricei Y

sunt copii ale vectorului y.
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Curs 2

Tematica: Modele in mecanica punctului material (modelarea mişcării punctului

material pe orizontală/verticala)

Modelarea mişcării punctului material pe orizontală

O bilă se deplasează ı̂n plan orizontal ı̂n linie dreaptă. Cunoscând pozitia initiala

si viteza de pornire, vrem să localizăm bila la un anumit moment.

Ne raportam la axa Ox si facem urmatoarele notatţii: t-timpul, x0 pozitia ini-

tiala a bilei, v0-viteza iniţială a bilei, , x(t)-poziţia bilei la momentul t, v(t)-viteza

bilei la momentul de timp t, F -rezultanta forţelor ce acţionează asupra bilei, m-masa

bilei(m > 0).

Legea lui Newton: F = ma, unde a = dv
dt

şi v = dx
dt
.

Studiem cazul in care forta de frecare nu este neglijabila: F = −k v, k > 0.{
m dv

dt
= −k v,

v(0) = v0.
(1)

Determinarea soluţiei exacte a problemei (1)

Din m dv
dt

= −k v, rezultă dv
v
= − k

m
dt.

Integrând,

ln |v| = − k

m
t+ C

, unde C este o constantă.

v(t) = C1 e
(− k

m
t),

unde C1 = eC este constantă.

Constanta C1 se va determina din condiţia

v(0) = v0.

Rezultă C1 = v0.
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               Graficul solutiei exacte v(t) 

Oy 

Ox 

Figura 1. Graficul soluţiei exacte

Deci, soluţia exactă a problemei (1) este

v(t) = v0 e
(− k

m
t)

.

Trasarea graficului funcţiei v = v(t) pentru m = 3 kg, v0 = 5 m/s şi k = 6 N/m

T = 2;

v0 = 5;

h = 0.1;

m = 3;

k = 6;

q = 0 : h : T ;

title(′Graficul solutiei exacte v(t)′)

yy = v0 ∗ exp(−(k/m). ∗ q);
plot(q, yy,′ b′)
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Modelare matematica prin EDO

Trasarea graficului soluţiei aproximative pentru problema (1), folosind metodele Eu-

ler şi Runge-Kutta pentru m = 3 kg, v0 = 5 m/s şi k = 6 N/m

T = 2;

v0 = 5; h = 0.1;

m = 3; k = 6;

[t1, y1] = eul(′funct1′, [0, T ], v0, h);

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda EULER′)

subplot(1,3,1)

plot(t1, y1,′ m′)

[t2, y2] = rk2(′funct1′, [0, T ], v0, h);

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta2′)

subplot(1,3,2)

plot(t2, y2,′ g′)

[t3, y3] = rk2(′funct1′, [0, T ], v0, h);

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta4′)

subplot(1,3,3)

plot(t3, y3,′ r′)

Subrutinele MATLAB ”eul.m”, ”rk2.m” şi ”rk4.m” apelează ”funct1.m”:

function rez = funct1(t, y)

k = 6;

m = 3;

rez = −k ∗ y;

Un studiu al erorii

T = 2;

h = 0.1; m = 3;

k = 6; v0 = 5;

[t2, y2] = rk2(′funct1′, [0, T ], v0, h);

yexact = v0. ∗ exp(−(k/m) ∗ t2);
A = abs(yexact− y2);

plot(t2, A,′ r′)

maxerror = max(abs(yexact− y2))

Subrutina ”rk2” apelează ”funct1.m”, descrisă mai sus.
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Modelare matematica prin EDO

Utilizand comanda ”hold on” putem reprezenta solutia exacta si solutiile aproxi-

mative (calculate cu eul.m, rk2.m si rk4.m) in acelasi sistem de axe. Folosind culori

diferite in trasarea celor 4 grafice putem vizualiza usor eroarea de aproximare pentru

fiecare din cele 3 metode de aproximare adoptate.

In vederea determinarii pozitiei bilei la un moment dat t, trebuie sa rezolvam

urmatoarea problema Cauchy scalara:{
dx
dt

= v0 exp
(
− k

m
t
)
, t > 0,

x(0) = x0.
(2)

Cumdx
dt

= v0 exp
(
− k

m
t
)
, integrând pe intervalul [0, t], rezultă

x(t)− x(0) = v0

(
−m

k

)
exp

(
− k

m
s

) ∣∣∣∣t
0

.

Astfel, x(t) = x0 + v0
(
−m

k

) [
exp

(
− k

m
t
)
− 1

]
.

Un studiu al dinamicii pozitiei bilei printr-o simulare MATLAB

T = 2;

x0 = 0;

v0 = 5;

h = 0.1;

m = 3;

k = 6;

[t, y] = rk2(′funct′, [0, T ], x0, h);

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta2′)

subplot(1,2,1) plot(t, y,′ r′)

qq = 0 : 0.1 : 2;

title(′Graficul solutiei exacte x(t)′)

yy = x0+v0∗m/k−v0∗m/k∗exp(−k/m.∗qq); subplot(1,2,2) plot(qq, yy,′ m′)

Subrutina ”rk2” apelează ”funct.m”:

function r = funct(t, y)

k = 6;

m = 3;

v0 = 5;

r = v0 ∗ exp(−k/m ∗ t);
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Modelare matematica prin EDO

Studiul anterior a fost realizat pe baza a doua probleme Cauchy scalare: prima

problema are drept necunoscuta functia viteza v iar a doua are drept necunoscuta

functia x.

Putem calcula pozitia si viteza bilei considerand sistemul diferential
dx

dt
= v

dv

dt
= −k v

Adaugand data initiala, putem scrie urmatoarea problema Cauchy vectoriala:
dY

dt
= f(t, Y (t))

Y (0) = Y0

unde

Y (t) =

(
x(t)
v(t)

)
,

f(t, Y (t)) =

(
v(t)

− k
m
v(t)

)
,

iar

Y0 =

(
x0

v0

)
.

Putem realiza simulari MATLAB utilizand formularea matematica bazata pe pro-

blema Cauchy vectoriala.

mainprogram.m

x0=2; v0=7; [t,y]=eul(’funct’,[0 6], [x0 v0],.2) subplot(1,2,1) plot(t,y(:,1),’r’) sub-

plot(1,2,2) plot(t,y(:,2),’g’)

funct.m

function w=funct(t,y)

k=2; m=5;

w(1)=y(2); w(2)=-k/m*y(2);

Modelarea miscarii punctului material pe verticala

O bilă se deplasează ı̂n plan vertical ı̂n linie dreaptă. Cunoscând pozitia initiala a

bilei si viteza de pornire, vrem să localizăm bila la un moment dat.

8



Modelare matematica prin EDO

Ne raportam la axa OY orientata in jos (in sens negativ) si facem urmatoarele

notaţii: t-timpul, v0-viteza iniţială a bilei, x(t)-poziţia bilei la momentul de timp t,

v(t)-viteza bilei la momentul de timp t, F -rezultanta forţelor ce acţionează asupra

bilei, m-masa bilei(m > 0).

Amintim legea lui Newton: F = ma, unde a = dv
dt

şi v = dx
dt
.

• Vom studia pentru inceput cazul in care F = mg − k v, k > 0.

Fie problema Cauchy scalara:{
m dv

dt
= g − k

m
v,

v(0) = v0.
(3)

Solutia exacta a acestei probleme este:

v(t) =
(
v0 − g

m

k

)
exp(− k

m
t) + g

m

k
.

Trasarea graficului funcţiei v(t) pentru m = 3 kg, v0 = 5 m/s, g =

10 m/s2 şi k = 6 N/m

v0 = 5; g = 10;

k = 6; m = 3;

q = 0 : 0.1 : 2;

yy = (v0− g ∗m/k) ∗ exp(−(k/m). ∗ q) + g ∗m/k;

title(′Graficul solutiei exacte v(t)′)

plot(q, yy,′ g∗′)

Trasarea graficului soluţiei aproximative pentru problema (3), folosind me-

todele Euler şi Runge-Kutta pentru m = 3 kg, v0 = 5 m/s, g = 10 m/s2 şi

k = 6 N/m

T = 2;

v0 = 5;

g = 10;

k = 6;

m = 3;

h = 0.1;

[t1, y1] = eul(′funct2′, [0, T ], v0, h);

title(′graficul solutiei aproximative cu metoda Euler′)

subplot (1,2,1)

plot(t1, y1,′ b′)
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Graficul solutiei aproximative cu diferite metode 

a) metoda Euler                                       b) metoda Runge−Kutta 

Figura 2. Graficul solutiei aproximative

[t2, y2] = rk2(′funct2′, [0, T ], v0, h);

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta2′)

subplot(1,2,2)

plot(t2, y2,′ r′)

Subrutinele ”eul” şi ”rk2” apelează ”funct2.m”:

function r = funct2(t, y)

g = 10; k = 6; m = 3;

r = g − k/m ∗ y;
Pentru localizarea bilei vom rezolva o noua problema Cauchy scalara

{
dx
dt

=
(
v0 − g m

k

)
exp(− k

m
t) + g m

k
,

x(0) = x0.
(4)

• Consideram acum cazul F = mg − k v2(t), k > 0{
m dv

dt
= g − k

m
v2

v(0) = v0.
(5)
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Figura 3. Graficul solutiei aproximative pentru problema (5)

Trasarea graficului soluţiei aproximative pentru problema (5), folosind me-

todele Euler şi Runge-Kutta pentru m = 3 kg, v0 = 5 m/s, g = 10 m/s2 şi

k = 6 N/m

T = 2;

h = 0.1; v0 = 5;

g = 10; k = 6; m = 3;

[t1, y1] = eul(′funct3′, [0, T ], v0, h);

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Euler′)

subplot(1,2,1)

plot(t1, y1,′ r′)

[t2, y2] = rk2(′funct3′, [0, T ], v0, h);

title(′graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta′)

subplot(1,2,2)

plot(t2, y2,′ b′)

Subrutinele ”eul” şi ”rk2” apelează ”funct2.m”:

function re = funct3(t, y)

g = 10; k = 6; m = 3;

re = g − k/m ∗ y2;
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Modelare matematica prin EDO

Un studiu mai complet, care include si pozitionarea bilei se poate realiza

prin intermediul urmatorului sistem diferential:
dx

dt
= v

dv

dt
= mg − k v2

Adaugand data initiala, putem scrie urmatoarea problema Cauchy vecto-

riala: 
dY

dt
= f(t, Y (t))

Y (0) = Y0

unde

Y (t) =

(
x(t)
v(t)

)
,

f(t, Y (t)) =

(
v(t)

mg − kv(t)2

)
,

iar

Y0 =

(
x0

v0

)
.

mainprogram.m

[t,y]=eul(’funct’,[0 6], [0 0],.2) subplot(1,2,1) plot(t,y(:,1),’r’) subplot(1,2,2)

plot(t,y(:,2),’g’)

funct.m

function w=funct(t,y)

k=2; m=5;

w(1) = y(2); w(2) = g − k/m ∗ y(2)2;
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Curs 3

Tematica: modelarea miscarii sistemelor masa-resort/masa-resort-piston (oscilatii

libere/ oscilatii amortizate).

Sisteme masa-resort (oscilaţii libere)

Să considerăm un oscilator mecanic format dintr-un resort elastic şi o bilă de masă

m, legată la capătul liber al resortului. Dacă se pune bila ı̂n mişcare prin intermediul

unei forţe şi dacă se neglijeaza forta de frecare, sistemul va efectua o mişcare periodică

ı̂n jurul poziţiei de echilibru.

Ne raportam la o axa Ox si facem notaţiile: t-timpul, x0- poziţia iniţială a bilei, y0-

viteza iniţială a bilei, x(t)- poziţia bilei la momentul de timp t, y(t) = dx
dt

-viteza bilei la

momentul de timp t, Fe-forţa elastică ce acţionează asupra bilei, m-masa bilei(m > 0),

k constantă, ω =
√

k
m
.

Utilizand legea lui Newton F = ma putem scrie: mx′′ = −k x,
x(0) = x0,
y(0) = y0.

(1)

Solutia exacta a problemei (1) este:

x(t) = x0 cos(ωt) +
y0

ω
sin(ωt).

În acest caz, viteza instantanee a bilei ı̂ntr-o mişcare oscilatorie unidimensională

este:

v(t) = −ω x0 sin(ωt) + y0 cos(ωt).

In acest moment putem trasa graficele functiilor x si v.

Putem de asemenea sa realizam un studiu bazat pe scrierea echivalenta a ecuatiei

diferentiale de ordinul doi :
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Modelare matematica prin EDO


dx

dt
= v

dv

dt
= − k

m
x

Adaugand data initiala, putem scrie urmatoarea problema Cauchy vectoriala:
dY

dt
= f(t, Y (t))

Y (0) = Y0

unde

Y (t) =

(
x(t)
v(t)

)
,

f(t, Y (t)) =

(
v(t)

− k
m
x(t)

)
,

iar

Y0 =

(
x0

v0

)
.

mainprogram.m

[t,y]=eul(’funct’,[0 4], [5 0],.2) subplot(1,2,1) plot(t,y(:,1),’r’) subplot(1,2,2) plot(t,y(:,2),’g’)

funct.m

function w=funct(t,y)

k=36; m=3;

w(1)=y(2); w(2)=-k/m*y(1);

Sisteme masa-resort-piston(oscilaţii amortizate)

Să considerăm un oscilator mecanic format dintr-un resort elastic, o bilă de masă

m si un piston. Se pune bila ı̂n mişcare. In afară de forţa elastică, apare si o forţă de

rezistenţă proporţională cu viteza şi orientată ı̂n sens opus mişcării, Fr = −r dx
dt
.

Utilizand legea lui Newton, mx′′ = −k x− r x′,
x(0) = x0,
y(0) = y0.

(2)

Realizam un studiu bazat pe scrierea echivalenta a ecuatiei diferentiale de ordinul

doi ca sistem diferential de doua ecuatii diferentiale de ordinul unu dupa cum urmeaza:
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Figura 4. Oscilatii libere


dx

dt
= v

dv

dt
= − k

m
x− r

m
v.

Adaugand data initiala, putem scrie urmatoarea problema Cauchy vectoriala:


dY

dt
= f(t, Y (t))

Y (0) = Y0

unde

Y (t) =

(
x(t)
v(t)

)
,

f(t, Y (t)) =

(
v(t)

− k
m
x(t)− r

m
v(t)

)
,

iar
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Figura 5. Oscilatii amortizate

Y0 =

(
x0

v0

)
.

Trasarea graficelor pentru poziţia bilei şi viteza bilei, pentru m = 3 kg, k = 36 N/m,

x0 = 5 m, y0 = 0 m/s, r = 9 Ns/m

T = 4;

h = 0.1; y0 = [50];

[ts1, ys1] = eul(′functamort′, [0, T ], y0, h);

subplot(2, 1, 1)

plot(ts1, ys1(:, 1),′ r′)

subplot(2, 1, 2)

plot(ts1, ys1(:, 2),′ g′)

Subrutina ”eul.m” apelează ”functamort.m”:

function Y prim = functamort(t, Y )

Y prim(1) = Y (2);

Y prim(2) = −12 ∗ Y (1)− 3 ∗ Y (2);
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Curs 4

Tematica: Modelare in dinamica populatiilor

Modelul exponenţial

Rata de schimb a populaţiei este proporţională cu populaţia existentă.

Notaţii: t-timpul, P - dimensiunea populaţiei, P0- dimensiunea initiala a populaţiei,

k constantă de proportionalitate.{
dP
dt

= k P, t > 0,
P (0) = P0 > 0.

(1)

Determinarea soluţiei exacte a problemei (1)

Din dP
dt

= k P , rezultă dP
P

= k dt. Integrând ı̂n raport cu t, avem

ln |P | = k t+ C

, unde C este o constantă.

Adică P (t) = C1 exp(k t), unde C1 = eC . Constanta C1 se va determina din condiţia

P (0) = P0.

Rezultă C1 = P0.

Deci, soluţia exactă a problemei (1) este

P (t) = P0 e(k t)

.

Trasarea graficelor soluţiei exacte si a soluţiilor aproximative cu metodele Euler şi

Runge-Kutta, pentru P0 = 20, k = 1

T = 2;

h = 0.1; P0 = 20; k = 1;

[t1, y1] = eul(′funct4′, [0, T ], P0, h);

[t2, y2] = rk4(′funct4′, [0, T ], P0, h);
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[t3, y3] = rk2(′funct4′, [0, T ], P0, h);

q = 0 : h : T ;

yexact = P0 ∗ exp(k. ∗ q);
subplot(2, 2, 1)

title(′Graficul solutiei exacte′)

plot(q, yexact,′ r′)

subplot(2, 2, 2)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Euler′)

plot(t1, y1,′ b′)

subplot(2, 2, 3)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta4′)

plot(t2, y2,′ g′)

subplot(2, 2, 4)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta2′)

plot(t3, y3,′ y′)

Subrutinele ”eul”,”rk4” şi ”rk2” apelează ”funct4.m”:

function r = funct4(t, y)

k = 1;

r = k ∗ y;

Dacă k > 0, lim
t→∞

P (t) = ∞, iar dacă k < 0, lim
t→∞

P (t) = 0.

O ı̂mbunătăţire a acestui model o constituie modelul logistic.

Modelul logistic

Rata de schimb a populaţiei este proporţională cu populaţia existentă. Creşterea

populaţiei este limitată.

Notaţii: t-timpul, P - dimensiunea populaţiei, P0- dimensiunea initiala a populaţiei,

k constantă, M - dimensiunea limită(superioara) a populaţiei.

{
dP
dt

= k P
(
1− P

M

)
,

P (0) = P0 > 0.
(2)

Determinarea soluţiei exacte a problemei Cauchy (2)
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Figura 6. Modelul exponential

Din dP
dt

= k P
(
1− P

M

)
, rezultă

dP

P
(
1− P

M

) = k dt

.

Integrând ı̂n raport cu t, avem

ln |P (t)| − ln

∣∣∣∣1− P (t)

M

∣∣∣∣ = k t+ C

, unde C este o constantă, de unde rezultă ln
∣∣∣ P
1− P

M

∣∣∣ = k t+C, cu C constantă. Adică

P

1− P
M

= C1 exp(k t)

, unde C1 = eC = M P0
M−P0

.

Prin urmare,

P

(
1 +

P0

M − P0
exp(k t)

)
=

M P0

M − P0
exp(k t).

Rezultă ca
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P (t) =
M P0 exp(k t)

M − P0 + P0 e(k t)
.

Deci, soluţia exactă a problemei (2) este

P (t) =
M P0

P0 + (M − P0) exp(−k t)
.

Trasarea graficelor soluţiei exacte si a soluţiilor aproximative cu metodele Euler şi

metoda Runge-Kutta, pentru P0 = 20, k = 1, M = 100

T = 2;

h = 0.1;

P0 = 20;

k = 1;

M = 100;

[t1, y1] = eul(′funct5′, [0, T ], P0, h);

[t2, y2] = rk4(′funct5′, [0, T ], P0, h);

[t3, y3] = rk2(′funct5′, [0, T ], P0, h);

q1 = 0 : h : T ;

yexact1 = M ∗ P0 ∗ exp(k. ∗ q1)/(M − P0 + P0 ∗ exp(k. ∗ q1));
subplot(2, 3, 1)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei exacte pe [0, 2]′)

plot(q1, yexact1,′ r′)

q2 = 0 : h : 4;

yexact2 = M ∗ P0 ∗ exp(k. ∗ q2)/(M − P0 + P0 ∗ exp(k. ∗ q2));
subplot(2, 3, 2)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei exacte pe [0, 4]′)

plot(q2, yexact2,′ r′)

q3 = 0 : h : 6;

yexact3 = M ∗ P0 ∗ exp(k. ∗ q3)/(M − P0 + P0 ∗ exp(k. ∗ q3));
subplot(2, 3, 3)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei exacte pe [0, 6]′)
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plot(q3, yexact3,′ r′)

subplot(2, 3, 4)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Euler′)

plot(t1, y1,′ b′)

subplot(2, 3, 5)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta4′)

plot(t2, y2,′ g′)

subplot(2, 3, 6)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta2′)

plot(t3, y3,′ y′)

Subrutinele ”eul”,”rk4” şi ”rk2” apelează ”funct5.m”:

function r = funct5(t, y)

k = 1;

M = 100;

r = k ∗ y ∗ (1− y/M);

Dacă k > 0, lim
t→∞

P (t) = M, iar dacă k < 0, lim
t→∞

P (t) = 0.

O ı̂mbunătăţire a acestui model o constituie modelul logistic modificat.

Modelul logistic modificat

Urmărind o populaţie de veveriţe ı̂n munţii Rocky, specialiştii au notat:

1) dacă dimensiunea populaţiei este foarte mare, atunci rata de ı̂nmulţire a

veveriţelor descreşte, putând fi chiar negativă.

2) dacă dimensiunea populaţiei este foarte mică, atunci rata de ı̂nmulţire este

negativă.

Notaţii: t-timpul, P - dimensiunea populaţiei de veveriţe, P0- dimensiunea populaţiei

iniţial, k constantă, M - dimensiunea limită la care poate creşte populaţia de veveriţe

şi N -populaţia limită la care poate descreşte populaţia de veveriţe.
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{
dP
dt

= k P
(
1− P

M

) (
P
N
− 1

)
,

P (0) = P0 > 0.
(3)

Modelare in MATLAB pentru k = 1, P0 = 20, M = 100, N = 5

T = 10;

h = 0.1;

P0 = 20;

k = 1;

M = 100;

N = 5;

[t1, y1] = eul(′funct6′, [0, T ], P0, h);

[t2, y2] = rk4(′funct6′, [0, T ], P0, h);

[t3, y3] = rk2(′funct6′, [0, T ], P0, h);

subplot(1, 3, 1)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Euler′)

plot(t1, y1,′ b′)

subplot(1, 3, 2)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta4′)

plot(t2, y2,′ g′)

subplot(1, 3, 3)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu metoda Runge−Kutta2′)

plot(t3, y3,′ r′)

Subrutinele ”eul”,”rk4” şi ”rk2” apelează ”funct6.m”:

function r = funct6(t, y)

k = 1;

M = 100;

N = 5;

r = k ∗ y ∗ (1− y/M) ∗ (y/N − 1);
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Figura 7. Modelul logistic modificat

Exercitiu: Modelarea dinamicii populaţiei unui oras. Dinamica populaţiei

unui oraş este descrisă de ecuaţia:

dN
dt

= k1N(t)− k2N2(t), (4)

unde N - populaţia oraşului, k2 = 3.36 10−7 şi k1 = log(7/5)/10.

Consideram drept data initiala N0 = 50000 si propunem urmatoarea modelare

Matlab.

T = 100;

h = 0.1;

N0 = 50000;

k1 = log(7/5)/10;

k2 = 3.36 ∗ 10−7;
[t1, y1] = eul(′funct9′, [0, T ], N0, h);

[t2, y2] = rk4(′funct9′, [0, T ], N0, h);

[t3, y3] = rk2(′funct9′, [0, T ], N0, h);

subplot(1, 3, 1)

xlabel(′X ′)
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ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu Euler′)

plot(t1, y1,′ b′)

subplot(1, 3, 2)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu Runge−Kutta4′)

plot(t2, y2,′ g′)

subplot(1, 3, 3)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu Runge−Kutta2′)

plot(t3, y3,′ r′)

Subrutinele ”eul”,”rk4” şi ”rk2” apelează ”funct8.m”:

function r = funct9(t, y)

k1 = log(7/5)/10;

k2 = 3.36 ∗ 10−7;
r = k1 ∗ y − k2 ∗ y2;

Exercitiu: Modelarea dinamicii unei populaţii de bacterii. De dimineaţă

am cumpărat un sandwich cu o populaţie de bacterii ce creşte exponenţial, populaţia

iniţială era de 1.000 bacterii, iar 10 minute mai târziu populaţia era de 1.500 bacterii.

Determinaţi dimensiunea populaţiei de bacterii după 4 ore.

Notaţii: t-timpul, P (t)- dimensiunea populaţiei de bacterii la momentul de timp t,

k > 0 constantă de proportionalitate, P0- dimensiunea initiala a populaţiei de bacterii.

P0 = 1000, P (10) = 1500 {
dP
dt

= k P, t > 0,
P (0) = P0.

(5)

Din dP
dt

= k P (t), rezultă dP
P

= k dt. Integrând ı̂n raport cu t, avem: ln|P | = k t+C,

unde C constantă. Astfel, P (t) = C1 exp(k t), unde C1 = eC . Această constantă C1

se determină din condiţia iniţială P (0) = P0. Deci C1 = P0 = 1000. Constanta de

proportionalitate k o vom determina din condiţia P (10) = 1500, astfel

k = log(3/2)/10.

Soluţia problemei (5) este: P (t) = 1000 exp(1/10 log(3/2) t).

Acum putem calcula P (4 60) = 1000 exp(1/10 log(3/2) 4 60).
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Figura 8. Modelarea dinamicii populaţiei

T = 300;

h = 0.1;

P0 = 1000;

k = log(3/2)/10;

[t1, y1] = eul(′funct10′, [0, T ], P0, h);

[t2, y2] = rk4(′funct10′, [0, T ], P0, h);

[t3, y3] = rk2(′funct10′, [0, T ], P0, h);

q = 0 : h : T ;

yexact = P0 ∗ exp(k. ∗ q);
subplot(2, 2, 1)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei exacte′)

plot(q, yexact,′ r′)

subplot(2, 2, 2)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)
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title(′Graficul solutiei aproximative cu Euler′)

plot(t1, y1,′ b′)

subplot(2, 2, 3)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu Runge−Kutta4′)

plot(t2, y2,′ g′)

subplot(2, 2, 4)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu Runge−Kutta2′)

plot(t3, y3,′ y′)

P−240 = P0 ∗ exp(k ∗ 240)

Subrutinele ”eul”,”rk4” şi ”rk2” apelează ”funct10.m”:

function r = funct10(t, y)

k = log(3/2)/10;

r = k ∗ y;

Studiul dinamica populatiilor poate fi continuat cu modelarea matematica a inte-

ractiunii dintre specii:

1) Modele prada-pradator

2) Modele prada-pradator-competitor
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Curs 5

Tematica:Modelare in epidemiologie

Modelul SIR

Modelul SIR este descris matematic prin intermediul urmatorului sistem diferential:

dS

dt
= −aSI

dI

dt
= aSI − bSI

dR

dt
= bI

unde

• S reprezinta numărul persoanelor suspecte.

• I reprezinta numărul persoanelor infectate

• R reprezinta numărul persoanelor recuperate

• N reprezinta dimensiunea totala a populaţiei

S + I +R = N

• a este rata de infectare

• b este rata de recuperare

Adaugand data initiala, modelul SIR se exprimă cu ajutorul problemei Cauchy

vectoriale


dY

dt
= f(t, Y (t))

Y (0) = Y0

unde
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Y (t) =

 S(t)
I(t)
R(t)



f(t, Y (t)) =

 −aS(t)I(t)
aS(t)I(t)− bI(t)

bI(t)


iar

Y0 =

 S0

I0
R0



functSIR.m

function w=functSIR(t,y)

a=.01;

b=.025;

w(1)=-b*y(1)*y(2);

w(2)=b*y(1)*y(2)-a*y(1);

w(3)=a*y(2);

SIR.m

[teul, yeul]=eul(’functSIR’,[0 5],[100 50 10],.2);

plot(teul,yeul(:,1),’r’)

hold on

plot(teul,yeul(:,2),’g’)

hold on

plot(teul,yeul(:,3))

Pentru detalii, a se consulta de exemplu [1, 2, 20].

Modelul SIR cu vaccinare
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

dS

dt
= −aSI − c

dI

dt
= aSI − bI

dR

dt
= bI + c

Problema Cauchy vectorială ataşată sistemului diferential anterior este:
dY

dt
= f(t, Y )

Y (0) = Y0

unde,

Y0 =

 S0

I0
R0


Y (t) =

 S(t)
I(t)
R(t)


f(t, Y (t)) =

 −aS(t)I(t)− c
aS(t)I(t)− bI(t)

bI(t) + c


Pentru detalii se pot consulta :[43, 41, 42, 44].

functSIRV.m

function w=functSIRV(t,y) a=.2;

b=.03;

c=1;

w(1)=-b*y(1)*y(2)-c;

w(2)=b*y(1)*y(2)-a*y(1);

w(3)=a*y(2)+c;

SIRV.m

[teul, yeul]=eul(’functSIRV’,[0 5],[100 50 10],.2);

plot(teul,yeul(:,1),’r’)

hold on
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plot(teul,yeul(:,2),’g’)

hold on

plot(teul,yeul(:,3))

Modelul SEIR

În modelul SEIR indivizii sunt clasificaţi astfel:

• S: numărul persoanelor suspecte

• E: numărul persoanelor expuse

• I: numărul persoanelor infectate (care pot transmite boala)

• R: numarul persoanelor scoase din lanţul de transmitere (vindecate sau dece-

date)

Dimensiunea totala a populatiei se noteaza cu N, functie de timp:

N(t) = S(t) + E(t) + I(t) +R(t)

Cu ajutorul modelului SEIR se poate modela răspândirea bolii Ebola. Ebola este

o boală infecţioasă severă cu rata de mortalitate 90%.

Modelul matematic se exprimă prin intermediul unui sistem de ecuaţii diferenţiale

ordinare, de ordinul 1, căruia i se ataşează condiţii iniţiale.

dS

dt
= −βSI

N

dE

dt
=

βSI

N
− δE

dI

dt
= δE − γI

dR

dt
= γI

unde,

(1) β = pc, unde p este probabilitatea ca o persoana sa fie infectata la contactul

cu o altă persoană infectată şi c reprezinta numărul de persoane de contact.

(2) δ reprezintă rata de contagiozitate. De aici rezultă că
1

δ
reprezintă perioada

medie a unei persoane expuse să devină infectată.

(3) γ reprezintă rata de mortalitate.

În cazul bolii Ebola, rata de mortalitate fiind foarte mare putem prespune

că toate persoanele infectate vor deceda. Acestea fiind spuse, numărul foarte
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mic de persoane care vor fi recuperate nu va fi trecut din nou la clasa de

suspecţi.
1

γ
va reprezenta perioada medie a unei persoane de a deceda.

S(0) = S0;

E(0) = E0;

I(0) = I0;

R(0) = R0;

Luand in considerare data initiala, modelul SEIR este descris matematic prin in-

termediul urmatoarei probleme Cauchy vectoriale.


dY

dt
= f(t, Y )

Y (0) = Y0

unde

Y (t) =


S(t)
E(t)
I(t)
R(t)



f(t, Y (t)) =


−βSI

N
βSI
N

− δE
δE − γI

γI



Y0 =


S0

E0

I0
R0


Detalii despre modelul SEIR se pot gasi in [23, 17].

Modelul SEIS

Modelul matematic SEIS este reprezentat de următorul sistem de ecuatii difeentiale

de ordinul I:
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
dS
dt

= −λSI + γI
dE
dt

= λSI − ϵE
dI
dt

= ϵE − γI,

unde

S = S(t) reprezinta numărul persoanelor suspecte E = E(t) reprezinta numărul

persoanelor latente I = I(t) reprezinta numărul persoanelor infectate

iar λ reprezină produsul dintre rata de contact şi probabilitatea de transmitere

γ este perioada de contagiozitate −1

ϵ este perioada de latenţă −1

Problema Cauchy vectoriala ataşată sistemului SEIS este:{
dY
dt

= f(t, Y )
Y (0) = Y0.

Vectorul Y

Y =

 S(t)
E(t)
I(t)


reprezintă necunoscuta problemei Cauchy vectoriale

Vectorul Y0

Y0 =

 S0

E0

I0


reprezintă data iniţială a problemei Cauchy ataşată sistemului SEIS.

f(t, Y ) =

 −λSI + γI
λSI − ϵE
ϵE − γI


In plus,

N = S(t) + E(t) + I(t)

s(t) =
S(t)

N

e(t) =
E(t)

N

i(t) =
I(t)

N
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Detalii despre modelul SEIS se pot gasi de exemplu in [7].
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Curs 6

Tematica: modelare in chimie; modelarea unor procese financiare

Modelarea descompunerii radioactive

Să considerăm un izotop radioactiv Uraniu-238, care se descompune ı̂ntr-un alt ele-

ment prin emisia de particule alfa. Presupunem că eşantionul considerat este suficient

de mare pentru a descrie procesul utilizând un model continuu. Presupunem că rata de

descreştere a masei este proporţională cu masa curentă a eşantionului, exprimaţi masa

izotopului radioactiv ı̂n funcţie de timp, presupunând cunoscută masa la momentul

iniţial.

Notaţii: t-timpul, m(t)- masa la momentul de timp t, k > 0 constantă, m0- masa

iniţială a izotopului. {
dm
dt

= −km,
m(0) = m0 > 0.

(1)

Determinarea soluţiei exacte a problemei (1)

Din dm
dt

= −km, rezultă dm
m

= −k dt. Integrând ı̂n raport cu t, avem ln |m| =
−k t+ C, unde C este o constantă. Adică m(t) = C1 exp(−k t), unde C1 = eC .

Constanta C1 o vom determina din condiţia m(0) = m0. Rezultă C1 = m0.

Deci, soluţia exactă a problemei (1) este

m(t) = m0 e( − k t)

.

Modelare in MATLAB pentru m0 = 20, k = 1

T = 10;

h = 0.1;

m0 = 20;

k = 1;
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[t1, y1] = eul(′funct8′, [0, T ],m0, h);

[t2, y2] = rk4(′funct8′, [0, T ],m0, h);

[t3, y3] = rk2(′funct8′, [0, T ],m0, h);

q = 0 : h : T ;

yexact = m0 ∗ exp(−k. ∗ q);
subplot(2, 2, 1)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei exacte′)

plot(q, yexact,′ r′)

subplot(2, 2, 2)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu Euler′)

plot(t1, y1,′ b′)

subplot(2, 2, 3)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu Runge−Kutta4′)

plot(t2, y2,′ g′)

subplot(2, 2, 4)

xlabel(′X ′)

ylabel(′Y ′)

title(′Graficul solutiei aproximative cu Runge−Kutta2′)

plot(t3, y3,′ y′)

Subrutinele ”eul”,”rk4” şi ”rk2” apelează ”funct8.m”:

function r = funct8(t, y)

k = 1;

r = −k ∗ y;

Modelarea unor procese financiare

Un fond de investiţii garantează că rata de ı̂nmulţire a banilor este proporţională

cu suma investită, asigurând o constantă de proporţionalitate k = 0.02/an. Admitând

că suma investită este de 1000 euro, la ce sumă se va ajunge ı̂n 10 ani?
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Un alt fond de investiţii garantează o evoluţie cu coeficient de proportionalitate

depinzand de timp k̄(t) = k0 exp(−k2 t) unde k0 = 0.06/an şi k2 = 0.1/an. Presu-

punând că suma investită este 1000 euro, calculaţi la ce sumă se va ajunge ı̂n 10 ani

apelând la al doilea fond de investiţii.

( S0 = 1000, k = 0.02, k0 = 0.06, k2 = 0.1)

Notaţii: t-timpul, S1(t)- suma corespunzatoare primului fond la momentul de timp

t, S2(t)- suma corespunzatoare celui de al doilea fond la momentul de timp t, k, k0, k2

constante pozitive, S0- suma depusă iniţial,

Pentru primul fond de investiţii scriem urmatoarea Problema Cauchy:{
dS1
dt

= 0.02S1, t > 0,
S1(0) = S0.

(1)

Pentru al doilea fond de investiţii scriem urmatoarea Problema Cauchy:{
dS2
dt

= 0.06 e(−0.1 t) S2,
S2(0) = S0.

(2)

Din dS1
dt

= 0.02S1, rezultă dS1
S1

= 0.02 dt. Integrând ı̂n raport cu t, avem: ln|S1| =
0.02 t + C, unde C constantă. Astfel, S1(t) = C1 exp(0.02 t), unde C1 = eC . Această

constantă C1 se determină din condiţia iniţială S1(0) = S0. Deci C1 = S0 = 1000.

Soluţia problemei (1) este:

S1(t) = 1000 exp(0.02 t)

.

Din dS2
dt

= 0.06 exp(−0.1 t)S2(t), rezultă dS2
S2

= 0.06 exp(−0.1 t)dt. Integrând ı̂n

raport cu t, avem: ln|S2| = −0.6 exp(−0.1 t)+C2, unde C2 constantă. Astfel, S2(t) =

C3 exp (−0.6 exp(−0.1 t)), unde C3 = eC2 constantă. Această constantă C3 se determină

din condiţia iniţială S2(0) = S0. Deci C3 = 1000/exp(−0.6).

Soluţia problemei (2) este:

S2(t) = 1000 exp (−0.6[exp(−0.1 t)− 1])

.

Avem

S1(10) = 1000 exp(0.2), S2(10) = 1000 exp(−0.6 (1/e− 1))

.

Modelare in Matlab T = 50;
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Graficul sumelor de la cele doua fonduri: fondul I− rosu, fondul II− albastru

Figura 9. Modelarea unor procese financiare

h = 0.1; S0 = 1000;

k = 0.02; k0 = 0.06; k2 = 0.1;

q1 = 0 : h : T ;

y1 = S0 ∗ exp(k. ∗ q1);
q2 = 0 : h : T ;

y2 = S0/exp(−k0/k2) ∗ exp(−k0/k2 ∗ exp(−k2. ∗ q2));
plot(q1, y1,′ r′)

hold on

plot(q2, y2,′ b′)

hold off

S1−10 = y1(10)

S2−10 = y2(10)

După cum se observă ı̂n desenul de mai sus, este profitabil pe termen lung să se

investeasca la primul fond de investiţii, iar pe termen scurt este mai profitabil la al

doilea fond.
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Curs 7

Tematica: preliminarii pentru modelare matematica in elasticitate

Tensori cartezieni de ordinul II Există mai multe definiţii ale tensorului carte-

zian ı̂n general şi ale tensorului cartezian de ordin II ı̂n particular. În aplicaţii, unde

trebuie mai degrabă să recunoaştem mărimile tensoriale, numim tensor cartezian de

ordin II ı̂ntr-un spaţiu euclidian En, o mărime geometrică sau fizică (cu dimensiune)

caracterizată ı̂n fiecare reper prin n2 numere Tij numite şi componente, componente

care la o schimbare a reperului definită de formulele

e′i = Qikek i ∈ {1, 2, 3} (1)

se schimbă după relaţiile:

T ′
ij = QikQjlT kl. (2)

Această definiţie este adoptată de exemplu ı̂n [3]. În scrierea relaţiilor (1) şi (2) s-a

utilizat convenţia de sumare a lui Einstein (convenţia de sumare dupǎ indicele care se

repetǎ); vom utiliza aceastǎ convenţie pe parcursul ı̂ntregii lucrǎri.

O definiţie mai naturală este definiţia tensorului ca element al unui produs de spaţii

vectoriale, prin analogie cu definiţia vectorului ca element al unui spaţiu vectorial. Cu

această definiţie, tensorul cartezian de ordinul doi este o mărime de forma

T = Tikei ⊗ ek, (3)

unde

(ei ⊗ ek) este o bazǎ ı̂n L⊗ L,

L fiind un spaţiu vectorial. O prezentare a calculului tensorial pornind de la această

definiţie se găseşte ı̂n [16].

Tensorul de ordin doi poate fi definit ca o aplicaţie liniară T a unui spaţiu vectorial

L ı̂n el ı̂nsuşi. Astfel, oricare v ∈ L,

Tv = u ∈ L. (4)
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Dacă spaţiul L este raportat la o bază ortonormată

{e1, e2, ..., en},

atunci orice vector Tej se scrie:

Tej = Tijei. (5)

Numerele Tij se vor numi componentele tensorului ı̂n baza dată. Evident ele sunt ı̂n nu-

mar de n2 iar (Tij)1≤i,j≤n este o matrice patratică de n×n elemente. Ea caracterizează

tensorul ı̂n baza dată. Utilizând (4) şi (5), putem scrie,

uiei = T (vjej) = Tijvjei

şi de aici, deducem,

ui = Tijvj. (6)

Tensorul O este aplicaţia care face să corespundă oricărui vector, vectorul nul,

Ov = 0

iar I este aplicaţia ce lasă neschimbat orice vector,

Iv = v.

Prin compunerea a doi tensori T şi S obţinem un tensor TS de componente (TikSkj)

ce corespund produsului matricial; ı̂n general, TS ̸= ST .
Puterile unui tensor T sunt: T 0 = I,T 1 = T ,T 2 = TT , ş.a.m.d.

Un tensor T este inversabil dacă existǎ un tensor T−1 numit tensorul invers astfel

ı̂ncât

TT−1 = T−1T = I.

Suma a doi tensori T şi S este un tensor G de componente

Gij = Tij + Sij 1 ≤ i, j ≤ n.

Produsul dintre un tensor T şi un scalar λ este un tensor G de componente

Gij = λTij 1 ≤ i, j ≤ n.

Produsul tensorial sau diadic a doi vectori a, b ∈ L se notează a⊗b şi se defineşte

prin egalitatea:

(a⊗ b)u = (u · b) · a ∀u ∈ L. (7)

Aşadar, utilizând (6) şi (7) obţinem

(a⊗ b)ij = aibj.
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În particular,

(ei ⊗ ej)ij = δij, i, j ∈ {1, 2, . . . , n},

unde δij este simbolul lui Kronecker,

δij =

{
1 dacǎ i = j;
0 dacǎ i ̸= j.

Un alt simbol care se va dovedi util este simbolul lui Ricci

ϵijk =

 1 dacǎ (i, j, k) = (1, 2, 3)
−1 dacǎ (i, j, k) ̸= (1, 2, 3)
0 dacǎ cel puţin doi indici sunt egali.

(8)

prin (i, j, k) = (1, 2, 3) ı̂nţelegând cǎ permutarea (i, j, k) are aceeaşi paritate cu per-

mutarea (1, 2, 3) iar prin (i, j, k) ̸= (1, 2, 3) ı̂nţelegând cǎ permutarea (i, j, k) nu are

aceeaşi paritate cu permutarea (1, 2, 3). De exemplu, ϵ312 = 1, ϵ213 = −1, ϵ112 = 0.

Tensorul transpus se noteazǎ cu T T şi este definit de relaţia:

u · Tv = T Tu · v ∀u,v ∈ L.

Au loc urmǎtoarele proprietǎţi

(T 1 + T 2)
T = T T

1 + T T
2 ,

(T 1T 2)
T = T T

2 T
T
1 ,

(T n)T = (T T )n; (T−1)T = (T T )−1; (T T )T = T .

Un tensor S se numeşte simetric dacă S = ST .

Un tensor Ω se numeşte antisimetric dacă Ω = −ΩT .

Orice tensor T se descompune ı̂n mod unic ı̂n suma a doi tensori, unul simetric S

şi altul antisimetric Ω. Într-adevǎr,

T = S +Ω

unde

S =
1

2
(T + T T ); Ω =

1

2
(T − T T ).

Un tensor R se numeşte ortogonal dacă aplicaţia care ı̂l defineşte lasă invariant

produsul scalar

Ru ·Rv = u · v ∀u,v ∈ L.

Se poate demonstra cǎ R este ortogonal dacă şi numai dacă

RRT = RTR = I
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sau, echivalent, dacă şi numai dacă

R−1 = RT .

Urma tensorului T se notează trT şi se defineşte prin următoarele două proprietăţi:

i) este o funcţie scalară liniară definită pe mulţimea tensorilor de ordin 2

ii)tr(u⊗ v) = u · v.

Notǎm cǎ

trT = Tiktr(ei ⊗ ek) = Tii = trT T

şi, se poate verifica prin inducţie,

tr(T T )n = trT n.

Produsul scalar a doi tensori de ordin doi T şi S se notează T · S şi se defineşte

prin formula:

T · S = tr(TST ) = tr(ST T ) = TijSij.

Norma tensorului T se defineşte prin:

|T | =
√
T · T . (9)

Un tensor simetric S se numeşte pozitiv definit dacă

u · Su > 0 ∀u ̸= 0.

Un tensor simetric S se numeşte pozitiv semidefinit dacă

u · Su ≥ 0 ∀u ∈ L.

Dacă T este tensor simetric pozitiv definit, atunci existǎ U tensor simetric pozitiv

definit astfel ı̂ncât S = U 2.

Fie T un tensor de ordinul doi şi fie ecuaţia:

Tu = λu.

Un vector u (nenul) ce satisface această ecuaţie se numeşte vector propriu iar scalarul

λ pentru care este posibilă ecuaţia se numeşte valoare proprie. Într-o bază dată,

(Tij − λδij)uj = 0 i ∈ {1, 2, ..., n}.

Ca acest sistem să admită soluţii nebanale este necesar şi suficient să avem:

Pn(λ) = det(Tij − λδij) = 0,

unde Pn(λ) se numeşte polinom caracteristic iar

Pn(λ) = 0 (10)
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se numeşte ecuaţie caracteristică. Valorile proprii sunt reale dacă şi numai dacă ten-

sorul T este simetric; valorile proprii sunt pozitive dacă şi numai dacă tensorul T este

pozitiv definit.

Dacă T este simetric şi dacă rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt distincte, există

n vectori proprii ortogonali doi câte doi (ce formează o bază); dacă rădăcinile sunt

multiple se pot determina de asemenea n vectori proprii ortogonali doi câte doi. Baza

determinată de vectorii proprii se numeşte bază proprie. În această bază, tensorul se

scrie:

T = Tijui ⊗ uj = (ui · Tuj)ui ⊗ uj = (ui · λjuj)ui ⊗ uj

= λ1u1 ⊗ u1 + λ2u2 ⊗ u2 + ...+ λnun ⊗ un.

Aceasta este descompunerea spectrală. Ea este caracteristică tensorului simetric.

Numim invariant al tensorului de ordin doi orice aplicaţie definită pe mulţimea

acestor tensori cu valori scalare. Fie

I1 = trT = Tii

I2 = trT 2 = TijTji

In = trT n = ...

Aceşti invarianţi se numesc invarianţi principali ai tensorului T . Cu ajutorul lor

putem scrie

Pn(λ) = det(T − λI) = λn − I1λ
n−1 + I2λ

n−2 − ...± In.

Teorema de descompunere polară: Orice tensor de ordinul II nesingular T (i.e. det(Tij) ̸=
0), poate fi scris sub forma T = RSd = SR unde R este un tensor ortogonal iar Sd,

S sunt tensori simetrici pozitiv definiţi. În plus R,Sd şi S sunt unic determinaţi, iar

Sd şi S au aceleaşi valori proprii.

Un tensor de forma αI, unde α ∈ R, se numeşte tensor sferic.

Un tensor simetric având urma zero se numeşte tensor deviator.

Orice tensor simetric de ordinul doi S se reprezintă ı̂n mod unic ca suma dintre un

tensor sferic şi un tensor deviator. Într-adevăr,

S =
trS

n
I +

(
S − trS

n
I
)
.

Dat fiind un tensor de ordin doi T , numim deviatorul lui T tensorul

TD := T − trT

n
I. (11)

Geometria deformaţiei

Prin mediu continuu ı̂nţelegem un sistem material M care la fiecare moment umple

complet o regiune a spaţiului (mulţime deschisǎ, mǎrginitǎ, conexǎ din R3).
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Fie un mediu continuu ı̂n mişcare, ce ocupǎ la momentul t = 0 domeniul Ω ⊂ R3

iar la momentul t > 0 domeniul Ωt ⊂ R3. Domeniul Ω se numeşte configuraţie de

referinţǎ sau configuraţie nedeformatǎ a mediului. Pentru fiecare t > 0, Ωt se numeşte

configuraţie curentǎ sau deformatǎ a mediului.

Fie P o particulǎ a sistemului material M şi fie X = (Xi) vectorul sǎu de poziţie la

t = 0, iar x = (xi) vectorul sǎu de poziţie la un moment arbitrar t > 0, raportându-ne

la o bazǎ ortonormatǎ {e1, e2, e3} din R3. Componentele (Xi) se numesc coordonate

Lagrange sau coordonate materiale; componentele (xi) se numesc coordonate Euler

sau coordonate spaţiale.

Numim mişcare a unui mediu continuu o familie de aplicaţii (χ(·, t))t,

χ(·, t) : Ω → χ(Ω, t) = Ωt

x = χ(X, t), t > 0. (12)

Presupunem cǎ pentru oricare moment t > 0, aplicaţia χ(·, t) este o aplicaţie continuǎ

şi bijectivǎ. Inversa sa se va nota cu χ−1 :

χ−1(·, t) : Ωt → Ω

X = χ−1(x, t) t > 0.

Fie ϕ o funcţie scalarǎ sau vectorialǎ definitǎ pe Ω × R+, ϕ = ϕ(X, t). Numim

derivatǎ materialǎ, derivata ı̂n raport cu t, pentru X constant. Vom nota aceastǎ

derivatǎ prin d
dt
ϕ sau ϕ̇;

ϕ̇(X, t) =
d

dt
ϕ(X, t) =

∂

∂t
ϕ(X, t) X ∈ Ω, t > 0.

În particular, viteza şi acceleraţia punctului material P la momentul t > 0 se definesc

cu ajutorul derivatelor materiale astfel:

v = ẋ =
d

dt
χ(X, t), (13)

a = v̇ = ẍ =
d2

dt2
χ(X, t). (14)

Pe componente, formulele (13) şi (14) se scriu astfel:

vi = ẋi =
d

dt
χi(X, t),

ai = v̇i = ẍi =
d2

dt2
χi(X, t).

Fie acum φ o funcţie scalarǎ definitǎ pe configuraţia deformatǎ,

φ : Ωt × R+ → R.
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Pentru a calcula derivata materialǎ a funcţiei φ, trebuie sǎ luǎm ı̂n considerare dependenţa

lui x de X şi t. Astfel, utilizând (12) putem scrie,

φ̇(x, t) =
∂

∂ t
φ(x, t) +

∂

∂ xi

φ(x, t) vi. (15)

Introducând notaţia ∇xφ pentru gradientul lui φ ı̂n raport cu coordonatele spaţiale,

(15) devine

φ̇ =
∂φ

∂ t
+∇xφ · v. (16)

Notǎm aici cǎ formula (16) este valabilǎ şi pentru funcţii vectoriale. În particular,

din (14) şi (16) deducem pentru acceleraţie urmǎtoarea formulǎ vectorialǎ

a =
∂ v

∂ t
+ (∇x v)v,

formulǎ care pe componente se scrie astfel:

ai =
∂ vi
∂ t

+
∂ vi
∂ xj

vj.

Numim traiectorie pentru un punct material de coordonate Lagrange (X1, X2, X3),

ı̂ntre momentele 0 şi t1, mulţimea punctelor x = χ(X, t), pentru t ∈ [0, t1],

T rajt∈[0,t1](X) = {x |x = χ(X, t), ∀t ∈ [0, t1]}.

Numim deformaţie aplicaţia χ(·, t) : Ω → Ωt, definitǎ prin (12) pentru t > 0 fixat.

Gradientul sǎu ı̂n raport cu coordonatele materiale Xi defineşte un câmp tensorial

notat F ,

F = (Fij), Fij =
∂χi

∂Xj

i, j ∈ {1, 2, 3}.

Tensorul F se numeşte gradient al deformaţiei. Pentru t = 0 avem F = I3 deci

J = detF = 1 şi cum J nu se anuleazǎ nicǎieri (consecinţǎ a injectivitǎţii aplicaţiei

χ(·, t) pentru orice t > 0) se obţine

J = detF > 0, ∀X ∈ Ω, t > 0. (17)

În cele ce urmeazǎ vom nota prin ∇X şi ∇x operatorii gradient ı̂n descriere materialǎ,

respectiv spaţialǎ, i.e.,

(∇Xφ)i =
∂φ

∂Xi

, (∇xφ)i =
∂φ

∂xi

pentru fiecare funcţie scalarǎ φ şi

(∇Xψ)ij =
∂ψ

∂Xj

, (∇xψ)ij =
∂ψ

∂xj

pentru fiecare funcţie vectorialǎ ψ. Aşadar,

F = ∇Xχ.
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În plus, pentru orice funcţie scalarǎ φ(x, t) = φ(χ(X, t), t), putem scrie

∇Xφ = (∇xφ)F .

Notǎm cǎ aceastǎ formulǎ este de asemenea valabilǎ pentru funcţiile vectoriale (veri-

ficare pe componente).

Considerǎm ı̂n aceastǎ secţiune tensorii C şi G definiţi prin relaţiile:

C = F T F (Cij = FkiFkj),

G =
1

2
(C − I3) (Gij =

1

2
(FkiFkj − δij)).

Tensorul C se numeşte tensor dilatare iar tensorul G se numeşte tensor deformaţie.

Tensorul dilatare C este un tensor simetric. Prin urmare, el posedǎ trei valori

proprii reale CI , CII , CIII pe care le numim dilataţii principale.

Propoziţia 1. Valorile proprii CI , CII , CIII ale tensorului dilatare C sunt strict

pozitive.

Demonstraţie. Dacǎ λ este o valoare proprie a tensorului dilatare C şi y este

vector propriu asociat, avem

Cijyj = λ yi, ∀i ∈ {1, 2, 3}.

De aici rezultǎ cǎ

λyiyi = Cijyjyi

= FkiFkjyjyi

= FkiyiFkjyj

= (Fkiyi)
2

≥ 0.

Cum y este un vector nenul, deducem λ ≥ 0.

Sǎ presupunem cǎ λ = 0. În acest caz

Fijyj = 0, ∀i ∈ {1, 2, 3}.

Prin urmare detF = 0. Contradicţie cu (17). �

Tensorul deformaţie G este simetric. Vectorii sǎi proprii se numesc direcţii princi-

pale de deformaţie iar valorile proprii se numesc deformaţii normale principale.
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Sǎ notǎm cu XJ , J ∈ {I, II, III} deformaţiile normale principale. Ele depind de

valorile proprii ale tensorului dilatare C dupǎ cum urmeazǎ

XJ =
1

2
(CJ − 1) > −1

2
, J ∈ {I, II, III}.

Cunoaşterea tensorului dilatareC permite calcularea lungimii vectorului dx (vector

infinitezimal ı̂n configuraţia deformatǎ, corespunzǎtor vectorului infinitezimal dX din

configuraţia iniţialǎ). Într-adevǎr,

dx = F dX (dxi = Fij dXj),

iar de aici

|dx|2 = dx · dx = FkiFkjdXidXj.

Prin urmare,

|dx|2 = CijdXidXj.

Cunoaşterea tensorului deformaţieG permite calcularea variaţiei pǎtratului distanţelor

infinitezimale. Într-adevǎr,

|dx|2 − |dX|2 = 2GijdXidXj. (18)

Dacǎ mediul continuu se comportǎ ca un corp rigid (adicǎ ı̂n timpul deformaţiei

distanţele relative dintre puncte sunt constante), din (18) deducem cǎ G = O3; mai

mult, C = I3. Reciproc, dacǎ C = I3, sau echivalent G = O3, atunci mediul continuu

se comportǎ ca un rigid.

Numim vector deplasare câmpul vectorial

u : Ω× R+ → R3

definit prin relaţia:

x = χ(X, t) =X + u(X, t), X ∈ Ω, t > 0. (19)

Aşadar, u(X, t) este deplasarea la momentul t a particulei reperatǎ prinX ı̂n configuraţia

de referinţǎ. În plus,

v = u̇, a = ü.

Numim gradient al deplasǎrii tensorul H definit prin relaţia

H = ∇Xu
(
Hij =

∂ui

∂Xj

)
.

Avem astfel,

F = I3 +H (Fij = δij +Hij).
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În plus,

G =
1

2
(H +HT +HT H),

(
Gij =

1

2

( ∂ui

∂Xj

+
∂uj

∂Xi

+
∂uk

∂Xi

∂uk

∂Xj

))
.

Considerǎm un element material ı̂n punctul M ∈ Ω, notat
−−→
dM0,

−−→
dM0 = (dX1, dX2, dX3),

de lungime dl0 şi de versor n0 la momentul t = 0, care devine
−−→
dM la momentul t > 0, de

lungime dl. Variaţia relativǎ a pǎtratului lungimii acestui element material se exprimǎ

prin formula
(dl)2 − (dl0)

2

(dl0)2
= 2Gijn0in0j.

În plus, ( dl

dl0

)2

= Cijn0in0j.

Dacǎ n0 este direcţia principalǎ de deformaţie asociatǎ valorii proprii λ a tensorului

C, atunci

Cijn0j = λn0i,

de unde rezultǎ ( dl

dl0

)2

= λ.

Valoarea proprie

µ =
1

2
(λ− 1)

corespunzǎtoare tensorului G este legatǎ de variaţia relativǎ a patratului lungimilor

(dl)2 − (dl0)
2

(dl0)2
= 2µ.

Deoarece ( dl

dl0

)2

= 2µ+ 1,

deducem cǎ
dl − dl0

dl0
=

√
1 + 2µ− 1.

Astfel, pentru µ << 1, variaţia relativǎ a lungimilor este aproximativ egalǎ cu µ.

Considerǎm la momentul t = 0 douǎ elemente materiale ı̂n punctul M ∈ Ω, notate
−−→
dM0 şi

−−→
δM0, de versori n0 şi ν0, fǎcând ı̂ntre ele unghiul θ0.

−−→
dM0 = dl0n0 = (dX1, dX2, dX3),

−−→
δM0 = δl0 ν0 = (δX1, δX2, δX3).
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La momentul t > 0 aceste douǎ elemente devin
−−→
dM şi δM, de versori n respectiv ν şi

fac ı̂ntre ele unghiul θ.
−−→
dM = dln = (dx1, dx2, dx3),

−→
δM = δl ν = (δx1, δx2, δx3).

Pe de o parte,

−−→
dM ·

−→
δM −

−−→
dM0 ·

−−→
δM0 = cosθ dl δ l − cosθ0 dl0 δl0.

Pe de altǎ parte,

−−→
dM ·

−→
δM −

−−→
dM0 ·

−−→
δM0 = dx · δx− dX · δX

= (F TF − I3)dX · δX

= 2Gαβdl0 δl0 n0αν0β.

Obţinem prin urmare,

cos θ =
cos θ0 + 2Gαβn0αν0β√

1 + 2Gαβn0αn0β

√
1 + 2Gαβν0αν0β

.

Presupunem cǎ n0 este direcţie principalǎ a deformaţiei asociatǎ deformaţiei normale

principale µ, adicǎ:

Gαβn0β = µn0α,

ceea ce implicǎ

cos θ =

√
1 + 2µ cos θ0√

1 + 2Gαβν0αν0β
.

Notǎm cǎ dacǎ n0 şi ν0 sunt vectori perpendiculari, atunci n şi ν sunt de asemenea

vectori perpendiculari.

În condiţii uzuale de utilizare, solidele nu suferă decât mici deformaţii. Mai exact,

vectorul deplasare u = u(X, t) variază lent ı̂n raport cu X, derivatele parţiale
∂ui

∂Xj

fiind, ı̂n consecinţǎ mici.

Introducem următoarea ipoteză:

Existǎ δ > 0 astfel ı̂ncât: |H| ≤ δ, δ ≪ 1,
şi cantităţile de ordin δ2, O(δ2), sunt neglijabile,

(20)

unde |H|, a se vedea (9), noteazǎ norma tensorului H . Pentru a simplifica scrierea,

vom omite cantitǎţile de ordin

În această ipoteză, ţinând cont că

HTH = O(δ2)
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deducem

G =
1

2
(H +HT ).

Aceasta justifică introducerea tensorului

ε =
1

2
(H +HT ) (εij =

1

2
(
∂ui

∂Xj

+
∂uj

∂Xi

)). (21)

Tensorul ε se numeşte tensorul deformaţiilor infinitezimale.

Pentru a marca dependenţa lui ε de vectorul deplasare, uneori se va utiliza scrierea

ε(u).

Este important de semnalat că ı̂n ipoteza micilor deformaţii (20), dacă gradientul

∇xϕ al unei funcţii scalare sau vectoriale ϕ este de ordin δ atunci şi ∇Xϕ este de ordin

δ (şi reciproc). În plus, ı̂n acest caz

∇Xϕ = ∇xϕ. (22)

Într-adevăr,

∇Xϕ = (∇xϕ)F = (∇xϕ)(I3 +H) = ∇xϕ+ (∇xϕ)H .

Deci, presupunând cǎ ∇xϕ = O(δ), atunci (∇xϕ)H = O(δ2), de unde rezultă

∇Xϕ = ∇xϕ.

Reciproc, sǎ presupunem cǎ ∇Xϕ = O(δ). Cum

∇xϕ = (∇Xϕ)(I3 +H)−1,

admiţând (20), avem

(I3 +H)−1 = I3 −H
şi de aici rezultǎ că

∇xϕ = ∇Xϕ.

În concluzie, admiţând (20), nu mai trebuie să facem distincţie ı̂ntre coordonatele

materiale şi coordonatele spaţiale ı̂n calculul derivatelor parţiale ale lui ϕ. În particular,

putem scrie:

ε =
1

2
(∇xu+∇T

xu) (εij =
1

2
(
∂ui

∂Xj

+
∂uj

∂Xi

)). (23)

Discutǎm ı̂n cele ce urmeazǎ semnificaţia fizicǎ a componentelor tensorului ε. De-

finim alungirea relativă Λ(n0) prin formula

Λ(n0) =
dl − dl0

dl0
.

Deducem că

Λ(n0)(Λ(n0) + 2) = 2Gαβn0αn0β
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iar de aici rezultă

Λ(n0) = −1 +
√
1 + 2Gαβn0αn0β.

În faţa radicalului am luat semnul plus căci dacǎ punem semnul minus deducem cǎ

Λ(n0) = −2 atunci când G = 03. Dar dacǎ G = 03, atunci dl = dl0 şi prin urmare

Λ(n0) = 0, deci contradicţie.

Dacă presupunem acum că n0 = (1, 0, 0), deducem

Λ(e1) = −1 +
√

1 + 2G11.

Analog,

Λ(e2) = −1 +
√
1 + 2G22

şi

Λ(e3) = −1 +
√

1 + 2G33.

Admiţând (20),

Λ(e1) = ε11, Λ(e2) = ε22, Λ(e3) = ε33.

Aşadar ε11 reprezintă alungirea relativă ı̂n direcţia axei OX1, ε22 reprezintă alun-

girea relativă ı̂n direcţia axei OX2, iar ε33 reprezintă alungirea relativă ı̂n direcţia axei

OX3, admiţând ipoteza micilor deformaţii.

Fie acum n0 = (1, 0, 0) şi ν0 = (0, 1, 0). Notăm ı̂n acest caz θ cu θ12;

cos θ12 =
2G12√

1 + 2G11

√
1 + 2G22

.

Folosind (20), rezultă

cos θ12 = 2ε12.

Analog,
cos θ13 = 2ε13,
cos θ23 = 2ε23.

Mişcǎri izocore. Medii incompresibile. În cele ce urmeazǎ analizǎm problema

modificǎrii volumelor. Fie V şi Vt volumele ocupate de corp ı̂n cofiguraţia nedeformată,

respectiv ı̂n configuraţia deformată. Avem

V =

∫
Ω

dV, Vt =

∫
Ωt

dv =

∫
Ω

J(X, t)dV.

Dacă

J(X, t) = 1 X ∈ Ω, t > 0, (24)

obţinem

Vt = V ∀t > 0,

adică volumul corpului se conservă ı̂n timpul deformaţiei.
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Reciproc, sǎ presupunem că ı̂n timpul deformaţiei, la fiecare moment t > 0, volumul

fiecărei pǎrţi P a corpului se conservă. Vom demonstra că (24) se verifică. Într-adevăr:

vt = v ∀t > 0

(unde vt şi v reprezintă volumele ocupate de P la momentele t > 0 respectiv t = 0).

Fie ωt şi ω domeniile din R3 ocupate de P la momentele t > 0 şi t = 0. Avem:

vt =

∫
ωt

dv; v =

∫
ω

dV

şi deoarece ωt = χ(ω, t), utilizând aceeaşi schimbare de variabilă, egalitatea vt = v

devine ∫
ω

J(X, t)dV =

∫
ω

dV ∀t > 0. (25)

Cum P este o parte arbitrară a corpului (deci ω este o parte arbitrară a lui Ω),

(25) implică (24).

Mişcările χ pentru care se verificǎ (24) se numesc mişcări izocore.

Un mediu continuu care nu poate realiza decât mişcari izocore se numeşte mediu

incompresibil.

Ştim cǎ

J = detF = det(I3 +H) =

∣∣∣∣∣∣
1 +H11 H12 H13

H21 1 +H22 H23

H31 H32 1 +H33

∣∣∣∣∣∣ .
Utilizând (20) se obţine

J = 1 +Hkk.

Deducem astfel cǎ

J = 1 + Divu. (26)

În consecinţă, o miscare χ este izocoră dacă şi numai dacă

Divu = 0;

(am notat aici prin Divu divergenţa câmpului vectorial u ı̂n raport cu coordonatele

Lagrange).

Să studiem variaţia relativă a volumului. Pentru aceasta vom utiliza formula

dv = JdV.

Prin urmare,
dv − dV

dV
= J − 1.
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Admiţând (20),

J = 1 + Divu,

şi astfel,
dv − dV

dV
= Divu.

Aşadar, ı̂n ipoteza (20), Divu masoară variaţia relativă a elementului de volum.

Determinarea câmpului deplasare. Formula (21) ne arată că, definit fiind vec-

torul deplasare u pe Ω×R+, componentele tensorului ε se obţin prin simple derivări.

În aplicaţii apare şi problema inversă şi anume să se determine vectorul depalsare

u(X, t) când se cunoaşte expresia tensorului ε(X, t), pe Ω × R+. Problema revine

la integrarea sistemului de ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul ı̂ntâi (21), εij fiind

funcţii cunoscute pe Ω la momentul considerat t.

Să introducem tensorul W de componente

Wij =
1

2

( ∂ui

∂Xj

− ∂uj

∂Xi

)
. (27)

Presupunem că ı̂ntr-un punct P0(X
0) se cunosc mărimile

ui(X
0, t) ≡ u0

i

şi

Wij(X
0, t) ≡ W 0

ij.

Admiţând că ε este dat pe Ω la momentul dat t, ne propunem să determinǎm u

ı̂ntr-un punct oarecare P1(X
1).

ui(X
1, t) = ui(X

0, t) +

∫
P0P1

dui =

= u0
i +

∫
P0P1

(εij +Wij)dXj.

Deoarece Wij este necunoscut pe Ω, urmează să-l eliminăm∫
P0P1

WijdXj =

∫
P0P1

Wijd(Xj −X1
j ) =

=

∫
P0P1

d(Wij(Xj −X1
j ))− (Xj −X1

j )Wij,kdXk

= −W 0
ij(X

0
j −X1

j )−
∫
P0P1

(Xj −X1
j )Wij,kdXk.
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Pe de altǎ parte,

2Wij,k = ui,jk − uj,ik

= ui,jk + uk,ij − uk,ij − uj,ik

= 2(εik,j − εjk,i).

Aşadar, cumulând rezultatele obţinute, putem scrie

ui(X
1, t) = u0

i +W 0
ij(X

1
j −X0

j ) +

∫
P0P1

UikdXk (i ∈ {1, 2, 3})

unde

Uik = εik + (X1
j −Xj)(εik,j − εjk,i).

Vectorial, vom scrie

u(X1, t) = u0 +w0 × (X1 −X0) +

∫
P0P1

UdX

unde

w0(W32,W13,W21) =
1

2
Rotu.

Pe această formă vectorială se vede uşor că partea integrată reprezintă o rototranslaţie

(mişcare de corp rigid); numai integrala propriu-zisă reprezintă o deformare. De altfel,

dacă se calculează εij cu

u(X, t) = u0 +w0 × (X1 −X0)

se obţine zero.

Deducem aşadar că soluţia sistemului

εij = 0 (i, j ∈ {1, 2, 3})

este

u(X1, t) = u0 +w0 × (X1 −X0).

Notăm de asemenea că două stări de deplasare cărora le corespund aceiaşi tensori

ε diferă ı̂ntre ele printr-o rototranslaţie.

Condiţii de compatibilitate. Cum ı̂n punctul P1(X
1) trebuie să obţinem de-

plasări unice (nu putem avea două deplasări) oricare ar fi drumul de integrare ı̂ntre P0

şi P1, pentru ca integralele curbilinii∫
P0P1

UikdXk, i ∈ {1, 2, 3}

să nu depindă de drumul de integrare, este necesar şi suficient ca

UikdXk (i ∈ {1, 2, 3})
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să fie diferenţiale total exacte, adicǎ sǎ existe Ui astfel ı̂ncât

UikdXk = dUi i ∈ {1, 2, 3}. (28)

Admitem că Ω este simplu conex. Aşadar, (28) are loc dacă şi numai dacă

Uik,l = Uil,k (i ∈ {1, 2, 3}), (29)

k, l ∈ {1, 2, 3}.
Utilizând (), relaţiile (29) devin

εik,l − δlj(εik,j − εjk,i) + (X1
j −Xj)(εik,jl − εjk,il)

= εil,k − δkj(εil,j − εjl,i) + (X1
j −Xj)(εil,jk − εjl,ik),

iar de aici deducem

εik,jl + εjl,ik − εil,jk − εjk,il = 0 i, j, k, l ∈ {1, 2, 3}. (30)

Avem 34 = 81 relaţii. Dată fiind ı̂nsă simetria lui ε şi posibilitatea schimbării ordinii

de derivare (admitem cǎ ui ∈ C2) nu toate aceste relaţii sunt independente.

Relaţiile (30) se pot rescrie cu ajutorul simbolului lui Ricci (a se vedea (8)) astfel,

ϵklm(εik,jl − εkj,il) = 0 m ∈ {1, 2, 3}

sau, echivalent

ϵijnϵklmεik,jl = 0 m,n ∈ {1, 2, 3}. (31)

Observăm că este vorba doar de 6 relaţii distincte, deoarece ı̂n (31) avem o mărime

care depinde doar de doi indici m şi n, şi care ı̂n plus este simetrică.

Relaţiile (30) se numesc condiţiile de compatibilitate ale lui Saint Venant (1860).

Demonstraţia dată aici prin construcţia soluţiei sistemului (21) se găseşte ı̂n lucrările

lui Cesaro (1906) şi Voltera (1907).

Relaţiile distincte sunt:

2ε12,12 = ε11,22 + ε22,11
ε11,23 = (ε12,3 − ε23,1 + ε31,2),1

(32)

şi cele care se obţin din acestea prin permutări circulare.

Existenţa condiţiilor de compatibilitate demonstrează faptul că nu ne putem da

arbitrar un tensor simetric ε pe Ω şi să pretindem cǎ el reprezintă un tensor de

deformaţie. Din punctul de vedere al integrării sistemului (21) era natural să ajungem

la condiţii de compatibilitate deoarece ı̂n (21) avem un sistem de 6 ecuaţii cu numai 3

necunoscute.

Descrierea spaţială.
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Curs 8

Tematica: principii generale in mecanica mediilor deformabile

Principiul conservǎrii masei

Fie P o parte a unui corp M, care la momentul t = 0 ocupă ı̂n R3 domeniul ω

iar la momentul t > 0 ocupă domeniul ωt ⊂ R3. În mecanica mediilor continue se

presupune că masa este funcţie absolut continuă de volumul suport. Pentru a exprima

masa pǎrţii P vom utiliza Teorema Radon-Nikodym din teoria mǎsurii şi a integralei.

Astfel, la momentul t = 0 masa părţii P este

m =

∫
ω

ρ0(X)dX, (1)

iar la momentul t > 0 masa părţii P este

mt =

∫
ωt

ρ(x, t)dx. (2)

Aplicaţia

ρ0 : Ω → R+ (3)

se numeşte densitate de masă ı̂n configuraţia nedeformată.

Aplicaţia

ρ(·, t) : Ωt → R+ (4)

se numeşte densitate de masă ı̂n configuraţia deformată.

Presupunând că masa părţii P se conservă ı̂n timp, adicǎ

m = mt ∀t > 0, (5)

avem ∫
ω

ρ0(X)dX =

∫
ωt

ρ(x, t)dx ∀t > 0. (6)

Deoarece ωt = χ(ω, t), ∫
ωt

ρdx =

∫
ω

ρJdX. (7)
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Din (6) si (7) rezultǎ ∫
ω

ρJdX =

∫
ω

ρ0(X)dX.

Cum ω este un domeniu arbitrar ı̂n Ω (P fiind o parte oarecare a corpului), deducem

ρ0 = ρJ (8)

sau, explicit,

ρ0(X) = ρ(χ(X, t), t)J(X, t), ∀X ∈ Ω, t > 0.

Numim (8) principiul conservării masei ı̂n coordonate materiale.

Derivând ı̂n raport cu t ı̂n (8), obţinem

0 = ρ̇J + ρJ̇.

Sǎ demonstrǎm cǎ

ḋv = div v dv. (9)

Pentru aceasta, utilizăm formula

dv = JdV

care, prin derivare ı̂n raport cu timpul se scrie

ḋv = J̇dV. (10)

Urmǎtoarea teoremǎ se va dovedi utilǎ ı̂n cele ce urmeazǎ.

Teorema 1. (Euler)

J̇ = J div v. (11)

Demonstraţie.

J = detF =

∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂X1

∂x1

∂X2

∂x1

∂X3
∂x2

∂X1

∂x2

∂X2

∂x2

∂X3
∂x3

∂X1

∂x3

∂X2

∂x3

∂X3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2 x1,3

x2,1 x2,2 x2,3

x3,1 x3,2 x3,3

∣∣∣∣∣∣ .
Prin derivare obţinem

J̇ =
d

dt
J =

∣∣∣∣∣∣
ẋ1,1 ẋ1,2 ẋ1,3

x2,1 x2,2 x2,3

x3,1 x3,2 x3,3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2 x1,3

ẋ2,1 ẋ2,2 ẋ2,3

x3,1 x3,2 x3,3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
x1,1 x1,2 x1,3

x2,1 x2,2 x2,3

ẋ3,1 ẋ3,2 ẋ3,3

∣∣∣∣∣∣
= J1 + J2 + J3
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unde, am notat cu Ji determinantul obţinut din J prin ı̂nlocuirea liniei i cu derivata

ei ı̂n raport cu timpul. Observǎm cǎ

J1 =

∣∣∣∣∣∣
∂v1
∂X1

∂v1
∂X2

∂v1
∂X3

∂x2

∂X1

∂x2

∂X2

∂x2

∂X3
∂x3

∂X1

∂x3

∂X2

∂x3

∂X3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

∂v1
∂xj

· ∂xj

∂X1

∂v1
∂xj

· ∂xj

∂X2

∂v1
∂xj

· ∂xj

∂X3
∂x2

∂X1

∂x2

∂X2

∂x2

∂X3
∂x3

∂X1

∂x3

∂X2

∂x3

∂X3

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∂v1
∂x1

· ∂x1

∂X1

∂v1
∂x1

· ∂x1

∂X2

∂v1
∂x1

· ∂x1

∂X3
∂x2

∂X1

∂x2

∂X2

∂x2

∂X3
∂x3

∂X1

∂x3

∂X2

∂x3

∂X3

∣∣∣∣∣∣ = ∂v1
∂x1

J.

Analog, deducem

J2 =
∂v2
∂x2

J,

J3 =
∂v3
∂x3

J.

Aşadar,

J̇ =
∂v1
∂x1

J +
∂v2
∂x2

J +
∂v3
∂x3

J = J div v.

�

Din (10) şi (11) rezultă (9).

Deducem

ρ̇+ ρ div v = 0, (12)

sau explicit,

ρ̇(x, t) + ρ(x, t)(
∂v1
∂x1

+
∂v2
∂x2

+
∂v3
∂x3

) = 0 ∀x ∈ Ωt, t > 0.

Numim (12) principiul conservării masei ı̂n coordonate spaţiale.

Principiul lui Cauchy

În mecanică acţiunile se traduc prin forţe. Suntem interesaţi aici de forţele care

acţionează asupra unui subsistem material P .

Într-o configuraţie deformatǎ, la un moment oarecare t > 0, avem

• acţiuni de contact (sau forţe de suprafaţă) care sunt acţiunile ce se exercită

pe ∂ωt din partea sistemului M\P (M fiind corpul ı̂n intregime);

• acţiuni la distanţă.

Ca să scriem ecuaţia de mişcare a lui P va trebui ca acţiunile lui M\P asupra lui

P , acţiuni de contact pe suprafaţa ∂ωt, să le traducem prin forţe de contact pe ∂ωt.

Făcând această operaţie, ı̂n ecuaţiile de mişcare ale lui P vom introduce aceste forţe

şi vom face abstracţie de prezenţa lui M\P .
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Principiul lui Cauchy: Există o distribuţie de forţe τ pe suprafaţa ∂ωt a căror

acţiune asupra lui P este echivalentă cu acţiunea lui M\P . În plus, vectorul τ este

acelaşi pentru toate suprafeţele de aceeaşi orientare şi de acelaşi plan tangent ı̂n x.

Pe suprafaţa ∂ωt, pentru un moment dat t > 0, τ va depinde de punctul curent.

Într-un punct dat x şi pentru un moment dat t, τ va depinde de suprafaţa ce trece prin

acel punct. Dependenţa de suprafaţă se traduce prin dependenţa de versorul normal

ν.

În concluzie, putem scrie

τ = τ (x,ν, t).

Vectorul τ se numeşte vectorul tensiune Cauchy.

Acţiunea luiM\P asupra lui P este un câmp absolut continuu de suprafaţǎ. Astfel,

această acţiune (totală) se va scrie ∫
∂ωt

τda.

Acţiunile la distanţă sunt funcţiile absolut continue de masă, ı̂n timp ce forţele

electromagnetice vor fi funcţii absolut continue de volum. Acţiunea totală care se

exercită asupra lui P ı̂n configuraţia ωt va fi∫
ωt

ρ b dv.

unde ρ b reprezintă forţa pe unitatea de volum.

Notăm că ı̂n general b = b(x, t). Dacă b nu depinde explicit de t, câmpul se va

numi staţionar, iar dacă b nu depinde de x, se va numi omogen. Un exemplu de câmp

omogen este b = g (câmpul gravitaţional). Pentru a simplifica scrierea vom nota

f = ρ b.

Rezumând, un corp M, care la momentul dat t > 0 se gǎseşte ı̂n configuraţia

deformată Ωt, este supus la următoarele tipuri de forţe:

• forţe volumice: de densitate f(·, t) : Ωt → R3;

• forţe externe de suprafaţă: de densitate h(·, t) : ∂Ωt → R3;

• forţe de suprafaţă: de densitate τ (·, ·, t) : Ωt × S → R3,

unde

S = {ν ∈ R3||ν| = 1}. (13)

Dacă x ∈ ∂Ωt iar ν coincide cu vectorul normalei exterioare la Ωt ı̂n x, atunci

τ (x,ν, t) = h(x, t).

Principiul variaţiei impulsului
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Impulsul subsistemului material P se defineşte prin formula

H(P) =

∫
P
v dm =

∫
ωt

ρv dv. (14)

Principiul variaţiei impulsului: pentru orice subsistem P , ı̂n orice configuraţie a

sa ωt, derivata impulsului ı̂n raport cu timpul este egală cu rezultanta forţelor care

acţionează asupra subsistemului, adică

d

dt

∫
ωt

ρvdv =

∫
ωt

fdv +

∫
∂ωt

τda. (15)

Notăm că (15) implică ∫
ωt

ρadv =

∫
ωt

fdv +

∫
∂ωt

τda. (16)

Într-adevăr,

d

dt

∫
ωt

ρv dv =
d

dt

∫
ω

ρvJdV

=

∫
ω

(ρ̇vJ + ρaJ + ρv div vJ)dV

=

∫
ω

[(ρ̇+ ρ div v)vJ + ρaJ ]dV.

Utilizând principiul conservării masei ı̂n coordonate spaţiale deducem că

d

dt

∫
ωt

ρvdv =

∫
ω

ρa JdV =

∫
ωt

ρa dv.

Principiul variaţiei momentului cinetic

Momentul cinetic al subsistemului P ı̂n raport cu un pol O se defineşte prin formula

KO(P) =

∫
P
x× vdm =

∫
ωt

x× vρdv.

Principiul variaţiei momentului cinetic: pentru orice subsistem P, ı̂n orice configuraţie

a sa ωt, derivata momentului cinetic, calculat ı̂n raport cu un pol O, este egalǎ cu mo-

mentul rezultant al forţelor care acţioneaza asupra subsistemului, calculat ı̂n raport

cu acelaşi pol O, adicǎ

d

dt

∫
ωt

x× ρv dv =

∫
∂ωt

x× τda+
∫
ωt

x× fdv. (17)

Relaţia (17) implică∫
ωt

x× ρa dv =

∫
∂ωt

x× τda+
∫
ωt

x× fdv. (18)

59



Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Într-adevăr:
d

dt

∫
ωt

x× ρv dv

=
d

dt

∫
ω

x× ρv JdV

=

∫
ω

(ẋ× ρvJ + x× ρ̇vJ + x× ρv̇J + x× ρv div vJ)dV

=

∫
ω

[v × ρvJ + x× (ρ̇+ ρ div v)vJ + x× ρaJ ]dV

=

∫
ω

x× ρaJdV

=

∫
ω

x× ρa dv.

Pe componente, (18) se scrie cu ajutorul simbolului lui Ricci astfel,∫
ωt

ϵijk xj ρ ak dv =

∫
∂ωt

ϵijk xj τk da+

∫
ωt

ϵijk xj fk dv, (19)

pentru fiecare i ∈ {1, 2, 3}.
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Curs 9

Tematica: Ecuaţiile Cauchy, condiţii la limitǎ, legi de comportament

Un prim obiectiv este scrierea ecuaţiilor care modeleazǎ mişcarea unui solid defor-

mabil. Prezentǎm ı̂n cele ce urmeazǎ o teoremǎ fundamentalǎ.

Teorema 1. (Teorema lui Cauchy) Pentru fiecare t > 0, admitem cǎ ρ(·, t) : Ωt → R+,

a(·, t) : Ωt → R3 şi f(·, t) : Ωt → R3 sunt funcţii continue iar τ (·, ·, t) : Ωt × S →
R3, τ = τ (x,ν, t) este funcţie de clasă C1 ı̂n raport cu x pentru oricare ν ∈ S şi

continuă ı̂n raport cu ν pentru oricare x ∈ Ωt.

Atunci există T (·, t) : Ωt → M3 de clasă C1 (M3 fiind mulţimea matricilor pătratice

de ordin 3, cu componente reale) astfel ı̂ncât

τ (x,ν, t) = T (x, t)ν x ∈ Ωt,ν ∈ S, t > 0 (1)

ρa = divT + f x ∈ Ωt, t > 0 (2)

T (x, t) = T T (x, t) x ∈ Ωt, t > 0, (3)

unde S este mulţimea definitǎ ı̂n (13).

Demonstraţie. Fie t > 0,x ∈ Ωt şi ν ∈ S (de componente νi > 0). Considerǎm

tetraedrul Tt din Figura 3.1,
−→
SSi fiind vectori de versori ei, i ∈ {1, 2, 3}.

Introducem următoarele notaţii:

(SS2S3) = F1; ariaF1 = a1,

(SS3S1) = F2; ariaF2 = a2,

(SS1S2) = F3; ariaF3 = a3,

S

S S

S

2

3

1

Figura 10. Tetraedrul Tt
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(S1S2S3) = F ; ariaF = a.

Notăm că

ai = νia ∀i ∈ {1, 2, 3}.

Într-adevăr, cu argumente elementare de geometrie obţinem rapid, de exemplu că

a3 = ν3a.

Pentru aceasta scriem

a3 = aria(SS1S2) =
|SS′ |·|S1S2|

2
,

a = aria(S3S1S2) =
|S3S

′ |·|S1S2|
2

,

unde S ′ este proiecţia lui S pe S1S2, şi de aici, a3 = e3 · ν a = ν3a, e3 fiind versorul

vectorului
−−→
SS3 şi ı̂n acelaşi timp versorul axei 0X3. Analog pentru i ∈ {1, 2}.

Utilizând (16) pentru ωt = Tt cu

∂Tt = F̄1 ∪ F̄2 ∪ F̄3 ∪ F̄ ,

vom avea, pe componente∫
Tt

(ρ ai(x, t)− fi(x, t))dv =

∫
∂Tt

τi(x, θ, t)da (4)

unde θ = −ej pentru Fj, j ∈ {1, 2, 3} şi θ = ν pentru F.

Existǎ yi ∈ F astfel ı̂ncât

1

a

∫
F

τi(x,ν, t)da = τi(yi,ν, t)

şi existǎ yij ∈ Fj astfel ı̂ncât

1

aj

∫
Fj

τi(x,−ej, t)da = τi(yij,−ej, t).

Prin urmare,∫
∂Tt

τi(x, θ, t)da = (ariaF )τi(yi,ν, t) +
3∑

j=1

(ariaFj)τi(yij,−ej, t).

Utilizând (4) rezultă∫
Tt

(ρai(x, t)− fi(x, t))dv = (τi(yi,ν, t) +
3∑

j=1

νjτi(yij,−ej, t))(ariaF )

şi de aici deducem

|τi(yi,ν, t) +
∑3

j=1 νjτi(yij,−ej, t)|(ariaF ) ≤
≤ supz∈Tt |ρ(z, t)ai(z, t)− fi(z, t)| vol(Tt).

(5)
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Reamintim aici că ν este arbitrar fixat (cu νi > 0). Facem să tindă vârfurile Sk la

S (caz ı̂n care yi şi yij tind la x),

vol(Tt)

ariaF
=

d(S,(S1S2S3))·ariaF
3

ariaF
=

d(S, (S1S2S3))

3
→ 0, când Sk → S, k ∈ {1, 2, 3}.

Trecând la limită Sk → S, k ∈ {1, 2, 3}, din (5) rezultă

τi(x,ν, t) +
3∑

j=1

τi(x,−ej, t)νj = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}

sau, vectorial

τ (x,ν, t) +
3∑

j=1

τ (x,−ej, t)νj = 0. (6)

Din (6) rezultă imediat

τ (x,ν, t) = −τ (x,−e1, t)ν1 − τ (x,−e2, t)ν2 − τ (x,−e3, t)ν3. (7)

În (7) trecem la limită ν → e1 şi obţinem

τ (x, e1, t) = −τ (x,−e1, t).

Analog, obţinem

τ (x, e2, t) = −τ (x,−e2, t)

şi

τ (x, e3, t) = −τ (x,−e3, t).

Aşadar,

τ (x, ej, t) = −τ (x,−ej, t) ∀j ∈ {1, 2, 3}. (8)

Din (6) şi (8) rezultă

τ (x,ν, t) = τ (x, ej, t)νj (9)

sau pe componente

τi(x,ν, t) = τi(x, ej, t)νj. (10)

Definim Tij(·, t) : Ωt → R astfel ı̂ncât

Tij(x, t) = τi(x, ej, t) ∀x ∈ Ωt, t > 0, ∀i, j ∈ {1, 2, 3}. (11)

Utilizând (10) şi (11) rezultă

τi(x,ν, t) = Tij(x, t)νj ∀i ∈ {1, 2, 3}. (12)

Din (12) rezultă (1).

63



Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Pentru a demonstra (2) vom utiliza (1) şi (16). Într-adevăr, din (16) deducem

imediat ∫
ωt

(ρa− f)dv =

∫
∂ωt

τda.

Utilizând acum (1) şi formula Gauss-Ostrogradski obţinem∫
ωt

(ρa− f)dv =

∫
∂ωt

T (x, t)νda =

∫
ωt

divT dv.

Cum ωt subdomeniu arbitrar ı̂n Ωt deducem (2) care reprezintǎ ecuaţiile de mişcare

ı̂n configuraţia deformată.

Pentru a demonstra simetria tensorului T vom utiliza (19). Într-adevăr, din (19)

deducem imediat ∫
ωt

ϵijkxj(ρ ak − fk)dv =

∫
∂ωt

ϵijkxjτkda.

În plus, utilizând (2), obţinem∫
ωt

ϵijkxjTkm,mdv =

∫
∂ωt

ϵijkxjTknνnda.

Utilizand formula Gauss-Ostrogradski putem scrie∫
ωt

ϵijkxjTkm,mdv =

∫
ωt

ϵijk(xj,nTkn + xjTkn,n)dv

iar de aici ∫
ωt

ϵijkxjTkm,mdv =

∫
ωt

ϵijkδjnTkndv +

∫
ωt

ϵijkxjTkn,ndv.

Deducem aşadar cǎ ∫
ωt

ϵijkTkjdv = 0.

Cum ωt subdomeniu arbitrar in Ωt, deducem imediat

ϵijkTkj = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}. (13)

Pentru i = 1,

ϵ123T32 + ϵ132T23 = 0 ⇒ T32 = T23.

Pentru i = 2,

ϵ231T13 + ϵ213T31 = 0 ⇒ T13 = T31.

Pentru i = 3,

ϵ312T21 + ϵ321T12 = 0 ⇒ T21 = T12.

Aşadar, T este tensor simetric. �
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Teorema lui Cauchy stabileşte ı̂n primul rând faptul că vectorul tensiune al lui

Cauchy depinde liniar de ν. Apoi, pune ı̂n evidenţă pentru orice x ∈ Ωt şi orice t > 0

tensorul simetric T (x, t) care se numeşte tensorul tensiune al lui Cauchy.

Teorema lui Cauchy furnizează de asemenea ecuaţiile de mişcare ı̂n configuraţie

deformată. Aceste ecuaţii nu sunt ı̂nsă utilizabile pentru a calcula miscarea χ căci

ele se scriu ı̂n variabile Euler x = (x1, x2, x3) care reprezintă de fapt necunoscuta

problemei (x = χ(X, t)). Pentru aceasta, se impune scrierea ecuaţiilor de mişcare ı̂n

configuraţia de referinţă. Acest lucru se va realiza ı̂n continuare, prin introducerea a

doi tensori Piola - Kirchhoff.

Tensorii Piola-Kirchhoff

Pornind de la tensorul tensiune al lui Chauchy T şi utilizând gradientul deformaţiei

F , construim următorul tensor numit primul tensor Piola - Kirchhoff

S = JTF−T

S(X, t) = J(X, t)T (χ(X, t), t)F−T (X, t),
(14)

unde J = detF .

Deoarece F−T noteazǎ (F−1)T , putem scrie (14) pe componente dupǎ cum ur-

meazǎ,

Sij = JTik(F
−1)jk ∀i, j ∈ {1, 2, 3}. (15)

Notǎm aici faptul că

DivS = J divT , (16)

sau, pe componente,

∂Sij

∂Xj

= J
∂Tij

∂xj

∀i ∈ {1, 2, 3}. (17)

Introducem notaţia următoare

f 0 = Jf .
f 0(X, t) = J(X, t)f(χ(X, t), t).

Înmulţind cu J ecuaţiile de mişcare Cauchy ı̂n configuraţia deformată şi utilizând

(16), precum şi principiul conservării masei ı̂n configuraţie nedeformată, (8), deducem

DivS + f 0 = ρ0 a ı̂n Ω× (0,∞) (18)

unde f 0 = Jf .

Primul tensor Piola - Kirchhoff nu este simetric. Se impune introducerea unui nou

tensor, al doilea tensor Piola - Kirchoff, care se va dovedi a fi simetric.
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Pornind de la primul tensor Piola - Kirchhoff S şi utilizând tensorul gradient al

deformatiei F , construim acum tensorul numit al doilea tensor Piola - Kirchhoff:

Π = F−1S;
Π(X, t) = F−1(X, t)S(X, t).

(19)

Pe componente, (19) se scrie astfel:

Πij = (F−1)ikSjk, i, j ∈ {1, 2, 3}. (20)

Al doilea tensor Piola- Kirchhoff este simetric. Într-adevăr,

Π = F−1S = F−1JTF−T = JF−1TF−T

şi

ΠT = (JF−1TF−T )T = J(F−T )TT T (F−1)T .

Cum T = T T iar (F−T )T = F−1, deducem

Π = ΠT .

Din (19) rezultă imediat

S = FΠ. (21)

Combinând (18) şi (21) rezultă

Div (FΠ) + f 0 = ρ0 a ı̂n Ω× (0,∞), (22)

care reprezintă ecuaţiile de mişcare ı̂n configuraţia nedeformată.

Suntem interesaţi acum să scriem ecuaţiile de mişcare ı̂n ipoteza micilor deformaţii

(20), caz ı̂n care[
H = O(δ), F = I3 +O(δ), F−1 = I3 −H = I3 +O(δ),

F−T = I3 +O(δ), J = 1 +O(δ).
(23)

Admitem ı̂n plus ı̂n cele ce urmeazǎ cǎ

T = O(δ). (24)

Utilizând acum (23) şi (14), obţinem

S = JTF−T = (1 +O(δ))T (I3 +O(δ)).

Aşadar,

S = T (I3 +O(δ) +O(δ2)). (25)

Din (24) şi (25) deducem

S = T . (26)

De asemenea (19) şi (23) implică

Π = F−1S = (I3 +O(δ))S. (27)
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Cum din (26) şi (24) deducem

S = O(δ),

şi utilizând (27), rezultă imediat că

Π = S. (28)

În concluzie, ı̂n teoria liniarizată nu se mai face distinctie ı̂ntre tensorii T , S, Π (T =

S = Π).

Introducem următoarea notaţie:

σ = S = Π = T ;
σ(X, t) = S(X, t) = Π(X, t) = T (χ(X, t), t) ∀x ∈ Ω,∀t > 0.

(29)

Notǎm cǎ σ = σT . Tensorul σ se va numi tensorul tensiune Cauchy ı̂n teoria

liniarizatǎ.

Ecuaţiile Cauchy

Fie T > 0. Suntem interesaţi sǎ descriem evoluţia unui solid deformabil ı̂n intervalul

[0, T ]. Pentru aceasta, considerǎm ecuaţia vectorialǎ

Divσ + f 0 = ρ0ü ı̂n Ω× (0, T ), (30)

ı̂n care

u : Ω× [0, T ] → R3 şi σ : Ω× [0, T ] → S3

reprezintă necunoscutele problemei, iar

ρ0 : Ω → R+ şi f 0 : Ω× [0, T ] → R3

reprezintă datele problemei.

Ecuaţia (30) a fost scrisă pe domeniul Ω care este fix şi cunoscut. Dacă dorim să

cunoaştem geometria structurii deformate vom utiliza relaţia de definiţie a vectorului

deplasare

x =X + u(X, t) ∀t > 0.

Pentru a uşura scrierea vom nota ı̂n continuare prin x = (x1, x2, x3) coordonatele

unei particule ı̂n configuraţia de referinţă şi vom omite indicele 0 la ρ0 şi f 0.

Astfel, ı̂n cele ce urmează (30) se va scrie astfel

Divσ + f = ρü ı̂n Ω× (0, T ). (31)

Procesele de evoluţie modelate prin (31) se numesc procese dinamice.

Daca v = 0, procesele modelate prin

Divσ + f = 0 (32)
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Γ 2

Ω
1Γ

O

x 2

x
3

x 1

Figura 11. Domeniul Ω şi o partiţie a frontierei sale

se numesc procese statice.

Dacă u variază lent ı̂n timp, astfel ı̂ncât termenul ρü poate fi neglijat, procesele

modelate prin (32) se numesc procese cvasistatice.

Ecuaţia (31) se numeşte ecuaţia de mişcare Cauchy iar (32) se numeşte ecuaţie de

echilibru Cauchy.

Condiţii la limitǎ

Fie Γ frontiera lui Ω şi ν = ν(x) versorul normalei exterioare la Γ ı̂n punctul x.

Fie de asemenea o partiţie a lui Γ,Γ = Γ̄1 ∪ Γ̄2,Γ1 ∩ Γ2 = ∅, ca ı̂n Figura 3.2.

Considerăm următoarele condiţii:

u = g pe Γ1 × (0, T ); (33)

σν = h pe Γ2 × (0, T ). (34)

Condiţia (33) se numeşte condiţie la limită ı̂n deplasări: câmpul deplasare u are

valoare impusă pe porţiunea Γ1 a frontierei Γ, funcţia g : Γ1 × (0, T ) → R3 fiind dată

a problemei.

Condiţia (34) se numeşte condiţie la limită ı̂n tracţiuni: vectorul tensiune Cauchy

σν este prescris pe porţiunea Γ2 a frontierei Γ, funcţia h : Γ2× (0, T ) → R3 fiind dată

a problemei.

Dacă Γ1 = ∅ problema la limită se va numi problemă ı̂n tracţiuni (pură) iar dacă

Γ2 = ∅ problema la limită se va numi problemă ı̂n deplasări (pură). Dacă Γ1 ̸= ∅ si

Γ2 ̸= ∅, atunci problema considerată este o problemă mixtă.

Pe frontierǎ pot fi considerate şi alte tipuri de condiţii la limitǎ: condiţii de contact

unilateral sau bilateral cu o fundaţie rigidǎ sau deformabilǎ, contactul putându-se mo-

dela cu sau fǎrǎ frecare. Lucrarea de faţa se limiteazǎ la condiţiile pe frontierǎ clasice,

dar pentru cititorul interesat şi de alte tipuri de condiţii la limitǎ facem trimitere la

monografiile [31, 32, 34, 35].
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Figura 12. Barǎ supusǎ la ı̂ncercǎri experimentale

Legi de comportament Ecuaţia (31) este insuficientă pentru a descrie evoluţia

unui solid deformabil. Pe de o parte, din punct de vedere matematic, este clar că din 3

ecuaţii scalare nu putem determina 9 necunoscute: u1, u2, u3, σ11, σ12, σ13, σ22, σ23, σ33.

Pe de altă parte, din punct de vedere fizic, remarcăm faptul că ecuaţia (31) este

consecinţă a unor principii general valabile pentru mediile continue şi, prin urmare,

dacă ecuaţia (31) ar fi suficientă pentru a descrie mişcarea unui anumit mediu continuu,

ar ı̂nsemna ca toate corpurile au acelaşi comportament indiferent de tipul de material

din care sunt confecţionate. Trebuie aşadar, ca ecuaţiei (31) să i se alăture o ecuaţie

care să descrie ceea ce este propriu fiecărui tip de material din care este confecţionat

corpul: legea de comportament.

O lege de comportament ( sau lege constitutivǎ) este ı̂n general o relaţie ı̂ntre

tensorul tensiune σ, tensorul deformaţiilor infinitezimale ε şi derivatele lor temporale

σ̇ şi ε̇.

Legile de comportament se scriu ı̂n general pe baza unor observaţii experimentale.

O serie ı̂ntreagă de ı̂ncercări se realizează pentru a se scrie o lege de comportament:

ı̂ncercări de ı̂ncărcare-monotonă, ı̂ncercări de relaxare, fluaj, ı̂ncercări de ı̂ncărcare-

descărcare, ı̂ncercări pe care le vom prezenta pe scurt, ı̂n ceea ce urmează.

Sǎ considerăm o bară de secţiune cu aria S, lungime l0, căreia i se aplică o forţă

F = F (t) la una din extremităţi, ı̂n timp ce cealaltă extremitate rămâne fixă; a se

vedea Figura 3.3.

Se măsoară alungirea bazei l = l(t) şi se definesc:

ε(t) =
l(t)− l0

l0
şi σ(t) =

F (t)

S
. (35)

• Încărcarea monotonă Se creşte progresiv forţa şi se măsoară l. Se calculează

σ şi ε şi se desenează curba σ = σ(ε). Pot apare situaţiile din Figura 3.4.

• Fluajul Se ı̂ncepe cu o ı̂ncercare de ı̂ncărcare monotonă astfel ı̂ncât la un

moment t (pe care ı̂n continuare ı̂l vom considera moment iniţial) avem

σ(0) = σ0, ε(0) = ε0, F (0) = F0.
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Figura 13. Încarcare monotona
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Figura 14. Fluaj

ε ε ε

σ σ σ

Figura 15. Relaxare

De acum F se menţine constantă (F = F0). Observǎm cǎ σ va rămâne

constant pentru t > 0. În general, ε creşte ı̂n timp: este fluajul. Pot apare

situaţiile din Figura 3.5.

• Relaxarea Ca şi la fluaj se ı̂ncepe cu o ı̂ncercare de ı̂ncărcare monotonă astfel

ı̂ncât la un moment t (pe care ı̂l vom presupune ı̂n continuare moment iniţial)

avem:

σ(0) = σ0, ε(0) = ε0.

Menţinem de această dată deformaţia constantă ı̂n timp. În general se con-

stată că tensiunile scad ı̂n timp: este relaxarea; a se vedea Figura 3.6.

• Încărcare-descărcare Se acţionează cu o forţă F crescătoare până la un mo-

ment dat, apoi forţa F descreşte la zero. Această ı̂ncercare permite punerea ı̂n
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ε ε

σ σ

Figura 16. Încărcare-descărcare

evidenţă a comportamentului elastic sau plastic. Dacă curbele de ı̂ncărcare-

descărcare σ = σ(ε) coincid, mediul se numeşte elastic; ı̂n caz contrar el este

plastic şi după descărcare completă se evidenţiază o deformaţie reziduală.

Prin urmare, materialele plastice sunt caracterizate printr-o descompunere a

deformaţiei ε ı̂ntr-o parte elasticǎ (reversibilǎ) εe şi o parte plasticǎ (ireversi-

bilǎ) εp. Altfel spus, putem scrie

ε = εe + εp.

Este posibil ca anelasticitatea materialului sǎ se manifeste de la un anumit

prag numit limitǎ de proporţionalitate; dacǎ acest prag este fix, mediul se

numeşte perfect plastic; dacǎ acest prag variazǎ, se produce ecruisaj; a se

vedea Figura 3.7

Legile de comportament se scriu astfel ı̂ncât, ı̂n dimensiunea 1 să fie descrise fe-

nomenele puse ı̂n evidenţă prin ı̂ncercări experimentale cum ar fi cele patru ı̂ncercări

prezentate anterior.

În prezenta lucrare sunt puse ı̂n discuţie numai legile de comportament care cores-

pund materialelor liniar elastice, caz ı̂n care tensorul tensiune este o funcţie liniarǎ de

tensorul deformaţiilor infinitezimale ε,

σ = F (ε). (36)

În cazul unu-dimensional, legea (36) poate modela anumite proprietǎţi puse ı̂n

evidenţǎ prin ı̂ncercǎri experimentale de ı̂ncǎrcare-descǎrcare cum ar fi de exemplu,

liniaritatea curbei σ = σ(ε).

Relaxarea şi fluajul ı̂nsǎ nu pot fi descrise de legea (36). Într-adevǎr, sǎ ne plasǎm

ı̂n cazul unu-dimensional; dacǎ de exemplu la momentul t = 0 avem ε(0) = ε0 şi

menţinem deformaţia constantǎ

ε(t) = ε0 ∀t > 0
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rezultǎ cǎ

σ(t) = F (ε0) ∀t > 0.

Prin urmare, modelul (36) nu poate descrie fenomenul de relaxare pus ı̂n evidenţa

prin ı̂ncercǎri experimentale. Un comentariu similar se poate face pentru fenomenul

de fluaj.

De asemenea, pentru ecuaţia (36), ı̂n cazul unu-dimensional, curbele ı̂ncǎrcare-

descǎrcare σ = σ(ε) coincid. Deci, acest model nu poate descrie deformaţiile reziduale.

Cititorul interesat de alte legi de comportament decât cele elastice (36), poate

consulta de exemplu [10, 31, 32].

În general, funcţia F din (36) depinde de punctul x ∈ Ω (Ω fiind domeniul din Rd

ocupat de corp),

σ(x, t) = F (x, ε(x, t)) ∀x ∈ Ω, t > 0.

Dacǎ F nu depinde explicit de x, mediul se numeşte omogen. În caz contrar, el se

numeşte neomogen.

În elasticitatea liniarǎ σ este o funcţie liniarǎ de ε, adicǎ

σ = Eε (σij = Eijkhεkh) (37)

unde E = (Eijkh) este un tensor de ordin patru, adicǎ o aplicaţie liniarǎ de la spaţiul

vectorial al tensorilor cartezieni de ordinul doi ı̂n el ı̂nsuşi. Componentele sale Eijkh,
se numesc coeficienţi elastici şi sunt independente de tensorul deformaţie. În cazul

neomogen, Eijkh depind de x ∈ Ω şi ı̂n cazul omogen, Eijkh sunt constante.

Legea lui Hooke. În teoria clasicǎ a elasticitǎţii nu sunt vizate materialele liniar

elastice ı̂n toatǎ generalitatea lor, considerându-se cazul omogen şi izotrop. Un mediu

continuu se numeşte izotrop dacǎ are aceleaşi proprietăţi ı̂n orice direcţie ı̂n jurul unui

punct arbitrar fixat. Matematic, proprietatea de izotropie se traduce astfel: dacă

deformaţiei ε ı̂i corespunde tensiunea σ,

σij = Eijkhεkh,

atunci deformaţiei

ε′ = QεQT ,

unde Q este o matrice de schimbare de repere ortogonale

QQT = QTQ = I3,

ı̂i va corespunde tensiunea

σ′ = QσQT .
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Legat de proprietatea de izotropie a unui material vom demonstra urmǎtoarea

teoremǎ.

Teorema 2. Dacă un material este liniar elastic şi izotrop atunci funcţia scalară

w(ε) definită prin

w(ε) = σijεij = Eijkhεkhεij
satisface

w(QεQT ) = w(ε), ∀Q matrice ortogonală.

Demonstraţie. Cum materialul este izotrop, putem scrie:

σ = Eε; σ′ = QσQT ; ε′ = QεQT ; σ′ = Eε′.

Rezultă aşadar

w(QεQT ) = w(ε′) = tr(σ′ε′) = tr(QσQTQεQT )

= tr(QσεQT ) = QikσimεmjQkj = QikQkjσimεmj = δijσimεmj

= σimεmi = σijεij = tr(σε)

= w(ε).

�

Funcţia scalarǎ w = w(ε) definitǎ ı̂n (38) se numeşte funcţie izotropă.

Teorema 3. Dacă w(ε) este funcţie izotropă şi formă pătratică ı̂n raport cu ε, atunci

ea se scrie astfel

w(ε) = A(tr(ε))2 +Btr(ε2), (38)

A şi B fiind scalari independenţi de ε.

Demonstraţie.

w(ε) = w(QεQT ) ∀Q matrice ortogonală

Cum ε este un tensor simetric, el posedă trei valori proprii reale εI , εII , εIII şi trei

direcţii principale νI , νII , νIII , care se pot alege ortogonale două câte două. În acest

reper principal, ε se scrie

εp =

 εI 0 0
0 εII 0
0 0 εIII

 .

Fie Q matricea de trecere de la baza {e1, e2, e3} la baza {νI ,νII ,νIII};

w(ε) = w(QεQT ) = w(εp).
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Rezultă că w(ε) depinde doar de εI , εII , εIII şi această dependenţă este simetrică ı̂n

raport cu cele 3 argumente. Ţinând cont şi de faptul că w(ε) este formă pătratică ı̂n

raport cu ε, rezultă că w arată astfel

w(ε) = A′(ε2I + ε2II + ε2III) + 2B′(εIεII + εIIεIII + εIεIII)

unde A′ si B′ sunt constante. Avem de asemenea{
ε2I + ε2II + ε2III = tr(ε2);
2(εIεII + εIIεIII + ε1εIII) = (trε)2 − tr(ε2),

de unde rezultă imediat (38) schimbând notaţiile constantelor. �

Presupunem cǎ

Eijkh = Ekhij = Ejikh.

Există ı̂n elasticitatea liniarizatǎ o energie internă (de deformaţie)

e :=
1

2ρ0
Eijkhεkhεij

astfel cǎ

σij = ρ0
∂e

∂εij
.

Cum w(ε) = e este funcţie izotropă şi formă pătratică ı̂n raport cu ε, utilizând teorema

anterioară, deducem
1

2ρ0
Eijkhεkhεij = A(trε)2 +Btr(ε2)

sau echivalent

σijεij = 2ρ0[A(trε)δijεij +Bεijεij].

Rezultă de aici următoarea expresie pentru componenta ij a tensorului tensiune

σ :

σij = ρ0[2A(trε)δij + 2Bεij],

sau schimbând notaţiile

σ = λ(tr ε)I3 + 2µε (σij = λ(trε)δij + 2µεij). (39)

Legea (39) este cunoscută sub numele de legea lui Hooke. Coeficienţii λ şi µ se

numesc coeficienţii lui Lamé. Dacă materialul este presupus omogen, aceşti coeficienţi

sunt independenţi de x.

Se constată că ı̂n cazul izotrop avem numai doi coeficienţi elastici independenţi, ı̂n

loc de 21 de coeficienţi Eijkh ı̂n cazul anizotrop oarecare.

Aceşti coeficienţi Eijkh se exprimă ı̂n funcţie de λ şi µ prin relaţia următoare

Eijkh = λδijδkh + µ(δikδjh + δihδjk), i, j, k, h ∈ {1, 2, 3}.
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a1111 = λ+ 2µ a2211 = λ a3311 = λ a1212 = µ
a1112 = 0 a2212 = 0 a3312 = 0 a1213 = 0
a1113 = 0 a2213 = 0 a3313 = 0 a1223 = 0
a1122 = 0 a2222 = λ+ 2µ a3322 = 0 a1323 = 0
a1123 = 0 a2223 = 0 a3323 = 0 a2323 = 0
a1133 = 0 a2233 = λ a3333 = λ+ 2µ a1313 = µ.

Legea lui Hooke inversată. Formula (39) indică dependenţa tensorului tensiune

de tensorul deformaţiilor infinitezimale ε. Ne propunem acum sa exprimăm tensorul

deformaţiilor infinitezimale ı̂n funcţie de tensorul tensiune σ.

Utilizând urma unui tensor, deducem din (39)

trσ = 3λtrε+ 2µtrε.

De aici rezultă imediat

trε =
1

3µ+ 2λ
trσ. (40)

Utilizând (39) şi (40) deducem acum formula următoare

εij =
1

2µ
σij −

λ

2µ(3λ+ 2µ)
δij,

sau tensorial,

ε =
1

2µ
σ − λ

2µ(3λ+ 2µ)
I3. (41)

Relaţia deformaţie-tensiune (41) poartǎ numele de Legea lui Hooke inversatǎ.

Ecuaţiile Navier-Lamé. Dupǎ cum văzut, pentru materiale liniar elastice, omo-

gene şi izotrope, tensorul tensiune al lui Cauchy se scrie pe componente

σij = λ(trε)δij + 2µεij ∀i, j ∈ {1, 2, 3}.

Utilizând relaţiile geometrice,

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) ∀i, j ∈ {1, 2, 3},

deducem

σij = λuk,kδij + µ(ui,j + uj,i).

Calculul divergenţei tensorului tensiune σ conduce la forma următoare a componentei

i a vectorului Divσ :

σij,j = λuk,kjδij + µ(ui,jj + uj,ij)

= λuk,ki + µuk,ik + µui,jj

= (λ+ µ)(uk,k),i + µ△ui.
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Aşadar, ecuaţiile de echilibru se scriu

(λ+ µ)
∂

∂xi

(divu) + µ△ui + fi = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}.

Ecuaţiile scalare anterioare, se scriu restrâns sub forma vectorială astfel

(λ+ µ) grad(divu) + µ△u+ f = 0. (42)

Ecuaţiile de mişcare ale lui Cauchy se scriu ı̂n acest caz

(λ+ µ)
∂

∂xi

(divu) + µ△ui + fi = ρüi ∀i ∈ {1, 2, 3},

iar vectorial,

(λ+ µ) grad(divu) + µ△u+ f = ρü. (43)

Ecuaţia vectorialǎ (42) se numeşte ecuaţia Navier iar ecuaţia vectorialǎ (43) se numeşte

ecuaţia Lamé.

Ecuaţia lui Navier este utilă atunci când se ştie că vectorul deplasare căutat este

cu rotaţional nul, adică

rot rotu = 0. (44)

Reamintim aici formula

rot rotu = grad(divu)−△u. (45)

Din (42) şi (45) deducem următoarea formă pentru ecuaţia lui Navier,

(λ+ 2µ) grad(divu)− µ rot rotu+ f = 0. (46)

Dacă vectorul deplasare u căutat este cu rotaţional nul, (46) se reduce la

(λ+ 2µ) grad(divu) + f = 0, (47)

care implică

rotf = 0

şi, prin urmare, f derivă dintr-un potenţial, adică

f = − gradϕ.

Ecuaţia (47) devine ı̂n acest caz

grad((λ+ 2µ) divu)− gradϕ = 0,

ecuaţie ce admite următoarea integrală primă

(λ+ 2µ) divu− ϕ = const.,

ceea ce ı̂n general simplifică căutarea lui u.
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Ecuaţiile Beltrami-Michell. Contrar acţiunii anterioare, de eliminare a tensiu-

nilor ı̂n vederea determinării deplasărilor, ne propunem acum să cautam direct tensorul

tensiune. Tensorul tensiune trebuie să satisfacă ecuaţiile de mişcare (sau de echilibru)

şi condiţiile la limită ı̂n tensiuni. Unui astfel de tensor tensiune, (σij), ı̂i putem asocia

un tensor e de componente

eij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
(trσ)δij. (48)

Acest tensor de ordinul 2, e = (eij), este un tensor al deformaţiilor liniarizate numai

dacă ı̂i putem asocia un vector deplasare u = (ui) astfel ı̂ncât

eij =
1

2

(∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
= εij(u). (49)

Potrivit condiţiilor de compatibilitate Saint-Venant, acest lucru este posibil dacă

şi numai dacă

ϵipqϵjrsepr,qs = 0 ∀i, j ∈ {1, 2, 3}. (50)

Ne propunem acum să exprimăm aceste condiţii de compatibilitate ı̂n funcţie de

tensorul tesiune. Este suficient să ı̂nlocuim ı̂n (50) eij prin expresia (48) obţinând,

ϵipqϵjrsepr,qs =
1 + ν

E
ϵipqϵjrsσpr,qs −

ν

E
ϵipqϵjrsσmn,qsδpr. (51)

Deducem astfel ecuaţiile Beltrami-Michell (ecuaţii de compatibilitate ı̂n tensiuni),

(1 + ν)ϵipqϵjrsσpr,qs − νϵipqϵjrsσmm,qsδqr = 0.

Observǎm cǎ

(1 + ν)(σij,kl + σkl,ij − σil,jk − σjk,il) =

ν[σmm,klδij + σmm,ijδkl − σmm,jkδil − σmm,ilδjk].

Dacǎ k = l, atunci,

(1 + ν)(σij,kk + σkk,ij − σik,jk − σjk,ik)
= ν[σmm,kkδij + σmm,ijδkk − σmm,jkδik − σmm,ikδjk]

iar de aici, deducem

(1 + ν)[σij,kk + σkk,ij − σik,jk − σjk,ik] = ν[σmm,kkδij + σmm,ij].

Utilizând ecuaţiile de echilibru, obţinem

σij,kk +
1

1 + ν
σkk,ij + fi,j + fj,i =

ν

1 + ν
σmm,kkδij

sau, echivalent

△σij +
1

1 + ν
σkk,ij −

ν

1 + ν
△σmmδij = −(fi,j + fj,i).
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Curs 10

Modele simplificate

Modelul deformaţiilor plane. Dacă ı̂ntr-un corp elastic, omogen şi izotrop, de

formă cilindrică, a se vedea Figura 3.8, cu generatoarele paralele cu axa Ox3, vectorul

deplasare are componentele de urmǎtoarea formǎ,

u1 = u1(x1, x2), u2 = u2(x1, x2), u3 = 0,

atunci, tensorul deformaţiilor infinitezimale are urmǎtoarele componente:

ε11 =
∂u1

∂x1

, ε22 =
∂u2

∂x2

, ε33 = 0,

ε12 =
1

2
(
∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

), ε23 = ε31 = 0.
(1)

Tensorul ε de componente (1) se numeşte tensorul deformaţiilor plane. Pentru ma-

teriale elastice, omogene şi izotrope, tensorul tensiune Cauchy are urmǎtoarea formǎ,

σ =

 σ11 σ21 0
σ21 σ22 0
0 0 σ33

 ,

unde σαβ = λ(trε)δαβ + 2µεαβ, α, β ∈ {1, 2}. Cum

0 = ε33 =
1 + ν

E
σ33 −

ν

E
(trσ)δ33,

deducem

(1 + ν)σ33 − ν(σ11 + σ22 + σ33) = 0,

x
x

x
1

2
3

0

Figura 17. Modelul plan
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iar de aici

σ33 = ν(σ11 + σ22). (2)

Fie Ω o secţiune dreaptă oarecare a lui B. Problema ı̂n acest caz revine la a rezolva o

problemă de elasticitate bidimensionalǎ

(Pd) :

 σαβ,β + fα = 0 ı̂n Ω ⊂ R2 α, β ∈ {1, 2}
σαβ = λεγγδαβ + 2µεαβ ı̂n Ω α, β ∈ {1, 2}
condiţii la limită pe ∂Ω.

Necunoscutele acestei probleme sunt:

σ11, σ12, σ21, σ22, ε11, ε12, ε21, ε22, u1, u2. (3)

După rezolvarea problemei Pd, σ33 se determină, folosind (2).

Modelul tensiunilor plane. Prin definiţie, un tensor cartezian de ordin doi se

numeşte câmp de tensiuni plane dacă are forma următoare

σ =

 σ11(x1, x2) σ12(x1, x2) 0
σ12(x1, x2) σ22(x1, x2) 0

0 0 0

 .

Admiţând că lucrăm cu un corp liniar elastic şi izotrop, utilizând legea lui Hooke,

σαβ = λ(ε11 + ε22 + ε33)δαβ + 2µεαβ, ∀α, β ∈ {1, 2} (4)

0 = ε23 = ε13, (5)

0 = λ(ε11 + ε22 + ε33) + 2µε33. (6)

Din (6) rezultă

ε33 = − λ

λ+ 2µ
(ε11 + ε22). (7)

Utilizând (7) putem rescrie (4) astfel

σαβ = λ∗εγγδαβ + 2µεαβ, (8)

unde

λ∗ =
2λµ

λ+ 2µ
.

În acest caz problema la limitǎ se scrie astfel.

(Pt) :

 σαβ,β + fα = 0 ı̂n Ω
σαβ = λ∗εγγδαβ + 2µεαβ ı̂n Ω
condiţii la limită pe ∂Ω

iar ε33 se determină cu (7).
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x
x

x
1

2
3

0 Ω

Figura 18. Modelul antiplan

Remarca 1. Din punct de vedere matematic, problemele de tensiuni plane şi cele

de deformaţii plane sunt de aceeaşi natură. De aceea, ı̂n Capitolul 4, vom ı̂nţelege

prin problemǎ planǎ urmǎtoarea problemǎ la limtǎ

(P ) :

 Div σ + f = 0 ı̂n Ω
σ = Cε(u) ı̂n Ω
condiţii la limită pe ∂Ω,

fǎrǎ a mai face distincţie ı̂ntre cazul deformaţiilor plane şi cel al tensiunilor

plane. Odatǎ determinatǎ soluţia problemei (P), (u1, u2, σ11, σ12, σ21, σ22), ı̂n cazul

deformaţiilor plane σ33 se determinǎ cu (2) iar ı̂n cazul tensiunilor plane ε33 se deter-

minǎ cu (7.)

Modelul antiplan. Fie un corp care ocupǎ un domeniu cilindric B ⊂ R3, rapor-

tat la un sistem cartezian ortogonal Ox1x2x3; a se vedea Figura 3.9. Cosiderǎm cǎ

generatoarele sunt paralele cu axa Ox3 şi vom nota prin Ω domeniul mǎrginit al lui

R2 care reprezintǎ secţiunea transversalǎ a cilindrului. Presupunem cǎ cilindrul este

suficient de lung pentru a putea neglija efectul forţelor aplicate la capete; astfel putem

considera B = Ω × (−∞,∞). Fie Γ = ∂Ω. Presupunem cǎ frontiera Γ este netedǎ

şi considerǎm o partiţie ı̂n trei zone mǎsurabile Γ1, Γ2 şi Γ3, astfel ı̂ncât mesΓ1 > 0.

Notǎm cu ν versorul normalei exterioare la Γ. Studiem starea de deformaţie a corpului

material datoratǎ forţelor volumice de densitate f 0 şi forţelor de tracţiune de densitate

f 2, ştiind cǎ pe Γ1 × (−∞,∞) cilindrul este ı̂ncastrat ı̂ntr-o structurǎ fixǎ. Admitem

ipoteza micilor deformaţii şi presupunem cǎ densitatea forţelor volumice şi densitatea

tracţiunilor au urmǎtoarea formǎ particularǎ.

f 0 = (0, 0, f0) cu f0 = f0(x1, x2) : Ω → R, (9)

f 2 = (0, 0, f2) cu f2 = f2(x1, x2) : Γ2 → R. (10)

Admiţând aceastǎ ı̂ncǎrcare particularǎ, vectorul deplasare este de forma

u = (0, 0, u) cu u = u(x1, x2, t) : Ω× [0, T ] → R, (11)
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astfel cǎ, tensorul deformaţiilor infinitezimale are urmǎtoarea expresie

ε(u) =

 0 0 1
2
u,1

0 0 1
2
u,2

1
2
u,1

1
2
u,2 0

 . (12)

Folosind legea constitutivǎ a lui Hooke

σ = λ tr(ε)I + 2µε,

ecuaţiile de mişcare ale lui Cauchy se reduc la urmǎtoarea ecuaţie scalarǎ,

div(µ(x)∇u(x)) + f0(x) = ρ0(x)ü(x) ı̂n Ω. (13)

Dacǎ materialul este omogen, atunci µ este o constantǎ strict pozitivǎ şi ecuaţia (13)

se rescrie ı̂n cazul staţionar astfel,

µ△u(x)) + f0(x) = ρ0(x)ü(x) ı̂n Ω.

Deoarece cilindrul este ı̂ncastrat pe Γ1 × (−∞,+∞), vectorul deplasare se anuleazǎ

aici. De asemenea, (11) implicǎ

u = 0 pe Γ1. (14)

Cât priveşte versorul normalei exterioare, ı̂n contextul antiplan el este de urmǎtoarea

formǎ,

ν = (ν1, ν2, 0) cu νi = νi(x1, x2) : Γ → R, i = 1, 2. (15)

Deducem cǎ pentru materiale liniar elastice şi izotrope,

σν = 0

şi

σν = (0, 0, µ
∂u

∂ν
),

unde
∂u

∂ν
= ∇u · ν. Prin urmare, condiţia la limitǎ in tensiuni se reduce la

µ(x)
∂u

∂ν
(x) = f2(x) pe Γ2.
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Curs 11

Tematica: probleme clasice in elasticitate (I)

Comprimarea uniformă

Cadrul fizic (Solid elastic supus la presiune hidrostatică) Fie un corp liniar elastic,

omogen şi izotrop, care ocupă o regiune Ω, raportat la un sistem cartezian ortogonal

Ox1x2x3, a se vedea Figura 4.1. Corpul este introdus ı̂ntr-un gaz având presiunea

constantă p. Admitem că forţele volumice sunt neglijabile. Suntem interesaţi să de-

terminăm vectorul deplasare, tensorul tensiune şi variaţia relativă a volumului.

Modelare matematică prin E.D.P.Deoarece presiunea gazului este constantă, perturbaţiile

exterioare care acţionează asupra solidului sunt independente de timp. Astfel, de-

plasările, deformaţiile şi tensiunile sunt funcţii independente de timp:

u = u(x), ε = ε(x), σ = σ(x).

În acest caz (elastostatic), componentele vectorului deplasare ui, componentele

tensorului deformaţiilor infinitezimale εij şi componentele tensorului tensiune σij,

ui = ui(x1, x2, x3) = ui(xm) = ui(x) ∀i ∈ {1, 2, 3}
εij = εij(x1, x2, x3) = εij(xm) = εij(x) ∀i, j ∈ {1, 2, 3}

n

Ω
O

x

x

x

1 

2

 3

−p

−p

−p n

n

−p n

Figura 19. Comprimarea uniformǎ
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

σij = σij(x1, x2, x3) = σij(xm) = σij(x) ∀i, j ∈ {1, 2, 3}

satisfac ecuaţiile următoare:

• ecuaţiile de echilibru ale lui Cauchy

σij,j = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3} ı̂n Ω,

• ecuaţiile geometrice

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) ∀i, j ∈ {1, 2, 3} ı̂n Ω,

unde ui,j =
∂ui

∂xj
;

• legea de comportament pentru materiale liniar elastice, omogene şi izotrope

(legea lui Hooke)

σij = λεkkδij + 2µεij ∀i, j ∈ {1, 2, 3} ı̂n Ω,

unde λ > 0 si µ > 0 sunt doua constante de material;

• condiţii la limită ı̂n tracţiuni

σijνj = −pνi ∀i ∈ {1, 2, 3} pe ∂Ω.

Rezumând, avem următoarea problemă mecanică:

Problema 1. Sǎ se determine u : Ω̄ → R3 şi σ : Ω̄ → R3 astfel ı̂ncât:

Divσ = 0, ı̂n Ω
ε = 1

2
(∇u+∇uT ) ı̂n Ω

σ = λ(trε)I3 + 2µε, ı̂n Ω
σn = −pn, pe ∂Ω.

(1)

Fie σ tensorul de componente

σij = −pδij ı̂n Ω. (2)

Evident, pentru σ dat ı̂n (2), condiţiile la limită descrise de relaţia a patra a lui

(1) sunt verificate. De asemenea, prima relaţie din (1) se verifică.

Din a treia relaţie a lui (1), deducem

εij = − p

3λ+ 2µ
δij,

deoarece trσ = −3p. Aşadar, tensorul ε este un tensor sferic şi constant,

ε = − p

3λ+ 2µ
I3,

unde I3 este tensorul unitate. Evident, relaţiile de compatibilitate Saint-Venant sunt

satisfacute ı̂n aceastǎ situaţie.
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Componentele vectorului deplasare sunt:

ui = − p

3λ+ 2µ
xi ∀i ∈ {1, 2, 3}, (3)

neglijând deplasarea rigidă infinitezimală. Într-adevăr:
u1,1 = − p

3λ+2µ
⇒ u1 = − p

3λ+ 2µ
x1 + f1(x2, x3);

u2,2 = − p
3λ+2µ

⇒ u2 = − p

3λ+ 2µ
x2 + f2(x1, x3);

u3,3 = − p
3λ+2µ

⇒ u3 = − p

3λ+ 2µ
x3 + f3(x1, x2),

şi de aici, 
u1,2 + u2,1 = 0 ⇒ ∂f1(x2, x3)

∂x2

+
∂f2(x1, x3)

∂x1

= 0;

u1,3 + u3,1 = 0 ⇒ ∂f1(x2, x3)

∂x3

+
∂f3(x1, x2)

∂x1

= 0;

u2,3 + u3,2 = 0 ⇒ ∂f2(x1, x3)

∂x3

+
∂f3(x1, x2)

∂x2

= 0.

(4)

Mai mult,
∂2f1(x2, x3)

∂x2
2

= 0 ⇒ f1(x2, x3) = a1(x3)x2 + b1(x3);

∂2f3(x1, x2)

∂x2
1

= 0 ⇒ f2(x1, x2) = a2(x2)x1 + b2(x2);

∂2f2(x1, x3)

∂x2
3

= 0 ⇒ f3(x1, x3) = a3(x1)x3 + b3(x1);

∂2f1(x2, x3)

∂x2
3

= 0 ⇒ f1(x2, x3) = c1(x2)x3 + d1(x2);

∂2f2(x1, x3)

∂x2
1

= 0 ⇒ f2(x1, x3) = c2(x3)x1 + d2(x3);

∂2f3(x1, x2)

∂x2
2

= 0 ⇒ f3(x1, x2) = c3(x1)x2 + d3(x1);

∂f1(x2, x3)

∂x3

= a′1(x3)x2 + b′1(x3);

0 =
∂2f1(x2, x3)

∂x2
3

= a′′1(x3)x2 + b′′1(x3).

Aşadar, pentru oricare x2,

a′′1(x3)x2 + b′′1(x3) = 0. (5)
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Din (5) deducem

a′′1(x3) = 0; b′′1(x3) = 0

astfel cǎ

a1(x3) = α1x3 + β1, b1(x3) = γ1x3 + δ1.

Deducem aşadar,

u1(x1, x2, x3) = − p

3λ+ 2µ
x1 + α1x2x3 + β1x2 + γ1x3 + δ1. (6)

Prin permutări circulare ale indicilor găsim:

u2(x1, x2, x3) = − p

3λ+ 2µ
x2 + α2x3x1 + β2x3 + γ2x1 + δ2, (7)

u3(x1, x2, x3) = − p

3λ+ 2µ
x3 + α3x1x2 + β3x1 + γ3x2 + δ3. (8)

În aceste relaţii, α1, α2, α3, β1, β2, β3, γ1, γ2, γ3, δ1, δ2, δ3 sunt constante arbitrare.

Funcţiile (6)-(8) trebuie să satisfacă (4). Rezultă aşadar

α1x3 + β1 + α2x3 + γ2 = 0 ∀x3,
α2x1 + β2 + α3x1 + γ3 = 0 ∀x1,
α3x2 + β3 + α1x2 + γ1 = 0 ∀x2,

şi de aici, {
α1 + α2 = 0
β1 + γ2 = 0,{
α2 + α3 = 0
β2 + γ3 = 0,{
α3 + α1 = 0
β3 + γ1 = 0.

Prin urmare, α1 = α2 = α3 = 0.

Introducem notaţiile

γ1 = ω2, γ2 = ω3, γ3 = ω1.

Cu aceste notaţii,

u1 =
−p

3λ+ 2µ
x1 + b1 + ω2x3 − ω3x2

u2 =
−p

3λ+ 2µ
x2 + b2 + ω3x1 − ω1x3

u3 =
−p

3λ+ 2µ
x3 + b3 + ω1x2 − ω2x1,

sau, echivalent

u =
−p

3λ+ 2µ
x+ b+ ω × x.
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Neglijând deplasarea rigidă infinitezimală (care nu modifică nici tensorul deformaţiilor

infinitezimale ε, nici tensorul tensiune σ) obţinem formula anunţată pe componente

ı̂n (3).

Sǎ introducem notaţia

3K = 3λ+ 2µ (9)

unde constanta K se numeşte modulul de rigiditate la comprimare. Semnificaţia fizică

pentru modulul de rigiditate la comprimare K apare imediat dacă calculăm variaţia

relativă a volumului,

V − V0

V0

= divu = uk,k = trε = − 3p

3λ+ 2µ
= − p

K
. (10)

Relaţia (10) arată că pentru o presiune p dată, variaţia relativă a volumului este

invers proporţională cu modulul de rigiditate la comprimare K. În plus, remarcăm că

modululK are dimensiunea unei presiuni. Experimental se poate observa că o presiune

externă (p > 0) asupra unui solid deformabil antrenează o micşorare a volumului

corpului, ceea ce matematic implică

3λ+ 2µ > 0.

Compresibilitatea materialului se măsoară prin
1

K
: materialul este cu atât mai com-

presibil cu cât K este mai mic. Invers, un material este mai puţin compresibil cu cât

K este mai mare. Un material incompresibil este un material limită, corespunzator

cazului K → ∞.

Observaţiile experimentale au condus la următoarele inegalităţi ce indică pozitivi-

tatea constantelor lui Lamé

λ > 0, µ > 0. (11)

De aici rezultă o consecinţă importantă pentru energia de deformaţie: inegalităţile (11)

implică faptul că energia de deformaţie e este o formă pătratică pozitiv definită (̂ın

raport cu componentele tensorului deformaţiilor infinitezimale ε). Într-adevǎr, cum

energia de deformaţie este

e =
1

2ρ0
σijεij,

utilizând legea lui Hooke,

σij = λ(trε)δij + 2µεij,

deducem

e =
1

2ρ0
[λ(trε)2 + 2µtr(ε2)].
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De aici rezultă imediat

e ≥ µ

ρ0
εijεij,

unde µ, ρ0 > 0, deci e este formă pătratică pozitiv definită.

Pornind de la acest rezultat bazat pe observaţii experimentale vom formula o ipo-

teză pentru materiale liniar elastice, dar nu neapărat omogene sau izotrope.

Considerând un material liniar elastic, al cărui comportament este modelat prin

legea constituitivă

σij = Eijkhεkh, i, j ∈ {1, 2, 3},
energia de deformaţie are expresia următoare

ρ0e =
1

2
Eijkhεkhεij.

În teoria clasicǎ a elasticitǎţii se admite ipoteza că energia de deformaţie e este

formă pătratică pozitiv definită, i.e.,

∃α0 > 0 a.̂ı. Eijkhεkhεij ≥ α0εijεij ∀ε ∈ S3.
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Curs 12

Tematica: probleme clasice in elastostatica (II)

Tracţiunea simplă

Cadrul fizic. Fie o grindă cilindrică de lungime L limitată de secţiunile drepte Γ0 şi

Γ1 ca ı̂n Figura 4.2. Raportăm grinda la un sistem cartezian ortogonal Ox1x2x3 astfel

ı̂ncât Γ0 este ı̂n planul x1 = 0 iar Γ1 este ı̂n planul x1 = L. Grinda este supusă unor

forţe de tracţiune uniform repartizate, (F, 0, 0) pe Γ1 şi (−F, 0, 0) pe Γ0, paralele cu

axa cilindrului.

Forţele volumice sunt neglijabile iar suprafaţa laterală Γl a cilindrului nu este su-

pusă nici unei forţe. Suntem interesaţi să determinam vectorul deplasare şi tensorul

tensiune.

Modelare matematică prin E.D.P. Perturbaţiile exterioare fiind independente de timp,

problema mecanică se traduce matematic prin următoarea problemă elastostatică,

admiţând că grinda este liniar elastică, omogenă şi izotropă.

Γ Γ1

L

0

x 1

x
2

x
3

−F
0

F

Figura 20. Tracţiunea simplǎ
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Problema 2. Sǎ se determine u : Ω̄ ⊂ R3 şi σ : Ω̄ → S3 astfel ı̂ncât

Divσ = 0 in Ω (1)

σ = λ(trε)I3 + 2µε in Ω (2)

ε =
1

2
(∇u+∇uT ) in Ω (3)

σν = 0 pe Γl (4)

(σν)1 = F, (σν)2 = 0, (σν)3 = 0 pe Γ1 (5)

(σν)1 = −F, (σν)2 = 0, (σν)3 = 0 pe Γ0. (6)

Deoarece ν(x) = (1, 0, 0) pe Γ1, din (5) deducem

σ11 = F, σ21 = σ31 = 0 pe Γ1. (7)

De asemenea, ν(x) = (−1, 0, 0) pe Γ0, şi prin urmare, (6) implicǎ

σ11 = F, σ21 = σ31 = 0 pe Γ0. (8)

În plus, pe Γl,

ν(x) = (0, ν2(x1, x2), ν3(x2, x3)).

Prin urmare, din (4), deducem

σi2ν2 + σi3ν3 = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}. (9)

Ecuaţia (1) reprezintă ecuaţia de echilibru ı̂n ipoteza că forţele volumice sunt ne-

glijabile; relaţia (2) este legea de comportament pentru materiale liniar elastice, omo-

gene şi izotrope; ecuaţia vectorială (3) este ecuaţia geometrică iar relaţiile (4)-(6) sunt

condiţiile la limită.

Fie tensorul σ având urmǎtoarele componente,

σ11 = F σ21 = σ31 = σ22 = σ33 = σ23 = 0. (10)

Evident acest tensor verifică (1) şi (4)-(6). Utilizând (10), (2) se scrie astfel:

F = λtrε+ 2µε11, (11)

0 = λtrε+ 2µε22, (12)

0 = λtrε+ 2µε33, (13)

ε23 = ε31 = ε12 = 0. (14)

Din (11)-(13) deducem

F = 3λtrε+ 2µtrε,

adică

trε =
F

3λ+ 2µ
. (15)
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Din (15) şi (11) obţinem

ε11 =
F

2µ

(
1− λ

3λ+ 2µ

)
=

F (λ+ µ)

µ(3λ+ 2µ)
. (16)

Utilizând (12) şi (13) avem

ε22 = ε33 = − λF

2µ(3λ+ 2µ)
. (17)

Aşadar, tensorul deformaţiilor infinitezimale este de forma urmǎtoare

ε =


(λ+µ)

µ(3λ+2µ)
F 0 0

0 −λ
2µ(3λ+2µ)

F 0

0 0 −λ
2µ(3λ+2µ)

F

 . (18)

Notăm pe de o parte faptul că ε este ı̂n acest caz un tensor diagonal şi prin urmare

direcţiile principale vor fi cele ale axelor de coordonate. Pe de altă parte, ε este ı̂n acest

caz un tensor constant, şi astfel condiţiile de compatibilitate Saint-Venant Voltera vor

fi evident satisfacute.

Pentru a deduce componentele vectorului deplasare vom integra sistemul următor

de ecuaţii cu derivate parţiale
u1,1 =

λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
F

u2,2 = u3,3 = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
F

u1,2 + u2,1 = 0
u1,3 + u3,1 = 0.

(19)

Neglijând deplasările rigide infinitezimale obţinem

u1 = ε11x1, u2 = ε22x2, u3 = ε33x3. (20)

Observǎm cǎ planul x1 = 0 rămâne invariant ca şi punctele axei Ox1.

În consecinţă am reuşit să verificăm Problema 2 cu ajutorul

• câmpului deplasare dat ı̂n (20);

• tensorului deformaţiilor infinitezimale dat ı̂n (18);

• tensorului tensiune Cauchy dat ı̂n (10).

Analiza soluţiei obţinute. Modulul lui Young. Coeficientul lui Poisson. Alungirea ∆L

a barei sub efectul forţelor de tracţiune este dată prin deplasarea punctului (L, 0, 0).

∆L = ε11L =
λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
FL, (21)

(x1 −X1 = u1(X, t) = ∆L = ε11X1 = ε11L),
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astfel cǎ alungirea relativă este

∆L

L
=

λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
F = ε11. (22)

Introducem notaţia

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
(23)

unde E este modulul de rigiditate la alungire, numit modulul lui Young. Pentru F

dat, alungirea relativă
∆L

L
= ε11 =

F

E
(24)

este cu atât mai mică cu cât E este mai mare. Modulul lui Young este un coeficient de

material care se măsoară ı̂n laborator pe maşina de tracţiune şi care are dimensiunea

unei forţe pe unitatea de suprafaţă (i.e., a unei tensiuni sau a unei presiuni), N/m2.

Experimental s-a observat că

• E > 0,

• dacă bara se alungeşte (F > 0), dimensiunile sale transversale scad

x2 −X2 = u2(X, t) = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
Fx2, (25)

x3 −X3 = u3(X, t) = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
Fx3. (26)

Fie ν astfel ı̂ncât

ε22 = ε33 = −νε11. (27)

Deducem cǎ

ν =
λ

2(λ+ µ)
. (28)

Constanta ν este un coeficient de material cunoscut sub numele de coeficientul lui

Poisson.

Dacă l este diametrul secţiunii transversale a grinzii ı̂nainte de deformaţie iar l+∆l

este diametrul secţiunii transversale a grinzii după deformaţie, putem scrie

∆l

l
= −ν

∆L

L
, (29)

de unde putem specifica semnificaţia fizică a coeficientului lui Poisson: este un coefi-

cient fără dimensiune iar experimental s-a dovedit cǎ

ν > 0. (30)

Au loc aşadar urmǎtoarele inegalitǎţi:

λ

λ+ µ
> 0,

λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
> 0.

91



Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Ştiam ı̂nsă că 3K = 3λ+ 2µ > 0. Prin urmare,

λ > 0, µ > 0

şi, deducem astfel

0 < ν <
1

2
(1− 2ν =

µ

λ+ µ
> 0). (31)

Putem exprima ı̂n acest moment modulul de rigiditate la compresiune precum şi

constantele lui Lamé, λ şi µ, ı̂n funcţie de constantele de material determinate expe-

rimental: modulul lui Young E şi coeficientul lui Poisson ν, astfel,

3K = 3λ+ 2µ =
E

1− 2ν
,

λ =
νE

(1− 2ν)(1 + ν)
,

µ =
E

2(1 + ν)
Legea lui Hooke inversată, poate fi scrisă cu ajutorul lui E şi ν astfel,

ε =
1 + ν

E
σ − ν

E
(trε)I3,

sau pe componente

εij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
σkkδij ∀i, j ∈ {1, 2, 3}.
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Curs 13

Torsiunea unui arbore cilindric

Cadrul fizic Considerăm un arbore cilindric care ocupă un domeniu Ω ⊂ R3. Cilindrul

este de lungime L şi vom nota prin ω o secţiune transversală arbitrară a cilindrului

( ω ⊂ R2 domeniu simplu conex); a se vedea Figura 4.3. Presupunem că baza Γ0

este fixă şi impunem bazei Γ1 o torsiune αL, unde α > 0. Presupunem că densitatea

forţelor masice este neglijabilă, suprafaţa laterală Γlat este liberă de constrângeri, iar

pe bazele Γ0 şi Γ1 impunem eforturi normale nule.

Modelare matematică prin E.D.P. Admiţând cǎ cilindrul este liniar elastic, omogen şi

izotrop, problema torsiunii se formuleazǎ astfel:

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

O

x

x

x

1 

2

 3

Γ 1

Γ 0

Ω

ω L

Figura 21. Cadrul fizic
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Modelare matematica prin EDP in elasticitate

Problema 3. Sǎ se determine ui : Ω̄ → R, i ∈ {1, 2, 3}şi σij : Ω̄ → R, i, j ∈
{1, 2, 3}, astfel ı̂ncât,

σij,j = 0, ı̂n Ω
σij = λ(εkk)δij + 2µεij, ı̂n Ω
σijνj = 0, pe Γlat

σ3jνj = 0, pe Γ0

∪
Γ1

u1 = u2 = 0, pe Γ0

u1 = −αLx2, pe Γ1

u2 = αLx1, pe Γ1.

Consider vectorul u de componente u1 = −αx3x2

u2 = αx3x1

u3 = αφ(x1, x2).
(1)

În acest caz,

ε =


0 0 α

2
(−x2 +

∂φ

∂x1

)

0 0 α
2
(x1 +

∂φ

∂x2

)

α

2
(−x2 +

∂φ

∂x1

)
α

2
(x1 +

∂φ

∂x2

) 0

 .

Cilindrul fiind un solid omogen, elastic şi izotrop putem găsi cu uşurinţă pentru ten-

sorul σ următoarea expresie:

σ =


0 0 αµ(−x2 +

∂φ

∂x1

)

0 0 αµ(x1 +
∂φ

∂x2

)

αµ(−x2 +
∂φ

∂x1

) αµ(x1 +
∂φ

∂x2

) 0

 . (2)

Ecuaţiile de echilibru conduc ı̂n acest caz la următoarea ecuaţie scalară

∆φ = 0 ı̂n ω.

Pe Γlat avem ν = (ν1(x1, x2), ν2(x1, x2), 0). Pentru i = 1,

σ11ν1 + σ12ν2 + σ13ν3 = 0,

pentru i = 2,

σ21ν1 + σ22ν2 + σ23ν3 = 0,

pentru i = 3,

σ31ν1 + σ32ν2 + σ33ν3 = 0.
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Deci,

µα(−x2 +
∂φ

∂x1

)ν1 + µα(x1 +
∂φ

∂x2

)ν2 = 0, pe ∂ω

şi,

µα(x1ν2 − x2ν1) + µα(
∂φ

∂x1

ν1 +
∂φ

∂x2

ν2) = 0 pe ∂ω.

Notǎm cǎ
∂φ

∂x1

ν1 +
∂φ

∂x2

ν2 = ∇φ · (ν1, ν2) =
∂φ

∂ν
.

Astfel,
∂φ

∂ν
= x2ν1 − x1ν2, pe ∂ω.

Deoarece pe Γ0 avem ν = (0, 0,−1), atunci

σ31ν1 + σ32ν2 + σ33ν3 = 0

echivalent cu 0 = 0.

De asemenea, pe Γ1 avem ν = (0, 0, 1). Atunci,

σ31ν1 + σ32ν2 + σ33ν3 = 0

echivalent cu 0 = 0.

Prin urmare, funcţia φ este soluţie a problemei urmǎtoare.

Problema 4. Sǎ se determine φ : ω̄ → R astfel ı̂ncât

(N)

{
∆φ = 0 ı̂n ω
∂φ

∂ν
= x2ν1 − x1ν2 pe ∂ω.

Aceastǎ problemǎ are soluţie unicǎ pânǎ la o constantǎ aditivă.

Aşadar, soluţia Problemei 3 este datǎ prin (1) şi (2), unde φ este soluţia unicǎ

pânǎ la o constantǎ aditivǎ a Problemei 4.

În cele ce urmeazǎ suntem interesaţi sǎ determinǎm zona primelor puncte ale ci-

lindrului ı̂n care materialul ı̂nceteazǎ sǎ mai fie elastic. Acest studiu necesitǎ câteva

preliminarii.

Tensiuni normale principale. Direcţii principale. Fie σ tensorul tensiune al

lui Cauchy. Cum σ este tensor de ordinul doi simetric, el are trei valori proprii reale,

σI ≤ σII ≤ σIII .

Valorile σj, j ∈ {I, II, III}, se numesc tensiuni normale principale.

Fie νj, j ∈ {I, II, III}, vectorii proprii corespunzători, ortogonali doi câte doi.

Aceştia se numesc direcţii principale de tensiune.
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Într-un reper local cu axe de direcţii νj, σ are următoarea reprezentare

σ =

 σI 0 0
0 σII 0
0 0 σIII

 .

Cercurile lui Mohr. Forţe de forfecare. Fie n = n1e1 + n2e2 + n3e3 astfel ı̂ncât

|n| =
√

n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1, {e1, e2, e3} ⊆ R3 fiind baza canonică a lui R3 .

Sǎ considerǎm vectorul F = (F1, F2, F3), unde

F1 = σIn1, F2 = σIIn2, F3 = σIIIn3.

Acest vector se descompune astfel : F = FN · n + F T , unde FN = F · n. Avem

|F |2 = F · F = (FN · n+ F T ) · (FN · n+ F T ) = |FN |2 + |F T |2. Prin urmare,

|F T |2 = |F |2 − |FN |2.

În cele ce urmează studiem cum variază |F T | ı̂n funcţie de FN , atunci când n

variază. Pentru ı̂nceput putem scrie n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1;

σIn
2
1 + σIIn

2
2 + σIIIn

2
3 = FN ;

σ2
In

2
1 + σ2

IIn
2
2 + σ2

IIIn
2
3 = |F T |2 + F 2

N .

Fie polinomul P (x) = x2 + ax+ b. Avem

σ2
In

2
1 + aσIn

2
1 + bn2

1 + σ2
IIn

2
2 + aσIIn

2
2 + bn2

2

+σ2
IIIn

2
3 + aσIIIn

2
3 + bn2

3

= |F T |2 + F 2
N + aFN + b,

şi de aici

n2
1P (σI) + n2

2P (σII) + n2
3P (σIII) = |F T |2 + F 2

N + aFN + b.

Fie P (x) = (x− σI)(x− σII). Atunci,

P (σI) = 0 şi P (σII) = 0

şi

n2
3(σIII − σI)(σIII − σII) = |F T |2 + F 2

N − (σI + σII)FN + σIσII .

Fie P (x) = (x− σII)(x− σIII). În acest caz,

P (σII) = 0 şi P (σIII) = 0

şi

n2
1(σI − σII)(σI − σIII) = |F T |2 + F 2

N − (σII + σIII)FN + σIIσIII .

Fie P (x) = (x− σI)(x− σIII). Avem acum

P (σI) = 0 şi P (σIII) = 0
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şi

n2
2(σIII − σI)(σIII − σII) = |F T |2 + F 2

N − (σI + σIII)FN + σIσIII .

Aşadar,

n2
3(σIII − σI)(σIII − σII) = |F T |2 + (FN − σI)(FN − σII);

n2
1(σI − σIII)(σI − σIII) = |F T |2 + (FN − σII)(FN − σIII);

n2
2(σII − σI)(σII − σIII) = |F T |2 + (FN − σI)(FN − σIII).

Cazul 1. Dacă σI < σII < σIII , atunci

n2
3 =

|F T |2 + (FN − σI)(FN − σII)

(σIII − σI)(σIII − σI)
,

n2
1 =

|F T |2 + (FN − σII)(FN − σIII)

(σI − σII)(σI − σIII)
,

n2
2 =

|F T |2 + (FN − σI)(FN − σIII)

(σII − σI)(σII − σIII)
,

şi de aici,

|F T |2 + (FN − σI)(FN − σII) ≥ 0,

|F T |2 + (FN − σII)(FN − σIII) ≥ 0,

|F T |2 + (FN − σI)(FN − σIII) ≥ 0.

Dacă notăm |F T | = Y şi FN = X atunci(
X − σI + σII

2
)
)2

+ Y 2 ≥
(σII − σI

2
)
)
;(

X − σII + σIII

2
)
)2

+ Y 2 ≥
(σIII − σI

2
)
)
;(

X − σI + σIII

2
)
)2

+ Y 2 ≥
(σIII − σI

2
)
)
.

Y are valoare maximǎ pentru X =
σIII − σI

2
.

|F T |max :=
σIII − σI

2
se numeşte forfecare maximală. Forfecarea maximală este valoarea la care se produc

rupturi ı̂n material.

Cazul 2. Dacă σI = σII ≤ σIII , atunci

n2
3 =

|F T |2 + (FN − σI)
2

(σIII − σI)2
.
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Prin urmare, ı̂n acest caz Y 2+(X−σI)
2 ≥ 0, adicǎ (X, Y ) aparţine pǎrţii pozitive

a discului centrat ı̂n (
σIII − σI

2
, 0). Deducem imediat cǎ Y are valoare maximǎ pentru

X =
σIII − σI

2
.

Cazul 3. σI = σII = σIII În acest caz avem σ2
I (n

2
1 + n2

2 + n2
3) = F 2

N + |F T |2 şi

σI(n
2
1 + n2

2 + n2
3) = FN , astfel cǎ σ2

I = F 2
N + |F T |2 şi σ2

I = F 2
N . Din ultimele două

relaţii rezultă că |F T | = 0. Deci, X = σI şi Y = 0. Valoarea maximǎ a lui Y este

0 =
σIII − σI

2
.

Calculul forfecǎrii maximale. Revenim acum asupra Problemei 3. Cum Divσ = 0,

∂σ13

∂x1

+
∂σ23

∂x2

= 0 ı̂n ω.

Deci,
∂σ13

∂x1

= −∂σ23

∂x2

ı̂n ω.

Rezultă că există θ = θ(x1, x2) astfel ı̂ncât

σ13 =
∂θ

∂x2

,

şi

σ23 = − ∂θ

∂x1

.

Aşadar,

µα(−x2 +
∂φ

∂x1

) =
∂θ

∂x2

şi

µα(x1 +
∂φ

∂x2

) = − ∂θ

∂x1

.

Deducem cǎ,

∂2θ

∂x2
2

+
∂2θ

∂x2
1

= −µα + µα
∂2φ

∂x1∂x2

− µα− µα
∂2φ

∂x2∂x1

.

Deci, pentru φ funcţie suficient de regulatǎ,

∆θ = −2µα, ı̂n ω.

Pe de altǎ parte,

σ31ν1 + σ32ν2 = 0, pe ∂ω

sau, echivalent,
∂θ

∂x2

ν1 −
∂θ

∂x1

ν2 = 0, pe ∂ω.

Fie τ = (τ1, τ2) astfel ı̂ncât

τ1 = −ν2 şi τ2 = ν1.
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Atunci, pe ∂ω avem
∂θ

∂x1

τ1 +
∂θ

∂x2

τ2 = 0,

sau echivalent,
∂θ

∂τ
= 0 pe ∂ω.

Deducem cǎ ∇θ = 0 pe ∂ω şi prin urmare θ este constant pe ∂ω. Alegem

θ = 0 pe ∂ω

şi considerǎm urmǎtoarea problemǎ.

Problema 5. Sǎ se determine θ : ω̄ → R astfel ı̂ncât

(D)

{
∆θ = −2µα ı̂n ω
θ = 0 pe ∂ω.

Problema 5 are soluţie unicǎ. Vom vedea cǎ forţa de forfecare maximalǎ

|F T |max =
νIII − νI

2
poate fi exprimatǎ prin intermediul soluţiei Problemei 5.

Sǎ evaluǎm tensiunile normale principale νI şi νIII .

νI = −
√
ν2
13 + ν2

23; νIII =
√
ν2
13 + ν2

23

Prin urmare, forţa de forfecare maximalǎ are expresia

|F T |max =

√
∂θ

∂x2

2

+
∂θ

∂x1

2

= | grad θ|,

unde θ este unica soluţie a Problemei 5.

Se ştie cǎ | grad θ| este funcţie subarmonică, a se vedea de exemplu [?]. Conform

principiului de maxim pentru funcţii subarmonice, deducem că această funcţie ı̂şi

atinge maximul pe ∂ω. De aceea, primele puncte ı̂n care materialul va ı̂nceta să fie

elastic sunt situate pe Γlat.
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Curs 14

Tematica: elemente de modelare matematica in mecanica de contact

Conditii de contact; legi de frecare

Prezentam aici cele mai cunoscute conditii de contact.

• Contact bilateral[ a se vedea de exemplu [10]]

uν = 0 pe Γ3, (1)

(uν = u · ν).
• Contact cu tensiune normala impusa [a se vedea de exemplu [6, 22]]

−σν = F pe Γ3, (2)

unde σν = σν · ν iar F este o functie pozitiva data.

• Contact cu complianta normala [a se vedea de exemplu [12, 13, 14, 35]]

−σν = pν(uν − g) pe Γ3, (3)

unde pν este o functie data cu valori pozitive ce se anuleaza pentru argument

negativ.

• Contact unilateral [ a se vedea de exemplu [27]]

uν ≤ g, σν ≤ 0, σν(uν − g) = 0 on Γ3. (4)

unde g (”gap”) este distanta intre corpul deformabil si fundatia rigida masu-

rata de-a lungul normalei la frontiera corpului deformabil.

In cazul particular g = 0, avem

uν ≤ 0, σν ≤ 0, σν uν = 0 on Γ3. (5)

• Lege de frecare neglijabila [a se vedea de exemplu [10]]
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στ = 0 on Γ3. (6)

• Legea lui Coulomb [a se vedea de exemplu [35]]

∥στ∥ ≤ Fb, στ = −Fb
uτ

∥uτ∥
if uτ ̸= 0 on Γ3, (7)

unde uτ = u−uνν este deplasarea tangentiala si Fb este ”pragul de frecare”.

• Legea lui Tresca [a se vedea de exemplu [34, 35]]

Daca

Fb = Fb(x) (8)

in (7) suntem condusi la legea lui Tresca.

Modele antiplane in mecanica contactului

• Probleme statice

O problema de contact cu frecare Tresca

div (µ∇u) + f0 = 0 in Ω, (9)

u = 0 pe Γ1, (10)

µ ∂νu = f2 pe Γ2, (11)

|µ ∂νu| ≤ g, µ ∂νu = −g
u

|u|
if u ̸= 0 pe Γ3. (12)

O problema de contact cu lege de frecare regularizanta

div (µ∇uρ) + f0 = 0 in Ω, (13)

uρ = 0 pe Γ1, (14)

µ ∂νuρ = f2 pe Γ2, (15)

µ ∂νuρ = −g
uρ√

u2
ρ + ρ2

pe Γ3. (16)
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O problema de contact cu lege de frecare tip putere

div (µ∇uρ) + f0 = 0 in Ω, (17)

uρ = 0 pe Γ1, (18)

µ ∂νuρ = f2 pe Γ2, (19)

µ ∂νuρ =

{
−g |uρ|ρ−1 uρ daca uρ ̸= 0

0 daca uρ = 0
pe Γ3. (20)

O problema de contact cu frecare dependenta de alunecare

div (µ∇u) + f0 = 0 in Ω, (21)

u = 0 pe Γ1, (22)

µ ∂νu = f2 pe Γ2, (23)

|µ ∂ν u| ≤ g(|u|), µ ∂νu = −g(|u|) u

|u|
if u ̸= 0 pe Γ3. (24)

• Probleme quasistatice

O problema de contact cu lege de frecare Tresca (dinamic)

div (µ∇u) + f0 = 0 in Ω× (0, T ), (25)

u = 0 pe Γ1 × (0, T ), (26)

µ ∂νu = f2 pe Γ2 × (0, T ), (27)

|µ ∂ν u| ≤ g, µ ∂νu = −g
u̇

|u̇|
daca u̇ ̸= 0 pe Γ3 × (0, T ), (28)

u(0) = u0 in Ω. (29)
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O problema de contact regularizanta

div (µ∇uρ) + f0 = 0 in Ω× (0, T ), (30)

uρ = 0 pe Γ1 × (0, T ), (31)

µ ∂νuρ = f2 pe Γ2 × (0, T ), (32)

µ ∂νuρ = −g
u̇ρ√

u̇2
ρ + ρ2

pe Γ3 × (0, T ), (33)

uρ(0) = u0 in Ω. (34)

O problema de contact dependenta de alunecare

div (µ∇u) + f0 = 0 in Ω× (0, T ), (35)

u = 0 pe Γ1 × (0, T ), (36)

µ ∂νu = f2 pe Γ2 × (0, T ), (37)

|µ ∂νu| ≤ g(|u|), µ ∂νu = −g(|u|) u̇

|u̇|
daca u̇ ̸= 0 pe Γ3 × (0, T ), (38)

u(0) = u0 in Ω. (39)

Pentru detalii in modelare matematica in mecanica contactului facem trimitere la

[34, 35] precum si la bibliografia acestor monografii.
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