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EXERCIŢII 
 

a) ENUNŢURI 
 

1) CAPITOLELE 1-5 
 
1. Fie a, b, c∈ℤ numere impare. Să se arate că                                 

{x∈ℚ | ax2+bx+c=0}=∅. 
2. Să se arate că nu există un număr finit de numere raţionale r1,…,rn a.î. 

orice număr x∈ℚ să se scrie sub forma x=x1r1+…+xnrn cu xi∈ℤ, 1≤i≤n . 
3. Fie a, b ∈ℝ, a<b. Să se arate că [a, b]∩ℚ≠∅ şi [a, b] ∩ I≠∅. 
4. Să se determine k∈ℤ a.î. rădăcinile ecuaţiei kx2+(2k-1)x+k-2=0 să 

fie raţionale. 
5. Dacă a, b, c , cba ++ ∈ℚ, (a, b, c≥0) atunci a , b , c ∈ℚ. 

Generalizare. 
6. Să se arate că 3 2 ∉ { rqprqp ,,+ ∈ℚ, r≥0 } . 
7. Să se determine mulţimea {a∈ℚ | există b∈ℚ a.î. 5a 2 -3a+16=b2 }. 
8. Dacă a, b, c∈ℚ iar p∈ℕ este un număr prim a.î. 

3 23 pcpba ++ =0, atunci a=b=c=0. 
9. Să se demonstreze că dacă a1, …, am sunt numere naturale două câte 

două diferite, nici unul dintre ele nefiind pătratul unui număr întreg mai mare 
decât 1, şi b1,…,bm numere întregi nenule, atunci 

0...2211 ≠+++ mm ababab .  

10. Dacă m, n ∈ℕ* şi 07 >−
n
m , atunci 

mnn
m 17 >− . 

11. Să se arate că există a, b ∈I a.î. a b ∈ℕ. 

12. Fie a∈ℝ*, a.î. 
a

a 1
+ ∈ℤ. Să se arate că pentru orice n∈ℤ, 

n
n

a
a 1

+ ∈ℤ. 

13. Dacă α∈ℝ a.î. cos 
3
1

=πα ,  atunci α∈I. 

14. Dacă a, b∈ℕ*, a.î. 
a
b

b
a

+ ∈ℕ, atunci a=b. 
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15. Să se arate că 33 32 + ∈I. 

16. Fie z , zʹ ∈ℂ a.î. 1+zzʹ≠0 şi | z |=| zʹ |=1. Să se arate că 

zz
zz

′+
′+

1
∈ℝ. 

17. Fie z1, …zn ∈ℂ a.î. | z1 |=….=| zn |=r ≠ 0. Să se demonstreze că 
( )( ) ( )

n

n

zzz
zzzzzz

....
....

21

13221 +++ ∈ℝ. 

18. Fie M⊆ℂ a.î. {z ∈ℂ | | z | =1}⊆M  şi pentru orice z1, z2 ∈M ⇒ 
z1+z2∈M. Să se demonstreze că M=ℂ. 

19. Să se arate că numărul natural n este divizibil cu 2 (sau cu 5) dacă şi 
numai dacă cifra unităţilor sale este divizibilă prin 2 (sau respectiv prin 5). 

20. Să se arate că numărul natural n este divizibil cu 4 (sau cu 25) dacă 
şi numai dacă  numărul format din ultimele sale două cifre este divizibil cu 4  
(respectiv cu 25). Mai general, numărul natural n este divizibil cu 2k (sau cu 5k) 

dacă şi numai dacă  numărul format de ultimele k  cifre din scrierea sa în baza 
zecimală este  divizibil cu 2k  (respectiv cu 5k).  

21. Să se arate că numărul natural n este divizibil cu 3 (respectiv cu 9) 
dacă şi numai dacă suma cifrelor sale este divizibilă cu 3 (respectiv cu 9). 

22. Să se arate că numărul natural n este divizibil cu 11 dacă şi numai 
dacă suma alternantă a cifrelor sale este divizibilă cu 11. 

23. Să se arate că numărul natural n este divizibil cu 17, respectiv cu 49, 
dacă şi numai dacă diferenţa, respectiv suma, dintre dublul numărului obţinut din 
numărul dat suprimându-i ultimele două cifre şi numărul format de cifrele 
suprimate în ordinea în care se află în numărul dat sunt divizibile cu 17, respectiv 
cu 49. 

24. Să se arate că numărul natural n este divizibil cu 17, respectiv cu 59 
dacă şi numai dacă diferenţa dintre triplul numărului obţinut din numărul dat 
suprimându-i ultimele trei cifre şi numărul format din cifrele suprimate în 
ordinea în care se află în numărul dat este multiplu de  17, respectiv  59. 

25. Să se arate că numărul natural n este divizibil cu 97, respectiv cu 
103, dacă şi numai dacă suma, respectiv diferenţa, dintre triplul numărului 
obţinut din numărul dat suprimându-i ultimele două cifre şi numărul format din 
cifrele suprimate în ordinea în care se află în numărul dat  este multiplu de 97, 
respectiv 103. 

 26. Să se arate că numărul natural n este divizibil cu 101 dacă şi numai 
dacă despărţindu-l în grupe de câte două cifre începând de la dreapta, diferenţa 
dintre suma numerelor formate de grupele de rang impar şi suma numerelor 
formate de grupele de rang par este divizibilă cu 101. 
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27. Să se arate că numărul natural n este divizibil prin 10k±1 dacă şi 
numai dacă suprimându-i ultima cifră şi scăzând respectiv adunând de k ori cifra 
suprimată se obţine un număr divizibil cu 10k±1. Ca aplicaţie să se enunţe criterii 
de divizibilitate cu 19, 29, 49, şi 21, 31, 41. 

28. În ce sistem de numeraţie este valabilă înmulţirea  25×314=10274 ? 
29. În ce bază 297 este divizor al lui 792 ? 
30. În orice sistem de numeraţie, numărul 10101 este divizibil cu 111. 
31. În orice bază mai mare ca 7 numărul 1367631 este cub perfect. 
32. Un număr natural este divizibil cu 2, în sistemele de numeraţie cu 

bază pară, dacă şi numai dacă ultima sa cifră este pară, şi în sistemele de 
numeraţie cu bază impară, dacă şi numai dacă numărul  cifrelor impare este par.  

33. Un număr natural este divizibil cu 3, în sistemele de numeraţie cu 
baza b=3m, dacă ultima sa cifră este multiplu de 3, în sistemele de numeraţie cu 
baza b=3m+1, dacă suma cifrelor sale este multiplu de 3, în sistemele de 
numeraţie cu baza b=3m-1, dacă diferenţa între suma cifrelor de ordin par şi   
suma cifrelor de ordin impar este multiplu de 3. 

34. Să se arate că diferenţa dintre un număr natural şi inversul său, 
scrise în baza b, se divide cu b-1.  Dacă numărul cifrelor numărului dat este 
impar această diferenţă se divide şi prin b+1. 

35. Un număr natural scris în baza b se divide prin bk+1 sau  bk-1  
(unde k este tot natural) dacă şi numai dacă suprimându-i ultima cifră şi scăzând 
respectiv adunând de k ori cifra suprimată se obţine un număr divizibil prin bk+1 
sau bk-1. 

36. Se aşază cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 într-o ordine oarecare şi se 
obţine numărul n în sistemul de numeraţie cu baza 12, apoi într-o altă ordine 
oarecare şi se obţine numărul m  (în aceiaşi bază). Să se arate că n∤m. 

37. Să se arate că oricare ar fi numărul n scris în sistemul de numeraţie 
cu baza 10, există un alt număr de n cifre, scris doar cu cifrele 1 şi 2 divizibil prin 
2n. Să se studieze problema şi în sistemele de numeraţie cu baza 4 şi 6. 

38. Să se demonstreze că în sistemul de numeraţie cu baza 6, nici un 
număr format din mai multe cifre, toate egale, nu este pătrat perfect. 

39. Să se arate că în sistemul de numeraţie cu baza 12, nici un număr 
format din mai multe cifre, toate egale nu poate fi pătrat perfect. 

40. Să se demonstreze că în sistemul de numeraţie cu baza 6, nici un 
număr cu toate cifrele egale  nu este cub perfect. 

41. Să se demonstreze că pentru orice număr natural N avem :  
( )
( ) 8

18
≥

NS
NS , unde S(A) este suma cifrelor numărului A (în scrierea zecimală). 
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2) CAPITOLUL 6 
  

1. Să se arate că pentru n≥4 numărul 1!+2!+…+n! nu este pătrat perfect. 
          2.  Fie n∈ℕ. 

       i)  Să se arate că  16 | 24n2 + 8n. 
                   ii)  Să se deducă de aici că restul împărţirii lui (2n+1)4 prin 16 este 1. 

         iii) Dacă există x1,…, xk∈ℕ a.î. 16n+15= x 4
1  + x 4

2 + …+ x 4
k , atunci 

k ≥15. 

          3. Să se arate că dacă 
q
p  şi  

s
r  sunt fracţii ireductibile a.î. 

q
p + 

s
r =1, 

atunci q=s. 
       4. Să se arate că dacă a, b∈ℕ*, atunci (a, b)[a, b] = a⋅b. 

      5. Fie  x1, x2,…,xn∈{±1} a.î. x1x2 + x2x3 +…+ xn-1xn + xnx1 = 0. Să se 
demonstreze că 4|n.  
      6. Să se demonstreze că pentru orice număr prim p, numărul: 
{ 1234567899...99....3...332...221...11 −321321321

oriporiporiporip

 se divide prin p. 

           7. Dacă n∈ℕ* atunci cea mai mare putere naturală a lui 2 ce divide pe 
[(1+ 3 )2n+1] este  n+1. 

8. Dacă p≥3 este un număr prim, atunci: 
                                      [( 5 +2)p] - 2p+1 ≡ 0(p) 

             9. Să se arate că pentru orice număr natural n∈ℕ* exponentul maxim al 
lui 2  în (n+1)(n+2)…(2n) este n. 

10. Să se arate că orice număr natural n∈ℕ* admite multiplii ce se scriu 
în sistemul zecimal doar cu 0 şi 1. Să se deducă de aici că orice număr natural 
n∈ℕ a.î. (n, 10)=1 admite multiplii în care toate cifrele sunt 1.  

11. Să se arate că dacă a, m, n∈ℕ* iar n este impar, atunci (an-1,am+1) 
este 1 sau 2. 
   12. Dacă a, m, n∈ℕ* şi m≠n, atunci : 

                             ( 1,1 22 ++
nm

aa )=






imparesteadaca

paresteadaca

2

1
 

              13. Fie n∈ℕ* şi x=[(2+ 3 )n]. Atunci 
12

)3)(1( +− xx  este pătratul unui 

număr  natural. 
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              14.  Dacă n∈ℕ, n≥2, atunci n ∤ 2n –1. 
15. Dacă p este un număr prim, atunci C p

p2 ≡ 2 (p). 

16. Fie p un număr prim iar a, b∈ℕ a.î. a≥b. Atunci C pb
pa ≡C b

a  (p). 

17. Dacă a, b, c∈ℕ*, atunci  ([a, b], c)=[(a, c), (b, c)]. 

  18. Dacă a, b, c∈ℕ*, atunci  ],,[ cba = 
),)(,)(,(

),,(
cbcaba

cbaabc . 

     19. Dacă a, b, c∈ℕ*, atunci 
),)(,)(,(

),,(
],][,][,[

],,[ 22

accbba
cba

accbba
cba

= . 

           20.  Fie a1, a2, a3, a4, a5∈ℤ. Dacă: 

   i)    9| ∑
=

3

1

3

k
ka , atunci 3| ∏

=

3

1k
ka . 

     ii)  9| ∑
=

5

1

3

k
ka , atunci 3| ∏

=

5

1k
ka  

           21.  Să se arate că   22⋅73⋅1103 - 2 ≡ 0 (2⋅73⋅1103). 

       22.  Să se arate că  2
52 +1 ≡ 0 (641). 

           23.  Să se rezolve sistemul: 
                              

x ≡ 1 (7) 
                             x ≡ 4 (9) 
                             x ≡ 3 (5) 
   

24. Fie f∈ℤ[X] şi n=p 1
1
α …p t

t
α descompunerea lui n în factori primi. Să 

se arate că f(x)≡0 (n) are soluţie dacă şi numai dacă f(x)≡0 (p i
i
α ) are soluţie 

pentru i=1, 2, …,t. 
25. Să se arate că x2 ≡ 1 (2b) are o soluţie dacă b=1, două soluţii dacă 

b=2 şi 4 soluţii dacă b≥3. 
       26.  Factorialul căror numere naturale n se termină în 1000 de zerouri ? 

        27.  Dacă m, n∈ℕ, atunci 
)!(!!

)!2()!2(
nmnm

nm
+

 ∈ℕ. 

28. Dacă d1,d2,…dk  sunt toţi divizorii naturali ai unui număr natural 
n≥1 atunci (d1d2…dk)2=nk. 
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29. Fie A=
19981997

1...
43

1
21

1
⋅

++
⋅

+
⋅

 şi  

B=
10001998

1...
19971001

1
19981000

1
⋅

++
⋅

+
⋅

 

Arătaţi că 
B
A ∈ℕ*. 

30. Demonstraţi că un produs de opt numere naturale consecutive nu 
poate fi pătratul unui număr natural. 

31. Fie a, b, c∈ℤ a.î. a+b+c|a2+b2+c2. 
Demonstraţi că există o infinitate de valori naturale distincte ale lui n 

pentru care a+b+c|an+bn+cn. 
32. Dacă n∈ℕ şi an=1n+2n+3n+4n, atunci ultima cifră a lui an este 4 dacă 

n≡0(4) şi 0 în rest. 

33. Demonstraţi că ∉+++
n
1...

3
1

2
1 ℕ pentru orice n∈ℕ*, n≥2. 

 34. Să se demonstreze că pentru orice număr impar a se găseşte un 
număr natural b a.î. 2b-1 se divide la a. 

 
 
3) CAPITOLUL 7 

 
1. Fie a, b, c, d∈ℕ* a.î. ad=bc. Să se arate că a+b+c+d nu poate fi 

număr prim. 
2. Determinaţi toate numerele naturale n∈ℕ pentru care numerele  n+1, 

n+3, n+7, n+9, n+13 şi n+15 sunt simultan prime. 
3. Determinaţi toate numerele naturale n∈ℕ pentru care numerele  n, 

n+2, n+6, n+8, n+12, şi n+14 sunt simultan prime. 
4. Să se determine numerele prime p pentru care p | 2p+1. 
5. Fie n∈ℕ a.î. 2n+1 este număr prim . Atunci n=0 sau n=2m , cu m∈ℕ. 
6. Dacă p este un număr prim p>3, atunci 4p2+1 se poate scrie ca o 

sumă de trei pătrate de numere naturale. 
7. Dacă n≥10, atunci n

np 22 <  (pn fiind al n-ulea termen din şirul 
numerelor prime). 

8. Fie p un număr prim şi b1, b2, …, br  numere întregi cu 0<bi<p pentru 
orice 1≤i≤r. Să se arate că utilizând numerele b1, b2, …, br se pot forma r+1 
sume ce dau resturi diferite la împărţirea prin p. 
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9. Dacă p este un număr prim arbitrar, atunci din orice 2p-1 numere 
întregi se pot alege p a.î. suma lor să se dividă prin p. 

10. Dacă n≥2 este un număr natural oarecare, atunci din oricare 2n-1 
numere întregi se pot alege n a.î. suma lor să se dividă prin n. 

11. Demonstraţi că orice număr natural n≥7 se poate scrie sub forma 
n=a+b cu a, b∈ℕ, a, b≥2 şi (a, b)=1. 

12. Demonstraţi că pentru orice k≥3, 
                                   pk+1+pk+2 ≤p1p2…pk . 
13. Pentru fiecare n∈ℕ* notăm prin qn cel mai mic număr prim a.î. 

qn∤n.  Să se arate că 0lim =
∞→ n

qn
n

. 

 14. Să se arate că pentru n≥12, 
3
1

<
np

n . 

15.  Să se arate că pentru orice n≥230,  p2n+1 < 3 pn-2 . 
 
4) CAPITOLUL 8 

  
1. Să se determine toate numerele n∈ℕ* pentru care φ(n!)=2n. 

 2. Dacă m, n∈ℕ*, atunci ( ) ( ) ( )22 nmnm ϕϕϕ ⋅≤⋅ . 
 3. Să se arate că un număr natural este perfect  (adică σ(n)=2n) dacă şi 
numai dacă n=2t(2t+1-1), cu t∈ℕ iar 2t+1-1 este număr prim. 
 4. Să se demonstreze că pentru orice n∈ℕ*  

                                         ( ) ( ) ( ) 



++



+



=+++

n
nnnn ...

21
...21 τττ . 

(unde reamintim că τ(n) =numărul divizorilor naturali ai lui n). 
 5. Să se demonstreze că pentru orice n∈ℕ* 

                           ( ) ( ) ( ) 



⋅++



⋅+



=+++

n
nnnnn ...

2
2

1
...21 σσσ  

(unde reamintim că σ(n)=suma divizorilor naturali ai lui n). 
 6. Să se demonstreze că pentru orice n∈ℕ* 

                            ( ) ∑
≥













 −

−



=

1

1
m m

n
m
nnτ . 

 7. Dacă x∈ℝ şi n∈ℕ*,  atunci  
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                             [ ] [ ]nx
n

nx
n

x
n

xx =



 −

+++



 ++



 ++

1...21 . 

 8. Să se demonstreze că pentru un număr natural n≥2,   ( ) ( )
n
n

n
n ππ

<
−
−
1
1   

dacă şi numai dacă n este prim (π(n)=numărul numerelor prime mai mici decât n) 

 9. Să se demonstreze că   ( )
∞=

∞→ !
!lim

n
n

n

σ . 

 10. Fie f:ℕ*→ℕ* a.î. f(mn)=f(m)f(n) pentru orice m, n∈ℕ* iar (pk)k≥0  

şirul numerelor prime. Dacă f(pk)=k+1 pentru orice k∈ℕ, atunci 
( )∑

≥
=

1
2

21
n nf

. 

 
 
5) CAPITOLUL 9 
 

1. Să se calculeze  







71
15 , 








35
6  şi 








2999
335 . 

2. Să se arate că există o infinitate de numere prime de forma 4n+1, cu 
n∈ℕ. 

3. Dacă p≥5 este un număr prim, atunci: 

                               






−≡−

≡
=







 −

)6(11

)6(113

pdaca

pdaca

p
  

4. 2. Să se arate că există o infinitate de numere prime de forma 6n+1, 
cu n∈ℕ. 

5. Să se stabilească dacă congruenţa x2≡10 (13) are sau nu soluţii. 
        6. Aceiaşi chestiune pentru congruenţa x2≡21 (23). 
              7. Dacă p este un număr prim de forma 6k+1, atunci există x, y∈ℕ a.î. 
p=3x2+y2. 
 

 
6) CAPITOLUL 10 

 
1. Să se arate că: 

)22,2;1(),22,1;1(1 22 −−=−−−=− aaaaaaa ,  pentru a∈ℕ, a ≥ 2. 
2. Dacă a este un număr par, a≥2, atunci 
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)2,
2

1,1,1,
2

1;(42 aaaaa −−
=+  iar dacă a≥4 atunci 

 )22,1,
2

3,2,
2

3,1;1(42 −
−−

−=− aaaaa . 

3.Dacă a∈ℕ, atunci )4,;2(44 2 aaaa =+ . 

4.Dacă a, n∈ℕ, atunci  

                                     )2,2;()( 2 annnaana =+  

                                     )2,;(2)( 2 nannaana =+  

                                     ))1(2,1,22,1;1()( 2 −−−=− nannaana   (n≥2). 

5. Să se determine numerele naturale de 3 cifre xyz  a.î. 

398246317 xyz . 

6. Fie α=[a0;a1, …, an, an+1, …, a2n+1] unde an+i =an-i+1, 1≤i≤n. 

Dacă notăm redusele lui α prin 
n

n
n q

p
=π , atunci 2

1
2

12 −+ += nnn ppp  şi 

2
1

2
2 −+= nnn qqq ,  pentru orice n∈ℕ. 

7. Fie α=[1;a1, …, an, an, …, a2, a1] iar 
n

n
n q

p
=π  a n-a redusă a lui 

α.(n∈ℕ*). Să se arate că 
122

122
2

1

+

+

+
−

=
nn

nn
n pp

pp
q  . 

8. Dacă 
n

n
n q

p
=π  este a n-a redusă a fracţiei continue ataşată lui 2  

atunci : 

                                      
2
212lim

0
−=

















∑
=∞→

n

k
kn

q . 

9. Dacă 
n

n
n q

p
=π  este a n-a redusă a lui 2 , atunci: 

         i)  pn+1=pn+2qn                             ii)   qn+1=pn+qn 
       iii)  pn+1=qn+1+qn                           iv) 6pn+1=pn+3+pn-1 (n≥3) 
        v)  6qn+1=qn+2+qn-1 (n≥3)             vi) pn+1=6(pn-pn-2) +pn-3 (n≥3) 
      vii)  qn+1=6(qn-qn-1)+qn-3 (n≥3)     viii) p 2

n -2q 2
n =(-1)n 
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       ix)p 2
1−n -pnpn-2=2(-1)n-1 (n≥2) 

10. Să se demonstreze că pentru orice a∈ℕ*numitorii reduselor de rang par ai 

fracţiei continue a lui 12 +a sunt numere naturale impare, iar cei de rang impar 
sunt numere naturale pare.  
11. Să se dezvolte în fracţie continuă D  cu D=[(4m2+1)n+m]2+4mn+1, m, 
n∈ℕ. 
 

 
 
7) CAPITOLUL 11 

 

1. Fie q∈ℚ, 0<q<1. Să se arate că există n∈ℕ* a.î. 
n

q
n

1
1

1
<≤

+
. 

Să se deducă de aici că orice q∈ℚ cu 0<q<1 se poate reprezenta sub 

forma  q= ∑
= +

k

i in0 1
1   cu ni∈ℕ toate distincte şi k∈ℕ*. Să se efectueze această 

descompunere în cazurile particulare q=
22
7  şi q=

60
47 . 

2. Să se arate că orice număr natural n se poate reprezenta în mod unic 
sub forma: 
                                       n = e0 + 3e1 + … + 3k ek  
unde pentru orice i, 0 ≤ i ≤ k  ei∈{-1, 0, 1}. 

3. Să se arate că orice fracţie subunitară ireductibilă 
b
a  se poate scrie 

sub forma: 

            
nqqqqqqb

a
...

1...11

21211
+++=  unde q1,…,qn∈ℕ* , q1≤q2≤…≤qn . 

 
4. Demonstraţi că orice număr întreg n admite o infinitate de 

reprezentări sub forma n = x2 + y2-z2 cu x, y, z numere naturale > 1. 
5. Demonstraţi că numărul 32k (cu k∈ℕ*) se poate scrie ca sumă a 3k 

numere naturale consecutive. 
6. Demonstraţi că nici unul dintre numerele lui Fermat Fn= 122 +

n
 cu 

n>1 nu se poate scrie sub foma p+q, cu p şi q numere prime. 
7. Demonstraţi că pentru orice z∈ℤ,un număr raţional x>1 se poate scrie 

sub forma: 
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            )11)...(
1

11)(11(
skkk

x
+

+
+

++= , cu s∈ℕ şi k∈ℤ, k>z. 

8. Să se arate că orice număr prim p≥3 se poate scrie în mod unic ca 
diferenţă a două pătrate de numere naturale. 

9. Care numere naturale pot fi scrise ca diferenţă de două pătrate de 
numere întregi ? 
  10. Să se arate că numerele întregi de forma 4m+3 nu se pot scrie sub 
forma x2-3y2 cu x, y∈ℕ.  

11. Să se arate că dacă n se poate scrie sub forma x2-3y2 cu x, y∈ℕ, 
atunci n se poate scrie sub această formă într-o infinitate de moduri. 

12. Dacă p este prim, p>3 atunci 4p2+1 se poate scrie ca sumă de 3 
pătrate de numere naturale. 

13. Să se arate că orice fracţie ireductibilă 
n
m  cu 0<

n
m <1 poate fi scrisă 

sub forma: 

                                   
rqqqn

m 1...11

21
+++=  

unde qi∈ℕ* pentru 1≤ i ≤ r a.î. q1<q2<…<qr şi qk| qk-1 pentru orice 2≤ k ≤ r. 
14. Demonstraţi că dacă n∈ℕ* , atunci orice număr                          

k∈{1, 2, … ( )
2

1+nn } se poate scrie sub forma 
na

n
aa

k +++= ...21

21
 cu a1, 

a2,…an∈ℕ*. 
 15. Să se arate că numărul descompunerilor unui număr natural nenul n 
ca sumă de numere naturale nenule consecutive este egal cu numărul divizorilor 
impari ai lui n. 
 16. Să se demonstreze că orice număr natural n poate fi scris sub forma 
( )

2
32 yxyx +++

, unde x şi y sunt numere naturale şi că această reprezentare 

este unică. 
 

 
8) CAPITOLUL 12 

 
1. Să se arate că în ℤ3 ecuaţia x2+y2+z2=2xyz are numai soluţia 

banală  (0, 0, 0). 
2. Să se arate că în ℤ3 ecuaţia x2+y2+z2+t2 =2xyzt are numai 

soluţia banală (0, 0, 0, 0). 
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 3. Să se arate că în ℕ2  ecuaţia 3x-2y=1 admite numai soluţiile (1, 1) şi 
(2, 3). 
 4. Să se rezolve ecuaţia  x2+y2+2xy-mx-my-m-1=0 în ℕ2  ştiind că 
m∈ℕ. 
 5. Să se arate că ecuaţia x2-y3=7 nu admite soluţii (x, y)∈ℕ2. 
 6. Să se arate că ecuaţia x2-2y2+8z=3 nu admite soluţii (x, y, z)∈ℤ3. 
 7. Dacă x, y, z∈ℕ iar x2+y2+1=xyz, atunci z=3. 

 8. Să se rezolve în ℕ* 3 ecuaţia  1111
=++

zyx
. 

 9. Să se rezolve în ℤ* 2 ecuaţia  
ayx
111

=+  unde a∈ℤ*. 

 10. Să se rezolve în ℚ+
*  ecuaţia  xy=yx . 

 11. Să se rezolve în ℕ* 4 ecuaţia  11111
2222 =+++

tzyx
. 

 12. Să se demonstreze că există o infinitate de perechi (x, y)∈ℕ2 pentru 
care  3x2-7y2+1=0. 
 13. Să se rezolve în ℕ 4 ecuaţia  x2+y2+z2=t2. 

14. Să se determine x, y, z, t∈ℕ pentru care xy=zt. 
 15. Dacă x, y, z∈ℕ a.î. x2+y2+z2=1993, atunci x+y+z nu este pătrat 
perfect. 
 16. Dacă n, p∈ℕ*, atunci ecuaţia ( ) 1...... 11 +++=++ p

n
p
n

p xxxx  nu 
are soluţii în numere întregi. 
 17. Să se arate că ecuaţia y2=x5-4 nu are soluţii întregi. 

 
  
9) CAPITOLUL 13 

  
 1. Să se demonstreze că dacă un cerc având raza de lungime un număr 
natural trece prin două puncte laticiale situate la distanţa 1 unul de celălalt, atunci 
pe circumferinţa sa nu se mai află nici un alt punct laticial. 
 2. Să se demonstreze că dacă pentru orice număr natural n există în plan 
un cerc de centru având coordonatele (a, b) ce conţine în interiorul său exact n 
puncte laticiale, atunci a şi b nu pot fi simultan raţionale. 
 3. Fie ℭ cercul circumscris pătratului determinat de punctele laticiale de 
coordonate (0, 0), (1978, 0), (1978, 1978) şi (0, 1978). 
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 Să se demonstreze că ℭ nu mai conţine pe circumferinţa sa nici un alt 
punct laticial diferit de cele patru vârfuri ale pătratului. 
 4. Să se demonstreze că oricare ar fi 9 puncte laticiale în spaţiu, există 
cel puţin un punct laticial situat în interiorul unui segment determinat de punctele 
date. 
  
 

b) SOLUŢII  
 

1) CAPITOLUL 1-5 

1. Fie x =
q
p ∈ℚ cu p, q∈ℤ, q≠0. (putem presupune că p şi q nu sunt 

simultan pare). 

Atunci 2

22
2

q
cqbpqapcbxax ++

=++ . Cum în fiecare din cazurile   

(p, q impare) sau (p par, q impar) şi (p impar, q par) numărul ap2 +bpq+cq2 este 
impar (căci prin ipoteză a, b, c sunt impare) deducem că ax2+bx+c≠0 pentru 
orice x∈ℚ, de unde concluzia. 

 

2. Presupunem prin absurd că există 
i

i
i q

p
r = ∈ℚ, 1≤i≤n a.î. orice 

x∈ℚ să se scrie sub forma x = x1r1+…+ xnrn cu xi∈ℤ, 1≤i≤n. (evident pi ,        
qi ∈ℤ  şi qi≠0, 1≤i≤n). 

În mod evident nu este posibil ca pentru orice 1≤i≤n, ri∈ℤ (căci atunci 
putem alege x∈ℚ\ℤ  şi nu vor exista x1, …, xn∈ℤ a.î. x=x1r1+…+ xnrn ). 

Astfel, scriind 
i

i
i q

p
r =  cu (pi , qi)=1 există indici i a.î. 1≤i≤n şi qi≠±1. 

Să alegem q∈ℤ a.î. q ∤q1…qn. Alegând x =
q
1  ar trebui să existe x1, … , 

xn∈ℤ a.î. 
q
1 =x1r1+…+xnrn ⇔

nqqq ...
1

1

α
=  (cu α ∈ℤ*) ⇔ qqq n ⋅=⋅⋅ α...1 , de 

unde ar trebui ca q |q1…qn    - absurd. 
 
3. Să arătăm la început că [a, b]∩ℚ≠∅.  
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Fie 
abab

m
−

>+





−
=

111  ; deci ( ) ( ) 11
=−

−
>− ab

ab
abm , de unde  

mb-ma>1, adică mb>ma+1.  
Deci mb>[mb]>ma. Notând [mb] =k avem că mb>k>ma. 

Astfel, ma<k<mb, de unde b
m
ka << , deci 

m
k ∈[a, b]∩ℚ. 

 Să demonstrăm acum că şi  [a, b]∩I≠∅. Pentru aceasta fie             
s∈(a, b)∩ℚ şi r∈(a, r)∩ℚ. Atunci (r, s)⊂(a, b)  cu r, s ∈ℚ  şi pentru orice m, n 

∈ℤ*  avem 2
n
m ∈I. Dacă 

q
p ∈(0, s-r)∩ℚ atunci rs

q
p

−<< 2
2

0  şi 

2
2q
p ∈I. Cum r∈ℚ, 2

2q
pr + ∈(r, s)∩I şi cum (r, s)⊂(a, b) deducem că 

2
2q
pr + ∈(a, b)∩I, adică  (a, b)∩I≠∅. 

 
4. Δ=(2k-1)2-4k(k-2)=4k2-4k+1-4k2+8k=4k+1. Pentru ca rădăcinile 

k
kkx

2
1421

2,1
+±−

=  ∈ℚ  trebuie ca 4k+1=n2 , cu n∈ℤ. 

Scriind că n=2p+1 cu p∈ℤ obţinem că 4k+1=(2p+1)2=4p2+4p+1, de 
unde k=p2+p cu p∈ℤ. 

 
5. Dacă cbax ++= ∈ℚ, atunci cbax +=− , de unde 

bccbaaxx 222 ++=+−  egalitate pe care o scriem sub forma 

bcax 22 =−α  (cu cbax −−+= 2α ∈ℚ). Ridicând din nou la pătrat 

deducem că  bcaxax 444 22 =⋅−+ αα .  

Dacă 0≠⋅ xα , atunci în mod evident a ∈ℚ. 
Dacă 0=⋅ xα , atunci 0=α  sau x=0. (dacă x=0 atunci 

0=== cba ∈ℚ). 
Dacă 0=α , atunci x2= - a+b+c sau  
 cbabcacabcba ++−=+++++ 222  

02222 =+++⇔ cabcaba , de unde a=ab=bc=ac=0. 

Dacă b=0, (cum a=0) deducem că cx = ∈ℚ. 
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Dacă c=0 atunci 0=c ∈ℚ. 

În toate cazurile am ajuns la concluzia că ba + ∈ℚ. Notând din nou 

bay += ∈ℚ deducem că bay =−  deci baayy =+− 22 , de unde 

bayay −+= 22 . 

 Dacă y≠0 atunci din nou a ∈ℚ şi deducem imediat că şi b ∈ℚ pe 

când dacă y=0, atunci 0== ba ∈ℚ. 
 Observaţie Procedând inductiv după n deducem că dacă a1, …, an, 

naa ++ ...1 ∈ℚ,  atunci naaa ,...,, 21 ∈ℚ,  pentru orice n∈ℕ*. 
 

 6. Dacă q = 0 sau r ∈ℚ concluzia este clară.  
Să presupunem că q≠0 şi r ∉ℚ. Dacă prin absurd rqp +=3 2  

atunci  ( )rqqprprqp 3223 332 +++= , de unde p3+3q2pr =2 şi 3qp2+q3r=0. 

Din 3qp2+q3r=0 ⇒q(3p2+q2r)=0 şi cum q≠0 deducem că 3p2+q2r=0, adică p=r=0 

şi atunci obţinem contradicţiile: 0=2 şi r ∈ℚ. 
 

7. Avem de găsit soluţiile (a, b)∈ℚ2 pentru care 5a2-3a+16=b2. 
Observăm că o soluţie particulară este (0, 4). Fie a=a1 şi b=b1+4. Înlocuind 

obţinem că 0835 11
2
1

2
1 =−−− baba . Pentru (a1, b1)≠(0, 0)  avem 

n
m

a
b

=
1

1  cu  

(m, n)=1.  

Înlocuind 11 a
n
mb =  obţinem 22

2

1 5
83
mn
mnna

−
+

=  astfel că mulţimea cerută 

este  {a∈ℚ | 22

2

5
83
mn
mnna

−
+

= , m, n ∈ℤ, (m, n)=1 }. 

 

8. Scriem egalitatea (⋆) 03 23 =⋅+⋅+ pcpba  sub forma 

apcpb −=⋅+⋅ 3 23 . Înmulţind ambii membri ai lui (⋆) cu 3 p  obţinem       

cppbpa −=⋅+⋅ 3 23 , de unde sistemul 
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                  (⋆⋆)  






−=⋅+⋅

−=⋅+⋅

cppbpa

apcpb

3 23

3 23
 

Înmulţind prima ecuaţie a lui (⋆⋆) cu –b iar pe a doua cu c, prin 
adunare obţinem ( ) pcabbacp 223 −=−⋅ , de unde ac=b2 şi ab=c2p. Atunci 
abc=c3p, adică b3=c3p, de unde b=c=0 (căci în caz contrar am deduce că 

c
bp =3 ∈ℚ  - absurd). Rezultă imediat că şi a=0. 

 
9. Până la n=4 se demonstrează uşor prin reducere la absurd, ridicând de 

câteva ori la pătrat ambii membri (grupaţi în mod convenabil). În cazul general, 
vom face o demonstraţie prin inducţie după numărul factorilor primi diferiţi p1, 
p2, …, pr care divid pe cel puţin unul dintre numerele ai. Este util să se 
demonstreze prin inducţie o afirmaţie mai tare: 

Există numere întregi c1, d1, …, ce, de, a.î. di≠0, ci≥1, toţi divizorii 
primi ai numerelor ci fac parte dintre p1, …,pr şi produsul 
( )( )nnee ababcdcd ++++ ...... 1111  este un număr întreg nenul. 

Vom nota   S= ( )nn abab ++ ...11  şi  S′= ( )ee cdcd ++ ...11  . 

Dacă r=1, atunci S are forma 1211 bpb +  şi se poate  lua                

S′= 211 bpb − , atunci  SS′= 2
21

2
1 bpb − ≠0.  

Presupunem acum că r≥2 şi că afirmaţia noastră este adevărată pentru 
toate valorile mai mici decât r.  

Vom nota prin S1, …, S8  sumele de forma mm αβαβ ++ ...11 , unde 
βi sunt numere întregi, αi sunt numere întregi pozitive libere de pătrate, cu 
divizorii primi cuprinşi între p1, p2, …, pr-1, S1, …, S8 dacă nu se precizează 
contrariul, se pot egala cu  0. 

Suma S poate fi scrisă sub forma rpSSS 21 +=  , unde S2≠0. După 
presupunerea de inducţie există o astfel de sumă S2 a.î. f=S3S2 este un număr 
întreg nenul. Produsul S3S are forma  rr pfSpfSSSS +=+= 423 , cu  

f≠0. Rămâne de demonstrat că   0)( 22
43435 ≠−=⋅−= rr pfSSpSfSSS . 

Dacă S4=0, atunci este evident. Presupunem că S4≠0. Fie 
S4= mm αβαβ ++ ...11 ; dacă m=1, atunci  114 αβ=S ; Atunci 
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02
1

2
1

22
4 ≠−=− rr pfpfS αβ  (Într-adevăr, 1

2
1 αβ  se divide printr-o putere 

pară a lui pr, iar f2pr printr-una impară).  
Dacă m>1, atunci  S4 poate fi scrisă sub forma pSSS 764 += , unde 

p este unul dintre numerele prime p1, p2, …, pr-1, S6S7≠0 şi numerele de sub 
semnul radicalului din sumele S6S7 nu se divid prin p. Atunci 

02 76
22

7
2
65 ≠+−+= pSSpfpSSS r  datorită ipotezei de inducţie, pentru că 

2S6S7≠0. 
Din nou din ipoteza de inducţie se găseşte un S6 a.î. S5S6  este un număr 

nenul g. Vom lua S′= )( 3438 rpSfSSS ⋅− . Atunci SS′= S5S8=g. 
Observaţie În particular, dacă bi sunt numere raţionale oarecare şi ai 

numere naturale diferite două câte două, mai mari decât 1 şi libere de pătrate   
(i=1, 2, …, n ; n>1), atunci numărul  ( )nn abab ++ ...11  este iraţional. 

 

10. Din 07 >−
n
m  deducem că 7n2-m2>0, adică 7n2-m2≥1. 

Să arătăm de exemplu că egalităţile 7n2-m2=1, 2 sunt imposibile. 
Să presupunem prin absurd că egalitatea 7n2-m2=1 este posibilă. 

Obţinem că  7n2=m2+1.  
Însă dacă m≡0 (7) ⇒m2+1≡1 (7),  absurd.  
Dacă m≡1 (7) ⇒m2+1≡2 (7),  absurd. 
Dacă m≡2 (7) ⇒m2+1≡5 (7),  absurd. 
Dacă m≡3 (7) ⇒m2+1≡3 (7),  absurd. 
Dacă m≡4 (7) ⇒m2+1≡3 (7),  absurd. 
Dacă m≡5 (7) ⇒m2+1≡5 (7),  absurd. 
Dacă m≡6 (7) ⇒m2+1≡2 (7), absurd. 
Să presupunem  că şi egalitatea 7n2-m2=2 este posibilă, adică 7n2=m2+2. 
Dacă m≡0 (7) ⇒m2+2≡2 (7), absurd. 
Dacă m≡1 (7) ⇒m2+2≡3 (7), absurd. 
Dacă m≡2 (7) ⇒m2+2≡4 (7), absurd. 
Dacă m≡3 (7) ⇒m2+2≡4 (7), absurd. 
Dacă m≡4 (7) ⇒m2+2≡4 (7), absurd. 
Dacă m≡5 (7) ⇒m2+2≡8 (7), absurd. 
Dacă m≡6 (7) ⇒m2+2≡3 (7),  absurd. 
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În concluzie 7n2-m2≥3, de unde 2

237
n

m+
≥ , adică 

n
m237 +

≥ .  

 Este suficient să demonstrăm că 

mn
m

n
m

mnn
m

n
m 1313 222 +

>
+

⇔+>
+

( ) ( )2222
2

2 1313 +>+⇔
+

>+⇔ mmm
m

mm ⇔ 

m4+3m2 > m4+2m2+1 ⇔m2 >1, ceea ce este adevărat. 
  

11. Ştim că 92 9log 2 = , de unde ( ) 3232
9log9log 22 =⇔= ∈ℕ. 

Putem alege 2=a ∈I şi 9log2=b ∈I. 
  

12. Scriind că 





 ++






 +=






 +






 +

−
−

+
+

1
1

1
1 1111

n
n

n
n

n
n

a
a

a
a

a
a

a
a , 

adică 





 +−






 +






 +=+

−
−

+
+

1
1

1
1 1111

n
n

n
n

n
n

a
a

a
a

a
a

a
a  totul rezultă făcând 

inducţie matematică după n∈ℕ. 

 Dacă n= - m ∈ℤ, cu m∈ℕ avem că m
m

n
n

a
a

a
a 11

+=+  şi facem 

inducţie matematică după m∈ℕ. 
  

13. Dacă 
n
m

=α ∈ℚ cu n∈ℕ*, atunci 





 ⋅

n
mk πcos  ia cel mult 2n 

valori distincte atunci când k∈ℕ. (pentru aceasta este suficient să ne reamintim 
că rădăcinile ecuaţiei x2n-1=0, care sunt în număr de 2n, sunt date de (1): 

ππππ
n
ki

n
k

n
ki

n
kxk sincos

2
2sin

2
2cos +=+= , 0≤k≤2n-1 şi că pentru orice 

valoare a lui k, în afară de cele arătate mai sus, nu obţinem numere xk distincte de 
cele date de (1)). 

 Să presupunem acum prin absurd că 
n
m

=α ∈ℚ, cu m, n ∈ℤ şi n ∈ℕ*. 

Vom demonstra că pentru t=2k, k∈ℕ*, ( )παtcos  ia o infinitate de valori 

distincte şi din acest fapt va rezulta că presupunerea α∈ℚ este falsă. 
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 Pentru aceasta vom utiliza identitatea 1cos22cos 2 −= xx .  

Cum απ=x  avem ( ) 1
9
21

9
122cos −=−⋅=απ  (cu 2 ce nu se divide 

prin 3). 
 În continuare scriem  

( ) ( ) 1
3

981
3
9811

9
2212cos22cos 224

2
22 −=−=−






 −=−= παπα  (cu 98 ce nu se 

divide prin 3). 

 Să presupunem acum că ( ) 1
3

2cos
2

−= k

rk απ  (cu r nedivizibil prin 3) şi 

să arătăm că  ( ) 1
3

2cos 12
1 −= +

+
k

sk απ  (cu s nedivizibil prin 3). 

 Într-adevăr, 

( ) ( ) 1
3

11
3

212cos22cos 12

2

2
21 −=−








−⋅=−= +

+
kk

srkk απαπ , unde 

( )1222 3322
+

+⋅−⋅=
kk

rrs   (evident cum r nu se divide prin 3 atunci nici r2 nu 
se divide prin 3, deci nici s nu se divide prin 3). 

 Deci ( ) 1
3

2cos
2

−= k

rk απ  (cu 3∤r) pentru orice k∈ℕ şi astfel concluzia 

problemei este imediată. 
  

14. Fie k
a
b

b
a

=+  cu k∈ℕ. Atunci a2+b2=kab ⇔ a2+b2-kab=0. 

Cum a∆ = k2b2-4b2=b2(k2-4), pentru ca a∈ℕ trebuie ca expresia k2-4 să fie 

pătrat perfect, adică k2-4=s2  (cu s∈ℤ) ⇔ k2-s2=4 ⇔(k-s)(k+s)=4⇔ 
 
(1)   k-s=- 4         sau   (2)    k-s=-2         sau  (3)     k-s=4      sau 
        k+s=-1                          k+s=-2                         k+s=1 
 
(4)    k-s=2         sau     (5)    k-s=-1         sau  (6)     k-s=1 
         k+s=2                           k+s=- 4                         k+s=4 

 În cazurile (1), (3), (5) şi (6) obţinem că 
2
5

−=k ∉ℕ sau 
2
5

=k ∉ℕ. 

 În cazurile (2) şi (4) obţinem că s=0. 
 Deci s=0 şi k=±2. 
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 Atunci bkba ±==
2

 . Rămâne numai posibilitatea a=b. 

 
 15. Fie 33 32 +=x şi să presupunem prin absurd că x∈ℚ+

*. 

Atunci xx ⋅⋅+= 33 635 , de unde am deduce că  
x

x
3

56
3

3 −
= ∈ℚ  - absurd !. 

 16. Fie 
zz
zz

′+
′+

=
1

α . Cum 12 ==⋅ zzz  şi 12 =′=′⋅′ zzz  deducem că 

z
z 1

=  şi 
z

z
′

=′ 1 , astfel că αα =
+′

′+
=

′
+

′
+

=
′⋅+

′+
=

111

11

1 zz
zz

zz

zz
zz

zz , de unde α∈ℝ. 

 

 17. Fie ( )( ) ( )
n

n

zz
zzzzzz

⋅⋅
+++

=
....

.....

1

13221α . 

Cum 22 rzzz iii ==⋅ , pentru orice 1≤i≤n, deducem că 
i

i z
rz

2
= , pentru orice 

1≤i≤n. Astfel  

( )( ) ( )

n

n

n

n

z
r

z
r

z
r

z
r

z
r

z
r

z
r

z
r

zzz
zzzzzz

2

1

2
1

22

3

2

2

2

2

2

1

2

21

13221

....

.....

....
.....

⋅⋅











+⋅⋅










+










+

=
⋅⋅⋅

+++
=α = 

( ) ( )
α=

++
=

⋅⋅









+⋅⋅








+








+

=
n

n

n

n

zz
zzzz

zz

zzzzzz
....
....

...
1

11....1111

1

121

1

13221 ,de unde α∈ℝ. 

 
 18. Să arătăm la început că D0={z∈ℂ | |z|<1}⊆M. Cum |±1|=1 ⇒-1, 
1∈M, adică  0=(-1)+1∈M. Fie acum z∈ℂ a.î. 0<|z|<1. Considerăm în planul 
raportat la sistemul de axe x0y cercul de centru O şi rază 1 şi punctul A de afix z 
situat în interiorul cercului : 
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                                 y 
        
 
 
                           B1 
                                               A 
                                           B                                    x 
                                  O                  B2     
 
 
                                                      Fig. 8  
 
  Dacă B este mijlocul lui OA, atunci B are afixul 

2
z . Perpendiculara în 

B pe OA taie cercul în B1 şi B2. Dacă Bi are afixul zi , i=1, 2,  atunci z=z1+z2 
(căci în Fig. 8,  OB1AB2  este romb).  
 Cum |z1|=|z2|=1 ⇒ z1, z2∈M. Atunci z=z1+z2∈M, adică D0⊆M. 
 Să arătăm acum că şi coroana circulară D1={z∈ℂ | 1<|z|≤2}⊆M. 

Pentru z∈D1, 1<|z|≤2, deci 1
2

<
z , adică 

2
z ∈ D0⊆M, deci 

2
z ∈M. 

Cum 
2

2 zz ⋅=  iar 
2
z ∈M, deducem că z∈M, adică D1⊆M. 

Analog se demonstrează că în ipoteza Dn={z∈ℂ | 2n-1<|z|≤2n}⊆M ⇒ 
Dn+1⊆M. (căci 2n-1<|z|≤2n⇒  

  MzzMzMDzz
n

n ∈⋅=⇒∈⇒⊆∈⇒<
2

2
22

2
2

). 

 Deci Dn⊆M, pentru orice n∈ℕ, şi cum ℂ= U
0≥n

nD  deducem că ℂ⊆M şi 

cum  M⊆ℂ deducem că M=ℂ. 
 

 19. Vom scrie n în sistemul zecimal sub forma   
n=am10m+am-110m-1+…+a2102+a110+a0  , 
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unde a0, a1, …, am sunt numere naturale cuprinse între 0 şi 9, am≠0. Prin urmare 
a0 reprezintă cifra unităţilor, a1 cifra zecilor, a2 cifra sutelor, ş.a.m.d. 
 Într-adevăr, n=10(am10m-1+am-110m-2+…+a210+a1)+a0 , deci n=10k+a0. 
Prin urmare, 2|n  implică 2|(n-10k), adică 2|a0. Reciproc, 2|a0 implică 2|10k+a0, 
adică 2|n. 
 Demonstraţia divizibilităţii cu 5 se face analog. 
 
 20.  Soluţia este asemănătoare cu cea de la exc. 19. 
 
 21. Avem  n=am10m+am-110m-1+…+a2102+a110+a0= 
= am(10m-1)+am-1(10m-1-1)+…+a2(102-1)+a1(10-1)+(am+am-1+…+a1+a0). 

Din formula 10k-1=(10-1)(10k-1+10k-2+…+1)=9k′ , rezultă că  10k-1 este 
multiplu de 9, oricare ar fi k∈ℕ*. Prin urmare,  n=9k+(am+am-1+…+a1+a0), adică 
n este divizibil cu 3, respectiv cu 9, dacă şi numai dacă suma cifrelor sale este 
divizibilă cu 3, respectiv cu 9.  

 
22. Vom scrie n în sistemul zecimal sub forma   

n=am10m+am-110m-1+…+a2102+a110+a0  , 
unde a0, a1, …, am sunt numere naturale cuprinse între 0 şi 9, am≠0. Trebuie 

demonstrat că 11 |  ( )∑
=

−
m

k
alk

0
1 . 

 Pentru a demonstra această afirmaţie, vom scrie cu ajutorul formulei 
binomului lui Newton : 
        ( ) ( ) ( )kkk

k
kkk kC 1111...111111110 11 −+′=−++⋅−=−= − , k′∈ℤ.  

 Prin urmare, ( )∑
=

−+=
m

k
alkpn

0
111  şi deci n este divizibil cu 11 dacă şi 

numai dacă ( )∑
=

−
m

k
alk

0
1  este divizibilă cu 11. 

  
23. Fie 011... aaaaN nn −=  numărul dat iar 21....aaaN nn −=′  numărul 

obţinut din N suprimându-i ultimele două cifre. În mod evident, 

01
210 aaNN +′= .  Atunci ( ) ( ) =⋅−′=−′ 01

2
01

2 100102210 aaNaaN  

( ) 01010101 617210221002 aaNaaNaaaaN ⋅⋅−=⋅−=⋅−−= , de unde 

deducem că 17|N ⇔17| ( )012 aaN −′ . 

Cum ( ) ( ) =⋅+′=+′ 01
2

01
2 100102210 aaNaaN  
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( ) 01010101 49229821002 aaNaaNaaaaN ⋅⋅+=⋅+=⋅+−= , deducem că       

49 | N ⇔17 | ( )012 aaN + . 
 
 24, 25. Soluţia este asemănătoare cu cea de la exc. 23. 
 
 26. Fie 011... aaaaN nn −=  un număr cu n+1 cifre. Să presupunem că N 
este impar. Atunci numerele formate din câte două cifre de rang impar sunt 

32764501 ,,....,, −−−− nnnn aaaaaaaa  iar cele de rang par vor fi 

1546723 ,,....,, −−− nnnn aaaaaaaa  astfel  că dacă notăm 

327645011 .... −−−− ++++= nnnn aaaaaaaaN   şi  

15467232 .... −−− ++++= nnnn aaaaaaaaN  atunci 
                         N1 =a0+a4+…+an-7+an-3+10(a1+a5+….+an-6+an-2),  
                         N2 =a2+a6+…+an-5+an-1+10(a3+a7+….+an-4+an)  iar   
N1-N2=(a0+10a1-a2-10a3)+(a4+10a5-a6 -10a7)+….+(an-3+10an-2-an-1 -10an). 

Scriind că N=an10n+an-110n-1+…+a2102+a110+a0  avem : 
N-(N1-N2)=(102+1)a2+(103+10)a3+(104-1)a4+(105-10)a5+(106+1)a6+(107+10)a7+ 
+….+(10n-3-1)an-3 +(10n-2-10)an-2+(10n-1+1)an-1+(10n+10)an= 
=(102+1)a2+10(102+1)a3+(104-1)a4+10(104-1)a5+(106+1)a6+10(106+1)a7+….+ 
+(10n-3-1)an-3 +10(10n-3-1)an-2+(10n-1+1)an-1+10(10n-1+1)an. 
 Se arată uşor acum că toţi coeficienţii lui a2, a3, …,an se divid prin 101, 
de unde concluzia (cazul n par tratându-se analog). 
 
 27. Fie  011... aaaaN nn −=  numărul dat iar 11....aaaN nn −=′ , adică 

N=10N′+a0. Atunci  10(N′-ka0)=10N′-10ka0=N-a0-10ka0=N-(10k+1)a0 , de unde 
concluzia că (10k+1)|N ⇔ (10k+1)|(N′-ka0) . 

Analog pentru cazul 10k-1.  
Observăm că 19=2·10-1, 29=3·10-1, 49=5·10-1, 21=2·10+1, 31=3·10+1, 

şi  41=4·10+1 iar acum criteriile de divizibilitate prin 19, …, 41 se enun ţă ţinând 
cont de formularea generală. 
  
 28. Notând cu x baza sistemului de numeraţie avem : 
(2x+5)(3x2+x+4)=x4+2x2+7x+4   de unde rezultă că x4-6x3-15x2-6x-16=0 sau 
(x+2)(x-8)(x2+1)=0.  Deci x=8. 
 
 29. În baza 19. 
 
 30. Rezultă din identitatea :  b4+b2+1=(b2+b+1)(b2-b+1). 
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 31. b6+3b5+6b4+7b3+6b2+3b+1=(b2+b+1)3. 
               

32. Fie ( )unn aaaN 01...−=  cu u=2k . 

Deducem imediat că 2|N⇔2|a0.  
Dacă u=2k+1 atunci N= a0+a1(2k+1)+…+an(2k+1) 

n  şi se observă că 
2|N ⇔ 2| (a0+a1+…+an) iar 2| (a0+a1+…+an) ⇔numărul numerelor impare din 
mulţimea {a0, a1, …,an} este par.  
 

33. Fie ( )bnn aaaN 01...−=  = a0+a1b+…+anb 
n cu 0≤ai≤b, 1≤i≤n. 

Dacă b=3m, atunci N-a0 este multiplu de b, deci de 3, astfel că 3|N 
⇔3|a0. 

Dacă b=3m+1, atunci  N=a0+a1(3m+1)+…+an(3m+1)n= 
=a0+a1+…+an+3t, cu t∈ℕ, de unde deducem că  3|N ⇔ 3| (a0+a1+…+an). 

Dacă b=3m-1, atunci  N=a0+a1(3m-1)+…+an(3m-1)n= 
=a0-a1+a2-a3+…+an·(-1)n +3t, cu t∈ℕ, de unde deducem că  3|N ⇔                 
3| (a0-a1+a2-a3+…+an·(-1)n)=[ a0+a2+…-(a1+a3+…)]. 
  

34. . Fie ( )bnn aaaN 01...−=  şi ( )bnaaaN ...10=   inversatul său . Atunci  

N = a0+a1b+…+anb 
n  iar N = an+an-1 b+…+a0b 

n, deci N- N =a0(1-bn)+                
+a1 (b-b n-1)+…+an( b 

n-1), de unde concluzia că b-1| N- N . 
 Numărul cifrelor lui N este n+1. Dacă n+1 este impar atunci n este par, 
n=2k  cu k∈ℕ.  

Cum în acest caz  1-bn , b-bn-1=b(1-bn-2), …,bn-1 se divide prin b2-1= 
=(b-1)(b+1), deducem că b+1|N. 

 
35. Fie ( )bnn aaaN 01...−=  = a0+a1b+…+anb 

n iar  ( )bnn aaaN 11...−=′  

numărul obţinut din N suprimându-i ultima cifră a0, evident N=a0+bN′. 
Avem N′-ka0=a1+…+anb 

n-1-ka0, deci  b(N′-ka0)=a1b+…+anb 
n-kba0= 

=(a0+…+anb 
n )-a0(kb+1)=N-a0(kb+1), de unde deducem că bk+1|N′-ka0. 

Analog pentru bk-1. 
 

36. Suma cifrelor, scrisă în baza 10, este 36,  deci n=M11+3 şi m= 
=M11+3. Nu putem avea m=nq , M11+3=(M11+3)q cu 1<q<8. 
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 37. Prin inducţie după n. Pentru n=1 sau n=2, se verifică pentru că avem 
2 | 2 şi 22 |12. Presupunem că pentru n proprietatea este adevărată, adică există un 
număr N de n cifre a.î. 2n | N. Să o demonstrăm pentru n+1. 
 Fie N=2nq. Dacă q este par, atunci numărul 2·10n+N, care are n+1 cifre, 
se divide cu 2n+1. Dacă q este impar, atunci numărul 10n+N=2n(5n+q), care are 
n+1 cifre, se divide cu 2n+1. 
 
 38. Se ţine cont de faptul că în baza 6 un număr este divizibil cu 4 dacă 
şi numai dacă numărul format din ultimele sale două cifre este divizibil cu 4.  
 
 39. Pătratul unui număr par este M4, iar pătratul unui număr impar este 
M8+1. Ultima cifră a unui pătrat perfect scris în baza 12 poate fi 0, 1, 4, 9. 
Rămân deci posibile numai numerele formate cu cifra 1, 4 sau 9. Dar 
11…1=M8+5, 44…4=M4, 99…9=M8+5. Dar din faptul că numerele de forma 
11…1 nu pot fi pătrate perfecte, rezultă că nici numerele de forma 
44…4=4·11…1 nu pot fi pătrate perfecte, şi nici cele de forma 99…9.      
 
 40. Pentru ca un număr să fie cub perfect el trebuie să fie de forma 9m 
sau 9m±1. Ţinând seama că în sistemul de numeraţie cu baza 6, un număr este 
divizibil cu 9 dacă şi numai dacă numărul format din ultimele sale două cifre este 
divizibil cu 9, şi cum numerele de forma aa…a  sunt  11…1=M9+7, 
22…2=M9+5,  33…3=M9+3, 44…4=M9+1, 55…5=M9-1, rezultă că numerele 
formate numai cu cifra 1 , 2 sau 3 nu pot fi cuburi perfecte. Dar nici numerele 
formate numai cu cifra 4 nu pot fi cuburi perfecte pentru că am avea 44…4=A3. 
Cum membrul stâng este par, rezultă că şi membrul drept este par, deci 
2|A3⇒2|A⇒8|A3, dar 44…4=4·11…1=4(2k+1) şi deci 8∤44…4. 
 Rămân doar numerele formate cu cifra 5. Dar 

55…5=5·11…1=5(1+6+62+…+6n-1)= 16
5

165 −=
−

⋅ n
n

.   

 Dacă am avea  6n-1=A3 sau  A3+1=6n ar trebui ca A să fie impar, deci 
A+1 par. Dar A3+1=(A+1)(A2-A+1)=6n. 

Deoarece numerele A+1, A2-A+1 sunt prime între ele sau au pe 3 ca 
divizor comun şi A+1 este par,  rezultă că A+1=2n ·3k şi A2-A+1=3n-k, k=0 sau 
k=1. Iar din aceste două relaţii deducem că 22n·32k- 2n·3k+1+3=3n-k. 
 Pentru k=0, această relaţie nu poate fi satisfăcută  fiindcă 3∤22n.   

Pentru k=1, de asemenea  nu poate fi satisfăcută  fiindcă ar rezulta n=2 
şi totodată ,  24·32- 22·32+3=3, care este falsă. 
 
 41. Se observă că S(8·125)=S(1000)=1.  

Ne sunt necesare următoarele proprietăţi ale funcţiei S(N): 
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1) S(A+B)≤S(A)+S(B) 
2) S(A1+…+An)≤S(A1)+…+S(An) 
3) S(Na)≤nS(A) 
4) S(AB)≤S(A)S(B) 

Pentru a ne convinge de 1) este suficient să ne închipuim că numerele A 
şi B se adună scrise unul sub celălalt. Proprietatea 2) rezultă din 1) printr-o 
inducţie simplă, 3) este un caz particular al lui 2). Dacă ne închipuim că 
numerele A şi B se înmulţesc scrise unul sub celălalt şi la ficare cifră a numărului 
B aplicăm 3) rezultă 4). Acum este uşor să demonstrăm inegalitatea cerută: 
S(N)=S(1000N)=S(125·8N)≤S(125)·S(8N)=8·S(8N) adică S(8N)/S(N)≥1/8. 

 
 
2) CAPITOLUL 6 

1. Putem scrie mn=1!+2!+…+n!=33+ ∑
=

n

k
k

5
!  şi astfel ultima cifră a lui mn 

este 3, deci mn nu poate fi pătrat perfect. Cum m4=33, nici m4 nu este pătrat 
perfect. 

 
 

2. i) Putem scrie 24n2+8n=8n(3n+1) şi se consideră acum cazurile când 
n este par sau impar. 
ii) Se dezvoltă (2n+1)4 şi se ţine cont de i). 
iii) Fie a∈ℕ. După punctul precedent, dacă a este impar, atunci restul împărţirii 
lui a4 prin 16 este 1 pe când atunci când a este par, evident 16 |a4. 

Putem presupune, fără a restrânge generalitatea că x1,…,xp sunt impare 
iar xp+1,…,xk sunt pare (1≤ p ≤ k). 

Atunci  x 4
1 +…+x 4

p  –15=16n – (x 4
1+p +…+x 4

k ). 
Însă membrul drept se divide prin 16 şi cum resturile împărţirii prin 16 a 

lui x1,…,xp sunt toate egale cu 1 deducem că membrul stâng este de forma   
16t+p-15, de unde cu necesitate p≥15, cu atât mai mult k≥15. 

 
3. Putem presupune că q, s∈ℕ*. Condiţia din enunţ se scrie atunci 

sp=q(s-r) de unde deducem că s | q(s-r). Pe de altă parte, deoarece 
s
r  este 

ireductibilă, avem (s, s-r)=1, de unde cu necesitate s|q.  
Analog q|s, de unde q=s. 
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4. Fie a = p 1
1
α …p n

n
α  şi b=p 1

1
β …p n

n
β  descompunerile în factori primi 

ale lui a şi b (cu αi, βi∈ℕ, 1≤i≤n). 
Atunci (a, b)= p 1

1
γ …p n

n
γ   iar [a, b]= p 1

1
δ …p n

n
δ   unde γi=min(αi, βi) iar 

δi=max(αi,βi), 1≤i≤n, astfel că: (a, b)[a, b]= p 11
1

δγ + …p nn
n

δγ + = 

=p 11
1

βα + …p nn
n

βα + =(p 1
1
α …p n

n
α ) ( p 1

1
β …p n

n
β )=ab  (am ţinut cont de faptul că 

γi+δi=min(αi, βi)+max(αi, βi)=αi+βi , pentru orice 1≤i≤n). 
 

5. Cum suma x1x2+…+xnx1 are exact n termeni (fiecare fiind –1 sau 1) 
deducem cu necesitate că n este par (căci numărul termenilor egali cu –1 trebuie 
să fie egal cu numărul termenilor egali cu +1; dacă k este numărul acestora, 
atunci n=2k). 

Deoarece (x1x2)(x2x3)…(xnx1)=(x1x2…xn)2=1 deducem că –1 apare de 
unde un număr par de adică k=2k′ şi deci n=4k′ cu k′∈ℕ. 

 
 6. Fie 12…9=A, { 321

oriporip
9...99...1...11 =B, 90...008...0...0020...001 321321321

oriporiporip

=C, 

{
orip

1...11 =D. 

Atunci  C=108p+2⋅107p+3⋅106p+…+8⋅10p+9 iar  B=D⋅C, C-A=3(108p-108)+ 
+2(107p-107)+3(106p-106)+…+8(10p-10), 10p-10=(9D+1)-10=9(D-1) 

Conform Micii Teoreme a lui Fermat (Corolarul 5.3. de la Capitolul 6)  
10p-10, 102p-102,…, 108p-108 se divid prin p ca şi 9(D-1). 

Astfel, B-A=DC-AD+AD-A=D(C-A)+A(D-1), adică p|B-A. 
 

7. Avem:  
(1+ 3 )2n+1 = 1 + C 1

12 +n 3  + C 2
12 +n 3 + C 3

12 +n 3 3 +…+C n
n

2
12 + 3n + 

+C 12
12

+
+

n
n 3n 3   iar    

(1- 3 )2n+1 = 1-C 1
12 +n 3  + C 2

12 +n 3 - C 3
12 +n 3 3 +…+C n

n
2

12 + 3n - C 12
12

+
+

n
n 3n 3 ,  

de unde    (1+ 3 )2n+1+(1- 3 )2n+1=2[1+C 2
12 +n 3+…+C n

n
2

12 + 3n]   sau  

                 (1+ 3 )2n+1=( 3 -1)2n+1+2[1+C 2
12 +n 3+…+C n

n
2

12 + 3n]. 

Cum 0< 3 -1<1 şi (1+ 3 )2n+1+(1- 3 )2n+1∈ℕ, deducem că  

                       [(1+ 3 )2n+1]=(1+ 3 )2n+1 + (1- 3 )2n+1. 
Însă prin calcul direct deducem că: 
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(1+ 3 )2n+1 + (1- 3 )2n+1 =2n {(2- 3 )n + (2- 3 )n + 3 [(2+ 3 )n - (2- 3 )n]}. 

Dacă (2+ 3 )n=an+bn 3  (cu an, bn∈ℕ),  atunci (2- 3 )n=an-bn 3  şi 
astfel: 
                            [(2+ 3 )2n+1] = 2n (2an+6bn) = 2n+1(an+3bn). 

Însă an+3bn este impar  (deoarece (an+3bn)(an-3bn)=a 2
n -9b 2

n =(a 2
n -3b 2

n ) - 6b 2
n = 

=(an-bn 3 )(an+bn 3 )-6b 2
n =(2- 3 )n (2+ 3 )n - 6b 2

n =1-6b 2
n , de unde concluzia 

că n+1 este exponentul maxim al lui 2 în [(1+ 3 )2n+1]. 
 

8. Analog ca în cazul exerciţiului 7, deducem că ( 5 +2)p - ( 5 -2)p ∈ℤ 

şi cum  0< 5 -2<1, atunci  

[( 5 +1)p]=( 5 +2)p-( 5 -2)p=2[C 1
p 5 2

1−p

·2+C 3
p 5 2

3−p

·23+…+C 2−p
p 5·2p-2]+ 

+2p+1 , astfel că [( 5 +2)p] - 2p+1=2[C 1
p 5 2

1−p

·2+…+C 2−p
p 5·2p-2] de unde 

concluzia din enunţ (deoarece se arată imediat că C k
p ≡0(p) pentru k=1, 2,…,     

p-2). 
 

9. Fie  En= (n+1)(n+2)…(2n). 
 Cum En+1= (n+2)(n+3)…(2n)(2n+1)(2n+2)=2En(2n+1), prin inducţie 

matematică se probează că 2n| En, însă 2n+1∤En. 
 

10. Pentru fiecare k∈ℕ*, fie ak={
orik

1...11 . Considerând şirul a1, a2,…, an, 

an+1,…, conform principiului lui Dirichlet există p, q∈ℕ*, p<q a.î. n | aq-ap.  
Însă aq-ap=m⋅10p, unde m={

oripq−

1...11 . Dacă (n, 10)=1 atunci m este 

multiplu de n. 
 
11. Fie d=(an-1, am+1). Atunci putem scrie an=kd+1, am=rd-1 cu k, 

r∈ℕ*, astfel că amn =(an)m =(kd+1)m =td+1 (cu t∈ℕ*) şi analog amn =(am)n =    
=(rd-1)n =ud-1 (cu u∈ℕ*, căci n este presupus impar). 
       Deducem că td+1=ud-1⇔ (u-t)d=2, de unde d|2. 
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12. Fie d=(a
m2 +1,a

n2 +1) şi să presupunem că m<n. 
Cum a

n2 -1=(a-1)(a+1)(a2+1)( a
22 +1)…( a

12 −n
+1), iar a

m2 +1 este unul 
din factorii din dreapta, deducem că d | a

n2 -1. 
Deoarece d | a

n2 +1 deducem că d | (a
n2 +1)-( a

n2 -1)=2, adică d=1 sau 
d=2. 

Dacă a este impar, cum a
m2 +1 şi a

n2 +1 vor fi pare, deducem că în 

acest caz (a
m2 +1, a

n2 +1)=2, pe când dacă a este par, cum 2∤a m2 +1 şi 2∤a n2 +1, 
deducem că în acest caz (a

m2 +1, a
n2 +1)=1.  

 
13. Prin inducţie matematică după n se arată că (2+ 3 )n =pn+qn 3  cu 

pn, qn∈ℕ şi  3q 2
n =p 2

n -1. (ţinând cont că pn+1=2pn+3qn şi qn+1=pn+2qn). 

Atunci (2+ 3 )n=pn+ 23 nq =pn+ 12 −np  şi 2
2

3
1

n
n q

p
=

−
 este pătrat 

perfect. Cum însă pn-1≤ 12 −np <pn deducem că  2pn-1≤pn+ 12 −np < 2pn sau  

2pn-1≤ (2+ 3 )n < 2pn şi astfel x=[(2+ 3 )n]=2pn-1. 
Deducem că 

   2
2

3
1

12
)22)(22(

12
)3)(1(

n
nnn q

pppxx
=

−
=

+−
=

+− . 

 
14. Presupunem prin absurd că există n∈ℕ, n≥2 a.î. n | 2n-1. Cum 2n-1 

este impar cu necesitate şi n este impar. Fie p≥3 cel mai mic număr prim cu 
proprietatea că p|n. Conform teoremei lui Euler, 2φ(p)≡1(p). Dacă m este cel mai 
mic număr natural pentru care 2m≡1(p), atunci cu necesitate m|φ(p)=p-1 astfel că 
m are un divizor prim mai mic decât p.  
        Însă 2n≡1(n) şi cum p|n deducem că 2n≡1(p) şi astfel m|n. Ar rezulta că n 
are un divizor prim mai mic decât p-absurd!. 
 

15. Avem 4p = (1+1)2p = 
                                  = C 0

2 p +C 1
2 p +…+C 1

2
−p
p +C p

p2 +C 1
2

+p
p +…+C 12

2
−p

p +C p
p

2
2  

                                  =2+2(C 0
2 p +C 1

2 p +…+C 1
2

−p
p )+C p

p
2
2 . 

       Însă pentru 1≤k≤p-1 
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 C
k

kppp
k

kpppk
p ⋅⋅⋅

+−−
=

⋅⋅⋅
+−−

=
...21

)12)...(12(2
...21

)12)...(12)(2(
2  şi cum C k

p2 ∈ℕ iar 

pentru 1≤k≤p-1, k∤p, atunci nici 1⋅2⋅…⋅k ∤ p, deci C k
p2 ≡0(p). 

       Deducem că 4p≡(2+C p
p2 )(p) sau (4p-4)≡(C p

p2 -2)(p). 

       Dacă p=2 atunci C 6
2

342
4 =

⋅
=   iar  C 2

4 -2=6-2=4≡0 (2). 

       Dacă p≥3, atunci (4, p)=1 şi atunci conform Teoremei Euler 4p-4≡0(p), 
de unde şi C p

p2 -2≡0(p) ⇔ C p
p2 ≡2(p). 

 
16. Am văzut că pentru orice 1≤k≤p-1, p|C k

p , deci în ℤp[X] avem 
(1+X)p=1+Xp. 

Astfel ∑ ∑
= =

=+=+=+=
pa

k

a

j

jpj
a

apappakk
pa XCXXXXC

0 0
)1(])1[()1( . 

Deoarece coeficienţii aceloraşi puteri trebuie să fie congruenţi modulo p, 
deducem că C pb

pa ≡C b
a (p) (deoarece C pb

pa  este coeficientul lui Xpb din stânga iar 

C b
a  este coeficientul tot al lui Xpb  însă din dreapta)  pentru 0≤b≤a. 

 
17. Se alege a= p 1

1
α …p n

n
α , b= p 1

1
β …p n

n
β  şi c= p 1

1
γ …p n

n
γ , cu p1, 

p2,…,pn numere prime iar αi, βi, γi∈ℕ pentru 1≤i≤n. 
Atunci              [a,b]= p ),max(

1
11 βα …p ),max( nn

n
βα      pe când  

                ([a,b],c)= p )),,min(max(
1

111 γβα …p )),,min(max( nnn
n

γβα  

iar [(a, c), (b, c)]=[ p ),min(
1

11 γα …p ),min( nn
n

γα , p ),min(
1

11 γβ …p ),min( nn
n

γβ ]= 

=p )],min(),,max[min(
1

1111 γβγα …p )],min(),,max[min( nnnn
n

γβγα , de unde egalitatea cerută 
deoarece pentru oricare trei numere reale α, β, γ: 
        min[max(α, β), γ]=max[min (α, γ), (β, γ)] (se ţine cont de diferitele ordonări 
pentru α, β, γ, de ex. α≤β≤γ). 
 

18. Ţinând cont de exerciţiile 4 şi 17 avem: 
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]],,[[],,[ cbacba = =

)),(),,((
),(),(

),()],(),,)[(,()],(),,[(
),(

)],,([
],[

cbca
cbcaba

abc
cbcaba

abc
cbca

ba
abc

cba
cba

⋅
⋅

===
⋅

= = 

              =
),)(,)(,(

),,(
cbcaba

cbaabc . 

 
19. Se procedează analog ca la exerciţiul precedent. 

 
20. i) Se ţine cont de faptul că dacă a nu este multiplu de 3, adică 

a=3k±1, atunci a3 este de aceeaşi formă (adică a3≡±1(3)). 
       Cum  ± 1 ± 1 ± 1≢0(9) deducem că cel puţin unul dintre numerele a1, 
a2, a3 trebuie să se dividă prin 3. 
       ii) Analog ca la i) ţinându-se cont de faptul că  ± 1 ± 1 ± 1 ± 1 ± 1≢0(9). 
 

21.  Avem 2⋅73⋅1103=161038 şi 161037=32⋅29⋅617. Deci 2161037-1 se 
divide prin 29-1 şi 229-1, dar cum 29≡1(73) şi 229≡1(1103) deducem că el se 
divide şi prin 73⋅1103 (numerele fiind prime între ele). 
  

22.  Cum 641=640+1=5⋅27+1 şi 641=625+16=54+24 rezultă că       
5⋅27≡-1(641) şi  24≡-54(641). Din prima congruenţă rezultă 54⋅228≡1(641), care 
înmulţită cu a doua dă  54⋅232≡-54(641), de unde 232≡-1(641). 

Obs. Numerele de forma Fn=2
n2 +1 cu n∈ℕ se zic numere Fermat. S-a 

crezut (ţinând cont că lucrul acesta se întâmplă pentru n=1, 2, 3, 4) că numerele 
Fermat sunt toate numere prime. Exerciţiul de mai înainte vine să infirme lucrul 
acesta  (căci 641|F5). 
 Celebritatea numerelor prime ale lui Fermat constă în faptul datorat lui 
Gauss că un poligon regulat cu n laturi poate fi construit numai cu rigla şi 
compasul dacă şi numai dacă n=2αp1p2…pr, unde α∈ℕ iar p1, p2, …,pr sunt 

numere prime ale lui Fermat (deci de forma 
n

22 +1). 
 
23.  În cazul nostru particular avem:  b1=1, b2=4, b3=3, m1=7, m2=9, 

m3=5 (ţinând cont de notaţiile de la Teorema 6.1.) iar m=315. 
Cu notatiile de la demonstraţia Teoremei 6.1., avem n1=315/7=45, 

n2=315/9=35 iar  n3=315/5=63. 
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        Alegem ri, si∈ℤ, 1≤i≤3 a.î. r1⋅7+s1⋅45=1 
                                                  r2⋅9+s2⋅35=1  (cu ajutorul algoritmului lui Euclid) 
                                                  r3⋅5+s3⋅63=1 
      Alegem  ei=si⋅ni, 1≤i≤3 (adică e1=45s1, e2=35s2 şi e3=63s3) iar soluţia va 
fi x0=1⋅e1+4⋅e2+3⋅e3. 
 
  24. Dacă f(x)≡0(n) are o soluţie, atunci acea soluţie verifică şi 
f(n)≡0(p i

i
α ) pentru orice 1≤i≤t. 

        Reciproc, dacă xi este o soluţie a  congruenţei f(x)≡0(p i
i
α ) pentru 1≤i≤t, 

atunci conform Teoremei 6.1., sistemul x≡xi (p i
i
α ) cu 1≤i≤t va avea o soluţie şi 

astfel f(x)≡0 (p 1
1
α ·…·p t

t
α =n). 

 
25. Totul rezultă din Lema 5.6. 

  
 26. Fie n∈ℕ a.î. n! se termină in 1000 de zerouri. Cum la formarea unui 
zerou participă produsul 2⋅5, numărul zerourilor în care se termină n! va fi egal 
cu exponentul lui 5 în n! (acesta fiind mai mic decât exponentul lui 2 în n!). 

       Avem deci 1000...
55 2 =+



+



 nn  (conform Teoremei 3.9.). 

Cum 
4

5
11

1
5

...
55

...
55 22

nnnnnn
=

−
⋅<++≤+



+



 , cu necesitate 

1000<
4
n  ⇔n>4000. 

      De aici şi din faptul că [a]>a-1 deducem că 

+>−++++> 1(
5

5
55555

1000
5432

nnnnnn 2
125
31516)

25
1

5
1

+=−+++ n , de 

unde .2,4025
31

125)21000(
=

⋅−
<n  

      Numărul n=4005  verifică, dar  n=4010  nu mai verifică . 
      Deci n∈{4005, 4006, 4007, 4008, 4009}. 
 

27. Se demonstrează uşor că dacă a, b∈ℝ+, atunci: 
                  [2a]+[2b]≥[a]+[b]+[a+b].        (⋆) 
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Exponentul unui număr prim p în (2m)!(2n)! este 

( )]2[]2[
*

1 k
Nk

k p
m

p
ne += ∑

∈
 iar în m!n!(m+n)! este 

( )][][][
*

2 kk
Nk

k p
nm

p
m

p
ne +

++= ∑
∈

 (conform Teoremei 3.9.). 

      Conform inegalităţii (⋆) e1≥e2 de unde concluzia că ∈
+ )!(!!

)!2()!2(
nmnm

nm ℕ. 

 
28. Dacă d1=1, d2,…dk-1, dk=n sunt divizorii naturali ai lui n, atunci 

kd
n

d
n

d
n ,...,,

21
 sunt aceiaşi divizori, rearanjaţi însă, de unde deducem că 

( ) k
k

k
k nddd

d
n

d
n

d
nddd =⇔⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ 2

21
21

21 .........   

 

29. Cum ( ) 1
11

1
1

+
−=

+ kkkk
pentru orice k∈ℕ*, avem  

=





 +++−++++=−++−+−=

1998
1...

4
1

2
12

1998
1...

3
1

2
11

1998
1

1997
1...

4
1

3
1

2
11A

1001
1

1000
1

999
1...

2
11

1998
1...

2
11 +=−−−−+++=

1998
1...++ . 

Astfel, =++++++=
1000

1
1998

1...
1997

1
1001

1
1998

1
1000

12A   

= B⋅=
⋅

++
⋅

2998
10001998

2998...
19981000

2998 , de unde 
B
A =1499∈ℕ*. 

 
30. Fie p=(n-3)(n-2)(n-1)n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) cu n∈ℕ,  n≥4. 
Dacă n∈{4, 5, 6} prin calcul direct se arată că p nu este pătrat perfect. 

  Pentru n≥7 avem: 
p=(n2-3n)(n2-3n+2)(n2+5n+4)(n2+5n+6)=[(n2-3n+1)2-1]·[(n2+5n+5)2-1] şi atunci 
(utilizând faptul că (a2-1)(b2-1)=(ab-1)2-(a-b)2 )  se arată că  
                  [(n2-3n+1)(n2+5n+5)-2]2<p<[(n2-3n+1)(n2+5n+5)-1]2. 

Cum p este cuprins între două pătrate consecutive atunci el nu mai poate 
fi pătrat perfect. 
  

31. Dacă a+b+c|a2+b2+c2, atunci a+b+c|2(ab+ac+bc). 
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Din identitatea (ab+ac+bc)2=a2b2+a2c2+b2c2+2abc(a+b+c)   deducem că       
a+b+c|2(a2b2+a2c2+b2c2).  

Utilizând identităţile: 

( )
( )kkk

kkkkkkkkkkkk

cbacba

cacbbacacbba
kkk 222

2222222222222

2

111111

+++

+++=++
++++++

 

şi ( ) ( )kkkkkkkkkkkk
cacbbacbacba 2222222222222 2

111
+++++=++

+++
 prin 

inducţie matematică (după k) se arată că a+b+c|
kkk

cba 222 ++ şi 

a+b+c|2 ( )kkkkkk
cacbba 222222 ++ , pentru orice k∈ℕ. 

 32. Avem 1n+4≡1n (10) şi 2n+4≡2n(10), 3n+4≡3n(10) şi 4n+4≡4n(10), de 
unde deducem că an+4≡an (10). 
 Astfel, dacă:  
i) n≡0(4), ultima cifră a lui an  coincide cu ultima cifră a lui a4=1+8+16+256, 
adică 4 ; 
ii) n≡1(4), ultima cifră a lui an  coincide cu ultima cifră a lui a1=1+2+3+4, care 
este zero. 
iii) n≡2(4), ultima cifră a lui an  coincide cu ultima cifră a lui a2=1+4+9+16, care 
este zero. 
iv) n≡3(4), ultima cifră a lui an  coincide cu ultima cifră a lui a3=1+8+27+64, 
care este zero. 
  

33. Fie s cel mai mare număr natural cu proprietatea că 2s≤n şi 

considerăm ∑
=

−n

k

s

k1

12  care se poate scrie sub forma 
2
1

+
b
a  cu b impar. Dacă   

2
1

+
b
a  ∈ℕ*, atunci b=2  (conform exc. 3 de la Cap. 6), absurd. 

 34.Considerăm numerele 20-1, 21-1, 22-1,…,2a-1. Acestea sunt a+1 
numere. Două dintre ele cel puţin dau aceleaşi resturi la împărţirea prin a căci 
sunt numai a asfel de resturi diferite (acest raţionament se numeşte Principiul lui 
Dirichlet). Să presupunem că 2k-1 şi 2m-1 dau resturi egale la împărţirea prin a şi 
k<m. Atunci numărul  (2m-1)-(2k-1)=2k(2m-k-1) se divide prin a şi întrucât a este 
impar, rezultă că 2m-k-1 se divide la a.  
  La fel se demonstrează şi următoarea afirmaţie mai generală : dacă 
numerele naturale a şi c sunt prime între ele atunci se găseşte un număr natural b 
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a.î. cb-1 se divide prin a. Afirmaţia rezultă din următoarea Teoremă a lui Euler : 
Pentru orice numere naturale a şi c, numărul ( ) ca a −+1φ  se divide cu a, unde  

( )aφ  este numărul numerelor naturale mai mici decât a şi prime cu el, având 

formula de calcul ( ) ( ) ( )11
1121 ....... 1121 −− −⋅⋅−= rrr

rrr ppppppp αααααααφ . 
 

 
3) CAPITOLUL 7 
 
1. Din condiţia ad=bc deducem existenţa numerelor naturale x, y, z, t 

a.î. a=xy, b=xz, c=yt şi d=zt. Atunci a+b+c+d=(x+t)(y+z) care este astfel număr 
compus. 

 
2. Pentru n=0, n+15=15 este compus. Pentru n=1, n+3=4 este compus, 

pentru n=2, n+7=9 este compus, pentru n=3, n+3=6 este compus, pe când pentru 
n=4 obţinem şirul : 5, 7, 11, 13, 17, 19 format din numere prime. Să arătăm că 
n=4 este singura valoare pentru care problema este adevărată. Fie deci n≥5. 
Dacă n=5k, atunci 5|n+15. Dacă n=5k+1, atunci 5|n+9, dacă n=5k+2, atunci 
5|n+3, dacă n=5k+3, atunci 5|n+7, pe când dacă n=5k+4, atunci 5|n+1. 
 Observaţie A.Schinzel a emis conjectura că există o infinitate de 
numere n pentru care numerele  n+1, n+3, n+7, n+9 şi n+13 sunt prime (de 
exemplu pentru n=4, 10 sau 100 conjectura lui Schinzel se verifică). 
 

3. Analog ca la Exc. 2 se arată că numai n=5 satisface condiţiile 
enunţului. 

 
4. Conform Micii Teoreme a lui Fermat p|2p-2. Cum trebuie şi ca  

p|2p+1 deducem cu necesitate că p|3 adică p=3.  Atunci 3|23+1=9. 
 
5. Dacă n=0 atunci 20+1=2 este prim.  

 Dacă n=1 atunci alegem m=0 şi 312
02 =+ este prim. Să presupunem 

acum că n≥2. Dacă prin absurd n nu este de forma 2m cu m≥1, atunci n se scrie 
sub forma ( )122 +⋅= tn k , cu t, k∈ℕ şi atunci 

( ) ( ) ( )12121212 2122122 +⋅=+=+=+
++ kkk

M
ttn  şi deci 2n+1 nu mai este prim, 

absurd. Deci n=0 sau n=2m , cu m∈ℕ. 
 

6.Dacă p>3 este prim, atunci p=6k±1 cu k∈ℕ.  Atunci 
4p2+1=4·(6k±1)2+1=(8k±2)2+(8k±1)2+(4k)2. 
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7. Facem inducţie matematică după n.  
Pentru n=10,  p10=29 şi 292 < 210. Conform Lemei 3.15., dacă n≥6, 

atunci între n şi 2n găsim cel puţin două numere prime, deducem că                   
pn-1<pn<pn+1<2pn-1, deci dacă admitem inegalitatea din enunţ pentru orice k cu 
10<k≤n, atunci 112

1
2

1 2244 +−
−+ =⋅<< nn

nn pp . 
 
8. Facem inducţie după r ; pentru r =1 totul este clar deoarece sumele 

dau ca resturi 0 şi b1.  
 Să presupunem afirmaţia adevărată pentru r =k<p-1 şi neadevărată 
pentru  r = k+1 şi vom ajunge la o contradicţie.  
 Presupunem că sumele formate din k termeni b1, b2, …, bk dau k+1 
resturi diferite 0, s1, s2, …, sk. Atunci, întrucât după adăugarea lui b=bk+1 numărul 
sumelor diferite nu trebuie să se mărească, toate sumele 0+b1, s1+b,…, sk+b  
(modulo p) vor fi cuprinse în mulţimea {0, s1, s2, …, sk} (cu alte cuvinte, dacă la 
orice element al acestei mulţimi se adaugă b, atunci se obţine din nou un element 
din aceiaşi mulţime). Astfel, această mulţime conţine elementele 0, b, 2b, 3b, …, 
(p-1)b. 
 Deoarece ib-jb=(i-j)b iar 0<i-j<p şi 0<b<p, atunci în ℤp, ij≠jb. 
Contradicţia provine din aceea că mulţimea {0, s1, s2, …, sk} conţine p elemente 
diferite deşi am presupus că k+1<p. 
 

9. Fie a1≤a2≤…≤ ap≤ap+1≤…≤a2p-1 resturile împărţirii celor 2p-1 
numere la p. Să considerăm acum numerele:  
                           (⋆)  ap+1- a2 , ap+2 - a3 ,…, a2p-1 - ap. 

Dacă unul dintre aceste numere este 0, de exemplu ap+j-aj+1=0, atunci 
aj+1=aj+2=…=aj+p iar suma celor p numere aj+1, aj+2, …, aj+p se divide la p. Să 
examinăm cazul în care toate numerele din (⋆) sunt nenule. 

Fie x restul împărţirii sumei a1+a2+…+ap la p. Dacă x=0 totul este clar. 
Dacă x≠0, ţinând cont de exerciţiul 8, putem forma din diferenţele (⋆) o sumă 
care să dea restul p-x la împărţirea cu p. 
 Adăugând respectivele diferenţe la a1+a2+…+ap şi efectuând reducerile 
evidente obţinem o sumă formată din p termeni care se divide prin p. 
  

10. Să demonstrăm că dacă afirmaţia problemei este adevărată pentru 
n=a şi n=b atunci ea este adevărată şi pentru n=ab. 
 Astfel este suficient să demonstrăm afirmaţia pentru n prim (aplicând 
exerciţiul 9). 
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 Fie date deci 2ab-1 numere întregi. Întrucât afirmaţia este presupusă 
adevărată pentru n=b şi 2ab-1>2b-1, din cele 2ab-1 numere se pot alege b a.î. 
suma acestora se divide prin b.  
 Apoi din cele rămase (dacă nu sunt mai puţine de 2b-1) alegem încă b 
numere care se bucură de această proprietate ş.a.m.d.  

Deoarece 2ab-1=(2a-1)b+(b-1) atunci această operaţie se poate repeta de  
2a-1 ori şi să se obţină 2a-1 alegeri de câte b numere a.î. media aritmetică a celor 
b numere este număr întreg. Cum afirmaţia este presupusă adevărată pentru n=a 
din aceste 2a-1 medii aritmetice se pot alege a a.î. suma acestora să se dividă prin 
a.  
 Este clar atunci că cele ab numere formate din cele a alegeri de câte b 
numere au proprietatea cerută, căci ab=a+a+a+…+a  (de b ori).  
 

11. Dacă n este impar, n≥7 atunci n=2+(n-2) şi cum n-2 este impar,  
(2, n-2) =1 iar 2>1şi n-2>1. 
 Să presupunem acum că n este par şi n≥8. 

Dacă n=4k (cu k≥2), atunci n=(2k+1)+(2k-1) şi cum 2k+1>2k-1>1 iar 
(2k+1, 2k-1)=1 din nou avem descompunerea dorită. 
 Dacă n=4k+2  (k≥1), atunci n=(2k+3)+(2k-1)  iar 2k+3>2k-1>1. 
 Să arătăm că (2k+3, 2k-1)=1. Fie d∈ℕ* a.î. d|2k+3 şi d|2k-1. Deducem 
că d|(2k+3)-(2k-1)=4,  adică d|4. 
 Cum d trebuie să fie impar deducem că d=1. 
 

12. Cum k≥3, p1p2….pk≥ p1p2p3=2·3·5>6, deci conform exerciţiului 11 
putem scrie   p1p2….pk=a+b cu a, b∈ℕ*, (a, b)=1. 

Avem deci (a, pi)=(b, pj)=1 pentru orice i, j∈{1, 2, …, k}. 
Fie p|a şi q|b cu p şi q prime şi să presupunem că p<q. Cum                  

(p, p1p2….pk)=1, p≥pk+1 deci q≥pk+2.  
Cum a+b≥p+q deducem relaţia cerută. 
 
13. Fie m∈ℕ, m≥4, şi n∈ℕ a.î. n> p1p2….pm. Există atunci k≥m≥4 

a.î. p1p2….pk≤n<p1p2….pkpk+1. Avem că qn<pk+1+1<pk+pk+1 (căci dacă 
qn≥pk+1+1>pk+1 după alegerea lui qn, atunci fiecare dintre numerele p1, p2, …,pk , 
pk+1 vor fi divizori ai lui n şi am avea n≥ p1p2….pkpk+1  , absurd). 
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 Cum k≥4, conform exerciţiului 12 avem qn<p1p2….pk-1 şi deci 

mkpn
q

k

n 111
≤<<   şi cum m este oarecare deducem că 0→

n
qn  când ∞→n . 

  

14.Avem 
3
1

37
1212

12
<=

p
. Presupunem prin absurd că există n>12 a.î. 

>
np

n
3
1 . Alegem cel mai mic n cu această proprietate. Atunci 

3
11

1
<

−

−np
n , de 

unde deducem că pn-1<pn<3n<pn-1+3, adică pn=pn-1+1, absurd. 
  

15. Considerăm f: [230, + ∞ )→ℝ 
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2
312lnln12ln2lnln2ln

3
4

−+−+−−+−= xxxxxf  . 

 Deoarece pentru x≥230, ( ) 12
2

23
4

+
>

− xx
 şi ( ) ( )12ln

1
2ln

1
+

>
− xx

 

deducem imediat că  

 ( ) ( ) ( ) 12
2

12ln
1

12
2

2
1

2ln
1

3
4

2
1

3
4

+
⋅

+
−

+
−

−
⋅

−
⋅+

−
⋅=′

xxxxxx
xf >0, adică f este 

crescătoare pe intervalul [230, + ∞ ). Folosind tabelele de logaritmi se arată 
imediat că f (230) ≈0, 0443 şi cum eroarea în scrierea logaritmilor este de cel 
mult 0,0001, din cele de mai sus deducem că f(230)>0, adică f(x)>0, pentru orice 
x≥230.  

Deducem astfel că pentru orice n∈ℕ, n≥230, avem inegalitatea: 

           ( ) ( ) ( ) ( )
2
112lnln12ln

2
32lnln2ln

3
4

−+++>





 −−+− nnnn .  

Ţinând cont de această ultimă inegalitate, de inegalităţile din observaţia dinaintea 
Teoremei 4.7. de la Capitolul 7, ca şi de faptul că pentru n≥230 avem 

( ) ( )12
3
423 +>− nn  deducem că pentru n≥230 avem : 

                   
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) >



 −−+−+>

>



 −−+−−>−

2
32lnln2ln12

3
4

2
32lnln2ln233 2

nnn

nnnpn
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                    ( ) ( ) ( ) .12
2
112lnln12ln 12 −>+⋅



 −+++> npnnn  

Observaţie În [ 21, p. 149] se demonstrează că inegalitatea din enunţ 
este valabilă şi pentru orice 18≤n<230. 

De asemenea se demonstrează şi următoarele inegalităţi:  
1)  p2n+1 < p2n+pn  pentru orice n∈ℕ, n≥3  
2)  p2n < pn+2pn-1 pentru orice n∈ℕ, n≥9, n impar  
3)  p2n+1 < p2n+2pn-1 –1 pentru orice n∈ℕ, n≥10, n par .  

 
4) CAPITOLUL 8 

           
1. Din φ(n!)=2n deducem că φ(1·2·3·…·n)=2n . Cum φ este 

multiplicativă iar pentru n≥6, n=3α ·m cu α≥2 şi (3, m)=1 deducem că 
φ(n!)=φ(3α ·m)=φ(3α)·φ(m)=(3α-3α-1)·φ(m)=3α-1·2·φ(m), astfel că ar trebui ca      
3α-1|2n  - absurd. Deci n≤5. Prin calcul direct se arată că numai n=5 convine. 
 
 2. Fie pi factorii primi comuni ai lui m şi n, qj factorii primi ai lui m ce 
nu apar în descompunerea lui n şi rk factorii primi ai lui n ce nu apar în 
descompunerea lui m. Atunci : 

                      ( ) ∏ ∏∏ 







−⋅










−⋅








−⋅⋅=⋅

j k kji i rqp
nmnm 111111ϕ   

                      ( ) ∏ ∏ 









−⋅








−⋅=

i j ji qp
mm 111122ϕ  

                       ( ) ∏ ∏ 







−⋅








−⋅=

i k ki rp
nn 111122ϕ  

(produsele ∏∏∏
kji

,, se înlocuiesc cu 1 dacă nu există factori primi pi, qj , rk). 

 Ridicând la pătrat ambii membrii ai inegalităţii din enunţ şi ţinând cont 
de egalităţile precedente acesta se reduce la inegalitatea evidentă  

                                         ∏ ∏ ≤







−⋅










−

j k kj rq
11111 . 

 Avem egalitate atunci când m şi n au aceiaşi factori primi. 
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3. Necesitatea. (Euler). Să presupunem că n=2tm (cu t∈ℕ şi m impar) 
este perfect, adică σ(2tm)=2t+1m. Cum (2t, m)=1 iar σ este multiplicativă, 
σ(2tm)=σ(2t)·σ(m), astfel că σ(n)=σ(2tm)=σ(2t)·σ(m)=(1+2+22+…+2t)σ(m)= 
=(2t+1 –1)σ(m)=2t+1m. 

Din ultima egalitate deducem că 2t+1|( 2t+1–1)σ(m) şi deoarece            
(2t+1 , 2t+1–1)=1 (fiindcă 2t+1–1 este impar)  rezultă că 2t+1|σ(m), adică σ(m)=2t+1d 
cu d∈ℕ. Rezultă că m=(2t+1–1)d.  

Dacă d≠1, numerele 1, d şi (2t+1 –1)d sunt divizori distincţi ai lui m şi 
vom avea σ(m)≥1+d+(2t+1-1)d=2t+1d+1>2t+1d. Dar σ(m)>2t+1d este în 
contradicţie cu σ(m)= 2t+1d, deci d=1, adică m=2t+1–1. Dacă m nu este prim 
atunci  σ(m)>(2t+1-1)+1=2t+1 (fiindcă ar avea şi alţi divizori în afară de 1 şi 2t+1-1) 
şi contrazice σ(m)= 2t+1. 

Deci dacă n este perfect atunci cu necesitate n=2t(2t+1–1) cu t∈ℕ şi 
2t+1–1 prim. 

Suficienţa.(Euclid). Dacă n=2t(2t+1–1) cu t∈ℕ şi 2t+1–1 prim, atunci 
σ(n)=σ(2t(2t+1–1))=σ(2t)·σ(2t+1–1)=(1+2+22+…+2t)(1+(2t+1–1))=(2t+1–1)2t+1=2n,    
adică n este perfect. 

4. Avem   (⋆)     











+





++





=



 +

1

11
1

ndividenukdaca
k
n

ndividekdaca
k
n

k
n  

Vom face inducţie după n (pentru n=1 totul va fi clar). Să presupunem 
egalitatea din enunţ adevărată pentru n şi să o demonstrăm pentru n+1, adică     

( ) ( ) ( ) 





+
+

+



 +

++



 +

+



 +

=++++
1
11...

2
1

1
11...21

n
n

n
nnnnτττ . 

Conform cu (⋆) în membrul al doilea rămân neschimbaţi termenii al 
căror numitor nu divide pe n+1 şi cresc cu 1 acei termeni al căror numitor 
k|(n+1) cu k≤n. Deci membrul drept creşte exact cu numărul divizorilor lui n+1 
(adică cu τ(n+1)) şi astfel proprietatea este probată pentru n+1. 

5. Se face ca şi în cazul exerciţiului 4 inducţie matematică după n. 
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6. Dacă m|n, atunci n=mq şi q
m
n

=



 , n-1=mq-1=m(q-1)+m-1, deci 

11
−=



 − q

m
n .  Astfel ( ) 111

=−−=



 −

−



 qq

m
n

m
n , deci 

                        ( )n
m

n
m
n

nm
τ=












 −

−



∑

1 .  

Dacă m∤n, atunci n=mq+r cu 0<r<m şi q
m
n

=



 . Dar n-1=mq+r-1, 

0≤r-1<m şi deci q
m

n
=



 −1 ,  adică 01

=



 −

−





m
n

m
n  pentru m∤n. 

 Avem deci ( )n
m

n
m
n

m
τ=












 −

−



∑

≥1

1 . 

  

7. Dacă ( ) [ ] [ ]nx
n

nx
n

xxxf −



 −

+++



 ++=

1...1 , atunci f(x+1)=f(x), 

deci este suficient să demonstrăm egalitatea din enunţ pentru 0≤x≤1. 

 Scriind că  
n

kx
n
k 1+

<≤  cu k≤n, atunci [nx]=k iar 

                                     ( )
( )

01...10...0 =−+++++=
−

kxf
orikorikn
4342143421 . 

  
8. Dacă n este prim, atunci π(n)= π(n-1)+1, deci 

 ( ) ( ) ( )








−
−

−⋅=
−
−

−
1
111

1
1

n
n

nn
n

n
n πππ . Cum π(k)<k pentru k≥1 deducem imediat 

că  ( ) ( )
1
1

−
−

>
n
n

n
n ππ .  

Să presupunem acum că  ( ) ( )
n
n

n
n ππ

<
−
−
1
1 . Dacă n nu este prim, atunci 

el este compus şi π(n)=π(n-1) astfel că am obţine că  
nn
1

1
1

<
−

,  absurd !. 

 

9. Se arată uşor că ( )
tddm

m 1...1

1
++=

σ  unde d1, …dt sunt divizorii 

naturali ai lui m (evident t = τ(m)). 
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Deoarece printre divizorii lui n! găsim cel puţin numerele naturale ≤n 

deducem că   ( )
∞→+++≥

∞→nnn
n 1...

2
1

1
1

!
!σ . 

 
10. Conform unei observaţii anterioare, pn<ln(ln n+ln ln n) pentru orice 

n≥6; de unde deducem că  pn<(n+1)5/3  pentru orice n≥6. 
De asemenea  deducem că f(1)=f(1)·f(1), de unde f(1)=1, f(2)=f(p1)=2, 

f(3)=f(p2)=3, f(5)=4, f(7)=5, f(11)=6, respectiv, f(6)=f(2)·f(3)=6, 
f(4)=f(2)·f(2)=4, f(8)=f 3 (2)=8, f(9)=f 2 (3)=9, f(10)=f(2)·f(5)=2·4=8, ş.a.m.d. 

Cum p1=2<25/3, p2=3<35/3, p3=5<45/3, p4=7<55/3, p5=11<65/3, deducem că 
(1) pn<(n+1)5/3  pentru orice n≥1. 

Să demonstrăm prin inducţie că şi f(n)>n3/5 pentru orice n≥2. 
Dacă n este prim, atunci există k≥1 a.î. n=pk şi f(n)=f(pk)=k+1> 53

kp = 
=n3/5.    

Dacă n este compus atunci s
sppn αα ...1

1= şi  

               ( ) ( )∏
=

=
s

i
i

ipfnf
1

α ( ) 53

1

53 np
s

i
i

i => ∏
=

α
 

Cum seria 
( )∑

≥1
2
1

n nf
 este absolut convergentă, conform unei Teoreme a 

lui Euler 

                ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) 2
2
12lim

2
1

1
11

1
11

1
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1
1

2

1
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1
22
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+
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=
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=
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∞
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∞
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=
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n
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S

n

kkk

k
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de unde S=2. 
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5) CAPITOLUL 9 
 

1. Avem 







71
15 = 
















71
5
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3 =- 
















5
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3
71 =- 
















5
1

3
2 =1 

                1
7
1

5
1

7
6

5
6

35
6

−=





 −







=














=






  

                1
335

1
335

16
335
2999

2999
335

=





 −

−=





 −

−=





−=






 .  

2. Presupunem prin reducere la absurd că există doar un număr finit de 
numere prime de forma 4n+1 cu n ∈ℕ*; fie acestea p1,p2,…,pk.  
 Considerăm numărul N =1+(2p1p2…pk )2>1. Î n mod evident, divizorii primi 
naturali ai lui N sunt numere impare.(căci N este impar). Fie p |N un divizor prim 

impar al lui N. Deducem că p|1+(2p1p2…pk )2⇔(2p1p2…pk )2≡-1(p) deci 11
=







 −
p

 

adică p este de forma 4t+1 (căci am văzut că  ( ) 2
1

11 −
−=







 − p

p
 ).Cu necesitate deci 

p∈{ p1, p2…pk} şi am obţinut astfel o contradicţie evidentă:p|1+(2p1p2…pk )2.  
 
3. Avem 

 





=






=−






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













 −
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





 ⋅−
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



 −
−

⋅
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33
)1(

3
)1(31313 2

13
2

1
2

1
rpp

pppp

pp

 

cu p≡r(3), r=0, 1, 2. Evident nu putem avea r=0. 

      Dacă r=1, atunci 1
3
1

=





 . Dacă r=2, atunci 1)1(

3
2 8

19

−=−=







−

. 

      Dar p ≡ 2 (3) ⇔ p ≡ -1 (3). De asemenea 3| p±1 ⇔ 6| p±1 deoarece p 
este impar. 
 

4. Presupunem ca şi în cazul precedent că ar exista numai un număr finit 
p1, p2…pk de numere prime de forma 6n+1 
Vom considera N=3+(2p1p2…pk )2>3. 
Cum N este impar, fie p un divizor prim impar al lui N. 
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Obţinem că (2p1p2…pk )2≡-3(p),  adică 13
=







 −
p

. Ţinând cont de Exc.3 de mai 

înainte deducem că p este de forma 6t+1, adică p∈{ p1, p2…pk} – absurd (căci 
din p|N⇒p=3 care nu este de forma 6t+1). 

 
5. Ţinând cont de exerciţiul 2 avem:         

=





−−=

=




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5
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5
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2
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52
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2
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2
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2
113

2
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8
1132

    

= 1)1(
3
2

3
5 4

13

=−−=





−=






−

−−

, deci 10 este rest pătratic modulo 13 şi în 

consecinţă ecuaţia x2 ≡10 (13) are soluţii. 
 

6. Avem  

1)1(
21
2)1(

21
23)1(

23
21 8

121
2

22
2
20

2
123

2
121 2

−=−=





−=






−=








−
⋅

−
⋅

−

, deci 

congruenţa  x2≡1(23) nu are soluţii. 
 

7. Să presupunem că p este un număr prim de forma 6k+1. Atunci 







−=








−

3
)1(3 2

1
p

p

p

 şi cum 1
3
1

3
=






=






 p deducem că:    

                       1
3

3)1(313 2
1

=





=








−=















 −
=







 −
−

p
pppp

p

 

adică –3 este rest pătratic modulo p, deci există a∈ℤ a.î. a2 + 3 ≡0 (p). 
      Conform lemei lui Thue (vezi 1.2. de la Capitolul 11) există x, y∈ℕ a.î. 
x, y ≤ p  care au proprietatea că la o alegere convenabilă a semnelor + sau -,      

p | ax±y. Deducem că p| a2x2-y2 şi p| a2+3 ⇒ p| 3x2 +y2 ⇔ 3x2+y2 =pt cu t∈ℕ 
(cum x ≤ p  şi y ≤ p  ⇒ 3x2+y2<4p, adică t<4). Rămâne valabil numai cazul 
t=1 (dacă t=2 va rezulta că p nu este prim iar dacă t=3 deducem că 3|y, y=3z şi 
p=x2+3). 
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6) CAPITOLUL 10 

 
1.– 4. Se aplică algoritmul de după Propoziţia 3.15. 
5. Dacă notăm cu a= xyz , cum 1000000=3154x317+182 şi 

398⋅246=1256x317+94 obţinem că 182a + 94=317b sau –182a + 317b=94. 
O soluţie particulară este a0=-5076,b0 =-2914 iar soluţia generală este: 

                 a= - 5076 + 317t 
                 b= - 2914 + 182t , cu t∈ℤ. 

Pentru ca a să fie un număr de 3 cifre trebuie să luăm t=17, 18 şi 19 
obţinând corespunzător numerele a=316, 630 şi 947. 
 

6. Pentru 0≤s≤n avem: 
pn-s⋅pn+s+pn+s-1⋅pn-s-1=(pn-s-1⋅an-s+pn-s-2)pn+s+pn+s-1⋅pn-s-1=pn-s-1(pn+s⋅an+s+pn+s-1)+ 
+pn+s⋅pn-s-2=pn-s-1(pn+s⋅an+s+1+pn+s-1)+pn+s⋅pn-s-2=pn-s-1⋅pn+s+1+pn+spn-s-2=pn-(s+1)⋅pn+(s+1)+ 
+pn+(s+1)-1⋅pn-(s+1)-1 

Pentru s=0 obţinem  pn⋅pn+pn-1⋅pn-1=pn-1⋅pn+1+pn⋅pn-2=…= 
=p-1⋅p2n+1+p2n⋅p-2=p2n+1 sau  p2n+1=p 2

n +p 2
1−n  . 

Analog se arată că qn-s⋅qn+s+qn+s-1⋅qn-s-1= qn-(s+1)⋅qn+(s+1)+qn+(s+1)-1⋅qn-(s+1)-1 
pentru 1≤s≤n, de unde pentru s=0 obţinem q 2

n +q 2
1−n =qn-1⋅qn+1+qn⋅qn-2=...= 

=q-1⋅q2n+1 +q2n⋅q2=q2n. 
 

7. Se deduc imediat relaţiile: 
     q2n=p2n+1-q2n+1 şi  

     p2n+1⋅q2n-p2n⋅q2n+1=-1, de unde q2n=
122

122 1

+

+

+
−

nn

nn

pp
pp

. 

 
8. Avem q0=1, q1=2 şi qn=2qn-1+qn-2 pentru n≥2, de unde deducem că 

pentru orice k∈ℕ  qk=
22

)21()21( 11 ++ −−+ kk
. 

Astfel 2
1

0
)21(

2
2

2
22 +

+
=

−+−=







∑ n

n

n

k
k qq , de unde concluzia. 

 
9. Se face inducţie matematică după n ţinându-se cont de relaţiile de 

recurenţă pentru (pn)n≥0 şi (qn)n≥0 ( date de Propoziţia 3.1.). 
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10. Se ştie că ]2;[12 aaa =+ . Prin inducţie matematică se arată că  
 

                                q2n=2a ∑
−

=
+

1

0
12

n

k
kq +1   şi   q2n+1=2a ∑

=

n

k
kq

0
2  

  
11.Cum [(4m2+1)n+m]2≤D<[(4m2+1)n+m+1]2 deducem că: 

a0= [ ]D =(4m2+1)n+m. 

Avem D- 2
0a =4mn+1 iar  dacă 

1
0

1
α

+= aD  deducem că 

2
0

0

0
1

1
aD
aD

aD −

+
=

−
=α şi cum 100 +<< aDa , 122 000 +<+< aaDa  

şi cum a0=(4mn+1)m+n avem 
14

122
14

22
2
0

0

+
+

+<
−

+
<

+
+

mn
nm

aD
aD

mn
nm . 

Ţinând cont că 1
14

12
<

+
+

mn
n  avem că [ ] ma 211 == α . Scriind că 

2
11

1
α

α += a  deducem ( )
14
141

11
2 +

−++
=

−
=

mn
nmmnD

aα
α . 

Cum 100 +<< aDa şi (4mn+1)m+n< D <(4mn+1)m+n+1, avem 

2m<α2<2m+
14

1
+mn

 de unde a2=[α2]=2m. 

 Scriind acum α2=a2+
3

1
α

 deducem imediat că 

( ) ( )[ ]
( )[ ]23

14
1414
nmmnD

nmmnDmn
++−

++++
=α = +D (4mn+1)m+n= D +a0, de unde  

a3=[α3]=2a0, de unde  D =[(4mn+1)m+n; ( ) n2m1mn42,m2,m2 ++ ]. 
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7) CAPITOLUL 11 
 

1. Pentru prima parte putem alege n=[
q
1 ] dacă 

q
1 ∉ℕ şi n=[

q
1 ]-1 dacă 

q
1

∈ℕ. 

Fie acum q∈ℚ∩(0, 1). Conform celor de mai înainte există n0∈ℕ a.î. 

1
1

0 +n
 ≤ q <

0

1
n

. 

      Dacă q =
1

1

0 +n
 atunci proprietatea este stabilită. În caz contrar avem: 

0 < q-
1

1

0 +n
= q1 < )1(

1

00 +nn
<1, deci q1∈ℚ∩(0, 1). 

      Din nou există n1∈ℕ a.î. 
1

1

1 +n
≤q1<

1

1
n

. 

      Deoarece 
1

1

1 +n
≤ q1 = q0- 1

1

0 +n
<

0

1
n

-
1

1

0 +n
=

)1(
1

00 +nn
 deducem 

imediat că n1+1>n0(n0+1) ≥ n0+1 iar de aici faptul că n1>n0. 
      Procedând recursiv, după k paşi vom găsi qk∈ℚ∩(0, 1) şi nk∈ℕ a.î. 

1
1
+kn

≤qk<
kn

1  şi  nk > nk-1>…>n0. 

     Să arătăm că procedeul descris mai sus nu poate continua indefinit iar 

pentru aceasta să presupunem că 
k

k
k b

a
q = . Vom avea 

)1(
)1(

1
1

1

1
1 +

−+
=

+
−==

+

+
+

kk

kkk

kk

k

k

k
k nb

bna
nb

a
b
a

q , de unde ak+1=ak(nk+1)-bk. Din 

aknk-bk<0 rezultă imediat ak+1<ak şi din aproape în aproape ak+1<ak<…<a0. 
      Cum între 1 şi a0 există numai un număr finit de numere naturale, va 

exista k0∈ℕ pentru care 0
1

1

0
0

=
+

−
k

k n
q , de unde ∑

= +
=

0

0 1
1k

i in
q  (faptul că 

termenii sumei sunt distincţi este o consecinţă a inegalităţilor n
0k >n 10 −k > 

>…>n0). 
      În cazurile particulare din enunţ reprezentările sunt date de: 
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1559

1
114

1
13

1
22
7

+
+

+
+

+
=   şi  

129
1

13
1

11
1

60
47

+
+

+
+

+
= . 

 
2. Facem inducţie matematică după n. 
Pentru n=1, avem e0=1 iar ei=0 pentru i≥1. Să presupunem afirmaţia 

adevărată  pentru n şi fie i0 primul dintre indicii 0, 1,…,k pentru care e
0i este –1 

sau 0. Atunci: 

n+1= k
k eee ′++′+′ 3...3 10  unde ie ′















>

=+

<−

=

0

0

0

1

1

0

iipentrue

iipentrue

iipentru

i

i . Dacă un astfel de 

indice nu există, urmează e0′=e1′=…=ek′=1 şi atunci n+1=-1-3+…+3k +3k+1. 
Unicitatea se stabileşte prin reducere la absurd. 
 

3. Fie q1∈ℕ* cu proprietatea  
1

11

11 −
<≤

qb
a

q
. Atunci 

1

1

1

1
bq

baq
qb

a −
=−  şi are numărătorul mai mic strict decât a (căci din 

1
1

1 −
<

qb
a

⇒ aq1-b<a). Fie q2 a.î. 
1

11

2

1

2 −
<

−
≤

qb
baq

q
.  Deoarece aq1-b<a 

rezultă 
b
a

b
baq

<
−1  deci q2≥q1. 

      Rezultă 
)1(

11

211

1

21 −
<

−
≤

qqbq
baq

qq
.  

Avem 
21

221

211

11
qbq

bbqqaq
qqqb

a −−
=−−  (fracţie cu numărător mai mic 

decât aq1-b). 
      Continuând procedeul, numărătorul fracţiei scade continuu cu cel puţin 
1 la fiecare pas. 
      După un număr finit de paşi el va fi zero, deci 

b
a

nqqqqqq ...
1...11

21211
+++= . 
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4. Fie n=2k-1 cu k∈ℕ. Atunci pentru e>k avem identitatea: 
                                  n=2k-1=(2e2-k)2 + (2e)2 – (2e2-k+1)2 
(deci putem alege x=2e2-k, y=2e, z=2e2-k+1). 
      Dacă n este par, adică n=2k, de asemenea pentruu e>k avem identitatea:  
                             n=2k=(2e2+2e-k)2 + (2e+1)2 – (2e2+2e-k+1)2 
(deci în acest putem alege x=2e2+2e-k, y=2e+1, z=2e2+2e-k+1). 
      Evident,  în ambele cazuri,  putem alege e>k  a.î. x, y, z>1. 
 

5. Scriind că 32k=(n+1)+(n+2)+…+(n+3k) deducem că 
2

13 −
=

k
n ∈ℕ. 

 
6. Cum pentru n>1 Fn este impar, dacă există p, q prime a.î. Fn=p+q 

atunci cu necesitate p=2 şi q>2 şi astfel q= )12)(12(12
11 222 −+=−

−− nnn
 -absurd. 

 

7. Pentru orice k, s ∈ℕ* avem 
k

s
skkk

11)11)...(
1

11)(11( +
+=

+
+

+
++ . 

Dacă x>1, x∈ℚ atunci putem scrie 
n
mx =−1  cu m, n∈ℕ* şi n>z (cu z 

arbitrar, căci nu trebuie neapărat ca (m, n)=1 !). 
      Este suficient acum să alegem k=n şi s=m-1. 

8.  Fie p=x2-y2 cu x>y şi deci p=(x-y)(x+y) şi cum p este prim x-y=1 şi 

x+y=p (în mod unic!), de unde 
2

1+
=

px  şi 
2

1−
=

py . 

     Deci 
22

2
1

2
1







 −

−





 +

=
ppp . 

 
9. Dacă numărul natural n se poate scrie ca diferenţă de două pătrate ale 

numerelor întregi a şi b, atunci n este impar sau multiplu  de 4 şi reciproc.  
      Într-adevăr, fie n=a2-b2. Pentru a şi b de aceeaşi paritate rezultă n 
multiplu de 4.  Pentru a şi b de parităţi diferite rezultă n impar. 
      Reciproc, dacă n=4m, atunci n=(m+1)2-(m-1)2 iar dacă n=2m+1, atunci 
n=(m+1)2-m2. 
 

10. Se ţine cont de faptul că pătratul oricărui număr întreg impar este de 
forma 8m+1. 

 
11. Se ţine cont de identitatea   (2x+3y)2-3(x+2y)2=x2-3y2

. 
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12. Din p prim şi p>3 rezultă p=6k±1 şi atunci: 
                                   4p2+1=4(6k±1)2+1=(8k±2)2+(8k±1)2+(4k)2 

 
13. Facem inducţie matematică după m (pentru m=1 atunci afirmaţia 

este evidentă). 
Să presupunem afirmaţia adevărată pentru toate fracţiile cu numărătorii 

<m şi să o demonstrăm pentru fracţiile cu numărătorii m. Să presupunem deci că 
1<m<n. Împărţind pe n la m avem: 

(1) n = m(d0-1)+m-k = md0-k cu d0>1 şi 0<k<m, de unde md0 = n+k ⇔ 

(2)  )1(
1

0 n
k

dn
m

+=  . 

  Cum k<m, aplicănd ipoteza de inducţie lui k/n avem: 

(3) 
rddddddn

k
...

1...11

21211
+++=  cu di∈ℕ, di>1 pentru 1≤i≤r. 

 Din (2) şi (3) deducem că: 

       
rddddddn

m
...

1...11

10100
+++=   şi cu aceasta afirmaţia este probată. 

 De exemplu:  

 
168

1
24
1

6
1

2
1

7432
1

432
1

32
1

2
1

7
5

+++=
⋅⋅⋅

+
⋅⋅

+
⋅

+= . 

  

14. Clar, dacă k=
na

n
aa

+++ ...21

21
 cu a1,…,an∈ℕ*, atunci 

k≤1+2+…+n=
( )

2

1+nn
. 

Să probăm acum reciproca. Dacă k=1 atunci putem alege 

a1=a2=…=an=
( )

2
1+nn . Dacă k=n  alegem a1=1, a2=2, …,an=n. 

Pentru 1<k<n alegem ak-1=1 şi ( ) 1
2

1
+−

+
= knnai  (căci 

( )

( ) k
knn

knn

k
a
in

i i
=

+−
+

+−
+

+−=∑
= 1

2
1

1
2

1

1
1

). 
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Dacă n<k< ( )
2

1+nn  atunci scriind pe k sub forma k=n+p1+p2+…+pi cu 

n-1≥p1>p2>…>pi≥1, atunci putem alege 1... 111 21
==== +++ ippp aaa şi aj=j în 

rest. 
 
15. Fie n∈ℕ*. Dacă n=a+(a+1)+…+(a+k-1),  (k>1) atunci 

( )
2

12 −+
=

kakn  şi pentru k impar, k este divizor impar al lui n, iar pentru k par, 

2a+k-1 este divizor impar al lui n. Deci oricărei descompuneri îi corespunde un 
divizor impar al lui n.  

Reciproc, dacă q este un divizor impar al lui n, considerăm 2n=pq (cu p 

par) şi fie qpa −=
2
1

2
1

+  şi ( )qpb +=
2
1

2
1

− . 

Se observă că a, b∈ℕ* şi a≤b.  În plus, 

 ( )qp
qpqp

ba ,max
2

=
−++

=+  iar 

 

 ( )qp
qpqp

ab ,min
2

1 =
−−+

=+− . 

Deci (a+b)(b-a+1)=pq=2n.  

Am obţinut că ( ) ( )( ) nabbabaa =
+−+

=++++
2

1...1 . 

(Se observă că dacă q1≠q2 sunt divizori impari ai lui n atunci cele două soluţii 
construite sunt distincte). 
 

16. Vom nota suma x+y prin s şi vom transcrie formula dată astfel:  

               
( ) xssyxyxn +

+
=

+++
=

22
3 22

.                        (1) 

 Condiţia că x şi y sunt numere naturale este echivalentă cu x≥0 şi s≥x, 
x şi s numere naturale. Pentru s dat, x poate lua valorile 0, 1, …,s. În mod 
corespunzător, n determinat de formula (1) ia valorile 

sssssss
+

+
+

++
2

....,,1
2

,
2

222
. Astfel, fiecărui s=0, 1, 2…. îi corespunde o 

mulţime formată din s+1 numere naturale n. Să observăm că ultimul număr al 
mulţimii corespunzătoare lui s este cu 1 mai mic decât primul număr al mulţimii 
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corespunzătoare lui s+1: ( ) ( )
2

111
2

22 +++
=










++

+ sssss . De aceea, aceste 

mulţimi vor conţine toate numerele naturale n şi fiecare n va intra numai într-o 
astfel de mulţime, adică lui îi va corespunde o singură pereche de valori s şi x.  

 
 
8) CAPITOLUL 12 

 
 1. x=y=z=0 verifică ecuaţia. Dacă unul dintre numerele x, y, z este zero 
atunci şi celelalte sunt zero. Fie x>0, y>0, z>0. Cum membrul drept este par 
trebuie ca şi membrul stâng să fie par astfel că sunt posibile situaţiile (x, y 
impare, z par) sau  (x, y, z pare).  
 În primul caz membrul drept este multiplu de 4 iar membrul stâng este 
de forma 4k+2, deci acest caz nu este posibil.  
 Fie deci x=2αx1, y=2βy1, z=2γz1 cu x1, y1, z1∈ℤ impare iar α, β, 
γ∈ℕ*. 

Înlocuind în ecuaţie obţinem 
 ⋅⋅⋅=⋅+⋅+⋅ ++

11
2
1

22
1

22
1

2 2222 yxzyx γβαγβα
1z , astfel că dacă, de exemplu, 

α=min(α, β, γ), 
              (1)        ( ) ( )( ) 111

12
1

22
1

22
1

2 2222 zyxzyx ⋅⋅⋅=⋅+⋅+ +++−− γβααγαβα  . 

 Dacă β>α şi γ>α ⇒α+β+γ>2α  şi egalitatea (1) nu este posibilă 
(membrul stâng este impar iar cel drept este par). Din aceleaşi considerente nu  
putem avea α=β=γ. 
 Dacă β=α şi γ>α din nou α+β+γ+1>2α+1 (din paranteză se mai scoate 
21) şi din nou (1) nu  este posibilă. 
 Rămâne doar cazul x = y = z = 0. 
  

2. În esenţă soluţia este asemănătoare cu cea a exerciţiului 1.  
Sunt posibile cazurile : 

i) x, y pare, z, t impare - imposibil (căci membrul drept este de forma 4k iar cel 
stâng de forma 4k+2).  
ii) x, y, z, t impare, din nou imposibil (din aceleaşi considerente). 
iii) x, y, z, t pare : x=2αx1, y=2βy1, z=2γz1 şi t=2δt1 cu x1, y1, z1, t1 impare iar α, β, 
γ, δ∈ℕ*. 
 Fie α=min(α, β, γ, δ) ; înlocuind în ecuaţie se obţine (2):  

( ) ( ) ( )( ) 1111
12

1
22

1
22

1
22

1
2 22222 tzyxtzyx ⋅⋅⋅⋅=⋅+⋅+⋅+⋅ ++++−−− δγβααδαγαβα . 
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Dacă β, γ, δ >α egalitatea (1) nu este posibilă deoarece paranteza din (1) 
este impară şi α+β+γ+δ+1>2α. 

Dacă β=α, γ, δ >α , din paranteza de la (1) mai iese 2 factor comun şi 
din nou α+β+γ+δ+1>2α+1. 
 Contradicţii rezultă imediat şi în celelalte situaţii. 
 Rămâne deci doar posibilitatea x = y = z = t = 0. 
  

3. Se verifică imediat că (1, 1) şi (2, 3) sunt soluţii ale ecuaţiei. Să 
arătăm că sunt singurele. Fie (x, y)∈ℕ2, 2x≥3, y>1 a.î. 3x-2y=1; atunci 3x-1=2y 
sau   
                                       (1)    3x-1+3x-2+…+3+1=2y-1.  
Dacă y>1, membrul drept din (1) este par, de unde concluzia că x trebuie să fie 
par. Fie x=2n cu n∈ℕ. Deoarece x≠2 deducem că x≥4, deci y>3. Ecuaţia 
iniţială se scrie atunci 9n-1=2y  , sau   9n-1+9n-2+…+9+1=2y-3 . 
 Deducem din nou că n este par, adică n=2m cu m∈ℕ. Ecuaţia iniţială 
devine  34m-1=2y   sau   81m-1=2y , imposibil (căci membrul stâng este multiplu de 
5). 
  

4. Ecuaţia se mai scrie sub forma (x+y+1)(x+y-m-1)=0 şi cum x, y∈ℕ, 
atunci x+y+1≠0, deci x+y=m+1 ce admite soluţiile (k, m+1-k) şi (m+1-k, k) cu 
k=0, 1, …, m+1. 
  

5. Dacă y≡0(2) atunci x2≡7(8) ceea ce este imposibil căci 7 nu este rest 
pătratic modulo 8. Dacă y≡1(2), y=2k+1 atunci x2+1=y3+23=(y+2)[(y-1)2+3], de 
unde trebuie ca (2k)2+3|x2+1. Acest lucru este imposibil deoarece (2k)2+3 admite 
un divizor prim de forma 4k+3 pe când x2+1 nu admite un astfel de divizor.  
  

6. Dacă y este par, x2=y2-8z+3≡0 (8), ceea ce este imposibil. 
Dacă y este impar, y=2k+1, x2=3-8z+8k2+8k+2≡5(8), ceea ce este de 

asemenea imposibil (căci x este impar şi modulo 8 pătratul unui număr impar 
este egal cu 1). 

 
 7. Presupunem că z≠3 şi îl fixăm.  

Fie (x, y)∈ℕ2 o soluţie a ecuaţiei (cu z fixat). Dacă x=y, atunci x=y=1 
şi deci z=3, absurd !.  
 Putem presupune x < y iar dintre toate soluţiile va exista una (x0, y0) cu 
y0 minim. Fie x1=x0z-y0 şi y1=x0.  



 270

Avem : ( ) >+=−⋅ 12
0000 xyzxy 1, deci x1∈ℕ. 

 Cum 
( ) =−+++=++−=++ zyxzxyxxyzxyx 00

22
0

2
0

2
0

2
0

2
00

2
1

2
1 2111  

( ) 111000000
2
000

22
000 2 yxzxxyzxzxzyxzxzyxzxzyx ==−=−=−+= z, adică 

şi (x1, y1) este soluţie a ecuaţiei. Cum x1<y1 iar y1<y0 se contrazice minimalitatea 
lui y0, absurd, deci z=3. 
  

8. Ecuaţia fiind simetrică în x, y şi z să găsim soluţia pentru care 
x≤y≤z.  

Atunci 
xzyx
3111

≤++ ⇔
x
31 ≤ ⇔x≤3. 

 Cazul x=1 este imposibil. Dacă x=2 atunci ecuaţia devine 
2
111

=+
zy

 şi 

deducem imediat că y=z=4 sau {y, z}={3, 6}. 

 Dacă x=3 atunci ecuaţia devine 
3
211

=+
zy

, de unde y=z=3.  

 Prin urmare x=y=z=3 sau  {x, y, z}={2, 4} (două egale cu 4) sau             
{x, y, z}={2, 3, 6}. 
 
 9. Ecuaţia se pune sub forma echivalentă (x-a)(y-a)=a2. Dacă notăm prin 
n numărul divizorilor naturali ai lui a2, atunci ecuaţia va avea 2n-1 soluţii, ele 
obţinându-se din sistemul : 
     x-a=±d 

     y-a=±
d
a2

 , (cu d|a2 , d∈ℕ*).  

Nu avem soluţie în cazul x-a=-a şi y-a=-a. 
  

10. O soluţie evidentă este y=x cu x∈ℚ+*. 
 Să presupunem că y≠x, y>x.  Atunci 

xy
xw
−

= ∈ℚ+*, de unde 

x
w

y 





 +=

11 . Astfel 
x

wy xx







 +
=

11
 şi cum xy=yx  atunci x

x
w yx =








 +
11

 ceea ce 
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dă x
w

yx w 





 +==

+ 11
11

, de unde 
w

x w 11
1

+= , deci 

111,11
+







 +=






 +=

ww

w
y

w
x     (1). 

Fie 
m
nw =  şi 

s
rx =  din ℚ ireductibile. Din (1) deducem că 

s
r

n
nm m

n

=





 +  , de unde ( )

m

m

n

n

s
r

n
nm

=
+ . Cum ultima egalitate este între fracţii 

ireductibile deducem că ( ) mn rnm =+  şi nn=sm.  Deci vor exista numerele 

naturale k, l a.î. m+n=km, r=kn şi n=lm, s=ln. Astfel m+lm=km, de unde k≥l+1. 
Dacă m>1, am avea km≥(l+1)m≥lm+mlm-1+1>lm+m, prin urmare km>lm+m, 

imposibil. Astfel m=1, de unde n
m
nw ==  şi astfel avem soluţia 

111,11
+







 +=






 +=

nn

n
y

n
x  cu n∈ℕ* arbitrar.  

 De aici deducem că singura soluţie în ℕ este pentru n=1 cu                    
{x, y}={2, 4}.  
  

 
11. Evident nici unul dintre x, y, z, t nu poate fi egal cu 1. De asemenea 

nici unul nu poate fi superior lui 3, căci dacă de exemplu x=3, cum y, z, t≥2 
atunci : 

  1
36
31

9
1

4
1

4
1

4
11111

2222
<=+++≤+++

tzyx
, imposibil !. Deci x=2 şi analog 

y=z=t=2. 
  

12. Se observă imediat că perechea  (3, 2) verifică ecuaţia din enunţ.  
Dacă (a, b)∈ℕ2 este o soluţie a ecuaţiei atunci ţinând cont de identitatea 

:  
                                    3(55a+84b)2-7(36a+55b)2=3a2-7b2 

deducem că şi (55a+84b, 36a+55b) este o altă soluţie (evident diferită de (a, b)). 
  
 13. Să observăm la început că cel puţin două dintre numerele x, y, z 
trebuie să fie pare, căci dacă toate trei sunt impare atunci x2+y2+z2 va fi de forma 
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8k+3, deci nu putem găsi t∈ℕ a.î. t2≡3(8). (pătratul oricărui număr natural este 
congruent cu 0 sau 1 modulo 4).  
 Să presupunem de exemplu că y şi z sunt pare, adică y=2l şi z=2m  cu l, 
m∈ℕ.  
 Deducem imediat că t>x, fie t-x=u. Ecuaţia devine 
x2+4l2+4m2=(x+u)2⇔ u2=4l2+4m2-2xu. Cu necesitate u este par, adică u=2n cu 

n∈ℕ. Obţinem n2=l2+m2-nx, de unde 
n

nmlx
222 −+

=  iar  

n
nmlnxuxt

222
2 ++

=+=+= .  

Cum x∈ℕ, deducem că 22222 mlnmln +<⇔+< . 
 În concluzie (1) 

 
n

nmltmzly
n

nmlx
222222

,2,2, ++
===

−+
=  cu m, n, l∈ℕ, n|l2+m2 şi 

22 mln +< . 
Reciproc orice x, y, z, t daţi de (1) formează o soluţie pentru ecuaţia 

x2+y2+z2=t2. 
 Într-adevăr, cum 

 ( ) ( )
2222

22
2222

22 








 ++
=++









 −+
n

nmlml
n

nml , pentru orice l, m, n  

ţinând cont de (1) deducem că x2+y2+z2=t2. 
  

14. Alegem x şi z arbitrare şi atunci cum ( ) ( ) 1
,

,
,

=







zx

z
zx

x , din 

 ( ) ( ) t
zx

zy
zx

x
⋅=⋅

,,
 deducem că ( )zx

z
,

 | y, adică ( )zx
uzy
,

= , deci ( )zx
uxt
,

= . 

 Pe de altă parte, luând pentru x, z, u valori arbitrare şi punând 

( )zx
uzy
,

=  şi ( )zx
uxt
,

=  obţinem că soluţia generală în ℕ4 a ecuaţiei xy=zt este 

x=ac, y=bd, z=ad şi t=bc  cu a, b, c, d∈ℕ arbitrari. 
  

15. Presupunem prin absurd că x2+y2+z2=1993 şi x+y+z=a2, cu a∈ℕ. 

Cum a2=x+y+z< ( ) 7859793 222 <=++ zyx , deducem că a2∈{1, 4, 9, 
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…,64}. Cum (x+y+z)2= x2+y2+z2+2(xy+yz+xz) deducem că x+y+z trebuie să fie 
impar, adică a2∈{1, 9, 25, 49}. 
 De asemenea , din (x+y+z)2>x2+y2+z2 şi 252<1993 deducem că a2=49, 
de unde sistemul 
                               x2+y2+z2=1993 
                               x+y+z=49 
Înlocuind y+z=49-x obţinem (49-x)2=(y+z)2>y2+z2=1993-x2, adică  

x2-49x+204>0, deci 
2
158549 −

<x  sau 
2
158549 +

>x . În primul caz x≥45 

deci x2=2025>1993, absurd. În al doilea caz x≤4. Problema fiind simetrică în x, 
y, z deducem analog că şi y, z≤4, deci 49=x+y+z≤4+4+4=12, absurd. 
 Observaţie De fapt ecuaţia x2+y2+z2=1993 are în ℕ3 doar soluţiile: (2, 
30, 33), (2, 15, 42), (11, 24, 36), (15, 18, 38), (16, 21, 36) şi (24, 24, 29). 
 16. Ecuaţia nu are soluţii în numere întregi pentru că membrii săi sunt 
de parităţi diferite. 

Într-adevăr, ( )2...... 11 n
p
n

p xxxx ++≡++  şi 

 ( ) ( )2...... 1
2

1 nn xxxx ++≡++  sau ( ) ( )21...1... 1
2

1 +++≡+++ nn xxxx ,  de 

unde deducem că ( ) 1...... 2
11 −++−++ n

p
n

p xxxx  este impar, deci nu poate fi 
zero. 

 17. Reducând modulo 11 se obţine că x5≡±1(11) (aplicând Mica 
Teoremă a lui Fermat) iar  x5≡0(11) dacă x≡0(11). 

Pe de altă parte, y2+4≡4, 5, 8, 2, 9, 7 (11) deci egalitatea y2=x5-4, cu x, 
y∈ℤ este imposibilă. 

 
 
9) CAPITOLUL 13 

  
1. Fie A şi B puncte laticiale situate la distanţa 1 între ele prin 

care trece cercul ℭ din enunţ (de rază r∈ℕ*). Vom considera 
un sistem ortogonal de axe cu originea în A având pe AB 
drept axă x′x şi perpendiculara în A pe AB drept axă y′y 
(vezi Fig. 9) 
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                              y 
 
 
                                            C  
 
 
                                           
                        A≡ 0                       B                          x 
 
                                                   Fig. 9 
                                    
 Dacă C este centrul acestui cerc, atunci coordonatele lui C sunt  

(
4
1,

2
1 2 −r ).   

 Dacă  M(x, y) mai este un alt punct laticial prin care trece ℭ, atunci x, 
y∈ℤ şi 

222222
2

2
2

4
1

4
12

4
1

4
1

2
1 rryryxxrryx =−−−+++−⇔=










−−+






 −

=−=−+⇔
4
12 222 ryxyx 14 2 −ry . 

 Ultima egalitate implică 4r2-1=k2 cu k∈ℤ⇔(2r-k)(2r+k)=1 ⇔ 
    
     2r-k=1    sau      2r-k=-1       ⇔ 
     2r+k=1              2r+k=-1 
 

  






=

=

0
2
1

k

r
        sau     







=

−=

0
2
1

k

r
       - absurd !. 

 

 2. Fie 
q
px =  şi 

q
ry =  cu p, q, r∈ℤ, q≠0. 
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 Atunci punctele laticiale de coordonate (r, -p) şi (–r, p) au aceiaşi 
distanţă până la punctul de coordonate (x, y) deoarece : 

                 
2222









−+








−−=








−−+








−

q
rp

q
pr

q
rp

q
pr . 

 Prin urmare, pentru orice punct de coordonate raţionale există două 
puncte laticiale distincte egal depărtate de acel punct.  
 Dacă presupunem prin absurd că a∈ℚ şi b∈ℚ, atunci conform cu 
observaţia de mai înainte, există două puncte laticiale distincte ce sunt egal 
depărtate de punctul de coordonate (a, b).  Astfel dacă cercul cu centrul în 
punctul de coordonate (a, b) conţine în interiorul său n puncte laticiale, atunci un 
cerc concentric cu acesta însă de rază mai mare va conţine în interiorul său cel 
puţin n+2 puncte laticiale, neexistând astfel de cercuri cu centrul în punctul de 
coordonate (a, b)  care să conţină în interiorul său exact n+1 puncte laticiale -
absurd !. Deci a∉ℚ sau b∉ℚ. 
 
 3.  
                             y 
 
 
                    C(0, 1978)                  B(1978, 1978)           
                                              
                                     P     
                                              

0 A(1978, 0)            
                                                                   x 
                                        Fig. 10             
 

Se observă (vezi Fig. 10) că centrul cercului va avea coordonatele   

(989, 989) şi raza 2989 ⋅=r , astfel că un punct M(x, y)∈ℭ ⇔  
                  (1)    ( ) ( ) 222 9892989989 ⋅=−+− yx . 

 Cum membrul drept din (1) este par deducem că dacă (x, y)∈ℤ2,  atunci  
x-989 şi y-989  au aceiaşi paritate.  

 Astfel ( ) 989
2
1

−+⋅= yxA  şi ( )yxB −⋅=
2
1   sunt numere întregi.  
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 Deducem imediat că x-989=A+B  şi  y-989=A-B  şi cum  
(A+B)2+(A-B)2=2A2+2B2,  (1) devine : 
                   (2)      A2+B2=9892 . 
 Observăm că n=9892=232 ·432. Conform Teoremei 1.7. de la Capitolul 
11 ecuaţia (2) va avea soluţii întregi. 
 Prin calcul direct se constată că numărul d1(n) al divizorilor lui n de 
forma 4k+1 este d1(n)=5  iar numărul d3(n) al divizorilor lui n de forma 4k+3 este 
d3(n)=4  astfel că în conformitate cu Teorema 1.7. de la Capitolul 11, numărul de 
soluţii naturale ale ecuaţiei (2) este 4(d1(n)- d3(n))=4(5-4)=4. 
 Cum (0, 0), (0, 989), (989, 0) şi (989, 989) verifică (2) deducem că 
acestea sunt toate, de unde şi concluzia problemei. 
 4. Fie date punctele laticiale Pi (xi, yi, zi), xi, yi, zi∈ℤ, 1≤i≤9. Definim  
f :{P1, …, P9}→{0, 1}×{0, 1}×{0,1}  prin  

                   ( ) 








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








⋅−








⋅−




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
⋅−=

2
2,

2
2,

2
2 i

i
i

i
i

ii
z

z
y

y
x

xPf , 1≤i≤9. 

Cum domeniul are 9 elemente iar codomeniul are 8, f nu poate să fie 
injectivă. Deci există i, j∈{1, 2, …, 9}, i≠j pentru care  f(Pi)= f(Pj),  adică xi- xj 
,yi-yj , zi-zj∈2·ℤ. 

 În acest caz 
2

,
2

,
2

jijiji zzyyxx +++
∈ℤ. Am găsit astfel punctul 

laticial 






 +++

2
,

2
,

2
jijiji zzyyxx

P  care este mijlocul segmentului Pi Pj . 

 Observaţie Problema se poate extinde imediat la cazul a m≥2k+1 
puncte laticiale din ℝk. 
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