EXERCITII
a) ENUNTURI

1) CAPITOLELE 1-5

1. Fie a, b, c€Z numere impare. Sa se arate ca

2
{(xeQ | ax“+bx+c=0}=.
2. Sa se arate ca nu existd un numar finit de numere rationale ry,...,r, a.i.

orice numar x€Q sa se scrie sub forma x=x,1,+...+X,I, cu x;€7Z, 1<i<n .
3.Fiea,b €R, a<b. Si se arate cd [a, b]NQ+D si[a, b] N T=D.

4. Sa se determine k€Z a.i. radacinile ecuatiei kx+(2k-1)x+k-2=0 s
fie rationale.

5. Dacéa,b,c,\/;+x/z+\/Z€Q, (a, b, c=0) atunci\/;,\/z,\/ZEQ.

Generalizare.
6. Si se arate ci 32 ¢ { p+q\/; | p.q,r€Q,r=01}.
7. Sa se determine multimea {a€Q | exista bEQ a.i. 5a *-3a+16=b"}.
8. Daca a, b, c€Q iar peN este un numir prim al.

a+b 3fp+c Yp* =0, atunci a=b=c=0.

9. Sa se demonstreze ca daci ay, ..., a, sunt numere naturale doua cite
doua diferite, nici unul dintre ele nefiind patratul unui numar intreg mai mare
decat 1 si bi,...,bm numere intregi nenule, atunci

bl\/Z+b2\/Z+...+bm\/Z¢0.
1

10. Daca m, n €N*gi ﬁ—ﬂ>0,atunci ﬁ—ﬂ>—,
n n  mn

11. Sa se arate cd existi a, b €l ai. a®eN.

. R 1 . . .
12. Fie acR*, ai a+—€&Z. Sa se arate ca pentru orice n€Z,
a

1
a"+— €.
a"

13. Dacd o €R a.i. cos 7o :%, atunci a€l.

14. Daca a, beN*, ai. %+£ €N, atunci a=b.
a
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15. Sa se arate ca {/E + {E el

16. Fie z , z’ €C al 1+zz'#0 si | z |=|] 2’ |=1. S& se arate ci
z+z'
- ER.
1+ zz
17. Fie zy, ...z, €C al. | z; |=....=| z, |=r # 0. Sd se demonstreze ca
(z; + 2, 29 + 23 )z, + 2, cR.
Z1Z5....2,,

18. FieMcC ai. {z€C||z|=1}SM si pentru orice z;, z, EM =

z,+z,EM. Sa se demonstreze ca M=C.

19. Sa se arate cd numarul natural n este divizibil cu 2 (sau cu 5) daca si
numai daca cifra unitatilor sale este divizibila prin 2 (sau respectiv prin 5).

20. S& se arate ca numarul natural n este divizibil cu 4 (sau cu 25) daca
si numai dacd numarul format din ultimele sale doua cifre este divizibil cu 4
(respectiv cu 25). Mai general, numirul natural n este divizibil cu 2* (sau cu 5%)
daca si numai daca numarul format de ultimele k cifre din scrierea sa in baza
zecimala este divizibil cu 2 (respectiv cu 5Y).

21. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil cu 3 (respectiv cu 9)
daca si numai daca suma cifrelor sale este divizibila cu 3 (respectiv cu 9).

22. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil cu 11 daca si numai
daca suma alternanta a cifrelor sale este divizibila cu 11.

23. Sa se arate cd numarul natural n este divizibil cu 17, respectiv cu 49,
daca si numai daca diferenta, respectiv suma, dintre dublul numarului obtinut din
numarul dat suprimandu-i ultimele doud cifre si numarul format de cifrele
suprimate in ordinea in care se afld in numarul dat sunt divizibile cu 17, respectiv
cu49.

24. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil cu 17, respectiv cu 59
dacad si numai daca diferenta dintre triplul numarului obtinut din numarul dat
suprimandu-i ultimele trei cifre si numdrul format din cifrele suprimate in
ordinea in care se afla in numarul dat este multiplu de 17, respectiv 59.

25. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil cu 97, respectiv cu
103, dacd si numai daca suma, respectiv diferenta, dintre triplul numarului
obtinut din numarul dat suprimandu-i ultimele doua cifre si numarul format din
cifrele suprimate in ordinea in care se afla in numarul dat este multiplu de 97,
respectiv 103.

26. Si se arate cd numarul natural n este divizibil cu 101 daca si numai
daca despartindu-1 in grupe de céate doud cifre incepand de la dreapta, diferenta
dintre suma numerelor formate de grupele de rang impar si suma numerelor
formate de grupele de rang par este divizibila cu 101.
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27. Sa se arate ca numarul natural n este divizibil prin 10k+1 daca si
numai daca suprimandu-i ultima cifra si scazand respectiv adunand de k ori cifra
suprimata se obtine un numar divizibil cu 10k=1. Ca aplicatie sa se enunte criterii
de divizibilitate cu 19, 29, 49, si 21, 31, 41.

28. In ce sistem de numeratie este valabila inmultirea 25x314=10274 ?

29. In ce baza 297 este divizor al lui 792 ?

30. In orice sistem de numeratie, numarul 10101 este divizibil cu 111.

31. In orice bazi mai mare ca 7 numarul 1367631 este cub perfect.

32. Un numar natural este divizibil cu 2, in sistemele de numeratie cu
bazd para, dacd si numai dacd ultima sa cifrd este para, si in sistemele de
numeratie cu baza impara, daca si numai daca numarul cifrelor impare este par.

33. Un numar natural este divizibil cu 3, in sistemele de numeratie cu
baza b=3m, daca ultima sa cifra este multiplu de 3, in sistemele de numeratie cu
baza b=3m+1, dacd suma cifrelor sale este multiplu de 3, in sistemele de
numeratie cu baza b=3m-1, dacd diferenta intre suma cifrelor de ordin par si
suma cifrelor de ordin impar este multiplu de 3.

34. Sa se arate cd diferenta dintre un numar natural §i inversul sdu,
scrise in baza b, se divide cu b-1. Daca numarul cifrelor numarului dat este
impar aceasta diferenta se divide si prin b+1.

35. Un numadr natural scris in baza b se divide prin bk+1 sau bk-1
(unde k este tot natural) daca si numai daca suprimandu-i ultima cifra si scazand
respectiv adunand de k ori cifra suprimata se obtine un numar divizibil prin bk+1
sau bk-1.

36. Se asaza cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 intr-o ordine oarecare i se
obtine numarul n in sistemul de numeratie cu baza 12, apoi intr-o altd ordine

oarecare si se obtine numarul m (in aceiasi baza). Sa se arate ca n{m.

37. Sa se arate cd oricare ar fi numdrul n scris in sistemul de numeratie
cu baza 10, exista un alt numar de n cifre, scris doar cu cifrele 1 si 2 divizibil prin
2", Sd se studieze problema si in sistemele de numeratie cu baza 4 si 6.

38. Sd se demonstreze cd in sistemul de numeratie cu baza 6, nici un
numar format din mai multe cifre, toate egale, nu este patrat perfect.

39. Sa se arate ca in sistemul de numeratie cu baza 12, nici un numar
format din mai multe cifre, toate egale nu poate fi patrat perfect.

40. Sa se demonstreze ca in sistemul de numeratie cu baza 6, nici un
numar cu toate cifrele egale nu este cub perfect.

41. Sa se demonstreze cd pentru orice numar natural N avem :

1 . DT . .
> re unde S(A) este suma cifrelor numarului A (in scrierea zecimala).
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2) CAPITOLUL 6

1. S& se arate cd pentru n>4 numarul 1!+2!+...+n! nu este patrat perfect.

2. FieneN.
i) Sasearateca 16 |24n>+ 8n.
ii) Sa se deduci de aici ci restul impartirii lui (2n+1)* prin 16 este 1.

iii) Daca exista xj,..., x,eN a.i. 16n+15= x? + x‘é + ...+ xi , atunci
k >15.
LT - A r
3. Si se arate ca daci £ si — sunt fractii ireductibile a.1. L —=1,
q s q S
atunci g=s.

4. Si se arate ca dacd a, be N, atunci (a, b)[a, b] = a-b.

5. Fie Xy, Xp,....X,€{Z1} a.l XX + XoX3 +...+ XX, + X,X; = 0. S& se
demonstreze ca 4|n.

6. S& se demonstreze cd pentru orice numar prim p, numarul:
11...122...233...3...99...9 -123456789 se divide prin p.
T
pori pori pori port

7. Dacd neN" atunci cea mai mare putere naturala a lui 2 ce divide pe
[(1++/3 " este n+1.

8. Daca p=3 este un numar prim, atunci:

[(/5+2)7] - 27" = 0(p)

9. Si se arate ca pentru orice numar natural neN” exponentul maxim al
Iui 2 in (n+1)(n+2)...(2n) este n.

- - . - * . . .o .
10. Sa se arate cd orice numar natural neN" admite multiplii ce se scriu
in sistemul zecimal doar cu 0 si 1. Sa se deducd de aici cd orice numar natural

neN a.i. (n, 10)=1 admite multiplii in care toate cifrele sunt 1.

11. Sa se arate cd dacd a, m, neN" iar n este impar, atunci (a"-1,a™+1)
este 1 sau 2.

12. Dacd a, m,neN" si m#n, atunci :
n n 1 daca a este par
(a2 +1,a° +1)=
2 daca a este impar

13. Fie neN’ si x:[(2+ﬁ )"]. Atunci % este patratul unui

numar natural.
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14. DacaneN, n>2, atuncin ¢ 2" —1.

15. Dac p este un numar prim, atunci C § »,=2(p)
16. Fie p un numar prim iar a, beN a.i. a>b. Atunci C ZZ ECZ (p)-

17. Dacda, b, ceN", atunci ([a, b], ¢)=[(a, ¢), (b, ¢)].

18. Dacd a, b, ceN*, atunci [a,b,c]= M.
(a,b)(a,c)(b,c)
[a,b,c]”  (ab,c)’

19. Daca a, b, ce N*, atunci = .
[a,b][b,c][e,a]l  (a,b)(b,c)(c,a)

20. Fie a,, a,, a3, a4, ase€Z. Daca:

3 3
i) 9| Zaz ,atunci 3| ay -
k=1 k=1

B 5
i) 9] Y ay ,atunci 3 [T,
k=1 k=1
21. Sasearateca 2°7'"%_.2=0(2.73-1103).

5
22. Sdsearatecd 2° +1=0(641).
23. Sa se rezolve sistemul:

x=1(7)
x=4(09)
x=3(5)

24. Fie feZ[X] sin=p|" ...p f” descompunerea lui n in factori primi. Sa

se arate cad f(x)=0 (n) are solutie dacd si numai dacad f(x)=0 (p 7 ) are solutie

pentrui=l1, 2, ....t.
25. Sa se arate ¢ x* = 1 (2°) are o solutie dacd b=1, doua solutii daca
b=2 si 4 solutii dacad b>3.
26. Factorialul caror numere naturale n se termina in 1000 de zerouri ?

(2m)!'(2n)!

27. Daca m, neN, atunci
m!n!(m + n)!

28. Daca d,,d,,...dy sunt toti divizorii naturali ai unui numar natural

n>1 atunci (d,d,...dy)*=n".
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29. Fie A:L+L+...+; si
1-2 3-4 1997-1998
1 1 1

B= + +..+
1000-1998 1001-1997 1998-1000

R | X

Aratati ca 2 eN".

30. Demonstrati ca un produs de opt numere naturale consecutive nu
poate fi patratul unui numar natural.

31.Fie a, b, cEZ ali. atbtcla’+b*+c”.

Demonstrati ca existd o infinitate de valori naturale distincte ale lui n
pentru care a+b+cla™+b"+c".

32. Dacd neN si a,=1"+2"+3"+4" atunci ultima cifra a lui a, este 4 daca
n=0(4) si 0 in rest.

U 1 ) .
33. Demonstrati ca E+§+...+— ¢ N pentru orice neN", n>2.
n

34. Sa se demonstreze ca pentru orice numdr impar a se gaseste un
numdr natural b a.i. 2°-1 se divide la a.

3) CAPITOLUL 7

1. Fie a, b, c, deN" ai. ad=bc. Si se arate ca atb+c+d nu poate fi
numar prim.

2. Determinati toate numerele naturale nEN pentru care numerele n+1,
n+3, nt+7, n+9, n+13 si n+15 sunt simultan prime.

3. Determinati toate numerele naturale nEN pentru care numerele n,
n+2, n+6, n+8, n+12, si n+14 sunt simultan prime.

4. Sa se determine numerele prime p pentru care p | 2°+1.

5. FieneN aJi. 2"+1 este numar prim . Atunci n=0 sau n=2", cu meN.

6. Daca p este un numdar prim p>3, atunci 4p>+1 se poate scrie ca o
suma de trei patrate de numere naturale.

7. Dacda n>10, atunci pf <2" (p, fiind al n-ulea termen din sirul
numerelor prime).

8. Fie p un numar prim si by, b,, ..., b, numere Intregi cu 0<b;<p pentru
orice 1<i<r. Sa se arate ca utilizdnd numerele b;, b,, ..., b, se pot forma r+1
sume ce dau resturi diferite la impartirea prin p.
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9. Dacd p este un numar prim arbitrar, atunci din orice 2p-1 numere
intregi se pot alege p a.i. suma lor si se divida prin p.

10. Daca n>2 este un numar natural oarecare, atunci din oricare 2n-1
numere Intregi se pot alege n a.1. suma lor sa se divida prin n.

11. Demonstrati ca orice numar natural n>7 se poate scrie sub forma
n=atbcua, bEN, a, b>2 i (a, b)=1.
12. Demonstrati cd pentru orice k>3,

Px+11Pr+2 =piP2.--Pk -
13. Pentru fiecare nEN" notim prin q, cel mai mic numar prim a.i.

qufn. S se arate ca lim I _ 0.
n—w n

1
14. Sa se arate ca pentru n>12, L
Py 3

15. Sa se arate ca pentru orice n=>230, pyi1<3 Pua-

4) CAPITOLUL 8

1. Si se determine toate numerele n€N" pentru care ¢(n!)=2".

2. Daca m, n€N’, atunci go(m . n) < wlgoimz ’ ¢in2 ) .

3. S& se arate ca un numadr natural este perfect (adica o(n)=2n) daca si
numai daca n=2'(2""'-1), cu tEN iar 2'"'-1 este numar prim.

- - . *
4. Sa se demonstreze ca pentru orice n€N

1)+ 7(2)+ ...+ 7(n) = {%} + {g} +ot {%} :

(unde reamintim c& t(n) =numarul divizorilor naturali ai lui n).

- - . *
5. Sé se demonstreze cd pentru orice n€N

0(1)+a(z)+...+a(n):H+2.H+.“+nm

(unde reamintim cd o(n)=suma divizorilor naturali ai lui n).

- - . *
6. Sa se demonstreze ca pentru orice n€N

- 5{[2]-[2=1]).

7. Dacd x€R si neN’, atunci
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[x]+{x+%}+[x+%}+...4{x+nlzl}:[nx].

< < < ln—1
8. Sa se demonstreze ca pentru un numar natural n>2, ( )

7\n
_ ()
n—1 n
daca si numai daca n este prim (n(n)=numarul numerelor prime mai mici decat n)

- . .. ol\n!
9. Sa se demonstreze cd  lim =
n—w© pn !

10. Fie NN ai. f(mn)=f(m)f(n) pentru orice m, n€N" iar (py)i=o

. . . . 1
sirul numerelor prime. Daca f(py)=k+1 pentru orice kEN, atunci ) —— =2

a1 f2(n)

5) CAPITOLUL 9

. 15 6 ) .( 335
1. Sasecalculeze | — |, | — | si | ——|.
71 35 2999

2. Sa se arate ca existd o infinitate de numere prime de forma 4n+1, cu

neN.
3. Daca p>5 este un numar prim, atunci:

[_3) 1 daca p=1 (6)

-1 daca p=-1 (6)
4. 2. Sa se arate ca exista o infinitate de numere prime de forma 6n+1,

cuneN.
5. Si se stabileasca daca congruenta x°=10 (13) are sau nu solutii.
6. Aceiasi chestiune pentru congruenta x’=21 (23).

7. Daca p este un numar prim de forma 6k+1, atunci exista x, yeN a.i.
p:3x2+y2.

6) CAPITOLUL 10

1. Sa se arate ca:

Va? - =(a—11,2a-2), Vaz—a:(a—1;2,2a—2), pentruaeN, a>?2.

2. Daca a este un numar par, a>2, atunci
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Va? +4 =(a; a 2_ ! ,l,l,aT_l,Za) iar dacd a>4 atunci

Vo —4=(@-11222 0,272 194 2)
2 2

3.Dacd aeN, atunci V4a’ +4 = (2a;a,4a) .
4 Daci a, neN, atunci

\(na)* +a = (na;2n,2an)

(I’la)2 +2a = (na;n,2na)

J(na)* —a = (na-1;12n-2,12(na—1) ) (n>2).

5. Sa se determine numerele naturale de 3 cifre E a.l

317 | xyz398246.

6. Fie a=[ag;ay, ..., 8y, ay+1, -. ., Aope1] UNAE a4 =24+, 1<1<0.
Daci notam redusele lui o prin 7, = 2% | atunci = p2+p2 s
aca notdm redusele lui o prin 7, = ,atunci p,,. = p, + P Si
n
2, 2 .
qs, =4, + 9,1, pentruorice neN.
pn
qn

7. Fie a=[l;ay, ..., ay, ay, ..., &, ;] lar 7z, = a n-a redusa a lui

* -1
o.(neN"). Sd se arate cd ¢q,, = PP =7
Pan T Pans

8. Daca 7, = P este a n-a redusi a fractiei continue atasata lui 2

9n
atunci :
lim{qu]\E}:l—ﬁ.
n—o |\ 2o 2
9.Dacd 7, = P este an-a redusa a lui +/2 , atunci:
qn
1) pn+1:pn+2qn 11) qn+1:pn+qn
iii) Ppr1=qur1tdn V) 6P+ 1=Pns3tPn-t (123)
V) 6Qn+1=qni2t 1 (n=3) Vi) Pn+1=6(Pn-Pn-2) TPn3 (123)

Vii) Qi =6(qn-Gn1)+dns (03)  viii) p; -2q 5 =(-1)"
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X)P -1 PaPa2=2(-1)"" (n22)
10. Si se demonstreze ¢ pentru orice a€N numitorii reduselor de rang par ai

fractiei continue a lui va? +1 sunt numere naturale impare, iar cei de rang impar
sunt numere naturale pare.
11. Sa se dezvolte in fractie continud VD cu D=[(4m*+)n+m]*+4mn+1, m,

neN.

7) CAPITOLUL 11

Sq<l.
n+l n

1. Fie qeQ, 0<g<l. Si se arate ci existi neN" a.i.

S3 se deducd de aici ca orice qeQ cu 0<g<I se poate reprezenta sub
k

forma q=),
i=01; +

cu n;eN toate distincte si keN". Si se efectueze aceastd

descompunere in cazurile particulare =l i =ﬂ
p p q ” S1Qq 0

2. Sa se arate cd orice numar natural n se poate reprezenta in mod unic
sub forma:
n=ey+3e + ... +3kek
unde pentru orice i, 0 <1<k e;e{-1,0, 1}.

< . . N D d .
3. Sa se arate cd orice fractie subunitara ireductibila 5 se poate scrie

sub forma:
a 1 1 1 «
—=—+ +ot unde q,...,q.eN", 1025, .<q, -
b g q.19, 9192--9n

4. Demonstrati cd orice numar intreg n admite o infinitate de
reprezentiri sub forma n = x*+ y*-z’ cu x, y, z numere naturale > 1.

. - - 2k * . - k
5. Demonstrati ¢d numarul 37 (cu keN") se poate scrie ca sumi a 3
numere naturale consecutive.

6. Demonstrati ¢a nici unul dintre numerele lui Fermat F,=2 +1 cu
n>1 nu se poate scrie sub foma p+q, cu p si q numere prime.

7. Demonstrati ca pentru orice ze Z,un numar rational x>1 se poate scrie
sub forma:
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x=(1 +%)(1 +ﬁ)...(1 +ﬁ) ,cuseNsikeZ, k>z.

8. Sd se arate cd orice numdr prim p>3 se poate scrie in mod unic ca
diferenta a doua patrate de numere naturale.

9. Care numere naturale pot fi scrise ca diferentd de doud patrate de
numere intregi ?

10. Sa se arate ca numerele intregi de forma 4m+3 nu se pot scrie sub

forma x*-3y” cu x, yeN.

11. Si se arate ci dacd n se poate scrie sub forma x*-3y” cu x, yeN,
atunci n se poate scrie sub aceastd forma intr-o infinitate de moduri.

12. Daca p este prim, p>3 atunci 4p>+1 se poate scrie ca sumi de 3
patrate de numere naturale.

< . . S m o
13. Sa se arate ca orice fractie ireductibila — cu 0<— <1 poate fi scrisa
n n

sub forma:

m 1 1 1
—=— .t —

noq 9 q,
unde q;eN" pentru 1< i <ra.i. q;<q»<...<q si qu| Qi1 pentru orice 2<k <r.

. - - * . . -
14. Demonstrati cid daca neN , atunci orice numdr

+1 . 1 2
ke{l, 2, @} se poate scrie sub forma k:—+—+...+L cu a,

a; a4y ay

.
a,...a,EN".

15. Sa se arate ca numarul descompunerilor unui numar natural nenul n
ca suma de numere naturale nenule consecutive este egal cu numarul divizorilor
impari ai lui n.

16. Sa se demonstreze ca orice numar natural n poate fi scris sub forma

2
(x + y) +3x+y
2
este unica.

, unde x §i y sunt numere naturale si ca aceastd reprezentare

8) CAPITOLUL 12

I. Sa se arate ci in Z° ecuatia x’+y*+z’=2xyz are numai solutia
banala (0, 0, 0).
2. Si se arate ci in Z° ecuatia x’+y*+z’+t> =2xyzt are numai

solutia banala (0, 0, 0, 0).
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3. Sa se arate ci in N? ecuatia 3*-2°=1 admite numai solutiile (1, 1) si
2, 3).

4. Si se rezolve ecuatia x’+y’+2xy-mx-my-m-1=0 in N? stiind ci

. Si se arate ¢i ecuatia x*-y’=7 nu admite solutii (x, y)ENZ.
. Si se arate ci ecuatia x*-2y’+8z=3 nu admite solutii (x, y, z)EZ".

.Daci x, y, zEN iar x*+y’+1=xyz, atunci z=3.
< N o111

. Si se rezolve in N*? ecuatia —+—+—=1.
X y z

0 9 N W

- 111 .
9. S se rezolve in Z* % ecuatia —+— =— unde a€Z".
X y a
10. Sa se rezolve in Q4 ecuatia x’=y" .
. o1 1 1 1
11. Sa se rezolve in N"* ecuatia — +—+—+—=1.
d 2 222
X y z t
12. S se demonstreze ci exista o infinitate de perechi (x, y)EN? pentru
care 3x%-7y*+1=0.

13. Si se rezolve in N * ecuatia x*+y*+z°=t".
14. Sa se determine X, y, z, tEN pentru care xy=zt.

15. Daca x, y, z€N a.l x2+y2+22:1993, atunci x+y+z nu este patrat
perfect.

16. Daca n, peN’, atunci ecuatia xl++x) :(xl +..4x,)" +1 nu

are solutii In numere intregi.
- - . 2 e A .
17. Si se arate cd ecuatia y’=x"-4 nu are solutii intregi.

9) CAPITOLUL 13

1. Sa se demonstreze ca dacad un cerc avand raza de lungime un numar
natural trece prin doud puncte laticiale situate la distanta 1 unul de celalalt, atunci
pe circumferinta sa nu se mai afla nici un alt punct laticial.

2. Sa se demonstreze cd daca pentru orice numar natural n exista in plan
un cerc de centru avand coordonatele (a, b) ce contine in interiorul sau exact n
puncte laticiale, atunci a si b nu pot fi simultan rationale.

3. Fie € cercul circumscris patratului determinat de punctele laticiale de
coordonate (0, 0), (1978, 0), (1978, 1978) si (0, 1978).
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Sa se demonstreze cd € nu mai contine pe circumferinta sa nici un alt
punct laticial diferit de cele patru varfuri ale patratului.

4. Sa se demonstreze ca oricare ar fi 9 puncte laticiale in spatiu, exista
cel putin un punct laticial situat in interiorul unui segment determinat de punctele
date.

b) SOLUTI
1) CAPITOLUL 1-5

1. Fiex =2 €Q cu p, q€7Z, q#0. (putem presupune ca p si q nu sunt
q

simultan pare).

ap2 +bpq+cq2

q2

(p, q impare) sau (p par, q impar) si (p impar, q par) numarul ap” +bpg+cq” este

Atunci ax? +bx+c = . Cum 1in fiecare din cazurile

impar (cdci prin ipotezd a, b, ¢ sunt impare) deducem ci ax’+bx+c#0 pentru

orice x€Q, de unde concluzia.

Di
qi

x€Q si se scrie sub forma x = xyr+...+ x,1, cu x;€Z, 1<i<n. (evident p; ,

2. Presupunem prin absurd ca existd r, =—-€Q, 1<i<n a.i. orice

qi €Z i q;i#0, 1<i<n).
in mod evident nu este posibil ca pentru orice 1 <i<n, r,E€Z (cici atunci

putem alege x€Q\Z si nu vor exista xi, ..., X,€Z a.l. x=x11+...+ X,I,).

Astfel, scriind 7, = P cu (p;, q))=1 exista indici i a.i. 1<i<n si q;#=1.

1

1 . .
Sa alegem q€7Z ai. q 1q;...qn. Alegind x =— ar trebui sa existe xy, ... ,
q

1 1 ,
X,EZ al. —=xir+.. X I, & — = (cu ¢ €Z*) & qy-...nq, =a-q, de

q 9 4149,
unde ar trebui ca q |q;...q, - absurd.

3. Sa ardtam la inceput ¢i [a, b]NQ= .
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(b—a):l,deunde

Fie m = ! +1>1 ;decim(b—a)>1
b—a b-a b

—a
mb-ma>1, adica mb>ma-+1.
Deci mb>[mb]>ma. Notadnd [mb] =k avem c& mb>k>ma.

Astfel, ma<k<mb, de unde a < L3 <b,deci K €[a, b]NQ.
m m

Sd demonstram acum ci si [a, b]JNI*=CJ. Pentru aceasta fie
s€(a, b)NQ sire(a, r)NQ. Atunci (r, s)C(a, b) cur, s €Q si pentru orice m, n

€Z" avem ﬁ\/EEI. Daca 26(0, s-r)NQ atunci 0<2£x/5<s—r si
n q q

21\6 €l. Cum reQ, r+2£\/5 E(r, s)NI si cum (r, s)C(a, b) deducem ca
q q

r+2£ﬁ E(a, b)N1, adica (a, b)NI=D.
q

4. A=(2k-1)*-4k(k-2)=4k*-4k+1-4k*+8k=4k+1. Pentru ca radicinile

_ 1-2k 4k +1

L2 2k
Scriind ¢i n=2p+1 cu pEZ obtinem ci 4k+1=(2p+1)*=4p™+4p+1, de

€Q trebuie ca 4k+1=n”, cu n€Z.

unde k=p”+p cu peZ.

5. Daca x:JZ+JZ+JZ €Q, atunci x—\/_:\/z+\/z, de unde
x2 —2x\/;+a:b+c+2\/a egalitate pe care o scriem sub forma
a—2x\/_:2\/§ (cu a=x>+a-b-c €Q). Ridicind din nou la patrat
deducem ci a? +4dax’ —4a - x\/_ =4bc .

Dacid a-x # 0, atunci in mod evident \/; €Q.
Daca «a-x=0, atunci a=0 sau x=0. (dacda x=0 atunci

Ja =B =c=0cQ,

Dacid «a =0, atunci x°= - atb+c sau

a+b+c+2\/ﬁ+2\/z+2\/b_:—a+b+c
< 2a+ 2\/5 + 2\/5 + 2\/c_ =0, de unde a=ab=bc=ac=0.
Daca b=0, (cum a=0) deducem ci x = Je Q.
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Daci c=0 atunci \/_ =0€eQ.

in toate cazurile am ajuns la concluzia ca \/; + \/Z €Q. Notand din nou
y :\/;+\/EEQ deducem ca y—\/;: \/Z deci y2 —2y\/;+a =b, de unde
2y\/_ =y +a-b.

Daca y+0 atunci din nou Ja €Q si deducem imediat ca si Jb €Q pe

cénd daca y=0, atunci \/_ = \/_ =0€Q.
Observatie Procedand inductiv dupd n deducem ca daca ai, ..., a,

\/_+ +\/_EQ atunci \/_,\/a_, \/_EQ pentru orice n€N",

6. Dacda q =0 sau \/7 €Q concluzia este clara.

Sa presupunem ca q+0 si Jr ¢ Q. Daca prin absurd 2= p +q\/;
atunci 2= p> +3¢%pr+ \/7(3qp2 + q3r), de unde p*+3q°pr =2 si 3qp°+q’r=0.
Din 3qp*+q’r=0 =q3p*+q’r)=0 si cum q#0 deducem cd 3p*+q°r=0, adicd p=r=0
si atunci obtinem contradictiile: 0=2 si \/; Q.

7. Avem de gasit solutiile (a, b)€Q? pentru care 5a2—3Aa+16:b2.
Observam cd o solutie particulara este (0, 4). Fie a=a; si b=b;+4. Inlocuind

b
obtinem ca 5a{ —b{ —3a, —8b, =0 . Pentru (a;, b;)#(0, 0) avem —- = 2

a n
(m, n)=1.
2

. . m . 3n” +8mn « . <
Inlocuind b; =—a; obtinem a; = ————- astfel ca multimea ceruta

n 5n —m

3n% +8
este {a€Q| a = 2" o n €Z, (m, n)=1 1.

—’
5n2_ 2

8. Scriem egalitatea (%) a+b-3/p +c-3ﬂp2 =0 sub forma
b-3/p+c-Yp* =—a. Inmultind ambii membri ai lui (%) cu {/; obtinem

a-3p+b-3p* =—cp, de unde sistemul
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b-3 p+c~§/p_2:—a
a'{/;+b«3\/p_2:—cp

Inmultind prima ecuatie a lui (% *) cu —b iar pe a doua cu c, prin

(% %)

adunare obtinem 3/p -(ac—b2 =ab-c’p, de unde ac=b’ si ab=c’p. Atunci

abe=c’p, adicd b’=c’p, de unde b=c=0 (cici in caz contrar am deduce ci

Ip = b €Q - absurd). Rezultd imediat ca si a=0.
c

9. Pana la n=4 se demonstreaza ugor prin reducere la absurd, ridicand de
cateva ori la patrat ambii membri (grupati in mod convenabil). In cazul general,
vom face o demonstratie prin inductie dupa numarul factorilor primi diferiti py,
P2, --., pr care divid pe cel putin unul dintre numerele a;. Este util sd se
demonstreze prin inductie o afirmatie mai tare:

Exista numere intregi ¢, dy, ..., ¢, d., a.1. d;#0, ¢;>1, toti divizorii
primi ai numerelor c¢; fac parte dintre p;, ...,p, si produsul

(al1 \/Z+...+de \/ZXbl \/Z+...+bn \/Z) este un numair intreg nenul.
Vom nota S:(bl\/z-i-..ﬁbn@) si S':(dl\/z+...+de\/Z) .

Daca r=1, atunci S are forma b,/ p, +b2\/T si se poate lua
S’=b,\[p, —b, , atunci SS'=b?p, —b2? #0.

Presupunem acum ca r>2 si ca afirmatia noastra este adevarata pentru
toate valorile mai mici decat r.
Vom nota prin Sy, ..., Sg sumele de forma S, +...+ 8,1/, ,unde

B; sunt numere intregi, o; sunt numere intregi pozitive libere de patrate, cu
divizorii primi cuprinsi intre py, p2, ---, Pr1> S1, ---, Sg dacd nu se precizeaza
contrariul, se pot egala cu 0.

Suma S poate fi scrisa sub forma S=S,+S,,/p, ,unde S,#0. Dupa
presupunerea de inductie existd o astfel de suma S, a.i. f=S;S, este un numar
intreg nenul. Produsul S;S are forma S;85=8,5+fp, =S, +fp,, cu

f+0. Ramane de demonstrat cd S5 = (S35, — f -S54/ P, )S :Sf —fzpr #0.

Daca S,=0, atunci este evident. Presupunem ca S;+#0. Fie

S=p\a, +...+ B, 4, ; dacd m=1, atunci S, =piJo, ;5 Atunci
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S f —f? P, = ﬁlzal -f? p, #0 (intr-adevar, ﬁlzal se divide printr-o putere
pari a lui p,, iar f°p, printr-una impara).

Daca m>1, atunci S, poate fi scrisd sub forma S, =S¢+, \/; , unde
p este unul dintre numerele prime pi, pa, ---, Pr1> S637#0 si numerele de sub
semnul radicalului din sumele S¢S; nu se divid prin p. Atunci
Ss = Sg +S72p—f2pr +285¢S5 \/; # (0 datorita ipotezei de inductie, pentru ca
2S6S7#0.

Din nou din ipoteza de inductie se gaseste un S a.i. S5S¢ este un numar
nenul g. Vom lua S'= S5 (S35, — f -S54/ p, ) . Atunci SS'= SsSg=g.

Observatie In particular, dacd b; sunt numere rationale oarecare si a;
numere naturale diferite doud cate doud, mai mari decat 1 si libere de patrate

(i=1, 2, ..., n; n>1), atunci numarul (b1 Ja, +..+b,4a, ) este irational.

10. Din \/7 _n > (0 deducem ca 7n2—m2>0, adicd 7n>m*>1.
n

Sa aratam de exemplu ca egalititile 7n*-m’=1, 2 sunt imposibile.
Si presupunem prin absurd ci egalitatea 7n’-m’=1 este posibila.
Obtinem ¢ 7n’=m*+1.

insa dacd m=0 (7) =m>1=1 (7), absurd.
Dacid m=1 (7) =m*+1=2 (7), absurd.
Dacd m=2 (7) =m*+1=5 (7), absurd.
Dacid m=3 (7) =m*+1=3 (7), absurd.
Dacid m=4 (7) =m*+1=3 (7), absurd.
Dacd m=5 (7) =m*+1=5 (7), absurd.

Dacid m=6 (7) =m’*+1=2 (7), absurd.
Sa presupunem ci si egalitatea 7n°-m’=2 este posibila, adica 7n’=m’+2.

Dacid m=0 (7) =m*+2=2 (7), absurd.
Dacid m=1 (7) =m*+2=3 (7), absurd.
Dacd m=2 (7) =m*+2=4 (7), absurd.
Dacd m=3 (7) =m*+2=4 (7), absurd.
Dacd m=4 (7) =m*+2=4 (7), absurd.
Dacd m=5 (7) =m*+2=8 (7), absurd.
Dacid m=6 (7) =m*+2=3 (7), absurd.
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2 / 2
R . . 3+
in concluzie 7n*-m?*>3, de unde 7 > 3+m ,adica V7 > Norm
n n

Este suficient sa demonstram ca
V3+m? m 1 V3+m?  m?+1
—_— >

n n mn n mn

2
m

—1<:>m2(3+rr12)>(m2 +1)2 =

< A3+m? >

m*+3m*> m*+2m’*+1 om’ >1, ceea ce este adevarat.

\ 9
1. Stimcd 2 2% =9, deunde V2" *° =3 (2" =3 N

Putem alege a = J2elsib= log, 9 €.

.. 1 1 1 _ 1
12. Scriind ¢ |a+—|a"+—|=|a"" + +la" !+ ,
a an an+1 an—l

. 1 1 n 1 _ 1 o A
adica o™+ == [a + —](a + —] - (a” Ty 1 ] totul rezultd ficand
a” a a” a™”

inductie matematica dupa neN.

< - 1 |
Dacd n= - m €7, cu meN avem cid a”" +—n:am +—— si facem
a a

inductie matematica dupa me N.

m x . mm\ .
13. Dacd a =— €Q cu neN’, atunci cos(lv—j ia cel mult 2n
n n

valori distincte atunci cand kEN. (pentru aceasta este suficient s ne reamintim
- o qe .+ . .. 2 N o
cd radacinile ecuatiei x™-1=0, care sunt in numir de 2n, sunt date de (1):

2k . . 2krm k .k — .
X, =cos——+isin——=cos—rz +isin—z, 0<k<2n-1 §i cd pentru orice
2n 2n n n

valoare a lui k, In afard de cele aratate mai sus, nu obtinem numere x; distincte de
cele date de (1)).

- . o m . *
Sa presupunem acum prin absurd cd & =— €Q, cum,n €Zsin €N,
n

Vom demonstra ca pentru t:2k, ke N*, cos(ma) ia o infinitate de valori

distincte si din acest fapt va rezulta cd presupunerea aEQ este falsa.
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Pentru aceasta vom utiliza identitatea cos2x =2cos>x—1.
1 2 ..
Cum x=ar avem cos(2ar)= 25—1 :6—1 (cu 2 ce nu se divide

prin 3).
In continuare scriem

2
2 98 98
cos(zzmx): 200s2(27ra)—1 =2 —-1| -1=—F~-1=—-~-1 (cu 98 ce nu se
9 34 32
divide prin 3).
Sa presupunem acum ca cos(Zk aﬂ) = ; —1 (cu r nedivizibil prin 3) si
sd aratam ca cos(ZkJrl aﬂ) = —1 (cu s nedivizibil prin 3).
intr-adevar,
2
cos(zk“wt): 200s2(2ka7r)—1 =2 [ i 1] =1, unde
32 2

k k+1
s = 2'(1"2 —2r-3% 437 ) (evident cum r nu se divide prin 3 atunci nici r* nu
se divide prin 3, deci nici s nu se divide prin 3).

T 1 (cu 34r) pentru orice kEN si astfel concluzia

Deci cos(zk 0!72')= o

problemei este imediata.

14. Fie %+ 2 _k cukeN. Atunci a*b>—kab < a>+b>-kab=0.
a
Cum A, = k’b*-4b’=b*(k*-4), pentru ca a€N trebuie ca expresia k’-4 sa fie
patrat perfect, adica k*-4=s’ (cus€Z) < k’-s=4 < (k-s)(k+s)=4 =

(1) | k-s=-4 sau (2) | k-s=-2 sau (3)| k-s=4 sau
k+s=-1 k+s=-2 k+s=1

4)| k-s=2 sau (5) | k-s=-1 sau (6)| k-s=1
k+s=2 k+s=-4 k+s=4

in cazurile (1), (3); (5) si (6) obtinem ca™k = —g &N sau & :g ¢N.
in cazurile (2) si (4) obtinem ca s=0.

Deci s=0 si k=+2.
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Atunci a = % =+bh . Raméane numai posibilitatea a=b.

15. Fie x=3/2 + % si sa presupunem prin absurd ci x€Q, .

3
. -5
Atunci x° :5+3~%~x,deunde am deduce ca i/_: x3 €Q - absurd !
X
. + - .S
16. Fie o =— Z,.Cum z-z:|z|2 =1 si z’-z’:|z’|2 =1 deducem ca
+zz
o 1 1
-1 .= 1 — z+4z ;g z+zZ
z=—siz'=—  astfelcd a = T _z ¢z :Z,Z =a,de unde aeR.
z z I+z.20 1 z'+]
zz'

17. Fie a = (Zl +Z2)(Zz +23)....(zn + Zl)‘
Zy*entZ

n
2
— ) ) . . .= r .
Cum z; -z; = |zi| =7, pentru orice 1<i<n, deducem cd z, = —, pentru orice
V4

1<i<n. Astfel

S o
N\ — —\ | || —+—
(zl+z2 zz+z3)....(zn+zl)_ 21 a2 \N%Z2 3 Zn 4

a= —— — =

Zy Zy e 2y, ﬁ i
L
[ 11 ]( 11 ] [ 1 1]
—t+— +— |- +—
_ Z] ZZ Z2 Z3 Zn Z] :(Z]+Zz)....(zn+zl):a deunde (X,ER
1 Zy...Z, ’ .
Zl‘...'Z

18. Sa aratam la inceput cd Dy={z€C | |z|<1}SM. Cum [£1]=1 =-1,

1eM, adica 0=(-1)+1€M. Fie acum z€C ali. 0<|z|<l. Consideram in planul
raportat la sistemul de axe x0y cercul de centru O si raza 1 si punctul A de afix z
situat 1n interiorul cercului :
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Q
v

B;

Fig. 8

Daca B este mijlocul lui OA, atunci B are afixul % . Perpendiculara in
B pe OA taie cercul in B; si B,. Daca B; are afixul z;, i=1, 2, atunci z=z,+z,
(caciin Fig. 8, OB,AB, este romb).

Cum |z{[=|z,|=1 = 2z, Z,EM. Atunci z=z,+7z,E€M, adicd DySM.

S3 ardtdm acum ca si coroana circulard D\={z€C | 1 <|z|<2} SM.

z

Pentru z€D,, 1<(z|<2, deci 2 <1, adica % € Dy=M, deci % EM.

Cum z=2 % iar % €M, deducem ca zeM, adica D, M.

Analog se demonstreazi ci in ipoteza D,={z€C | 2"'<|z|<2" M =
D, EM. (cici 2™ <|z|<2"=

z

<2":>§eDngM:>§eM:>z:2~§eM).

Deci D,SM, pentru orice n€N, si cum C= U D, deducem ca C=M si

n=0

cum McC deducem ca M=C.

19. Vom scrie n 1n sistemul zecimal sub forma
n=a,,10™+a,, ;10™"'+...+a,10%+a,10+a, ,
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unde ay, aj, ..., a, sunt numere naturale cuprinse intre 0 i 9, a,,#0. Prin urmare
a reprezinta cifra unitatilor, a, cifra zecilor, a, cifra sutelor, s.a.m.d.

intr-adevir, n=10(a,10™'+a,,,10™+...+a,10+a,)+a, , deci n=10k+a,.
Prin urmare, 2|n implica 2|(n-10k), adica 2|ay. Reciproc, 2|a, implica 2|10k+ay,
adica 2|n.

Demonstratia divizibilitatii cu 5 se face analog.

20. Solutia este asemanatoare cu cea de la exc. 19.

21. Avem n=a,10™+a,, ;10™"'+...+a,10%+a,10+ap=
= apn(10™-1)+an, (10™'-1)+...+a,(10* 1)+a;(10-1)+(am+am +. .. +a;+ap).

Din formula 10%1=(10-1)(10'+10%%+...4+1)=9k" , rezultd ca 10*-1 este

multiplu de 9, oricare ar fi ke N". Prin urmare, n=9k+(ata,.+...+a;tay), adica
n este divizibil cu 3, respectiv cu 9, dacé si numai dacd suma cifrelor sale este
divizibila cu 3, respectiv cu 9.

22. Vom scrie n in sistemul zecimal sub forma
n=a,10™+a, 10™"+...+a,10+a,10+a, ,

unde ay, a, ..., a, sunt numere naturale cuprinse intre 0 si 9, a,#0. Trebuie

m
demonstrat ca 11| 3 (~1) &, .
k=0
Pentru a demonstra aceasta afirmatie, vom scrie cu ajutorul formulei
binomului lui Newton :

10 =(11-1)* =11 —c} 1 (1) =1+ (1) K ez
Prin urmare, n=11p+ Y.(~1) k,, si deci n este divizibil cu 11 daci si

k=0

numai dacd Y (-1) k,, este divizibila cu 11.
k=0

. _ - - . y_— -
23. Fie N=a,a,_,..aja, numarul dat iar N'=a,a,_,...a, numdrul

obtinut din N suprimandu-i ultimele doud cifre. In mod evident,
N=10>N"+a,a, . Atunci 102N~ a,a, )=2(102 N')-100-a,a, =
= 2(N-ayag )-100-a,a =2N-102-a,a, =2N—17-6-aya,,  de  unde
deducem ca 17|N <17 (2N’—a1a0).

Cum 102(2N"+ 2y )= 2(102 N*)+100-a,a, =
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:Z(N—a1a0)+100~a1a0 =2N+98-a,ay =2N+2-49-a,a,, deducem ca
49 |N (:)17|(2N+a1a0).

24, 25. Solutia este aseméanatoare cu cea de la exc. 23.

26. Fie N =a,a,_,...a;a, un numdr cu n+1 cifre. Sa presupunem cd N
este impar. Atunci numerele formate din cate doua cifre de rang impar sunt
aay, A5y, A, ¢d,_7, A, ,d, 3 iar cele de rang par vor fi
A3y, A70g,ey Ap_g4Q, 5, A,0d,_| astfel ca daca notdm

N, =ajay+asa, +...+a, ¢a, ;+a, ,a, 5 §i

N, =aja, +asag+...+a,_4a, s +a,a,_; atunci
N] :ao+a4+. . .+an_7+an_3+10(a1+as+. .. .+an_6+an_2),
N, =a,t+agt...+a,.st+a, 1 +10(astas+....+a,4+a,) iar
Ni-N,=(ag+10a,-a,-10a3)+(as+10as-a -10a,)+....+(a,3+10a,,-a,.; -10a,).

Scriind ca N=a,10"+a,_;10™'+...+a,10*+a,;10+a, avem :
N-(N}-N,)=(10+1)a,+(10*+10)as+(10*-1)as+(10°-10)as+(10°+1)as+(10"+10)a,+
+.. 10" Days H(10"210)a,,+(10™ ' +1)a, - +(10™+10)a,=
=(10>+1)a,+10(10*+1)as+(10*-1)as+10(10*-1)as+(10°+1)as+10(10°+1)ar+... .+
+(10™3-1)a,5 +10(10™-1)a,,+(10™'+1)a,  +10(10™'+1)a,.

Se aratd usor acum ca toti coeficientii lui a,, a3, ...,a, se divid prin 101,
de unde concluzia (cazul n par tratandu-se analog).

27. Fie N=a,a,_..a;a, numdrul dat iar N'=a,a

ui---a , adica

N=10N"+a,. Atunci 10(N’-ka;)=10N’-10kay=N-a,-10kay=N-(10k+1)a, , de unde
concluzia ca (10k+1)[N < (10k+1)|(N’-kay) .

Analog pentru cazul 10k-1.

Observam cd 19=2-10-1, 29=3-10-1, 49=5-10-1, 21=2-10+1, 31=3-10+1,
si 41=4-10+1 iar acum criteriile de divizibilitate prin 19, ..., 41 se enunta tinand
cont de formularea generala.

28. Notand cu x baza sistemului de numeratie avem :
(2x+5)(3x*+x+4)=x"+2x*+7x+4  de unde rezultd ci x*-6x’-15x*-6x-16=0 sau
(x+2)(x-8)(x*+1)=0. Deci x=8.

29. Tn baza 19.

30. Rezulti din identitatea : b*+b*+1=(b*+b+1)(b*-b+1).
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31. b*+3b%+6b*+7b*+6b™+3b+1=(b*+b+1)’.
32.Fie N=a,a,,..a,) cuu=2k.

Deducem imediat ca 2|N <> 2|a,.
Dacd u=2k+1 atunci N= ay+a;(2k+1)+...+a,(2k+1) " si se observa ci

2IN < 2| (agta;+...+a,) iar 2| (agta,+...+a,) <>numdirul numerelor impare din
multimea {ay, a;, ...,a,} este par.

33.Fie N=a,a,_,..q, 0) = agta;b+...+a,b" cu 0<a;<b, 1<i<n.
Daca b=3m, atunci N-a, este multiplu de b, deci de 3, astfel ca 3|N

<3 |a0.
Dacd  b=3m+l, atunci N=agta;(3m+1)+...+a,(3m+1)"=

=apta,+...+a,+3t, cu teN, de unde deducem ca 3N < 3| (agta;+...+a,).
Daca b=3m-1, atunci N=ag+a;(3m-1)+...+a,(3m-1)"=

=ag-ata-azt...ta,(-1)" +3t, cu teN, de unde deducem ci 3N <
3| (ap-a;tas-as*...+a, (-1)")=[ agtay*...-(a;+as+...)].

34..Fie N=a,a, ..aq @) si N= aga,..a, ) inversatul sau . Atunci

N = aptab+...+a,b " iar N= a,ta,; b+...+ab ", deci N—N:ao(l-b“)-i-

+a; (b-b "")+...+a,(b™-1), de unde concluzia ci b-1| N- N .
Numdrul cifrelor lui N este n+1. Dacad nt1 este impar atunci n este par,

n=2k cukeN.
Cum in acest caz 1-b" , b-b™'=b(1-b™?), ....b"1 se divide prin b*-1=
=(b-1)(b+1), deducem ca b+1|N.

35. Fie N=a,a, ..a() = atabt...+ab Yiar N'=a,a,_..a )

numarul obtinut din N suprimandu-i ultima cifra a,, evident N=a;+bN".
Avem N’-kaj=a,+...+a,b "'-kay, deci b(N’-kag)=a,b+...+a.b "-kba,=

=(ag*...Tab")-ao(kb+1)=N-ay(kb+1), de unde deducem ca bk+1|N"-ka.
Analog pentru bk-1.

36. Suma cifrelor, scrisd in baza 10, este 36, deci n=M;;+3 si m=
=M, +3. Nu putem avea m=nq , M +3=(M;,+3)q cu 1<q<8.
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37. Prin inductie dupa n. Pentru n=1 sau n=2, se verificd pentru ca avem
2|2 i 2°|12. Presupunem ci pentru n proprietatea este adevirati, adica existd un
numdr N de n cifre a.i. 2"| N. Sa o demonstram pentru n+1.

Fie N=2"q. Daci q este par, atunci numarul 2-10"+N, care are n+1 cifre,
se divide cu 2™"'. Daca q este impar, atunci numarul 10™+N=2"(5"+q), care are
n+1 cifre, se divide cu 2™,

38. Se tine cont de faptul ca in baza 6 un numar este divizibil cu 4 daca
si numai daca numarul format din ultimele sale doua cifre este divizibil cu 4.

39. Patratul unui numar par este My, iar patratul unui numar impar este
Mg+1. Ultima cifra a unui patrat perfect scris in baza 12 poate fi 0, 1, 4, 9.
Raman deci posibile numai numerele formate cu cifra 1, 4 sau 9. Dar
11...1=Mg+5, 44...4=My, 99...9=M;+5. Dar din faptul ca numerele de forma
11...1 nu pot fi patrate perfecte, rezultd cd nici numerele de forma
44...4=4-11...1 nu pot fi patrate perfecte, si nici cele de forma 99...9.

40. Pentru ca un numar sa fie cub perfect el trebuie sa fie de forma 9m
sau 9m=1. Tindnd seama cd 1n sistemul de numeratie cu baza 6, un numar este
divizibil cu 9 daca si numai daca numarul format din ultimele sale doud cifre este
divizibil cu 9, si cum numerele de forma aa...a sunt 11...1=Myt7,
22...2=Mgt5, 33...3=My+3, 44...4=Mg+1, 55...5=My-1, rezultd ci numerele
formate numai cu cifra 1 , 2 sau 3 nu pot fi cuburi perfecte. Dar nici numerele
formate numai cu cifra 4 nu pot fi cuburi perfecte pentru ci am avea 44...4=A°.
Cum membrul stdng este par, rezultdi cd si membrul drept este par, deci

2|A°=2|A=8|A%, dar 44...4=4-11...1=4(2k+1) si deci 8144.. .4.
Radman  doar  numerele formate cu cifra 5. Dar
-1
55...5:5-11...1:5(1+6+62+...+6“'1):5-6T =6"-1.

Dacd am avea 6"-1=A’ sau A’+1=6" ar trebui ca A sa fie impar, deci
A+1 par. Dar A*+1=(A+1)(A*-A+1)=6".

Deoarece numerele A+1, A>-A+1 sunt prime intre ele sau au pe 3 ca
divizor comun si A+1 este par, rezultd cd A+1=2"-3" si A>-A+1=3"*, k=0 sau
k=1. Iar din aceste dous relatii deducem ca 22"3%- 2"35"143=3"

Pentru k=0, aceasti relatie nu poate fi satisfacuta fiindca 342",

Pentru k=1, de asemenea nu poate fi satisfacutd fiindca ar rezulta n=2
si totodata , 2432 22-32-4-3:3, care este falsa.

41. Se observa ca S(8:125)=S(1000)=1.
Ne sunt necesare urmatoarele proprietati ale functiei S(N):

241



1) S(A+B)<S(A)+S(B)
2) S(A+...+A)<S(A)+...+S(AL)
3) S(Na)<nS(A)
4) S(AB)<S(A)S(B)

Pentru a ne convinge de 1) este suficient sa ne inchipuim ca numerele A
si B se adund scrise unul sub celdlalt. Proprietatea 2) rezulta din 1) printr-o
inductie simpla, 3) este un caz particular al lui 2). Daca ne inchipuim ca

numerele A si B se inmultesc scrise unul sub celalalt si la ficare cifra a numarului
B aplicdm 3) rezultd 4). Acum este usor sa demonstrdm inegalitatea ceruta:

S(N)=S(1000N)=S(125-8N) <S(125)-S(8N)=8-S(8N) adica S(SN)/S(N)=1/8.

2) CAPITOLUL 6

n
1. Putem scrie m,=1!+2!+...+n!=33+ Y k! si astfel ultima cifrd a lui m,
k=5
este 3, deci m, nu poate fi patrat perfect. Cum m4=33, nici my nu este patrat
perfect.

2. 1) Putem scrie 24n*+8n=8n(3n+1) si se considerd acum cazurile cand
n este par sau impar.
ii) Se dezvolta (2n+1)* si se tine cont de 1).
iii) Fie aeN. Dupa punctul precedent, daca a este impar, atunci restul impartirii
lui a* prin 16 este 1 pe cand atunci cand a este par, evident 16]a*.

Putem presupune, fard a restringe generalitatea cd x,...,X, sunt impare
iar Xpiq,...,X sunt pare (1< p <k).

Atunci x| +..4x 5 ~15=16n - (x }

4
p+l RETTRR k )

Insa membrul drept se divide prin 16 si cum resturile impartirii prin 16 a
lui xy,...,x, sunt toate egale cu 1 deducem cd membrul sting este de forma

16t+p-15, de unde cu necesitate p=15, cu atat mai mult k>15.

- * .. . . .
3. Putem presupune ca q, seN". Conditia din enunt se scrie atunci

,
sp=q(s-r) de unde deducem ca s | q(s-r). Pe de altd parte, deoarece — este

s
ireductibild, avem (s, s-r)=1, de unde cu necesitate s|q.

Analog q|s, de unde g=s.
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4 Fiea=p& ..p% sib=pl ..p/h

descompunerile 1n factori primi
ale luiasib (cu ay, BieN, 1<i<n).

Atunci (a, b)=p{'...p}" iar[a, b]=p f“ ) f" unde y;=min(oy, B;) iar

d=max(a;,B;), I<i<n, astfel ca: (a, b)la, b= p] O p Tt =
=p0"+ﬂ1 o= p) (pl' ... 'B”) ab (am tinut cont de faptul ci

v Ho6=min(a;, B;)+max(a;, B;)=c;+p; , pentru orice 1<i<n).

5. Cum suma x;x,+...+X,X; are exact n termeni (fiecare fiind —1 sau 1)
deducem cu necesitate ca n este par (cdci numarul termenilor egali cu —1 trebuie
sd fie egal cu numarul termenilor egali cu +1; dacd k este numarul acestora,
atunci n=2k).

Deoarece (xlxz)(xzx3)...(xnx1)=(x1xz...xn)2=1 deducem ca —1 apare de

unde un numir par de adica k=2k’ si deci n=4k’ cuk’eN.

6. Fie 12...9=A, 11...1..99..9=B, 100...0200...0...800...09 =C,
—_ — — —— ——

pori p ori p ori p ori pori
11...1=D
—
p ori

Atunci C=10*"+2.10""+3-10%+...+8-10°+9 jar B=D-C, C-A=3(10**-10%)+
+2(10™-107)+3(10%-10%+...+8(10-10), 10P-10=(9D+1)-10=9(D-1)

Conform Micii Teoreme a lui Fermat (Corolarul 5.3. de la Capitolul 6)
10P-10, 10%-10%,..., 10**-10® se divid prin p ca si 9(D-1).

Astfel, B-A=DC-AD+AD-A=D(C-A)+A(D-1), adica p|B-A.

7. Avem:
(13" = 1+ C2n+1\/g + C3,u3 + C n+13\/§+ ACo, 3+
HCII3 ar
(1-3)""=1-Ch, V3 +C3,,3- C2n+13\/§+ HCH 3 Cha3,
deunde (1++/3 )" +(1-+/3 )™ =2[1+C2, , 3+...4C2" 3" sau
(A3 P (V3[40 34 430 3]
Cum 0<+/3 -1<1 si (1+/3 Y 4+(1-4/3 )™ €N, deducem ci

[(1+\/§)2n+1]:(1+\/§)2n+1 + (1_\5)2n+l.

Insa prin calcul direct deducem ca:

243



(134 (143 22" (2-3 )"+ -3 )" +43 [+ 43 )"- -3 )3
Dacid (2++/3 )=a,+b,+/3 (cu an, byeN), atunci (2-4/3 )"=a,-b,v/3 si
astfel:
[(2+4/3 )] = 2" (2a,+6b,) = 2" (a,+3b,).
Insa a,+3b, este impar (deoarece (an+3bn)(an—3bn):afl -9b fl :(afl -3b fl )-6b fl =
=(ay-ba /3 )(@ytby 3 )-6b 2 =(2-4/3 )" (2+4/3 )"~ 6b 2 =1-6b 2, de unde concluzia

cd n+1 este exponentul maxim al lui 2 in [(1+ NE) .

8. Analog ca in cazul exercitiului 7, deducem ca (\/g +2)P - (\/g 2P e

sicum 0< \/g -2<1, atunci
p-1 p-3

[(V5 +1PI=(4/5 #2)P-(+f5 2P=2[C] 5 2 2+C3 5 2 2%, +C 02 52002+

-1

+271 | astfel ca [(V5 +2)7] - 27=2[C!, 5 2 2+.4CP7 5277 de unde
concluzia din enunt (deoarece se aratd imediat ca C];, =0(p) pentru k=1, 2,...,
p-2).

9. Fie E,= (n+1)(n+2)...(2n).

Cum E, ;= (n+2)(n+3)...2n)(2n+1)(2n+2)=2E,(2n+1), prin inductie
matematica se probeaza ci 2" E,, insd 2™ {En.

10. Pentru fiecare keN’, fie a=11...1. Considerand sirul aj, a,,..., a,
—

k ori

. . . . . .. . - * ~
y41,..., conform principiului lui Dirichlet existd p, qeN, p<q a.i. n | ag-a,.

Insd a,-a,=m-10°, unde m=11...1. Dacd (n, 10)=1 atunci m este
—
q-p ori
multiplu de n.

11. Fie d=(a"-1, a™*1). Atunci putem scrie a"=kd+1, a™=rd-1 cu k,
reN’, astfel ca a™ =(a")™ =(kd+1)™ =td+1 (cu teN") si analog a™ =(a™)" =

=(rd-1)"=ud-1 (cu ueN’", cici n este presupus impar).
Deducem cé td+1=ud-1< (u-t)d=2, de unde d|2.
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12. Fie d=(a 2 +1,a ? +1) si sd presupunem ca m<n.
Cum a2’ -1=(a-1)(a+1)@>1)( a2 +1)...(a%" +1), far a2" +1 este unul
din factorii din dreapta, deducemca d | a 2.

Deoarece d | a?" +1 deducem ci d | (azn +1)-( a? -1)=2, adica d=1 sau
d=2.

Daca a este impar, cum a® +1 si a® +1 vor fi pare, deducem ca in

2

acest caz (a > +1, a ’ +1)=2, pe cand daca a este par, cum 24a? +1 si 24a? +1,

deducem cd in acest caz (a* +1,a° +1)=1.

13. Prin inductie matematica dupd n se aratd ca (2+ \/5 )" =pytdn \/g cu
P> dneN si Sqfl :pf, -1. (tinand cont ca Py 1=2py+3qn $1 u1=PntT2qn)-

2
-1
Atunci (2+ﬁ)“:pn+,l3qfl :pn—i-,lpfl -1 si p”T:qfl este pdtrat

perfect. Cum insd p,-1<4/ p ﬁ —1 <p, deducem ca 2p,-1<p,+4/ pﬁ —1<2p, sau

2pu-1< (2+/3 )" < 2p, si astfel x=[(2+ /3 )']=2p,-1.
Deducem ca

(x-D(x+3) _2p,~2)2p,+2) _pi-1_

12 12 3

14. Presupunem prin absurd ca existd neN, n>2 a.i. n | 2"-1. Cum 2"-1
este impar cu necesitate si n este impar. Fie p>3 cel mai mic numar prim cu
proprietatea ca pjn. Conform teoremei lui Euler, 2°P=1(p). Daci m este cel mai
mic numdr natural pentru care 2™=1(p), atunci cu necesitate m|p(p)=p-1 astfel ca
m are un divizor prim mai mic decét p.

Insa 2"=1(n) si cum p|n deducem ci 2"=1(p) si astfel mn. Ar rezulta ci n
are un divizor prim mai mic decat p-absurd!.

15. Avem 4° = (1+1)* =
_ 0 1 -1 1 2p-1 2
=C;,+C;,,+..+C], +C§p+C§; +..F+CTHCSY
— 0 1 -1 2
=2+2(C,,+C,,+..+CJ,)+C3h.

Insa pentru 1<k<p-1
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ck :(Zp)(Zp—l)...(Zp—k+l):p2(2p—1) (2p-k+1)
2 120k 120k
pentru 1<k<p-1, k4p, atunci nici 1-2-....k { p, dem ct 2, =0(p).

si cum Clz‘peN iar

Deducem ca 4"=(2+C 7% )(p) sau (4*-4)=(C 7 -2)(p).
Daci p=2 atunci C ; 1= 423 =6 iar C3-2=6-2=4=0 (2).

Daca p>3, atunci (4, p)=1 si atunci conform Teoremei Euler 4°-4=0(p),
de unde si C 5, -2=0(p) <> C5,=2(p).

16. Am vazut ca pentru orice 1<k<p-1, p|C’;, deci in Z,[X] avem
(1+X)P=1+XP.
Astfel zc" X =1+ X)) =[1+ X)P]* =1+ XP)* chXfP
j=0
Deoarece coeﬁc1ent11 acelorasi puteri trebuie sa fie congruenti modulo p,
deducem cid C, rb _C o (p) (deoarece C %

Cb

a

ba este coeficientul lui X" din stanga iar

este coeficientul tot al lui X* insd din dreapta) pentru 0<b<a.

17. Se alege a= p|"...p5", b= plﬁl pPsic=pl.p7, cup,

P2,---,Pn NUMere prime iar o, f;, yieN pentru 1<i<n.
Atunci [a,b]=p max(al B . ZwX(an By
([abl.o)=p| mm(max( ar.p), 71) P min(max( e, 3, )7, )

‘rn

pe cand

iar [(a’ C), (b, C)]:[ p ;nm(a] ,71) .p ;nln(an Tn) , P ;nin( B ,71) .p an(ﬂ,, ) ]:

-p max[min(;,y;),min( B;.,)] max[min(a, 7, ),min( 5,7, )]

) P, de unde egalitatea cerutd

deoarece pentru oricare trei numere reale a, 3, y:
min[max(a, ), y]=max[min (a, ), (B, )] (se tine cont de diferitele ordonari
pentru o, B, v, de ex. a<p<y).

18. Tinand cont de exercitiile 4 si 17 avem:
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[a,b,c]=[[a,b],c]=
abc
_la,b]-c _ (a,b) B abc 3 abc _
" ([a,bl,0) [(a,0),(b,0] (a.b)(a,c),(be)] @by @) .0
((a,0),(b,c))

abc(a,b,c)
(a,b)(a,c)(b,c)

19. Se procedeaza analog ca la exercitiul precedent.

20. i) Se tine cont de faptul cd dacd a nu este multiplu de 3, adica
a=3k=1, atunci a’ este de aceeasi forma (adicd a’=+1(3)).

Cum £ 1+ 1+ 1%#0(9) deducem ca cel putin unul dintre numerele a,,
a,, a3 trebuie sa se divida prin 3.

ii) Analog ca la i) tinandu-se cont de faptulcd £ 1+ 11+ 1+ 1%£0(9).

21. Avem 2:73-1103=161038 si 161037=3229-617. Deci 2'*'%"-1 se
divide prin 2°-1 si 2%-1, dar cum 2°=1(73) si 2*=1(1103) deducem ci el se
divide si prin 73-1103 (numerele fiind prime intre ele).

22.  Cum 641=640+1=52"+1 si 641=625+16=5"+2" rezulti ci
52'=-1(641) si 2'=-5'(641). Din prima congruenti rezulta 5*2**=1(641), care
inmultita cu a doua da 5*2%=-5%(641), de unde 2¥’=-1(641).

Obs. Numerele de forma F,=2 ? +1 cu neN se zic numere Fermat. S-a
crezut (tindnd cont ca lucrul acesta se intdmpla pentru n=1, 2, 3, 4) ca numerele
Fermat sunt toate numere prime. Exercitiul de mai inainte vine s infirme lucrul
acesta (caci 641|Fs).

Celebritatea numerelor prime ale lui Fermat consta in faptul datorat lui
Gauss ca un poligon regulat cu n laturi poate fi construit numai cu rigla si
compasul daca si numai dacd n=2%pp,...p,, unde a €N iar p;, py, ...,p; sunt

numere prime ale lui Fermat (deci de forma 2% +1).

23. in cazul nostru particular avem: b;=1, by=4, b;=3, m;=7, m,=9,
m;=5 (tindnd cont de notatiile de la Teorema 6.1.) iar m=315.

Cu notatiile de la demonstratia Teoremei 6.1., avem n;=315/7=45,
n,=315/9=35 iar n;=315/5=63.
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Alegemr;, s;eZ, 1<i<3 ai. r|-7+s,-45=1
12:9+s,-35=1 (cu ajutorul algoritmului lui Euclid)
I'3‘5+S3'63:1
Alegem e=s;'n;, 1<i<3 (adica e;=45s,, €,=35s, si €3=63s;) iar solutia va
fi X0:1'61+4'62+3'e3.

24. Daca f(x)=0(n) are o solutie, atunci acea solutie verificad si
f(n)=0(p ") pentru orice 1<i<t.

Reciproc, daci x; este o solutie a congruentei f(x)=0(p ) pentru 1<i<t,
atunci conform Teoremei 6.1., sistemul x=x; (p{*) cu 1<i<t va avea o solutie si

astfel f(x)=0 (p{" -....p¢* =n).
25. Totul rezulta din Lema 5.6.

26. Fie neN a.i. n! se termina in 1000 de zerouri. Cum la formarea unui
zerou participa produsul 2-5, numarul zerourilor in care se termina n! va fi egal
cu exponentul Iui 5 in n! (acesta fiind mai mic decét exponentul lui 2 in n!).

Avem deci [?} + [%} +...=1000 (conform Teoremei 3.9.).
5

n n n o n n 1 n .
Cum —|+|—=|+..£f—+—+..<—-——=—, cu necesitate
5] 15° 5 52 1 4

1000<% < n>4000.

De aici si din faptul ca [a]>a-1 deducem  ca

31

U i—5>£(l+l+i)+6+l—5=—n+2, de
5 5 25 125

53 +5_‘*+55
(1000 —2)-125

1000> 2+ 4
5 52

unde 7n < =4025,2.

Numarul n=4005 verifica, dar n=4010 nu mai verifica .
Deci ne {4005, 4006, 4007, 4008, 4009}.

27. Se demonstreaza usor ca daci a, be R, atunci:
[2a]+[2b]>[a]+[b]+[atb]. (%)
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Exponentul unui numdar prim p In  (2m)!(2n)!  este

2n 2m
e = 2 ([—k]+[—k])
p

keN* p

iar in m!n!(m+n)! este

m+n
k

p

er= Y (14214 1) (conform Teoremei 3.9.).
pp

keN*

(2m)!'(2n)! e N

Conform inegalitatii (*) e,>e, de unde concluzia ca
m!n!(m+ n)!

28. Daca d;=1, d,,...dy.;, di=n sunt divizorii naturali ai lui n, atunci

i, i,..., sunt aceiagi divizori, rearanjati insd, de unde deducem ca
dipdy d
n on n 2k
di-dy-.dy=—-—-....—\dd,..d, ) =n
174> k d, d, d, (1 2 k)
1 1 . .
29. Cum =—- pentru orice kEN', avem
k(k+1) k k+1
A:1—l+l—l+...+;—L:1+l+l+...+;—2 l+l+...+; =
2 3 4 1997 1998 23 1998 2 4 1998
1 1 1 1 1 1 1
=l+—+.t—-1-———= + +..+ .
2 1998 2 999 1000 1001 1998
Astfel, 24 = ! ! ! ! ! !

+ + + ot + =
1000 1998 1001 1997 1998 1000

2998 2998
= +ot
1000-1998 1998-1000

=2998- B, de unde % =1499&N*,

30. Fie p=(n-3)(n-2)(n-1)n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) cu nEN, n=4.
Dacd n€{4, 5, 6} prin calcul direct se arata cd p nu este patrat perfect.

Pentru n>7 avem:
p=(n*-3n)(n*-3n+2)(n*+5n+4)(n*+5n+6)=[(n*-3n+1)*1]-[(n*+5n+5)*-1] si atunci
(utilizand faptul ca (a®-1)(b*-1)=(ab-1)*~(a-b)* ) se arati ci

[(n%-3n+1)(n*+5n+5)-21><p<[(n*-3n+1)(n*+5n+5)-11%

Cum p este cuprins Intre doua patrate consecutive atunci el nu mai poate

fi patrat perfect.

31. Daca a+b+cja®+b*+c?, atunci a+b+c[2(ab+actbe).
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Din identitatea (ab+act+bc)’=a’b*+a’c*+b’c*+2abc(atb+c) deducem ci
atbc2(a’b™+a’c’+bc?).
Utilizand identitatile:

(azkbzk +b2kczk +a2k02k )2 :a2k+]b2k+] +b2k+1czk+1 +a2k+1czk+1 N

+2a" bt (azk +b% +czk)

si (azk 5% e )2 a2 ep? +2(a2kb2k b2 +a2kczk) prin
inductie matematicd (dupd k) se aratd ca a+b+c|a2k b e si

k k k k k k
a+tb+c|2 (a2 b* +b* ¢* +a* c? ),pentru orice keN.

32. Avem 1™*=1" (10) si 2"™=2"(10), 3"*=3"(10) si 4"*=4"(10), de

unde deducem ca a,4=a, (10).
Astfel, daca:

i) n=0(4), ultima cifra a lui a, coincide cu ultima cifrd a lui a,=1+8+16+256,
adica 4 ;

ii) n=1(4), ultima cifra a lui a, coincide cu ultima cifra a lui a;=1+2+3+4, care
este zero.

iii) n=2(4), ultima cifrd a lui a, coincide cu ultima cifra a lui a,=1+4+9+16, care
este zero.

iv) n=3(4), ultima cifrd a lui a, coincide cu ultima cifrd a lui a;=1+8+27+64,
care este zero.

33. Fie s cel mai mare numdr natural cu proprietatea cd 2°<n si

n ~s-1

consideram Y|
k=1

) a 1 . «
care se poate scrie sub forma Z+5 cu b impar. Daca

%-ﬁ-% eN’, atunci b=2 (conform exc. 3 de la Cap. 6), absurd.

34.Consideram numerele 2°-1, 2'-1, 2%-1,...,2°1. Acestea sunt a+l
numere. Doud dintre ele cel putin dau aceleasi resturi la impartirea prin a céci
sunt numai a asfel de resturi diferite (acest rationament se numeste Principiul lui
Dirichlet). Si presupunem ca 2*-1 si 2™-1 dau resturi egale la impértirea prin a si
k<m. Atunci numarul (2™-1)-(2%-1)=252™*-1) se divide prin a si intruct a este
impar, rezultd ca 2™*-1 se divide la a.

La fel se demonstreaza si urmatoarea afirmatie mai generala : daca
numerele naturale a si ¢ sunt prime intre ele atunci se gaseste un numar natural b
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a.i. ¢™-1 se divide prin a. Afirmatia rezultd din urmitoarea Teorema a lui Euler :
Pentru orice numere naturale a si ¢, numarul a¢(”)+1 —c¢ se divide cu a, unde
¢(a) este numarul numerelor naturale mai mici decat a si prime cu el, avand

formula de calcul ¢(p1a‘ Py Dy ): (plal - p! )(p:z, _pftr—l).

3) CAPITOLUL 7

1. Din conditia ad=bc deducem existenta numerelor naturale x, y, z, t
a.l. a=xy, b=xz, c=yt si d=zt. Atunci a+b+c+d=(x+t)(y+z) care este astfel numar
compus.

2. Pentru n=0, n+15=15 este compus. Pentru n=1, n+3=4 este compus,
pentru n=2, n+7=9 este compus, pentru n=3, n+3=6 este compus, pe cand pentru
n=4 obtinem sirul : 5, 7, 11, 13, 17, 19 format din numere prime. S& aratam ca

n=4 este singura valoare pentru care problema este adevaratd. Fie deci n>5.
Daca n=5k, atunci 5n+15. Daca n=5k+1, atunci 5|n+9, dacd n=5k+2, atunci
5|n+3, daca n=5k+3, atunci 5|n+7, pe cand daca n=5k+4, atunci 5|n+1.

Observatie A.Schinzel a emis conjectura cd existd o infinitate de
numere n pentru care numerele n+l, n+3, n+7, n+9 si n+13 sunt prime (de
exemplu pentru n=4, 10 sau 100 conjectura lui Schinzel se verifica).

3. Analog ca la Exc. 2 se aratd cd numai n=5 satisface conditiile
enuntului.

4. Conform Micii Teoreme a lui Fermat p|2P-2. Cum trebuie si ca
pl2°+1 deducem cu necesitate ci p|3 adica p=3. Atunci 3[2°+1=9.

5. Daca n=0 atunci 2°+1=2 este prim.

Daca n=1 atunci alegem m=0 si 27 £1=3este prim. S& presupunem
acum ¢ n>2. Daca prin absurd n nu este de forma 2™ cu m=>1, atunci n se scrie
sub forma n=25(2t+1), cu t, keN si atunci

4= 2zk(zm) +l= (zzk )2

absurd. Deci n=0 sau n=2", cu meN.

t+1 X
+1=M- (ZZA +1) si deci 2"+1 nu mai este prim,

6.Daca p>3 este prim, atunci p=6ktl cu keN. Atunci
4p*+1=4-(6k+1)*+1=(8k+2)*+(8k+1)*+(4k)’.
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7. Facem inductie matematicd dupa n.

Pentru n=10, p;=29 si 29° < 2'°. Conform Lemei 3.15., dacd n=>6,
atunci ntre n si 2n gdsim cel putin doud numere prime, deducem ca
P 1<Pu<Pn+1<2Pn.1, deci dacd admitem inegalitatea din enunt pentru orice k cu

10<k<n, atunci p.,, <4pl, <4-2"" =2"",

8. Facem inductie dupa r ; pentru r =1 totul este clar deoarece sumele
dau ca resturi 0 si b;.

Sa presupunem afirmatia adevaratd pentru r =k<p-1 si neadevarata
pentru r=k+1 si vom ajunge la o contradictie.

Presupunem ca sumele formate din k termeni by, by, ..., by dau k+1
resturi diferite 0, sy, S5, ..., Sk. Atunci, intrucat dupa adaugarea lui b=by.; numarul
sumelor diferite nu trebuie sid se madreascd, toate sumele 0+b;, s;+b,..., s t+b
(modulo p) vor fi cuprinse in multimea {0, s;, s,, ..., sx} (cu alte cuvinte, daca la
orice element al acestei multimi se adauga b, atunci se obtine din nou un element
din aceiasi multime). Astfel, aceastd multime contine elementele 0, b, 2b, 3b, ...,
(p-1)b.

Deoarece ib-jb=(i-j)b iar 0<i-j<p si 0<b<p, atunci in Z,, ij#jb.
Contradictia provine din aceea ca multimea {0, sy, s, ..., S} contine p elemente
diferite desi am presupus ca k+1<p.

9. Fie aj<a,<...< a,<a,, <...<ay, resturile Tmpartirii celor 2p-1
numere la p. Sa consideram acum numerele:

(%) apii- a3, Az~ A3,..., Ap ) - Bp.
Dacd unul dintre aceste numere este 0, de exemplu a,.j-a;+,=0, atunci
aj:1=aj»>=...=ajy, 1ar suma celor p numere aj:;, dj:s, ..., 3jsp S€ divide la p. Si

examindm cazul in care toate numerele din (*) sunt nenule.
Fie x restul impartirii sumei a;+a,+...+a, la p. Dacd x=0 totul este clar.

Dacd x+0, tinand cont de exercitiul 8, putem forma din diferentele (*) o suma
care sa dea restul p-x la impartirea cu p.

Adaugand respectivele diferente la a,+a,+...+a, si efectuand reducerile
evidente obtinem o suma formata din p termeni care se divide prin p.

10. S& demonstram ca dacd afirmatia problemei este adevarata pentru
n=a si n=b atunci ea este adevarata si pentru n=ab.

Astfel este suficient si demonstram afirmatia pentru n prim (aplicind
exercitiul 9).
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Fie date deci 2ab-1 numere intregi. Intrucat afirmatia este presupusa
adevdratd pentru n=b si 2ab-1>2b-1, din cele 2ab-1 numere se pot alege b a.i.
suma acestora se divide prin b.

Apoi din cele ramase (daca nu sunt mai putine de 2b-1) alegem incéd b
numere care se bucurd de aceasta proprietate s.a.m.d.

Deoarece 2ab-1=(2a-1)b+(b-1) atunci aceasta operatie se poate repeta de
2a-1 ori §i sa se obtina 2a-1 alegeri de cate b numere a.1. media aritmetica a celor
b numere este numar intreg. Cum afirmatia este presupusd adevaratd pentru n=a
din aceste 2a-1 medii aritmetice se pot alege a a.1. suma acestora sa se divida prin
a.

Este clar atunci ca cele ab numere formate din cele a alegeri de cate b
numere au proprietatea ceruta, caci ab=a+ata+...+a (de b ori).

11. Daca n este impar, n>7 atunci n=2+(n-2) si cum n-2 este impar,
(2, n-2) =1 iar 2>1si n-2>1.

Sa presupunem acum cé n este par §i n=8.

Daca n=4k (cu k>2), atunci n=2k+1)+(2k-1) si cum 2k+1>2k-1>1 iar
(2k+1, 2k-1)=1 din nou avem descompunerea dorita.

Dacid n=4k+2 (k=1), atunci n=(2k+3)+(2k-1) iar 2k+3>2k-1>1.

Sa aratam ca (2k+3, 2k-1)=1. Fie dEN" a.i. d2k+3 si d|2k-1. Deducem
ca d|(2k+3)-(2k-1)=4, adica d[4.
Cum d trebuie sa fie impar deducem ca d=1.

12. Cum k=3, pip,....px= pip2ps;=2:3-5>6, deci conform exercitiului 11
putem scrie pp....px=atbcua,be N*, (a, b)=1.

Avem deci (a, pi)=(b, p;)=1 pentru orice i,je{l,2, ..., k}.

Fie pla si gb cu p si q prime si s presupunem cd p<q. Cum

(P, P1p2----P)=1, P=Piers deci q=psa.
Cum a+b>p+q deducem relatia ceruta.

13. Fie meN, m>4, si neEN a.i. n> pip,....pn. Exista atunci k>m=>4
al pips-.--px<n<pips....PxPx+1- Avem cad qu<prst1<pitprs1 (cdci daca
qn=Pr+1+1>prer dupa alegerea lui qy, atunci fiecare dintre numerele py, py, --.,Pk»

Px+1 vor fi divizori ai lui n §i am avea n> pip,....pxPx+1 > absurd).
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Cum k>4, conform exercitiului 12 avem q,<p|p;....px1 §i deci

1 1 _1 . < A
Gn o 2 2 si cum m este oarecare deducem ca v 50 cand n— oo.

n pp, k m n

12 12 1 . .
14.Avem —— =— < —. Presupunem prin absurd cd existd n>12 a.l.

rn 37

n 1 . < . . 1
—> —. Alegem cel mai mic n cu aceastd proprietate. Atunci <—, de

Pn 3 Py
unde deducem ca p,.;<p,<3n<p,.;+3, adica p,=p,.;*+1, absurd.
15. Consideram f: [230, + o0 )— R
7lx)= %(ln(x—2)+ln In(x—2))~ In(2x +1)~In 1n(2x+1)—% .

4 2 . 1 1
D >230
coarece P X=ED 36-2) 2ve1 T Ta(x-2)  In(2x+1)

deducem imediat ca
(2t L 4 1 1 2 1
fo)=3103 m(x—2) -2 2x+1 In(2x+1) 2x+1

crescatoare pe intervalul [230, + o). Folosind tabelele de logaritmi se arata

>(), adica f este

imediat cd f (230) =0, 0443 si cum eroarea in scrierea logaritmilor este de cel
mult 0,0001, din cele de mai sus deducem ca f(230)>0, adica f(x)>0, pentru orice

x=230.

Deducem astfel ca pentru orice n€N, n>230, avem inegalitatea:
%[ln(n ~2)+In ln(n - 2)—%) >In(2n+1)+InIn(2n + 1)—% .

Tinand cont de aceasta ultima inegalitate, de inegalitatile din observatia dinaintea

Teoremei 4.7. de la Capitolul 7, ca si de faptul ca pentru n>230 avem

3(n-2)> %(Zn +1) deducem ci pentru n>230 avem :
3p,0 > 3(n - Z{In(n - 2)+ In ln(n - 2)—%} >

> %(Zn + l{ln(n ~2)+In ln(n —2)—%} >
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> {ln(Zn +1)+InIn(2n + 1)—%} (2n+1)> pyy 1.

Observatie In [ 21, p. 149] se demonstreazi cd inegalitatea din enunt

este valabild si pentru orice 18 <n<230.
De asemenea se demonstreaza si urmatoarele inegalitati:

1) pan+1 < pantpn pentru orice nEN, n>3
2) Pan < Pat2ps.1 pentru orice n€EN, n>9, n impar

3) Pon+1 <Pant2pn. —1 pentru orice n€N, n>10, n par .
4) CAPITOLUL 8

1. Din ¢(n!=2" deducem cia ¢@(1-2:3-...m)=2" . Cum ¢ este

multiplicativd iar pentru n>6, n=3* ‘m cu a>2 si (3, m)=1 deducem ca
o(N=p(3" m)=e(3%)e(m)=(3"-3"")p(m)=3""2-¢(m), astfel ci ar trebui ca
3%!2" - absurd. Deci n<5. Prin calcul direct se arati c¢i numai n=5 convine.

2. Fie p; factorii primi comuni ai lui m si n, g; factorii primi ai lui m ce

nu apar in descompunerea lui n si r, factorii primi ai lui n ce nu apar in
descompunerea lui m. Atunci :

s ol ul-2)
olm?)=m? 'H[l—L].H[l_L}

i pPi) j q;
1 1
(ﬂ(”z): n’ 'H(l——]-l_[(l——]
i Pi) & Tk
(produsele [] . .]] seinlocuiesc cu 1 daca nu exista factori primi p;, q; , 7).
ik

Ridicand la patrat ambii membrii ai inegalitatii din enunt si tinind cont
de egalitatile precedente acesta se reduce la inegalitatea evidenta

H[l-L}-H(l-iJ <1.
J q4;) & T

Avem egalitate atunci cdnd m si n au aceiasi factori primi.
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3. Necesitatea. (Euler). Si presupunem ci n=2'm (cu tEN si m impar)
este perfect, adici 6(2'm)=2""'m. Cum (2', m)=1 iar ¢ este multiplicativa,
o(2'm)=c(2")-6(m), astfel ci o(n)=c(2'm)=0(2')-c(m)=(1+2+2%+...+2")c(m)=
=2"" ~)o(m)=2"m.

Din ultima egalitate deducem ca 2'[( 2"'-1)o(m) si deoarece
(2", 2""-1)=1 (fiindcd 2"'~1 este impar) rezulti ci 2'|o(m), adici o(m)=2""'d
cu dEN. Rezultd ca m=(2""'-1)d.

Dacd d=1, numerele 1, d si (2" —1)d sunt divizori distincti ai lui m si
vom avea o(m)=1+d+(2""-1)d=2"'d+1>2"'d. Dar o(m)>2"'d este in
contradictie cu o(m)= 2""'d, deci d=1, adici m=2""-1. Dacd m nu este prim
atunci o(m)>(2""'-1)+1=2"" (fiindca ar avea si alti divizori in afara de 1 si 2""'-1)
si contrazice o(m)=2"".

Deci dacd n este perfect atunci cu necesitate n=2'(2""'~1) cu t€N si
21 prim.

Suficienta.(Euclid). Daca n=2'2"'-1) cu t€N si 2"'-1 prim, atunci
o(n)=0(2'2""'=1))=0(2")-6(2""=1)=(1+2+2%+...+2)(1+(2" '=1))=(2" "= 1)2""'=2n,
adica n este perfect.

[£}+1 daca k divide n+1
n+l k

k

4. Avem (*) { }:
[%} daca k nu divide n+1

Vom face inductie dupa n (pentru n=1 totul va fi clar). Sa presupunem
egalitatea din enunt adevaratd pentru n si sd o demonstram pentru n+l1, adica

1 1 1 1
o)+ 2(2) oot 1) = | 2o | 2 [ 0
1 2 n n+1
Conform cu (*) In membrul al doilea rdméan neschimbati termenii al
caror numitor nu divide pe n+1 si cresc cu 1 acei termeni al cdror numitor

k|(n+1) cu k<n. Deci membrul drept creste exact cu numarul divizorilor lui n+1
(adica cu t(nt+1)) si astfel proprietatea este probatd pentru n+1.

5. Se face ca si in cazul exercitiului 4 inductie matematica dupa n.
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6. Dacd m|n, atunci n=mq si [ }: q , n-1=mq-1=m(q-1)+m-1, deci

[”"1}:61—1. Astfel {i}—[n_l}:q—(q—l):l,deci

m m m

e =]

Dacd mfn, atunci n=mq+r cu 0<r<m si {—} =¢q . Dar n-1=mq+r-1,
m

_l}an adicd {1}—[’1_1}=0 pentru mfn.
m

Avem deci mzﬂﬂ - {”’; ID =1(n).

7. Daci f(x)=[x]+ [x + l} ot {x + ”—_1} — [nx], atunci f(x+1)=f(x),
n n

3=

0<r-1<m si deci [n

deci este suficient sa demonstram egalitatea din enunt pentru 0<x<1.

...k k+1 . .
Scriind cd — < x < —— cu k<n, atunci [nx]=k iar
n n

fx)=0+..40+1+..+1-k=0.
(n—k) ori k ori

8. Daca n este prim, atunci n(n)= m(n-1)+1, deci

M—M = l(l _7z(n_—11)j Cum 7n(k)<k pentru k=1 deducem imediat

n—

ca >
n n—1
. 9 ﬂ(n - 1) ﬂ(n) < . .
Sa presupunem acum ca 1 <—%. Daca n nu este prim, atunci
n— n
. y . 1
el este compus si t(n)=n(n-1) astfel ca am obtine ca 0 <—, absurd!.
n—-1 n
olm 1 1 C
9. Se aratd usor ca ( ):—+...+— unde d;, ...d; sunt divizorii

m d t

naturali ai lui m (evident t = t(m)).
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Deoarece printre divizorii lui n! gasim cel putin numerele naturale <n
on!)_ 1 1
>

- 1
deducem ci >—+—+..+— > ©.
nl 1 n n—>wo

10. Conform unei observatii anterioare, p,<In(ln n+In In n) pentru orice

n>6; de unde deducem ci p,<(n+1)>* pentru orice n>6.

De asemenea deducem ca f(1)=f(1)-f(1), de unde f(1)=1, f(2)=f(p,)=2,
f(3)=f(pr)=3, f(5)=4, f(7)=5, f(11)=6, respectiv, f(6)=£(2)-f(3)=6,
f(4)=f(2)-f(2)=4, f(8)=f > (2)=8, f(9)=F * (3)=9, f(10)=Ff(2)-f(5)=2-4=8, s.a.m.d.

Cum p1=2<25/3, p2=3<35/3, p3=5<45/3, p4=7<55/3, ps=1 1<6°”, deducem ca
(1) pn<(n+1)5/3 pentru orice n>1.

Sa demonstram prin inductie ca si f(n)>n* pentru orice n>2.

Daca n este prim, atunci existd k=1 a.i. n=py si f(n)=f(py)=k+1> pi/ S=
=5
Dacd n este compus atunci n = p;*..pJ* si
N . N ;
F)=T17p ) > T1p2 " =
i=1 i=1
. 1 .
Cum seria ), ——— este absolut convergentd, conform unei Teoreme a
nxl1 f (l’l)
lui Euler
1 i 1 ® 1 = (k+1)
p prim | _ 1 k—ll_ 1 k:]l_ 1 k=1 k(k+2)
7*(p) 7 (pe) (k+1)°
g 20D
n—o n+2
de unde S=2.
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e (S5 -GN G
SR
(5559) ) _( 2393959] ) _( s ] ) _(%j )

2. Presupunem prin reducere la absurd ca existd doar un numar finit de

numere prime de forma 4n+1 cun € N*; fie acestea py,pa». - -,Pk-
Consideram numérul N =1+(2p;ps...px )>>1. I n mod evident, divizorii primi
naturali ai lui N sunt numere impare.(caci N este impar). Fie p [N un divizor prim

impar al lui N. Deducem ci p|1+(2p;pa...px )> <= 2pipa...px )’=-1(p) deci { 1] 1
P

. o . o O - -1 . .
adica p este de forma 4t+1 (caci am vazut ca [—lj =(- 1)p A ).Cu necesitate deci
P

PE{ p1.p2-.-px} §i am obtinut astfel o contradictie evidenta:p|1+(2ppa...p« ).

J=(5)

Daca r=1, atunci (%j =1. Daca r=2, atunci [%] = (—1)T =-1.

3. Avem

R g

cu p=r(3), r=0, 1, 2. Evident nu putem avea r=0.

ya
3

Dar p =2 (3) < p=-1(3). De asemenea 3| pxl < 6| p£1 deoarece p
este impar.

4. Presupunem ca si in cazul precedent cé ar exista numai un numar finit
P1. P2-..Px de numere prime de forma 6n+1
Vom considera N=3+(2p p,...px )>3.
Cum N este impar, fie p un divizor prim impar al lui N.
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Obtinem ci (2p;ps...px )’=-3(p), adica [_—3] =1. Tinand cont de Exc.3 de mai
P

inainte deducem ca p este de forma 6t+1, adicd pE{ p; p,...px} — absurd (céaci

din p|N=p=3 care nu este de forma 6t+1).

5. Tinand cont de exercitiul 2 avem:

B R ()45)-6)

3-1
2 - . . .
=— (5] = —(—] =—(-1) * =1, deci 10 este rest patratic modulo 13 si in
consecinti ecuatia x* =10 (13) are solutii.
6. Avem

211231 2022 211
(21) -1 2 2(”) -2 2(2j -1) 8 =-1, deci

congruenta x’=1(23) nu are solutii.

7. Sa presupunem cad p este un numdr prim de forma 6k+1. Atunci

2 (5o 5] reem
MR- M)

adicd —3 este rest patratic modulo p, deci existd acZ a.i. a*+ 3 =0 (p).
Conform lemei lui Thue (vezi 1.2. de la Capitolul 11) existd x, yeN a.i.

X,y S\/; care au proprietatea cd la o alegere convenabild a semnelor + sau -,
p | axty. Deducem ca p| a’x>-y” si p| a*+3 = p| 3x* +y* < 3x’+y’ =pt cu teN
(cumx < 4/p siy< \/; = 3x*+y’<dp, adica t<4). Ramane valabil numai cazul

t=1 (dacd t=2 va rezulta cd p nu este prim iar dacd t=3 deducem ca 3|y, y=3z si
2
p=x"13).
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6) CAPITOLUL 10

1.— 4. Se aplica algoritmul de dupa Propozitia 3.15.
5. Daca notam cu a=xyz, cum 1000000=3154x317+182 si

398-246=1256x317+94 obtinem cd 182a + 94=317b sau —182a + 317b=94.
O solutie particulara este ay=-5076,b, =-2914 iar solutia generala este:
a=-5076 + 317t

b=-2914 + 182t, cute”Z.
Pentru ca a sd fie un numar de 3 cifre trebuie sd luam t=17, 18 si 19
obtindnd corespunzator numerele a=316, 630 si 947.

6. Pentru 0<s<n avem:
Po-s Pr+s T Prts-1 Prs- 17 (Pres-1°8n-sTPnes2)Prts TPrers-1 Prcs-1=Prs-1 (Pt Bnrs Pt 1) F
FPn+s'Pr-s-2=Pn-s-1 (pn+s'an+5+ 1 Pn+s-1 )+pn+s'pn-s-2:pn-s- 1"Prts+1PrtsPr-s2=Pn-(s+1) Prrs+) T
FPn+(s+1)-1"Pr-(s+1)-1

Pentru s=0 obtinem p,-PntPo-1-Po1=Pn-1-Par1HPoPr2=-. .=
=P.1'P2n+1P2n’P2=P2n+1 SAU Pon+1=P 3, +p 3171 .

Analog se aratd ¢ qnsQursTn+s-1'On-s-1= Gne(st1) Ants+ 1) Tt s+ 1)-1 Ane(s+1)-1
pentru 1<s<n, de unde pentru s=0 obtinem q,zl +q 571 =Qn-1'Qn+1Hqn Qo= .-=

=q-1'Qon+1 +q2n'q2:q2n-
7. Se deduc imediat relatiile:
Qon=P2n+1-Qon+1 §1
P2nPonst —1

Pant1°Q2n~PonQons1=-1, de unde qo,=
p2n + p2n+l

8. Avem o=1, q;=2 $i1 4,=2qn.1 g2 pentru n>2, de unde deducem ca

(1+\/_)k+1 (1 \/_)k+1
242

Astfel (z qx J\/E =qu — \/_ +£ (1-+/2)"*?, de unde concluzia.
k=0

pentru orice keN q=

9. Se face inductie matematicd dupd n tindndu-se cont de relatiile de
recurenta pentru (Pn)nso $1 (qn)n>o ( date de Propozitia 3.1.).
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10. Se stie cd Va2 +1 = [a;%] . Prin inductie matematica se arata ca

n-1

Q=22 2 qopy 1 i qopei=2a ZCIZk
=0 =0

11.Cum [(4m*+1)n+m]*<D<[(4m*+1)n+m+1]* deducem ca:
ag= [\/B ] =(4m*+1)n+m.

4 1
Avem D-aj=4mn+l iar daca \/Bzao +— deducem cd

a,
1 \/B—i-a

o, = = si cum ay <vD <ay+1, 2ay <D +a, <2a,+1

\/B—ao D- ao

. 2 D + 2n+1
si cum ay=(4mn+1)m+n avem 2m + " \/_ %o <om+-2

4mn +1 D—aé Amn+1"
Tindnd cont ca 2n+1 <1 avem cd a, = [al ] =2m . Scriind ca
4mn+1
1 1 D+(@dmn+)m-
o, =a, +— deducem a, = =
a, o) —a, 4mn+1
Cum ag <AD <a,+1si (4mn+1)m+n< VD <(4mn+1)m+n+1, avem
2m<o,<2m+ de unde a,=[0,,]=2m.
4mn+1

.. 1 . L
Scriind acum a,=a,+ — deducem imediat ca
a
3

(4mn+1 l\/_+ 4mn+1 m + n
D- [(4mn + l)m + n]
a;=[03]=2a,, de unde ~/D =[(4mn+1)m+n; 2m, 2m, 2(4mn +1)m+2n ].

@ = J \/_ +(4mn+1)m+n—\/_ D +ay, de unde
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7) CAPITOLUL 11

. 1 1 . 1
1. Pentru prima parte putem alege n=[ — ] daca — &N si n=[ — ]-1 daca
q q q

1 eN.
q

Fie acum qeQnM(0, 1). Conform celor de mai inainte existd nyeN a.l.

! <q <i .

ny +1 ng

Dacaq= 0 atunci proprietatea este stabilita. In caz contrar avem:

ny +
1 .
0<g- =q <—<1, deci q;€QN(0, 1).
ny +1 ny(ny +1)
Din nou exista n;eN ali. £q1<L .
n +1 n
1 1 1
Deoarece <q1=qo- <—- = deducem
n +1 nyg+1 ny ny+1 ny(ng+1)

imediat cd n;+1>ny(ng+1) > nyt1 iar de aici faptul ca ny>n,,.

Procedand recursiv, dupd k pasi vom gasi q,eQM(0, 1) si n,eN ali.

1 1.
SQ<— §1 N> ng >, .>Nn.
n; +1 ny

Sa aratam ca procedeul descris mai sus nu poate continua indefinit iar
il

= . Vom avea
by

pentru aceasta sa presupunem ca qr
g _ % _ Y 1 gy +D) b
k+l = = - =
by by m+l1 b, (n, +1)
any-b, <0 rezultd imediat ay.<ay si din aproape 1n aproape ay.<ay<...<a.
Cum intre 1 si a, existd numai un numar finit de numere naturale, va

1 k
=0, de unde ¢g=Y,
ny +1 i=0N;
0

, de unde ay=a(nt+1)-b,. Din

exista koeN pentru care 9, ~ (faptul ca

termenii sumei sunt distincti este o consecintd a inegalitatilor n, >n, >

> >1'1()).
In cazurile particulare din enunt reprezentarile sunt date de:
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7 1 1 1 . 47 1 1 1
+ j—

—= + si —= —t .
22 341 14+1 559+1 60 1+1 3+1 29+1

2. Facem inductie matematica dupa n.
Pentru n=1, avem e,=1 iar ¢;=0 pentru i>1. S& presupunem afirmatia
adevarata pentru n si fie iy primul dintre indicii 0, 1,...,k pentru care e i, este —1

sau 0. Atunci:
-1 pentru  i<1i,
n+l=ej +3e] +...+3"¢} unde ¢, "= e; +1 pentru i=i, .Dacd un astfel de

e; pentru  1>1,

indice nu existd, urmeazi e,’=e,’=...=e¢,’=1 si atunci n+l=-1-3+...+3% +3!,
Unicitatea se stabileste prin reducere la absurd.

. * . 1
3. Fie qeN  cu proprictatea —<%c
@ b g -1

Atunci

1 -b . . . o
4 470 si are numdratorul mai mic strict decat a (cdci din
b ¢ bq,

1 . 1 -b 1
4. = aq;-b<a). Fie q, a.i. — <40
b g, -1 q> b g, —1

aq, —

Deoarece aq-b<a

rezulta

b a .
<Z deci q,>q;.

-b
Rezulta ! < a4 !

< < .
9142 bg, q:1(q, =1
Avem a 1 1 :a‘h‘h_qu_
b a1 919, bq,9,

b . L
(fractie cu numarator mai mic

decat aq;-b).

Continuand procedeul, numaratorul fractiei scade continuu cu cel putin
1 la fiecare pas.

Dupa un numar finit de pasi el va fi zero, deci

a 1 1 1
—=—+ ot

b 4 919, ‘11‘12'--%.
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4. Fie n=2k-1 cu ke N. Atunci pentru e>k avem identitatea:
n=2k-1=2e*-k)* + (2¢)*— (2e*-k+1)*
(deci putem alege x=2¢”-k, y=2e, z=2¢”-k+1).
Daca n este par, adicd n=2k, de asemenea pentruu e>k avem identitatea:
n=2k=(2e*+2e-k)’ + (2e+1)*— (2¢*+2e-k+1)’
(deci in acest putem alege x=2e*+2e-k, y=2e+1, z=2¢*+2e-k+1).
Evident, in ambele cazuri, putem alege e>k a.i. x,y, z>1.

3k 1

5. Scriind ca 3%=(n+1)+(n+2)+...+(n+3") deducem ci n = eN.

6. Cum pentru n>1 F, este impar, dacad existd p, q prime a.l. F,=p+q
atunci cu necesitate p=2 si ¢>2 si astfel qg= 2 —1= (22”7l + 1)(22"7l —1) -absurd.
1 s+1

7. Pentru orice k, s eN"avem (1+l)(1+ ! )...(+ )=1+
k k+1 k+s k

- . . m *
Daca x>1, xeQ atunci putem scrie x—1=— cum, neN §i n>z (cu z
n

arbitrar, caci nu trebuie neaparat ca (m, n)=1"1).
Este suficient acum sa alegem k=n si s=m-1.
8. Fie p=x’-y’ cu x>y si deci p=(x-y)(x+y) si cum p este prim x-y=1 si

1 -
x+y=p (in mod unic!), de unde x = % si y= r-1 .

2
2 2
. +1 -1
Dect p = P -1 2= .
2 2

9. Daca numadrul natural n se poate scrie ca diferentd de doua patrate ale
numerelor intregi a si b, atunci n este impar sau multiplu de 4 si reciproc.

intr-adevar, fie n=a’-b’. Pentru a si b de aceeasi paritate rezulti n
multiplu de 4. Pentru a si b de paritati diferite rezultd n impar.

Reciproc, daca n=4m, atunci n=(m+1)*-(m-1)* iar dacd n=2m+1, atunci
n=(m+1)*-m’.

10. Se tine cont de faptul ca patratul oricarui numar intreg impar este de
forma 8m+1.

11. Se tine cont de identitatea (2x+3y)>-3(x+2y)’=x>-3y".
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12. Din p prim si p>3 rezulta p=6k=1 si atunci:
4p*+1=4(6k+1)*+1=(8k+2)*+(8k+1)*+(4k)’

13. Facem inductie matematica dupa m (pentru m=1 atunci afirmatia
este evidenta).

Sé presupunem afirmatia adevarata pentru toate fractiile cu numaratorii
<m i s o demonstram pentru fractiile cu numaratorii m. Sa presupunem deci ca
I<m<n. Impirtind pe n la m avem:

(1) n=m(dyp-1)+m-k = mdy-k cu dp>1 si O<k<m, de unde mdy,= n+k <

m 1 k
2 —=—0+-).
n d, n
Cum k<m, aplicand ipoteza de inductie lui k/n avem:
3) E=L+ ! +..+ 1 cud;eN, d>1 pentru 1<i<r.
n d, dd, dd,..d,
Din (2) si (3) deducem ca:
m 1 1

=—+ +...+ si cu aceasta afirmatia este probata.
n dy, dyd, dyd,..d,

De exemplu:

5 1 1 1 1 1 1 1 1
=t — + =—t—t—t—.
7 2 2.3 2.3:4 2.3:4.7 2 6 24 168
< I 2 n . )
14. Clar, daca k=—+—+..+— cu ay,...,a,€N, atunci
a a, a,
n(n+1)
k<142+...4n= .
2
Sa probam acum reciproca. Dacd k=1 atunci putem alege
1
a1=a2=...=an=@. Daca k=n alegem a;=1, a,=2, ...,a,=n.
. 1 .
Pentru 1<k<n alegem a_ =1 si ai:@—k+l (caci
1
n M—kﬂ
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+1 .
Daca n<k< n(n2 ) atunci scriind pe k sub forma k=n+p;+p,+...+p; cu

n-1=p;>p,>...>pi= 1, atunci putem alege a, ,; =da,,, =...=a,, =1si 3= In
rest.
15. Fie neN". Dacia n=at(atl)+..+Hatk-1),  (k>1) atunci
2 -1) . . S L
n= @ si pentru k impar, k este divizor impar al lui n, iar pentru k par,

2atk-1 este divizor impar al lui n. Deci oricérei descompuneri ii corespunde un
divizor impar al lui n.
Reciproc, dacd q este un divizor impar al lui n, consideram 2n=pq (cu p

. 1 1 . 1 1
par) si fie a:5|p—q| +5 si b:E(p+q) —5.

Se observi ci a, beN" sia<b. Inplus,

a+b:%|p_q|:max( , q) iar
b—a+1:p+q+p_q|:min( , q).

Deci (a+b)(b-a+1)=pgq=2n.
(a+ b)(b —a+1)
2

(Se observa ca dacd q;#q, sunt divizori impari ai lui n atunci cele doua solutii
construite sunt distincte).

Am obtinut ca a +(a +1)+...+b =

16. Vom nota suma x+y prin s si vom transcrie formula data astfel:
(x+y)2 +3x+y s?+s
2 2

Conditia ca x §i y sunt numere naturale este echivalentd cu x>0 si s>x,

X sl s numere naturale. Pentru s dat, x poate lua valorile 0, 1, ...,s. In mod

corespunzator, n determinat de formula ) ia valorile
2

2 2
s“+s s +s s°+s .. .
+1, ..., 5 +s . Astfel, fiecarui s=0, 1, 2.... 1i corespunde o

+x. (1)

>

2 2
multime formatd din st+1 numere naturale n. S& observam ca ultimul numar al
multimii corespunzatoare lui s este cu 1 mai mic decat primul numar al multimii

267



2 . De aceea, aceste

multimi vor contine toate numerele naturale n si fiecare n va intra numai intr-o
astfel de multime, adica lui 1i va corespunde o singura pereche de valori s §i x.

2 2
. 1 1
corespunzatoare lui s+1: (S S +1+ s] = M

8) CAPITOLUL 12

1. x=y=z=0 verifica ecuatia. Daca unul dintre numerele x, y, z este zero
atunci §i celelalte sunt zero. Fie x>0, y>0, z>0. Cum membrul drept este par
trebuie ca §i membrul stang sd fie par astfel cd sunt posibile situatiile (X, y
impare, z par) sau (X, y, Z pare).

In primul caz membrul drept este multiplu de 4 iar membrul sting este
de forma 4k+2, deci acest caz nu este posibil.

Fie deci x=2"%,, y=2"y,, z=2"z, cu Xy, vy, Z2€Z impare iar o, P,
yeEN'. R
Inlocuind in ecuatie obtinem
220 . x2422P 2 422 22 =29 Ly Ly -z, astfel cd daca, de exemplu,
a=min(a, B, y),
(1) 22(x2 42200 2 4 020ma) 2 ) ey Ly g

Dacd B>a si y>o =otP+y>20 i egalitatea (1) nu este posibild
(membrul stang este impar iar cel drept este par). Din aceleasi considerente nu
putem avea a=f=y.

Dacé B=a si y>a din nou o+f+y+1>20+1 (din paranteza se mai scoate
2") si din nou (1) nu este posibila.

Rémane doar cazul x=y=z=0.

2. In esenta solutia este aseminatoare cu cea a exercitiului 1.
Sunt posibile cazurile :
i) X, y pare, z, t impare - imposibil (cdci membrul drept este de forma 4k iar cel
stang de forma 4k+2).
ii) X, y, z, t impare, din nou imposibil (din aceleasi considerente).
i) x, y, z, t pare : x=2"x;, y=2Py,, z=2"z, si t=2°t, cu x,, yy, z,, t; impare iar a, B,

y, 8N,
Fie o=min(a, B, vy, o) ; Inlocuind in ecuatic se obtine (2):
220{ . (xlz + Zz(ﬁ’a) . y]2 + 22(7’0‘) . le + 22(5’0[) .tlz): 2a+ﬁ+7+5+1 XYz .tl A
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Daca B, vy, 8 >a egalitatea (1) nu este posibila deoarece paranteza din (1)
este impara si a+p+y+d+1>20.

Daca p=a, vy, & >0, din paranteza de la (1) mai iese 2 factor comun si
din nou a+p+y+d+1>20+1.

Contradictii rezulta imediat si in celelalte situatii.

Réamane deci doar posibilitateax =y=z=t=0.

3. Se verifica imediat ca (1, 1) si (2, 3) sunt solutii ale ecuatiei. Sa
ardtam ca sunt singurele. Fie (x, y)EN?, 2x>3, y>1 ai. 3*-2'=1; atunci 3*-1=2"
sau

(1) 3¥43%%4. . +3+1=2%"
Daca y>1, membrul drept din (1) este par, de unde concluzia ca x trebuie sa fie
par. Fie x=2n cu nEN. Deoarece x#2 deducem cd x>4, deci y>3. Ecuatia
initiald se scrie atunci 9"-1=2" , sau 9™'+9" %+ +9+]1=2""

Deducem din nou cé n este par, adicd n=2m cu meN. Ecuatia initiald
devine 3*™-1=2¥ sau 81™-1=2" , imposibil (cici membrul sting este multiplu de
5).

4. Ecuatia se mai scrie sub forma (x+y+1)(x+y-m-1)=0 si cum x, yEN,

atunci x+y+1+0, deci x+y=m+1 ce admite solutiile (k, m+1-k) si (m+1-k, k) cu
k=0, 1, ..., m+1.

5. Daca y=0(2) atunci x*=7(8) ceea ce este imposibil caci 7 nu este rest

patratic modulo 8. Daca y=1(2), y=2k+1 atunci x2+1:y3+23:(y+2)[(y-1)2+3], de
unde trebuie ca (2k)*3[x’+1. Acest lucru este imposibil deoarece (2k)*+3 admite
un divizor prim de forma 4k+3 pe cand x*+1 nu admite un astfel de divizor.

6. Daci y este par, x’=y*-8z+3=0 (8), ceea ce este imposibil.

Daci y este impar, y=2k+1, x’=3-8z+8k™+8k+2=5(8), ceea ce este de
asemenea imposibil (caci x este impar si modulo 8 patratul unui numar impar
este egal cu 1).

7. Presupunem ca z+3 si il fixam.

Fie (x, y)EN? o solutie a ecuatiei (cu z fixat). Daca x=y, atunci x=y=1
si deci z=3, absurd !.

Putem presupune x <y iar dintre toate solutiile va exista una (X, yo) cu
yo minim. Fie X;=X(z-y, $1 y1=X.
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Avem : y, -(xpz—yy)=x3 +1>1, deci x,EN.
Cum
2, .2 2, .2 2, .2 2.2

x; +y; +1 :(xoz—yo) +xy +tl=xy +yy +1+x5z" =2xqy9z =
_ e x222 0 2 _ ( _ )_ _ dica
=XgVoZ+XpZ XoVoZ =Xgz—XgYoz =Xgz\Xgz—yo)=Xozx; =X, ¥, 2, adicd
si (x1, y1) este solutie a ecuatiei. Cum x,<y, iar y;<y, se contrazice minimalitatea
lui yy, absurd, deci z=3.

8. Ecuatia fiind simetricd In X, y i z sa gisim solutia pentru care

X<y=<z.
Atunci l+l+l sé =1 sé <x<3.
X y z x X
. . < . . .11 1 .
Cazul x=1 este imposibil. Daca x=2 atunci ecuatia devine —+ — = 3 si
y z

deducem imediat cd y=z=4 sau {y, z}={3, 6}.
Daca x=3 atunci ecuatia devine L + 1 = % , de unde y=z=3.
y z
Prin urmare x=y=z=3 sau {Xx, y, z}={2, 4} (doua egale cu 4) sau
{x,y,2}={2, 3, 6}.

9. Ecuatia se pune sub forma echivalenti (x-a)(y-a)=a’. Daci notim prin
n numérul divizorilor naturali ai lui a®, atunci ecuatia va avea 2n-1 solutii, ele
obtinandu-se din sistemul :
x-a=+d
2
a 2 *
y—a=i7 ,(cudla®,deN).

Nu avem solutie in cazul x-a=-a §i y-a=-a.

10. O solutie evidenta este y=x cu x€Q.".
x

y—-x

Sa presupunem ca y#x, y>X. Atunci w= €Q4", de unde

1 [Hf)x [1-%—7'),\'
y= (1 +—jx. Astfel x” =x> "/ sicum x’=y* atunci x* "/ =yp" ceea ce
w
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1+l 1 L 1 .
da x Y=yp=|1+—|x, de unde xW =14+—, deci
w

n I din Q ireductibile. Din (1) deducem ci
m S

“.
=
I

m

_ n
m+n r m+n r . . . .
" =L, deunde u =— . Cum ultima egalitate este intre fractii
n s nn Sm

ireductibile deducem ca (m+n)" =r™ si n"=s™. Deci vor exista numerele
naturale k, / a.i. m+tn=k", r=k" si n=[", s=I". Astfel m+/"=k™, de unde k>/+1.
Daci m>1, am avea k™>(/+1)"=/"+m/™'+1>/"+m, prin urmare k™>/"+m,

imposibil. Astfel m=1, de unde w=L=n si astfel avem solutia
m

1 n n+l
x= (1 +—] , V= (1 +—] cuneN’ arbitrar.
n n

De aici deducem cd singura solutie in N este pentru n=1 cu
{x, y}={2,4}.

11. Evident nici unul dintre x, y, z, t nu poate fi egal cu 1. De asemenea

nici unul nu poate fi superior lui 3, caci daca de exemplu x=3, cum vy, z, t>=2
atunci :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 . . . .
—t—+—+—<—+— —+—:3—<1, imposibil !. Deci x=2 si analog
xz yz 22 1‘2 4 4 4 9 36

y=z=t=2.

12. Se observa imediat ca perechea (3, 2) verifica ecuatia din enunt.

Daci (a, b)EN? este o solutie a ecuatiei atunci tindnd cont de identitatea

3(55a+84b)%-7(36a+55b)*=3a’-7b*
deducem ca si (55a+84b, 36a+55b) este o alta solutie (evident diferita de (a, b)).

13. Sa observam la inceput cé cel putin doud dintre numerele X, y, z
trebuie si fie pare, cici daci toate trei sunt impare atunci x*+y*+z” va fi de forma
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8k+3, deci nu putem gasi tE€N a.i. *=3(8). (patratul oricirui numar natural este

congruent cu 0 sau 1 modulo 4).
Sa presupunem de exemplu cd y si z sunt pare, adica y=2/ si z=2m cu /,

meN.
Deducem  imediat ca t>x, fie t-x=u. Ecuatia devine

XH4AP+HAM =(x+u)’ & u’=4+4m*-2xu. Cu necesitate u este par, adicd u=2n cu

. 12 +m? —n? .
neN.  Obtinem  n’=f+m’nx, de unde X=—- iar
n
12 +m? +n?
t=x+u=x+2n=—-—""—.
n
Cum xeN, deducem cd n’ <> +m? o n<N* +m* .
in concluzie (D)
1 +m? —n? 1> +m? +n* .
x=———— y=2l, z=2m, t=——— cum, n, [EN, n|12-i-m2 si
n n

n<vI*+m?* .
Reciproc orice X, y, z, t dati de (1) formeaza o solutie pentru ecuatia
by =2,
Intr-adevir, cum
2

) 2 2 2 2 2 2
(1 +m” —n ] +(21)2+(2m)2:(1+m—+n] , pentru orice /, m, n
n n

tinand cont de (1) deducem ca x*+y*+z°=t>,

14. Alegem x si z arbitrare si atunci cum L,L =1,din
(x,2) (x,2)

X z .z . uz o ux
(sz)~y—m~t deducem ca m |y, adica y——(x’z),dem t —(sz).

Pe de altd parte, ludnd pentru x, z, u valori arbitrare si pundnd

uz . ux . . . < a4 .
y= $it= obtinem ca solutia generald in N™ a ecuatiei xy=zt este
(x.2) (x.2)
x=ac, y=bd, z=ad si t=bc cu a, b, ¢, dEN arbitrari.

15. Presupunem prin absurd ca x*+y*+z’=1993 si x+y+z=a’, cu a€N.

Cum a2=x+y+z<\/3ix2 +y?+z? i: V5979 <78, deducem ca a’€{l, 4, 9,
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...,64}. Cum (x+y+z)’= xX*+y*+z°+2(xy+yz+xz) deducem cid x+y+z trebuie si fie

impar, adica a’€{1, 9, 25, 49}.
De asemenea , din (x+y+z)">x*+y*+z* si 257°<1993 deducem ci a’=49,
de unde sistemul
{x2+y2+22:1993
x+y+z=49
inlocuind y+z=49-x obtinem (49-x)*=(y+z)*>y*+z’=1993-x’, adica

49 —+/1585 49 ++/1585 -
— sau x>#

x2-49x+204>0, deci x < . In primul caz x>45

deci x*=2025>1993, absurd. In al doilea caz x <4. Problema fiind simetrici in x,
y, z deducem analog ca si y, z<4, deci 49=x+y+z<4+4+4=12, absurd.

Observatie De fapt ecuatia x*+y*+z°=1993 are in N* doar solutiile: (2,
30, 33), (2, 15, 42), (11, 24, 36), (15, 18, 38), (16, 21, 36) si (24, 24, 29).

16. Ecuatia nu are solutii iIn numere intregi pentru cd membrii sii sunt
de paritati diferite.

Intr-adevar, x/ +..+x? =x; +..+x, (2) si
(xl +...+xn)2 =X +..+x, (2) sau (x; +..+x,, )2 +l=x;+..+x, +1 (2), de

unde deducem cd x/ +..+x7 —(x, #.tx, )2 —1 este impar, deci nu poate fi

Z€ro.

17. Reducand modulo 11 se obtine cia x’=x1(11) (aplicaind Mica
Teorema a lui Fermat) iar x°=0(11) daca x=0(11).

Pe de alta parte, y2+4E4, 5,8,2,9,7(11) deci egalitatea y2:x5—4, cu X,
yEZ este imposibila.

9) CAPITOLUL 13

L. Fie A si B puncte laticiale situate la distanta 1 intre ele prin

. - * .
care trece cercul € din enunt (de razd reN"). Vom considera
un sistem ortogonal de axe cu originea in A avand pe AB

drept axa x'x si perpendiculara in A pe AB drept axa y'y
(vezi Fig. 9)
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Fig. 9

Daca C este centrul acestui cerc, atunci coordonatele lui C sunt
1 1
(_3 rz - )
2 4

Dacid M(x, y) mai este un alt punct laticial prin care trece €, atunci x,
yEZ si

1y Loy 1 [L 11
2 2 2 2, .2 2 2
X——| H|y—4|r ——| =r-eox" —x+—+y +r° =2y, |r°'————=vr
( 2) (y 4] 4 4 7 4 4
f 1 [
o xtryr—x=2y rZ—Z:y 4r? 1.

Ultima egalitate implicd 4r*-1=k* cu k€Z < (2r-k)(2r+k)=1 <

2r-k=1 sau | 2r-k=-1 =

2r+k=1 2r+k=-1
o1 P

2 sau ) - absurd !.
k=0 k=0

2. Fie x=2 si yzi cup,q,r€”Z, q*0.
q q
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Atunci punctele laticiale de coordonate (r, -p) si (-r, p) au aceiasi
distantd pana la punctul de coordonate (x, y) deoarece :

5 L) L o)

Prin urmare, pentru orice punct de coordonate rationale existd doud
puncte laticiale distincte egal departate de acel punct.

Daca presupunem prin absurd cd a€Q si beQ, atunci conform cu
observatia de mai inainte, existd doud puncte laticiale distincte ce sunt egal
departate de punctul de coordonate (a, b). Astfel daca cercul cu centrul in
punctul de coordonate (a, b) contine in interiorul sau n puncte laticiale, atunci un
cerc concentric cu acesta insd de razd mai mare va contine in interiorul sau cel
putin n+2 puncte laticiale, neexistand astfel de cercuri cu centrul in punctul de
coordonate (a, b) care sd contind in interiorul sdu exact n+1 puncte laticiale -

absurd !. Deci a¢Q sau b€ Q.

C(, 1978) $<-"""" ~* B(1978, 1978)

v

0 A(1378, 0)

Fig. 10

Se observa (vezi Fig. 10) ca centrul cercului va avea coordonatele
(989, 989) siraza r =989- \/5 , astfel cd un punct M(x, y)€€ <
(1) (x—989)* +(y—989)* =2-9892.

Cum membrul drept din (1) este par deducem ca daca (x, y)EZZ, atunci
x-989 si y-989 au aceiasi paritate.

1 . .
Astfel 4= E(x + y)— 989 si B=—-(x— y) sunt numere intregi.

1
2
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Deducem imediat ca x-989=A+B si y-989=A-B si cum
(A+B)*+(A-B)*=2A*+2B?, (1) devine :
(2) A*+B’=989°.

Observam ca n=989°=23" -43%. Conform Teoremei 1.7. de la Capitolul
11 ecuatia (2) va avea solutii intregi.

Prin calcul direct se constata cad numarul d;(n) al divizorilor lui n de
forma 4k+1 este d;(n)=5 iar numarul d;(n) al divizorilor lui n de forma 4k+3 este
d;(n)=4 astfel ca in conformitate cu Teorema 1.7. de la Capitolul 11, numarul de
solutii naturale ale ecuatiei (2) este 4(d;(n)- d;(n))=4(5-4)=4.

Cum (0, 0), (0, 989), (989, 0) si (989, 989) verifica (2) deducem ca
acestea sunt toate, de unde si concluzia problemei.

4. Fie date punctele laticiale P; (x;, y;, Z), X, Vi, ZEZ, 1<1<9. Definim
f:{Py, ..., Po}—{0, 1} x{0, 1} x{0,1} prin

f(Pl-):[xl-—Z{%} : yi—Z-[%} : zl-—Z{%ﬂ,lsisQ

Cum domeniul are 9 elemente iar codomeniul are 8, f nu poate sa fie
injectiva. Deci existd i, j€{1, 2, ..., 9}, i#] pentru care f(P;)= f(P;), adicd x;- X;
YitYi» Zi-ZjEZ'Z.

R X; +x; Yy oz 4z

in acest caz — 3 L, Ji 2)/_, , — 3 L €7Z. Am gasit astfel punctul

X;+x. y.+y, z;+z; B )
[ e > L, = 2 '/j care este mijlocul segmentului P; P; .

laticial P|

Observatie Problema se poate extinde imediat la cazul a m=>2"+1

puncte laticiale din R,
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