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CUVANT INAINTE

Aceasta lucrare este o editie revizuitd si Imbunatatita a lucrarii
Elemente de aritmetica si teoria numerelor, avand aceiasi autori, i care a fost
publicatd in anul 1998, la editura Radical din Craiova (I.S.B.N. 973-9253-52-0).

Fatd de vechea editie, pe langd indreptarea unor mici erori (atat de
redactare cat si de tehnoredactare ), am adus imbunatatiri paragrafelor 4 si 7 de la
Capitolul 7, ca si paragrafului 3 de la Capitolul 11.

in finalul Capitolului 12 am introdus un nou paragraf (paragraful 6) in
care se prezintd rezolvarea n numere intregi a sistemelor de ecuatii liniare cu
coeficienti Intregi.

Pentru fiecare capitol s-au introdus exercitii suplimentare cu solutii
complete.

in finalul lucrérii s-au atasat urmatoarele anexe:

Anexa 1: Tabelul cu numerele prime ( evidentiind numerele prime

gemene) de la 1 la 10.000.

Anexa 2: Functia ﬂ(x) si estimarile sale.

Anexa 3: Numerele lui Fermat, numerele lui Mersenne si numere
perfecte.

Daca lucrarea initiald avea 254 pagini format As , prezenta editie are
288 pagini (acelasi format ).

Craiova, 20 aprilie 1999. Autorii.



L. Kronecker : Dumnezeu a creat numerele naturale — restul este

munca omului .

CAPITOLUL 1 :
MULTIMEA NUMERELOR NATURALE N.

§ 1 Triplete Peano

DEFINITIA 1.1. Numim triplet Peano un triplet (N, 0, s ) unde

N este o multime nevida, 0€N iar s:N—N este o functie astfel incit sunt
verificate axiomele :

P;: 0s(N)
P, : s este o functie injectiva

P;: dacd PSN este o submultime astfel incit 0P si
(neP=s(n)€P ), atunci P=N.

In cele ce urmeazi, acceptim ca axiomd existenta unui triplet Peano
(cititorului dornic de aprofundarea acestei chestiuni ii recomandam lucrarile [7]
si[19]).

LEMA 1.2. Daca ( N, 0, s ) este un triplet Peano, atunci
N={0} Us(N).
Demonstratie Daca notam P={0}Us (N), atunci PEN si cum P verifica

P;, deducem ca P=N .m

TEOREMA 1.3. Fie (N, 0, s ) un triplet Peano iar (N’, 0’,s " ) un
alt triplet format dintr-o multime nevida N’, un element 0'€N’ si o functie
s":N" — N’. Atunci :

1) Existi o unica functie f:N—N’ astfel incat f(0)= 0’, iar diagrama



este comutativi (adicid fos=s'of).

2)Daca (N’,0',s") este un triplet Peano, atunci f este bijectie.
Demonstratie 1) Pentru a proba existenta lui f, vom considera toate

relatiile RENXN" a.i. :
r:(0,0) €R

r, : Dacad (n, n’)ER, atunci (s(n), s’(n’))ER iar prin Ry vom nota
intersectia acestor relatii .
Vom demonstra ca R este o relatie functionala si astfel f va fi functia ce

va avea drept grafic pe Ry (astfel, din (0, 0’)€R, vom deduce ca f (0)=0" iar
dacd neN si f (n)=n'eéN’, (n , n')ER,, deci (s(n), s’(n’))ER,, adica,
f(s(n))=s’(n")=s"(f (n)).

Pentru a demonstra ca R, este o relatie functionala, vom demonstra ca
pentru orice n€N, existd n’€N’ a. 1. (n, n")ER , iar dacd pentru nEN si n’,
n’’eN’ avem (n, n")ERsi (n, n’’)ER,, atunci n’=n'" .

Pentru prima parte, fie P={nEN : existin’€N"a. 1. (n,n")ER, } EN.
Cum (0, 0’)ER, deducem ca O€P. Fie acum n€P si n’€N’ ai. (n, n’)ER,. Din

definitia lui Ry deducem ca (s(n), s’(n"))ERy ; obtinem ca s(n)EP si cum (N, 0, s)
este triplet Peano, deducem ca P=N.
Pentru a doua parte, fie

Q={nEN:dacin’,n"”’éN’si(n,n’), (n,n"")ERy = n’=n''}EN
si sd demonstram la Inceput ca 0€Q.

in acest sens, vom demonstra ¢ daca (0, n’)ER, atunci n’=0’. Daci
prin absurd, n’#0’, atunci vom considera relatia R;=R, \{(0, n")}SNxN’. Din
n’#0" deducem ca (0, 0')€R, iar dacd pentru meN’ avem (n, m)ER, , atunci
(n, m)ERy si (n, m) # (0, n’). Astfel (s(n), s’(m))ER, si cum (s(n), s’(m))#(0, n’)
(caci s(n) # 0 conform cu P,), deducem ci (s(n), s’(m))ER; . Cum R, verifica r;
si 1, ar trebui ca RySR; — absurd (caci Ry este inclusa strict in Ry ).

Pentru a proba cd 0€Q, fien’, n”’€N"a. 1. (0,n’), (0, n"")ER,. Atunci,
tinand cont de cele stabilite mai sus, deducem ca n’=n""=0", deci 0€Q.

Fie acum n€Q si n €N " a. 1. (n, n")ER,, ; vom demonstra ca daci
(s(n), n"")ER,, atunci n’’=s"(n"). S& presupunem prin absurd c¢d n"’# s’(n’) si sd

consideram relatia R, =R, \{(s (n), n’’)} . Vom demonstra cd R, verificar; sir, .
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Intr—adevar, (0, 0")ER, ( cici 0 # s(n) ) iar daca (p, p’)ER, , atunci
(P ") ERo 51 (p, P)A( (), ") .

Deducem cd (s(p), s’(p’))ER, si dacd presupunem (s(p), s’(p’))=
=(s(n), n’’), atunci s(p) =s(n), deci p=n. De asemenea, s’(p")=n"".
Atunci (n, n")ERy si (n, p)ER, iar cum n€Q = n’=p’, deci n’’'=s"(p")=s"(n"),
ceea ce contrazice faptul cd n’’#s(n’). Prin urmare, (s(p), s’(p’)) # (s(n), n’’),
ceea ce ne aratd ca (s(p), s’(p'))ER,, adica R, satisface r; si r,. Din nou ar trebui
ca RyCR, —absurd !.

Deci (s (n), n’")ERy = n’’=s'(n’) astfel ca dacd r, s EN ’ si (s(n), 1),
(s(n), s )ERy, atunci r=s = s’(n), adica s(n)€Q, deci Q=N.

Pentru a proba unicitatea lui f, sd presupunem cd mai exista f':"N—N’
a.l. f(0)=0" si s’(f'(n))=f"(s(n)) pentru orice nEN.

Considerdnd P={n€N : f(n)=f'(n)} SN, atunci 0EP iar daci nEP
(adicd f(n)=f'(n)), atunci s’(f(n))=s’(f'(n))=1f(s(n))=f"(s(n))=s(n)EP si atunci

P=N, adica f=f".
2) Sa aratam la inceput ca f este injectiva. Pentru aceasta vom considera

P={neN : daca meN si f(m)=f(n)=m=n} SN si s demonstram la inceput ca
0EP. Pentru aceasta fie mEN a. 1. f(0)=f(m) si sd demonstram ca m=0. Daca prin
absurd m#0, atunci m=s(n) cu nEN iar egalitatea f(m)=f(0) devine f(s(n))=f(0)=

=0, de unde s’(f(n))=0", ceea ce este absurd deoarece prin ipoteza (N’, 0’, s)
este un triplet Peano.

Fie acum n€&P; pentru a demonstra ca s(n)eP, fie meN a.l.
f(m)=f(s(n)).

Atunci m#0 (céci in caz contrar ar rezulta cd 0’=f(0)=f(s(n))=s’(f(n)),
absurd !), deci conform Lemei 1.2., m=s(p) cu pEN iar egalitatea f(m)=f(s(n))

devine f(s(p))=f(s(n))=s’(f(p))=s’(f(n)), adica f(p)=f(n) si cum nEP, atunci n=p
si astfel m=s(p)=s(n).
Pentru a demonstra surjectivitatea lui f sa consideram

P'={n"eEN’"existinEN a. 1. n'=f (n)} SN".
Cum f(0)=0" deducem ca 0’€P’. Fie acum n’E€P’ ; atunci existd nEN

a.l. n’=f (n). Deoarece s’(n")=s’(f(n))=f(s(n)), deducem cd s’(n")EP’ si cum



tripletul (N’, 0, s’) este un triplet Peano, deducem ca P’=N’, adica f este si

surjectivd, deci bijectiva . B

Observatie  Conform Teoremei 1.3. (cunoscutd si sub numele de
teorema de recurentd ) un triplet Peano este unic pana la o bijectie.

in cele ce urmeazi vom alege un triplet Peano oarecare (N, 0, s) si pe
care il vom fixa ; elementele lui N le vom numi numere naturale .

Elementul 0 va purta numele de zero . Notam N* = N \ {0}.

Vom nota 1=s(0), 2=s(1), 3=s(2), e.t.c., astfel ca N={0, 1, 2, ...}.
Functia s poartd numele de functia succesor . Axiomele P; — P; sunt cunoscute

sub numele de axiomele lui Peano .
Axioma P; poartad numele de axioma inductiei matematice.

§2 Adunarea numerelor naturale

TEOREMA 2.1. Existi o unicii operatie algebrici pe N pe care o
vom nota prin ,,+” si 0 vom numi adunarea numerelor naturale astfel incét

pentru orice m, n€N si avem :
A;: 0+m=m
Ay:  s(n)tm=s(n+m) .
Demonstratie Sa probam la inceput unicitatea si pentru aceasta sa

presupunem ca mai existd o operatie algebrica ® pe N a.i. sunt verificate A; si
As.

Fie P={nEN | ntm=n®m, pentru orice meN} <=N.

Din A; deducem ca O€P iar din A, deducem ca daca nEP, atunci
s(n)+m=s(n)®m < s(n+tm)=s(n®m), ceea ce este adevarat deoarece s este
injectiva gi am presupus cd n€P. Deci P=N, adica cele doua operatii coincid.

Considerdm un element meN (pe care il fixam) si tripletul (N, m, s) ;
conform Teoremei 1.3. existd o unica functie f,:N—N a. 1. f;,(0)=0 si s(fu(n))=
=f,(s(n)) pentru orice nEN .

Pentru n€N definim n+tm=f; (n). Atunci 0+m=f,(0)=m iar s(n)+m=

=t (s(n))=s (fn (n))=s(n+m). W
Observatie  Axiomele A—A, poartd numele de axiomele adundarii
numerelor naturale.




PROPOZITIA 2.2. Pentru orice m,neN avem
Alo : n+0=n

Ag : n+s (m)=s(n+m) .

Demonstratie  Fie P={meN: m+0=m }<N. Daca in A; facem pe
m=0, deducem ca 0+0=0, adicdi 0€P. Daca m&P, (adicai m+0=m), atunci
s(m)+0=s(m+0)=s(m), adicd s(m)EP, deci P=N. Analog se probeazi si a doua

relatie.

PROPOZITIA 2.3. Dubletul (N, +) este monoid comutativ cu
proprietatea de simplificare.

Demonstratie Din cele stabilite anterior, deducem ca 0 este element
neutru pentru adunarea numerelor naturale.

Pentru a proba comutativitatea adunarii sa consideram

P={neN : ntm=m+n pentru orice meN} <N .
Evident 0€P. Dacd n€P, adica ntm=m+n pentru orice meN, atunci
s(n)tm=m+s(n) < s(ntm)=s(m+tn) < n+tm=m+n, ceea ce este adeviarat.

Deducem ca P=N, adicd adunarea numerelor naturale este comutativa .
Pentru a demonstra asociativitatea adunirii numerelor naturale, sa
consideram

P ={peN: (m+n)+p=m+(n+p) pentru orice m, nEN}cN.
Evident 0€P. Fie acum n€P. Atunci (s(n)+m)+p=s(nt+m)+p=
=s(n+(m+p)) iar s(n)+(m+p)=s(n+(m+p)) si cum (n+m)+p=n+(m+p) deducem

ca s(n)EP, adica P=N.
Pentru partea finala fie

P={peN : dacd mtp=n+tp = m=n}<=N.

Evident 0€P si sa presupunem cad pEP. Atunci m-+s(p)=n+s(p)
< s(mt+p)=s(nt+p) < m+p=nt+p < m=n (caci p€P), adica s(p)EP si astfel din
nou P=N. ®m

Observatie Dacda neEN, atunci s(n)=s(n+0)=n+s(0)=n+1.

PROPOZITIA 2.4. Dacia m, n€N si m+n=0, atunci m=n=0.




Demonstratie Daca m # 0 sau n # 0, atunci existd p, g€N a. 1. m = s(p)
sau n = s(q). In primul caz, obtinem ca m+n = s(p)+n = s(p+n) # 0 — absurd ! si

analog 1n al doilea caz. Decim=n=0. &

§3 inmultirea numerelor naturale

PROPOZITIA 3.1. Exista o unica operatie algebrica pe N notata

,* $i numitd inmultirea numerelor naturale a.. pentru orice m, neN sa
avem :

II: m-0=0
I, : m's(n)=mn+m.

Demonstratie Fie meN fixat ; considerand tripletul (N, 0, f,, ), unde
fu:N—=N este definitd prin f,(n)=n+tm pentru orice n€N, atunci conform
Teoremei 1.3. exista o unica functie g ,, :N—N a.i. g, (0)=0 si fyogn=gn os.

Definim m'n = gu(n) si astfel m0=g,(0)=0 iar m-s(n)=gy(s(n)=
=fin(gum(n))=fn(m'n)=m-n+m . Unicitatea operatiei de iInmultire cu proprietatile I
si I, se probeaza ca in cazul adunarii. B

Observatie 1, si I, poarta numele de axiomele inmultirii numerelor
naturale.

In cele ce urmeaza, dacd nu este pericol de confuzie, vom scrie m'n=

=mn pentru m, n€N.
Analog ca in cazul adunarii numerelor naturale, se demonstreaza ca
pentru oricare numere naturale m, n avem :

1) : 0-m=0

13 : s(n)m=nm-+m.

LEMA 3.2. inmultirea numerelor naturale este distributivi la
stinga fati de adunarea numerelor naturale.

Demonstratie Fie P={pEN : m(n+p)=mn+mp pentru oricare m,
neN}SN.
Tinand cont de I; deducem ca 0€P.

Sa presupunem acum ca pEP si fie m, nEN.
Avem m(n+s(p))=m(s(n+p))=m(n+p)+m=mn+mp+m=mn+ms(p), adica

s(p)EP si astfel P=N . m



PROPOZITIA 3. 3. Dubletul (N, -) este monoid comutativ.
Demonstratie Pentru a proba asociativitatea inmultirii fie

P={pEN : (mn)p=m(np) pentru oricare m, n€N}SN. in mod evident, 0€P. Sa

presupunem acum cad pEP si sd demonstram cd s(p)EP. Avem (mn)s(p)=
=(mn)p+mn iar m(ns(p))=m(np+n)=m(np)+mn (conform Lemei 3.2.), de unde

egalitatea (mn)s(p)=m(ns(p)), adica s(p)EP, deci P=N.
Deoarece pentru orice n€N avem n-1=n-s(0)=n-0+n=n iar 1-n=s(0)-n=

=0-n+tn=n deducem ci 1 este elementul neutru al inmultirii numerelor naturale.
Pentru a proba comutativitatea inmultirii numerelor naturale fie

P={neN : nm=mn pentru orice meN}<N.
in mod evident OEP si si presupunem ci nEN. Atunci pentru orice
meN, s(n)m=n'm+m iar m-s(n)j=mn+m, de unde s(n)'m=m-s(n), adica s(n)EP,
deciP=N. m

§4 Relatia naturali de ordine de pe N .

DEFINITIA 4.1. Pentru m, n€N vom scrie m<n (si vom spune ci
m este mai_mic sau egal decit n sau ci n este mai mare sau egal decat m)

daci exista peN a.i. m+p=n ; convenim in acest caz si notim p=n-m.

Daca peN*, atunci m<n si m#n ; in acest caz vom scrie m<n si vom
spune ca m este strict mai mic decat n.

LEMA 4.2. Daca m, n€N si m<n, atunci s(m)<n.
Demonstratie Deoarece m<n, existd pEN* a.i. m+p=n. Cum peEN¥*,
existd kEN a. 1. p=s(k) (conform Lemei 1.2.). Atunci din m+p=n deducem ca

m+s(k)=n = s(m+k)=n = s(m)+k=n =>s(m)<n. H
COROLAR 4.3. Pentru orice n€N, n<s(n).

PROPOZITIA 4.4. Dubletul (N, <) este 0 multime total ordonat:.

Demonstratie  Deoarece pentru orice n€N, nt0=n deducem cid n<n,

adica relatia < este reflexiva. Fie acum m, n€N a. 1. m<n si n<m. Atunci exista

p, 4€N a.i. mtp=n si ntq=m. Deducem ci n+(p+q)=n, de unde p+q=0 (conform
10



Propozitiei 2.3. ), iar de aici p=q=0 (conform Propozitiei 2.4.), adica m=n, deci
relatia < este antisimetrica .

Fie acum m, n, p€N a. i. m<n si n<p. Atunci exista r, sEN a. 1. m+r=n
si nts=p. Deducem imediat cd m+(r+s)=p, adica m<p, deci relatia < este si

tranzitiva, adica < este o relatie de ordine pe N.

Pentru a proba ca ordinea < de pe N este totala, fie meN fixat iar

P,={neN: n<m sau m<n}<N.

in mod evident 0€P,, si fie n€P,,. Daca n=m, atunci cum n<s(n) avem
m<s(n), adica s(n)EP,,. Daca n<m, atunci conform Lemei 4.2. avem s(n)<m si
din nou s(n)€P,,. Dacd m<n, cum n<s(n) avem ca m<s(n) si din nou s(n)EP,,.
Rezulta cd P,;=N si cum m este oarecare deducem ca ordinea < de pe N este
totald. W

Observatie  Relatia de ordine < definitd anterior pe N poartd numele

de ordinea naturala de pe N.

TEOREMA 4.5. Dubletul (N, <) este 0 multime bine ordonata .
Demonstratie  Trebuie sda demonstram cd orice submultime nevida

ACN are un cel mai mic element. Pentru aceasta fie:
P={neN: n<x pentru orice x€A} = N.

Evident 0€P. Daca pentru orice n€P ar rezulta s(n)EP, atunci am deduce ca
P=N. Astfel cd alegdnd un xo€A atunci xo€P, deci s(x)EP. in particular ar
rezulta ca s(xg )<x,— absurd !.

Deducem ca P£N, adica exista acP a.i. s(a)&P.

Vom demonstra cd a€A si ca a este cel mai mic element al lui A.

Dacda a€A, atunci pentru orice X€EA avem a<x, de unde s(a)<x
(conform Lemei 4.2.), adica s(a)€P — absurd !, deci a€A si cum a €P deducem

cd a <x pentru orice XE A, adica a este cel mai mic element al lui A . B

COROLAR 4.6. Orice sir descrescator de numere naturale este
stationar.

Demonstratie Fie (a,), en un sir descrescator de numere naturale iar

11



A={a , : neN}cN. Conform Teoremei 4.5 multimea A are un cel mai mic
element a | ; atunci pentru orice m>=k avem a ,, > a , $i cum a < a,;, deducem ca

an=ay, adicad sirul (a, ), en este stationar. W

COROLAR 4.7. in N nu putem gisi un sir strict descrescitor si
infinit de numere naturale.

COROLAR 4.8. Fie PcN a.. pentru orice neN (x<n = x€P) =
n<P. Atunci P=N.

Demonstratie Fie A=N\PSN si sd presupunem prin absurd cd A#Q.
Conform Teoremei 4.5. multimea A va avea un cel mai mic element

a€A. Cum pentru xeN, x<a = x€A = x€P, conform ipotezei P=N, adici
aE€P si astfel a¢ A — absurd !. Deci A=, de unde P=N . m

COROLAR 4. 9. ( Teorema impértirii cu rest in N). Pentru oricare
doua numere naturale m, n cu n#0, existd si sunt unice doud numere

naturale ¢ sir a.i. m=n-ct+r sir<n.

Demonstratie Fie A={s€N: existd peN a.i. m=np+s} =N.

Deoarece m=0-m+m deducem cd me€A, adica A#O. Conform
Teoremei 4.5. multimea A posedad un element minimal rEA. Atunci existd cEN
a.l. m=cn+r i sa demonstram ca r<n .

Daca prin absurd r«n, atunci conform Propozitiei 4.4., r=n, adica exista
ueN a.l. r=n+u. Deducem cd m=nc+r=nc+n+u=n(c+1)+u, adicd u€A, deci r<u

si cum u<r deducem ca u=r, adicd n=0 — absurd !.
Pentru a demonstra unicitatea lui ¢ §i r sd presupunem ca m=cn+tr=

=c'n+r’, cur, r' <n i sd aratdm ca c=c’ si r=r’.
Sa presupunem de exemplu cad c<c’, adicd ctu=c’ cu ueN*,
Atunci m=nc¢’+r’=n(ctu)+r’ =nc+nutr’, deci r=nu+r’ >n — absurd !.

Deci c=c¢’ si deducem imediat ca si r=r’. H
Observatie Numarul ¢ poarta numele de cdtul impadrtirii lui m la n iar r
se zice restul acestei Tmpartiri .

TEOREMA 4.10. Fie m,n, m’, n’, peN a.l. m<n si m'<n’. Atunci:

12



i) m+m’< n+n’ si mm’< nn’
ii) mp< np si mP<n’.

Demonstratie i) Putem scrie m+r=n si m’+r'=n’, cu r, r'eN. Din

(m+m")+(r+r')=n+n"  deducem ¢a  m+tm'<n+tn’. De  asemenea
nn'=(m+r)(m’+r)=mm’+mr’+rm’+r1’ §i cum mr'+rm’+r1’eN deducem ci
mm’<nn’.

i) Se deduce ca si i) tinand cont de i) precum si de regulile de calcul din

N stabilite mai tnainte. W

§5. Reprezentarea numerelor naturale intr-o bazi dati

Din cele mai vechi timpuri s-a impus gasirea unor procedee de scriere a
numerelor naturale care sa permitd o rapidd estimare a ordinului lor de marime,
precum si elaborarea unor reguli simple de a efectua principalele operatii cu
acestea (adunarea, inmultirea). Acestei probleme i s-au dat rezolvari specifice
diferitelor etape de dezvoltare a matematicilor (adaptarea sistemului de
numeratie zecimal cu care suntem obisnuiti azi s-a incheiat abia in secolele XVI-
XVII cand acesta a cunoscut o larga raspandire in Europa).

in cele ce urmeazi vom fundamenta ceea ce inseamnd scrierea

numerelor naturale in baza u, unde ueN, u>2.

LEMA 5.1. Fie u un numar natural >1. Oricare ar fi numarul
natural a>0, existid numerele naturale n, g, Qs.-+5 Qn-15 295 A1see+5 Ay A, 1.2
a=uqotag, 0<a;<u
qo=uq;+a;, 0<a;<u
qn—2=uqn—1+an—1’ Osan—l<u
qn1=2, 0<a,<u
Demonstratie. Daca a<u, luam n=0, ap=a si lema este adevarata. Daca

a>u, fie qg, ape N astfel incat a=uqgtay, 0<ag<u.
Cum a>u, avem qp>0. Exista q;, a;eN astfel incat qg=uq;+a;, 0<a;<u
si asa mai departe.
Daca q;#0, atunci din 1<u rezulta q;<uq;<uq;ta;=q;.;, de unde:
a>qo>q>. .. >qi.>q. . 20.
Este clar ca exista n astfel incat q,.1#0 si q,=0. Rezulta ca 0<q,.=a,<u si

lema este demonstratd. W
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LEMA 5.2. Fie u, ay, aj,...,a,eN astfel incat u>1, 0<a;<u pentru
0<i<n si 0<a,<u. Atunci:

z [ +1
Dau' <u" .
i=0

Demonstratie Cum a;<u-1 pentru i=0, 1,..., n, atunci:

n . n .
Sau <Y (u-Du' =u"™" —1<u™", de unde rezulti lema. m
i=0 i=0

TEOREMA 5.3. Fie u un numar natural >1. Oricare ar fi numarul
a>(, existd numerele naturale n, a,,a,_,...,a, unic determinate astfel incat:
a=a,u"+ an_lu“'1 + ...+ a;u + a,, unde 0<a,<u si 0<a;<u pentru orice 0<i<n-1.

Demonstratie Conform Lemei 5.1., existd n, qo,..., qn.1 $1 0,a1,...,a, a.1.:

a=uqotay, 0<ap<u
qo=uq;+ta;, 0<a;<u

qn—2:uqn—1+an-ln Ogan—1<u
qn1=2,, 0<a,<u.

a . e . 2 A .

Inmultim aceste egalitdti respectiv cu 1, u, u%,...,u". Adunind apoi
termen cu termen egalitatile ce se obtin, rezulta:

a=a,u"+a, u™ +...+au+a,.

Ramane sa dovedim unicitatea numerelor n, a,,...,a;, a,. Fie de
asemenea numerele naturale nay,ay ..., a),d; al.
a=au" va, u" ' +.+au+al cu O0<al, <u si 0<a<u pentru
0<i<n'.

Daca n<n',atunci n+1<n'si din Lema 5.2. rezulta:

'

n . ' n .
a=Yau <u"™ <u” <Y au'=a,decia<a (contradictie).
i=0 i=0

Analog se aratd ca nu este posibil ca n' <n,deunde n=n".

Sa demonstram acum cd a; = a;, 0<i<n. Dacd n=0, atunci a, = a = ay.
Presupunem ca n>0 si ca afirmatia este adevarata pentru n-1. Din egalitatile:
a=ay+u(au" +. . +a)=ay+u(aw" " +..+a)), unde 0<a,<u si
0 <aj <u rezulta, folosind unicitatea catului impartirii lui a prin u cd a, = q
sioau" o vau+a =adu" T+ +au+al.

Folosind ipoteza de inductie, din ultima egalitate deducem ca a; = a;,
1=1,2,...,n.
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Teorema este astfel complet demonstratd. ®

Suntem acum 1n masura sa definim ceea ce este cunoscut sub numele de
sistem de numeratie in baza u, unde u este un numar natural >1.

La fiecare numar natural a>0 facem sa corespundad secventa finitd de

n .
numere naturale a,a, ;...a;a,, unde a;<u, 0<i<n, a,#0 si a=> au’ .
i=0
def

Asadar, a,a, ...a,3) = a,u” +a,u™ +...+ au +a,.

Din Teorema 5.3. rezultd cd se stabileste astfel o corespondenta
biunivoca intre numerele naturale >0 si secventele finite a,a, ...a;ay de numere
naturale a<u, cu a,#0. Cand se impune sd atragem atentia asupra bazei
sistemului de numeratie, se obisnuieste sd se scrie a,a,;...218,y ~ Sau

Daca baza sistemului de numeratie este zece (notatd 10) el este numit
sistemul zecimal. Cifrele sistemului de numeratie se numesc cifre zecimale. Ele
sunt numerele mai mici ca zece si se noteaza in ordine cu 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9.

Secventa de cifre zecimale 75038 sau mai precis 75038, reprezinta,
asadar, numarul natural: 7x10*+ 5x10°+ 0x10?+ 3x10 + 8.

Daca u=2, atunci avem sistemul de numeratie binar, cifrele binare fiind
0si 1. Astfel: 11010=1x2" + 1x2° + 0x2% + 1x2 + 0 =2610).

Printre sistemele de numeratie mai des folosite se numara si cel de baza
u=160=10000,, numit sistemul de numeratie hexazecimal, cifrele
hexazecimale fiind 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,F.

Astfel, avem 27(10):1A(16):1 101 1(2).

Iata o listda de probleme care se pun in mod natural in legatura cu
reprezentarea numerelor intr-o baza:

@ Stabilirea raportului de marime intre doud numere reprezentate
in aceeasi baza.

(I0) Stabilirea unor reguli (algoritmi) de efectuare a sumei,
produsului etc. a doud numere reprezentate in aceeasi baza.

(I11) Elaborarea unor algoritmi pentru reprezentarea unui numar

intr-o baza data.

In continuare se va arita cum pot fi solutionate aceste probleme pentru
numere naturale. Sa Incepem cu problema (I).

In teorema urmitoare se da un criteriu foarte comod de a stabili raportul
de marime intre doud numere naturale reprezentate in aceeasi baza.

TEOREMA 5.4. Fie a si b doud numere naturale, a=a,,am 1...212)y,)
si b=b,b,...bibyy). Atunci a<b daca si numai dacd m<n si a,<b,, unde p
este cel mai mare i astfel incat azb;.
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Demonstratie Daci m<n, din Lema 5.2. rezultd a < u™™ < u" < b, deci
a<b. Dacd m=n si a,<b,, unde p=max {iJaj#b;}, atunci
b-a=(b,-a,)u” + (b " +...4bg) — (2, u”" + ...+ ag) > (byrau” + (b u”! +...+
+bg)- > uP + (b, ! +...+ by)- uP> 0, de unde b-a>0, deci a<b.

Reciproc, presupunem cd a<b. Atunci m<n, deoarece m>n implicé b<a.
Daca m<n, nu mai avem nimic de demonstrat. Dacd m=n, fie p=max{ila=b;}.
Avem a,<b,, intrucat a,>b, implica, conform primei parti a demonstratiei, b<a.

Teorema este demonstrata. W

Astfel pentru numerele 125302 si 95034 date in baza zece avem
125302>95034. La fel, pentru numerele 101101 si 100110 date in baza doi avem
101101>100110.

Referitor la problema (II) se va ardta cum se face adunarea si inmultirea
numerelor naturale reprezentate intr-o baza u. In particular, dacd u=10, se
regasesc cunoscutele procedee de adunare si inmultire a numerelor naturale.

Fie a si b doud numere naturale, a=a,am.1...2130w) , b=bnby.1...bibog).
Trebuie sa gasim cifrele cy, cj,... ale numarului a+b in baza u. Putem scrie
a:a0+alu+azu2+... si b:b0+b1u+b2u2+.... Cum ap<u si bg<u, rezultd ca
aytbo<2u, deci agtby=ug;+cy, 0<c<u, €=0 sau g;=1; mai precis, avem &=0 si
c—aptby daca agtbo<u iar €=1 si cy=aytby-u dacd u<aytb,<2u. Rezultd
a+b=co+(a1+b1+s1)u+(az+b2)u2+. ... Evident, a;+b;+g,<2u, de unde
a;tb;te=ue,te;, 0<ci<u, unde ¢&=0 sau ¢&=1. Avem atb=cstc ut
+( a2+b2+82)u2+. .., s.am.d.

Se deduce ca cifrele ¢y, ¢, cy,... ale sumei a+b sunt ¢;= (a;tb;+¢;) mod u,
i=0, 1, 2, ..., unde &=0, si pentru i>0:

€=0 < a; by +e<u si atunci ¢;1= a;1+bi 1+,
&=1 < a;+b; €120 si atunci ¢;.;= a;.+b; 1 +&;-u.
Cand m=n, numarul a+b are:
1) m cifre daca a,+b,+te,<u,
2) m+1 cifre daca a,+b,+e,>u, cifra de rang m+1 fiind in acest caz ¢ 1=1.

Daca m#n, de exemplu m>n, atunci cele de mai sus raman adevarate
luand b,,=...=b,=0.

Se observa ca pentru a efectua a+b in baza u mai trebuie sd cunoagtem,
sau sa avem posibilitatea sa consultam, tabla adunérii numerelor naturale <u. De
exemplu, dacid u=5, tabla adunarii numerelor naturale <5, cu rezultatele
exprimate in baza 5, este cea din tabelul 1. n acest tabel la intersectia liniei
numarului i cu coloana numarului j este pus i+j reprezentat in baza 5.
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+]1 0 1 2 3 4
00 1 2 3 4
11 2 3 4 10
212 3 4 10 11
313 4 10 11 12
414 10 11 12 13

Tabelul 1. Tabla adunarii in baza 5

Cititorul poate singur acum sa redacteze un algoritm al adunarii
numerelor naturale in baza u, luand ca motivatie teoreticd a acestuia
consideratiile de mai sus. Observam ca in acest algoritm apare variabila € care
are valoarea initiald gy=0 iar valorile g;, i > 1, sunt egale cu 1 cand a; |+ b+ &=

> u, respectiv 0 cand a; +b;_+e&;;<u. Se spune ca varibila ¢ realizeaza transportul
unitatii de la cifrele de rang i la cele de rang i+1, i=0, 1,....
in calculul cu “creionul si hartia” al sumei a doud numere naturale,
operatiile din algoritmul adunarii in baza u se sistematizeaza astfel:
Andm.1 ... 4139 T

bmbm.1 ... bibg
Cmt+1CmCm-1-..C1Co
EmEm1-.-- €1&

ultima linie, care descrie transportul unitatii, de regula se omite.
Astfel, daca u=2, a=1011101,), b=101101,), atunci a+b se face dupa
cum urmeaza:
1011101+
101101
~10001010
1111101
deci a+b=10001010,. S-a folosit si tabla adunarii numerelor naturale <2, care
este:

+1 0 1
o 0 1
[ 1 10

rezultatele fiind reprezentate in baza 2.
In continuare se va arata ca inmultirea a doua numere naturale in baza u

se reduce la urmatoarele tipuri de operatii:
1) inmultirea unui numar natural a cu o putere u’ a bazei u;
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2) Inmultirea unui numar natural a cu o cifrd a sistemului de numeratie
(deci cu un numar natural j, 0<j<u);

3) adunarea in baza u.
Fie a=anay,....213 =a,,u™a,, u™ '+ +auta.
P + -1 14] '
Atunci aw’'=a,u™ +a, u" "+ +au U+ ag' = apam...212000...0 @)

J
si acum este clar cum se face 1n baza u o inmultire de tipul 1).

Daca i si j sunt doud numere naturale <u, atunci ij<u2, de unde, folosind
teorema impartirii cu rest pentru numerele naturale, avem:
ii=uq(i, jy(, i), 0<t(i, j)<u, 0<q(i,jy<u (%)
catul q(i, j) si restul r(i, j) impartirii numarului ij prin u depinzénd de i si j.
Fie acum a un numar natural dat in baza u

_ _ m i
a=a,a, .-y, =2, a;u

i=0
si j o cifrd a sistemului de numeratie de baza u, deci 0<j<u. Avem:

m m

aj =Y aju' = (ugla;, j)+r(a;, Hu' =Y r(a;, ju' + qla;, ju™,
i=0 i=0 >0 >0

deci efectuarea produsului aj in baza u revine la a face suma in baza u a
4 : 144 A,
numerelor a’ si a’’ reprezentate in baza u:
_ : . N2
a’=1(ao, j) * r(ay, ju+ r(a, ut ...

si a"’=q(ap, j) +q(ar, u’+...
Asadar, s-a 1amurit cum se face in baza u si o inmultire de tipul 2).

n n
In sfarsit, dacd b=b,b, |..bby,, = Zob ju’ , atunci ab = Zoab ul
Jj= Jj=
deci produsul ab se poate efectua ficind suma in baza u a numerelor ab juj, j=0, 1,
2, ..., n. Dar abju' = (abj)u'. Asadar ab; este o operatie de tipul 2) si in sfarsit
(abju’ e o operatie de tipul 1).

Cititorul se poate convinge usor cd regula de inmultire a numerelor
naturale in baza zece se motiveaza din punct de vedere teoretic prin consideratiile
de mai sus, ludnd u=10. Un instrument important al inmultirii numerelor in baza
zece este tabla inmultirii numerelor <10. Pe de alta parte, se observa ca in regula
de inmultire a numerelor in baza u trebuie sa cunoastem numerele q(i, j) si r(i, j),
0<i, j<u,din relatia (*). Din relatia (*) rezulta ca q(i, j) si r(i, j) sunt cifrele
numarului ij, 0<i, j<u, reprezentat in baza u [daca ij<u, avem q(i, j)=0]. Asadar,
procedeul de Tnmultire expus uzeaza de tabla Inmultirii numerelor naturale <u, cu
rezultatele reprezentate in baza u.
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In tabelele 2 si 3 sunt date tablele inmultirii in baza u=5, respectiv u=2.

x 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 11 13
3 0 3 11 14 22
4 0 4 13 22 31

Tabelul 2: Tabla Inmultirii in baza 5

x| 0 0
0 0 0
1 0 11

Tabelul 3: Tabla inmultirii in baza 2

Pentru calculul cu “creionul si hartia” calculele pot fi sistematizate ca in
figura urmatoare:

a u
N Qo U
N
N
N
a0 S| qQi u
N
N
N
al\\ q2
ans

Sa ne ocupam acum da problema (III).
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Trebuie observat cd numarul natural a ce urmeaza si fie reprezentat
intr-o baza u este dat, de reguld, intr-o baza v si de fapt se face trecerea lui a din
baza v in baza u. Se pot distinge 3 variante:

1) Trecerea lui a din baza v in baza u cu efectuarea calculelor in baza v;

2) Trecerea lui a din baza v in baza u cu efectuarea calculelor in baza u;

3)Trecerea lui a din baza v in baza u cu efectuarea calculelor intr-o baza
intermediara w;

Pentru a trece pe a din baza v in baza u cu metoda 1) se reprezintd mai

intai u In baza v §i apoi se aplica algoritmul sistemelor de numeratie pentru a si u
cu efectuarea calculelor in baza v. Cum in calculatoare numerele sunt, de regula,
reprezentate in baza v=2, metoda 1) se aplicd atunci cand se livreaza rezultatele
numerice (de regula in baza u=10), executia algoritmului sistemelor de numeratie
putand fi astfel incredintata calculatorului (calculele se fac in baza v=2). Aceeasi
metoda se aplica si cand se trece cu “hartia si creionul” un numar din baza v=10,
intr-o altd bazad u, preferdndu-se calculele in baza v=10 din motive lesne de
inteles.

Pentru exemplificare, sa trecem numarul a=234 dat in baza v=10 in baza

u=7. Algoritmul sistemelor de numeratie este in acest caz:

. 234 7

de unde a=453 ).

Pentru a trece pe a=a,ay.;...a;agw) din baza v in baza u cu metoda 2) se
reprezintd mai intai ao, a;,...,a, $i v in baza u cu ajutorul algoritmului sistemelor
de numeratie. Se introduce ay, ay, ..., a, si v astfel reprezentati in expresia

a,v'+a, v+ Lt a v +a
si se face calculul acesteia folosind algoritmului adunarii si algoritmul inmultirii

in baza u. Se obtine, in final, reprezentarea lui a in calculator. Numerele date de
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reguld in baza u=2; efectuarea calculelor in baza u=2 poate fi incredintatd
calculatorului.

Metoda 3) este evident o combinatie a primelor doua. Astfel, daca
dorim sd trecem un numar a dintr-o baza v#2, intr-o baza u#2, folosind un
calculator care lucreazd cu numere reprezentate in baza 2, atunci trecem pe a in
baza 2 cu metoda 2) si apoi il trecem in baza u cu metoda 1). Procedand astfel,
toate calculele pot fi incredintate calculatorului. Cand v#10 si u=10, iar trecerea
de la baza b la baza u vrem s o facem cu “creionul si hartia”, preferam baza
intermediard w=10 pentru a putea executa toate calculele in baza 10, cu care
suntem obisnuiti.

Observatii 1. Trecerea unui numar natural a din baza v in baza u se
simplifica considerabil cdnd v=u’, r numir natural >1. Metoda se justificd prin
faptul ca un numar natural b<u' poate fi scris in mod unic sub forma

b=c,u"" +...4cjutcy, 0<ci<u, 0<i<r.  (*¥)

De aici, rezultd cd pentru a reprezenta numdarul a=a,a,.;...a;apn)=
=av"+ a, V"' + ...+ a;v + a, in baza u, unde v=u" cu r >1, fiecare cifra a; se
scrie ca in (**), anume a=ci.ju"+...+ciutc si se inlocuieste fiecare a; cu
secventa, Ci.i...Ci|Cj, deci obtinem secventa

R Cor-1++-Cn1CnoCn-1,r-1- - -Cn-1,1Cn-1,0- - - C01C00-

Inlaturand cifrele egale cu 0 de la inceputul secventei de mai sus se
obtine repreprezentarea lui a n baza u.

Astfel, pentru a reprenta numarul a=375¢) in baza u=2 (deci v=u’),
scriem mai Intéi:

ag=5=1x2*+0x2+1x1=cop-2*+¢0;-2+Cg0
a1 =7=1x2%+1x2+1x1= ¢1p-2%+¢ 1 2+¢o,
33:3:0><22+1 x2+1x1= C22'22+021'2+C20,
asadar secventa de mai sus este in acest caz:
011111 101.

2. Cand v' = u, r>1, trecerea unui numar din baza v in baza u se face
printr-o metoda care urmeazi calea inversi a metodei de la observatia 1. In acest
caz, pentru a trece in baza u numaérul a=a,a,.;...a;ayy, se separd de la dreapta la
stanga grupe de cate r cifre (ultima grupa avand cel mult r cifre) si fiecare grupa
va reprezenta o cifrd in baza u, cu care vom inlocui grupa respectiva. Se obtine
astfel reprezentarea lui a in baza u.

Astfel, daca u=8 si v=2, deci V3:u, numarul a=11 111 101, are in baza
8 reprezentarea a=375g) pentru ci cifrele lui a in baza 2 pot fi grupate astfel:

11 111 101
R

si grupele obtinute reprezinta in baza 2 respectiv cifrele 3, 7 si 5 ale bazei 8.
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3)Inconvenientul sistemului binar de numeratie consta in faptul ca
reprezentarea numerelor mari necesitd secvente de cifre binare exagerat de lungi.
Aceasta complica mult lectura numerelor precum si aprecierea ordinului lor de
marime. O metoda de a atenua aceste inconveniente este de a folosi sisteme de
numeratie cu baze mixte. Un exemplu este sistemul de numeratie zecimal codat
in binar, rezervandu-se cate patru pozitii binare fiecéarei cifre zecimale. Astfel,
numarul a=793,p) se reprezintd in sistemul zecimal codat in binar dupd cum
urmeaza:

0111 1001 0011
BRI T

In practica se foloseste curent sistemul de numeratie cu baza mixta . Astfel
expresia: 8 ani, 3 luni, 2 sidptimani, 15 ore si 35 minute este un model de
reprezentare a timpului intr-un sistem de numeratie cu sase baze.

Observatie Acest paragraf a fost redactat in cea mai mare parte dupa
lucrarea [14].

CAPITOLUL 2 :
INELUL NUMERELOR iNTREGI 7

§1 Constructia lui 7

In vederea construirii multimii numerelor intregi Z, vom prezenta la
inceput Teorema lui Maltev de scufundare a unui monoid comutativ cu
proprietatea de simplificare intr-un grup comutativ urmdnd ca prin

particularizarea la cazul monoidului (N, +) sa obtinem grupul aditiv (Z, +).

TEOREMA 1.1. ( Maltev ) Fie (M, ©) un monoid comutativ cu
proprietatea de simplificare. Atunci existd un grup comutativ G(M) si un
morfism injectiv de monoizi iy:M—G(M) ce verificA urmaitoarea
proprietate de universalitate :

Pentru orice grup comutativ G si orice morfism de monoizi f:M—G

exista un unic morfism de grupuri f':G(M)—G a.i. diagrama

im
M —6tM)
f /// f-!

G
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este comutativi (adica f' oiy=f).

Demonstratie  Pe multimea M'=MXM definim relatia (x, y)~(x’, y’)
def
(=) xy'=yx’ si sd probam ca ~ este o echivalenta pe M’ compatibila cu

structura de monoid a lui M’ (adicad ~ este o congruentd pe monoidul produs
M’=MxM ). In mod evident, relatia ~ este reflexivi si simetrici. Daca
x, Y~ y) si x', y)~", y"’) atunci xy’'=yx’ si x'y'=x""y’, de unde
xxX'y'y"'=x'x""yy’, deci xy'’= yx" (am simplificat prin x'y’), adicd
(x, y)~(x"’, y'"), deci relatia ~ este si tranzitivd, de unde concluzia cd ~ este o
echivalenta pe M’ .

Fie acum (x, y), X/, y’), (a, b), (a’, b )eM’ al. (x, y)~(a, b) si
(x’, y)~(a’, b") si sd probim ca si (xx’, yy")~(aa’, bb").

Avem deci xb=ya si x'b’=y’a’, de unde xx'bb’=yy’aa’, adica
(xx’, yy')~(aa’, bb’), adici relatia ~ este o congruentd pe monoidul produs M’
in care reamintim ci operatia de compunere se defineste prin (x, y)-(x’, y')=

=(xx",yy’). Vom considera monoidul cat G(M)=M'/~ iar pentru (x, y)EM’ vom
nota prin [X, y] clasa sa de echivalenta in G(M).

Datoritd faptului ca relatia ~ este o congruentd pe M’ deducem imediat
ca G(M) devine in mod canonic monoid comutativ, definind pentru [x, y],

X', y'1eGM), [x, yI[x’, y']=[xx’, yy'] (elementul neutru al lui GIM) va fi

[e, €], e fiind elementul neutru al lui M). Deoarece pentru [x, y]€G(M), [x,
yl'ly, x]=[xy, xyl=[e, e] deducem ca [y, x]=[x, y] ~ ', adicdi G(M) este grup
(comutativ).

Definim iy :M—G(M) prin iy (X)=[x, €] pentru orice xXEM. Pentru x,
yEM avem iy (x)iy (¥)=[X, ][y, e]=[xy, e]=im (Xy) adicd i \ este morfism de

monoizi. Daca iy (X)=iy (), atunci [x, e]=[y, e] < xe=ye < x=y, adica iy este
chiar morfism injectiv de monoizi .

Sa arataim acum ca dubletul (G(M), iy) verificd proprietatea de
universalitate din enunt. Pentru aceasta fie G un grup comutativ oarecare §i

f: M—G un morfism de monoizi. Pentru [x, y]€G(M), definim {'([x, y])=
=f(x)o(f(y))'. Observim ci daci [x, y]=[x’, y’], atunci xy’=x'y, deci

fx)of(y)=f(x")ofly) = f(x)o(f(y))'=f(x")o(f(y))", adicd f este corect
definita.
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Sa probam acum ca {’ este morfism de grupuri.

Avem F([x, yI[x', yD)=F([xx’, yy'D=f (xx)[ f(yy")] =
=R )y ) =(FEIET TR )=([x, yDE(X', y'D. Pentru
XEM avem (f'oin)(x)=f"(iy (x))= f'([x, e])=f(x)[f(e)]'=f(x), de unde concluzia
ca f'oiy=f.

Pentru a proba unicitatea lui f° (cu proprietatea din enunt) si
presupunem cd mai exista un morfism de grupuri f'':G(M)—G a.i. f'/oiy=f.

Atunci, pentru [x, YJEG(M) avem [x, y]=[x, e][e, y]=[x, ][y, e]”", de
unde £*([x, y)=t""(Ix, e][y, e] =" (i (x)o (im(y) =" (st (X))o (F* (i (1)) =

=f(x)o(f(y))'=f"([x, y]), adici f''=f". m
Observatii

1. Daca f este un morfism injectiv de grupuri , atunci si f* este morfism
injectiv de grupuri .

intr-adevir, daca [x, yJEG(M) si f'([x, y])=e, atunci f(x)(f(y))" =e, deci

f(x)=1(y), de unde x=y, adica [x, y]=[x, x]=e.
2. Daca pe multimea dubletelor (G, f) cu G grup abelian si fM—G

morfism injectiv de monoizi definim relatia (G, f )<(G’, ') <exista h:G—G’ a.l.

h este morfism injectiv de grupuri si hof={", atunci se verifica imediat ca relatia
de mai sus este o relatie de ordine iar dubletul (G(M), iy ) din Teorema lui
Maltev este cel mai mic element fatd de aceasta relatie de ordine.

DEFINITIA 1.2. Consideram monoidul (N, +) (ce are proprietatea
de simplificare conform Propozitiei 2.3. de la Capitolul 1) si urménd tehnica

data de Teorema lui Maltev, multimea subiacenti grupului aditiv (G(N), +)

se noteaza prin Z si poartd numele de multimea numerelor intregi .

Tinand cont de faptul cd in:N—Z , in(n)=[n, 0] pentru orice nEN este
morfism injectiv de monoizi, vom identifica fiecare numar natural n€EN prin
elementul intreg [n, 0] astfel ca N va fi privitd in continuare ca submultime a lui
Z.

Fie acum z=[m, n]€Z. Daca m=n, atunci z=0. Dacad m<n, atunci
exista pEN* ai. mtp=n (in acest caz convenim si notam p=n-m si astfel

mH(n-m)=n) iar z=[0, p]=-[p, 0] se identificd cu numarul intreg —p iar daca
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n<m, atunci existdi qeN* ai. ntq=m si astfel z=[q, 0] identificAndu-se cu
numarul natural q.

Tinand cont de acestea putem scrie pe Z sub forma Z=(-N*)UN unde
-N*={-n|neN*} sau Z={0,+1,+2,....}. Vomnota Z* =7 \ {0}.

§2 inmultirea numerelor intregi

LEMA 2.1. Fiex,y,z t,x’,y’,z',t'eN a.l [x, y]=[x', y'] si
[z, t]=[z’, t']. Atunci [xz+yt, xt+yz]=[x"z"+y't’, x't'+y'z’] .
Demonstratie Din ipotezd avem x+y’=y+x’ si z+t'=z"+t astfel ca
[xz+yt, xt+yz]=[x"z +y't’, x"t'+y'z'] <
(xz+yt)HX't'+y'z") = (xt+yz)H(x'z'+y't") <
x(z-t)ty(t-z)=x'(z'-t")+y'(t'-z") = (x-y)(z-t)=(x"-y’)(z'-t") ceea ce este adevarat
deoarece x-y=x'-y’ si z-t=2"-t". B
Fie acum a=[x, y] si p=[z, t] doud numere intregi.

Definind a-B=[xz+yt, xt+yz], conform Lemei 2.1. deducem ca aceastd
definitie este corecta .

PROPOZITIA 2.2. (Z,+,*) este domeniu de integritate.

Demonstratie Conform celor de mai inainte (Z, +) este grup

comutativ. Si demonstram acum ca (Z, -) este monoid comutativ iar pentru

aceasta fie a=[x, y], a'=[x", y'], o’’=[x"’, y’’] trei elemente oarecare din Z.
Atunci :

a(a/a’/):[X’y][X/X’/+y/y’/’xly/’+y’X”]

:[X(X,X,,+y,y,,)+y(xly,,+ylxll), X(X,y,,+y,X,,)+y(X,X,,+y,y,,)]

1,17 r .1’

:[XX’X/’+Xy’y’/+xlyy//+xllyy/’ XX/y,/+XX,/y’+X X y+yy y ] iar
(aa/)a/’:[xxl+yy/’ Xy’-‘rx’y][X”’ y/’]

=[(xx"+yy X" Hxy +x"y)y", (xx"+yy)y" Hxy +x"y)x"']

:[XX,X, ’+Xy’y’/+xlyy/ /+X’ ’yy/’ XX’y/ ,+XX,,y,+X,X,,y+yy,y, /] ,

de unde deducem ca a(o’a’’)=(aa’)a’’ adicad inmultirea numerelor intregi este
asociativa.

In mod evident, aa’=a'a (deoarece inmultirea numerelor naturale este
comutativa ), adica inmultirea numerelor intregi este comutativa.
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Deoarece af1, 0]=[x, y][1, 0]=[x, y]=0, deducem ca elementul neutru
pentru inmultirea numerelor intregi este [1, 0].

Sé aratdm acum ca inmultirea numerelor intregi este distributiva fata de
adunarea numerelor intregi .

intr — adevir,

a(a’+a)=[x, yIIx+x", y'+y]

=[x (X ("), Xy Hy )y ()]

=[xx"+xx""+yy'+yy"’, xy'+xy’'+yx'+yx'’] iar
aa’+oo’” =[x, YIIXy T [x, 1 (X', y]

=DodHyy’, xy Hyx THxx"+yy ", xy " +yx"]

=[xx"+yy'+xx""+yy’’, xy’+yx+xy’’+yx’’] de unde se observd ca
a(a’+ao’)=oa’+oa’’ .

Am probat pana acum ca (Z, +, - ) este un inel comutativ unitar. Pentru
a ardta cd inelul Z nu are divizori ai lui zero, fie ao’=0=[0, 0] cu 00. Atunci
xx'+yy’=xy’+x’y, de unde (x-y)(x'-y’)=0. Cum =0 (adicd x-y#0) rezutd ca
x'-y)=0 &x'=y'< oa'=0. B

§3 Relatia de ordine naturali de pe Z.

DEFINITIA 3.1. Pentru x, y€Z definim relatia x<y prin x<y <
y-xeN.
TEOREMA 3.2. Dubletul (Z, <) este multime total ordonata.

Demonstratie Fie x,y,zEZ ; deoarece x-x=0€N deducem ca x<x.

Dacd x<y si y<x atunci existd m, n€N a.i. y-x=m si x-y=n, de unde
m+n=0 si deci m=n=0, adica x=y.

Dacd x<y si y<z, atunci existd m, n€EN ai. x+tm=y si ytn=z. Cum
x+(m+n)=z deducem ca x<z, adicd ( Z, <) este o multime ordonata. Faptul ca
ordonarea de pe Z este totald rezultd din aceea cd Z=(-N*)UN iar
NHNN=Z. =

Observatie Din felul in care am definit relatia de ordine < pe Z
deducemca N={xeZ : x>0} iar -N={x&Z : x <0}.

PROPOZITIA 3.3. Fiex,y,z€Z al x<y.
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Atunci i) -y<x

ii) dacaz>0 atunci xz<yz
iii ) daca z<0 atunci xz>yz .
Demonstratie

i) Din x<y deducem ci y-x€N si cum (—x)—(-y)=y-xEN rezultd ca
-y <-X.

i1 ) Cum y-x€N si zeN avem (y-x)z€N adica yz-xz€N, deci xz<yz .
iii ) Cum —z€N si y-xeN deducem cd si (y-x)(-z)EN iar cum
(y-x)(-z)=xz-yz€N rezultd ca xz>yz. &

CAPITOLUL 3:
CORPUL NUMERELOR RATIONALE Q.

§1 Constructia corpului Q al numerelor rationale

Si 1n cazul constructiei corpului Q al numerelor rationale vom adopta

tehnica folositd in cazul constructiei inelului Z al numerelor intregi. (in sensul ca
vom prezenta chestiunea intr-un context mai general, urmand ca printr-o

particularizare la cazul domeniului de integritate (Z, +, -) sd obtinem corpul Q).
Fie (A, +, -) un domeniu de integritate (adica un inel unitar §i comutativ
fara divizori ai lui zero) .

DEFINITIA 1.1. Numim sistem multiplicativ in A, orice

submultime SSA a.i. 0¢S, 1€S, iar daci x, yES atunci si xyeS.
Exemple
1. S=A*=A\{0} este un sistem multiplicativ al lui A.

2. Daca CA este un ideal prim, atunci Sp=A\§ este de asemenea un
sistem multiplicativ al lui A.

3. Dacd a€A, a=0, 1, atunci S,={a* : kEZ} este un sistem multiplicativ
al lui A.

Pentru un sistem multiplicativ SS A sa consideram multimea

AxS={(a, s)|a€A, s€S} iar pe aceasta relatia binara definitd prin (a,s)~(a’,s")
def
<:> as’=a’s. Analog ca in cazul Teoremei lui Maltev se demonstreaza facil ca ~

este o echivalentd pe AxS.
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Sa notam A[S']=""%/- iar pentru (a, s)EAXS vom nota prin 2 Clasa
sa de echivalenta in A[S™].

b ’ !
LEMA 1.2. Fiea,b,a’,b'€Asis, t,s’,t'eS al. a_2 si a_’ = b—' .
S t N t

ss' i’ ss' ot

"+sa' bt'+b't " bb'
Atunci as Tsa si ad =

Demonstratie  Avem ca at=bs si a’t'=b’s’ astfel ca
as'+sa'  bt'+b't
= =

’

s '
(as’+sa’)tt’=(bt’+b’t)ss’ < as’tt’+sa’tt’= bt’ss’+b’tss’ <ats’t’- bss’t' =tsb’s’ -
—tsa’t’ < (at-bs)s’t’=(b’s’-a’t")ts, ceea ce este adevarat (cici at-bs=b’s’-a’t’=0).
Inmultind membru cu membru egalititile at=bs si a’t’=b’s’ obtinem ca
aa' bbb’
ata’t’=bsb’s’ & —=—1 .1
SS 113

Ca un corolar al Lemei 1.2. de mai inainte deducem ca daca pentru
a b ) .. a b at+bs . a b ab . . .
=,=EA[S"] definim —+—= i —-—=— atunci cele doud operatii
st st st s t st

sunt corect definite .

PROPOZITIA 1.3. (A[S™], +, -) este inel comutativ unitar in care

{z |a, sES}EU(A[S"]) iar igsA—A[ST], is(a)z% pentru orice acA este un
s

morfism injectiv de inele ce verificA urméitoarea proprietate de
universalitate :

Pentru orice inel comutativ unitar B si orice morfism de inele
f:A—B ai. f(S)SU(B), existi un unic morfism de inele f':A[S']—B a.i.

f'oig=f, (unde prin U(B) am notat multimea elementelor inversabile ale lui
B).

Demonstratie  Deoarece sunt simple calcule intr-un inel comutativ,
lasdm pe seama cititorului verificarea faptului ci (A[S™], +, ) este inel comutativ
unitar .
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Daci s€S, atunci elementul neutru al lui A[S"'] fatd de operatia de

. s 1 - - .a Iy
inmultire este 1=—=— astfel ci daci a, s€S, atunci — €U(A[S]) iar
s s

-1
a s as as 1
—| =— (deoarece ——=—=-=1).
a s a as 1
Fie acum B un inel comutativ unitar si f:A—B un morfism de inele

pentru care f(S)SU(B).

Pentru a eA[S!], cu ac€A si SES, scriind
s
-1
Ga L L) i) detning 7 2] @UE) e
s 1 s 11 s

verifica imediat ca {” are proprietatile din enunt . B
Observatie
Din Propozitia 1.3. de mai inainte deducem ca daca A este un domeniu

de integritate si S=A*=A\{0}, atunci A[S"] este un corp comutativ, numit
corpul total de fractii al lui A .

DEFINITIA 1.4. Corpul total de fractii al inelului (Z, +, - ) se noteaza

prin Q si poartd numele de corpul numerelor rationale . Elementele lui Q se mai

numesc §i fractii. Daca x=2 €Q atunci p se numeste numdratorul fractiei x iar
q

q numitorul sau.

. . a . . .
Deoarece i7:Z—Q, IZ(a):T’ pentru orice a€Z este in particular

functie injectiva, putem sa il privim pe Z ca o submultime a lui Q, adicd Z<Q.

Prin urmare, NSZ<Q .

§2 Relatia de ordine naturali de pe Q

Fie x€Q, adicd x= LA PEZ iar qeZ*.
q

Daca q<0, atunci —q>0 si cum x= L£_"P putem presupune ca orice

numér x€Q se scrie sub forma x= £, cu >0 (adica qeN*),
q
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DEFINITIA 2.1. Fie x, yeQ, x zﬁ, y =L cu q, seEN*. Vom
s

q

defini pe Q relatia < prin x<y < ps-qr <0.

PROPOZITIA 2.2. (Q, <) este o multime total ordonats .
Demonstratie  Reflexivitatea este imediatd. Pentru antisimetrie, sa

presupunem ca x<y si y<x. Atunci ps-qr <0 si qr-ps <0, de unde ps-qr=0, adica

ps=qr deci x=y.

e - . t N .
Pentru tranzitivitate, s mai alegem z=—cu ueN* al x<y si y<z,
u

adica ps-qr <0 si ur-st <0.

Cum q, s, ueN* deducem cé (ps-qr)u<0 si (ur-st)q<0, adicd pus-qru<0
si qru-stq <0, de unde pus-stq <0<>s(pu-tq )<0, adica pu - tq <0, deci x<z. &

Faptul cd ordinea < de pe Q este totald rezultid din aceea ca ordinea
naturald < de pe Z este totala .

Observatie  Relatia de ordine < de pe Q definitd mai inainte poarta
numele de ordinea naturald de pe Q.

in continuare vom nota Q, ={x€Q | x>0} iar prin Q,*={x€Q | x>0}.
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CAPITOLUL 4:
CORPUL NUMERELOR REALE R

§1.Inele ordonate

Relatiile de ordine de pe inelul Z si corpul Q se inscriu intr-un context
mai general pe care il vom prezenta in cele ce urmeaza si care ne va fi de folos si

pentru ordinea naturald de pe multimea numerelor reale R.

DEFINITIA 1.1. Daca A este un domeniu de integritate (adica un
inel comutativ unitar fara divizori ai lui zero), prin ordonare pe A intelegem

o submultime nevida PSA ali. :
Ord 1: Pentru orice x€A avem in mod exclusiv x€P sau x=0 sau
-xeP.

Ord 2: Daca x, yeP atunci x+y, xyeP.
In acest caz vom spune ca inelul A este ordonat de P iar P este
multimea elementelor pozitive ale lui A.

Sa presupunem acum cd A este ordonat de P. Cum 1#£0 si 1=17=(-1)
deducem ca 1€P (adicd 1 este pozitiv).

Tindnd cont de Ord 2 deducem inductiv ca pentru orice neEN*,
1+1+...+1 este pozitiv.
[ ——

de n ori
Un element x€A, x£0, x&¢P (adica -xE€P) se zice negativ .
Daca x, yE A sunt negative, atunci xy este pozitiv (caci —x, -yE€P iar

(=X)(-y)=xy€EP). o N .
Analog deducem cé dacd x este negativ iar y este pozitiv, atunci xy este
negativ si ca pentru orice x#0 din A, x> este pozitiv.

Daci A este corp, cum pentru x£0 pozitiv avem xx'=1 deducem ci si
x"! este pozitiv.

Fie acum A’C A un subinel iar P’=PNA’. Se verifica imediat cd A’ este
ordonat de P’ ( P’se va numi ordonarea indusa de P pe A”) .
Mai general, fie A’, A douad inele ordonate iar P’, P respectiv multimile

elementelor pozitive din A’ si A .
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Dacd f:A’—A este un morfism injectiv de inele, vom spune ca f
pdstreazd ordinea daca pentru orice x€P’ deducem ca f(x)EP (echivalent cu a
zice ca P'cf(P)).

Fie acum x, y€EA. Definim x<y (sauy >x ) prin y-x €P.

Astfel x >0 inseamna xEP iar x<0 inseamna ca —xEP (spunem atunci
ca x este negativ ).

Se verifica imediat cd daca x, y, zEA, atunci :

IN;: Dacd x<y si y<z, atunci x<z .

IN,: Dacd x<y si z >0, atunci xz<yz .

IN3: Dacéd x<y atunci x+z<y+z.

IN4: Daci A este corp, x >0, y >0 si x<yatunciy ' <x .

Dacid x, yEA definim x<y prin x<y sau x=y. Fie acum A un domeniu
de integritate ordonat de P iar K corpul sau total de fractii.

Daca PK:{% €K] a, b>0 }, atunci Py defineste o ordonare pe K.

- . . a . .
Intr-adevar, daca x€K, x#0, x= 3 atunci putem presupune cd b>0 (deoarece

a -a . - . —a
= Z = _b ). Dacd a>0, atunci xEPy. Daca —a>0 atunci -x= 7 EPk.

Nu putem avea simultan x,-xEPy céci scriind x:% sl -Xx= % , cua,b,
¢, d€EA sia, b, ¢, d >0, atunci —%:3 deci —(ad)=Dbc, absurd (caci bc€P si

ad€P). Deci Py satisface Ord 1.
ad + bc

Cum xy:% (iar ac, bd >0) si xty= (iar ad+bc, bc>0)

deducem cd Py satisface si Ord 2 .

Observatie Aplicand cele de mai sus lui Q (care este corpul total de
fractii al domeniului de integritate Z) obtinem de fapt ceea ce am stabilit in
legdturd cu ordonarea naturald de pe Q de la Capitolul 3 (evident N* este o
ordonare pe 7).

Fie acum A un inel ordonat. Pentru x €A definim :
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X, daca x>0
x| =
-x, daca x <0

(x| poartd numele de valoarea absolutd sau modulul 1ui x ).

LEMA 1.2. Pentru orice X €A, | X | este unicul element zEA a..
7>0 si 2=x.

Demonstratie S observam ca | x | 2=x”si | x | >0 pentru orice XEA.
Pe de alta parte, daca acA si a >0 atunci existd cel mult doud elemente z€EA a.i.
Z*=a (cici polinomul t*—a€ A[X] are cel mult doud radicini). Daca w’=a, atunci
w#0 si (-w)’=w’=a, deci existd cel mult un zEA pozitiv a.i. z*=a si cu aceasta

lema este probatd . B

DEFINITIA 1.3. Pentru a >0, definim elementul \/Z ca fiind acel

element z >0 a.i. z’=a (evident, daci un astfel de z exista !).

Se verifica acum usor cd dacd pentru a, b >0, \/;,\/Z existd, atunci
vab existd sivab = JZJZ .

Evident, pentru orice XEA, | x |[=vVx? .

LEMA 1.4. Daca A este un inel ordonat, atunci
VA;: Pentru orice xEA, | x | >0, iar | x |>0 daci x#0
VA, : Pentru orice x, yEA, [ xy |=| x || y |

VAj;: Pentru orice X,y €A, | x+y |<| x|+ y]|.
Demonstratie Cum VA, si VA, sunt imediate, sa probam pe VA; :

| xty [} =(xt+y)? =x" +2xy+y’ <[ x [ 42| xy [ Hy P=]x |22 x|y [y | *=
=(x[+|y|),deunde |x+y|<|x|+]|y|.®

Fie acum K un corp comutativ ordonat pentru care existd un morfism
(injectiv) de corpuri f :Q—XK (deci K va fi de caracteristici 0).

Se arata imediat ca dacd xE€Z, atunci
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lg +...+1g , dacax>0
|

de x ori
f(x) =< 0,dacdx=0
(14 )+...+(=14) , dacd x<0
-

de —x ori

\

. - R 1 <
Mai mult, dacda x€Z* cum in Q avem x-—=1 deducem ci
x

1
x

lx= f(l)zf[x-ljzf(x)~f[lj, de unde f( ]:f(x)l in K. Atunci daci
X X

m 1

x=ﬁ€Qavem f(x):f[—]:f[m~—j:m-f(lj: m~(n-1K)71.Rezultécé
n n n n

f este unic determinat ; vom identifica atunci pe Q cu un subcorp al lui K (f se va
numi scufundarea canonicd a lui Q in K).
Daci x = 2 ,Y = ﬂ' €Q (cu n, n">0) si x<y, atunci mn’-m’n<0, deci
n n
m’n-mn’>0, iar f(x)=m(nly)', f(y)=m’(n’lx)". Din mn-mn’>0 si 10
deducem cd (m'n-mn’)lx >0 <m’'(nlg)-m(n’1x)>0 <m’'(nlx)>m(n’lg), de

unde m’(n’ 1) >m(n 1x)" & f(y) >f(x) .
Obtinem astfel urmatorul rezultat :

TEOREMA 1.5. Daci K este un corp ordonat de caracteristica 0,
atunci scufundarea canonici a lui Q in K, f :Q—K, f(ﬂj = m~(n~1K)71 s
n
(cu n>0 ) pastreaza ordinea.

In continuare prin K vom desemna un corp comutativ ordonat de

caracteristica 0 iar un element x€Z il vom identifica cu f(x)=x1y .
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DEFINITIA 1.6. Un sir de elemente (x,) ,» din K se zice sir
Cauchy daca pentru orice £€K, £>0, exista n:€N a.i. pentru orice m, neN,

m, n>n ¢ s avem | X, Xy, | <€ .
Vom spune despre sirul (x ,) ;> ca este convergent la un element

x€K, daci pentru orice e€K, £>0, exista n €N a.i. pentru orice n>n ¢ sa

avem | x, — X |<E.
Observatii
1.Sa@ presupunem ci sirul (x,),> este convergent la doud elemente

x,yEK. Atunci pentru e€K, >0 si nEN* suficient de mare avem :

|X'Y| S| X'Xn+xn'Y|S‘X'Xn|+| Xrl_Y‘SzE
iar cum €& este oarecare deducem ca | x-y |=0 ( caci daca | x-y |[#0, atunci
| x-y | >0 si am avea | x-y |< | x-y |, absurd !).

Daca (x ) >0 €ste convergent la un element x€K, vom scrie

x= lim x,, .
n—>0

2. Orice sir convergent este sir Cauchy.

DEFINITIA 1.7. Corpul ordonat K in care orice sir Cauchy este
convergent se zice complet .

DEFINITIA 1.8. Corpul ordonat K se numeste arhimedean daca

pentru orice x€K, existi neN af. x<n-1g.

TEOREMA 1.9. Corpul Q al numerelor rationale nu este complet .
Demonstratie Intr-adevar, sa consideram sgirul (X,),so de numere

4+3x,

rationale dat prin xo=1 §i x,,, =—
3+2x,

pentru orice n>0. Prin inductie

matematica relativd la n se probeaza ca Xn2<2, si cd (X,) mo este crescator

2
4+3 22-x . .. .
it Y (—" > 0) iar de aici cd el este sir Cauchy.

(caci x,,, —x, =
T 342x, " 342x,

4+3]
3+20°

unde *=2, absurd cici /¢ Q. Deci (x,) n=0 nu are limitd in Q, adica corpul Q nu

Daci acest sir ar avea limita /€Q, atunci cu necesitate [ = de

este complet. H
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Pentru K corp ordonat si SSK, prin majorant al lui S in K intelegem un

element z€K a.i. x<z, pentru orice XxES.
Prin marginea superioara a lui S, notatd prin sup(S) intelegem cel mai
mic majorant al lui S din K (evident daca acesta exista ).

TEOREMA 1.10. Fie K un corp arhimedean complet. Atunci orice
submultime nevida S a lui K ce admite un majorant are margine superioar a.

Demonstratie Pentru n€N, fie
T,={y€Z| nx <y pentru orice XES }.

Atunci T, este marginitd de orice element de forma nx cu X€E€S si este
nevida deoarece dacd b este un majorant al lui S, atunci orice intreg y a.i. nb<y
este in T, (deoarece K este arhimedean) .

Fie y, cel mai mic element al lui T, .Atunci existd x,ES a.l.

1
-—<x, < Yn
n n n

yo-1<nx, <y, , de unde I

Sd notdm z, = In si sd demonstram ca sirul (z,),en este Cauchy.

n
N . 1
Pentru aceasta fie m, neN a.i. In o Im atunci Im 2 In o Fm
n m m m n m
- oA yn ylﬂ 1 : ym :
cdci in caz contrar, <% ——  deci —— este majorant pentru S, ceea ce
n m m m n
este absurd caci x,, este mai mare.
Ve Vw1 N
Atunci |—=—-=—= | <— de unde deducem ca (z,) ,en este Cauchy.
nom n

Fie w=1lim z, si sd demonstrdm la inceput cd w este un majorant
n—0

pentru S.

Sa presupunem prin absurd ci exista xS a.i. w<x . Exista atunci neN
X—w

al|z,—-w|< astfel ca x-z, =x-w+w-z, > X-w-| w-z, | >

X=W _X—WwW
>

>X-W- > 0 deci x >z, contrazicand faptul cd z, este majorant al lui

S.

Sa demonstram acum cd w=sup S.
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w—u
4

. . . R 1
Fie u<w; atunci exista n€N suficient de mare a.i. | z, —x, |< Z <

. . w—u
Putem alege n suficient de mare a.i. | z, — w |<

cici limz, =w.
n—>0

Astfel, x,—u =w-ut+x,-z,+t2,-W > W-u-| X, —Z, |-| Z,-W | >
w—u w-u_ w—u
- >
4 4 4

absurd!). m

>w—u— >0, deci u<x, (adicd u nu este majorant—

§2 Constructia corpului R al numerelor reale

Vom prezenta constructia corpului numerelor reale cu ajutorul sirurilor
Cauchy de numere rationale (definite mai Tnainte intr-un context mai general).

DEFINITIA 2.1. Un sir de numere rationale y=(c, ) ,» Se zice sir
nul daci pentru orice e€Q, £>0, existd n,<N a.i. pentru orice n>n, | ¢, [<€
Dacid a=(a,);» $i p=(by)n>o sunt doui siruri de numere rationale,

definim suma si produsul lor prin o+f=(a,*+b,) ., si respectiv ap=(a,b,) n>o

LEMA 2.2. Orice sir Cauchy a=(a,) ,»9 de numere rationale este
marginit.

Demonstratie Existda keN a.i. pentru orice n >k, | a, —a, | <1, de unde
|a, | <|a+1. Alegand M=max (|ag |, .. ., |ak1 |, | ax [*1) deducemca |a,|<M

pentru orice nEN. H

In cele ce urmeaza prin C(Q) vom nota multimea sirurilor Cauchy de
numere rationale.

PROPOZITIA 2.3. (C(Q), +, ) este inel unitar comutativ.
Demonstratie Fie a=(X;) ns0, B=( yq) ns0, 0=(0, 0, ...) si 1=(1, 1, ...).

S3 demonstrdm la inceput cd a+p si af sunt din C(Q).

Pentru e€Q.*, existd ng’, ng’’ €N a.i. pentru orice m, n > n¢’ sd avem

& . . & A
X=Xy | < 5 si pentru orice m, n > ne’’, | Y-y |< 5 Alegand ng=max (n¢’, n¢’’),

37



< . & <
deducem cd pentru orice m, n > ng | XpXy |, | YmYa |<E, astfel ca

E & .
| (X t¥Ym) — Xat¥n) ‘:| (Xm=Xn) + (Ym=Yn) | < | Xm=Xn |+| Ym=Yn |< E"'E = ¢, adica

at+p €C(Q).

Pentru cazul produsului aff vom tine cont de Propozitia 1.2. Conform
acesteia, existd M, M ,€Q.* ai. | x,| <M si | y,| <M, pentru orice nEN.
Notand M=max (M |, M , ) si alegdnd e€Q_*, existd n¢’, ne’’ €N a.i.

£ ;.
| XX, | <—— , pentru m, n > n¢’ §i
2M

&
| Y=Y | SW , pentru m, n > n¢"".

Astfel, pentru m, n > ne =max (n¢’, n¢’’), avem

| XmYm —XnYn |:|Xm(ym'yn) + yn(Xm'Xn) ‘ = | Xm | | Ym-Yn | +| Yn | | XmXn | =
& &
<M-—— +M-—— =¢, adica si afpcC(Q).
Y Y, si apeC(Q)

In mod evident, -a=(-x, )y 50 €C(Q) ca 5i 0, 1€C(Q).

Deducem acum imediat ca (C(Q), +, -) este inel comutativ si unitar. W
In continuare, vom nota prin

N(Q):{( Xn ) nx0 EC(Q) ‘ 1121010 Xn :0} .

( convenim s numim elementele lui N(Q) siruri nule ).

LEMA 2.4 N(Q) este ideal al inelului C(Q).
Demonstratie Analog ca in cazul sumei din propozitia precedentd, se

demonstreazd imediat cd daca o, BEN(Q), atunci a-BEN(Q).
Fie acum a=(a, ) ;»0 €C(Q) si p=(b,) 10 EN(Q). Conform Lemei 2.2.
exista MEQ,* a.i. | a, | <M pentru orice nEN.

Deoarece B=(b,)0 EN(Q) pentru €€Q.*, existd neeN al. pentru

. . £
orice n > ne sd avem | by, | Sﬁ'

. £ -
Atunci pentru n > ng , | a, b, |=] a, | | by | £ M~H=£, astfel ca

aBEN(Q), adica N(Q) este ideal al inelului comutativ C(Q) . ®
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LEMA 2.5. Fie 0a€C(Q) ai. a¢N(Q), a=(a,),s . Atunci exista
ccQ,* singeN ali. pentru orice n > ny, | a,|>c.
Demonstratie Daca prin absurd lema nu ar fi adevarata, atunci pentru

. . n &
£€Q.* existd o infinitate de numere naturale n;<m,<. .. al |a,; |< E pentru

orice 1>1.

Cum 0€C(Q), existd peN a.i. pentru orice m, n>p sd avem
£ . . . 2 .
|ag —am|§§. Fie n; > p ; atunci pentru orice m >p, | ay, | <| ap -an; [+ ani| 57 si

. e 2¢ .
pentru orice m, n>p, | a, | < | a, —an [t a, | < §+?=E, adica aeN(Q),

absurd ! . m

TEOREMA 2.5. (C(Q) / N(Q) , +, + ) este corp comutativ.

Demonstratie Faptul ca C(Q) / N(Q) este inel comutativ rezultd din
aceea ca C(Q) este inel comutativ iar N(Q) este ideal in C(Q).

Fie acum a€C(Q) a.i. a&N(Q) si a=a +N(Q)eC(Q) / N(Q).
Vom demonstra ca existd ﬁ €C(Q)/N(Q) ai. ;ﬁ =1, unde 1 =1+N(Q)
(reamintim cd 1=(1, 1, ...)€C(Q)).

Cum a&N(Q), conform Lemei 2.4. existd e€Q.* si ngeN a.i. pentru
oricen>ny, | a, | >¢. in particular, deducem ca pentru n > n, , a,#0.

Fie B=(b,) o cu
1 daca0<n<n,

b,=
a,” dacdn>n,
S3 ardtim ca pEC(Q) si ca Eﬁ =1.
Putem alege deci c€ Q. * si nyeN a.i. pentru orice n > ny, | a, | >¢>0 ;

1 1
de unde varezultacd — < —.

jan] e
Pentru e€Q.* existd p > ng a.i. pentru orice m, n > p sd avem

|an—am|§€cz.
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1

an am

Atunci pentru orice m, n > p avem

adica peC(Q).

Cum of diferd de 1 numai intr-un numar finit de termeni (eventual
pentru n < ng ) deducem ca of-1€N(Q), adica ;ﬁ =1 , deci ﬁ = (;)71 , adica
C(Q)/N(Q) este corp . ®

DEFINITIA 2.6. Multimea C(Q) / N(Q) se noteaza prin R si
poarti numele de multimea numerelor reale.

Corpul ( R,+, *) poarti numele de corpul numerelor reale.

Observatie Deoarece se probeazd imediat ci functia iq:Q—R,
ig(a) = ia,a,....) pentru orice a €Q este morfism de corpuri (deci in particular
functie injectiva) putem privi pe Q ca subcorp al lui R.

Elementele din I=R\ Q se zic numere irationale.

LEMA 2.7. Pentru a=(a,) -9 €C(Q) este verificati doar una din
conditiile :

(1) eeNQ)

(2) Existd ccQ.* a.i. pentru n suficient de mare si avem a, > ¢

(3) Existd ccQ.* a.i. pentru n suficient de mare s avem a, <-¢
Demonstratie Evident (2) si (3) se exclud reciproc.

S3 presupunem acum ca aN(Q) . Conform Lemei 2.5. existd ngeN si
ceQ.* al. pentru orice n>ny, | a, | > ¢ astfel cda,>c dacda,>0sia,<-c
dacd a,<0 .

Sa presupunem acum cé a,>0 pentru suficient de multi n si a,,<0 pentru
suficient de multi m. Pentru astfel de n §i m avem a,—a,,>2c>0 ceea ce contrazice

faptul cd aeC(Q).

Deci (2) sau (3) 1n sens disjunctiv trebuie sa aiba loc . B

§3 Ordonarea lui R

Fie P={ a | a€C(Q) si verificd (2) din Lema 2.7.} =R
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LEMA 3.1. P este o ordonare pe R.
Demonstratie Conform Lemei 2.7. deducem ca P satisface Ord 1.

Fie acum a=(a, ) 450 $1 B=(by) =0 EC(Q) ai. E,E €P.

Existd ¢;, c,€Q.* si n;, €N a.l. pentru n>n; , a, >c¢; si pentru n>n,,
bn >C; .
Pentru n > max (n;, np ), a,+tb, > c,+¢, >0 si a b, >cic; >0 astfel ca a+f,

af} verifica (2) din Lema 2.7. ,adicd o+ S, a - f €P, deci P satisface si Ord 2.

Observatii

1. Din cele de mai sus deducem cd dacd a,f €ER, 0=(Xy)u0
B=(yn)us0, atunci a < B este echivalent cu aceea cd -« €P, adica (f—a)€P,
deci cu existenta lui ngeN si c€ Q. * a.l. y,-x, >c pentru orice n >ny .

Convenim si numim ordinea de mai inainte ordonarea naturald de pe R.

2. Pentru a€Q convenim sd notadm pe ig(a) prin a , adica a= ia, a,....) .

TEOREMA 3.2. Ordonarea naturala de pe R (dati de P) este
arhimedeeana.

Demonstratie  Conform Definitiei 1.8., pentru a=(a,) ;5€C(Q) va
trebui sd demonstram ca existd m,EN al. a<m, .

Conform Lemei 2.2. exista MeQ.* ai. a, < M pentru orice nEN.
Alegand m,€N a.l. M<m, deducem ci a,<m, pentru orice n€N, adicd o <m, .
| |

Urmatorul rezultat este imediat.

LEMA 3.3. Dacid a=(a,),»<C(Q) si existi ccQ.* si nyeN adf.

pentru orice n >n,, | a,| < ¢, atunci ‘a <c.

Observatie  Conform Teoremei 3.2., fiind dat €ER, €>0, existd

€,€Q.* al. €<g; astfel cd in definitia limitei unui sir din R nu conteaza daci €
este real sau rational.

LEMA 34. Fie a=(a,) 0 €C(Q). Atunci o = lim a, (adici orice
n—»0

sir Cauchy de numere rationale converge in R).

Demonstratie Fie e€Q.*. Existd ng€N a.i. pentru orice m, n = ng,
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| an — a, [<€. Atunci pentru m>n, avem | E—Z |= ‘a—am‘ <e (caci o-a,=

=(a, —ap) n0 ), adica a = lim Z . m
n—>0

TEOREMA 3.5. Corpul R este complet .
Demonstratie Fie (X,) 40 un sir Cauchy de numere reale.
. . . — 1
Conform Lemei 3.4., pentru orice n€EN gasim a,€Q a.i. | x,- @, |<—
n
(in partea dreapta este vorba de fapt de ( ;) 1y
Cum (X, ) 1> este Cauchy, deducem ci fiind dat £>0 (de exemplu e€Q)
existd ngEN a.i. pentru orice m, n > ng sd avem | x, —X, |§§ .
1

n

Fie nj€N, n;>n; ai.— <—. Atunci pentru orice m, n > n; avem

W o

a, —am‘ =la, —x,+x,—x, +x, —am‘ < +|xn —xm|+‘xm —-a,|l<

a, =X,

s£+£+£:g. Adica (a_
3 3 3

Lemei 3.4. existd x = lim a, in R. Deoarece pentru n suficient de mare | X, -X| <
n—>0

B )n>0 este sir Cauchy de numere rationale. Conform

<|xy-a,|+]| a, -x|deducem cd x = lim x,, , adicd R este complet. B
n—0

DEFINITIA 3.6. Un corp ordonat K se zice complet ordonat daca
orice parte nevida minorati a sa are o margine inferioara.

Observatie  Fie K un corp complet ordonat si ACK, A+Q, A

majoratd. Atunci —A este minoratd, sup A exista si sup (A)=- inf (— A).

LEMA 3.7. Daci x, yeQ, atunci :
(i) x<y <ia(x)<iq(y);
(i) x<y =i (x)<ia(y) ;

(iii) pentru orice a€ER existi x, yeZ al. ipg(x) S a<ig(y).
Demonstratie (1) S& presupunem cd x<y, adicd y-x>0. Cum

i(y)-ia(x)=iq(y-x) deducem cd iq (y) 2io (x) < ia (x) <ia(y) -
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Reciproc, sa presupunem ca iq (X) < ig (y), adica ig (y-x) 20=> y-x€P,

deci pentru €0  y-x>£>0 =2y>x < x<y .
(i1) Rezulta din injectivitatea lui ig .

(iii) Fie 0€R si (X,) so€0 . Atunci (X,) 10€C(Q), deci pentru e€Q.*

existd neEN ai. | x, — X, |<€ pentru orice n > ng sau X, - €<x,< X, +€ pentru
& & &

orice n > ng .
Luind x, y€Z ai. x<Xx, -€ si X, +€<y deducem cid x,—x>0 si
y — X,>0 pentru orice n > ne deci
(X)) ns0— (X, X, ....) =(X,—X )0 EP  si
(YYs -+ ) = (Xn)nz0 =(y- Xp ) nz0 EP,
adicd ip (X) o <ig(y) .
LEMA 3.8. Fie 0, BER si (uy) nx05 (Vo) nz0 €EC(Q) ai.
iQ(up) fe<P<iq(Vm)
pentru orice m €N si (Uy) m>0 —( Vi) m>0 EN(Q) . Atunci a=p.

- . . £ L.
Demonstratie Fie €>0. Exista moeN ali. |v, —u,, |<§. Fie acum

(Xn ) n>0€0 $1 (Vo) n>0€P - Din conditia (1) deducem ca ig(u,)<a , deci pentru
. S, R £
m=my avem (xn—umO )us0EP prin urmare existd ng’ €N a.i. XUy, >—§ pentru
nzngl.
Tot din (1) rezultd ca B<ig(vw) deci pentru m=my avem (v, -yn) 0P,
C e R £ .
adica existd ng/’eN a.l. Vi, — ¥n >—§ , pentru orice n > ng’’, de unde y, — x,<

& £ 2¢
+=-u, +—=v, —u, +— <
0 3 0 3 0 0 3

urmare, y, —X,<€& pentru orice n >max (n¢/, n ¢'’). Dar a < B. Atunci

v —Uu

<v - - prin

m

(Yu—Xn) i20E€P, deci exista ne’"’ €N a.i. y,-x, >-&, pentru orice n > ng "',

Atunci | X, — Y, | <€ pentru orice n>max (n¢’, ne’’, ne’’’), de unde a=p.m

TEOREMA 3.9. Corpul (R, <) este complet ordonat .

43



Demonstratie Fie ACR nevida si minoratd iar A, multimea
minorantilor lui A. Cum A, #0, existd PEA, a.i. B < a pentru orice aEA. Din
Lema 3.8., (iii) rezultd existenta unui z€7Z a.i. i (z) < B, adicd iq (z)EA, .

Fie xp=max{z€Z | iq (z)€EA,} ; atunci ig(Xo)EAy si ia(Xet1)&A,.

. . . 1
Presupunem cd am obtinut un x,€Q (k>0) a.i. ig(xx )EAo si iq ( X+ — YE A
10

Notand ny=max {0<n<9 | iQ(xk)-i-L EAp} S x4y =Xy
10

k+1 s¢

k
+ 10k+1
obtine, prin inductie, un sir (x; ) 10€Q a.i.
(1) iq (x¢ )EA, pentru orice kEN ;

(2) io(x, +%)6€A0pentru orice keEN ;
10

k
() Xp =X +10T :
Din (3) si din definitia lui n, rezultd x;,; = x; +% , de unde pentru
10
n >k obtinem X, —Xx=X;—Xp.1 +Xp. X2 T FXper XS
! 1
<9+9++9—9(+1++ 1]—9 10n_k<
10
9 10 1
R ST
107 9 10
deci ( X, ) 120€C(Q). Fie a= ixn inZO €R si sa demonstram cd a=inf A.
Pentru aceasta vom demonstra ca
. . 1 .
(k) ig( xk ) <a<ig( Xt —-) pentru orice kEN.
10
Din (3) deducem ca xp < x; <. .. <x¢ <. . ., deci ( X,-Xg ) n>0€P pentru

orice keN, adicd ig ( xy) Sixn inZO =a pentru orice kEN.
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Am demonstrat mai inainte ca xn—xk<Lk, pentru n>k, adica
10

1 . . 1 .
(xk +—k] —x,>0 pentru n >k, deci 0 <ig (xk +—k] pentru orice kEN.
10 10

Am aritat astfel inegalititile ().
Sa demonstram acum ca o este minorant al lui A. Sa presupunem ca

existd YEA a.l. y<a. Atunci ig (X)) <y<a<iqg (xk + ij pentru orice kEN.
10
. 1 1 A
Dar lim| x, +—-—x, = lim —-=0, de unde tindnd cont de Lema
k— 10% k—w 10%

3.9. deducem ca y=a, absurd, deci aEA, .
Sa aratdm acum ca a este cel mai mare minorant al lui A. Presupunem

ca existd BEA, a.i. a<p. Din (3) deducem ca pentru fiecare kEN existd o (EA
. 1 . . .
al o (<ig (x; +— ). Cum B este minorant al lui A si o (€A deducem ca
10
. . 1 .
B<adeundeig(xx)<a <P <ig( xk +— ) de unde deducem (conform Lemei
10

3.9.) ca a=p, absurd !. Deci a=infA. ®

CAPITOLUL 5 :
CORPUL NUMERELOR COMPLEXE

§1 Constructia corpului numerelor complexe C

Scopul acestui paragraf este de a identifica corpul R al numerelor reale
cu un subcorp al unui corp comutativ C in care ecuatia x> =-1 are solutie.

Pentru aceasta vom considera C=RxR iar pentru (x, y), (z, t)eC
definim :

(%, ¥) +(z, t)=(x+z, y+t)
(%, ¥)'(z, t ) =(xz-yt, xt+yz).

TEOREMA 1.1. (G, +, - ) este corp comutativ in care ecuatia x’=-1
are solutie.
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Demonstratie Faptul ca (C, +) este grup abelian se probeaza imediat

(elementul neutru este (0, 0), iar pentru (x, y)€C, -(x, y)=(-x, -y )).
In mod evident inmultirea este comutativa.

Pentru a proba ca (C*, - ) este grup, fie (%, y), (z, t), (r, s)€C. Deoarece

%, V(z, t)(r, )]=[x, y)(z, t)](r, 8)=(xzr-xts-yzs-ytr, xzs+xtr+yzr-yts) deducem
ca Inmultirea este asociativa.

Cum (x, y)(1, 0)=(1, 0)(x, y)=(x, y) deducem ci elementul neutru fata
de inmultire este (1, 0) .

Fie acum (x, y)€C* (adicd x#0 sau y#0). Egalitatea (x, y) (x’, y')=
X

2

=(1, 0) este echivalentd cu xx’-yy'=1 si xy’+yx’=0, de unde x'= >
x4y

si

y':_%,adicé(x,y)'l:( 3 al T T Y 2}.
X“+y x“+y X" +y

Cum pentru (%, y), (z, t), (1, s)€C, (%, y)[(z, )+, s)]=(, y)(z, t)+
+(X, y)(r, 8)=(xz+xr-yt-ys, xt+xs+yz+yr) deducem ca inmultirea este distributiva
fatd de adunare, adica (C, +, -) este corp comutativ.

Sa notam i=(0, 1). Cum i’=(0, 1)(0, 1)=(-1, 0)=-(1, 0) deducem ca
ecuatia x’=-1 are solutie in C. m

Observatie Se probeaza imediat cd ir:R—C, ir(x)=(x, 0) pentru orice
xER, este morfism de corpuri (deci functie injectiva). In felul acesta R poate fi
privit ca subcorp al lui C. Am construit astfel sirul de multimi NcZcQcRcC.

Deoarece pentru z=(x, y)€C putem scrie z=(x, 0)+(y, 0)(0, 1), tinind
cont de identificérile anterioare deducem ca z se poate scrie (formal) sub forma

z=xHy (cu i=(0, 1) iar i’=-1).

Multimea C poartd numele de multimea numerelor complexe, iar

(C, +, ) corpul numerelor complexe. Elementele din C\R se zic pur imaginare.

Daca z=x+iy€C cu x, yER, atunci x se zice partea reala a lui z iar yi
partea imaginard a lui z (y se numeste coeficientul partii imaginare ).

Pentru zeC, z=x+iy, definim z = x —1iy (ce se va numi conjugatul lui z)

si |z| =x%+y? (|z| poartd numele de modulul lui z).

PROPOZITIA 1.2. Fie z, z,, Z,€C. Atunci
46




1)zeER & z=2

= - 2
2) z=z ,z~z:|z|

- — - — z z
) zytzy=z,%z) , zi2,=2, 2z, , (—1]==1 (cu z,#0)

ZZ ZZ
a|_lal
L =10 (cu z,#0).
Zy |Zz|

Demonstratie 1) Fie z=a+ib. Daca z€R, atunci b=0, deci z=a=z iar

21 2y

DIERE

, |z1 +22|S|zl|+|22|,

:|Zl| |Zz|’

dacd z =z atunci b =-b adica b=0, deci zeR.
Sa mai probdm inegalitatea |z,+7,|<|z||+|z,| (celelalte probandu-se

imediat). Alegem z=x;Hy; §i zZ=X,Hy, cu X;, Xy, y;, Y2ER si astfel

2 2 2 2 2 2
|Z1+2,|<|Z1 [ H|2zo| & \/(xl +x2) +(y1 +y2) < \/x1 + i +\/x2 +y;, ©
2 2 2 2 2 2 2 2
Xy Xy F2xX + Y] Ay 29y, Sx; +y; +x5+y5, +

+2\/(x12 +y]2Xx22 +y22)

(x]x2 + V1V, )2 < (xlz +yi Xx% +y; )<:> (xly2 — X, )2 > 0 ceea ce este evident.

=4

XX
Egalitate avem daci —~=-2=1 cu 1 €R, adici z, =1 z,. W
Yioo 2

Observatie  Asociind fiecarui numar complex z=a+ib matricea

a
( b ] se probeazd imediat cd corpul (C,+,) este izomorf cu corpul
-b a

a b
( b ] | a, b €Rp , operatiile de adunare si inmultire fiind cele obisnuite
-b a

din M, (R).

§2 Teorema fundamentala a algebrei

Daca L si K sunt doué corpuri a.i. K este subcorp al lui L, spunem despre L
ci este o extindere a lui K.

Reamintim un rezultat clasic din algebra :

47



LEMA 2.1. Daca K este un corp comutativ iar fEK[X], grad(f) >1,
atunci existi o extindere L a lui K in care f are toate radacinile.

Utilizand teorema fundamentald a polinoamelor simetrice obtinem
imediat :

LEMA 2.2. Fie feK]|X], cu grad(f) >1 iar K este corp comutativ.
Daca L este o extensie a lui K in care f are toate radacinile xy, ... x,

iar geK[Xj, ...X,] este un polinom simetric, atunci g(xy, ... x,)€K.

Teorema urmatoare (ce se bazeazad pe cele doud rezultate anterioare)
este cunoscutd sub numele de teorema fundamentald a algebrei (sau teorema

D Alembert-Gauss ):

TEOREMA 2.3.(D’Alembert-Gauss) Orice polinom feC[X] cu
grad(f) >1 are cel putin o radicini in C.

Demonstratie Fie f=ay+a; X+...+a,X" €C[X] (a,#0) si

f=ay+a, X +..+a,X" unde pentru orice 0<i<n, a, este conjugatul lui a;.

— 2n — —
Atunci f =Y ¢, X", unde ¢, = Y.a;a; ,0<k<2nsicum ¢, =¢;
k=0 i+j=k

pentru orice 0 <k<2n, deducem ci f f €R[X].

S& presupunem cd teorema este demonstratd pentru polinoamele din
R[X]. Atunci existi acC al. (f?Xa)zO@ f(a)?(a)zo & fla)=0 sau
/la)=o0.

Deci este suficient s presupunem ci f€R[X]. Daci gradul lui f este
impar, cum functia polinomiala a lui f este continua iar la oo ia valori de semne
contrare deducem ca exista acR a.i. f(a)=0.

Fie acum n=grad(f), n=2kp, cu keN si p impar ; facem inductie

matematicd dupa k. Pentru k=0 totul rezulta din cele de mai inainte (gradul lui f
fiind impar in aceasta situatie). Sa presupunem afirmatia adevaratd pentru toate

polinoamele fER[X] al céror grad se divide prin 25! si nu se divide prin 2k,

Conform Lemei 2.1. existd o extindere L a lui C in care f are toate
radacinile x;,...X,.

Pentru a€R consideram elementele zl,“/, =X;X; +a(xl- +xj) , 1<i<j<n

(in numar de C?).
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Considerand polinomul f, = ] (X —zi“j) acesta va avea gradul
1 <i<j<n

n(n —1) B 2k p(Zk_1 p —1)
2 2
sunt polinoame simetrice de zi”j . Mai mult, avand in vedere expresiile lui zi“j ,

=21 p" cu p’ impar. Coeficientii lui f,

egal cu C? =

1<i<j<n, rezulta ca acesti coeficienti, ca polinoame de X, X,,...X, sunt simetrice,

deoarece orice permutare a acestora are ca efect schimbarea elementelor zl_“],,

1<i<j<n intre ele . Conform Lemei 2.2. obtinem ca f, €R[X].

Cum 2"'| grad (f,) si 2" tgrad (f,), conform ipotezei de inductie rezulti
ca f, are cel putin o radacind complexa. Exista deci o pereche (i, j) cu 1<i<j<n
al zi”j €C. Facand pe a sd parcurgd multimea infinitd R rezultd ca exista a,

~_a - _b
beR, atb al. z 8z eC.

H a _ : b _ ( ) = =
Din zl,j—x,-xj+a(x,-+xj) si zl.].—x,-xj+bxi+xj rezultd cd

zf’j - zf’j = (a —b)x; + x_,-)E(C, deci x;+x;,€C ; atunci x;x;€C, adica x; , x;€C si

astfel teorema este demonstratd. W

Observatii
1. Din Teorema 2.3. deducem imediat c¢d dacd feC[X], grad(f)>1,
atunci f are toate radicinile in C. Acest lucru ne permite s afirmam ca Teorema

fundamentald a algebrei exprima faptul ca corpul C al numerelor complexe este
algebric inchis .
2.Din Teorema 2.3. deducem imediat c¢d in C[X] polinoamele

ireductibile sunt exact polinoamele de gradul 1 iar in R[X] sunt cele de gradul 1

precum si cele de forma aX*+bX+c cu b*-4ac<0.
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CAPITOLUL 6:
ELEMENTE DE ARITMETICA

§1 Divizibilitate pe N

DEFINITIA 1.1. Fie a, beN, b#0.Vom spune ca b divide a si vom

scrie bla, daci existi ceN a.i. a=bc (nu definim divizibilitatea prin 0!). in
acest caz vom spune ci b este un divizor al lui a (sau ca a este multiplu de b).

in mod evident, relatia de divizibilitate de pe N este reflexiva,

antisimetrica si tranzitiva, adica ( N, | ) este o multime partial ordonata in care 1

este cel mai mic element (element initial) iar 0 este cel mai mare element

(element final).

DEFINITIA 1.2. Un numir peN, p>2 se zice prim daci singurii sii
divizori sunt 1 si p.

Cele mai mici numere prime sunt 2, 3, 5, 7, etc. (vom demonstra mai
tarziu ca existd o infinitate de numere prime).

Reamintim cd in Capitolul 1 [§.4, Corolarul 4.9.] am demonstrat

teorema impartirii cu rest in N : daca a, beN, b>1, atunci exista si sunt unici c,

reN a.i a =bctr, iar 0<r<b; numirul ¢ numindu-se cdtul impartirii lui b la a,
iar r restul acestei impartirii (evident bla daca si numai daca r=0).

TEOREMA 1.3. Fiind date doui numere a, beN, existi deN (vom
nota d=(a,b)) a.i. d|a, d|b, iar dacd mai avem d'eN a.i. d'| a si d'| b, atunci

d’| d (adica in multimea partial ordonata (N, |) pentru orice doua elemente
asi b exista (a, b) ).
Demonstratie ~ Conform teoremei Impartirii cu rest, putem scrie

a=bc;+ry, cucy, rieN, iar 0 <r;<b.
Daca r;=0 atunci b|a si in mod evident d=(a, b)=b.
Daca r;#0, atunci conform aceleiasi teoreme de impartire cu rest putem

scrie b=r c,+1,,cu ¢y, €N, iar 0<r,<r;.
Daca r,=0, atunci d=r;. Intr-adevar, din b=r;c, deducem ca d|b, iar din

a=bc+r; deducem cd dla . Daca mai avem d’eN ai. d’|a si d’ |b, atunci cum

r;=a-bc;, deducem ca d’ |r;=d.
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Daca =0, atunci din nou putem scrie r=r,c;tr3, cu 0<r;<r,, si
algoritmul descris pand acum continud, obtinandu-se un sir descrescitor de
numere naturale : 1y, 1, ... a.i. 15 = 13.¢j (j = 3). Conform Corolarului 4.6. de la
Capitolul 1, §4, sirul ry, 1y, 13,... este stationar.

Astfel, daca pentru un anumit k, r.,,=0, atunci d=r\, pe cand, daca

I =1 atunci d=1. |

De exemplu : Daca a=49 si b=35 avem :
49=1-35+14  (c\=1,1;=14)
35=2-14+7 (C2:2, = 7 )
14=2-7 (c3=2,13=0)

de unde deducem ca (49, 35)=7.

Dacid a=187 si b=35 avem:
187=5-35+12  (¢;=5,1r;=12)
35=2-12+ 11 (c2=2,1=11)
12=1-11+1 (c3=1,15=1)

de unde deducem ca (187, 35)=1.

Observatii : 1. Numarul d poarta numele de cel mai mare divizor comun
alluiasib.
2. Algoritmul de gasire a celui mai mare divizor comun a doua numere
naturale descris mai inainte poartd numele de algoritmul lui Euclid .

3. Daca pentru a, beN avem (a, b)=1, vom spune despre a §i b ¢d sunt

prime intre ele.
4. Inductiv se aratd ca pentru oricare n numere naturale aj, a,, ...,a, (n>2)

existd deN a.i. d|a; pentru orice 1<i<n si dacd mai avem d’eN a.. d’|a; pentru

orice 1<i< n, atunci d’|d . Numarul d se noteaza prin d=(a;, a,, ...,a,) $i poartd
numele de cel mai mare divizor comun al numerelor a,, a,, ...,a,.

§2. Divizibilate pe Z

DEFINITIA 2.1. Dacid a, beZ, b#0, vom spune ci b divide a (vom
scrie bja ) daci existd ceZ a.i. a=bc (ca si in cazul lui N nu vom defini,
nici in cazul lui Z divizibilitatea prin 0).

Evident, dacd aeZ atunci 1[a, -1|a i a|0.
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Numerele prime in Z se definesc ca fiind acele numere intregi p cu
proprietatea ca p # -1, 0, 1, iar singurii divizori ai lui p sunt £1, +p. Evident,

numerele prime din Z sunt numerele de forma %p, cu p=>2 numar prim in N.

Se verificd imediat c¢d dacd a, b, ceZ, atunci :
1) ala (a=0)

2) Daca alb si bla, atunci a=tb (deci in Z relatia de divizibilitate nu mai
este antisimetrica).
3) Daca a|b si blc, atunci ac.

TEOREMA 2.2. ( Teorema impirtirii cu restin Z) Daci a,be”Z

b>0, atunci existi ¢, reZ a.i. a=cb+r, cu 0<r<b .

Demonstratie Fie P={a-xb / xeZ}; evident in P avem si numere
naturale. Fie r=a-cb cel mai mic numar natural din P (cu ceZ). (un astfel de
numar existd conform Teoremei 4.5. de la Capitolul 1). Avem 0<r<b céici daca
r=a-cb>b am 0<a-(c+1)b<r, ceea ce contrazice minimalitatea luir. H

Observatie 1. Putem formula teorema impartirii cu rest din Z si sub

forma : Dacd a, beZ, b#0, atunci exista ¢, reZ a.i. a=cb+r, iar 0<r</b|.
2. Numerele ¢ si r cu proprietatea de mai sus poartd numele de cdtul,
respectiv restul impartirii lui a la b, si sunt unice cu proprietatea respectiva, céci

daca am mai avea c¢'si r'eZ ai. a=c’b+r’,cu 0< 1’ <|b|, atunci cb+r=c’b+r'<>
(c-¢")b =r’-r, adica b|r’-r. Cum 0<r, r’ <|b|, dacd am presupune, de exemplu, ca
r’ > r, atunci r’-r < |b|, iar conditia b | 1’-r implicd r'-r = 0 < ' =r §i cum

(c-¢")b=r’-r=0, deducem imediat ca c=c’.

DEFINITIA 2.3. Numim ideal al inelului (Z, +, -) orice submultime
nevida ac 7 al.
i) Daci x, yea, atunci x-yea

ii) Dacd xea si beZ, atunci bxea .

PROPOZITIA 2.4. Fie acZ un ideal. Atunci existi deN a.j. a=dZ.
Demonstratie Daca a={0}, atunci d=0. Sa presupunem ca a={0}. Atunci

. - - . * L - .
existd xea, x#0. Dacd x>0, atunci XN, iar dacd x<0, cum a este un ideal, -xa,

. . *
siatunci -xeN",
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in concluzie aNN"#. Conform Teoremei 4.5 de la Capitolul 1, putem
alege deanNN" ca fiind cel mai mic element din aNN" si s3 demonstrdm ca a=dZ.
Cum dea si a este ideal al inelului Z, incluziunea dZc a este imediata. Fie acum
aca. Conform Teoremei 2.2. putem scrie a=cd+r, cu ¢, reZ si 0<r<d. (caci
de N*). Scriind r=a-cd cum a, dea, deducem ca r€a. Datoritd minimalitatii lui d
deducem ca r=0 si astfel a=cdedZ, de unde si incluziunea inversa a —dZ, care ne

asigura egalitateaa =dZ. ®

PROPOZITIA 2.5. Fie a;, a; ...a,€Z. Dacid notim prin
< ay, ay, ...,a, > idealul generat de {a,, a,, ..., a,}, atunci < a,, a,, ...,a, >=

={k;a,+...+k,a, | | kieZ, 1<i <n}.

Demonstratie Daca notam a ={kja,+...tk,a, | k;eZ, 1<i<n}, se aratd

imediat ca a este ideal al lui Z ce contine {a,, a,, ..., a,}. Cum < a,, a, ..., a,>
este cel mic ideal al lui Z ce include {a;, a,, ..., a,}, deducem ca
< aj, a, ...,a; >C a . Pentru incluziunea inversa tinem cont de faptul ca
<ay, a, ..., 4> = b sifie decib < Z un ideal ai. {a;, ay, ..., a, }< b.
b < Z ideal
{al,-u,m,} < 12

Atunci pentru orice ky,...,k,€Z avem kja,+...+k,a, € b, adicia < b si cum b este

oarecare, deducem cd a — Nb =<ay, a, ..., a,>, de unde egalitatea doritd. W

Fiind date a;, a,, ..., a,eZ prin cel mai mare divizor comun al

numerelor a,,3,,...,a, intelegem acel numar deZ a.i. dja; pentru orice 1<i<n si in

plus daca mai avem d’ |a; pentru orice 1<i< n, atunci d’|d .

Evident, dacd un astfel de d exista, atunci si —d are aceeasi proprietate .
Convenim sa alegem pentru rolul de cel mai mare divizor comun al numerelor
intregi aj, a,, ..., a, acel numar natural d cu proprietatile de mai nainte si vom
nota d=(ay, a,, ..., a,) (vezisi §1 pentru cazul numerelor naturale).

TEOREMA 2.6. Fiind date n numere intregi a;, a,, ..., a, (n>2),
dacd notim prin d numairul natural a cirui existentd este asiguratid de
Propozitia 2.4. pentru idealul a =< a, a,, ..., a,>, atunci d=( a,, a,, ..., a,).

Demonstratie Intr-adevar, cum fiecare a;e< a,, a,, ..., a,>=dZ deducem

ca a;edZ, adica d|a; pentru 1<i<n .
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Fie acum d’eZ a.i. d’|a; pentru 1<i<n. Cum ded/Z, exista ki, ..., k,eZ

n
al. d=> ka, si astfel deducem ca d’|d, adica d=(a,, a,, ..., a,). W

i=1

COROLAR 2.7. Fiind date n numere intregi a,, a,, ..., a, (n>2),

d=( ay, a,, ..., a,) daci si numai daca exista k,....k,eZ ai. d=ka;+...+ka,.

§3.Teorema fundamentali a aritmeticii

Fie acZ’si peN, p>2, un numir prim. in mod evident, existd ke N a.i.

pYla si p*“ta (altfel zis k este cel mai mare numar natural cu proprietatea p*| a).
Convenim sd notim k=oy(a) si sd-1 numim ordinul sau exponentul lui p

in a. Daca a=0 vom lua 0,(0)=-o0, iar 0,(a)=0 < p ta.

PROPOZITIA 3.1. Orice numar natural nenul se scrie ca un produs
de numere naturale prime.

Demonstratie Fie A=multimea numerelor naturale nenule ce nu se scriu
ca produs de numere naturale prime. Dacd prin absurd propozitia nu ar fi
adevarata, atunci A=J.

Conform Teoremei 4.5 de la Capitolul 1 multimea A va contine un
element minimal x. In particular, x >1 si cum x nu este prim putem scrie x=m-n
cu I<m, n<x. Cum m, n<x, iar x=inf(A), deducem cd m, ngA, deci m si n se
scriu ca produse de numere prime. Atunci i x=m-n se scrie ca produs de numere

prime-absurd . Deci A= si cu aceasta propozitia este demonstratad. B

COROLAR 3.2. Pentru orice neZ" existi numerele intregi prime

m

PiseesPm ad. 1= plk LDy cu KpyeonkpeN.

Putem folosi si notatia : n=(—l)g(") 11 pe(p ) unde g(n)e{0,1}

p prim
p=2

(dupd cum n este pozitiv sau negativ) iar exponentii e(p) sunt numere naturale
nenule numai pentru un numar finit de p-uri.

LEMA 3.3. Daci a, b, ceZ ad. (a, b)=1 si a|bc, atunci alc.
Demonstratie Intr-adevar, cum (a, b)=1 conform Corolarului 2.7. exista

r, seZ al. ratsb=1, de unde c=rac+sbc. Cum a|bc deducem ci ajrac+sbc=c, adica
ac. H
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Observatie Daca (a, b)#1, atunci lema de mai Tnainte nu mai este

adevirata tot timpul caci, de exemplu, 6|3-8=24, dar 63 i 618 .

COROLAR 3.4.Daci p, a, b€Z adi. p este prim si p|ab, atunci p|a
sau p|b.

Demonstratie Intr-adevir, singurii divizori ai lui p in Z sunt %1, #p.
Atunci (p,b)=1 sau p|b. Daca p|b totul este in regula, iar daca (p, b)=1,

atunci se aplica Lema 3.5. ®
Observatie Putem utiliza corolarul de mai 1nainte si sub forma : daca p,

a,beZ al. p este prim iar pta, ptb, atunci ptab .

COROLARUL 3.5. Presupunem ci p, a, beZ iar p este prim.
Atunci oy(ab)=o,(a)+o,(b).

Demonstratie Dacd a=0,(a), p=0,(b), atunci a=p“c si b:de, cu pfe si
ptd. Atunci ab=p“Pcd si cum pted , deducem ca o,(ab)=o+B=0,(a)+0,(b). W

TEOREMA 3.6. (Teorema fundamentald a aritmeticii) Pentru
orice numair intreg nenul n, existi o descompunere a lui in factori primi

n= (—l)g(n) I pe(p) cu exponentii e(p) in mod unic determinati de n (de

p prim
p2

fapt e(p)=0,(n)).
Demonstratie Scrierea lui n sub forma din enunt rezultd din Corolarul
3.2. Sa probam acum unicitatea acestei scrieri.
Aplicind pentru un prim ¢, o, in ambii membrii ai egalitatii
n=(=1)"" TI p"" obtinem : ojn)=c(n)o(- D Ze(p)og @)

p prim
p=2

Insa oy(-1)=0 iar o /(D)= {? ;’:::r': ;’ ¥ de unde deducem ca e(q)=04(n) si

astfel teorema este demonstrati. W

COROLAR 3.7. Pentru orice neN" existi si sunt unice numerele
prime distincte p;, ps, ..., Pm $i numerele naturale k;, k,, ..., k, a.l.

ko k < < e . .o
n=p'..p,” (spunem ci aceasti scriere a lui n este descompunerea lui n in

factori primi)
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COROLAR 3.8. Fie a, b, ¢, neN" ai. (a,b)=1 si ab=c". Atunci existi
x, yeN"ai. a=x"si b=y".

1y

Demonstratie Fie a= plk '...p‘f ., b= qll '..q, descompunerea

numerelor a si b in factori primi (deci ki1 si ;=1 pentru i=1, 2,...,s si j=1,
2,...,t). Din (a,b)=1 deducem ca {pi,....ps}N{q1...,q}=<. Obtinem deci ca

" =pit.pfigl. gl egalitate ce di descompunerea lui ¢” in factori primi.
Insd, conform Teoremei 3.6., descompunerea unui numar natural in

produs de puteri de numere prime distincte este unica (abstractie facand de

ordinea factorilor).

Astfel, dacd c=p{''..p7 *qi" '..q," ", atunci

n nn s nm 1 nm ¢

c"=p"pqi™ " g/, de unde deducem ca nn=k; si nm=l; 1<i<s,
1<j<t.

Atunci putem considera x=pi''..p!* si y=¢g"..q" . ®

TEOREMA 3.9. (Legendre) Dacd nEN iar p este un numair prim,

n
atunci exponentul lui p in n ! este dat de Z —
keN” L P
Demonstratie In mod evident exponentul €y al lui p in n! este dat de
e, = 1-k; +2-k, +.... , unde k; este numarul numerelor luate dintre 1, 2, ..., n
care se divid cu p dar nu cu p?, k, este numérul numerelor luate dintre 1,2, ..., n
care se divid cu p” dar nu cu p°, etc. .
Sa calculam acum un k; . Numerele ce se divid prin p' dintre 1, 2, ..., n
sunt 1~pi, 2'pi, . t;pi , cu ti~pi£n< (tfrl)'pi , deoarece daca j este luat dintre 1,
2,..,n 81 p'lj avem j=t-p' si cum 1<j<n avem 1<tp'<n.Dar ¢, < — <t; +1, deci
p
P
i = ? .
Numerele luate dintre 1, 2, ..., n care se divid cu p1+1 se afla toate printre

numerele luate dintre 1, 2, ..., n care se divid cu p".
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Daca din numerele luate dintre 1, 2, ..., n care se divid cu p' (ce sunt in
numar de t; ) extragem toate numerele luate dintre 1, 2, ..., n care se divid cu pl+l

. < n . . .
(ce sunt in numar de t;.;= {T} obtinem numai numerele luate dintre 1, 2,...,n

care se divid cu p' dar nu se divid cu o putere mai mare a lui p (deoarece nu se
divid cu p™).
Conform celor de mai sus numarul acestora este egal cu ki=t;-t;. .
. n n
Avem deci e, =1ty —1y)+2-(ty =13 )F o=ty 41y 4= | — |+ — |t
p p
(aceastd sumi este finitd deoarece va exista un kEN" a.i. p*<n<p*"' si atunci
n .
{—S} =0 pentru orice s>k+1). ®H
»
Observatie Dacd p>n atunci e,=0.

§4. Congruente pe 7

DEFINITIA 4.1. Fie neN, n>2 un numir fixat. Vom spune ca a,

beZ sunt congruente modulo n dacia n|a-b ; in acest caz scriem a=b(n).

PROPOZITIA 4.2. Relatia de congruenti modulo n este o

echivalenti pe Z compatibilid cu operatiile de adunare si inmultire de pe Z

(adici este o congruenti pe inelul (Z, +, -)).
Demonstratie Faptul ca relatia de congruenta modulo n este o relatie de

echivalentd pe Z se probeazd imediat. Pentru a proba compatibilitatea acesteia
cu operatiile de adunare si inmultire de pe Z, fie a, b, a’, b’eZ a.i. a=b(n) si
a’=b’(n), adica a-b=kn si a’-b’=k’n, cu k, k’eZ. Atunci at+a’-(b+b")=(k+k")n,
adica at+a’=b+b’(n) si scriind aa’-bb’=a(a’-b’)+b’(a-b)=ak’'n+b’kn=(ak’+b’k)n

deducem ca si aa’=bb’(n). W

COROLAR 4.3. Fie a;, bjeZ a.. a=b;(n) pentru orice i=1, 2,...,k.
k k k k
Atunci: Y g,=> pin) si [[q;=[]b(n). In particular, daci a, beZ ali.

i=l1 i=1 i=1 i=1

a=b(n) si ke N’, atunci a*= b*(n).
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Pentru xeZ vom nota prin X clasa de echivalenti a lui x modulo n.
Deoarece resturile impartirii unui numar oarecare din Z prin n sunt 0, 1,...,n-1,
se deduce imediat ca dacd notam multimea claselor de echivalenta modulo n prin

n AN A
Z,,atunci Z,={0.1,..., y—1} , iar pentru ke {0, 1,....n-1} avem k ={k+nt|teZ}.

Pe multimea Z,, se definesc operatiile de adunare si inmultire astfel:
VAN N\
X+y=x+ysi Xx-y=x-p (tindnd cont de Propozitia 4.2. deducem ca acestea

sunt bine definite).

PROPOZITIA 4.4. (Z,, +, ) este inel comutativ in care unitatile sale
sunt U(Z,, +, )={ X €Z,| (x, n)=1} .
Demonstratie Cum verificarea anumitor axiome nu ridica probleme

deosebite, vom reaminti doar ca elementul neutru din Z, fatd de adunare este

. A\ .
0, —X=yp—yx,iar elementul neutru fatd de inmultire este 1.

. N
Daca x €eU(Z,), atunci existd peZ,al x-p=1<x-y=1<n|xy-1,

de unde deducem ca (x, n)=1.

Reciproc, daca xe{0,1,...,n-1} si (x, n)=1, atunci, conform Corolarului
< Al
2.7. existd r, seZ ali. rn+s'x=1, de unde deducem cd sx=1< x =35, deci

xeU(Z,). m

RUNRVAN
De exemplu : U(Z,)={ 1,5,7,11}.
Observatie Dacé pentru un numar natural n>1definim ¢(1) =1 iar pentru
n >2, ¢(n)=numarul numerelor naturale m<n a.i. (m, n)=1, atunci | U(Z,) |=¢(n).

Functia ¢:N*—>N definita mai sus poarta numele de indicatorul lui
Euler.

COROLARUL 4.5. (Z,, +, *) este corp < n este prim.

Observatie Daca in inelul Z consideram idealul a=nZ, urmarind tehnica
factorizarii unui inel (comutativ ) printr-un ideal, dacd am fi construit inelul

factor Z/nZ se obtinea de fapt tot Z,,.

Fie acum a, beN", neZ, n>2 si d=(a, n).

58



PROPOZITIA 4.6. Ecuatia 4i=b are solutie in Z, daci si numai

daci d|b ; daca d|b atunci ecuatia are exact d solutiiin Z,.

Demonstratie Daca fco €Z, este o solutie a ecuatiei ax =b , atunci
nlaxy-b, de unde deducem ca d|b (caci dn si d|a).
Reciproc, sd presupunem cd djb. Cum d=(a, n), conform Corolarului
2.7, existd x'y,y" €Zaild=ax'y—ny',.
A R N\
< . VI, )
Daca c=b/d, atunci a(x' c)—n(y’ c)=b,adicd a(xyc)=b, deci x;c

este o solutie a ecuatiei ax=».

A\ A
Sd presupunem acum cd x, si x; sunt doud solutii ale ecuatiei

ax =b. Atunci nlaxy-b si njax;-b, de unde nla(x;-x). Dacd notim n’=n/d si
a’=a/d, atunci (a’, n")=1 si obtinem ca n’|x;-X,, adicd x;=xtkn’, cukeZ.

AN

Pe de alta parte se verificd imediat ca x,; +kn' este solutie a ecuatiei

ANIVAN

Cum nu e posibil sa avem x, +k =x,+k' pentruk, k'e {0, 1,...,d-1} si

. N
k#k” (caci ar trebui ca n|n’(k-k ) < dlk-k’-absurd !), deducem ca daca x, €Z,

ax=b cuke{o,1,...,d-1}.

este o solutie a ecuatiei ax =5, atunci aceastd ecuatie are d solutii si anume:
IVAN /\
Xg,Xg+n .., xq+(d-Dn'.

Exemplu. Sa considerdm in Z;s ecuatia 6-%=3. Avem d=(6, 15)=3 si

3|3, deci ecuatia va avea solutie in Z;s. Cum n’=15/3=5 iar 3 este o solutie

AN

particulara, celelalte solutii vor fi 3+5=8 si 3+2-5=13. in concluzie, ecuatia

. . . n VAN
6-x=3 arein Z;5s d=3 solutii: 3,8 si 13. W
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A

COROLAR 4.7. Daci n este numir prim, atunci ecuatia ax =5 are

solutie unica Z, daca si numai daci (a, n)=1 < nta.

§5. Fractii periodice

Fiind datd fractia o= 5 €Q, (cuqe N*), prin impartirea lui p la q putem

scrie pe o sub forma de fractie zecimala: o=ay, a, a;..., cu ay, aj, a,... €N (in
cele ce urmeaza prin diferite exemplificari se va deduce cu claritate modalitatea
generala de reprezentare a numerelor rationale sub forma de fractii zecimale).

In cele ce urmeaza vom presupune ca fractia o este subunitara ( dacé ea
este supraunitard, impartind pe p la q putem scrie p=cq+tr, cu ceZ si 0<r<q si

atunci a:§:c+§, astfel ca se continua studiul Iui o cu ;—' care este

subunitara; convenim in acest caz sd scriem o = gzcé . De exemplu % = 1% ).
In cazul in care 0<a<l, ay=0 astfel ca prin impartiri repetate vom scrie

0=0,a,a;..., cu a;e N.(dupa cum se va vedea in continuare sirul a;, a,,... poate fi
finit sau infinit; (in cazul infinit anumite grupuri de cifre se vor repeta periodic).
Iata cateva exemplificari:

Ei: o= 27—0 =0,35

E,: 0,:% =0,666... (se repeta cifra 6; convenim sa scriem o=0,(6) )

E;: o= % =0,380952380952...(se repeta grupul de cifre 380952 si vom scrie
0=0,(380952))

E4 a=% =0,142857142857...=0,(142857)
Es: o= 25—4 =0,208333... (se repeta 3 caz in care vom scrie a=0,208(3) )
E¢: o= 27—2 =0,31818...(se repeta 18 caz in care vom scrie a=0,3(18) ).

Sa facem acum cateva observatii:
1. In exemplul 1 impartirea se termina cu a doua zecimala.

2. in exemplele 2 si 3 impirtirea se continui indefinit, grupurile de cifre 6 si
380952 repetindu-se de o infinitate de ori. in aceste cazuri convenim si

spunem ci avem de a face cu firactii periodice simple.
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In cazul exemplului 6, fractia zecimald obtinuti este tot periodici, cu
perioada 18, dar observam ca perioada nu incepe imediat dupa virgula (ca in
exemplul 2) ci este precedata de o parte care nu se repeta (cifra 3). Convenim sa
spunem cd avem de a face cu o fractie periodica mixta.
in cele ce urmeazi vom proba ci in general daci avem o fractie subunitara,

atunci sirul a,, a,, ... este sau finit sau periodic.
Sa urmarim exemplul 4: resturile partiale trebuie sa fie mai mici decét 7.

in cazul exemplului 3 sunt posibile a priori 20 de resturi, deci dupa cel
mult 20 de impartiri partiale trebuie sa intalnim un rest care a mai fost obtinut si
stim ca de 1ndata ce restul se repeta si cifrele incep sa se repete.

In general, daca q este catul, resturile partiale fiind mai mici decat g,
dupa cel mult g impartiri partiale resturile partiale si deci cifrele catului incep sa
se repete. Am subliniat cel mult g Tmpartiri, deoarece exemplele ne aratd ca
repetarea resturilor partiale poate incepe si inainte de a fi trecut prin toate
resturile posibile a priori.

Sa adancim acum chestiunea :

Observatia de baza este urmatoarea: fiind datd fractia subunitara %,

pentru a gasi primele n cifre ale fractiei zecimale in care se transforma ea, facem
impartirea intreaga 10"b:a.

Exemplu. Pentru a gasi primele 4 zecimale ale fractiei % , facem
impartirea.
80 000:21=38009.
170
200
11

Sa consideram acum o fractie cu numaratorul 1, de exemplu % si sd

facem impartirile intregi 10:21;100:21; 1000:21, etc. Resturile acestor mpartiri
reoroduc tocmai resturile partiale din impartirea
10:21=0,47619....
100
84
160
147
“130
126
—0
21
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190

189
1
10:21=0 100:21=4 1000:21=47 10 000:21=476
IO T6 I3 —
100 000: 21=4 761 1 000 000: 21=47619
(1) 19 1

Pentru a sti in ce fel se transforma fractia i, trebuie deci sd urmarim

resturile obtinute prin impartirea lui 10, 10%, 10°,...prin a. Este o chestiune deja
studiata .

1). Sa incepem cu cazul a este prim cu 10 (adicd a descompus in
factori primi nu are nici pe 2 nici pe 5 ca factori)

Stim din cele expuse mai Tnainte ca, in acest caz, resturile incep s se
repete dupa ce intalnim restul 1, pana acolo resturile fiind toate diferite. Stim ca
dacd 10°= 1 (a), d este un divizor al lui ¢(a). Stim ca, daca a:p“qﬁry..., cel mai
mic exponent n, astfel ca sd avem b" = 1 (a) oricare ar fi b prim cu a, este ¢. m.
m. m. ¢ al numerelor e(p®), ¢(q”), e(1"),...(vezi Corolarul 6.2. ).

Rezultda ca: daca a este prim cu 10, primul rest care se repetd in
impartirea 1:a este 1 (adicd numarul cu care am inceput), deci fractia zecimald
este periodica simpld.

€L

De exemplu: 5

, 21=3-7; 0(3)=2; ¢(7)=6; c.m.m.m.c. al numerelor

¢(3) si ¢(7) este 6. Fractia % este periodica simpla si perioada ei este un divizor
al lui 6.

Dacéd numardtorul nu este 1, ci un alt numar prim cu a, rezultatele
enuntate se mentin. De exemplu, In impartirea 8:21 obtinem ca resturile
impartirilor intregi succesive 80:21; 8-10%:21; 8-10%:21... Aceste resturi se pot
obtine daca Inmultim resturile (2) cu 8 (21).
8-10=80=17 (21); 8-16=128=2 (21); 8-13=104 =20 (21)
8:4=32=11 (21); 8-:19=152=5 (21); 8-1=8 =8 (21).

Daca resturile sirului (1) sunt toate diferite intre ele, prin inmultirea lor
cu 8 obtinem tot resturi diferite (daca 8r; ar fi congruent cu 8r,, atunci 8r;-8r, = 0
(21); 8(r;-1) =0 (21), 8 este prim cu 21 pentru ca fractia a fost reductibild; r,-
<21, deci nu putem avea 8(r,-r;)= multiplu de 21.

Rezulta ca fractia % este tot periodoca simpld, iar numarul cifrelor
perioadei este acelasi ca si la fractia % .

Fie acum cazul a=2%5", adici a are numai factori primi ai lui 10.
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(De exemplu, a=40=2>5 sau a:25:52, etc). in acest caz, 10 ridicat la puterea a,
dacd o>P, sau la puterea B, dacd P>a se divide cu a (dacd a=40, 10°=2".5" se
divide cu 2°-5; dacd a=25, 10>=2%5" se divide cu 52).

Rezulta ca, in acest caz, fractia zecimala rezultand din % are un numar

finit de zecimale, egal cu cel mai mare dintre numerele o si f3.
De exemplu : 20=27-5; 7:20=0,35.

- 5 y 55 y .
in general : 2ab5 - :% (daca o>pB) sau =2 150/}& (daci a<p), insi

impartirea unui numar cu 10 se face despartind prin virguld o cifre.
3%.a=2%5Pp™q". .

. . . 505 <
in acest caz, fractia 2 poate fi scrisd 2 =—L.25"_ (dacd o>p).
5 a a 10% pmq"...
. sa-p < A . . e . - <
Fractia 22— se transformi intr-o fractie periodici simpla. Daci ea este
P

mai mare decat 1 — ceea ce se poate intdmpla din cauza inmultirii cu 5P _case
transforma tot intr-o fractie periodica simpld, avand insa si intregi. Aceasta

fractie inmultitd cu ﬁ (adica mutand virgula cu a cifre spre stdnga ), ne da

fractia %, care va avea ca parte neperiodica cele a cifre, iar partea periodica

aceeasi ca i a fractiei i‘f:;ﬁ

Daca >a procedam analog.

Exemplu % = ﬁ = %o%; % =3,1818..., deci % =3,1818...=0,3(18) .
Dar % = ﬁ = % . %; % =0,4545...... Deci % =0,04545.... = 0,0(45) partea

neperiodica este 0.
Rezumand cele de mai sus obtinem:

TEOREMA 5.1. Orice fractie se transformé intr-o fractie zecimala
cu un numir finit de zecimale sau intr-o fractie zecimald cu un numér
infinit de zecimale, in care caz zecimalele admit o perioad i ce se repeta.

Reciproc, sa vedem cum rescriem o fractie zecimald o (simpla,

periodica sau periodica mixta ) sub forma % cup, qeN.

- CA . ayay...a
Cazul 1. Dacd o=ay, a;a,...a,, atunci in mod evident o= %. De

exemplu:



Cazul 2. Sa presupunem acum ca o=a,,(q,...a, ) . Atunci
SR ) Rl Crers v U ) B

- 4
a=da, +(E 102
+.)+.t

R

=a 1+
ot ( lon 102n
a 1 1
10“/1 ( 10" + 102/1 +"')
fnsa 1+ +-1-+...=—1—=1% astfel ca
10" 10 —- 7 1071
]O/l
10"
a=a, + —+— =
0 ( 102 10/1) 10" -1
+a,_10+...+10"" aa,..a
=a,+ n n-1 =a, + 142 n
0 10" -1 07 99 9
2.9
nort
De exemplu (x:3,(6):3+% = NT+6 = % = % iar dacd o=2,(154),
4154 _ 1998+154 _ 2152
999 999

atunci =2+ 55 =
Cazul 3. Sa presupunem ca o este o fractie zecimala periodica mixta
(A 1x42. - - Q). Atunci o= ag, a13;...2;+0,00...0(a)s1254. . . )=

a=ap, a1a;...
— aoal.;a,{ 4 0,(aA+1.;aH,,) — aoa,.;.ak 4 PR
10 10 10 99..900...0
29..-900...0
nori  kori
De exemplu daca 0=3,7(2)= 3} + o5 = 52 = 22 = 35 = 5 jar daca
90 90 90 — 18
- _ 215 172 _ 215999+172 _ 214957
o=2,15(172)= 55+ Se900 99900 99900 °
Rezumand cele trei cazuri de mai sus obtinem
. - apay...a
TEOREMA 5.2. i) Daca a=2y,a,2;...a;, atunci & = 011)‘ £
a,+a, 10+.+10"" aa,..a,
10"-1 ~0 55
nori

ii) Daca a=a,,(a,..a,), atunci a=a, +

iii) Daca a=agp,a;...a)(ay+1...2n), atunci

dgdy..dy
0”1 L +ak+l"'ak+n

10% 99...900...0 °
————
nori  kori
paragraf a fost redactat in cea mai mare parte dupa

Observatie Acest

lucrarea [8].
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§6.Teoremele lui Euler, Fermat si Wilson

LEMA 6.1. Daca G este un grup (multiplicativ) finit cu n elemente
(n>2), atunci x"=1, pentru orice xeG.

Demonstratie Fie xeG, iar k=o(x) (ordinul lui x). Atunci x*=1 si
conform Teoremei lui Lagrange k|n, adica n=k-p cu peN. Deducem imediat ca
X"=x"P=(x")P=1P=1. m

Observatie In cazul cd G este comutativ existd o demonstratie
elementara ce evitd Teorema lui Lagrange. Pentru aceasta se alege
G={xy, Xp,...,Xp} $1 XxeG. Cum {xX;, XX,...,XX,}=G={Xy,....X,}, deducem ca

(xx1)...(XX)=X[. .. Xy <& X'(X1...Xp) = X[ XSS X =1, W

COROLAR 6.2. (Euler) Daca n > 2 este un numér natural iar aeZ
a.l. (a, n)=1, atunci 2% = 1(n) (¢ fiind indicatorul lui Euler).

Demonstratie Am vazut mai inainte ci (Z,, -) este un monoid cu @(n)

elemente inversabile. Astfel, daca aplicim Lema 6.1. grupului G=U(Z,,, ) (ce are
¢(n) elemente) pentru @ € G obtinem ca :

i’ =1 a’™ =1<n aw(")—l & aw(") = l(n) ]

COROLAR 6.3. (Mica teorema a lui Fermat) Daca p>2 este un

numir prim, iar acZ a.i. pfa, atunci a*' =1(p).
Demonstratie Cum p este un numar prim, ¢(p)=p-1 si acum totul rezulta

din Corolarul 6.2. ®

LEMA 6.4. Fie G un grup (multiplicativ) finit comutativ iar []x

xeG
produsul tuturor elementelor din G. Atunci [[x= []x.
xeG xeG
o(x)§2
Demonstratie Vom scrie  [[x=( [] x)( []x). Insda in cadrul
xeG xeG xeG

o(x)<2 o(x)>2
. -1 B < -1
produsului J]x vom grupa fiecare element x cu X~ (avem x#x " céci dacd x=x

xeG
o(x)>2
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atunci x’=1 si deci o(x)=2, absurd) si astfel []x=1, de unde concluzia ci

xeG
o(x)>2

[Ix= [[x. =
xeG xeG
a(x)SZ
COROLAR 6.5. (Wilson) Daca p>2 este un numar prim, atunci
(p-1)!+1=0(p).

Demonstratie Cum p este prim (Z,*, -) este grup cu p-1 elemente si

conform Lemei 5.4., [[x= ][]X. Riméne sa punem in evidentd elementele
x€z}, x€z},
o(3)<2

A

A2 /\
X €Z,* cu proprietatea ¢d o(X)=2<x =1l o x?

“lo p|x -1=(x-1)(x+1)
VA A

< p|x-1 sau pjx+1 de unde deducem ci x=-1=p—1 sau x=1 astfel ca

A /\

1) !

1-2.p-l=—le(p-

A

+1=0 < (p-1)!+1=0(p). m

Vom prezenta in continuare diferite variante de generalizare a Teoremei
lui Wilson.

LEMA 6.6. Fie p>2 un numir prim, iar n>2 un numéir natural.
Atunci :

i) Daci p=2 si n>2 in grupul U(Z,") numai elementele

A/\/\

L- '+1,271 _{ au ordinul cel mult 2.

ii) Dacd p>2 atunci in grupul U(Z,",") numai elementele 1,-1 au ordinul
cel mult 2.

Demonstratie Avem ca U( Z* n)={a e Z;n, (a,p)=1}. Sa determinam in

S

acest grup elementele ae U( 7 e ) al 142 =1, adica acele numere naturale a a.i.

1< a<p”, cu (a, p)=1 si p"| a®1 (%)
Evident a=1 verificd (*). Dacd a>1, atunci putem scrie a-1=p*u si
atl=p'vcu k, t>0, (p,u)=(p, v)=1, iar k+t>n.
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Dacdi k=0 = t>n = p"| atl si cum a < p" = atl=p" = a= p"-1 si

N\

astfel obtinem si elementul a = p" —1= —1ce verificd de asemenea (*).
Dacid t=0 = k >n = p"|a-1 si cum a < p" = a-1=0 = a=1, contradictie.
Daci k=0, t20 = 2=p'v-p‘u = p[2, deci daci p>2, obtinem o
contradictie.

in concluzie : daca p >2, atunci in U(Z :,,) avem numai elementele 1 si

/\

-1= p" —1 ce au ordinul cel mult 2, obtinind astfel concluzia de la ii).

Daca p=2, atunci din 2=2'v-2"u = t=1 sau k=1. Dacd t=1 = k > n-1=
a-1=2"u > 2™'u si cum 1<a<2" = u=2 si k=n-1. Deci, in acest caz, daci a verifica
(*)=>a=2""+1.

Dacd k=1= t > n-1= a+1=2'v > 2"'v si cum 1<a<2" = v=I sau v=2
(cazul v=2 este exclus cici (v, 2)=1)

Dacd v=1 = t = n-1 sau t = n. in cazul t=n-1=>a=2""'-1, iar daca t=n
=a=2"-1.

in concluzie : daci p=2 si n>2 in U(Z >) numai elemente

ANIVAY

—i,i,Z’H +1, 2" ~1 au ordinul cel mult 2, obtinind astfel concluzia de la i).

COROLAR 6.7. (O generalizare a teoremei lui Wilson) Daca p este
un numér prim si n un numar natural, atunci:
a) Dacii p>2sin>2 atunci p"|( [[a)+1

ISa<p”
(a,p)=1

b) Dacii p=2 sin>2 atunci: 2"|( []a)-1
I<a<2”
(a,2)=1

¢) Daci p=2 si n=2 atunci: 27| ( [Ta)+1
1<a<2?
(a,2)=1

Demonstratie Totul rezulta imediat din Lema 5.4 tindnd cont de cele

stabilite In Lema 6.6. ®
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§7.Teorema chinezeasca a resturilor

Fie m;, m ,, ...,m (€N a.i. (m;, m;)=1 pentru orice i#j, m=m;m,...m ,,
iar by, by,...,.bie”Z.

TEOREMA 7.1. (Teorema chinezeasca a resturilor)
Sistemul

X =b¢ (m ()
are solutie in Z si oricare doua solutii difera printr-un multiplu de m.

. - m . . .
Demonstratie Daca nj=—, atunci (m;, n;)=1 pentru orice 1<i <t. Astfel
m;
existd r;, s;eZ al. rymy+sin;=1 pentru orice 1<i<t.
Daca notdm ei=s;n;, atunci e;=1(m;) si e;=0(m;) pentru 1< 1, j< t, i#].

t
Daca vom considera xy= Y. b; e; » atunci vom avea X,=bie; (m;) si astfel
i=1
Xo=b;(m;) pentru orice 1<1 <t, de unde concluzia cé x, solutie a lui (S).
Sa presupunem ca x; este o altd solutie a lui (S). Atunci Xx;-x,=0 (my;)
pentru 1< 1 < t, adicd m; | X;-X¢ pentru orice 1<i<t, si cum (m;, m;)=1 pentru i#j,

deducem ca m=m m,...m (| X¢-X,, adica x¢=x;(m). W

Sé interpretam acum teorema chinezeasca a resturilor din punct de
vedere al teoriei inelelor.

Fie pentru aceasta (A)ic; 0 familie nevidd de inele (unitare).Vom
considera un nou inel notat [] 4, si avdnd multimea subiacenta

iel

11 4; ={&X)icxi€A; pentru orice i€l}, iar pentru X,y €[] 4;, x=(Xiic1 §i
iel iel
Y=(Yiict XTY=(Xityiicr, 188 X y=(X;Yiicr-

Se verificd imediat ca (][] 4;, +, ) devine inel unitar in care elementul

iel

nul este 0=(x;);e; cu x=0 pentru orice i€l, iar pentru x=(X;);c1€EA, -X=(-X))ic1
elementul unitate este 1=(x;);c; cu x;=1 pentru orice i€l, iar daca x=(X;)jc1€
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€]] 4, atunci xeU(]] 4,) dacd si numai dacd x;€U(A;) pentru orice i€l,

iel iel

altfel zis U(TT 4,)=T1U(4,)-

iel iel
Daca I este finita notdm [[ 4, = X 4; .
iel iel
. * A . .o .o .
Fie acum m;, my, ..., m (eN" a.i. (m;, m;)=1 pentru orice i#j, 1<1, j<t si

m=mpmj...m;.

TEOREMA 7.2. Avem urmatorul izomorfism de inele :
Zm1><Zmz><...><th A

Demonstratie. Pentru fiecare 1<i <t fie m: Z— 7, ~morfismul surjectiv

canonic de inele ce duce fiecare element xeZ in clasa sa de echivalenta modulo
m;.
Definim f : Zy—> 7, X Zp,%...x 7, prin - f(X)=(1(X),...,m(X)) pentru

orice xeZ.

Daca x, yeZ si f(x)=f(y) atunci x=y(m) < x=y(m;) pentru orice 1<i<t
(cdci (m;, my)=1 pentru 1<izj<t) < mi(x)=m;(y) pentru orice 1<i<t. Deducem
astfel cd f este bine definita si ca functia f este o injectie. Se verifica imediat ca f
este morfism de inele unitare .

Surjectivitatea lui f rezultd fie din teorema chinezeasca a resturilor, fie
observandca |z x7Z x..x7Z [FZy=m=m;...m.

Deci f este un izomorfism de inele unitare. W

COROLAR 7.3. Cu notatiile de la teorema precedentd avem
urmitorul izomorfism de grupuri multiplcative :

U(Zm)zU(Zml)x...xU(Zm[) .

COROLAR 7.4. Fie ¢:N—>N indicatorul lui Euler.

i) Daca my;, my, ....m:e N* ad. (m;, m;=1 pentru i#j, atunci
¢o(my...mJ=¢(my)...¢ (m,)

i) Daci p 2 2 este numir prim si neN", atunci ¢(p") =p"- p"'=
=p'(1-1/p)
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iii) Daca n:piCI ...p:" este descompunerea in factori primi a lui n,
atunci ¢(n) = n (1-1/py)...(1-1/py).

Demonstratie. 1) Am vazut ca [U(Z,,)|=¢(n) pentru orice neN, n > 2.
Daca tinem cont de Corolarul 7.3. deducem ca

| U(z.) |:| U(Z )x..xU(Z,) =l vz, Uz, |s

@(m)=p(m,)...¢p(m,) 1
ii) Prin calcul direct se deduce ca intre 1 si p" existd p" - p"~ numere
naturale mai mici strict decat p" si prime cu p" (adicd cu p), de unde egalitatea

o(p")=p"p""'
iii)Tinand cont de 1) si ii) deducem ca
o(n) = p(pk..p(pkny = (pFi— pkh(pki - pkh =
= p{“ ptk’ 1-1/p)..A=1/ p)=n1-1/p)..(1-1/ p)).
De exemplu , o(12)=0(2>-3)=12(1-1/2)(1-1/3)=12-(1/2)(2/3)=4. m

§8. Radacini primitive modulo un numéir prim

- k1 ks A . .. .
Daca n=p, ... p " este descompunerea in factori primi a lui n, conform

Corolarului 6.3, U(Zn)zU(th) X . X U(th) astfel, pentru a determina
1 K

structura grupului multiplicativ U(Z,) este suficient si studiem structura
grupurilor de forma U(Z,") cu p prim si neN.

Vom incepe cu cazul cel mai simplu si anume cu U(Z,) cu p prim. Cum
Z, este corp, U(Zp):Zp*. Daca f=ajta,X+...+a,X"e€Z[X], vom nota

A

f=ap+a X +..+a,X" €Z[X].

LEMA 8.1. Fie K un corp comutativ si feK[X] cu grad(f)=n. Atunci
f are cel mult n radacini distincte.

Demonstratie Facem inductie matematicd dupa n. Cum pentru n=1 totul
este clar, sd presupunem ca afirmatia din enunt este adevaratd pentru orice
polinom din K[x] de grad < n-1.

Daca f nu are radacini in K totul este clar.

Daca existd acek a.i. f(a)=0, atunci f(x)=q(x)(x-o) si grad (q)=n-1.
implicd q(B)=0. Cum prin ipoteza de inductie q are cel mult n-1 radacini
distincte, deducem ca f are cel mult n radécini distincte.m
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COROLAR 8.2. Fie K un corp comutativ f, geK[X] a.i
grad(f)=grad(g)=n. Daci avem n+1 elemente distincte a;,0;,...,041, 2.1

f(a;)=g(a ;) pentru orice 1<i<n+latunci f=g.
Demonstratie Considerand h=f-g, atunci grad(h)<n si cum h are n+1

radacini distincte o,00,. ..,0,+1, deducem ca h=0, adica f=g. &

COROLAR 8.3. Dacd p=>2 este un numér prim, atunci orice xeZ,
avem: x "'-1=(x-1)(x-2)...(x-p+1) (p).

Demonstratie Cum p este prim, Z, este corp comutativ. Considerand

F=G""=D) = (x=D(x=2).(x— (p—1))ez,[X] avem ca grad(f)<p-2 si

AN

f(X)=0 pentru £=12,..., p—1 (tindnd cont si de mica teorema a lui Fermat,

adica de Corolarul 6.3.). Conform Corolarului 8.2., f=0. &
Observatie Daca in corolarul 8.3. consideram x=0 obtinem ca
(p-1)!=-1(p), adica teorema lui Wilson (Corolarul 6.5.).

PROPOZITIA 8.4. Fie p>2 un numir prim si d|p-1. Atunci
congruenta xdsl(p) are exact d solutii.

Demonstratie Daca p-1=dd’, atunci:

a d’
pr—lz(xq -1

¥ -1

d'-2

= (xd)d’_1 +(x7) Tt x! +1=g(x), adica

‘-1
X -
P-1_1—(x i 1] =(x9-1

xP-1=(x"-1)g(x) si astfel xP~'—1=(x4-1)g(x).

AN

Cum y P _1 are exact p-1 radacini (si anume i,ﬁ,..., p—1 -conform
micii teoreme a lui Fermat ), tindnd cont de Lema 8.1. deducem cd -1 are

exact d raddcini in Z, si astfel congruenta x?=1(p) are exact d solutii in Z,m

TEOREMA 8.5. Daci p este un numiir prim, atunci U(Z,) este un
grup ciclic.
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Demonstratie
Solutia 1: Evident | U( Z,,) | = | Zp* | = p-1 iar pentru d | p-1, fie y(d)
numarul elementelor din Zp* de ordin d. Conform Propozitiei 8.4. elementele din

Zp* ce satisfac congruenta x%=1(p) formeazi un grup de ordin d. Insi

S w(c)=d, de unde se deduce ci y(d) = o(d) (¢ fiind indicatorul lui Euler). in
c‘d

particular, y(p-1) = @(p-1)>1 (dacéd p= 3). Deducem ca in Zp*, ¢(p-1) elemente

au ordinul p-1 si astfel oricare dintre acestia genereaza pe Zp*, adica Zp* este grup
multiplicativ ciclic.

Solutia 2: Fie p—1=gq, . q2’2...qt l descompunerea in factori primi a
lui p-1 si sa consideram congruentele:
-1
@M x" =1p ,
. cul <i<t
(2) x"=1(p)

In mod evident orice solutic a congruentei (1) este solutie si a
congruentei (2). Mai mult, congruenta (2) are mai multe solutii decat congruenta
(1). Pentru fiecare 1< i <t fie g; o solutie a congruentei (2) ce nu este solutie a
congruentei (1) iar g = gg,...g;

AN * . ; .
Evident, 4, genereaza un subgrup al lui Z, de ordin g, "li<ic<t.
Deducem ca g genereaza un subgrup al lui Zp* de ordin p—-1=g, “qzlz...qt h

Atunci<g>=7,". m

DEFINITIA 8.6. Fie p=2 un numar prim. Un element acZ se zice

- - . - . e e v ~ n ~ *
raddcind primitivd modulo p dacd @ genereazi 7, .

De exemplu, 2 este raddcind primitivd modulo 5 (se verifica imediat ca
4=5-1 este cel mai mic numar natural n pentru care 2"=1(5)), pe cand 2 nu este
radacina primitiva modulo 7 (de ex. 2’=1(7)).

Notiunea de radéacina primitiva se poate generaliza astfel:

DEFINITIA 8.7. Fie neN. Un element acZ se zice raddcindg

primitivi modulo n daci @ in Z, genereazi U(Z,). (echivalent cu a spune ci
¢(n) este cel mai mic numaér natural pentru care a®® =1(n) ).

Observatie In general nu rezulti ca U(Z,)este ciclic.
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A A A

De _exemplu, elementele lui U(Zg) sunt i, 3,5 7 iar

1 =L 3 :i, 3 =1, 7 Z:i neexistand deci in U(Zg) elemente de ordin

p|Ch
p! .
Demonstratie Avem Cl,‘, =———¢N S1 cum
K(p—k)!
! Y

P =p- (p=! iar p nu divide nici pe k! si nici pe (p-k)!, deducem ca
l(p—k)! kl(p—k)!
dacad notam ¢ :ﬂ atunci qeN si cum ct= p-q.atunci p Ck N |

K(p-k)’ r ' r

Observatie Utilizand Lema 8.8. putem prezenta o noud demonstratie a

micii teoreme a lui Fermat : Dacd p este un numdr prim si aeZ ai. pf a, atunci
pla®'-1.
Intr-adevar, sd notam s,=a’-a. Cum s, = (a+1)’-(a+1)=

p-1
1 pl -1 k _p-k
=a"+C,a" +..+C, a+tl-(a+)=(g"-a)+ X C,a"" =
k=1

p-1
=S4+ 2 Cha”™"
k=1
Tinand cont de Lema 8.8. deducem ca s,.=s,(p).
Astfel s;=s,.1=8,,=...=s(p) si cum s,=1°-1=0 deducem ci s,=0(p), adica p|a’-a

=a(a"'-1) si cum pta obtinem ci p | a"'-1.

LEMA 8.9. Daci n 21 este un numar natural, p>2 un numar prim si
a, beZ a.i. a=b(p"), atunci a’= b°(p"™").

Demonstratie Putem scrie a=b+cp”, cu ceZ.

Atunci aP=(b+cp")’ =b"+ Clp b*'c p™tx (cuxeZ si p™?| x) astfel ci  a®

=bP+b"" ¢ p™+x, de unde a” = b (p"').m

COROLAR 8.10. Daca p este un numéir prim, p=>3, neN, n>2,

n=2 - n .
atunci (l+ap)p El+ap" 1(p ) pentru orice acZ.
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Demonstratie Facem inductie dupa n, pentru n=2 afirmatia fiind triviala
Sa presupunem acum ca afirmatia din enunt este adevaratd pentru n si
sa aratam ca este adevaratd pentru n+1.
. p" 1 n— 1
Conform Lemei 8.9. avem: (I+ap)” =(1+ap"") (p"").
Dezvoltaind cu  ajutorul  binomului lui Newton obtinem
n—1\P 1
(+ap 1) =1+Cyap

din nou Lema 7.9. se verifica imediat ca toti termenii lui B sunt divizibili prin

p"2™Y exceptand eventual ultimul termen a’pP™". Cum n>2, 14+2(n-1)>n+1 si

i

Ly p ,unde P este o suma de p-2 termeni. Utilizand

cum p(n-1) > n+1, adica p™"'|p si astfel (l+ap)p”72§1+ap"(p"+l) adica
cct.dm

Observatie Fie a, neZ ali. (a, n)=1. Vom spune ca a are ordinul k
modulo n daca este cel mai mic numdr natural pentru care a“=1(n). Acest lucru

este echivalent cu a spune cd a din Z, are ordinul k in grupul U(Z,).

COROLARUL 8.11. Daci p #2 este un numir prim a.i. pfa, atunci
ordinul lui 1+ap modulo p"este egal cu p™' (neN, n >2).

n=2
Demonstratie Conform Corolarului 8.10., (1+ap)” =1+a p" (p'm) ,

de unde deducem ci (l+ap)”m2 =l+a p"_1 (p") adica p"” nu este de ordinul

lui 1+ap, rezultand astfel ¢ ordinul lui 1+ap modulo p" este egal cu p™'.m

TEOREMA 8.12. Fie p>3 un numir prim si neN". Atunci u(Z,"
este grup ciclic (adica exista in acest grup ridicini primitive modulo p").

Demonstratie Conform Teoremei 8.5. existd o radacind primitiva
modulo p. Dacd geZ este o astfel de radacina, atunci in mod evident si g+p este.
Daca "' = 0(p?), atunci (g+p)"'= g™ +(p-1)g"’p = 1+(p-1)g"’p (p*). Cum p” nu

modulo p si ca g™ £1(p).
Sa ardtam ca un astfel de g poate fi rddacind primitivd modulo p" iar
pentru aceasta este suficient s demonstram ca daca g"=1(p"), atunci @(p")|m.

Avem ci g''=1+ap, unde pta. Conform Corolarului 8.11., p™" este de
ordinul lui 1+ap modulo p™. Deoarece (1+ap)™=1(p") atunci p™' | m;

Fie m=p"™' m’. Atunci gm' =1(p) . Deoarece g este o radacina primitiva modulo
p, p-1jm’ si astfel p™'(p-1)=(p")m.u
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Pentru cazul p=2 vom demonstra:

TEOREMA 8.13. Numiirul 2" are ridicini primitive pentru n=1 sau
2 iar pentru n>3 nu are. Daci n>3, atunci {(-1)*5"]a=0, 1 si 0<b<2"?%}
constituie un sistem redus de resturi modulo 2". Rezultd c¢i pentru n>3

U(Z,") este produsul direct a doud grupuri ciclice (unul de ordin 2 iar
celilalt de ordin 2"?).

Demonstratie Numarul 1 este rddacind primitiva modulo 2 iar 3 este
radicina primitivi modulo 2%=4, deci putem presupune n > 3.

Intentiondm sa demonstram ca :

(1) 57 =1+2"" (2"

Evident, pentru n=3 (1) este adevarata .

Sa presupunem ca (1) este adevarata pentru n si sa demonstram pentru
n+1.

La inceput sa notam cd : (1+2"")*=142"+2"" si cd 2n-2 > n+1 pentru
n 2> 3.

Aplicand Lema 8.9. congruentei (1) obtinem (2) 52 =1+2" (2" si
astfel (1) este probata prin inductie.

Din (2) se vede ca 52 =1 (2") pe cand din (1) avem ca 52 #1(2").

Atunci 5 are ordinul 2™ modulo 2",

Sa consideram multimea {(-1)*5°a=0,1 si 0<b<2"?} formata din 2"'
numere si sd probdm cd acestea nu sunt congruente modulo 2" (deoarece

e(2M=2"" deducem ca multimea de mai sus contine un sistem redus de resturi
modulo 2").

Daci prin  absurd  (—=1)“5"= (—l)a, 5 (2", n>3, atunci
(=)= (—l)a' (4), adica a=a’ ( 2), deci a=a’. Atunci 5°=5"(2") si astfel
57" =1 (2"), de unde b=b’( 2"), deci b=b"

in final sa notim ca (-1)* 5° ridicat la puterea 2™ este congruent cu 1

modulo 2" astfel cd 2" nu are radacini primitive modulo 2", dacin>3. m
Din Teoremele 8.12. si 8.13. deducem urmatoarea descriere completa a

grupurilor U( Z,,) pentru n arbitrar:
TEOREMA 8.14. Fie n=2"p/"..p"" descompunerea lui n in

factori primi distincti. Atunci:

U(Z,) ~U(Z)xU(Z ) %X U(Z 150,
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Grupurile U(Z ) sunt grupuri ciclice de ordin p?”fl (p,—1), I<isn

iar U(Z,") este grup ciclic de ordin 1 si 2 pentru a=1, respectiv a=2. Daca a>3,
atunci U( Z,") este produsul direct a doud grupuri ciclice de ordine 2 si respectiv
2",

Putem acum raspunde la intrebarea: care numere intregi poseda radacini
primitive?

TEOREMA 8.15. Numiirul neN poseda ridéicini primitive daca si

numai daci n este de forma 2, 4, p” sau 2p” cu aeN iar p>3 un numir prim.
Demonstratie Conform Teoremei 8.13., putem presupune cd n # 2° cu
k > 3. Daca n nu este de forma din enunt, este usor de a vedea ca n se poate
atunci scrie ca produs mym, cu (m;, my)=1 si my, m, >2.
Atunci o(my) si o(my) sunt simultan pare iar

vz,y)=uz, »>u(z,, ). insa U(Zm1 )si U(Z,, ) au clemente de

ordin 2 iar acest lucru ne aratd ca U(Z,) nu este ciclic. (deoarece contine cel mult
un element de ordin 2).

Atunci n nu poseda radacini primitive.

Reciproc, am vizut ¢ 2, 4, si p* poseda radacini primitive. Deoarece

U(Z,,) = U(Z)*xU(Z ,«) deducem ca U(Zzpa) este ciclic, adica 2p* poseda

radacini primitive §i cu aceasta teorema este demonstratd .m

CAPITOLUL 7:
MULTIMEA NUMERELOR PRIME

§ 1 Teoreme referitoare la infinitatea numerelor prime

Reamintim ¢ un numar nEN, n>2 se zice prim dacd singurii sai
divizori naturali sunt 1 si n. Numarul natural 2 este singurul numar prim par iar
pentru n>3 dacd n este prim atunci cu necesitate n este impar (conditie
insuficientd dupa cum se poate dovedi facil in cazul lui 9 care este impar dar nu
este prim).

S-a pus de foarte mult timp intrebarea cte numere prime existd ? In

cadrul acestui paragraf vom prezenta anumite rezultate ce raspund intr-un fel la

aceasta intrebare. Vom nota prin P multimea numerelor prime.
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TEOREMA 1.1.( Euclid ) Multimea P este infinita.
Demonstratie Sa presupunem prin absurd cd multimea P este finita,

P={py, p2, ... pn} (unde in mod evident p,=2, p,=3, p3=5, etc.).

Vom considera p=pp,...p, +1 si sd observam ca p >1 iar p;{p pentru
1<i<n. Tinand cont de teorema fundamentald a aritmeticii (teorema — de la
cap.6), va exista un numar prim q >1 care sa divida pe p. Cum toate numerele

prime sunt presupuse a fi doar py,..., p, deducem cd q=p; cu 1<i<n, ceea ce este

absurd cici p;+p pentru orice 1<i<n. Deci P este multime infiniti. m
Observatie In continuare pentru fiecare numaér natural n>1 vom nota

prin p, al n-ulea numar prim, astfel ca P={py, ps, ...,pn,...} (evident p;=2, p,=3,

p3=3, etc).
O alta intrebare fireasca legata de multimea numerelor prime a fost daca

anumite submultimi infinite ale lui N contin sau nu o infinitate de numere prime.
In acest sens merita amintit un rezultat celebru al lui Dirichlet :

TEOREMA 1.2. (Dirichlet) Daci a, beN* iar (a, b)=1, atunci

multimea {an+b | nEN} contine o infinitate de numere prime.

in cadrul acestei lucrari nu vom prezenta o demonstratie a Teoremei 1.2.
(cititorul poate consulta in acest sens lucrarile [21] si [23] ).

Totusi pentru anumite valori particulare ale lui a si b vom prezenta in
cadrul acestei lucrari demonstratii complete.

Iata la inceput doua exemple:

TEOREMA 1.3. Existi o infinitate de numere prime de forma 4n-1

cu neN*,
Demonstratie Sa presupunem prin reducere la absurd ca multimea

{4n-1] nEN*} contine numai un numar finit de numere prime, fie acestea qy,...,

q . sisa consideram numarul q=4q,q,...q (1.

Numarul q trebuie sd aiba un factor prim de forma 4k-1 (caci daca toti
factorii primi ai lui q ar fi de forma 4k+1 atunci si q ar trebui sa fie de forma
4k+1. Deci ar trebui ca q; sa divida pe g, ceea ce este absurd.), de unde concluzia

din enunt. W
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TEOREMA 1.4. Exista o infinitate de numere prime de forma 6n-1,

neN¥*,
Demonstratie Sa presupunem prin absurd ca existd doar un numar finit
de numere prime de forma 6n-1 §i anume ¢, Qp,...,qx. Sa consideram numaérul

q=6q1qz...qx -1. Cum un numar prim este de forma 6t-1 sau 6t+1, deducem ca q
trebuie sa contind un factor prim de forma 6t-1 (caci in caz contrar ar trebui ca q
sd fie de forma 6k+1. Deci ar trebui ca un q; sd divida pe g, ceea ce este absurd.),

de unde concluzia din enunt. ®

§2. Ciurul lui Eratostene

Fiind dat un numar natural n>2, pentru a stabili daca el este prim sau nu
este suficient sd verificam daca el este divizibil doar prin acele numere prime

pS\/;.

Intr-adevar, sa presupunem ca n este compus §i cd toate numerele prime
ce-1 divid verifica inegalitatile \/; < p<n. Dacd un anumit numar prim p,
divide pe n, atunci putem scrie p=pon, pentru un ng>2.

. n n . . .
Atunci ny =—<—=-= x/; si ny | n. Numarul ny va avea cel putin un
Po \/;
factor prim (care va fi mai mic decéat Jn ) - absurd !.
Obtinem astfel un criteriu simplu de a determina daca un numar natural
este prim sau nu : Dacd un numdr natural n nu este divizibil prin nici un numar

prim p < \/; atunci numarul n este prim.

Acest criteriu sta la baza ,,ciurului” prin care Eratostene a stabilit care
numere dintr-o multime finitd de numere naturale sunt prime.

Mai precis, el a scris de exemplu toate numerele de la 2 la n in ordine
crescatoare. A taiat toti multiplii proprii ai lui 2, apoi toti multiplii proprii ai lui
3, pe urma pe cei ai lui 5.

Se observa cd cel mai mic numar natural superior lui 5 care nu a fost
taiat este 7 si se taie atunci si toti multiplii lui 7.

Se continua in felul acesta procedeul de taiere pana se ajunge la etapa

cand cel mai mic numar natural din sirul 2, 3, ...,n care nu a fost tdiat este > \/; .
Atunci procedeul se opreste deoarece conform criteriului enuntat mai inainte
toate numerele netaiate din girul 2, 3, ...,n sunt numere prime p<n.
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De exemplu numarul 223 nu se divide cu 2, 3, 5, 7, 11 si 13. Este inutil

s verificim daca se mai divide cu 17 cici 17°=289 >223, rezultand astfel ca 223
este prim. Procedeul descris mai sus poarta numele de ciurul lui Eratostene.

Pe aceasta cale se poate obtine urmatorul sir de numere prime mai mici
decat 100:2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 51, 53, 59, 61, 67,
71,73,79, 83, 89, 97.

in anul 1909 au fost editate tabele cu numerele prime <10.000.000, in
care se dau cei mai mici divizori primi pentru fiecare numar natural <10.170.600
care nu se dividla 2, 3, 5 sau 7.

in anul 1951 au fost publicate tabele de numere prime pani la
11.000.000.

Jacob Philipp Kulik (1793-1863) a intocmit tabele de numere prime
pana la 100.000.000 (manuscrisul se pastreaza la Academia Austriaca de Stiinte
din Viena). In finalul lucrarii, in cadrul Anexei 1 prezentim numerele prime de la
1 1a 10.000.

C. L. Baker si J. F. Gruenberger au intocmit in anul 1959 un microfilm

care contine toate numerele prime mai mici decat peyooo00=104. 395. 301 .

§3 Teorema Bertrand-Cebisev

In cadrul acestui paragraf vom demonstra urmatorul rezultat:

TEOREMA 3.1. Daci neN, n>4, atunci intre n si 2(n-1) se afla cel
putin un numar natural prim.

Acest rezultat a fost formulat Incd din anul 1845 de catre J. Bertrand
insa cel care a prezentat primul o solutie a acestuia a fost P. L. Cebisev in anul
1850.

in cele ce urmeazi vom prezenta o solutie a lui P. Erdos (adaptatd de L.
Kalmar).

Aceasta solutie se bazeaza pe demonstrarea catorva leme:

LEMA 3.2. Daca neN, n>1, atunci

—= (D).
T @

Demonstratie Facem inductie dupa n. Pentru n=2, (1) este adevarata

n
Cy, >

42
deoarece C4 =6>—= c>6\/5>8<:>3\/5>4®18>16 ceea ce este

T

evident.
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2n+1
Cum Cj'l, :2-n—+1~C§'n, pentru a proba (1) pentru n+l, este
+

suficient sa demonstram ca
2n+1 4" 4+ 2n+1 1 2

. . > c> .
n+l 2Jn 2Jdn+1l on+l Jno Jn+l

& 4n’*+4n+1>4n’+4n < 1>0 ceea ce este evident . W

o 2n+1> Jan(n+1) <

LEMA 3.3. Daca definim P,=1 iar pentru n>2, P,= []p, atunci

p prim
p<n

P,<4", pentru orice neN*,
Demonstratie Facem din nou inductie dupa n. Pentru n =1, 2 totul este

clar. Presupunem lema adevaratd pentru toate numerele <n si s o demonstram
pentru n.
Daca n este par, atunci P,=P, si totul este clar. Dacd n este impar,
n=2k+1 (keN*), atunci orice numar prim p a.i. k+2<p<2k-+1 este un divizor al
Cw (k+1) 2k 2k -1)..(k+2)
lui C2k+l = 12 X .

Din (1+1**" > ¢k, +ckl =2¢k, ., deducemci Ck., <45, (2)

Produsul tuturor numerelor prime p ai. k+2<p<2k+1 divizand Cj,.,
este inferior lui 4 (tindnd cont de (2)) . Scriind cd P,=Py1=Pwsr [[p si
ke2<pen

tinaind cont de ipoteza de inductie Pi;<4"" si de (2) deducem ci

P,<4" -4%=42"1=4" gj astfel Lema 3.3. este demonstratd. W

LEMA 3.4. Daci p este un numér prim ce divide C5, ai. p>/2n,

atunci p apare cu exponentul 1 in descompunerea lui C}, in factori primi.

A (20)

Demonstratie  Exponentul Ilui p in Cj, = va fi

o of
sl
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Dacéd p>+/2n (avem p=+/2n <>n=2 in care caz lema este adevarata
cici C?=2-3 ), atunci pentru n>3 avem p>+/2n , de unde deducem imediat ca
4 p p

a= {ﬁ} -2 [i} < 2, de unde a=1 si astfel lema este demonstrata. W
p p

LEMA 3.5. Daci p este un numir prim, reN* af. p'|CJ,, atunci

p'<2nsi C5 <(2n) (2n) (unde pentru xR, prin n(x) desemnim numirul
numerelor prime q<x).
Demonstratie Din p'|C},, deducem ca exponentul lui p in

n A . . . 2
descompunerea lui C;, 1in factori primi (care este o = Z[{—’Z}—2{%D)
| p

verificd inegalitatea o >r. Dacd am avea p' >2n, pentru k >r am avea

r=1
{272 }_2.{ ”k } =0 s§i atunci a= ), {22}_2{%D . Cum pentru orice
p p k=1 p P

xER avem [2x]-2-[x]<1 ar trebui sd avem a <r-1 ceea ce contrazice faptul ca
a > 1. Deci p"<2n . Tinand cont si de lucrul acesta, pentru a demonstra partea a

doua a lemei tinem cont de faptul ci in descompunerea in factori primi a lui C3,
nu pot sa apard decét numere prime q<2n, de unde deducem ca C5, < (Zn)” (2n) .
|

LEMA 3.6. Daci nEN, n>2, atunci nici un numir prim p a..

2 s
3" < p<n nu poate si divida C,.

2 .2 . .2
Demonstratie Daca — n<p=<n, atunci Tl <3 si i > 1, deci [—n} <2
3 P P P
n

si {ﬁ}zl, de unde deducem ca {ﬁ}—Z[
p

}SE—ZXle. Cum pentru
4 p

orice x€R, [2x]-2-[x]>0, deducem ca {ﬁ} -2 [i} =0.
p p

81



Pentru k>1, avem p" >gn2 si atunci 2—’2 < 21 <1 pentru n>1, deci
p n

{2—’1} -2 {Lk} =0 pentru k>1si n >4. Rezulta astfel ca pentru n>4, pt C;, .

Pt p

Pentru n=3 sau n=4, cu necesitate p=3 si din nou lema este adevarata
cici C; =201ar Cg =70 cenuse divid prin 3. m

LEMA 3.7. Un numir prim p a.i. n<p<2n apare in descompunerea
lui CJ, in factori primi cu exponentul 1 (n>2).

. . 2n . n .
Demonstratie Daca n<p<2n, atunci 1<—<2 si —<1, deci

p p
[Z_n} =1si {i} =0. Pentru k=2, avem Z—IZ < 2—’; < g, deci pentru n>1 avem
p p p p n

2—’Z<1$i {Z—IZ}:O casi {ik}o.
P P P

Deci exponentul o alluipin C}, este 1. B

LEMA 3.8. Dacd neN, n>14, atunci ©t(n) < g—l .

. . . 14 .
Demonstratie Se verifica imediat ca n(14)=6= 7—1 , adica lema este

adevarata pentru n=14.

in sirul 1, 2, ...,n numerele 4, 6, ...,2- {g} (In numar de [g} —1) sunt

compuse. Pe de altd parte, pentru n>15, sirul 1, 2, ...,n contine si numerele
impare compuse 1, 9 si 15, de unde deducem ca

nn) <n-— s |=n|Z]2< 2. (caci n >£—1) si astfel lema
2 2 2 21 2

este probatd (observand ca pentru n>15 avem chiar 72'(}'1) < g -1). m
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LEMA 3.9. Fie R, = [[p (sau R,=1 dacid nu exista astfel de

p prim
n<p<2n

Var
2 -(2n)%

Demonstratie Dupa felul in care am definit pe R, deducem ca R, |C3,,

numere prime). Atunci, pentru n>98 avem R, >

A3).

deci putem scrie C5, =R, Q,, cu Q, EN*.
Conform Lemei 3.7., dacd p este un numar prim a.i. n<p<2n , atunci

p1Q, si prin urmare daca p este prim si p|Q, , cu necesitate p<n. Conform Lemei

3.6. avem chiar mai mult, p < E" , astfel ca produsul divizorilor primi ai lui Q,

va fi cel mult egal cu P[ zn} iar conform Lemei 3.3. acest produs va fi

3
HPK:
<4l3l<43

Conform Lemei 3.4., cum Q, |C;, se vede cd exponentul unui numar
prim p din descompunerea lui Q, nu va fi >1 decat daca p< 2\/; .

Numarul acestor numere prime va fi conform Lemei 3.8. (inlocuind in
aceasta pe n prin [\/271], lucru posibil deoarece n>98 = 4/2n > 14, de unde si

[\/En]z 14) inferior lui 21
Conform Lemei 3.5., produsul puterilor acestor numere prime (care

V2n/2

divid Q,, deci si pe C3,) va fi cel mult egal cu (Zn) , de unde deducem in
2n

final cd Qu< 4 3 -(2n)2"2. (@)

) . .
Astfel, cum R,= an deducem, tindnd cont de Lema 3.2. si

inegalitatea (4) cd R, > . = adica exact

inegalitatea (3). B

LEMA 3.10. Daca keN, k=8, atunci 2k>18(k+1).
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Demonstratie Cum 2%=256 >18-9 ijar daca 2">18(k+1), atunci
21 =2252(18(k+1)) =36k+36>18k+36=18(k+2), deducem conform

principiului inductiei matematice ca lema este adevarata pentru orice k >8. W

LEMA 3.11. Daci xR, x>8, atunci 2*>18x .
Demonstratie Pentru x€R, x>8 avem [x]>8 si conform Lemei 3.10.
avem 2*>2M>18([x]+1) >18x .=

LEMA 3.12. Dacii kEN, k>6, atunci 2*>6(k+1).
Demonstratie Se face inductie matematica dupa k (sau, daca tinem cont

de Lema 3.10. mai avem de demonstrat inegalitatile pentru k=6 si k=7 care sunt
adevirate deoarece 2°>64 > 6-7 si 27>128>6-8) .|

LEMA 3.13. Daci xR, x>6, atunci 2*>6x .

Demonstratie Analog ca in cazul Lemei 3.11. B

LEMA 3.14. Daca n€N, n>648, atunci R, >2n.
Demonstratie Tinand cont de Lema 3.9. este suficient sd demonstram ca

pentru n>648 avem %/4_”>4n\/; (Zn)\/% Cum pentru n>648, \/z_n
Jan

conform Lemei 3.13. avem 2 ¢ >4/2n, de unde ridicAnd ambii membrii la

puterea \/E deducem ci 32" > (Zn)\/% .

>6,

. . 2n . . .
De asemenea, din n>648, deducem ca 5 > 8 si atunci conform Lemei

2n n

3.11. avem 27 > 4n , de unde 25 > 4n4n > 4n\/; .

Deci pentru n>648, 25>(2n)\/% si 23 >4nfn de unde

{/4_” > dnfn (2n)\/% si cu aceasta lema este demonstratd. B

LEMA 3.15. Daca n>6, atunci intre n si 2n se afla cel putin doua
numere prime distincte.
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Demonstratie Daca n>648, atunci conform definirii lui R,, dacd in
intervalul (n, 2n) nu ar exista nici un numar prim, sau numai unul, atunci R, <2n,
ceea ce ar fi In contradictie cu Lema 3.14.

Daca n=6, lema este adevarata céci intre 6 si 12 se afla numerele prime
7sill.

Mai avem de demonstrat Lema 3.15. pentru 7<n<647. Acest lucru poate
fi facut fie direct (utilizdnd un tabel de numere prime <1000), fie construind un

sir de numere prime q o, qy5-..-qm a.1. qo=7, qx < 2qk2, 2<k<m $i qy,.;>a=647.
O data construit un astfel de sir (cum ar fi de exemplu sirul 7, 11, 13,

19, 23, 37, 43, 73, 83, 139, 163, 277, 317, 547, 631, 653, 1259 pentru m=16), sa

vedem cum rezulta Lema 3.15. pentru 7<n<a=647.
Primul termen al sirului qy, q;, ...qm nu depaseste pe n decat daca
urqm-1 >a>n, deci q,>n.

Existd deci un indice maximal k<m-1 a.i. q,<n. Atunci k+2 <m, n<qy
i cum Qi <2qx<2n, intre n $i 2n exista cel putin numerele prime qu; $1 Qsn $1

cu aceasta lema este complet demonstratd. W

TEOREMA 3.16. (Cebisev) Daca neN, n>4, atunci intre n si 2(n-1)
avem cel putin un numaér prim.

Demonstratie Pentru n=4 si n=>5 teorema este adevarata in mod evident
deoarece intre 4 si 6 se afla 5 iar Intre 5 si 8 se afla 7. Pentru n>6, conform Lemei

3.15. intre n si 2n se afla cel putin doud numere prime distincte p si q cu p<q.
Daca cel mai mare dinte acestea este q=2n-1, celalalt trebuie sa fie <2n-2 caci
2(n-1) este par si compus pentru n>6. Deci n<p<2(n-1). Dacd q<2n-1, cum
p<q, din p<q deducem ca n<p<2n-2 si cu aceasta Teorema lui Cebisev este

complet demonstratd. W

In continuare vom prezenta cateva corolare la Teorema lui Cebisev:

COROLARUL 3.17. Daci nEN, n>2, atunci intre n si 2n se afla cel
putin un numér prim.

Demonstratie Daca n>4 totul rezulta din teorema lui Cebisev. Dacd n=2
intre 2 si 4 se afla 3 iar dacd n=3 atunci intre 3 si 6 se afld 5. Astfel Corolarul

este demonstrat pentru orice n>2. W
Observatie In anul 1892 J. J. Sylvester a demonstrat urmatoarea
generalizare a Corolarului 3.17.:
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Daca n, k €N, n>k, atunci in sirul n, n+1, ...n+k-1 se afla cel putin
un numar admitind un divizor prim > k.

Corolarul 3. 17. Se deduce acum din acest rezultat pentru n =k+1.
Aceasta generalizare a mai fost demonstrata si de I. Schur in 1929 ca si

de P. Erdgs in 1934.

COROLARUL 3.18. Daci keN, k>1, atunci p,<2* (unde py este al
k-lea numir prim).

Demonstratie Facem inductie dupa k. Pentru k=2 avem p,=3<2% Daci
px<2®, conform Corolarului 3.17. existi cel putin un numir prim p a.i.

2X<p<2:25=2"" i astfel corolarul este demonstrat. M

COROLARUL 3.19. Daca n€N, n>2, atunci in descompunerea lui
n! in factori primi gésim cel putin un numar prim cu exponentul egal cu 1.

Demonstratie Corolarul este in mod evident adevarat pentru n=2 si
n=3. (2!=2,3!=2-3).

Fie acum n>4. Dacd n este par, n=2k, atunci k>2 si conform
Corolarului 3.17. intre k si 2k=n gasim cel putin un numar prim p a.l.

k<p<2k=n.
Vrem sa demonstram ca p apare cu exponentul 1 in descompunerea in
factori primi a lui n!. Intr-adevar, urmatorul numar din n! ce ar fi multiplu de p

este 2p insa din k<p =2k<2p <2p>n.

Daca n este impar, n=2k+1=k>2 si din nou conform Corolarului 3.17.
intre k i 2k gasim cel putin un numar prim p (k<p<2k). Avem deci p<2k<n si
2p>2k =2p>2k+1=n si din nou ajungem la concluzia ca p apare in

descompunerea lui n! cu exponentul 1. W
_ Observatie De fapt, Corolarele 3.17. i 3. 19. sunt echivalente.
Intr-adevar, mai inainte am vazut cum Corolarul 3.17. implica Corolarul

3.19..

Reciproc, sa admitem ca ceea ce afirmd Corolarul 3.19. este adevarat (adica
pentru orice numar natural n>1 In n! existd cel putin un numar prim cu
exponentul 1) si s8 demonstram Corolarul 3.17. (adica pentru orice n>2, intre n i
2n se afla cel putin un numar prim).
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Intr-adevar, fie p numarul prim ce apare in descompunerea in factori
primi a lui (2n)! cu exponentul 1. Avem p<2n<2p caci dacd am avea 2p<2n,
atunci in (2n)!=1-2-...-(n-1)-n -(n+1)-...-(2n) apar si p si 2p si astfel exponentul
lui p in (2n)! ar fi cel putin 2. in concluzie, 2n<2p, adica n<p si cum n<2p

deducem ca n<p<2n. W
Deducem imediat:

COROLARUL 3.20. Daci n€N, n>2 atunci n! nu poate fi puterea unui

numar natural cu exponentul >1.

COROLARUL 3.21. Pentru orice keN, k>4, avem inegalitatea

Prr2<2Pk.

Demonstratie Pentru k>4 avem p,>p;=5 si atunci conform Lemei 3.15.
intre py §i 2py exista cel putin doud numere prime distincte. Cum cele mai mici

dintre aceste numere vor fi pys; §1 prsr avem pyr<2p. B

COROLARUL 3.22. Pentru orice kEN, k>2 avem py.; <py+1Hpx -

Demonstratie Pentru k=2, 3 se verifica imediat prin calcul iar pentru

k>4 totul rezulta din corolarul precedent. B

COROLARUL 3.23. Dacia n, keN, n>2, atunci
1 1

—t ..+ # N.
n n+l n+k
. - 1 1 . .
Demonstratie Daca x = —+ +..+ €N, atunci x>1 si cum
n n+l n+k

x < , cu necesitate k+1>n si deci k>n. Fie p cel mai mare numar prim

n
<n+k. Atunci 2p>n+k . Conform Corolarului 3.17., intre p si 2p gasim cel putin

un numar prim ¢, iar dacd am avea 2p<n+k, atunci p<q<n+k, in contradictie cu
alegerea lui p. Deci n+k<2p.
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Cum k>n, atunci n+k>2n si din nou conform Corolarului 3.17, intre n
si 2n existd un numar prim r. Cum r<2n<n+k, tinand cont de felul in care l-am
ales pe p deducem ca r<p.

De asemenea, deoarece n<r, avem n<p <n+k<2p.

PR . . 1 1 1
Deducem de aici ca printre termenii sumei x =—+ +..+
n n+l n+k

existd numai unul al carui numitor sa fie divizibil prin p. Punand pe x sub forma
de fractie (cu numitorul n(n+1)(n +k)) se observd cd printre termenii ce

dau numaratorul lui x existd unul ce nu se divide prin p.

Atunci, daca scriem x = n (cu t= n(n+1)(n +k)), plt si ptm, de
t
unde concluzia ca x¢N. 1

84 Inegalitatile lui Cebisev

Reamintim cd pentru x€R,, prin m(x) am notat numarul numerelor
prime p<x. Astfel, n(1)=0, n(2)=1, n(3)=n(4)=2, n(5)=n(6)=3, w(100)=25,
©(1000)=168, etc.

in anul 1958, D. H. Lehmer a calculat n(10%) si n(10%) aritand ci
1(10%)=5761455 si 1(10°)=50847534.

Evident, n(p,)=n pentru orice n>1.

Reamintim c& in cadrul Lemei 3.9. am definit pentrun>1, R,= []p.

p prim
n<p<2n

Exista m(2n)-n(n) numere prime p a.l. n<p<2n §i cum toate aceste numere prime

sunt <2n deducem ca R,< (En)”(z")_ ") Tinand cont de Lema 3.9., deducem ca

Y

pentru n>98 avem inegalitatea (Zn)”(zn)_”(") >————, de unde,
2n (2n)\/%
logaritmand in baza 10 deducem inegalitatea
n 3lg(4n) 31g(2n)

1 2n)— > lgd — _ )

(1) m(2n)-n(n) 31e(2) g ™ o
Cum hm —=lim lex _ 0, din (1) deducem ca lim [72'(2}'1)— 72'(71)] =00.

X—0 \/_ x> X X—0©
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De aici deducem urmatorul

COROLAR 4.1. Pentru orice numir natural k existi un numar
natural my, a.i. pentru orice n>my, existi cel putin k numere prime intre n si
2n.

Fie acum py,...p, numerele prime ce intrd in descompunerea in factori

primi a lui CJ, (evident p;, ps, ...p, <2n). Fiecare numar p; apare la puterea

E-E)-BH

natural pentru care piq" <2n.

unde q; este cel mai mare numar

Cum pentru orice a>0, [a]—2 %}:Osau 1, deducem ca suma

&l 2n n
I —|-2|—||<1+..+1=gq; , astfel ca fiecare p; apare in descompunerea
k=1 ; pl'k q;

lui C3, la o putere <qj, deci C4, < pf'....p% < (2n).(2n)=(2n)".

1

Cum r=n(2n) deducem ca Cjy, S(En)”(zn) (este de fapt o re-

demonstrare a inegalitatii din cadrul Lemei 3.5.!).

. (2n)-2n-1)..(n+1)

Pe de alta parte, C5, = 1.2
2em

tuturor numerelor prime pg1, Ps+2,...pr Mai mari decat n si mai mici decat 2n (am
notat prin py,... ps toate numerele prime mai mici decat n).

se divide prin produsul

Astfel, CJ, > p 1 Dspa-Dy > H-H-on=n"".
Cum r=n(2n) si s=n(n), deducem ca
(2) nﬁ(2n)—7z(n) < an < (zn)ﬁ(2n) )
De asemenea, pentru orice numar natural n>1, avem
3) 2"<(Cy, <4".
Comparand (1) cu (2) deducem ci 2" < (Zn)”(zn) , de unde prin
logaritmare in baza 10 deducem:

g2 2n 2n
4 2n)>—=—- =0,15051...-
@ ﬂ( n)> 2 lg(Zn) ’ 1g(2n
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2n > % deducem ca
2n+1 3

Cum pentru n>1 avem

7(2n+1)1g(2n+1)> z(2n)1g(2n) > 0,15051..2n > %-0,15051...(271 +1)=

=0,10034...-(2n+1)
2n+1
lg(2n+1)
Obtinem astfel urmatorul rezultat:
PROPOZITIA 4.2. Pentru orice numar natural n>1, avem

sau 77(2n+1)> 0,10034....-

inegalitatea n(n) >0,1- L
Ign
Tot din combinatia inegalitatilor (2) si (3) deducem ca pr2n)ln)  p2n
pentru  orice n>1, de unde prin logaritmare deducem ca
[7(2n)- z(n)|ign < 2n1g2, adica 7(2n)-z(n) < 21g2 '1gin = 0,60206.....1gin .

. . - ~ X .
Fie acum x>0 un numar real. Dacd notam 5 =n, atunci in mod

evident x=2n sau 2n+1 §i vom avea

(x)- ;z(fj < 7(2n)- 7(n)+1<0.60206..—— +1<1,60206..... ——
2 lgn lgn

(deoarece BN 1).
Ign

o o . . . . n X .
Se verificd imediat cd pentru n>3, din n<x rezulta l_ <l—, deci
gn Igx

pentru X1>3 avem 7Z'(X)— X< 1,60206..... X
2 2 lgx
(Este usor de verificat ca ultima inegalitate este valabila si pentru [g} <3;

intr-adevar, daca {%} < 3, diferenta ﬂ(x)—ﬂ(%j evident poate fi egald cu 2
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X . .
(pentru 2,555 <3), cu unu sau cu zero; in toate aceste cazuri, produsul

1,60206... 1— va lua valoarea cea mai mare).
gx

Astfel, pentru orice XER

) n(x)—;{%] < 1,60206...~1i .

gx
Din (5) deducem mai departe ca

oo o oo 33

g2
<(1gx)-1,60206.... ——+1g 27| = | <[ 1,60206.... + == |x ~1,75257 - x
lgx 2 2

(am folosit faptul evident: n( 2) < 3 ).

Deci 7[( )lgx 72’( jlg <1,75257 -x .

Fie acum n€N, n>1. Conform ultimei inegalititi avem

(n)ign — ;{ jlg( ]<l,75257...-n
ﬁ(%) 1g(§j —ﬂ(gjlg(%j < 1,75257...%

n n n n n
ﬁ(—zkl jlg(_zk‘ ]— ﬂ(z—kj lg(z—k] <1,75257...- =

(vom alege pe k a.i. 2*>n).
Adunand aceste inegalitdti deducem ca :

-
aln)lgn-n| = |lg - <175257..| n+ 2t b | =1,75257..—2— <
2 2k 2 p k-1 l—l
2

<3,50514...-n<4n
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Cum pentru 2k>n, ik <lsi deci ﬂ(ik] =0, deducem ca
2 2
72'(1’1) <4. 1
Ign

Am obtinut astfel:

PROPOZITIA 4.3. Daci n>1, 7(n)<4- li :
gn

Din Propozitiile 4.2. si 4.3. deducem:
PROPOZITIA 4.4. Pentru orice numar natural n>1, avem dubla

inegalitate 0,1 LU 72'(1’1) <4
lgn Ign
Observatii 1. Daca trecem la logaritmi naturali, Propozitia 4.4 capata o

formulare mai eleganta 0’92.1L < 72'(11)< 1,1101L, astfel ca variatia functiei
gn gn

m(n) este redatd cu o mai mare exactitate de functia Ton (factorii numerici 0,92
gn
si 1,11 difera putin de 1). Aceste rezultate apartin de asemenea lui Cebisev.

2. Cebisev a demonstrat de asemenea ci daci raportul 7(n): IL tinde
gn

(pentru n — o) la o limitd / , atunci / =1. Faptul ci limita raportului m(n): IL
gn
existd pentru n — oo (si deci este egald cu 1) a fost demonstratd pentru prima
datd de J. Hadamard (la aproximativ 50 de ani de la lucrarile remarcabile ale lui
P. L. Cebisev) utilizand un aparat matematic complicat, specific matematicilor
superioare (o demonstratie elementard a fost totusi datd ceva mai tarziu de
matematicianul danez A. Selberg; recomandam cititorului lucrarea [21]).

Obtinem deci 72'(}'1) ~ IL pentru n>1.
gn

TEOREMA 4.5. (Cebisev) Pentru xR, x>2 avem dubla inegalitate
g2
g_i <7r(x)< 91g2i.
4 lgx lgx
Demonstratie Pentru prima inegalitate tinem cont de doud inegalitati
stabilite mai inainte si anume

nﬂ(Zn)—ﬁ(n)<C£1n <(2n)7z(2n) $1
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2" < (3, <4"  pentru n€EN, n>2, de unde deducem ca
n

lg(2n)

X
Pentru x€R, x>2, alegem acum neN ai. n Sz<n+1, astfel ca

ﬂ(Zn)—ﬁ(n)S 21g2-i si 7[(2n)2 lg2-
Ign

n oM lg2 (2n42) 1g2 x
1g(2n) lgx 4 lgx 4 lgx
Sa stabilim acum a doua inegalitate.

ﬂ(x) > 7z(2n) >lg2-

Pentru un numar real oarecare y>4, alegem neN ai. n—1 <L<n.

Astfel,

ﬁ(y)—ﬁ(lj < 7[(2n)—7r(n)+1 < 2nlg2 +1< (y+2)1g2 +1<
2Ay+2)ig2 | 3ylg2 | 4ylg2
lgy lgy lgy

Am  demonstrat astfel ca pentru yeER, y>4, avem

ﬁ(y)_ﬁ@] <(41g2) 2

lgy

Evident cd pentru 2<y<4 avem n(y)—;{%jSZ si cum functia

y —>1L isi  atinge valoarea minimd in y=e, deducem ca
gy
AN
7Z'(y)—72' Yl Vel pentru 2<y<4.
2 lgy
Cum insi 2 <4lg2, ded i r(y)-n 2 =
g2, deducem cd zl(y)-7x <(41g2) pentru
e 2 lgy
orice y>2.

Astfel, pentru y>2, avem:
2(y)lgy - ﬂ@j lggj = {ﬂ(y)— n@ﬂ lgy+ ng] Ig2 < 4ylg2 +§lg2

9
=—lg2.
2g
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Fie acum x€R, x>2 si reN a.i. 2™ '<x<2™

. A . . A X X x .
Inlocuind in ultima egalitate pe rand pe y cu x, 3 ST obtinem r+1

2 2
inegalitati ; adunand membru cu membru aceste inegalitdti si tinand cont de

faptul cd 7{ x+1 j =0 obtinem in final ca
27’

ﬂ(x)lgx < %(x + % +... +2i’] g2 < (9 lg 2)x , adicd a doua inegalitate din enunt.
|

Observatie In cartea lui G.Tenenbaum : Introduction a la théorie
analitique des nombres (Université de Nancy, 1991, p. 22) se demonstreaza ca

pentru x>52 avem LA ! <7z(x)<i~ 1+ 3 .
lgx 2lgx lgx 2lgx

TEOREMA 4.6. Pentru neN, n >2 avem 187 ., . 3718n
9lg2 g2

Demonstratie Tindnd cont de Teorema 4.5., pentru n€N, n>1 avem :

n= 7Z'(pn)< (9 Ig 2)1L , de unde deducem prima inegalitate din enunt. Cum

n

functia f:(0,+00)—>R, f(x)= lg_x

Jx
lgx 1g2

. g2 .
jar f (e”)< gT deducem ci pentru x >¢’ avem —== < == Deci, daci p, >¢’

NP

pentru x>0, este descrescatoare pentru X >¢?

1
gp, lg2
NV
g2 p,

Pe de alta parte, pentru n>1, avem n:ﬂ(pn)>—-
4 lgp,

1 g2 1

EPn 82 NPy

Jr, 4 Pa

ce implicd printre altele cd /p, <n sicalgp, <2lgn.

avem

. Combinand

cele doud inegalititi obtinem ca dacd p,>e’, atunci , ceea
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g2 .
Deducem ci pentru p,>e’, ngn<n~lgpn<2n.lgn si astfel

membrul drept al inegalititii din enunt este verificat pentru p,>e¢’. Pentru

2<p,<e’ inegalitatea din enunt se verifica prin calcul direct. m

Observatie In lucrarea lui B. Rosser : The n-th Prime is Greater than
n lg(n) din Proc. London Math. Soc., vol. 49, 1939, pp. 21- 44 se demonstreaza
ca daca n>4, atunci n lgn+n lg (Ig n) —10n < p,<n lg n +n Ig (Ig n)+8n.

intr-o lucrare mai recenti a lui B. Rosser si L. Schoenfeld:
Aproximate formulas for some functions of prime numbers din Ilinois J.
Math vol. 6, 1962, pp. 64-89 se demonstreza urmatoarele:

1) Pentru orice n€N, n>2 avem p, > n(ln n+Inlnn —%)

. 1
2) Pentru orice n€N, n>20 avem p, < n(ln n+Inlnn _Ej .

TEOREMA 4.7. Pentru orice xR, x>3, existi doui constante reale

1
pozitive ¢;, ¢, > 0, ad. ¢, Ig(lgx)< Y —<e,lg(lgx) .
p prim P
DX

1 pentru n prim

Demonstratie Fie x€R, x>3. Cum n(n)-n(n-1)=
0 in vrest

avem:

1 71'(1’!)—71’(1’!—1)_ (l_ 1 j ;;(x)_
p%imp_Zéizzléx n _2gy,z:<xﬂ.(n) n n+l +[x]+1_
p<x

z{n) , z{x)

= +
2<n<x n(n+1) [x]+1
Conform inegalitatilor lui Cebisev (Teorema 4.5.) deducem ca pentru
lg2 < 7[(1’1) < 9lg2

x>2 avem , de unde deducem ca
41gn n lgn
le2 L. (n) <9lg2 Y —
4 yln<x (n + 1)1g n - 2<p<x n(” + 1) 2<n<x (l’l +1 )lg n

Prin inductie matematica se probeaza ca pentru orice kEN, k>1 avem :
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k1
lgk<> —<lgk+1. De asemenea, pentru orice x€R, x>l avem
n=1M

> L Ig x| <1.
nEN—{O}n
n<x

Din cele de mai inainte deducem existenta unei constante ¢ > 0 a.i.

angxm - lg(lgx < ¢ . Evaluand acum [;[](Z)l obtinem constantele ¢; si

c,dinenunt. W
Observatie Daca pentru doua functii reale f i g scriem f ~ g daca

. x . . <
lim L) = 1, atunci vom mentiona urmatoarele rezultate :
x .
1. 72’()6)~ . Acest rezultat cunoscut si sub numele de Teorema
gx

elementului prim sau Legea de repartitie a numerelor prime a fost intuit de
Legendre si Gauss in secolul al 18-lea si demonstrat in 1896, independent de J.
Hadamard (1865-1963) si G. J. de la Vallée-Poussin cu metode specifice analizei
complexe.

Pentru o demonstratie elementard a Teoremei numarului prim cititorul
este rugat sa consulte P. Erdés : ,, On a New Method in Elementary Number
Theory which leads to an Elementary Proof of the Prime Number
Theorem’’, Proc. Nat. Acad. Sci. , Washington , vol 35, 1949, pp. 347-383
sau A. Selberg : ,, An Elementary Proof of the Prime Number Theorem”’,
Ann. Math. Vol 50, 1949, pp. 303-313.

2. La 15 ani Gauss a conjecturat ca ﬂ(x)~L,- (x)= £lg_t dt .
1 x 2 3
Deoarece 'z[lg_t dt = E_lg_2+£(lgt)2 dt si
0< f = Jj; ! dt + f ! dt<
2 (1gz)? 2 (ge)  Jr (g)’
\/; X \/_ < \/; + 4x , deducem ca
Sy (lgx)2 (1g2f  (1gx)’
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o1
I lgt) “ 1 4
0<?2 ( gt) < gX >+, de unde acum se deduce facil ca
X Jx(lg2)?  lgx
lgx
L.
lgx
1
TEOREMA 4.8. Seria > — este divergenta.
n>1 pn
Demonstratie Fie py, pa, ..., Pin) toate numerele prime < n si sd definim
oY 1Y & A
An)=T1[1-—| . Deoarece l-—— = —, atunci
P pi a0 p;*

-1
i(n)zZ(pla ‘...p,al) (unde sumarea se face dupd toate l-upurile de numere

. . 1 1 .
naturale (aj, ...,a;)). In particular 1+E +.+—< /1(11) si astfel ﬂ(n) — o0 pentru
n

n—oo.Avem:

lg /I(n) = —é lg(l —L] =

l

I = -1 - ~ I .
=Y Sl pm) =pi e pit et p + X S pr)
i=lm=l i=1 m=2
-1

insa i(m plm) < ip;m :pfz(l—pfl)il <2p;? astfel ca
m=2

1gl(n)< pfl +...+p[1 +2 (pfz +...+p[2).

71_2

oo y 1 . _
Este insd cunoscut faptul cd X —=-—. Atunci } p; 2 este
n2lNn 6 il

< < < « 1 < .
convergentd, astfel cd dacd presupunem cd > — este convergentd, atunci
n>1 P n

trebuie sd existe o constanta M ai. lg(A(n))< M < A(n)<e™, ceea ce este

imposibil (deoarece am stabilit ca A(n) — oo pentru n — ), de unde deducem

1 . <
cd Y — este divergentd. B
n>1 P n
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§5 Teorema lui Scherk

Rezultatul pe care il prezentdim in continuare este datorat lui H. F.
Scherk si prezinta un fel de recurenta ,,slaba’’ pentru sirul ( Pr ) >, al numerelor

prime.
Mai precis, vom demonstra :

TEOREMA 5.1. (H. F. Scherk) Pentru orice numéar natural n>1
exista o alegere convenabili a semnelor + sau — a.i. :
M py,=ltptp, . tpy, s +py,y Si
) P =lEpiEpy £ty +2py,.
Observatie Formulele (1) si (2) au fost enuntate de Scherk in anul 1830
iar S. S. Pillai a fost primul care a prezentat o demonstratie a lor in anul 1928.
In cele ce urmeaza vom prezenta o solutie data de W. Sierpinski in anul

1952.

Vom spune ca un sir (q " )n>1 de numere naturale impare are proprietate

(P) daci el este strict crescator, q;=2, q »=3, q3=95, @4=7, qs=11, q =13, q;=17

$i Qo1 <24, , pentru orice nEN*,

Tinand cont de relatiile de la Teorema lui Cebisev deducem imediat ca
sirul (pn )nzl al numerelor prime este un exemplu de sir cu proprietatea (P).
Astfel, pentru probarea formulelor (1) si (2) ale lui Scherk, este suficient sa le
probam pe acestea pentru un sir (qn )nz] ce are proprictatea (P).

LEMA 5.2. Daca (qn )nzl este un sir cu proprietatea (P), atunci

pentru orice numir natural impar m < . (n >3), existd o alegere
convenabili a semnelor ,,+>’ sau ,,—” al. m==q, £q, £...2q,,; +¢5,-
Demonstratie Vom demonstra aceastd lema facand inductie matematica
dupad n>3. Dacd n=3, atunci q;=17 iar numerele impare m < 17 sunt 1, 3, 5,7, 9,
11, 13,15, 17.
Deoarece prin calcul direct se verifica egalitatile :
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l=—q,+9,+93-94—95+q5
3=91-92-95+94 =95+ 45
5=¢1+92+43-494 =95 +qs
T=-q1-9>—93 94 95+ 45
9=q1+92~93+94 =95+
1=q,-9,-93-94+95+q5
13=¢1-92+43+94 495+ 45
15=—q,+q,+q5+q4—q5+45
17=q1+9,-95-94+45 +45
deducem ca lema este adevarata pentru n=3.

Sa observam ca pentru n=2 lema este falsa caci atunci qu=11 iar 5 de
exemplu nu se poate scrie sub forma +2+3+5+7 pentru nici o alegere a lui
1’7 sau,,-"".

Sa presupunem acum cd lema este adevarata pentru n>3, si fie 2k-1 un
numar impar a.i. 2k-1=<qpp+3-

Cum sirul (qn )nzl are proprietatea (P) deducem ca qon+3<2qan+o S prin

urmare deducem cd —Qonin<2k-1-Qona<qpnio astfel cd pentru o alegere
convenabild a semnelor ,,+” sau ,,—” avem 0 < i(2k -1-95,.» ) <Gapin-

Cum din Qon2 <2qon+1 deducem ca
—qop S i(Zk —-1-95,.2 )— Gonsi1 <Gons1 §1 astfel pentru o noud alegere
convenabila a semnelor ,,+” sau ,,—” avem

0 < £+ (2k —1-g3,02 )~ @201 )< Do -

Cum Qoo $1 QoneSUnt numere impare, deducem ca si numarul
m= i[i (Zk —1-g5,.2 )— q2n+1] este impar §i cum m=<qp,+;, conform ipotezei de
inductie gasim o alegere convenabila a semnelor ,,+” sau ,,—” a.i.
m= J_r[i (0 R R ] =+q,tq,+...+q,, ; *q,,, deunde deducem
ca la o alegere convenabila a semnelor ,,+” sau ,,—” avem

2k=1=2q, £y T G211 TG2p12

si astfel Lema 5.2. este demonstratd. W

COROLAR 5.3. Pentru o alegere convenabild a semnelor ,,+” sau
»— avem egalitatea ¢q,,,, =*q, *q, *...*q,, , +q,,.

99



Pentru n=1 si n=2 se verificdA imediat relatiile q;=q,+q, si

q5=9q1-q2q37qa4.
Sa demonstram acum formulele (1) si (2) din Teorema lui Scherk.

intr-adevar, pentru n>3, numarul qo,+1-qp,-1 este impar si <qpn4; §i deci
conform lemei anterioare, la o alegere convenabild a semnelor ,,+” sau ,,—” avem
egalitatea Gonil —9on —1=2q, £q2 £ .. 2G5, + 42, » de unde

Gop =12q, £...2q,, +2q,, siastfel formula (2) rezultd imediat considerand

pentru n>1, q,=py.

Pentru n=1 sau n=2, prin calcul direct se verifica egalititile
q3=1-q112q, si qs=1-q;+q>-q31+2q4, astfel ca formulele (2) sunt valabile pentru
orice nEN*,

Pentru a proba formulele (1) sd observam ca qan2<2q2n+1 $1 Qons2-Qon+1-1

este impar si <qpqu+1, deci conform lemei putem alege convenabil semnele ,,+”

k2]

sau  ,,— a.l. Gonis —Gons1 —1=%q, £...Xq5, 1 +q,,, de  unde
Gonsa =12 q, .2 G0, + G2, + 42,1 deci ( luand in loc de n+l pe n )
Gry =12q, 2.2 q5, 35 +q5, 5 + G5, siastfel si(1) sunt verificate pentru n>3.

Pentru n=0, 1 sau 2, cum qy=1+q;, qs=1-qitqu*tq; iar
qe=1+q-qx-q3+q4tqs deducem ca formulele (1) sunt valabile pentru orice

neN*. (luand din nou q,=p, ). &

§6 Exista functii care definesc numerele prime ?

In cele ce urmeaza dorim sid clarificdim existenta unor functii
(calculabile) f:N*—N* care sa satisfaca una din urmatoarele conditii :

a) f(n)=p, , pentru orice n>1 (unde reamintim ca p, este al n-ulea numar
prim).

b) Pentru orice n€N¥*, f(n) este numar prim iar f este functie injectiva.

1. Functii satisficind conditia a)

Hardy si Wright si-au pus urmatoarele probleme :

1) Exista o formula care sa ne dea al n-ulea numar prim p,, ?

2) Exista o formuld care sd ne dea expresia fiecarui numar prim in
functie de numerele prime precedente ?

in cele ce urmeaza vom prezenta o formula pentru calculul lui p,,.
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Reamintim ca pentru orice numar real strict pozitiv X prin 7(x) am notat
numarul numerelor prime p a.i. p <x.
La inceput vom prezenta o formula pentru n(m) datd de Willans 1n anul

1964.
Pentru aceasta, pentru fiecare numar natural j>1 fie
j-1) 1 +1
F(j): {cos2 HL} .
J

Astfel, pentru orice numar natural j>1, F( j )=1 pentru j prim iar

F(j )=01n caz contrar (evident F(1)=1). Deducem ca ﬂ(m) =—1+ ZF(]) .
j=1

Willans a dat formula 7z(m)= %H (j) ,m=2,3, .....unde

Miné¢ a dat o alta expresie pentru m(m) in care nu mai intervine sinusul
sau cosinusul §i anume

”(’”):_é{(j_lj) b1 ‘{(j_jl) 'ﬂ

lati o demonstratie simpld pentru formula lui Minag. Incepem cu

observatia ¢ pentru n#4, care nu este prim, n divide (n-1)!. Intr-adevir, fie n
este de forman=ab cu2 <a,b<n-1,sia#b, fie n=p2¢4.
In primul caz, n divide (n-1)! in timp ce in al doilea caz 2<p<n-1=

=p>-1, si atunci 2p<p’-1 si n divide 2p*=p-2p care la randul sau divide pe (n-1)!.
Conform Teoremei lui Wilson pentru fiecare numar prim j putem scrie

(G-D!+1=kj, (keN*), deci

B g

Dacd j nu este numar prim, atunci dupa remarca precedentd (j-1)!=kj

(keN*) si astfel [(j_lj_ - {(j __1) 'H =[k +i—k} - 0.

J J
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. ) 13041 (3! ) )
In fine, daca j=4, atunci R =0 si astfel formula lui
Mina¢ este demonstrata.
Utilizand cele de mai sus se obtine formula lui Willans pentru p, :
n e

n

n

py=1+3 ”
m=]| ZF(])

J=1

> [_(J |

1+ 7

O altd formuld pentru cel mai mic numar prim superior unui numar
natural dat m>2, a fost datd de Ernvall in 1975 : Fie d = ((m !)m : -1, (Zm) !),

d

t= T iar a unicul numar natural pentru care d* divide t iar d*"' nu divide t.

d

Daca vom lua m=p,_; obtinem din nou o formula pentru p,, .

Atunci cel mai mic numar prim p superior lui m este p =

Reamintim cum se defineste functia lui Mobius : p(1)=1, umn)=(-1)"

daca n este un produs de r numere prime distincte iar p(n)=0 daca n are ca factor
un patrat.
Cu ajutorul acestei functii, in 1971 Ghandi a aratat ca daca notam

. 1 1
P.1=pips...Pn1, atunci P,=|{1———Ilog| ——+ Z ,u( ) sau, analog, P
log?2 2 B 29 _q
este singurul numar natural pentru care 1< 20— 1 + % <2.
d ‘ Rl—l 2 - 1

latd o demonstratie a formulei lui Ghandi prezentata in 1972 de Vanden
Eynden :
w(d)

Sd notim Q=P p,=p $i S= Y.

i . Atunci
alo2% -1
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0 _
(2Q —1)5‘ S ou 2 z (@ )( +24 42 +...+2Q*d). Dacd 0<t<Q
d|o 2 -1 dajo
termenul r(d)-2' apare exact atunci cand d|(t, Q). Deci coeficientul lui 2' in suma
este Y u(d); in particular, pentru t=0, coeficientul este egal cu Y. p(d).
d [ (0) e

1 daca m =1

. Dacd scriem Y./ pentru

Reamintim ca
z,u( ) {0 daca m>1" 0<<0

suma extinsd la toate valorile lui t ai 0<t<Q si (t, Q)=I1, atunci

Q%1 s= Y /'2'; cel mai mare indice in aceastd sumi este t=Q-1. Rezultd ci
0<t<Q

220 —1I-l+sj :-(29 —1)+ Y2t =1+ 320
2 0<t<Q 0<t<Q-1

Dacéd 2<j<p,=p, existd un numar prim q a.il. q<p,<p (deci q|Q) si
q|Q-j. Fiecare indice t din suma consideratd mai nainte satisface deci conditia

0<t=Q-p.

1+ z/ 2t+1
. 20l 1 0<t<0—p 207 P2 . »
Atunci <——+S5= < . Inmultind cu 2
220 2 2.20-1) 220

deducemca 1< 2”(—%+S] <2.m

2. Functii satisfiacdnd conditia b)

Numarul f l93 J este prim pentru orice n >1, (aici 8 = 1,3064..

vezi —W. H. Mills : Prime- representing function, Bull. Amer. Math. Soc.,53 ,
pp 604) .

De asemenea, g(n) = [223 } (cu un sir de n exponenti) este un numar

prim pentru orice numdr natural n>1 (aici @ ~1,9287800...-vezi — E. M.
Wright: A prime —representing function, Amer. Math. Monthly, 58, 1951,
pp.616-618).

Din pacate, numerele €si @ se cunosc doar cu aproximatie iar valorile
lui f(n) si g(n) cresc foarte repede, asa ca cele doud functii nu sunt prea utile
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ramanand doar ca niste curiozitati (de ex, g(1)=3, g(2)=13, g(3)=16381, g(4)
are deja mai mult de 5000 de cifre !).

Tentatia de a gasi o functie polinomiala cu coeficienti din Z a.i. valorile

sale sd fie numere prime este sortitd esecului deoarece dacd fEZ[X] este
neconstant, atunci existd o infinitate de intregi n cu proprietatea ca |f(n)| nu este
numar prim.

Intr-adevir, deoarece f este neconstant problema este triviala daca toate
valorile lui f sunt numere compuse. Sa presupunem deci cé existd ny>0 un numar

natural a.i. |f(ng)|=p este numar prim. Cum f nu este constant deducem ca

lim| f (x] =+o0 , deci existd n;>ng a.i. dacd n>n,= |f(n)| > p. Astfel pentru orice
X—>00

intreg h pentru care nytph>n; avem f(ngtph)=f(n))+tMp=Mp. Daca
[f(ng+ph)| > p, atunci |f(ny+ph)| este numar compus.

Cum dacd feC[X,,...X,,] (m>2) are proprietatea cd ia valori numere
prime pentru orice X, ..X,, naturale, atunci cu necesitate f este constant, deducem
cd si tentatia de a gasi o functie polinomiald neconstantd de mai multe
nedeterminate care s ia valori numere prime pentru oricare valori naturale ale
nedeterminatelor este sortita esecului.

Daci f(x)=x*+x+41 (faimosul polinom al lui Euler) atunci pentru k=0,
1, .., 39 f(k) este prim : 41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197,
223, 251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593, 641, 691, 743, 797, 853,
911, 971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 1447, 1523, 1601 (pentru

k=40=1(40)=1681=41%).
Daca vom considera f(x)=x2+x+q, (q prim) atunci sunt echivalente :
1) x*+x+q este prim pentru x=0, 1, ..., g-2
2)q=2,3,5,11, 17, sau 41.

Frobenius (1912) si Hendy (1974) au demonstrat cé :

i) Singurele polinoame f(x)=2x*+p (cu p prim) a.i. f(k) este prim pentru

x=0, 1, .., p-1 sunt pentru p=3, 5, 11, 29.

i . 1 .
ii) Singurele polinoame de forma f° (x) =224 2x+ L * (cu p prim,

p-

p=1(mod 4)) a.i. f(x) este prim pentru x=0, 1, ..., 3 sunt cele pentru p=>5,

13, 37.
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§7. Numere prime gemene

Daca p si pt2 sunt simultan numere prime, vom spune despre ele ca
sunt gemene. Exemple : (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), etc.
In 1949, Clément [Clement, P. A. : Congruences for sets of primes,

Amer. Math. Monthly, 56, 1949, 23-25] a prezentat urmatorul rezultat legat de

numerele gemene :

Pentru n > 2, n si nt+2 sunt simultan prime <4[(n-1)!+1]+n=0 (mod
n(nt+2)). (din pacate din punct de vedere practic acest rezultat nu are nici o
utilitate).

Problema principald este de a decide daca existd sau nu o infinitate de
numere gemene.

Daca notam pentru x > 1 prin my(x)=numarul numerelor prime p a.l.
pt2 este prim si p+2 <x, atunci Brun a demonstrat in 1920 ca existad un numar
100x

(lgx)
Intr-un  alt articol celebru din 1919 ( La serie
1 11 1 1 1
5 7 11 13 17 19
jumeaux est convergente ou finie din Bull. Sc. Math., vol.43, pp. 100-104 si

natural x, (efectiv calculabil) a.i. pentru orice x>x, s avem 7, (x) <

+.... , ou les denominateurs sont nombres premiers

124-128 ) tot Brun a demonstrat ca seria B = Z[i + !

p pt
extinsd dupa perechile de numere gemene (p, p+2)) este convergentd sau
multimea acestor numere gemene este finitd. Numarul B poartd numele de
constanta lui Brun iar Shanks si Wrench (in 1974) iar Brent (in 1976) au aratat

ca B=~1,90216054...

Cele mai mari numere prime gemene cunoscute sunt 1706595-2'3%+]
si 57130527 £1. ([26]) .

De aici rezultd cd multimea numerelor prime gemene, daca este
infinita, (lucru neprobat pana acum), atunci ele se apropie foarte mult unele de
altele.

2} (unde suma este
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CAPITOLUL 8:
FUNCTH ARITMETICE

§1. Generalitati. Operatii cu functii aritmetice

DEFINITIA 1.1. Numim functie aritmeticai orice functie f:N—C.
In cadrul acestui capitol vom prezenta mai multe exemple de astfel de

functii.

Fie A={f:N—C} multimea functiilor aritmetice. Pentru f, ge A definim
f+g, fg, f*xgN—->C astfel: (frg)(n)=f(n)+g(n), (fg)(n)=f(n)-g(n) si
(fxg)(n)=>_ f(d)g(n/d) pentru orice neN.

d‘n

Observatie fxg poartd numele de ,, produsul Dirichlet de convolutie”
al lui fsig.

PROPOZITIA 1.2. (A, +, *) este inel comutativ unitar.

Demonstratie Faptul cd (A, +) , este grup abelian este imediat. Sa
probiam ci (A, *) este monoid comutativ. Intr-adevir, daci f, g, he A, atunci:

(f*(g*xh)(m)= 2 f(d) 2 g(e)h(n/de)=

d/n o
d
=2 (L f(Dle)g(eh(n! D))= ((f*g)*h)(n)

Dln €D

( D=de), pentru orice ne N, adica ,,*” este asociativa. (am tinut cont de faptul ca
atunci cand d parcurge divizorii lui d, acelasi lucru il face si n/d). Cu acelasi
argument rezultd §i comutativitatea produsului de convolutie.

1 pentru n=1
Elementul neutru pentru * este & :N—oC, 5(n):
0 pentru n#1

deoarece se verifica imediat ca f*3=8+f =f, pentru orice fe A.
Pentru a incheia, sa mai probam ca dacd f, g, heA, atunci

fi(g-+h)=(f*g)+(fxh). Intr-adevir, daca ne N, atunci:

(f*(g+h)n) =2 f(d)g(n/d)+h(n/d) =3 f(d)g(n/d)+

d/n din
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+ 2 f@h(nld)= (f*g)m)+(f*m)(n)=(f*g+f*h)(n). M

d/n

PROPOZITIA 1.3. feU(A) < f(1) #0.

not
Demonstratie: Daci fEU(A), atunci existig = f'eA ali.

fif ' =f ' %f=§. Deci 1=8(1)=f(1)f (1), adica f(1)=0. Reciproc, daca f(1)0,
daci definim inductiv

1
—— dacan=1

S
g(n)= -% dz/‘;lf(d)g(n/d) dacin>1,

d>1

se verificd imediat cd g=f"'. m
Iata cateva exemple de functii aritmetice:
1. Functia @ a lui Euler definita in §4 de la Capitolul 6.

2. Pentru keN definim o  :N—>C astfel 6 ,= > d £ iar & (n)=n".
d/n

In particular o, se va nota cu o (deci o(n)=suma divizorilor lui n), 6, cu
T (deci t(n)=numarul divizorilor lui n) iar = (& poartd numele de functia zeta

si deci &(n)=1 pentru orice ne N).

Dacd n = p{"..pJ* este descompunerea canonicd a lui n in produs de
numere prime, atunci o(n) va fi suma produselor de forma pl’g L. p,’f keu Bi<o; ,
1 <i<k adica

o(n)= (1+p1 +o.tpt Xl+p2 +o.4py? )...(1+pk +ot+plt )=

_ p1al+] -1 . p;{ﬁ—] -1 o pzzk-#] -1
p -1 P> -1 P —1

3. Functia T:N—N, 7(n)=numarul divizorilor naturali ai lui n (neN).

Se verifica imediat ca dacd n = p{...p%* atunci 7(n)= (e +1)..(; +1).

Observatie Conform Propozitiei 1.3. functia zeta & are inversa in inelul
A; &' se noteazi cu p si poartd numele de finctia lui Mobius.
Deoarece p#&=5 , deducem ca:
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Z‘:ﬂ(d) _ {1 daca n=1
d\n

0 daca n#1

. u
In particular, daca p este un numdr prim iar oo > 2 atunci Y, p(p “)=0.
j=0
Astfel u(1)=1, w(p)=-1, iar u(p *)=0, pentru orice o > 2.
Observatie Dacd f, geA si f=gx& , atunci g=f*u. Acest fapt este
cunoscut sub numele de formula clasica de inversare a lui Mébius.
Daca scriem explicit obtinem:

PROPOZITIA 1.4. Daca f si g sunt functii aritmetice atunci

f(n)= > g(d) pentru orice neN < g(n)= > f(d)u(n/d) pentru orice
d/n d/n

neN.

Ca un exemplu avem ci: o(n)=>.d k pentru orice neN astfel ca
d/n

n*= Y o(d)u(n/d) pentru orice neN.
d/n

LEMA 1.5. Pentru neN si d|n, fie Sq={ xn/d : 1<x<d, xeN, (x, d)=1}
Atunci pentru d|n, e|n, d #e, Sy S, =D iar |J Sqa={1,2,...... ,n}.
d/n

Demonstratie: Presupunand cd Sy N S, # O, existd X, ye N*al 1<x <d,
1<y <e, (x, d)=(y, e)=1 si xn /d=yn /e < xe=yd.

Cum (x, d)=1, x|y si analog y|x, deci x=y, adica d=e - absurd !.

Cum pentru djn, 1<m<n si (m, n)=n/d, dacd m=xn /d, atunci (x, d)=1 si
1<x<dm/n<d, deducem cd meS, adicd {1,2,..., n}c |J Sq4 si cum incluziunea

d/n

inversa este imediatd deducem egalitatea cerutd. W

COROLAR 1.6. Cum S; are ¢(d) elemente, deducem ca n=

=>  ¢(d), pentru orice neN.
d/n

Conform Propozitiei 1.4. deducem ca ¢(n) = Z du(n/d) pentru orice
d/n

neN. In particular, daca p este prim si 01 natural,
o A j o-j o o- o 1
e =3 plup*)=p*-p*t=p*(1- —).
j=0 p
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§2. Functii multiplicative

DEFINITIA 2.1. O functie aritmetica f se zice functie multiplicativa

daca f#0 si f(m'n)=f(m)f(n), pentru orice m, neN cu (m, n)=1.

Observatie Daca f este multiplicativd atunci din 0 existd un neN a.i.
f(n)#0 si cum f(n)=f(1-n)=f(1)-f(n) deducem ca f(1)=1, adica in inelul A, f este
inversabila.

DacaneNiar y = p"... p;* este descompunerea in factori primi a lui

k -
n, atunci f(n)=]]f( p?') , astfel ca o functie multiplicativd este complet
i=1
determinata de valorile ei pe multimile de forma p “ cu p prim si aeN.
Sa notam cu M familia functiilor aritmetice multiplicative.

PROPOZITIA 2.2. Dacd f €M atunci sif~ eM.
Demonstratie Fie m, neN cu (m, n)=1. Dacid m=n=1 atunci f ' (mn) =

=f'(m) £ '(n).

Presupunem acum ci mn #1 si ¢ f'(m, n)=f " (m)f '(n)) pentru orice
pereche (my, n;) de numere naturale cu m;n; < mn si (mj, n;) =1.

Cum daci m=1 sau n=1 din nou f ~'(mn)=f '(n) f '(m), riméane si
analizam cazul m=1 si n#1.

Conform Propozitiei 1.4. avem: fﬁ1 (mn) =— Zf(a’)j“1 (mn/d).

d/mn
d>l1

Deoarece (m, n)=1 orice divizor d al lui mn se scrie unic sub forma
d =d,d,, unde d|jm si d; |n. Atunci (d;, dy)=1 si (m/d, , n/d,)=1.

Astfel ca:
N mny== 3 f(dd,) f " (mn/d,d,) = (deoarece (m/d,)n/d,)< mn)=
312:‘;;1
== Y fENfE) ST mld) T nldy) = = fTHm) X f(dy) f T (nldy) -
le“r: Zinl
did>1
—f"(n)%f(dl)f"(m/dl)— (—%f(dl)f"(m/dl)) :
a1 ol
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(- z‘f(dz )V (nldy))=
o

=) )+ T m) T )= ST m) T ) = T )T () st totul

este clar. W
Observatie Cum functia zeta & este multiplicativa, inversa sa care este
functia lui Mobius p este multiplicativa. Astfel :
1 daca n=1
u(n)=y (-1)' daci n este produs de t primi distincti
in rest

Avem in felul acesta o altd definire a functiei lui Mobius.

PROPOZITIA 2.3. Daca f, geM atunci f*geM.
Demonstratie (fxg)(1)=f(1)g(1)=1 iar daca (m, n)=1, atunci :
(f *g)mn) = 3 f(d)g(mn/d) = Zf(d )f(dy)g(mld\)g(nld,) =

d‘mn d1m
dz‘n
:(‘Zf(dl)g(m/dl))' (Z‘: fdy)g(nldy))=[(f*g)m](f*g)n)]. =
d\\m doln

Observatiil. Deoarece £ | este multiplicativa §i o, = & * & deducem ca
si oy este multiplicativa. Astfel daca k>1, p este numar prim iar a>1 atunci

a L plak _
o (p®)= X p”" =——— iardacd n= p{"...p{" atunci
J=0 p -1
¢ pleDk g
op(m) =[1——
-1 p; —1
a;+1
pit —1
in particular, o(n)= H
i=l Pi -1

Deoarece T (p“) =a+l, 1(n)= H (o +1).
=1
2_ Cum functia lui Euler ¢ este multiplicativa si ¢=&;*p atunci pentru

orice neN: ¢(n)=n H (1——)

p‘ n
p prim

3. Functia ¢ a lui Euler este o functie calculabila (adicad pentru orice n,
¢(n) este cardinalul unei multimi $i anume a multimii {x: 1<x<nsi (x, n)=1}).

110



Functiile calculabile pot fi cate o data evaluate tinand cont de principiul
includerii si excluderii:
Daca A;,...,A sunt submultimi ale unei multimi finite S, atunci

IS—(AV..UA) [=IS|+ X(-1) - X 4,004,
= ’

Isi<.<ij<t

§3.Functia Jordan J,

Functia Jordan Jg reprezinta o generalizare a functiei Euler ¢ si se
defineste astfel:

DEFINITIA 3.1. Pentru neN , J(n)=numirul k-uplurilor ordonate
de numere naturale (Xy,...,X;) a.i. 1< x;<n, 1< <K si ( Xy, X3,...,Xy, 1) =1.

Observatie Evident J;=0.

Fie n= p/..p/" descompunerea in factori primi a lui n, S=multimea
k-uplurilor (xy,..., Xy) a.1. 1<x;<n, 1<1 <k, iar A; =multimea acelor k-upluri din S
pentru care p; | (Xy,..., Xx), 1<1 <t, atunci: J (n) =| S— (AU ...U Ay | iar

‘Ail N...N Ai/‘ =(n/p; ...pl-j) Astfel:

t g k
Jem=n*+30) ¥ [ﬁ] =z(£] U= 2" )

Jj=1 10 <y <...<i; <<t “Pi, d|n d

Deducem astfel ca J=E*p si astfel rezulta ca J este functie
multiplicativa.

Daci p este prim si o1, atunci
_ 1 . 1
JK(pa):pak_p(a l)k:pak(l——k),astfelca Jk(n):nkl}[(l__k)
p pn P

§4.Functia von Sterneck H

Iatd acum o altd generalizare a functiei lui Euler (numitd functia von

Sterneck ).

DEFINITIA 4.1. Pentru n, keN definim
Hi(m= 2 oe)...o(e), suma fiacdndu-se dupa toate k-uplurile (e ...,ey)

de numere naturale a.i. 1<e;<n, I1<i <k si [e,, ..., ;] =n.
Observatie In mod evident ¢=H ; iar H (1)=1.
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Presupunem acum ca (m, n)=1 si cé [ey,..., ex]=mn. Pentru i=1,..., k, ¢
poate fi descompus in mod unic sub forma e;=c;d;, unde c¢;m si din, iar
[ci,....cl]=msi [dy,..., di]=n. Astfel:

Hymmy= Y ple)).ple)= D ole))p(c)pd,)..od,) =

[el ,,,,, ek]:mn [C] ,,,,, Ck]:m
[ dk]:n
= D ple)-pley) D od)p(d) = Hi (mH, (n)
[cp-cyl=m lddJ=n

adica Hy este functie multiplicativa .

PROPOZITIA 4.2. Pentru orice k, H,=J,.

Demonstratie Facem inductie matematica dupa k.

Am vazut mai inainte ca H,= ¢=J;.

Fie k>1 si presupunem ca Hy=J;.

Cum Hy si Ji sunt functii multiplicative, a demonstra ca H=J; este

suficient s demonstram ca Hi(p®)=J(p”) unde p este prim, iar a>1. Conform

ipotezei de inductie avem cd Hii(p9)=T1(p%) iar
H. 9= D o™ =
k

max( ..., 5 )=a
= Do)’ e+ . D e (" e(p) =
max(f,,....0;)=a max(f,,....5;)Sa

k-1

=, (p)S o)+ Sold)| o(p)=

d‘p’x d‘p’x

=P H L (p*)+ p™ " Vp(p®) -
1

) ) e 1 )
=p“ T (p)+ p*  Vp(p®) = p* p N 1= —) + p* l)p”‘(l—;):
p

P H (=) (=)= p (1 ——) = T, (p). m
p p p p
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§5.Functii complet multiplicative

DEFINITIA S.1. O functie fe A se zice complet multiplicativa daca

exista neN a.. f(n)=0 iar f(mn)=f(m)f(n), pentru orice m, neN. (daca notam
prin M° clasa acestor functii, atunci in mod evident M*cM cA)
PROPOZITIA 5.2. Daci feM, atunci feM* < f'=pf.

Demonstratie Daca feM°, atunci pentru orice neN :
f()=1 daca n=1

(uf * ) =2 u(d) f(d)f(n]d) =f(n)dZ‘)ﬂ(d) =10

d‘n

daca n#1

adica uf *f =3 < f'=pf.

Invers, si presupunem cd f'=uf. Pentru a proba ci feM* este suficient
sd probdm ca dacd p este prim si o > 1, atunci f(p*)=(f(p))®. Acest lucru il vom
face prin inductie matematica dupad o ; evident, pentru a=1 totul este clar. Sa
presupunem cd o>2 si ca f(p® " )=(f(p))*".

Deoarece pentru oricare p>2, ' (pP)=p(p”)f(p")=0, deducem ci:
0=(f *f)(p*) = f(p*) + £'(p) f(p™") = f(p") + £'(p) (f(p))"". Deoarece {(p)=-f(B)
=1(p*)=(f(p))*. m

COROLAR 5.3. Dacii feM, atunci feM‘<f"(p*)=0, pentru orice p
prim si a>2.

PROPOZITIA 5.4. Fie feM. Atunci fe M “<f(g+h)=(fg)*(fh), pentru
orice g, heA.
Demonstratie Dacd feM°, atunci pentru orice g, he A avem

(f(g*m)(n) = (M2 g(d)h(n/d) = %f(d)g(d)f(n/d)h(n/d) = (/g * fh)(n).

d‘n

Invers, si presupunem ca f(gxh)=(fg)*(fh), pentru orice g, heA. In
particular, pentru g=& si h=p avem 8=f3=f(&x*p)=fE*fu=f*fy, adica f'=pf, adica

feM* (conform Propozitiei 5.4.).1

PROPOZITIA 5.5. Daca feM, atunci existd g, heM® ai. f=g+h &
'(p®)=0, pentru orice p prim si orice a>3.

Demonstratie Sa presupunem ca f=g+h cu g, heM" si fie p prim iar
o>3. Atunci
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rpe)=le e oo )=

a . .
Z‘b -1 (p" ).h—l (pa—_/ ): g (1)-n" (pa )+g71 (p)-h"! (pafl )
=
(caci geM®) =0 (caci heM® s1a>3)
Invers, fie feM a.i. f ' (p®)=0 pentru orice p prim si 0>3.
Alegem ge M a.i. pentru orice p prim, g(p) este o radadcina a ecuatiei :
X2+ (p)X+H (p*)=0.
Daca alegem h=g "'*f, atunci heM si pentru orice p prim si a>2, avem:
W (p)=(exf Yt D e T If T(07)=e®" ) " p)ep)t
+7(p%) 1 =0.
Conform Propozitiei 5.4., he M° si astfel f=g«h. B

TEOREMA 5.6. Pentru feM, urmaitoarele conditii sunt
echivalente:
(1) Existi g, heM" af. f=gxh;
(2) Existd FeM a.i. pentru orice m,n: f(mn)= > f(m/d)f(n/d)F(d).
d|(m.n)

(3) Existi BeM® a.i. pentru orice m, n: f(m)f(n)= 3 f(mn/d*)B(d).
d‘(m,n)
(4) Pentru orice p prim si a>1: f(p**)=f(P)f(p*)+(p* ) [f(pD-(E(P))’l.
Demonstratie Vom demonsra ca (1)=(4), (4)=(1), 2)=(4), (4)=(2),
adica (1)<(2)<(4), iar apoi (2)=(3) si (3)=(4)
(1)=(4). Presupunem ca f=g*h cu g, he M".
Daca g(p)=M si h(p)=N, atunci f(p)=M+N si f(pz):M2+MN+N2. Daca a>1
atunci partea dreaptd a egalitatii din (4) este egala cu :

a . a-1 . .
(M+N)Y M N —MNY MIN“ =

i=0 i=0
_ iMMN‘H + iMiNaH—i _O‘Z_“IMHlNaq _
i=0 i=0 i=0
_Ma+1 Z Mi a+l-i _(HlMi a+l-i _ a+l
= +2 M'N =2 M'N =/(")
i=0 i=0

(4)=(1). Pentru fiecare p prim, fie M si N solutiile ecuatiei:
X2-f(p)X+(f(p))*-f(p>)=0 (evident M si N sunt functii de p)

Fie g, heM® a.i. pentru orice p prim g(p)=M si h(p)=N.

Atunci f(p)=M+N=(g*h)(p) iar pentru o>2:
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a X a-1 . . a=2 . .
(g*h)(p*)=Y M'N*'=(M+N)Y M'N“"-MNY M'N**' =
i=0 i=0 i=0

=P D+ I D= ()’ 1= F(p7).

Cum feM deducem ca f=gxh.

(2)=(4). Fie p un numdr prim si a>1. Punem in ecuatia din (2) m=p“si
n=p. Atunci f(p*"")=f(p)f(p®)+f(p®")F(p). Dacd particularizim a=1 obtinem
F(p)=f(p*)-f(p))".

(4)=(2). Daci (mn, m'n’)=1 atunci ((m, n), (m’, n'))=1 si
(mm’, nn") = (m, n)(m’, n”).

Astfel, pentru a proba (2) este suficient sd aratam ca existd feM a.i.

min(a, ) . . .
pentru orice p prim si o, px1,/(p“P)=" 3 f(p*)f (P HF(p) (de
i=0
fapt este cazul in care F=uB’ cu B’eM°® a.i. B(p)=f(p?)-(f(p))* pentru orice p
prim).

Fara a reduce din generalitate, sd presupunem cd <o si sa facem
inductie dupa B.

Daca PB=1 totul este clar. Presupunem ca B>1 si cd (2) este adevaratd
pentru -1 si orice a>fB-1.

Cum F=uB’, F(p)=F(p)=...=0 iar £ (p°%) =F (0" )=t (o) £ (*)
F(p)=[f(p) f(p*)-fp*") B'()] £ (0")-f (p*) £ (p"?) B'(p) = £ (") [ £ (p) £ (") -
- £ B'()]-f (0*") £ (P B’ (p)=f (p*) £ (") + £ (p*") £ (0") F(p)

(2)=(3). Pentru orice m, n avem:

> f(mn/d*) B'(d)=
d‘(m,n)

Yy s f(”/d

d‘(mn)D(m n) D
dd

) m(D) B'(D) B'(d)=

d‘(z ) ‘(Z{(m/e) f(nle) u(e/d) B'(e)=
N 2‘:1,n

= X2 f(mle) f(nle) B'(e) Zﬂ(e/d) S(m) f(n)

e‘(m n)

Astfel functia B’e M* serveste pe post de B cerut in (3).
(3)=(4). Dacda p este prim si alegem m=n=p, atunci obtinem

B(p)=(f(p))*-f(p), adica B=B’. Fie a>1. Daci alegem m=p®si n=p obtinem (4).m
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Observatie Functia fe A ce satisface una din conditiile teoremei de mai
sus poartd numele de functie multiplicatd speciald (Dupa cum am observat
inainte oy este o astfel de functie. Pentru o, avem ca B=§, ; intr-adevér, dacd p
este prim, atunci B(p):(ck(p))z—ck(pz):(1+pk)2—(1+pk+p2k):pk:§k(p). Deci pentru
orice m, navem: o, (mn)= Y o,(m/d)o, (n/ d),u(d)dk [S.Ramanujan pentru

d‘(m,n)

k=0, 1n 1916] si o, (m)o, (n)= Y.d*o,(mn/d*).[Busche-1906].
d‘(m,n)

CAPITOLUL 9:
RESTURI PATRATICE

§1.Generalititi.Simbolul lui Legendre

Fie meN, m >1 un numadr natural fixat.

DEFINITIA 1.1. Un numar aeZ cu (m, a)=1 se zice rest pdtratic

modulo m daci ecuatia x*=a (m) are solutie.
In caz contrar a se zice non-rest patratic modulo m.

in mod evident, dacd a, beZ si a=b(m), atunci a este rest patratic
modulo m < b este rest patratic modulo m.

Datoritd acestei observatii este mai comod sa lucrdm in Z, decét in Z,
distinctia facandu-se in contextul in care se lucreazd (notam deseori elementele

lui Z, prin 0, 1,..., p-1).
Observatii:

1. Fie p un numar prim; daca p=2 si aeZ este impar, a=2k+1 cu keZ,
atunci ecuatia x’=a (mod 2) are solutie pentru x=1 sau x=a. Deci orice numar
impar este rest patratic modulo 2.

2. Daca p este impar (deci p>3), atunci acZ este rest patratic modulo p
&> restul impatirii lui a la p este din Z" ? (sau Zp* ). Aici Z"? ={x* | xeZ} si
analog Zp* 2

Intr-adevir, dacd acZ este rest patratic modulo p, atunci existd xeZ a.i.

x’=a(p) <existd ceZ a.i. a-x’=cp < a=cp+x’.
Reciproc, daci putem scrie a=cp+r?, cu 0< r* <p, atunci ecuatia x’=a (p)
are solutie pe x=r.
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In cele ce urmeaza prin p vom desemna un numar prim impar (p=3).
p-1
. * *
e N, functia 6:Z, >Z,, o(x)=x 2 este morfism de

Cum

grupuri multiplicative. Cum o(x)’=x"'=1 deducem ci o(x)=t+1 (in Zp*) (deci

c:Z, —>{*l})
Mai mult :

1. o(x)=-1 pentru un anumit xe Z*p (caci in caz contrar polinomul
X® 21 ar avea mai multe radacini dect gradul siu).
2. Dacd x=tzeZp*2, atunci o(x)=xP"?=(t*)""V?=t"'=] (reamintim ci am
notat Zp*2={a2|aelp*}).
Din cele de mai sus deducem ca: Zp*z ckerocc Zp* si cum [Zp*:ker cl=
:|Zp*/ ker o]=|Im o|=2 deducem ca 2=[Zp*:Zp*2]=[Zp*:ker o][ker G:ZP*Z], de unde

[ker 6:Z,7]=1, adica ker 6=Z,, .

DEFINITIA 1.2. Numim simbolul lui Legendre morfismul de

not

grupuri multiplicative o =(—]:Zp*—){i1}.
4

Deci [ﬁj =0 (a)=a""D'? pentru orice aeZ," (evident pta, ciciacZ,).

Mai mult :
W (aJ_{l daca a este rest patratic modulo p

p —1 daca a nu este rest patratic modulo p

In particular:
2) (_—1] =(- 1)(')71)/2 si (ﬁj = (EJ[EJ pentru orice a, beZ, .
p p PAP
VAN

* ~ A —1
LEMA 1.3.(Gauss) Fie Z,=XUY, unde X ={l, 2 ,...,pT} iar

AN

AN
Y= {pTH p—1} (evident XNY=Q).
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Pentru aeZ,, fie aX={a-%| xeX}. Atunci [ﬁ]:(—l)g, unde
p
g=laXNnY|
Demonstratie Sa observam la inceput cd functia ma:Zp*—>Zp*,

m,( % )=a %, pentru xeZ,, permuta doar elementele lui Z, .
Astfel, daca notam

X'=aX X ={x,..x;}, Y'=aX Y ={y,.,y,}atunci X'UY'=aX, iar

X'NY'=@, deci g+k=(p-1)/2.

A A /\ /\
Fie Z={x),... X}, D= V|5 D~ Vg }g X . Sa observam ca elementele

lui Z sunt distincte doua cate doua (ca elemente ale lui Z,,).

Intr-adevar, daca existi i, j a.i. Xi=p-yj=xity;=0 (in Z,,). Insa x=ar, yj=as
cu 1<r, s<(p-1)/2, deci a(rts)=0 si cum a#0 deducem ca r+s=0 ceea ce este
imposibil deoarece 2< r+s <p-1. Deducem atunci cd Z=X (caci ZcX si |Z|=X] ),

oo -1 .
deci (in Z,) avem : l~2...pT= X1 Xl(P-Y1)- - (P-ye)=(-1)® Xi...XiY1...Y=

-1 s , . -1
=1)¥a2a..P0a (caci X' UY'=aX 1) =(-1 ga(pl)/z-l-Z...p—,de unde
2 2

(-1)2a®P2=1, de unde :
(-1)t=a 2 :(ij N
p

COROLAR 1.4. Pentru orice numir prim p impar (deci p=3) avem:

2y

P

Demonstratie Si observam la inceput ci (p*-1)/8eN. Intr-adevir, daca
2 2 2

p=8m+r (r=1, 3, 5, 7), atunci : p -1 = B +£) ! =2n+ !

cum (rz—l)/8e N pentrur =1, 3, 5, 7 totul este clar.

Pentru 1< x<(p-1)/2, 2x<p-1. Atunci g din lema 1.3. a lui Gauss (pentru
a=2) este numarul elementelor de forma 2x, 1< x<(p-1)/2 ce verificd conditia
p-l_p-1

[ 2 ]

(neN) si

2xeY < x>(p-1)/4, adica : g =——

3 .Considerand p=8m+r , (r =1, 3,

5,7), avem:
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r—1

-1
3 —[4],

care ne duce la concluzia cd g este par pentru r=1, 7 §i impar pentru r=3, 5, adica

-1 -1 -1 -1
g:4m—i-r2 —[2m+r4 ]:4m+r7—2m—[r ]:2m+r

gsi (p>-1)/8 au aceeasi paritate, de unde (Ej =(=1)*= (—l)(p 8 g
p

§2. Legea reciprocitatii patratice

In vederea demonstrarii legii reciprocitatii patratice, sd stabilim la

inceput urmatoarea lema:

LEMA 2.1. Daca p si q sunt doud numere prime impare (p, q=3),

distincte, atunci :
<p£/z{j_q}+<q£/2{j_p} _p-1 g-1

A Lp = 22

(p-1)/2 ]q
Demonstratie Notand s(p, g)= Y, |=—|, egalitatea din enunt
=t LP

devine : s(p, q)+s(q, p)=(p-1)(q-1)/4.

Este usor de observat cd pentru orice j=I, 2,...,pT_1, {ﬂ} este
p
numarul de numere naturale din intervalul (0, jg/p).

Deci pentru fiecare j ca mai sus, [jq/p] este numarul acelor puncte
laticiale din plan situate pe dreapta x=j (delimitate strict superior de dreapta
y=qx/p si inferior de y=0)

Astfel s(p, q) reprezintd numarul punctelor laticiale din interiorul
dreptunghiului OABC (deci nesituate pe conturul lui OABC !) situate sub
dreapta de ecuatie y=(q/p)x. (vezi Fig.1)
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—1 g1
Bo, L) cl— 94—,
2 3 2
L g
Loy=x
=7 ! .
0 ¢ X ”
p—1
A(——,0
0
Fig. 1

Analog, s(q, p) reprezintd numarul punctelor laticiale din interiorul
dreptunghiului OABC situate deasupra dreptei de ecuatic y=(q/p)x astfel ca
s(p, @Q)ts(q, p)=numirul de puncte laticiale din interiorul dreptunghiului OABC

-1 g-1 .
:quT si astfel lema este probatd. W
TEOREMA 2.2. (Legea reciprocitéitii pitratice) Dacd p si q sunt

doui numere prime impare distincte, atunci :

oo

Demonstratie Revenim la notatiile din Lema 1.3. a lui Gauss (numai ca
de data aceasta elementele x; si y; vor fi privite ca numere intregi, deci nu ca

elemente din Z,).
k g
Fie a=3x, B=3y,
J=1 J=1

2
Avem Zx:1+2+...+p—1:p 1 .
xeX 2 8

Analog ca in demonstratia lemei lui Gauss vom avea :
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ZZ—ZXJ‘FZ([? y) a-pf+p-g si cum X=Z deducem ca

zeZ j=1

p’-1

8

=a-p+p-q

Acum, pentru j=1, 2,..., (p-1)/2, fie tj restul impartirii prin p a lui jq.
Evident catul este [jq/p], deci jq =[jq/p]+t;.
Facand j=1, 2,..., (p-1)/2 si sumand obtinem :
2
1 (p-1)/2
%—p s(p)+ Xt;=p s(p, q)+Zx +Zy,
j=1 Jj=1
(p’ -1
%):P s(p.q)+a+p.

2
p -

1
Cum =a—f+ p-q deducemca

— 2 —
W = pls(p,q)—gl+2p

Deoarece p si q sunt primi impari si (p>1)/8€N, deducem ci
s(p, q)-g=0(mod 2), astfel ca (—] ( l)g ( )Y(p ) _Schimband rolul lui pcu

q deducem ca [E] = (_l)s(q,p) , de unde
q

(2] 2]y

g AP
Aplicatie. Fie p=1009 si a=45=3*5. Avem:

(1339) ) (13(2)9][10509] B (10509j ) [10509}_1)10029_1‘ : - [@j = @] =1,

deci 45 este rest patratic modulo 1009 (adic 45 este patrat in Z " 100).

121



§3.Alte cazuri particulare ale teoremei lui Dirichlet

< « . < . 2
Dupd cum am vazut, pentru orice numar prim p, |— :(—1) 8

(conform Corolarului 1.4.)
De aici deducem ca 2 este rest patratic modulo p pentru p de forma

8k+1 si non-rest patratic pentru p de forma 8k+3 (cu ke N*),

PROPOZITIA 3.1. Exista o infinitate de numere prime de forma
8n-1, neN*,

Demonstratie Fie neN, n>2; atunci numarul N=2(n!)*-1>1 are cel putin
un divizor prim p impar care nu este de forma 8k+1 (céci N este de forma 8k-1

iar daca toti divizorii primi impari ai lui N ar fi de forma 8k+1, atunci si N ar
trebui sa fie de aceeasi forma)

"2
Atunci p|N <2(n!)* =1%(p), de unde deducem ci (2(’1') J =1.
p

. 12 N’
Insa M = [Ej(ij = (EJ, deci (Ej =1, adica p trebuie sa fie
p PAP p p

de forma 8k+1. Cum p nu este de forma 8k+1 ramane doar cd p prim trebuie sa
fie de forma 8k-1.

Cum p | N deducem cd p >n. Am probat deci ca pentru orice neN, n>1,
existd un prim p>n de forma 8k-1.

Sa presupunem acum ca avem un numdr finit de numere prime de
forma 8k-1 si anume qy, qp,..., g

Considerand numarul n=8q,...q-1 conform celor de mai Inainte exista

un numar prim de forma 8k-1 (adica un q;) a.i. g;>n, ceea ce este absurd. W

PROPOZITIA 3.2. Exista o infinitate de numere prime de forma

8n+3, neN*,
Demonstratie Fie n>1 si a=p, p;...p, (unde p, este al n-lea numar prim).
Cum a este impar, a® va fi de forma 8t+1 iar N=a” +2 va fi de forma
8t+3. Daca orice divizor prim al lui N este de forma 8ttl, N insusi este de
aceasta forma —absurd !. Deci N are cel putin un divizor prim impar p ce nu este
de forma 8t+3 sau 8t+5.
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R )
Cum p|N=a’ +2 deducem ci a’ =-2 (p) si deci (—] =1.
4
2

GG o

p VN4

p

forma 8t+3. Insa din p|a® +2 deducem p> p, si astfel avem o infinitate de numere
prime de forma 8t+3. m

Daca p=8t+5 atunci (_—2j = —1 absurd, de unde concluzia ca p este de

PROPOZITIA 3.3. Exista o infinitate de numere prime de forma

8n+5, cu neN¥*,

Demonstratie Fie n>1 natural si a=p; ps...pn.

Cum a este impar, N=a” +4 este de forma 8t+5.

Daca toti divizorii lui N ar fi de forma 8t+1, atunci si N ar fi de aceeasi
forma ceea ce este imposibil.

Atunci N ar trebui sd aiba un divizor prim p de forma 8t+3 sau 8t+5.

Daca p=8t+3 atunci din p|N=a’ +4= a’=-4(p), deci [;4) =1 si astfel :
p

2
— — p-1 -

(—4j = (JJ(EJ = (—l )2 sicum p=8t+3 = [—4] = —1 -contradictie.
p

p P AP

Deci p este de forma 8t+5 si astfel din p|a® +4 si a=p, ps...p, deducem ci
P>pn, de unde rezultd imediat cd avem o infinitate de numere prime de forma
8nt5.m

Observatie: Din legea reciprocitatii patratice deducem :

COROLAR 3.4. Exista o infinitate de numere prime de forma 5n-1,
cuneN",

Demonstratie Fie neN”, n>1 iar N=5(n!)*-1.
Cum N>1 si este impar, atunci N, cum nu este de forma 5t+1, va avea
cel putin un divizor prim p (p#5) ce este de forma 5t+1. Evident p>n.

Cum p|N = 5(n!)* =1(mod p), adica (ij =1. Atunci si (%) =1.
p

Avem ca p#5 poate sa fie de forma Sk £1 sau Sk+2.
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+ +
Daca  p=5k+2, atunci L. £ = Yz si  cum
5 5 S A\p

+
_—1 =1, 3 = -1, deducem ca P_ 4 -contradictie.
5 p 5

Cum am vazut ca p nu poate fi de forma 5k+1 deducem ca p trebuie sa
fie de forma 5k-1.

De aici corolarul rezultd imediat. W
Observatie Din demonstratia Corolarului 3.3. deducem cd numarul

prim p este de forma p=5k-1 (keN). Evident k=2t, deci p=10t-1.

De aici rezulta:

COROLAR 3.5. Existd o infinitate de numere prime de forma
10n-1,neN". m

CAPITOLUL 10:
FRACTII CONTINUE

§1.Multimea numerelor irationale I

Complementara in R a lui Q o vom numi multimea numerelor

irationale si o vom nota cu I (deci I=R\Q). (vezi Definitia 2.6. de la Capitolul
4).

Sa demonstram de exemplu ca V2 el Daca presupunem prin absurd ca
V2 €Q, atunci putem scrie V2 =m/n, cu m, neN" si (m, n)=1. Deducem
imediat ca 2n2:m2, adicd m’® este numar par, deci m este par, adicd m=2m,, cu
m; e N”. Inlocuind deducem n> :2m12, adica n=2n;, cu n, € N*.Contradicgia consta
in aceea ca 2|m si 2|n, contrar presupunerii ca (m, n)=1.

Observatie Mai general se demonstreaza , analog, ca daca xeQ, ne N,
n>2 si x=d", pentru orice de @, atunci % el. Deci 3/2/3 «l, 5\124 el.

Si mai demonstrim de exemplu ci log,3el. Intr-adevar, dacd prin
absurd log,3€Q, atunci existd m, ne N* ai. (m, n)=1 si logy3=m/n SN =3 o
2™ =3" ceea ce este absurd deoarece (2, 3)=1. (mai general deducem ca daca m,

neN’, (m, n)=1, atunci log,nel).
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LEMA 1.1. Daci xeQ, yel, atunci x+yel, iar daca x#0 atunci xyel.
Demonstratie Am vazut ca (Q, +, -) este corp.

Notand z=x+y, dacd prin absurd ze Q, am deduce cd y=z-xQ, ceea ce
este absurd. Analog pentru partea a doua. m

1+£4/5
2

De exemplu, 1i\5 el, el.

LEMA 1.2. Operatiile de adunare si inmultire nu sunt operatii
interne pe L.

Demonstratie Fie x=1+ \/E si y=1- \/5 .Cum 1€Q iar \/E el, conform
lemei precedente deducem ca x, yel. Cum x+y=2 iar xy=-1, deducem ca xty,

xyeQ. m
Observatie Cu toate acestea este posibil ca pentru x, yel sd avem
x+yel sau xyel (chiar simultan !).

De exemplu, daca x=2 , y= \/3 , atunci x, yel si xy= \/g el. Sa
demonstram ca si x+yel. Fie pentru aceasta z=x+y= V2 +4/3 . Daca prin absurd
zeQ, atunci z°=5+2 \/g , de unde am deduce ca \/g =(z" -5)2eQ, absurd ! .

Sa prezentam acum cateva rezultate importante legate de numerele

irationale.

. . 1 . 1 1 1
Stimcd e=lim(I+—)" = lim(l+—+—+...+—).
n—0 n n—ow o2 n!
TEOREMA 1.3. e€el.
Demonstratie Sa presupunem prin absurd ca ecQ, adicd e=a/b, cu a,

beN". Pentru orice ke N, k>b, cum b | k! deducem ci numarul :

e=n@o-i o _1yz
) b1 2 k!
Insa
1 1 1 1 1 1 1
0<c= + +...< + +..= . =—x<1
k+1 (k+D)(k+2) k+1  (k+1)° k+1 1

k+1
Contradictia provine din aceea ca ce(0, 1), iar mai Tnainte am dedus ca

ceZ. in concluzieecl. m

125



Pentru a demonstra ca si alte numere importante sunt irationale se

utilizeaza un mic ,, truc ”, considerand o anumita functie (de obicei polinomiala).
def .1 n 2n
* 7 x"(1-x 1

Pentru neN, fie f(x) = (—') == >¢,,x", unde c,eZ, pentru
n! /1

n<m<2n.

Pentru 0<x<1 avem 0<f(x)< L' .
n!

Este clar ca f(0)=0 si ca f™(0)=0 daci m < n sau m >2n, iar dacd
m!
n<m<2navem f(m)(O):—' cmeZ.
n!
Deducem ca o concluzie ca f, ca si toate derivatele sale iau valori Intregi

in x=0 si cum f(1-x)=f(x) aceeasi concluzie este valabila si in x=1.
Ca un corolar la acest mic truc sa demonstram:

TEOREMA 1.4. DaciyeQ’, ¢’ el.
Demonstratie Fie y=h/ke Q" si s presupunem prin absurd ci e’ Q.

Atunci e"=¢" € Q si s punem " =a/b, cu a, beN".
Consideram (pentru n suficient de mare dupa cum se va vedea in final)

x"(1-x) si

functia : f(x) =
n!

F(x) Y W2 F(x)=h>" () + .= hf P D (x) + £ (x), pentru orice xeR.
Tinand cont de cele de mai sus deducem ca F(0), F(1) €Z.
De asemenea [e’”F(x)] Lo [hF(x) + F'(x)] = B*""'e™ f(x), oricare
ar fi xeR.
Deducem ¢4 : bihz’”]e’” f(x) dx= be’”F(x)(l) =aF(1)-bF(0) eZ.

Cum insa 0<f(x)<1/n!, deducem ca

thneh

1
O<bjh2”+1ehxf(x) dx < <1 pentru n suficient de mare (cici
0

b(h*e)"

= 0 pentru n—o0) ceea ce e contradictoriu !.
n!

Decie’el. ®
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Considerand o functie f asemanatoare celei pentru care am demonstrat

ci e’el pentru ye Q" putem demonstra:

TEOREMA 1.5. nel.

Demonstratie Sa demonstram la inceput cd daca neN, geZ[X], atunci
f(x)=x" g(x) are toate derivatele sale in 0 intregi divizibili prin n!.

intr-adevar, orice termen al lui g(x) este de forma cx cu ¢, jelZ, c20,
j>0 iar termenul corespunzitor in f(x) este cx'™ Astfel daci vom demonstra
lucrul acesta pentru un singur termen al lui f, atunci el va rezulta in general
pentru f.
Pentru x=0 este usor de vazut cd cx"" si derivatele sale sunt zero, cu o singurd
exceptie si anume la derivata sa de ordin j+n care este egald cu c[(j+n)!] si cum
720 deducem ca n! | ¢[(j+n)!]. S@ revenim acum si sd demonstram cd nel.

j

Presupunem prin absurd ca n =a/beQ (cu a, be N") si sa consideram
polinomul

f(x) _ xn (a_bx)n _ nxn(ﬂ__x)n

' ' (n va fi pus 1n evidenta ceva mai tarziu).
n n

Consideram g(x)=(a-bx)" ; conform celor remarcate la inceput putem
trage concluzia cd X" (a-bx)" si toate derivatele sale calculate in 0 sunt intregi
divizibili prin n!. Prin urmare, impartind prin n! deducem ca f(x) si toate

derivatele sale calculate in x=0 sunt intregi, deci f v(j ) (0)eZ, pentru orice j=1, 2,
..(cu £ @ =f). Cum f(n-x)=f(x) deducem ci (-1) f V) (n-x) = £ ) (x), pentru

orice j>1. Considerand x=0 deducem ci f /) (m)eZ, pentru orice j=1, 2.....

Fie F(x)=f(x) - f2(x) + fYx) - {9%x) +.. + (-1)"f*(x).

Deducem ca FP(x) = f2(x) - fYx) + fOx)- f(x) +...+ (-)™" {*(x)
(cci {2 (x) =0, f fiind polinom de grad 2n).

Deducem ci F(x) + F?(x) =f(x) iar de aici cd F(0), F(n)eZ.

Cum (F'(x) sin x-F(x) cos x)'=F"/(x) sin x + F(x) sin x = f(x) sin x,
v
deducem ca : jf(x) sinx = (F'(x)sin x — F(x)cos X)Z =F(n)-F(0) €Z.
0
Vom demonstra insd cd pentru n suficient de mare avem

v
0< _[ f(x)sinx dx <1 si atunci contradictia va fi clara.
0
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n_n n_n

Cum pentru x€[0, nt], f(x)< T a

deducem ca f(x)sinx < si
T . z"a" . . (m)"
astfel 0< _[ f(x)sinx dx < m <1 pentru orice n>ny caci %ﬂ' -0
0 n:

pentru n—oco. W

In legatura cu felul in care functiile trigonometrice genereazd numere

irationale prezentdm:

TEOREMA 1.6. Fie 8 un multiplu rational de n (adica 6=r'x, cu

reQ). Atunci sin 0, cos 0, tg 0<l, cu exceptia cazurilor cind tg 6 nu este
definit iar cos 0, sin 0 {0, £1/2, £1}, tg 0 {0, +1}.

Demonstratie Pentru orice numar natural n vom proba prin inductie
matematica existenta unui polinom f,€ Z[X] de grad n cu coeficientul dominant 1

a.i. 2 cos nO =f;(2 cos 0), pentru orice O R.

Cum 2 -cos 20 =(2 cos 0)>-2 deducem ci f(x)=x si H(x)=x" —2.

Cum 2-cos(n+1) G=(2cos 6)(2 cos n@)-2cos (n-1) @ deducem cai
frr(X)=xfy(x)-f,.1(x) si astfel prin inductie matematica existenta polinomului f,
este asigurata.

Fie acum neN" ai. nreZ. Daca 6=r ‘n rezultd ci f,(2cos H)=2cos nd =
=2cos nrO==2 (,,+” daca nr este par si ,,-” daca nr este impar). Astfel 2cos 6 este
solutie a ecuatiei f,(x) = 2=0.

Eliminand cazul cos 0=0, cum 2cos 6 este radacina unei ecuatii de
forma f,(x) £2=0 cu coeficientul dominant 1, dacd 2 cos 6@, cu necesitate

2-cos0eZ’. Cum -1<cos 0< 1 deducem ci 2 cos © =+1, 2, adica
cos Oe {£1,£1/2}.

Astfel, In cazul lui cos © teorema este demonstrata .

In cazul lui sin 0, dacd 0 este multiplu rational de =, la fel este si 1/2-0 si
din identitatea sin 6=cos (1/2-0) deducem concluzia teoremei pentru sin 6.

in final din identitatea cos 20=(1-tg’0)/(1+tg’0) deducem ca daci

tgfeQ atunci si cos 20eQ. Tindnd cont de cele stabilite in cazul lui cos 0
deducem ca cos 26=0, +1/2, *1.

Daca cos 260 = 0, atunci tg 6 = £ 1; dacd cos 26 = 1 atunci tg 6 = 0 iar
daca cos 20 =-1, atunci tg 6 nu este definita.
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Daca cos 20 = £1/2 atunci tg e { + \/5, +1/ \/5 } si cu aceasta teorema
este demonstrata. m

TEOREMA 1.7. e nu este irational patratic.
Demonstratie Presupunem prin absurd ca existd a, b, ceZ, nu toate nule,
a.i. ae* +bet+c=0 (vezi Definitia 3.10.).

Cum eel avem a#0 si c#0. Sa presupunem de exemplu ca a>0.
Atunci ae + b +ce =0, a>0, c=0.

Reamintim ca L zﬂ .

e k>0 k'
n (=1)F ) .
Sa notam B, =n!) m ; avem ca B,eZ, n=1, 2, ... si sd mai
k=0 K
consideram si
o A | 1 1
b,=n!Y ) = - +
komsl k! n+l (m+D)(n+2) m+DmE+2)(n+3)
1 1 1

Avemca 0< - <b, .
n+l (m+1)(n+2) n+1

Astfel: nl!(ae + b+ ce)=(aA, + bn! +cB,)+(aa, + (-1)""cb,)=C,+c,=0 (*)
unde C,=(aA, +bn! +cB,)e”Z si cn:aan-i-(-l)“ﬂcbn ,n>1 .
Alegem acum n a.i. n > 2a+lc| si (-1)""¢>0.

2a +|c|

Cum a>0 avem ca 0<cn:aan+(—1)nﬂcbn< <1, ceea ce contrazice

n+

(*). =

§2.Numere algebrice si numere transcendente

DEFINITIA 2.1. Un numir aeC se zice algebric daci existi

feQ[X], f£0 a.i. f(o)=0. Un numair ce nu este algebric se zice transcendent.
Evident, orice numar rational este algebric .

De asemenea, i=+/—1 este algebric (fiind solutie a ecuatiei algebrice
X*+1=0).
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Daca un numdr algebric a este rddacina unui polinom nenul fe Q[X] de

grad minim, vom spune cd o este de grad n (astfel un numar rational este

algebric de grad 1).

TEOREMA 2.2. Multimea numerelor algebrice este numéarabila.
Demonstratie Cunoastem ca orice numar algebric o este solutie a unei

ecuatii: a,X" +a,, X" + ...+ap =0 cu a;eZ, 0<i<n, nu toti nuli. Daci notim
N=n+|ag|+...+|a,|, atunci cu necesitate N>1. Pentru fiecare n fixat existd numai
un numar finit de ecuatii algebrice de forma celei de mai sus si fiecare dintre
acestea au numai un numar finit de solutii.

in concluzie, numarul numerelor algebrice corespunzitoare lui N este
finit; fie Ey multimea acestora. Cum multimea E a numerelor algebrice este o

submultime a multimii |JE, (care este numarabild), deducem ca E este
N>2

numarabila.m

Ca un corolar deducem imediat:

TEOREMA 2.3. Atit in C cit si in R, multimea numerelor
transcendente este numarabila.

TEOREMA 2.4. (Criteriul lui Liouville ) Fie f€Z[X] ireductibil de

gradul r > 2, 0€R o radacini a lui f si p, q€Z cu qEN*. Atunci existi un

numir real ¢ > 0 ce nu depinde de p si q a.i. |« AN i .
g ¢’
Demonstratie Fie f =agta, X+...+a,X " €Z[X] polinomul minimal al lui
o . Putem presupune cé | — Pl (caci 1n caz contrar putem lua c=1).
Atunci fie a=a |, @ 5, ..., o, toate riddacinile lui f (conform Teoremei
2.3. acestea sunt in C).
Avem :
p Pl |\ p Plf- ' P
f(—j :|ar| a—— H(al- ——j < |ar| a——]_[(la|+l+|al-|): ¢ a—=
q q| |i=2 q q |i= q

unde ¢’ >0 este o constantad ce nu depinde de p si q.
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o 1 . <
Pe de alta parte, >—si astfel teorema este demonstrata. W

4
9q q
Observatie Criteriul precedent exprima faptul ca, intr-un anumit mod,
numerele algebrice nu pot fi suficient de bine aproximate prin numere rationale.

1
COROLARUL 2.5. Numirul a = )’ — este transcendent (adica
n=13"

nu este algebric).

Demonstratie S& aratim la inceput cd a¢ Q. Daca prin absurd

a=2 €Q cu p, qeN*, atunci considerdnd un numar intreg k>1 si inmultind

. . . 1
relatia a=2 cu 3* 'q obtinem o relatie de forma a=b+q > cu
q > k13" R
a, b €Z. Este suficient si aratim cd numarul d =¢ Y.37" "' &Z pentru k

n > k+1
suficient de mare. Un astfel de k existd deoarece d este restul unei serii
convergente ; deci a&Z.

Sa presupunem acum ca o ar fi algebric. Atunci polinomul minimal al
sdu ar avea gradul r >2. Fie ¢ constanta din Criteriul lui Liouville de mai sus

k
asociati lui o. Considerim k>1 fintreg si s=>3"'. Atunci avem
n=1
|a—s|: 33" Luand k suficient de mare, obtinem inegalitatea
n 2 k+l

i —n! . . . . . .
37 % 337" < ¢ ceea ce contrazice Criteriul lui Liouville, absurd!. m
n 2 k+l1

In continuare vom mai prezenta si alte exemple.

TEOREMA 2.6. (Hermite) Numarul e este transcendent.

t
Demonstratie Fie 1(t)=[¢ ™ f(x) dx, definiti pentru t>0, unde
0

fe R[X] este un polinom de grad m.
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m . m .
Integrand prin parti obtinem: I(r)=e"Y f0)- > f ).
J= j=0
Se observa ca dacé prin f desemnam polinomul ce se obtine inlocuind
coeficientii lui f cu valorile lor absolute, atunci :

| 1) [<[| e f(x) | dx<te' f(1).
0

Sa presupunem acum prin absurd cd e este algebric. Atunci exista
a0,a1,...,ap€Z cu ayg# 0 al. agtae +...+ae" =0.

Fie f(x)=x"" (x-1)"...(x-n)’ unde p este un numir prim (care va fi
convenabil ales).

Atunci gradul lui feste (n+1)p-1.

m n .

Fie J=a1(0) + a,1(1) +...+a,I(n). Avem J ==Y Ya, /' (k).

j=0k=0

insd pentru 1< k <n avem f 7 (k) = 0 pentru j<p si f I’ (k) =
=} p! 27" (k) pentru j>p, unde g(x) = f(x)/(x-k)".

Atunci pentru orice j, f 4 (k) este un intreg divizibil prin p!.

Mai mult, avem ca f 7 (0)=0, pentru j<p-1 si £ (0) = C-}"F1 (p-D!
h9P*D(0) pentru j>p-1, unde h(x)=f(x)/x"". Evident h?(0) este un numdr intreg
divizibil prin p pentru j>0 si h(0)=(-1)" (n!)". Atunci pentru j=p-1, f ) (0) este
un intreg divizibil prin p! si £ """ (0) este intreg divizibil prin (p-1)!, insi nu prin
p pentru p>n. Rezulta ca J este un intreg nenul divizibil prin (p-1)!, deci | J | >
> (p-1)!.

Pe de alta parte, tindnd cont de faptul ca j_" &=<(2n)" si m<2np
deducem ca |J|<laj e f (1) +...+[a) n e" £ (n) < e” pentru un anumit ¢ ce nu
depinde de p.

Alegand p prim suficient de mare (a.i. (p-1)!>c”) ajungem la o
contradictie evidentd, de unde rezultd cd presupunerea cd e este algebric este

falsa, rezultand deci ca e nu este algebric, adica este transcendent. W
COROLAR 2.7. e€l.
Observatie Desi irationalitatea lui e rezultd din aceea ca e este

transcendent trebuie retinutd si demonstratia precedenta pentru faptul ca e este
irational, fie si numai pentru frumusetea metodei folosite.
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TEOREMA 2.8. (Lindemann) 7 este transcendent.
Demonstratie Sa stabilim la inceput asa- zisa ,,identitate a lui Hermite™:

Fie fe R[X] de grad n si F(x)=f(x)+f '(x)+...+f"(x).

X

Atunci ex_[f(t)e_’dt = F(0)e* — F(x), pentru orice xeR.
0

Intr-adevir, integrand prin parti obtinem relatia:

X X
If(t)e_’dt = f(0)— f(x)e™ + jf'(t)e_’dt
0 0
Repetind de n+1 ori integrarea prin parti obtinem egalitatea:
[ /@) dt = F(0) = F(x)e™
0

din care rezulta acum identitatea lui Hermite.

Sa revenim acum la demonstrarea transcendentei lui .

Pe langi identitatea lui Hermite vom mai folosi si ecuatia e™ +1=0.

Sa presupunem prin absurd ca m este algebric. Atunci y=ni este de
asemenea algebric; fie n=gradul lui y si y=yi, y,...y, conjugatii lui y.

Cum ¢’ +1=0, avem [](1+¢”") =0 de unde deducem ca :
i=1

n 1 1
H(l +e;’,-) — Z 268171+~~+8k7k =0 (1)
i=1 e=0  £,=0
Presupunem cé in relatia de mai sus sunt exact m exponenti nenuli si
a=2"-m care sunt zero (a>1). Atunci, dacd o, ..., 0y, sunt exponentii nenuli
putem pune relatia (1) de mai sus sub forma a+e® +...+e“ =0,a>1. (2)
Vom ardta ca numerele ay,..., o, formeaza multimea radacinilor unui
polinom yeZ[X] de grad m.
Pentru aceasta sa observam ca polinomul:

1 1
¢(x) = H Ho[x_(glyl +..+ gnyn)]

=0 ¢,=
considerat ca polinom in yy,..., ¥, cu coeficienti in Z[X] este simetric in yi,..., Yn,

deci p(x)e Q[X].
Atunci radacinile polinomului @(x) (de grad 2" ) sunt o,...0p, si 0 (cu
multiplicitate a).

Deci polinomul x* ¢(x)eQ[X] (de grad m) are drept radicini pe
Olyyene, Oy
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Dacd reN este c.m.m.m.c al numitorilor coeficientilor acestui polinom
atunci  y(X)=(y/x)p(x)=bx"+ ... +b;x+tbyeZ[X] (b,>0, be=0) are exact
radacinile o,..., Oy,

In identitatea lui Hermite vom considera succesiv X=0.,..., On.

Daca adunam si tinem cont de (2) obtinem :

m m Ak
~aF(0)~ Y Flay)= Y™ | f(t)e™dr 3)
k=1 k=l 0
De aici demonstratia transcendentei lui © merge ca si in cazul transcendentei

lui e.

Pentru aceasta in (3) vom considera:
1 mn—1_n-1n 1 (m+1)n-1_.n—-1 n n
b X x)=——5»> X" x—a)" .. (x—a 4
TR w"(x) TR (x—a))"..(x-a,)" (4
unde n este un numar natural ce va fi ales suficient de mare. Vom demonstra ca
alegand pe f ca mai sus, din (3) vom ajunge la o contradictie.
Obtinem imediat relatiile:
f90)=0,1=0,1,...,n-2
f"(0)=b"""py 5)
(m+1)n-1

FO)= 3 fP0)=b""p} +nd (Ac)
I=n-1

fx) =

Cum oy este o radacind a lui f(x) de multiplicitate n obtinem ca
fO(ou)=0,7=0,1,....n-1, k=1,2,....m. (6)

Analog ca in cazul lui e derivata de ordin 1 a lui x™"y"(x) are coeficienti
divizibili prin n!. Deci pentru 1 > n coeficientii lui f(x) sunt intregi si divizibili
prin 5" 'n .

Atunci din (6) deducem ca

(m+1)n—1

Fla)= Y [fDa)=nb""'d(a;) (7). k=1,...,m cu D(z)eZ[z].

I=n—1
Numerele B =bn,ox k=1,...,m sunt intregi algebrici ce formeazd multimea
radacinilor unui polinom de grad m din Z[X] cu coeficientul dominant 1.
Mai mult, 5"~ ®(oy) = H(By), He Z[X].

Atunci Y b""'®(a,) =Y H(B,)=B, Bel. (8)
k=1 k=1
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Din (5), (7), (8) deducem ca :

m
aF(0)+ Y F(a, ) = abyh™ " + n(ad + B) 9)
k=1
Fie acum neN" a.i. (n, beb,)=1 si n>1. Membrul drept al lui (9) este un
intreg nedivizibil cu n si deci nenul, de unde :
m
| aF(0)+ Y. F(a) |21. (10)
k=1

Sé cautdm acum o majorare a membrului drept din (3).
S& presupunem ca toate punnctele a,...,0, sunt continute in cercul

|x| <R sisdnotdim max |b,, y/(x)‘ = ¢, cu ¢ nedepinzand de n.
|x| <R

n-1 _n

(n-D"

Atunci max | f (x)|£
|x|SR
Existd deci ny a.i. pentru orice n>n, ce satisface (10) sd avem
inegalitatea:

Ran
(n=D!

m

Z e If(X)e

<l (1)
Din (10), (11) si (3) deducem ca 1<1 -absurd! . ®

ek (RO
(n—-1)!

akxdx<

&ffaqm

§3. Fractii continue

Vrand sa construiasca un planetariu cu roti dintate, Cristian Huyghens
(matematician, fizician si astronom, 1629-1695 ) a avut de rezolvat problema :
care raport intre numarul de dinti a doua roti care se angreneaza (egal cu raportul
duratelor lor de rotatie ) este mai apropiat de raportul o dintre duratele de rotatie
ale planetelor respective. Din motive tehnice, numarul de dinti de pe o roata nu
putea sa fie prea mare.

O problemé similard a aparut la alcatuirea calendarului: Ce numar p de
ani bisecti (de 366 zile ) trebuie pus intr-un ciclu de q ani pentru ca durata medie
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a anului calendaristic, 4, = 9365+ p = (365 +£) zile, sa fie cat mai aproape

de durata realda A=365,24219878.....zile ?

Calendarul iulian a ales q=4, p=1. Calendarul gregorian, dupa care traim
introdus la sfarsitul secolului XVI, I-a aproximat mai bine pe A, alegind qg=400
si p=97 ; anii bisecti sunt acei multipli de 4 care nu sunt multipli de 100, exceptie
facand multiplii de 400. Anul nostru calendaristic dureaza deci 365+97/400=
=365,2425 zile. Alte alegeri, ca p=8, q=33, sau p=31, q=128, ar fi dus la
365,24(24) sau 365,24218..., dar nu era comod s avem un ciclu de 33 sau 128
de ani.

Asemenea probleme de aproximare cu numere rationale apar in
numeroase domenii. O solutie este datd de fractiile continue. Dupa cum vom
vedea, fractiile continue pot fi folosite cu succes si la rezolvarea unor probleme
care, cel putin aparent, nu au legatura cu aproximarea numerelor.

Fie a.e Q. Atunci putem scrie a = A ,cupeZ siqeN’,

Facand mai multe impartiri cu rest gdsim cd pentru un anumit ke N
avem:
p=aoq + qi ,0 <q1<q
q=aiqi+ g2 ,0 <q2<q;
qr=axqot g5 ,0 <qs3<q

Qi2=8k-19k-17 Gk 0 <qr<qi1
Jei=aqx , unde age’ iar ay,...,a€ N*. Conform algoritmului
lui Euclid, ultimul rest nenul ggeste cel mai mare divizor comun al lui p si q.
Sa observim ca numerele ay, a;,...depind numai de o, nu si de

reprezentarea p/q: ap=[a], a,= {i} —{ ! } , etc.
91 a—dy

Cunoscand caturile ay, ay,..., a, putem scrie:

a=ay+
a, +

1
+ N
ay
Convenim sa scriem asemenea fractii etajate sub forma :
I, 1 l
a=ay+t—+—+———+— )
a |4 |ak
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kS . . . *

In fractia de mai sus, ageZ iar ay,..., N .

Scrierea lui o sub forma (1) nu mai este asa de simpld daca o este
irational ;

Proceddnd analog ca mai sus obtinem a=[a]eZ. Evident

1 .. - x . 1
o= —>1 si din nou daca a;=[a,;]eN " atunci o,=—>1.
a— ao 0!1 - al
o 1 . .
Putem scrie cd8 « =a,+7—+7—. Continudnd procedeul obtinem
jay |

scrieri intermediare de forma :

LI LI
a=ay+—+—+. .+ —+—— 2)

a4 ay, %

Sa observam ca procesul de scriere a lui o sub forma (2) poate continua
atita timp cét o,+;¢N. Dupa cum am vazut, dacd a.eQ, pentru un anumit ke N,
aeN.

Daca insd ag Q, acest proces se poate continua oricat de mult, deoarece

fiecare oy 2 Q. Se obtine astfel o fractie etajata infinita:
[ |
a=ay+—+—+..+—+.. 3)
a, |a, |a
Semnul egal de mai sus este pus conventional : nu stim deocamdata ce
reprezintd membrul drept. S4 comprimam si mai mult scrierea fractiilor etajate
(1), (2), (3), noténdu-le [ag;a, ay,...,a,] pentru (1), [ag;aj, ay,...,a,04+1] pentru (2),
si [ap;a, a,...] pentru (3).
Vom prezenta in continuare cateva proprietati ale fractiilor continue.
Pentru o fractie continud [ag;a;, as,...,a,,...] (unde apeZ iar a,e N*
pentru n>1) sd notdm :

Pn _;, .
ﬂ-n = _[a()aaln a,.. 'nan]
qn

Numerele 7, sunt, evident, rationale si se numesc redusele fractiei continue.
Observatie Fractia continua [ag;a;, as,...,am,1] se poate scrie mai scurt

[ag;a;, ap,...,apt1l]. Cu conventia a,>2, scrierea [ag;a;, a,...,a] a numerelor
rationale neintregi este unica.
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Fie £=[ao;a], ay,...,a,] Si £,=[a1;a2, as,...,a;]. Se vede ca legatura
q q

’

’
dintre cele doud numere este £=ao +£,. Daca A, este o fractie ireductibila,

q q q
atunci §i M este ireductibild, deci putem afirma cé, daca si p/q este o
fractie ireductibila, atunci p=p'a,+q si g=p'. )]

Aceasta observatie aratd ca maniera naturald de a calcula valoarea unei
fractii continue finite este exact inversul algoritmului de dezvoltare in fractie
continud. Intr-adevar, daca o=[ag;a;, a,,...,a,], atunci o,=a,/1 este o fractie
ireductibild, deci formulele (4) permit calculul lui o, =[a,.;0,], apoi al lui
Ono = =[aps;a,], etc. Aceastda modalitate de calcul poate deveni laborioasa
pentru n destul de mare si nu sugereaza nimic despre calculul ,,valorii” unei
fractii continue infinite.

PROPOZITIA 3.1. Numairatorii si numitorii reduselor verifica
relatile :

Po= a9, P1= 2924 + 15"" Pnt1 = an+1pn+ Pn1 (ll=1, 25 -'-) (5)
Qo= 15 q1= Appeees 1 = an+lqn+ qn-1 (n=15 2’ --')

. a 1 a;a, +1
Demonstratie Avem:&=a0 =L ﬂ=ao y—=10_
90 1 q1 a a;
a a,(aayg +1)+a a + .
Ps =lag;ay,a,]=a, + 2 _ 2(@ap +1) +a _%P Tt Py , deci
q, aa; +1 aa; +1 a4, + 4

relatiile (5) se verificd pentru n=1. Presupunem ca ele sunt adevarate pentru
n=k-1 si aratam ca sunt adevarate si pentru n=k. Avem:

P+l

=[ag;&) sy ] =lag;a; ], unde o) =[a;a5....;a;,] .
9 f+1
Py P Pi
Fie —f), —f,..., —f‘ = o, redusele fractiei a; . Conform ipotezei de inductie,
90 9 qk

Pk =3Pk + Pioa
9 = 1qi1 + 9k
Pe de alta parte, din (4), avem
Pisl = Pido +4qk > Qi = Pk
Pk = Pi199 + 951 > 9k = Pi-t
Pikot = Pk-280 + -2 > Qg1 = P2
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si deci,
— ’ — 14 ’ —
Qi1 =P = Pra T P2 =19k Y 9k-1-
— ’ o ! ! ’ r _
Piw1 =Pk +qf =ao(Ag Pioy + Pi—2) t A Gia +qin =

’ 14 ’ ’
=y (@QgProy + k1) + Ao Pk-2 +qk-2 =g Pk + P

Folosind principiul inductiei complete, propozitia este demonstrata.m

in demonstratie nu am folosit faptul ca a,.; este natural, prin urmare,
aplicand relatiile (5) cu o,y in loc de a,+, obtinem :

PROPOZITIA 3.2. Daca a=[a,; a;,...,2,, Qps1] atunci
o= Pn@yp + pn—l .
9nCn + qn—l

(6)

Relatiile de recurenta (5) permit calculul usor al girului reduselor unei
fractii continue. Este comod sa punem p_=1 si q.,=0 ; relatiile (5) sunt valabile
atunci si pentru n=0. Redusele se obtin completind de la stdnga la dreapta
tabelul:

a | ap a) £ N An+1
p | 1 pi=ao pi P .- - uiPitPo
q 0 qo=1 Qi Q@ -+« 8n1Gntqn

\/§+1
2

Exemplu Fie o= . Avem ay=1,
J5-1 2 205+ A5+l . .
a—ag=———, ;= = = =, deci a;=a, $i o,=0aL.
2 J5-1 4 2

Este usor de vazut ca o,=a §i a,=ag=1, pentru fiecare n natural. Fractia
continud atasata este, deci [1;1,1,1...]. Sa calculam cateva reduse:

a | 11 1 1 1 1 1
1 1 2 3 5 8 13 21
q o 1 1 2 3 5 8 13



PROPOZITIA 3.3. Au loc relatiile :

( 9nPn1 — Pn9na = (_1)n’n 2 0) (7)
GuPoz = Ponz = ()" a,,n =1, (8
Ty =T, = =D ,n >l )
9n9n-1
n—1
Ty =T, = =D a,,nz2, (10)
k qn9n-2

Demonstratie Deoarece qy=1, po=2ao, q.1=0, p.;=1 avem qop.; —poq -1=

=(-1)°, deci relatia (7) este adevarati pentru n=0. Presupunem ci pentru un n
avem dy Pt — Pa Gur=(-1)".

Folosind (5), avem

Qo1 P~ Pot 9n=(@n1G0+dn-1)Pa— (@n+1Pn + Pact)de= - (daPact — Pun)=(-1)"",
Deci am demonstrat prin inductie relatia (7).
Folosind intéi (5), apoi (7), avem :

qn pn-Z' pn qn-2:(anqn-l+qn-2)pn-2_ (anpn-l + pn-Z)qn-2: an(qn-lpn-Z - pn-lqn-Z):('l)n_lan
adica relatiile (8). Relatiile (9) si (10) sunt simple transcrieri ale lui (7) si (8) si
astfel propozitia este demonstrata. ®

O consecinta imediata a relatiilor (9) si (10) o constituie:
PROPOZITIA 3.4. Au loc inegalitatile :

To <7y <My <..<Ts <73 <7

Fie a=[ag;ay,...,a,, O] un numadr real oarecare. Folosind (6), avem
Pn@y T D, p
oa—7r. = n“ n+l n-1 _ Fn

_ 4nPn-1 ~ Pnn-1 — (_l)n
9,11 + qn-1 qn

qn (Qnanﬂ + qn—] ) qn (qnan+l + Qn—l)
Egalitatea obtinuta aratd ca redusele de ordin par sunt mai mici decét o,
iar cele de ordin impar sunt mai mari decat o. Intrucat o> a,,, avem si
1 1 1
o —7,| = < -
qn (QIzanH + qn ) qn (Qnan+1 + qnfl ) 909 n+1
Egalitatea din mijloc este posibild numai dacd a,.;=a,.;, deci dacd o
este rational si o=m,,,. Pe de alta parte a,.;+1>a,, deci:

1 1
|a - 71'”| = > =
qn (QIzanH + qn-1 ) dn [Qn + (Qnarﬁ—l + qn-1 )]

1
dn (qn + qn+1)
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Rezumand cele de mai sus, am demonstrat :
PROPOZITIA 3.5. Daca a=[ay; a, ..., 2y, Qu4q] » atunci

1
—<‘a—p—”s L, (11)
qn (qn + qn+1) qn 909 n+1
egalitatea din dreapta avind loc numai daca 0L=M
9+

Suntem in masurd sa dam sens egalitdtii din (3). Din (5) este usor de
dedus cé, pentru fractii continue infinite, q,+1>q, , incepand cu n=1 si deci q,>n.
Pornind de la un numar irational a, sirul ( 7,),>; aproximeaza din ce in ce mai

bine numarul o.. In limbajul analizei matematice, lim 7, = ¢ . Daca pornim de la
n—0

o fractie continud infinita, Propozitia 3.4., impreuna cu (9), garanteaza ca sirul
(T )n>1 converge. Lasdm in seama cititorului sa arate ca fractia continud atasata
acestui numdr este tocmai fractia continud de la care am plecat. Ideea
demonstratiei este urmatoarea :
Daca
) [a;a1,. .., 320 ]<P=[bo; B1]< [ag;ars.. ., A2n,800+1],
atunci:

bo=ay §i [a1;82,.. ., a1 [<P1=[b1; B2l< [a1;a2,.. ., Azq]

Sa mai demonstram o proprietate a reduselor:

PROPOZITIA 3.6. Fie ag>1, 221 =[ag;a,,..., ap]

qn-1
. P
1 . =[ao;ala-'-a an]-
n
. V4 . q
Atunci [ap3a,.45..., 29]= " si [ansan1e00, A1]= —
P qn-1
Demonstratie Procedam prin inductie dupa n.
aga; +1 a
Pentrun=1, [ay;a,]=—21—= ﬂ’ G _Po
a; sl 1 90
aga, +1
Avem [a;;ay]=—21— :ﬂ, al=ﬂ
dg Po q

Presupunem afirmatia adevarata pentru n. Atunci :

. 9n-1 An19n + qn-1
[@p13@ysen @] = Ay + ——————— =, + =
[an’an—l""’al] dn qn
Tot cu ajutorul lui (5), avem si

141



1 )4 )4
. — _ n—=1 _ Fn+l
[an+1’an""’a0] | + | + -

[an;an—lﬂ""aO] Py Py

ceea ce trebuia demonstrat. W

Vom prezenta in continuare cateva chestiuni legate de aproximarea
numerelor reale.

Fie o un numar real. Problema aproximarii lui cu numere rationale are
urmitoarea interpretare geometrici. in planul xOy considerdim dreapta (d) de
ecuatie y=ax si reteua de puncte ,,laticiale” din semiplanul drept, adicd multimea
punctelor de coordonate intregi (q, p) cu g>0 (vezi Fig. 2). Cautam puncte P(q, p)
pentru care p/q este aproape de o, adicd puncte P(q, p) situate ,,aproape” de

p

o — —|

q

dreapta (d). Aceastd apropiere o putem madsura prin abaterea dintre

pantele dreptelor (d) si OP (de ecuatie y=£x ), fie prin distanta de la P la
q

dreapta (d) sau, ceea ce este echivalent, prin lungimea |qa-p| a segmentului PQ,
unde Q este punctul de pe dreapta (d) care are abscisa cu P.

\ 4
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Vom spune cd — este 0 ,, cea mai bund aproximare de speta intdi “ a

q

’

i

q'|

’

lui o daca pentru orice alta fractie £, ,cu0<g'<qg avem <
q

u P
q

Numirul £ se numeste o ,,cea mai bund aproximare de speta a doua ““ a lui o
q

daca |qa—p| <|q’a—p’|, pentru orice (¢', p')# (¢, p) pentru care ¢'<q. Se
vede imediat ca orice ,,cea mai bund aproximare de speta a doua ” este si o ,,cea

mai bund aproximare de speta Intdi ”. Ne ocupam aici numai de cele mai bune
aproximari de speta a doua si le vom numi pe scurt cele mai bune aproximari.

PROPOZITIA 3.7. Orice cea mai buna aproximare a lui o este o
redusa a fractiei continue a lui a.

Demonstratie Fie £ 0o cea mai bund aproximare a lui

q

o=[ag;a1,...,n.. -]

p p

P

Daca = <a, (=m) , atunci : |l-a —a0| =la— < |qa —p| , deci —
q n q
n-ar fi o cea mai buna aproximare. Daca P b (=m) atunci :
9 4
1 . <
a-L|>|12 Py ——, (céaci avem urmatoarea ordonare
1 19 41| 9%

7y a ﬂl ;g

I I I [N
T I I Ly}

deci

lga—p|>—.
q

< . 1 1 oo
Pe de alta parte, din (11), —=—2> |1 o - a0| si, din nou, p/q n-ar fi
9 @
0 cea mai bund aproximare. Am stabilit deci ca my < p/q < m;
Presupunem cé p/q nu coincide cu nici o redusa a lui a. Atunci p/q este
cuprins intre doua reduse m, | $i m,.;, cu rangurile de aceeasi paritate. Avem
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£_pn—1 > 1 Sl ﬁ_pn—l <&_pn—l — 1
q qn—l qqn—l q dn-1 qn qn—l ann—l
de unde deducem q,<q . Pe de alta parte,
a-Pl> Pn _ Pntfy 1 ,
q 9 qn-1 9nqn1
deci
1
lgec = p|>
9 n+1
sidin (11),
1
2 |qna - pn|
qn+1

adica q,<q si |qna— p,,| < |qa— p|, in contradictie cu faptul ca p/q este o cea

mai buna aproximare si astfel propozitia este demonstrata. B
Observatie. Daca o este rational si p/q nu este o redusa a lui o, atunci

Py

gasim redusa ,cu |qna - p,,| < |qa - p| si ,<q.
n
Este adevarata si reciproca:

PROPOZITIA 3.8. Orice redusa este o cea mai buna aproximare,

. < . p
cu exceptia eventuala a redusei 7, = =0,
4o

. < . a . <
Observatie Daci o. = [a, ; 2], atunci my =—> nu este 0 cea mai buni

aproximare, caci |1-o-a9|=1/2=|1-a-a,-1|. In schimb,n;=a este, evident, o cea mai
buna aproximare.

) . . . P 5 .
Demonstratie Examinim numai cazul a#[ay; 2]. Fie = o redusa a lui

Im
. o * .

a, cu m>1. Considerdam numerele | yo-x |, unde yeN', y < qy, iar x este [yo] sau
[ya]+1. Fie | ypo-x¢ | cel mai mic dintre ele. Daca minimul este atins de mai
multe valori y, am notat cu y, cea mai mica dintre ele; x, este atunci unic
determinat, deoarece, dacd | yoa-Xo |=| yoa-Xo-1|, atunci ygo-xo = Xot1-yoar, deci

2xy +1
a="2

2y,

Fie a=[ay; aj,...,a,), cu a, > 2, fractia continud a lui .. Avem n > 1 si
deoarece cazul [ay; 2] I-am exclus, rezulta fie a,>2, fie a,=2 sin>1. Avem

este rational.
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2yO:qn:anqn-l-i_qn—Z Sl 2XO—i_lzpn:an pn-1+pn—2

1 1 1

de unde q,.1<yg, dar | qu; A-ppy| = —=—-<— = | yo a-py |, ceea ce ar
qn 2y0 2

. . o X . . o .
contrazice alegerea lui y,. Numiarul =% este deci o cea mai buna aproximare a
Yo
. . . X . .

Iui a si, conform teoremei precedente, 20 = p—k. Cum sirul qy, qa,... este strict

Yo o dk

crescator, avem k < m (caci qx < ). Dacd k=m, am terminat, daca, insa, k<m,
atunci, folosind (11), avem:

1 1 1 1
|qka_pk|> = = = 2 9@~ Pm
9k + 9r+1 9 -1 + qm 9 -1 + An19m D+

ceea ce ar contrazice definitia lui yj.
In prima parte a demonstratiei am aratat cad, exceptind numerele

a=[ag; 2], luAnd un qeN" (in locul lui q,, ), existd o cea mai bund aproximare

X . . . N y . o
—% (deci o redusd a lui a ) cu yo<q. in cazul q=1, aceasti cea mai buni
Yo

ay +1

aproximare este 7w, sau si deci, 1) este o cea mai buna aproximare a lui o,

exceptand cazul cand cand q,=1, deci a=[ay; 1,...] . &
In continuare ne vom ocupa de dezvoltarea in fractii continue periodice a

numerelor irationale paitratice.

DEFINITIA 3.9. Fractia continua infinita [a;a,,...] se zice periodica
dacii existi heN" si keN cu a;=a .+ pentru fiecare n>k. Convenim si

notam o asemenea fractie continua cu [ gy Ax_1 Ak > Qi1 Aksnl -
Pentru asemenea fractii continue putem calcula valoarea mai simplu
decat ca limita a sirului de reduse.
Exemplu Fie o=l E] =[1;2,2,2,2...]. Avem o=[1;04], unde
o=[2;2,2,2,2...]7[ [2_] ].De asemenea o,=[2;0,], unde a,=a,;, deci o;=2+1/a,

adica a,°-20,-1=0, de unde a,=1+ \/E . Revenind la o, obtinem a=1+1/0,= \/E .
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In general, dacd o = [ag;a;,..,05_ 1,8, q;;], atunci
ou=[ay ;a5 0 gy ] =Oksn1 1, conform lui (6),
o = Pe1%n t Piea _ Pisn@ic + Pren-i
Q519 T 9k2  Gi+n@k T Divn1

Din a doua egalitate urmeaza ca oy este radacina unei ecuatii de gradul
doi cu coeficienti intregi :

Ao’ +Bay+ C=0
iar prima egalitate ne da
_ Tqk2%t Pro
41 —q

ay
de unde :
A(Pi2 - 0 Gia)’ + B(Piea -0t Qi2)(0 Qe — Piet) FC( Gt — Pict)” =0

deci si a este radacina a unei ecuatii de gradul doi cu coeficienti intregi.

DEFINITIA 3.10. Numerele irationale, ridacini ale unei ecuatii de
gradul doi cu coeficienti intregi (nu toti nuli), se numesc irationale patratice.
In anul 1770, Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) a demonstrat

urmatorul rezultat:

PROPOZITIA 3.11.(Lagrange) Un numir irational este pitratic
daca si numai daca fractia sa continui este periodica.

Demonstratie Am aratat deja ca orice fractie continud periodica este un
irational patratic. S& presupunem acum ca o este radacind a ecuatiei cu
coeficienti intregi Ax*+Bx+C=0, unde A=0 si 0<B>-4AC nu este patrat perfect.

Fie a=[ag;ay,...,a,.1,0,] . Cu relatia(6), avem

o= Ppa@®y + Py
9n1C%y t 4,2

si, deci,
A(pn—l 0vn—i_ pn—Z)2 + B(qn-l(xn+ qn—Z)(pn—l (Xn+ pn-l) +C( qn-lan + qn-2)2 = 0
adica a,, este raddcina ecuatiei Anx2 + B,x + C,=0, unde:

An = Aprzl—l + Bpn—lQn—l + quzl—l (12)
Bn = 2Apn71pn—2 + B(pn—IQn—Z + qn—lpn—Z) + ZcanQn—z (13)
Cn = Apiz + Bpn—an—Z + Cqs—Z (14)

Sa observam 1intai cd C,;=A,.;. Din (7) deducem ca p,.1qn.2+ Qu-1Pn-2 €StE
impar si deci B si B, au aceeasi paritate. Prin calcul direct se verifica si ca
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Bn2'4AnCn:(B2'4AC)( Pn-1Gn-2 + qn—lpn—2)2:B2'4AC~ (15)
Folosind insa faptul ¢ Ao’+Bo+C=0, relatia (12) se scrie:

An = Aprzl—l + Bpn—lQn—l + qu—] - qs—] (Aaz +Ba+ C) =

= APy —qn )+ B(Pyy =@ G, )G, =

=(Ppa—a g, AP, +@ q,,)+Bq,_,)
Cu ajutorul lui (11), vom avea
1

qn-1

|An| SqL|A(pn_1 ta Qn—l)+Bqn_1 |S ‘A(pn—l ta Qn—l)+Bqn—l‘ <
n

P P

i<l
q
Vedem de aici cé sirul de intregi A, ia un numar finit de valori si deci
Cuy(=A,.1) ia un numar finit de valori; in fine, din cauza lui (15), o, ia un numar
finit de valori. Rezulta ca pentru anumiti k, h, vom avea oy=0tp+1.

£|A| ta —a

+ 2|a|J +|B| < |A|(1 + 2|a|)+|B|

n—1 n—1

Este usor de dedus de aici cd a= ayip+1, k1= Axr14n+1 $1 prin inductie,

a,=a,p+  pentrun >k, deci fractia continua a lui o este periodica. M

Cele mai simple fractii continue periodice sunt cele pur periodice.(adica

cele pentru care aj=a,.; ). Fie deci a=[a,;a,,..,a,] o fractie continud pur

periodicd. Avem ag=a, ;=1 i o=[agay,...,a,,a], deci, folosind (6),
pna +pn—l e

o=———— adica:
qna +qn—1

9dn o + (dn-1~ Pn)0- Pp1 = 0.
Pentru trinomul f(x) = qnx2 +(qn-1-Pn)X-Pn.1, aVEmM
f('l) = (n- n-1 + Pn - Pn-1 > 0, f(O) = - Pn-1 <0.

P+\/B
o

, lar cealaltd radacind este

pP-ID P+D P-D
o

intre —1 si 0. Evident o este de forma

. Pentru un irational patratic o=—————, vom nota @ = —— si

0

il vom numi pe & conjugatul lui o..

DEFINITIE 3.12. Numarul irational pitratic a se numeste redus
daci o> 1, iar a € (-1, 0).
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Teorema care urmeaza a fost demonstrata in 1828 de Evariste Galois
(1811-1832), pe atunci elev.

PROPOZITIA 3.13. (E. Galois) Fractia continui a lui a este pur
periodica daca si numai daca este un irational patratic redus.

Demonstratie Am vazut mai sus ca orice fractie continua pur periodica
este un irational patratic redus (vom prescurta in continuare i.p.r). Fie o un i.p.r.

1 .~
Avem o) = >lsi ) =—=
a—a a-—ag

€(-1,0), cdci ag >1. Prin inductie, rezulta

ca o, esteip.r. pentru fiecare n. Stim ca fractia continud a lui o este periodica.
Daca nu este pur periodicd, atunci o =[dg;a),.,@j_1,Af s yiy ], UNde
Ak 17 At
Am vazut Insd cd oy =[ay.1; o] este i.p.r. si la fel este
Ot 1=[ken; Querne1[=[Akn; o]
o~ 1 1
Avemdeci @) =|a,_ +— | =a; +&— e(-1,0),
k
k

~ 1
Ay =gy +—= €(-1,0).
ay

.. 1 1 .
Deducem de aici ca a,_; € (— 1 _N_’__j si

1 1 . 1
Apyp €| —1=—,——| deci a=ay,=[-—1].
o O O
Am ajuns la o contradictie, deci a=[ay;a,,...,a,]. A

Ce se Intampla daca ,,rasturnam “ perioada unui i.p.r.?

PROPOZITIA 3.14. Fie o = [a,;a,,....,a,] si B=1[a,;a,_1>--ay]-

1
Atunci ¢ =——.

Demonstratie intrucit « =[ay;a,,...,a,,a], folosind (6), avem, dupa

cum am mai vazut,
qno'v2 + (4n-1-Pn) 0P =0. (16)
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Cum p=la,;a,,..a,, ], cu ajutorul propozitiei 6 se deduce,
analog,
. PatB’+ (@u1-Po)B-da = 0,
deunde  p,f° +(qy PB4, =0,

~ 1 1
- ﬂz [qn (_E)z + (qn—l — DPa )(_E) = P J =0
si, deoarece ecuatia (16) are o singurd radacina pozitiva, o = —LN . n

Cele mai simple irationale patratice sunt cele de forma JD , unde

DeQ, si \/B ¢Q. Fractiile lor continue, in cazul D>1, au proprietati
remarcabile:

PROPOZITIA 3.15. Fie DeQ, D>1, VD ¢Q. Atunci

VD =[ay;a,...,a,,2a,]
In plus, partea a,, a,,...,a, a perioadei este simetrica, adica a,=a,;., pentru
1<k<n.

Demonstratie Avem ag=[ \/B ] deci a=a,+ \/B >1si o =ay- \/B e(-1,0),

deci a este i.p.r. i [a]=2a,, deci o=[2a,;a,,...,a, ]. Deducem de aici ca :

VD =[ay;a,,..a,.2a,] si, inca, -agt D =[0;a,,...a,,2a,],

not 1
de unde p=——==a;a,,..,4a,,2a,]
. ) 1,2 0
Folosind propozitia 11, vom avea:

—% = [ZaO;an,...,al]:a0+\/52(1:[2a0;a1 yeees @y ]

de unde rezulta a,. | =ay.
Putem demonstra si reciproca:

Daca a=[ay;a,,...,a,,2a,], (a=1), unde a=a,. .k, atunci
1

0(—(10

otag=[2a4;4a,,....a,] si

=la;;a,,....,a,,2ay]=[a,;a,_,....a;,2a,] si,

din Propozitia 11, vom avea o+ag=(-atay), deci « =—-a, adicd in scrierea

a:PJM/Z,avem P+\/X:_P+\/Z,deundeP=0,deci a= Az [ |
0 0 0 0
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Pe noi ne intereseaza informatia pe care ne-o da Propozitia 3.15 despre
fractia continud a lui /D in cazul DeN, cu /D 2Q .
Exemple 1. Sa dezvoltam in fractie continud numarul o= \/g .
Avem  a=2, o,=1/+/5 -2=+/5 +2,
a;=4, a2=1/a1-a1=1/\/§—2:\/§+2=a1,
deci /5 =[2:4].
2. Sa gasim fractia continua a lui \/7 .
=2, 0,=1/(N7 -2)=( 7 +2)/3
a=4, 0,=3/(N7 -1)=3(7 +1)/6=( 7 +1)12
=1, 0=2/(\J7 -1)=2(J7 +1)/6=(J7 +1)/3
as=1, a=3/(J7 -2)=3(N7 +2)/3=7 +2
a=4, as=1/(J7 -2)=a,
deci 7 =[2;LL14].
Acest sir poate fi destul de lung:
\/ﬁ =[31;2,12,10,2,2,2,1,1,2,6,1,1,1,1,3,1,8,4,1,2,1,2,3,1,4,1,20,6,4,31,4,6,20,1,4,1,3,2,1,4,8,
1,3,1,1,1,1,2,1,1,2,2,2,10,12,2,62 ]

In continuare vom pune in evidentd un algoritm de dezvoltare a lui

o= \/B in fractie continua (cu De N"ai agQ).

. 1 .
Avem ap=[ \/B 1, deci \/5 =ay+—, deci
291
D+ D+b .
o= ! = \/_ ZO = \/_ L unde bi=a, si CIZD-ag >0 (deoarece
\/B —a, D - a (]
a=[D ).
. . . 1 .
Avem D—bg =c,;. Continudnd obtinem: a;=[a;] si o,=a;+— ,deci
o
1
= =
o —aq

150



B 1 3 c B cl(\/5+alc1 -b)) cl(\/5+alc1 -b))
\/B+bl \/5+b1 —a; D-(ac, —b)* D-bl-aict+2abg,
A NP

G
B \/B+alcl -b \/B+b2
1-a’c, +2ab, C,y

unde b,=a;c;-b; si cz=1-a12 c;+2a;b;.
Pentru neN, n>2, fie b,,=a,c,-b; si cn+1=cn_1-al2 c,t2a,b, si sd aratam

cd pentru n>2 :

(1)  D-bZ=c,c,

Vom proba (1) prin inductie matematica relativ la n>2.

Pentru n=2 avem D-b % :D—(alcl-bl)zzD—blz —a]2 c 12 +2a;b,c=
:cl—alz c 12 +2alblclzcl(1—al2 cit2a;b))=c;c,.

Sa presupunem ca pentru n>2 avem D-b ﬁ =Cy.1Cy- Atunci:
D-b ﬁ + =D—(ancn-bn)2 =D-b ﬁ -a ﬁ c ﬁ +2a,b,C,=Cp.1Cp-a ﬁ c ﬁ +2anbncn=cn(cn_1-aﬁ cyt

+2a,b,)=c,cn+; si astfel (1) este adevarata pentru orice n>2.
Sa aratam acum ca pentru orice n>1:

(2) o= %

cn
Dupa calculele de la inceput avem ca (2) se verificd pentru n=1, 2.
Daca presupunem ca (2) este verificata pentru n, atunci:

L 1 1 B Ch _cn(\/5+anc,, -b,)
| = = = = =
" Un = @_ \/B+bn —a,Cy D_(aﬂc” _b”)z
C, !
_ Chn (\/B+bn+1) — \/B+bn+1
CuCntl Cn

(am tinut cont si de (1) ), astfel ca (2) este adevarata pentru orice ne N.
In mod evident c,eN. Atunci b=a~= [ \/B ] < \/5 si astfel
0< \/B—bl <1, deci 0<( \/B-bl)/cl <1. Cum o,;>1 deducem ca (\/Ber])/cl >1.
Astfel 0<(+/D -by)/c, <1< (/D +b))le,.
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Sa ardtam acum ca pentru orice ne N:

(3)  0<(JD-by)/cy< 1< (D +by)cy.
(pentru n=1 (3) este adevarata datorita celor stabilite mai sus). Sa presupunem cé
(3) este adevarata pentru un anumit n i sd o probam pentru n+1.

D+b
Conform cu (2) avem u =a,, >1 astfelca:

|
\/B B bn+l _ D — b5+1 _ Cn _ Cn _ 1

! Cn+l (\/B + bn+l) \/B + bn+] \/B ta,c, - bn \/B — bn +a
c, "
o _D=-b,, - L N
de unde deducem ca 0 <—— = <I. (tinand cont si de ipoteza de inductie )
c

n+l

Astfel (3) este adevarata pentru orice neN.

Daci ¢,<0 pentru un anumit ne N, atunci din (3) deducem ca JD -b,<0
si /D +b,<0, deci 2 VD <0 — absurd!.

Deci ¢, >0 pentru orice neN",

in consecinta \/B -b,<c,< \/B +b,, deci \/B -b,< \/B +b, si astfel b,>0
pentru orice neN".

Din (3) deducem ca b,< \/B si astfel ¢,< \/B +b,<2 \/5 . Din observatia
de mai Inainte deducem ca numarul perechilor (b,, c,) este mai mic decat 2D.

\/5+bn

Astfel, printre termenii sirului o,,;=———— numai un numar finit

¢ n

dintre ei sunt diferiti, fiecare dintre acestia fiind mai mici decét 2D. Astfel cel
putin doi termeni ai sirului (o), sunt egali.

Deci exista k, seN ai k, s<2D si (4) ou=oy. Deoarece

1 . . .
a,, =——— pentru n>1, din (4) deducem ca oy =04+ $1 mMai general,
a, — [an]
0L =0, pentru n>k .
Astfel sirurile (oy,),51 $1 (ay)n> sunt periodice (caci a,=[a,] pentru n>1).
. D-b . . .
Fie (5) a, = L pentru n>1; tindnd cont de (1) deducem imediat
cn

1 .
cd a, =[——] pentru orice n>1.

n+l

n
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Mai mult, cum oy=0ay.s deducem ca «, =a,,,; sideci pentru k>1 avem

1 1 A .
a; =[—]=[——]=a;,, ;. Tindnd cont de relatiile o,=a,+
Xk Xhts X1

deducem ca oy ;=041 Repetdnd rationamentul anterior pentru k>2 obtinem ca

$1 0= O+

. . *
Ol-2=Olrs.2- Astfel ap=ay, §i a,=a, pentru orice neN .
Deducem imediat formulele:

R
a=a+—+..+r—+— §si —=a + +otb Tt —.
|a2 |as |0‘1 a |as—1 |a1 1
()
X1
1 . ..
Deoarece a;>1 si —- > 1 aceste ultime relatii ne dau :
a,
a=2a¢=2[VD ], a;=ay;, a;=ay,, ..., ag;=a;. (adica sirul a;, a,, ..., a; este

simetric)

Tinand cont ci dacd xeR si keN”, atunci [x/k]=[[x]/k] avem (conform

D +b, - WD1+b, o +b,
¢ c

Cc

cu relatiile (1)) : a;=[o,]=[ ], adica

n n n

ag+b .
—0 " ] pentru orice n>1.

n
Rezumand cele expuse mai inainte obtinem urmatorul algoritm de

dezvoltare a lui /D (cuDeN"ai. JD ¢ Q) 1n fractie continua.

Alegem aj=[ \/5 1, bo=1, co=1 si apoi construim sirurile (a,);>0, (by)nso $1
(cn)uzo cu ajutorul recurentelor :
ay+b

n—1 ]

n—l1

a,=[

a,=[
C

(6) by=ay.1Cn.1-bp-1 pentru n>1
_D-b,

c

Cn
n-1

Construim apoi sirul (b, ¢,), (b3, ¢3) si gasim cel mai mic indice s
pentru care b =b; §i cs=c;. Atunci \/B =[ay;a,,...,a,].

Observatie Conform unei teoreme a lui T. Muir (vezi O. Perron: Die
Lehre von den Kettenbriichen 1, Stuttgart 1954), daca numarul s de termeni ai

perioadei este par, atunci k=s/2 este cel mai mic indice pentru care by.;=by, pe
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cand daca s este impar atunci k=(s-1)/2 este cel mai mic indice pentru care
Ci+1=Ck-
Practic se procedeaza astfel:

Pentru a=\/5(cu DeN" ai. \/B #Q) alegem ao=[\/5], by=0, cy=1
si apoi construim prin recurenta sirurile (a,);>0, (bn)nxo $i (Cp)nzo cu ajutorul
formulelor:

Y
E s Ap1= [
Cra Cn-1

ay+b

n—1

(7) l:)n=an-lcn-l'bn-1’ Cn= ]’ pentru nx1.

Calculele se continua pana cand b,.;=b, sau pana cand c,,=c,.

Daca b,;;=b,, atunci vD =[ag; a15...y Ap1y Any Appy -.0527, 289] (adica
lungimea perioadei minime este para ).

Daca cpy=c,, atunci +D=[ay;aq....,q,,q,,..,a;,2a,] (adica
lungimea perioadei minime este impara ).
ND +b

Cy

Numerele b,, ¢, €N sunt cele din scrierea lui o,= L

Exemple 1. Fie D=1009 si a=+/1009 .
Avem  ai=[ VD J=[ V1009 =31, by=0, c;=1.

Conform recurentelor (6) sau (7) avem:

100957 1009317 _1009-961 _
Co 1 1

+b .
a1={a0 1}=[31+31}=1.Ap01:
c 48

1009 — b2 +b
by=a,¢,-b;=17, CZ:M:M,.&Z: 4o 2 _[31+17}_3
cy cy 15

b 1 :a()C()-b():a():?) 1 , C1=

48,

Aplicand din nou recurentele (6) si (7) gasim
1009 — b3

¢y

b3282C2-b2:28, C3= :1202.

Conform algoritmului descris mai inainte avem V1009 = [31;1,3,3,1,62],

_ 28 ++/1009

iar o 15
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2. Fie aeN, a>3, D=a%-2 si (x:\/B:Vaz -2.

Cum (a-1)*= a>-2a+1 < a2 < a’, deducem ci ag=[ Va’ —2 ]=a-1.
Deci, b;=aj=a-1,
c;=D-a é =a’-2-(a-1)*=2a-3,

I P U - U P A
Yl 2a-3 2a-3
Continudm by,=a;c;-b;=2a-3-(a-1)=a-2,

D-b; a*-2-(a-2)’ _4a-6_,
) 2a-3 2a-3

A ay +b, :{a—l+a—2}:{a_i}:a_2
cy 2 2
Apoi
by=a,¢,-br=(a-2)*-(a-2)=a-2;
D-b; a’-2-(a-2)* 4a-6
cy 2

anm ag+b; _|a-l+a-2 _q
s 2a-3
bs=asc3-b;=2a-3-(a-2)=a-1,

D-b; a*-2-(a-1)?*

C4= =
! c3 2a-3

a4_{a0 +b4}:{a—l+a—l}:2a_2.
Cy 1

in sfarsit,

Cr=

C3= =2a-3

1

D-bZ a*-2-(a-1)?
bs=a,c4-bs;=2a-2-(a-1)=a-1=b,, cs= s 4 l(a ) =2a-3=c,
C4

Din cele expuse mai inainte avem s=4 astfel ca:

Va’ -2 = [a-l;l,a—z,l,za-z].
Analog se obtine Va? +1= [a;%] si Va’+2 = [a;m] pentru orice

aeN.
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Observatie. Acest paragraf a fost redactat in cea mai mare parte dupa
lucrarea [10].

CAPITOLUL 11:
TEOREME DE REPREZENTARE PENTRU NUMERE INTREGI

§1 Reprezentarea unui numér natural ca suma de doud patrate de numere

intregi.

Pentru un numar natural n, prin d(n) vom nota numarul divizorilor lui n
iar prin d,(n) numarul divizorilor d ai lui n cu proprietatea ca d=a (4). Astfel,
di(n) reprezintd numarul divizorilor de forma 4k+1 ai lui n iar d;(n) numaérul

divizorilor de forma 4k+3 ai luin (keN).
Conform teoremei fundamentale a aritmeticii pe n il putem scrie sub

forma n=2%-n -n, cukeN, n,= [[p"iar n, = []q°.
p prim q prim
p=1 (4) ¢=3 (4)

In cadrul acestui paragraf vom da raspuns la urmitoarele chestiuni :
P,. Pentru care numere naturale n existi x, yEZ a.i. n=x"+y> (*).

P,. In caz ci pentru n fixat ecuatia (*) are cel putin o solutie atunci sa
se determine numarul tuturor solutiilor sale.
Observatie

Daca ecuatia (*) are o solutie (x, y) in NXN, atunci in Z XZ ecuatia

(*) va avea solutiile (£x, +y).
Astfel :

i) Dacd x=y=0 atunci cu necesitate n=0 si ecuatia (*) are o unicd
solutie: (0, 0).

ii) Dacd x+0 si y=0 atunci solutia (x, 0) din NXN genereaza patru
solutii in Z XZ si anume: (x, 0), (0, x), (-x, 0) si (0, -x).

iii) Dacd x=0 §i y#0 atunci solutia (0, y) din NXN genereaza de
asemenea patru solutii in Z XZ si anume: (0, y), (y, 0), (0, -y), (-y, 0).

iv) Dacd x#0, y#0 si x#y atunci solutia (x, y) din NXN genereaza opt
solutii in Z XZ si anume: (X, y), (¥, X), (-X, ¥), (¥, -X), (X, -¥), (-¥, X), (-X, -y), si
-, -x).
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v) Dacd x#0, y#0 si x=y atunci solutia (x, x) din NXN genereaza

patru solutii in Z XZ si anume: (X, X), (-X, X), (X, -X) si (=X, -X).
Aceastd observatie ne aratd cd atunci cand vorbim despre numarul de

solutii pentru ecuatia (*), trebuie sa specificim neaparat urmétoarele:

a) Daci este vorba de numarul de solutii din NXN sau din Z XZ.
b) Ce intelegem prin solutii distincte ? (altfel spus, daca solutiile (x, y)

si (y, X) pentru x=+Yy sunt considerate distincte sau nu) .
Pentru a nu crea confuzii in cadrul acestei lucrdri vom tine cont de

ordinea termenilor in cadrul solutiei (x, y) (pentru x+y) urmand ca atunci cand
nu tinem cont de lucrul acesta sa-1 mentionam expres.

Exemple 1. Ecuatia x*+y’=1 are dou solutii in NxN: (1, 0) si (0, 1)

pe cand in Z XZ are patru solutii: (1, 0), (0, 1), (-1, 0) si (0, -1).
Daca nu tinem cont de ordinea termenilor concluziondm céd ecuatia

x*+y*=1 are o unici solutie in NXN (pe (1, 0)) pe cand in Z XZ are doua solutii
(pe (1,0) si (-1, 0)).
2. Ecuatia x*+y’=2 are in NXN o solutie unici si anume pe (1, 1), pe

cand in Z XZ are patru solutii si anume : (1, 1), (1, -1), (-1, 1) si (-1, -1).
Daca nu tinem cont de ordinea termenilor concluziondm cad ecuatia

x> +y’=2 are in Z XZ trei solutii si anume : (1, 1), (-1, 1) si (-1, -1).
3. Ecuatia x*+y’=5 are in NXxN doui solutii: (1, 2) si (2, 1) pe cand in

Z XZ are opt solutii: (1, 2), (1, -2), (-1, 2), (-1, -2), (2, 1), (-2, 1), (2, -1), (-2, -1)
Daca nu tinem cont de ordinea termenilor concluziondm cad ecuatia

x*+y’=5 are o unica solutie in NxN (pe (1, 2)) pe cand in Z XZ are patru
SOlu!Zii: (17 2)9 (_13 2)7 (19 _2)9 Sl (_19 _2)

LEMA 1.1. Daca p este un numir prim de forma 4k+1, atunci

(55 =0 0.

Demonstratie Scriind ca

(p-1) !=(1~2-....~pT_1j~{p—+l~....~(p—l)} =

2

(251 [<p—1>-<p—z>-.---[p—p7'lﬂ

deducem imediat egalitatile modulo p :
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(p-1) !=(”T"1j 1 (pT—lj ':[(pT_lj !]2

Conform teoremei lui Wilson (p—l) ' +1=0 (p) astfel ca

(55) =0 61w

LEMA 1.2. Dacd pEN este un numir prim iar acZ af. pta, atunci
existi numerele naturale nenule x, y <\/; a.i. la o alegere convenabila a
semnelor + sau —sii avem ax £y =0 (p) .

Demonstratie = Daca m=[\/; ], atunci (m+1)2>p si consideram

multimea X={ax-y [0<x, y<m}. Cum |X|=(m+1)*>>p, rezultd ci existd doui
perechi diferite (x;, yi), (X2, ¥Y2)EX cu x>x, si plax;-y))-(axs-y,)=
=a(X1X2)~(y1-y2)-

Egalitatea x,=x, este imposibila, cici in caz contrar ar rezulta ¢ ply;-y,

(lucru imposibil caci 0 <y, y, < m <,/p <p). De asemenea, egalitatea y;=y,

este imposibild, cdci in caz contrar ar rezulta p|a(x;-x,), deci p|x;-x, — imposibil
(caci 0<xq, X, <m <,/ p <p).
Deci x=x;-x,EN* (dacd x<0, atunci notam X=X,-X;) s§i cum
y1-y2 €Z*, existd o alegere convenabild a semnelor + sau — a.i. y==+(y,-y,) EN*.
Cum x=x;-X,x; <m< \/; , deducem cd 0<x, y < \/; si astfel numarul
axtb (care la o alegere convenabila a semnelor + si — este egal cu
a(x;-x2)-(y1-y2)) se divide prinp. H

TEOREMA 1.3. (Fermat) Orice numar prim p de forma 4k+1 se
poate scrie ca suma péatratelor a doua numere naturale.

Demonstratie Consideram a = [pT_lj !'. Evident, aeN*si (a, p)=1.

Conform Lemei 1.2., exista o alegere convenabild a semnelor + si — a.i.
ax+y=0(p). Atunci azxz-yz:(ax+y)(ax—y)20(p) si conform Lemei 1.1. a2+120(p),
de unde deducem ca a2x2+x250(p) iar de aici ca (a2x2+x2)-(azx2-y2)=x2+y250(p),

adici putem scrie x*+y*=kp cu k€ N*,
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Cum x, y <\/; deducem ca x*+y” < 2p, adica kp <2p, deci k <2, adica

k=1 (cici x, yEN*). Deducem ci p=x’+y” si astfel Teorema lui Fermat este

complet demonstrati.m

COROLAR 1.4. Daci nEN* contine in descompunerea sa in factori
primi numai numere prime de forma 4k+1, atunci n se poate scrie sub

forma n=x’+y’ cu x, yeN.
Demonstratie Totul rezultd din Teorema 1.3. si din aceea cd un produs
finit de expresii de forma x™+y* este de aceiasi forma (conform identititii

(x2+y2)(22+t2) = (xz-i-yt)z-i-(xt—yz)2 ). |
Vom demonstra acum ca scrierea unui numar natural ca suma de doud

patrate de numere naturale este unica, dacd nu tinem cont de ordinea termenilor.
In fapt, vom demonstra o propozitie mai generala :

PROPOZITIA 1.5. Fie a, bEN. Dacid un numar natural prim p se

scrie sub forma p:ax2+by2 cu x, yEN atunci aceasti scriere este unica (cu

conventia ca in cazul in care a=b=1 si nu tinem cont de ordinea
termenilor).
Demonstratie Sa presupunem c¢d p are doud descompuneri:

p=ax"+by’= ax12 +by12 cux,y, X, yieN.

Atunci  p*=(axx,+byy,)*+ab(xy;-yx;)’ = (axx;-byy;)+ab(xy, +yx,)* si
cum (axx byy )(xy +yxi)=(ax*+by )xiyrt (ax] + by} Jxy=p(xiyrtxy)
deducem cd plaxx,+byy; sau p|xy,+tyx;.

Daca plaxx;+byy;, atunci din prima reprezentare a lui p deducem ca
xy;-yx;=0 si deci Xy, =yx; , p=axx;+tbyy , px=(ax2+by2)x1:px1, de unde x=x,
si atunci y=y;.

Dacd pl|xy,+yx;, atunci din a doua reprezentare a Iui p deducem ca
axx,-byy,; =0 si p’=ab(xy,+yx,)>, deunde a=b=1.

Vom avea deci p=xy;+yx, si xx;-yy;=0, de unde px=(x*+y*)y,=py,
adica x=y; si din p=x*+y’*= x12 + y12 , deducem ca y=x; (astfel ca in acest caz
descompunerile se pot deosebi doar prin ordinea termenilor). W

Observatii 1. Din propozitia de mai inainte deducem ca daca numarul
natural n poate fi reprezentat in cel putin doud moduri diferite ca suma de doua
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patrate de numere naturale (cu conditia sa nu consideram diferite descompunerile
ce se deosebesc numai prin ordinea termenilor), atunci cu necesitate n nu este
prim.

De exemplu, din egalititile 2501=1%+50’=10"+49> deducem ci
numarul 2501 nu este prim.

2. Daca numarul n are doar o singura descompunere intr-o suméi de
doua patrate de numere naturale, nu rezultd cu necesitate ca n este prim.

De exemplu, se demonstreaza cu usurintd cd numerele 10, 18 si 45 au

descompuneri unice sub forma 10=1>+3% 18=3%+37, 45=3%+6" si totusi ele nu
sunt numere prime ( se subantelege ca nu am tinut cont de ordinea termenilor).

Putem acum raspunde la chestiunea P; formulatd la inceputul
paragrafului :

TEOREMA 1.6. (Fermat-Euler) Un numair natural n (scris sub

forma n=2"nn, ca la inceputul paragrafului) se poate scrie sub forma

n=x’+y’ cu x, yEN daci si numai daci toti exponentii s din scrierea lui n,
sunt numere pare.
Demonstratie Revenim la scrierea lui n sub forma n:an1n2 cu keN,
r : s
m= [1p" sin, = [lq".
p prim q prim
pe (4) 4= (4)
Cum 2=1+17 iar conform Teoremei 1.3. fiecare factor prim p=1(4) din

scrierea lui n; se scrie sub forma xz-l-y2 cu x, yEN deducem imediat cd n; se
. .. . . M A . Ak .o
poate scrie sub aceiasi forma si aceiagi proprietate o va avea si 2'n; (adica

2%n, =7+ cu z, teN).

Daca presupunem ca fiecare exponent s din scrierea lui n, este par,
atunci In mod evident n2=m2 cu meN si atunci n=2kn1n2:
=(Z+H)m’ = (zm)*+(tm)*.

Reciproc, fie n€N ce se poate scrie sub forma n=x*+y” cu x, yEN si si
demonstram ca dacd q° este cea mai mare putere a unui numar prim g=3(4) ce
intrd in descompunerea in factori primi a lui n (de fapt a lui n,) atunci cu

necesitate s este par. Presupunem prin absurd c¢d s este impar. Dacd d=(x, y),

. o X . n . <
atunci d*|n si daci notim x, == si y, :Z, n, =— obtinem ci n, = x{ + yi
d d d?

cu (xg, yn=1.
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Conform presupunerii s este impar iar d” (prin care am impartit
egalitatea n=x’+y” ) contine eventual o putere pari a lui q, deducem ci q|n, si ca
q nu divide simultan pe x; i y; (sd zicem ci qty;).

Privind acum egalitatea n, = x{ + y{ in Z, deducem ca 0 = xi +yisi

2 2
cum am presupus cd qty; deducem ci 0=x12 ~(y1_1) +l1< (x1 oyl_l) =-1 de

-1
nde (—_lj: oo f .

q q

5 - -1
Insd in cadrul Capitolului 9 am stabilit ca [—lj :(— l)q A si cum
q

q=3(4) deducem ca qT—l este impar, astfel ca (_—lj = -1, absurd.

q
Deci s este par. Rationdnd inductiv deducem ca toti exponentii s din

descompunerea lui n, sunt pari si cu aceasta teorema este demonstratd. W

Pentru a raspunde la chestiunea P, de la inceputul paragrafului avem
nevoie sd reamintim anumite chestiuni legate de aritmetica intregilor lui Gauss.

Z[i]={a+bi | a, beZ}.
Se cunoaste faptul ca ( Z[i], +, -) este un inel comutativ in care

U( ZI[i], +, -) ={#1, +i}, precum si faptul ca elementele prime din Z[i] sunt (pana
la o multiplicare cu +1 sau +i ) urmatoarele :
1) 1+

2) Numerele prime p din Z cu p=3(4)
3) Numerele de forma a+bi cu a, b €N* si a>+b’=p, unde p este un
numar natural prim si p=1(4).

Reamintim c¢d descompunerea numerelor din Z[i] in factori primi este
unica (In ipoteza ca nu se tine seama de multiplicarile cu +1, +i, si de ordinea
factorilor).

Pentru z=a+bi€ Z[i] definim norma lui z prin N(z)=a*+b’. Evident, daci

N(z)=p cu p prim, p=1(4), atunci a#b (cici in caz contrar p=2a°=0(2) ).

161



Fie acum neN pe care il scriem sub forma n=2"n;n, cu keN,

ny= []p" iar n, = []q¢° . Atunci descompunerea lui n in factori primi in
p prim q prim
p () 43 ()
Zlipvafi: n=[(+if1-0)] - TIl(a+biXa=bi)] - [1¢° (undersis variaza
a*+b>=p q prim
p prim q=3 (4)

p=l (4)
o data cu p si q).
Tinand cont de unicitatea descompunerii lui n de mai inainte deducem

- - . o . . 2 2 . . e
cd fiecdrei reprezentdri a lui n sub forma n=u"+v = (u+iv)(u-iv) (cu u, v€Z) i
corespund pentru u+iv si u-iv descompuneri de forma :

(%) u+iv=i"-(1+i) (1—i)"21‘[[(a+bi)" (a - bi)? ]"Hqs‘
(x%) u—iv=i"-(1+i)2(1-i)" H[(a+bi)rz (a—bi)' ]‘Hqsz

cutef0, 1, 2, 3}, ki+ ky=k, ri+r=r1 si s;+s,=s.

Observam ca factorii primi asociati lui u+iv determind in mod unic
factorii primi ai lui u-iv (si reciproc).

De asemenea, fiecare pereche de numere complex conjugate (u+iv, u-iv)
cuu, vEZ dati de relatiile (%) si (* ) de mai sus verifica egalitatea n=u’+v*.

Observam de asemenea cd schimbarea i—-i nu afecteaza factorii reali q
astfel ca s;=s, iar s=2s; (tindnd cont de Teorema 1.6.).

Pentru alegerea lui t avem 4 posibilitati (caci t€{0, 1, 2, 3}). Pentru k;

lui u+iv factorii primi Gauss din descompunerea lui n in factori primi (in Z[i])
(unde produsul H(r + 1) se face dupa toti primii p=1(4) a.i. p[n).

Sa vedem cate dintre aceste asocieri sunt diferite.

Tinand cont de egalitatea 1+i=i‘(1-i), dacd avem un factor

(1+i)1(1-i)" atunci acesta devine
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i (l—i)k‘ (1—i)k2 =k (l—i)k‘+k2 =k (l—i)k astfel cd numarul cdutat este de

fapt 4 [[(1+7)=d(n) (cici n, = []p").
p prim p prim
r p=l (4)

p

n

Din cele de mai Tnainte deducem ca numarul total de solutii intregi ale
ecuatiei x+y*=n este 4d(n,).

Sa aratam acum ca d(n;)=d;(n)-ds(n).
Pentru aceasta sa observam ca numarul divizorilor impari ai lui n este
egal cu numarul termenilor sumei

Yoty e py a gl =
0<m; <r;
0<k;<s;
= H(1+p+..+pr)' H(1+q+...+qs) (e x %)
p/‘ n qé n
p prim q prim
p=l (4) q=3 (4)

Daca d|n, atunci este clar cd avem d=1(4) daca si numai dacd in (x % *)

t
Sk ; este par, In caz contrar avand d=3(4).
j=

Daca inlocuim pe q cu —1 atunci produsul [] (1 +q+...+ q“') este zero

q
q prim
q=3 (4)

n

chiar daca un singur exponent s este impar ; daca toti acesti exponenti s sunt pari
atunci H(l +q+..+q° )= 1 si astfel membrul drept din (%% %) devine

¢| n
q prim
q=3 (4)

H(l +p+..+ pr) astfel ca termenii dezvoltarii acestui produs sunt exact toti
pln
p=! (4)
divizorii lui n;. Pentru a obtine d(n;) fiecare termen trebuie sa fie numarat ca 1.
Acest lucru este usor de realizat dacd in (% % x) inlocuim in partea dreapta si pe

p cu 1, obtinand H(l+r). Dacé privim acum membrul stdng al egalitatii

P

P ‘ n
p prim
p=1 (4)

(* x %) dupa ce in partea dreaptd am inlocuit fiecare p cu 1 si fiecare q cu —1
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este clar ci fiecare d|n, d=1(4) este numarat ca +1 si fiecare d|n, d=3(4) este
numarat ca —1.

Astfel membrul sting din (% * *) devine d;(n)-d;(n) iar membrul drept

d(n;), de unde egalitatea d(n;)=d;(n)-d;(n).
Sumand cele expuse panad aici obtinem urmatorul rezultat ce include si
Teorema 1.6. (Fermat —Euler) :

TEOREMA 1.7. Fie neN* jar n=2"nn, (cu keN, n, = [[p’ si

pln
p prim
p=l (4)
n, = [[¢°) descompunerea lui n in factori primi.
q n
q prim
q=3 (4)

Atunci ecuatia x*+y’=n are solutie in Z daci si numai daci toti
exponentii s din descompunerea lui n, sunt pari.

Numirul solutiilor din ZxZ ale ecuatiei x’+y’=n este egal cu
4(d;(n)-d3(n)) unde d,(n) este numérul divizorilor d ai lui n cu proprietatea

ca d=a(4), a=1, 3.

Exemple 1. Daca n=1, atunci d;(1)=1 si dy(1)=0, astfel ca in ZXZ
ecuatia x’+y’=1 va avea 4(1-0)=4 solutii.

2. Dacd n=2, atunci d;(2)=1 si d,(2)=0, astfel ca in ZXZ ecuatia
x*+y*=2 va avea 4(1-0)=4 solutii.

3. Daca n=5, atunci d;(5)=2 si dy(5)=0, astfel ci in ZXZ ecuatia

x*+y*=5 va avea 4(2-0)=8 solutii. (Se confirmi astfel cele stabilite la exemplele
1)-3) de la inceputul paragrafului 1 ).
4. Am vazut mai inainte (Teorema 1.3.) ca daca p este un numar prim

de forma 4k+1, atunci existd x, yEN* ai. p=x’+y’.( cum d;(p)=2 iar dy(p)=0,

conform teoremei 1.7. ecuatia x*+y’=p va avea in ZXZ 4(2-0)=8 solutii. Se
reconfirma concluzia de la observatia de la inceputul paragrafului 1, cazul iv)).

In continuare vom prezenta o metoda de gisire a numerelor x, y atunci
cand se da p (metoda data de Lagrange 1n anul 1808, dupa ce, tot el demonstrase

in 1785 céd lungimea perioadei pentru functia continua a lui \/; este impard

pentru numerele prime p de forma 4k+1).
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Pentru aceasta sd ne reamintim ca la capitolul de fractii continue a fost
prezentat urmatorul algoritm de dezvoltare in fractie continud a unui irational

patratic a= JD:
Punem a, = [\/B ], bo=0, co=1 si apoi construim prin recurenta

2
a9 +b,, : D-b,,
Ayl :|: s bn+1 =a,cy _bn $1Cpy = .
Cutl n
Calculul se continua pana cand b,.;=b, sau c,+;=c, .
i) Daca b,=b, , atunci +D = ao;al,...,an,l,an,an,l,...,al,2a0] (adica

lungimea perioadei minime este para).

ii) Dacd cny=c, , atunci +D =l|ag;a,,...,a an,...,a1,2a0] (adica lungimea

b, +\/B

Cc

perioadei minime este impara).

Numerele b, si ¢, de mai sus sunt cele din scrierea lui o, =
n

- .. 2.2 o .
Sa trecem acum la rezolvarea ecuatiei x™+y™=p, cu p un numaér prim de

forma 4k+1 ( de exemplu in NxN).
Dupd cum am amintit mai sus, lungimea perioadei minime pentru

fractia continud a lui/ p este impara .

Deci /p = [ao;al,...,an,an,...,al ,ZaO].

Numarul «,,; = [an;a

n,l,...,al,ZaO,al,...,anJ are perioada simetrica, deci -

tindnd cont de Propozitia 3.14. de la Capitolul 10 - deducemcd «,,, -@,, =-1
(notatiile sunt cele de la Capitolul 10).
by + - b, —
Pe de altd parte, «,, = L\/; , Ay = L\/; astfel ci
Chnil Cn+l
obtinem
bn+] +\/; . bn+l _\/; 2

2
:_1c>bn+l tCp =P

C C

n+l n+l

si astfel (b, , cyiy) este singura solutie din NXN a ecuatiei x*+y*=p (evident
daca nu tinem cont de ordinea termenilor).

Exemplu Si se rezolve ecuatia x*+y*=1009 in NxN.
Evident, numarul p =1009 este prim de forma 4k+1.
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Avem  ay=31, by=0, c=1 si  apoi b, =aycy —by =31,

1009 - b}
01:_1:48’01{31%1}: ’
Co
1009 — b2
b2:alcl_bl:17: CZZMZIS’ a2:|:31+17:|:3’
) 15

Ty

by =a,cy — by =128, Qz%zﬁzcz.

Prin urmare suntem in cazul ii) astfel ca \/1009 = [31;1,3,3,1,6,2] si

_ 28++/1009
15
xX*+y’=1009 din NxN este (15, 28) (daci nu tinem cont de ordinea termenilor).

o asa incat 28’+15°=1009, deci in acest caz solutia ecuatiei

§2 Reprezentarea numerelor naturale ca suma de patru patrate de numere

intregi.

Scopul acestui paragraf este acela de a demonstra ca orice numar natural
poate fi scris ca suma a patru patrate de numere intregi.
Tinand cont de identitea lui Euler, potrivit careia daca x;, Xs, X3, X4, V1,

Y2, ¥3, Y4aEZ, atunci
2,2, 2,22, 2, 2, 2 2
Xy Xy +X3 +x4XJ’1 +yy +y;3 +y4)=(x1y1 XYy +X3)3 +x4y4) +
2 2
+(X1J’2 —Xp Y1t X3)y —x4y3) +(x1y3 X3Vt X4, —x2y4) +

2
+ (61 vy —Xg 01 + X205 —X33,)
pentru a demonstra cd un numar natural se scrie ca suma de patru patrate de
numere naturale, este suficient sa probam lucrul acesta pentru numere prime.

TEOREMA 2.1. (Lagrange) Fie p este un numar prim; atunci:

(1) Exista m si x;, X3, X3, 4N al m-p :xlz +x§ +x32 +xf

(1=m<p)

(2) Daca m este cel mai mic numar natural ce verifica (1), atunci
m=1.

Demonstratie Pentru a proba (1), sa consideram multimile :

X:{ : !

x=0, 1, 2,...,”—_} si
2
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-1
Y:{—xz—l x=0, 1, 2”7}

Sa observam ca elementele lui X si Y nu sunt congruente doua cite
doud modulo p (separat).

A . -1
Intr-adevar, daca existd x,x, € {O, 1,...,%} al. xl2 = x22 (modp)

cu X >X,; =pl|(X;-X;)(X;+X,) ceea ce este imposibil deoarece 1< x;+x, <p-1.
Analog se arata ca elementele lui Y nu sunt congruente doud cate doua
modulo p. Dacé notdm prin | X | numérul de elemente ale lui X modulo p, atunci
+1 +1 e
cum X[+ Y= pz pz =p+l>p, deducem ca exista

X, yE {1 2,.. 2_1} ail x=y’-1 (mod p), altfel zis existi meN a.i.

mp:x2+y2+ 1.
Clar

2
lszl(x2 +y2 +1)Si 2[}7—_1) +1|= p—l.p—1+i< p_1+i<p.
p p 2 p 2 P 2 P
Pentru a proba (2) s@ observam ca daca m este par, atunci sau toate x;-

urile sunt impare sau doua .
Daca toate x;-urile sunt impare, atunci egalitatea de la (1) se mai scrie

2 2 2 2
sub forma: | 2! X T B 2 Y X T (B :ﬂ.p iar cum
2 2 2 2 2

X|£X; §i X33X,4 sunt numere pare se contrazice minimalitatea lui m.
Daca numai x; $i X, sunt pare iar X3 $i x4 sunt impare, din nou se
contrazice minimalitatea lui m (caci din nou x;£X, §i X3+x4 sunt numere pare).
Analog daca x;-urile sunt pare.
Deci m trebuie sa fie impar.
Dacd m=1 nu avem ce demonstra.

Sa presupunem deci ca 3 < m<p.

-1 -1 . .
Alegem Y1, Y2, ¥3, Y4 al Xi=Yi (m)a - ~ < Yi < m2 s 1:13 29 39 4 $1

2
in mod evident y12 +y§ +y32 +yf =0 (m), deci mn :yl2 +y§ -i—y32 +y§

4 (m-1
pentru un anumit n. Mai mult, 0<n <— (—] <m.
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Evident, n # 0 (cdci in caz contrar ar rezulta y;= 0 pentru orice j=1, 2, 3,
4, ceea ce ar implica x;=0(m), j=1, 2, 3, 4, si deci

mp:x]2 +x§ -i-x32 +xi =0 mz), de unde p=0(m), ceea ce este imposibil
deoarece 3<m<p).
Deci n>1 si deducem imediat ca
minp = (62 +x3 32+ x2 fy? + 92 4 p2 42 )= 22 422 422 422, unde
Z) =N XYy F X33 Xy Ve 5 Za =X Yy T XV FX3Vs X4
Z3 =Xy — X3Vt X4Yy — XYy 5 Z4 T X1V4 —X4)1 HX0YV3 — X3,

-1 -1) .
Cum x:=y; (m), (— m2 <y < m2 j, i=1, 2, 3, 4, deducem cd m|z ,

j=2, 3, 4 si din egalitatea de mai sus rezulta ca m|z,.

2 2 2 2
. z z z z .
Avemdecica mp=|—| +| 2| +| =] +| =2 , ceea ce din nou
m m m m

contrazice minimalitatea lui m.(caci n<m).

in concluzie m=1 si totul este acum clar. m

§3. Alte teoreme de reprezentare a numerelor intregi

TEOREMA 3.1. (Erdos-Suranyi)

Orice numir KEZ se poate scrie intr-o infinitate de moduri sub
forma k=+1’+2%t...#m’ cu meN,
Demonstratie Facem inductie matematica observand ca este suficient sa
presupunem keN.
Observam ca 0=17+2% 3%+4°- 5% 6>+7°
1=1°
2=-1% 2% 32447
3=-1%4+2
4=-17-2%+3°
Sa presupunem acum ci pentru un kEN avem k=+17+2%+. .+ m’.
Cum (m+1)*- (m+2)*- (m+3)* +(m+4)>= 4, avem
k+4= £17 £ 2> +.. .+ m* + (m+1)’ - (m+2)> - (m+3)* + (m+4)* si astfel teorema
este demonstrata.
Infinitatea descompunerii rezulta din identitatea
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(m+1) - (m+2)” - (m+3)> + (m+4)* - (m+5)> + (m+6)> + (m+7)* - (m+8)* = 0 si
astfel in descompunerea lui k inlocuim pe m cu m+8 s.a.m.d. |

In legiturd cu alte tipuri de reprezentiri ale numerelor intregi
recomandam cititorului lucrarea lui Emil Grosswald : ,,Representations of

Integers as Sums of Squares”, Springer-Verlag, 1985.
Printre alte rezultate, in cartea respectiva se prezinta si urmatoarele:

TEOREMA 3.2. Un numir natural n se poate scrie sub forma

n=x’+y’+z’, cu x, y, zEZ daci si numai daci n nu este de forma 4" (8m+7)
cu k, meN.

TEOREMA 3.3. Numairul solutiilor intregi (x, y, z) ale ecuatiei

x*+y*+z’=n este dat de E\/;'L(L ) qln) Pln) , unde n=4"n, , (4{ny),
z

0 daca n, =7 (8)
q(n)=1427 daca n, =3 (8)
3.2 daca n, =1, 2, 5 sau 6 (8)

-1

)

b1

P)= 1 |1+ 3p 1o AL
Jj=1 V4 V4

p prim=3
p2 ‘ n

P(n)=1 daci n nu contine patrate), iar Ll(s,y)= m) m™®, cu
(P(n) tine p ) X X )

m=1

-4
;((m) = (_n] (simbolul lui Jacobi !).
m

Demonstratiile acestor teoreme fiind destul de laborioase am renuntat la
prezentarea lor in detaliu limitandu-ne doar la a le semnala. (cititorul interesat le

poate gasi in cartea citatd mai sus).

TEOREMA 34. (H.E.Richert) Orice numir natural n>6 se poate
scrie ca suma de diferite numere prime.
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Demonstratie Pentru a demonstra teorema lui Richert avem nevoie de
doua rezultate preliminare:
Lema 1. Fie m;, m,,... un sir infinit crescator de numere naturale

a.i. pentru un keN, (1) m;;; <2m; pentru orice i>k.

Presupunem ci existi acN si r, s, ;€N adf. s.;>my,, a.i fiecare
dintre numerele :
(2) atl, at2, ..., ats,.; este suma diferitelor numere din sirul m;, m,, ...,
Myyp .

Atunci fiecare dintre numerele:
(3) a+tl, at2, ..., ats, este suma diferitelor numere din sirul m;, m,, ...,

My, $i mai mult, s,>my; .

Intr-adevar, fie n un numar din sirul (3). Dacd n<a+s,; nu mai avem ce
demonstra deoarece conform ipotezei n este sumd de diferiti termeni ai sirului
my, My, ..., Miirg.

Sa presupunem ca n>ats.;.Cum s.;>my,,, avem n>a+l+my., , deci

n-my,>a+1, adicd numarul n-my,, este un termen al sirului (2) si in consecinta
se va scrie ca suma de termeni din girul m;, my, ..., my..;. Rezultd ca si n este
atunci suma de diferiti termeni din sirul m;, m,, ..., my,. Mai mult, tindnd cont

de (1) deducem ca m<2my,, si astfel s=s,;tmy>2my.;=my,.. Astfel
Lema 1 este probata.
Lema 2. Fie m;, m,,... un sir infinit de numere naturale a.i. (1) are

loc pentru un numir natural k, si existd sp, acN a.i. sp>my,; a.d. fiecare

dintre numerele

(4) a+l, a+2, ..., at+s, este suma de diferiti termeni din sirul m;, m,, ..., my.
Atunci orice numar natural >a se scrie ca suma de termeni ai

sirului m;, m,,...

intr-adevar, conform Lemei 1 (cu r=1, 2, ..., t, teN) fiecare dintre
numerele
(5) at+1, a+2, ..., ats; se scrie ca suma de termeni din sirul m;, m,, ..., My, Cum

insa s>s. 1, 1=1, 2, ...t, observam ca pentru orice numar natural n exista un numar

natural t a.1. n<a+s,.

in consecintd orice numir natural n>a este unul dintre termenii sirului
(5) cu t convenabil ales si astfel va fi suma de diferiti termeni din sirul m;, m,, ...

Cu aceasta Lema 2 este si ea probata.

Sa revenim acum la demonstratia teoremei.

Fie m=p; cu i=1, 2, ...(p-fiind al i-ulea numar prim). Conform
Corolarului 3.21. de la Capitolul 7, numerele m; verifica conditiile Lemei 2 (cu
a=6, so=13, k=5). Aceasta deoarece 13=pg si fiecare dintre numerele 7, 8, ..., 19
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se scriu ca suma de diferite numere prime, <ps=11 dupa cum urmeaza: 7=2+5,
8=3+5, 9=2+7, 10=3+7, 11=11, 12=5+7, 13=2+11, 14=3+11, 15=3+5+7,
16=5+11, 17=2+3+5+7, 18=7+11, 19=3+5+11.

Teorema rezultd acum ca o consecintd imediatd a Lemei 2. B

COROLARUL 3. 5. Orice numir natural n>10 se poate scrie ca
suma de diferite numere prime impare.

Demonstratie Intr-adevir, daci alegem m;=p;,; atunci conditiile Lemei 2
de la demonstratia Teoremei 3.4. sunt satisfacute (cu a=9, s¢=19, k=6), deoarece
19=pg=m; , deci sy=mg,; $i mai mult, fiecare dintre numerele 10, 11, ..., 28 se

scriu ca sumd de diferite numere prime impare, <mg=19 dupd cum urmeaza:
10=3+7, 11=11, 12=5+7, 13=13, 14=3+11, 15=3+5+7, 16=5+11, 17=17,
18=5+13, 19=3+5+11, 20=7+13, 21=3+5+13, 22=5+17, 23=3+7+13, 24=11+13,
25=5+7+13, 26=3+5+7+11, 28=3+5+7+13.

Observatie: In lucrarea A. Macowski, Partitions into unequal primes
din Bull. Acad. Sci. Sér. Sci. Math. Astr. Phys., 8(1960), pp. 125-126 se
demonstreaza urmatoarele rezultate :

TEOREMA 3.6. Orice numar natural n>55 se poate scrie ca suma
de diferite numere prime de forma 4k-1.

TEOREMA 3.7. Orice numir natural n>121 se poate scrie ca suma
de numere prime de forma 4k+1.

TEOREMA 3.8. Orice numir natural n>161 se poate scrie ca suma
de numere prime de forma 6k-1.

TEOREMA 3.9. Orice numir natural n>205 se poate scrie ca suma
de numere prime de forma 6k+1.

Sa mai amintim si un rezultat al lui L. Schnirelman:

TEOREMA 3.10. (Schnirelman) Existi un numair natural s a..
orice numéir natural mai mare sau egal cu 2 se scrie ca suma a cel mult s
numere prime (nu neaparat distincte).

Cititorul poate gisi demonstratia acestei teoreme in lucrarea [21,
pp-107] (preluatd dupa articolul original al lui Schnirelman: Uber additive
Eigeenschaften von Zahlen din Math. Ann. 107, 1933, pp. 649-690).

in lucrarea lui Vinogradov: Representation of an odd number as a
sum of three primes din Comptes Rendus (Doklady) de I’Academie de
Sciences de I’ URSS , nr 15, 1937, pp. 191-294, se¢ demonstreaza (din pacate
neelementar ):

171



TEOREMAZ3.11. (Vinogradov) Orice numar natural impar suficient de mare

se scrie ca suma a cel mult trei numere prime.

Din Teoremele lui Schnirelman si Vinogradov deducem imediat:
COROLARUL 3.12. Existd ny, €N, ny>2, ai. orice numéir natural

n, n=>n, se scrie ca suma a cel mult patru numere prime.

Observatii 1. Shapiro si Warga in lucrarea: On representation of large integers
as sums of primes din Comm. Pure Appl. Math, 3, 1950, p. 153 demonstreaza
elementar un rezultat mai slab: orice numar natural suficient de mare se scrie
ca suma a cel mult 20 de numere prime.

2. Rafinand procedeul lui Schnirelman, Yin Wen-Lin, in lucrarea Note
on the representation of large integers as sums of primes din Bull. Acad.
Polon. Sci. cl IIL, 4, 1956, pp. 793-795 demonstreaza elementar ca orice numar
natural suficient de mare se scrie ca suma a cel mult 18 de numere prime.

3. Sa reamintim aici $i o conjectura a lui Goldbach: orice numar
natural par mai mare sau egal cu 4 se scrie ca suma a doud numere prime.

Dacé aceasta conjecturd ar fi adevarata (lucru neprobat pand acum)
atunci ar rezulta cd orice numir natural mai mare sau egal cu 2 se scrie ca
suma a cel mult 3 numere prime.
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CAPITOLUL 12:
ECUATII DIO PHANTICE

In cele ce urmeaza prin ecuatie diophantica intelegem o ecuatie de

forma f(x,...,x,)=0 cu feZ[X,,...,X,].
A rezolva o astfel de ecuatie diophantica revine la a gasi toate n-uplurile

(ay,...,a,)€Z" pentru care f(a,,...,a,)=0.
Observatie Denumirea de ecuatii diophantice provine de la numele
matematicianului grec Diophante (aprox. secolul III era noastra ).

§1.Ecuatia ax+by+c=0, a,b,ceZ (1)

LEMA 1.1. Ecuatia (1) are solutie in 7Z dacd si numai daca
d=(a, b) | c.

Demonstratie In mod evident, daci x, yeZ a.i. ax+by+c=0, atunci cum

¢ = -ax-by deducem ca d | ¢ < c=dt cute”.
Reciproc, sa presupunem ca d|c. Atunci din algoritmul lui Euclid

deducem ca exista x;, y;€Z a.i. d=ax,tby;.
Atunci ¢ = dt =(ax; + by)t = a(x;t) + b(y;t) < a(x;t) + b(y;t)-c = 0<
< a(-xt)+b(-y t)+c=0, adica (-x,t, -y,t) este solutie a ecuatiei ax + by +c=0.m

LEMA 1.2. Daca (a, b) =1 iar (¢, yo) este solutie particulara a
ecuatiei (1), atunci solutia generalid din Z a acestei ecuatii este dati de
x=x,-kb si y=y,t+ka , cu keZ.

Demonstratie Daci x=xo-kb si y=yotka (cu (X, yo)€Z’ solutie

particulara a lui (1) si keZ), atunci axtby+c=a(xy-kb)+b(yotka)t+c=
=ax,t+by,+c-abk-+abk=0.

Fie acum (x, y)eZ” a.i. ax+by+c=0.
Atunci axytbyy=ax+by < a(xo-x)=b(y-yy). Cum (a, b)=1 deducem ca

aly-yo, adica y-yog=ka (cu keZ) < y=yytka. Deducem imediat cd a(x,-x)=bka, de
unde x=xy-kb. W

COROLAR 1.3. Fie a, b, ceZ aAd. d=(a, b)|c, a=da’, b=db’, c=dc’.
Daci (xo, yo)€Z” este o solutie particulard a ecuatiei a’x+b’y+c’'=0,

atunci solutia generala a ecuatiei (1) este dati de x=x¢-kb’, y=y,+ka’ cu keZ.
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Observatie Tinand cont de Lema 1.2. si Corolarul 1.3. deducem ca
atunci cand suntem pusi in situatia de a rezolva o ecuatie diophanticd de forma
(1) (in cazul in care d=(a, b)*c ) este recomandabil sd impartim ambii membrii
ai ecuatiei prin d, transformand-o astfel in ecuatia echivalentd a’x+b"y+c'=0 (cu
a’=a/d, b’=b/d, ¢’=c/d ). Cum (a’, b")=1, forma generald a solutiilor ecuatiei

a’x+b"y+c'=0 este data de Lema 1.2.

Sé prezentdm acum un procedeu de a gasi o solutie particulara (X, yo) a

ecuatiei (1) (cu a, b, ceZ, (a, b)=1). Pentru aceasta vom dezvolta numarul
rational a=a/b in fractie continua. Pastrand notatiile de la Capitolul 10 (de Fractii
continue), observam ca ultima redusa p,/q, a lui a este chiar p,/q,=a/b=a..

Tinand cont de Propozitia 3.3. de la Capitolul 10 putem scrie:
P Paoa (D" @ puy (D"
9o Gut Dndn D Gu 4n9am
de unde (prin inmultire a ambilor membrii ai ultimei egalitati cu (-1)" ¢)

a[(-1)" € 4] + b[(-D)™" ¢ ppi] + ¢ = 0.

Deducem ci Xg=(-1)" ¢ qu.1 i Yo=(-1)""" ¢ py.; este o solutie particulari a
ecuatiei (1).

Conform Lemei 1.2. solutia generala a ecuatiei (1) va fi atunci
x=(-1)" ¢ qu.i-bk si y=(-1)""' ¢ p,.; +ak cu keZ.

<aq,, —bp, + (—l)rH =0

Exemplu Sa se rezolve ecuatia diofantica (*) 317x+182y+94=0
Avem a=317, b=182, c=94 si se observa ca (a, b)=1, astfel ca ecuatia (*)
are solutie in Z* (conform Lemei 1.2.).
Pentru a gasi solutia generald a ecuatiei (*) sd gasim o solutie
particulara (X, yo)eZ2 a ecuatiei (*).
Prin calcul direct gdsim urmatoarea dezvoltare in fractie continua a lui
317 317

o=——:——=[151,2,1,6, 1, 5].
182 182

Redusele o = % se obtin completand de la stanga la dreapta tabelul:
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1 1 2 1 6 1 5

a (a0) (@) (a2 (a3) (ay) (as) (as)
p 11 2 5 7 47 54 317
q 01 1 3 4 27 31 182
Deducem ca o = Pe _317 , adica n=6.
q, 182

O solutie particulard va fi xo= (-1)" ¢ qu.1 = (-1)® -94-qs = 94-31 = 2914,
Vo= (-1)""¢c pp1 = (-1)7-94-ps = -94.54 = -5076

Astfel, solutia generald a ecuatiei (*) va fi x=2914-182k,
y=-5076+317k, cu keZ.

§2.Ecuatia xX’+ y*=7* (2)

in primul rand trebuie observat ci daci tripletul (x, y, z)

de numere intregi verifica ecuatia (2), atunci aceeasi ecuatie va fi satisfacuta

de orice triplet de forma (Ax, Ay, Az), unde AeZ si reciproc.

De aceea, pentru a gési toate solutiile ecuatiei (2) (constand din numere
diferite de zero) este suficient sa gasim (solutiile (X, y, z) pentru care numerele X,
y, z sunt relativ prime (adica nu au nici un divizor prim diferit de 1)).

Este clar ca daca intr-o solutie (X, y, z) a ecuatiei (2) doud dintre
numerele X, y, z au un divizor comun A = %1, atunci si cel de al treilea numar se
divide cu A.

De aceea ne putem restrange la solutiile ce constau din numere relativ
prime doua cate doua, pe care le vom numi solutii primitive.

Daca (x, y, z) este o solutie a lui (2), atunci in mod evident si (y, X, z) este
solutie.

Pe de alta parte, dacd (X, y, z) este solutie, atunci X sau y este par (céci
daca x §i y ar fi impare atunci x*+y” ar fi de forma 4k+2, pe cand patratul unui
numar intreg nu poate fi decat de forma 4k sau 4k+1).

in plus, este evident ca daca (x, y, z) este solutie, atunci si (£x, ty, +z)
vor fi solutii.
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LEMA 2.1. Orice solutie particulara (x, y, z) de numere naturale
(cu n par) a ecuatiei (2) este de forma x=2mn, y=m2-n2, z=m’+n’ cu m, neN
si n<m, (n, m)=1 iar m, n au paritati diferite .

Demonstratie Identitatea (2mn)*+(m*-n”)’=(m*+n’)’ arati ci numerele
de forma din enunt sunt solutii ale ecuatiei (2) cu x par. Daca X, y, z au un
divizor comun A > 2, atunci A divide si numerele 2m’=(m*+n*)*+(m*-n?)*
2n2:(m2+n2)2- (mz_nz)z ]

Rezultd ca A=2 (cdci (m, n)=1). Insa atunci m® si n® sunt simultan pare
sau impare, ceea ce este imposibil céci prin ipotezad m si n au paritati diferite.
Deci solutia din enunt este primitiva.

Reciproc, fie (X, y, z) o solutie primitiva a lui (2) cu x, y, ze N iar x=2a.

Atunci y si z sunt impare, deci numerele z+y si z-y sunt pare (fie
z+y=2b, z-y=2c).

Orice divizor comun al lui b si ¢ divide pe z=b+c si pe y=b-c, de aceea
A==1, astfel ca (b, ¢)=1.

Pe de altd parte 4a’= x*=z*- y*=4bc, de unde a>= bc, adica b =m’ si
c=n’ (m, neN) iar de aici a>=m’n*<a=mn, deci x=2a=2mn, y=b-c=m’-n’ iar

2, 2 v v
z=b+c=m™n" (se observa ca n<m). W

COROLAR 2.2. Solutia generald a ecuatiei (2) este x= 2r-mn,

y=r (m*-n?), z=r (m*+n’) cur, m, neZ.

§3. Ecuatia x*+v*=z* (3).

In cadrul acestui paragraf vom demonstra un rezultat ceva mai
general si anume:

LEMA 3.1. Ecuatia x*+y*=z? (4 ) nu are solutiiin Z".
Demonstratie Si presupunem ci ar exista o solutie in Z" a ecuatiei (4).

Putem presupune in mod evident ci aceasta solutie consta din numere din N,

Cum orice multime nevidd de numere naturale are un cel mai mic
element, atunci printre solutiile ecuatiei (4) existd una (x, y, z) cu z minim.(vezi
Teorema 4.5. de la Capitolul 1).

Analog ca in cazul ecuatiei (2) se aratd cd x sau y trebuie sa fie par ; sa
presupunem ca x este par.

Cum ()(2)2-1-(y2)2:z2 jar x%, y2 si z sunt naturale ( si pot fi presupuse
relativ prime ), atunci conform celor stabilite la §2. existd numerele naturale m,
n, m>n, relativ prime si de paritate diferita a.i. x’=2mn, y’=m’-n’ §i z’=m’+n’.

176



Dacd m=2k si n:2k+13y2:4(k2—12—1-1)+3, ceea ce nu se poate (caci y2
trebuie sa fie de forma 4k sau 4k+1).

Rezulta ca m este impar iar n este par.

Fie n=2q; atunci x’=4mn asa c¢i mq=(x/2)>. Cum (m, n)=1 deducem ci
m=z,>,q=t" cu (z,,t)=1 si naturale.

In particular, observam ca y2 = (2~ (26 + yz = (2"

Aplicand din nou cele stabilite la §2 deducem ca exista a, be N*, a>b,
(a,b)=1 si de paritati diferite a.i.

2t*=2ab < t*=ab

Cum (a, b)=1 iar t*=ab deducem ci a=x,’, b=y, si atunci x,*+y,*=z,.
Deducem ca (x4, yi, z1) este o solutie a lui (4) si conform alegerii lui z ar

: 2 2 2
trebuicaz,>z< z,"°>z< m>m +n°, ceea ce este absurd. W

COROLARUL 3.2. Ecuatia (3) nu poate avea solutii (x, y, z) cu X, y,

*

ze”Z .

Observatie Ecuatia (3) este legata de ceea ce 1n teoria numerelor a fost
cunoscuta sub numele de Marea teorema a lui Fermat (desi corect ar fi fost sa fie
numitd ,,Marea Conjectura a lui Fermat™! ):

Daci n 2 3 atunci ecuatia x"+y"=z" nu poate avea solutie nenula in Z

(in sensul ci xyz # 0). (Evident, este suficient sa presupunem ca n este prim).
Pentru n=4 am vizut mai sus ci ecuatia lui Fermat x*+y’=z' nu are

solutii in Z” (Corolarul 3.2.).

Printre hartiile lui Fermat a fost gasita demonstratia teoremei numai
pentru cazul n=4 (interesant este ca aceasta este singura demonstratie a unui
rezultat de teoria numerelor care s-a pastrat de la Fermat ! ).

In ce priveste cazul general, n>4, Fermat a notat ( pe marginea unei
pagini din ,,Aritmetica” lui Diophant ) ca a gasit ,,0 demonstratie cu adevarat
minunatd” a acestui fapt, dar ,,aceastd margine este prea ingustd pentru a o
cuprinde”.

Cu toate eforturile multor matematicieni, aceastd demonstratie nu a fost
gasita si este Indoielnic ca ea ar fi existat in general!.

Mai mult, numai pentru n=4 s-a reusit sa se dea o solutie elementara.

Astfel se explica de ce specialistii in teoria numerelor au fost convinsi
de imposibilitatea demonstrarii Marii teoreme a lui Fermat prin procedee
elementare.
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Paradoxul constd totusi in aceea ca in toate cazurile in care Fermat a
afirmat categoric cd a demonstrat o afirmatie sau alta, ulterior s-a reusit a se
demonstra aceasta afirmatie.

Cel care a reusit sd demonstreze conjectura lui Fermat este
matematicianul englez Andrew Wiles de la Universitatea din Princeton (S.U.A).
De fapt acesta a demonstrat o altd conjectura (asa zisa conjectura a lui Taniyama-
Weil) din care conjectura lui Fermat rezulta ca un corolar.

Din pacate demonstratia lui Wiles este destul de dificila, ea neavand un
caracter elementar, limitand astfel accesul la intelegerea ei pentru un foarte mare
numar de matematicieni.

Celor care poseda cunostinte solide de aritmetica geometriei algebrice le
recomandam lucrarea lui A.Wiles din care rezultda conjectura lui Fermat (daca

X,y,z€Z,p >3 este numdr prim a.i. x*+yP=zP, atunci xyz=0):

A.Wiles: Modular Elliptic Curves and Fermat’s Last Theorem, Annals of

Math, vol. 141, pp. 443-551, 1995.

§4 Ecuatii de tip Pell: x>-Dy’=+1 (DeN) (5)

Ca si in paragrafele precedente, pentru a rezolva ecuatia (5) in Z este
suficient sa gasim solutiile sale x, ye N,
Dacid D=n’ cu neN’, atunci (x-ny )(x+ny)=1 si se arati imediat ci
aceastd ecuatie nu are solutii x, y eN",
Bﬁméne deci si ne ocupam doar de cazul DeN’si D el
In Capitolul 10 (Propozitia 3.15) am vazut cad fractia continud a lui
\/B este de forma :\/B:[ao;al,...,an,Zao], adica
\/B:[ao;al,...,an,ao +\/B] , de unde \/B = p,,(ao +\/B)+p”’] iar de aici,
P (ao + \/B)JF qn-1
Dq, +\D(q,ay +q,1) = (Pyaq + puy)+ PuVD .
Cum /D el, deducem ¢ Dqy=psao+ Ppt §i Pr=ndo + Go.1.
Atunci py = Dq; = (@0 + Go-)Pa- (Podo + Poct)n = ~(daPut = Pollnct) =
=(-D)™",adica p2-Dq} =(-D"".
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Aceasta ultima egalitate ne sugereaza :
LEMA 4.1. Toate solutiile ecuatiei (5) sunt date de reduse ale lui

VD.

Demonstratie Egalitatea p,zl - Dqﬁ = (-1)""! riméne adevarata si daca
in locul lui n punem k(n+1)-1 (deoarece nu este nevoie s consideram cea mai
scurta perioadd ) :

(%) p,f(,,m_l —Dq,f(n“)_1 = (=)D ceea ce ne aratd ca o infinitate
de reduse ale lui v/D ne dau solutii pentru ecuatia x*-Dy*=+1.

Fie acum p, qeN" ai. [p-Dg’=1. Vrem sa demonstrim ci p/q este o
redusd a lui VD .

Sa presupunem prin absurd ca p/q nu este o redusa a lui JD .
Atunci conform observatiei de la Propozitia 3.7. de la Capitolul 10,

existd o redusa py/qx a lui JD cu:
4D -pul<lav/D -p| si qi<q.
Avem  |qevD +py/<2qi VD +pi-Darl<2(q-1) D +a VD -p=2q VD -
-2 JD -lq JD -pN<2q JD -lq VD -pI<lq \/B+p|, de unde rezulta ca:
0< | pi—Dg, FlaVD -piaVD +pd<lg?D-pl=1 . ceea ce este

absurd.
Rezultd deci ci toate solutiile ecuatiei x*-Dy’=+1 sunt date de reduse

ale lui \/B .

Fie acum p,f - Dq,f =11 o astfel de solutie.

Avem /D =[ag;ay,..., &, O]
Stim ca oy este un irational patratic redus care satisface ecuatia:
2 _ _ 2 2
Ak+1X + Bk+1X + Ck+1_03 unde Ak+1_ Pr — Dqk ==1.

inplus, B kz 1 “4Ak:1Ci1=4D si By este par.
B . L. . -
Rezulta ak+1=%+\/5 si cum oy este irational patratic redus

avem oy =apt v D sideci [2ay;a,,...,a;] este o perioadd a lui v D , deci toate

solutiile ecuatiei (5) sunt de forma (*).H
Observatie Este de retinut algoritmul de gasire a solutiei xg - Dyé =1,
cu cele mai mici X $i y, naturale nenule:
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[ag;ay,...,a,] dacd perioada minima are lungimea para

[ag;ay,...,an,2a0,a1,...,a,] daca n este par (adica perioada este impara ).

Sa remarcam si faptul ca dacd lungimea perioadei lui JD este para,
atunci ecuatia x>-Dy’=-1 nu are solutii.
Exemple : a) Ecuatia x*-7y’=1.

Avem: \/_ [2; 1,1,1,4 P —=[2;1,1,1]=8/3, deci x¢=8 si y,=3.
q3
b) Ecuatia x*-13y’=-1.

Avem: V13 = [3LLLL6L, 24 =18/5, deci x,=18 i yo=5.
q4

Sa mai notam faptul ca ecuatiile de forma x*-Dy*=m cu D, meZ sunt
cunoscute sub numele de ecuatii de tip Pell (desi Pell nu s-a ocupat de studiul
unor astfel de ecuatii, aceastd greseala de denumire datorandu-se lui Euler ).

§5. Ecuatii de tipul ax* + by’ + ¢z’=0, cu a, b, ceZ.(6)

In cadrul acestui paragraf ne vom ocupa de rezolvarea ecuatiei

diophantice (6), unde a, b, ceZ sunt libere de patrate (adicd nu contin in
descompunerea lor factori de forma d * cu d prim), iar (a, b)=(b, c)=(c, a)=1.

In mod evident, dacd a, b, ¢ >0 sau a, b, ¢ <0 atunci ecuatia (6) are
solutie triviala x=y=z=0. Prin urmare vom presupune cd a, b, ¢ nu sunt simultan
negative sau pozitive.

- . - . - A 2 v e
Dacd m, neZ, vom scric m R n daca existd xeZ a.i. x’=m(n), (adici m
este rest patratic modulo n).

TEOREMA 5.1. (Legendre ) Fie a, b, ceZ, libere de pitrate, oricare
doua relativ prime, neavind toate acelasi semn.

in aceste conditii ecuatia axz+by2 =z* (7) are o solutie netriviala daca
si numai daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

@) -abRc

(ii) —-acRb
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(iii) -bcR a

Este preferabil sa demonstram teorema lui Lagrange sub urmatoarea
forma echivalenta :

TEOREMA 5.2. Fie a, b numere naturale libere de patrate. Atunci
ecuatia ax’+by*+cz’=0 are o solutie netriviali intreagi daci si numai daci
urmaétoarele conditii sunt indeplinite :

@) aRb

(ii) bRa

(iii) —(ab/d*) R d , unde d=(a, b)

Intr-adevir, sa presupunem ci Teorema 5.2. este adevirata si si considerim
ecuatia ax’+by*+cz’=0 cu a, b, ¢ ca in enuntul Teoremei 5.1. (si presupunem
cd a, b>0, iar ¢<0 ). Atunci —acx’-bcy’-z*=0 satisface conditiile din Teorema
5.2. Daca (x, y, z) este o solutie netriviald, atunci, deoarece c este liber de

patrate, ¢/z. Punand z=cz’ si simplificAnd ajungem la o solutie netriviala
pentru (5). Lasam ca exercitiu probarea faptului ca Teorema 5.1. implica
Teorema 5.2..

Sa trecem acum la demonstrarea Teoremei 5.2..
Daca a=1 totul este clar. S& presupunem cd a>b (cdci dacd b>a
schimbam pe x cu y, iar daca a=b atunci —1 este patrat modulo b, si se verifica

imediat ca existd r, seZ a.i. b=r" +s’; in aceste conditii o solutie a ecuatiei (6) va
fix=r,y=s, z:r2+sz).

Si construim acum o noud formd Ax’+by’=z’ satisficand aceleasi
conditii ca In enuntul Teoremei 5.2., 0<A<a si a.i. daca forma astfel construita
are o solutie netriviald, atunci acea solutie verifica si forma din enuntul Teoremei
5.2.. Astfel dupa un numar de pasi, schimband de fiecare datd pe A cu b dacd
A<b ajungem la unul din cazurile a=1 sau a=b care au fost deja discutate.

Iata cum ajungem la aceste cazuri .

Conform cu (ii), exista T, ceZ a.i. (8) c’-b=aT=aAm’, cu A, meZ, A
liber de patrate, iar |c| <a.

Sa aratdm ca 0<A<a.

Intr-adevir, din (8) deducem cd 0<c*=aAm*+b <a(Am’+1), adica A>0.

Cum b este liber de patrate deducem ca A>0. Mai mult, din (8) deducem
cd aAm’<c’<a’/4 astfel ci A<Am® <a/4<a. Si ardtdim acum cd A R b.

Fie b=b;d, a=a;d, cu (a;, bj)=1 si sd observam ca (a;, d)=(b;, d)=1
deoarece a si b sunt libere de patrate. Atunci (8) devine:

(9) ¢*-b,d=a,dAm’ si cum d este liber de patrate deducem ca d/c.

Punénd c=c,d si simplificand obtinem :
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(10) d ¢{ -b;=a;Am”.

Atunci Aalmzz-bl (d) sau Aalzmzz—albl (d).

Insa (m, d)=1 deoarece din (10) deducem ca in caz contrar un factor
comun al lui m si d ar divide b; si d si astfel b nu ar mai fi liber de patrate.

Utilizénd (iii) si faptul cad m este o unitate modulo d deducem ca A R d.

Mai mult, czzaAmz(bl) iar deoarece a R b avem cd a R b,. De asemenea
(a, by)=1 deoarece in caz contrar un factor comun ar divide d si by, contrazicand
faptul ca b=b,d este liber de patrate.

Similar (m, b;)=1, ceea ce aratd ca A Rb;. Atunci A R db; sau ARDb.

Vom scrie acum A=rA |, b=rb,, (A, by)=1 si trebuie sd demonstram ca
—A1b2 Rr.

Din (8) deducem ci : ¢*-rby=arA;m’ (11).

Cum r este liber de patrate deducem ca r | c¢. Dacd c=rc; atunci
aA;m’=-b, (r).Cuma R bavem a R r. Scriind acum ca —aAb,m’ = b,’ (r)si
observand ca  (a, r)=(m, r)=1, concluziondm ca —Ab, R.

Sa presupunem acum ci AX*+bY?=Z are o solutie netriviala.

Atunci AX*=Z>-bY* (12).

Din (12) si (6) prin multiplicare obtinem :

A(Axm)’=(Z>-bY?)(c*-b)=(Zc+bY)*-b(cY+Z)™.
Atunci (6) are solutia : x=AXm
y=cY+Z
7z=7ctbY ceea ce completeazd demonstratia

(caci X0 si m=0 deoarece b este liber de patrate). B

COROLAR 5.3. Fie a, b, ceZ libere de patrate, cu (a,b)=(a, ¢)=
=(b, ¢)=1 si nu au toate acelasi semn.

Daca pentru un numéir prim p>2 congruenta ax’+by’*+cz’=0(p™) are
solutie (x, y, el’ pentru orice me N a.i. nici o componenti a sa nu se
divide prin p, atunci ax2+by2+czz=0 are solutie netriviala intreaga (x, y, z).

Demonstratie Fie m=2 si sd presupunem ca pla. Atunci daca (x, y, z)
este o solutie ca in corolar, sd aratim ci p{yz.

Daci ply, atunci plcz® care implica (deoarece (a, ¢)=1) ci plz. Atunci
p’lax” si cum p4x obtinem contradictia p*a. Similar ptz. Atunci by*+cz’=0(p), de
unde deducem ca —bc R p, ceea ce implicd —bc R a.

Similar —ab R ¢ si —ac R b iar acum corolarul rezulta din teorema lui

Legendre (pusa sub prima forma ).
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Observatii 1. Acest corolar confirma principiul lui Hasse conform
caruia rezolubilitatea locald implica rezolubilitatea globald (aici rezolubilitatea
locald inseamnd cd ecuatia consideratd are solutie netriviald modulo p™ pentru
orice p prim §i m natural nenul, iar rezolubilitatea globald inseamnd ca ecuatia
are o solutie Intreaga ).

2. Pentru forme patratice acest principiu functioneaza insa este fals daca
ecuatia are grad mai mare.

De exemplu : ecuatia x*-17y*=2z" are solutie netriviali modulo p™

pentru orice p prim si meN i o solutie reald, insd nu are solutie netriviala
intreagd [vezi H. Reichardt: Einige im Kleinen iiberall losbare, im Grossen
unlésbare diophantische Gleichungen, J. Reine Angew und Math., 184(1942)

pp. 12-18]. m

§6 Rezolvarea in numere intregi a sistemelor de ecuatii liniare

In cadrul acestui paragraf vom prezenta conditii necesare si suficiente ca

un sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute cu coeficienti din Z sa aiba
solutie intreagd precum si modul de aflare a solutiei generale in caz de
compatibilitate.

DEFINITIA 6.1. O matrice UEM,, (Z) (n>=2) se zice unimodulari
daci det (U)==£1.
In mod evident U este unimodulard daca si numai daca U este

inversabild in M, (Z). Grupul unititilor monoidului (M,, (Z) ,*) se noteaza prin
GL,(Z) si poarta numele de grupul general liniar de ordin n al lui Z..
Pentru n>1, i, jEN, i#j , 1<i, j<n si A€Z vom nota prin T;(\)

maticea din M, (Z) ce are 1 pe diagonala principald , A pe pozitia (i, j) si 0 in
rest.

Reamintim ca pentru m, n€N, m, n>2, matricea unitate I, este matricea
din M, (Z) ce are 1 pe diagonala principald si 0 in rest, iar matricea nula O, ,
este matricea din M, , (Z) ce are 0 pe toate pozitiile.

De asemenea, pentru 1<i<n vom nota prin D; matricea ce diferd de
matricea unitate I, doar pe pozitia (i, i), unde D; are —1.

In mod evident det (Tij(A))=1 si det (D;) = -1, de unde deducem ca T;;,
D,EGL,(Z).
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DEFINITIA 6.2. Matricele de forma T;; (A) si D; cu A€Z , 1<i, j<n
definite anterior se numesc elementare. inmultirea la stinga sau la dreapta
a unei matrici A cu o matrice elementari poartia numele de transformare
elementara.

Din felul in care se Inmultesc doud matrice, urmatorul rezultat este
imediat:

TEOREMA 6.3. Fiem,n €N, m,n>2 si AcM,, ,(2).

1) Daca T;; (M) este o matrice elementari din M,,(Z) atunci matricea
Ti; (M)A se obtine din A adunind la elementele liniei i pe cele ale coloanei j
inmultite cu A.

2) Daca Tj(A) este o matrice elementari de ordinul n atunci
matricea AT;; () se obtine din A, adunind la elementele coloanei j pe cele

ale coloanei i inmultite cu A.

3) Daca D; este o matrice elementara de ordin m atunci matricea
D; A se obtine din A inmultind elementele liniei i cu —1.

4) Daca D; este o matrice elementara de ordin n, atunci matricea
AD; se obtine din A inmultind elementele coloaneii cu —1.

ay G diz 4y
Exemple Fiem=3sin=4si A=|a, a, a,

Az 4z Ay Ay

1 0 0
DDaca T,sA) =| 0 1 A |€eM;(2), atunci
0 0 1
ap a a; ay

TsN) A=|a, +Aay a,+Aa, a,+Aa,; a,+4ay,

as as, as; Qs
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2) Daca Tj»(N) = EMy(Z), atunci

oS~ O O

0
0
0
1

S o O =
S O =

a, a,+Aa, a; a,
ATL(N) =| a,, a,+Aa, ay a,

ay, aptAday, a; ay

1 0 O
3)DacaiD,=| 0 —1 0 |&M;(2), atunci
0 0 1
ap a, 43 4y
DoA ay Ay —Ay —dy
as, ay, 4y 4y
1 00 O
4) Dacd D= 0 10 EM,(Z), atunci
0 0 1
0 0 0 -1

a;; 4, 43 —dy
ADs=| a,, a, ayy —ay,

Q3 Az Uy —dy

DEFINITIA 6.4. Fie neN , n>2 si 1<i, j<n. Matricea P;;€M,(Z)
ce se obtine din I, punand pe pozitiile (i, i) si (j, j) in loc de 1 pe 0 si care in
plus pe pozitiile (i, j) si (j, i) are 1 poarta numele de matrice de transpozitie.
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Exemplu Daca n=4, atunci Py;=

S O O =
S = O O
S O = O
- o O O

OBSERVATIA 6.5. Tindnd cont de Lema 6.3. deducem ci:

Pentru orice n€N, n>2 si 1<i, j<n avem egalitatea:
P;i=D;T; (1) Tij(-1) Tj;(1).
in particular, det (P;;)=-1, deci P;;EGL,(Z).

De asemenea avem urmatorul rezultat:

LEMA 6.6. Fiem,n €N, m,n>2 si AeM ,, ,(2).

1) Daca P; are ordinul m, atunci matricea P;A se obtine din A
permutand linia i cu linia j.

2) Daca P; are ordinul n, atunci matricea AP se obtine din A
permutind coloana i cu coloana j.

DEFINITIA 6.7. Fie m, n €N, m, n>2 si A, BEM ,, , (£). Vom
spune cd A este aritmetic echivalentd cu B, si vom scrie A~B, daca exista
UeGL,(Z) si VEGL(Z) ai. UAV=B.

Se verifica imediat ca relatia ~ este o echivalentd pe M ,, , (Z).

LEMA 6.8. Oricare ar fi AEM ,, , (Z) existi 0<r<min{m, n} si

d, 0
d,
dy...,d,EN* a. i A~ d, EM .0 (D).
0
0 0
Demonstratie Pentru fiecare matrice A= (al. j )lgigm EM ., (2) definim:
1<j<n
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0 daca det (4)=0

m(A): min { ‘alj‘ cu aij #* 0} daca det (A)i 0.

Vom face inductie matematicd dupa m(A). Lema este in mod evident
adevaratd dacd A=O,, ,. S presupunem cad A+#O,, , si cd lema este adevaratd
pentru toate matricele BEM,, ,(Z) cu m(B)< m(A) ca si pentru matricele din
Moy 101 (2).

Existd atunci 1<ip)<m s§i 1<jo<n a.. m(A):‘al.OjO‘ . Prin diferite
permutdri de linii §i coloane ale lui A putem presupune ca i=j,=1 (adica
A~ Plio AP, j, )- Astfel, putem presupune ¢ m(A)=ay; si chiar mai mult ¢4 a;; >0
(caci daca a;; <0, atunci in loc de A putem lua D;A).

Cazul 1. Presupunem cé ajj|a;; pentru 2<j<n si a;|a;; pentru 2<i<m,

adicd existd q;j, qu €Z al ajj=a;'q; cu2<j<nsi aj;=a; 'qy cu2<i<m.
Adunand la coloanele 2, 3, ..., n coloana 1 a lui A inmultitd respectiv

cu —qi2, -q13, ----» -qn $1 procedand analog pentru linii, obtinem:
a, 0
A~ e cu A’ EMm_lﬂn_l(Z).
0 4
Aplicind ipoteza de inductie lui A" deducem ci existd U’ €GL,,.(Z) si
d, 0
rA4r ’ dr
VIEGLn_l(Z) a.l. UA V = O eM m-1, n-1 (Z),
0 0

unde d;eN* pentru 2<i<r.
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0 U 0 v
d, 0
d2

1 O 1 O
Alegind U= | V= , di=a;; avem U€EGL,(2),

) a, 0 .
VEGLY(Z) si A~U V= d.
0 A

cu AEM,, «(2).

Cazul 2. Sa presupunem ca existd in prima linie (sau prima coloand) a
Iui A un element (sa zicem a; »cu 2<jo<n) ce nu divide pe a;;. Impartind pe
a,

: i = q, . . <r . <
j, laay putemscrie @, =a,, - q,; +1; cu0<r,; <aj,

Adunand la coloana j, a matricii A coloana intai inmultitd cu - g, jo S€ obtine o
matrice B~A care are in pozitia (1, jo) elementul 7, e
Cum m(B)<7 i <a;;=m(A), conform ipotezei de inductie B este

echivalentd cu o matrice de forma celei din enunt si atunci si A va avea aceleasi

proprietate.

OBSERVATIA 6.9. Analizand demonstratia Lemei 6.8. se observa ca
matricea diagonald cu care A este echivalentd se obtine aplicand asupra lui A un
numar finit de transformari elementare.

LEMAG.10. Orice matrice unimodulard UcGL,(Z), este egald cu
produsul unui numar finit de matrice elementare.
Demonstratie . Conform Observatiei 6.9. existd matricele elementare

R], ey RS, Q], ceey Qt ali.
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R, ....RUQ, ...Q,=D= d EM,, (Z).

Cum 1=|det (U)|=det (D), rezulti ca det (D)+0, deci r=n.
Din d;eN* 1<i<n si d;...d,=1 deducem cd d,=d,=...=d,;=1, adica
D=I, si atunci U=R," .... RJ'Q' ...Q,". Din T.,_l(/l)ZTij (— /1) si

y

D; I= D, rezultd ca si matricile R;l si Q;l sunt elementare, deci U este

produs finit de matrici elementare. W

a 0) ((a,b) 0
LEMAG.11. Pentru orice a, b€Z avem ~ .
- 0 b 0 [a,b]

Demonstratie Fie d=(a, b) si a;, bj€Z pentru care a=da; si b=db, .

Conform Corolarului 2.7. de la Capitolul 6, exista h, k€Z a.i. d=ha+kb, de unde
1=ha1+kb1.

11 h —b,
Alegand U= si V= avem ca
—kb, ha, k a,

det (U)=det (V)= ha,+kb,=1, adicd U, VEGL,(Z) si cum ab=(a, b) [a, b] obtinem

o oG

In cele ce urmeaza vom prezenta un rezultat important (cunoscut sub
numele de Teorema factorilor invarianti ).
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TEOREMA 6.12. Fie m, n €N, m, n>2 si A€M ,, , (Z). Atunci

exista fy, ...,f,EN* cu r<min {m, n} unic determinati ai. f;|f,|...|f. si

£ 0

A~ EM .0 (D).

0 0
Demonstratie . Conform Lemei 6.10. avem

d, 0

=D cu dieN* 1<i<r<min{m, n}

0 0

iar DEM,, , (Z) .
Facand la nevoie permutari de linii sau coloane putem presupune ci

d,=d,<...<d.
Daca pentru i<j, d; nu divide d;, atunci conform Lemei 6.11. existd

X
matricile unimodulare U= Y , V= p 4 a.l.
z w s 1

it iH(d’bd’) o))

Consideram acum matricele U’ de ordin m ce se obtine din I, punind
pe pozitia (i, i) pe X, pe pozitia (j, j) pe w, pe pozitia (i, j) pe y iar pe pozitia (j, 1)
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pe z simatricea V' de ordin n ce se obtine din I, punand pe pozitia (i, i) pe p, pe
pozitia (j, j) pet, pe pozitia (i, j) pe q iar pe pozitia (j, i) pe s.

in mod evident, U’'€GL,(Z), V' €GL,(Z) iar matricea U'DV’ se obtine
din D inlocuind pe d; cu (d;, d;) iar pe d; cu [d; d; ] .

Dacid d,|d; , 2<j<r atunci se defineste f;=d,. Daca existd j>2 a.i. d;4d;
atunci d; se inlocuieste cu (d;, d, ), iar d; cu [d,, d; ] si observdm cd in acest caz

(d;, dy) <d; si (dy, dy) | [dy, d>] Dupa un numdr finit de pasi se ajunge la
d! 0
d,

0 0
cu dl' d;. cu2<j<rgiseia f1:d]'.Dac§1 d; d;. , 3<j<r atunci vom lua ffdé.

in caz contrar, se aplica procedeul de mai inainte s.a.m.d.. Astfel, dupa un numar
finit de pasi se obtine o matrice de forma celei din enunt echivalenta cu A.

Sa aratam acum unicitatea numerelorr, ), 5, ..., f; .

Pentru matricea A prin Aj(A) vom nota cel mai mare divizor comun al
minorilor de ordin i al matricei A.

Atunci daca A~B 1n mod evident A; (A)=A; (B), i=1, 2, ..., n iar pentru

£ 0

matricea D= cu fi|f]...|f,, avem

0 0
A(D)=f}, Ay(D)=fibs, ........ A(D)=f,f,...£, iar A(D)=0, pentru r<i<min {m, n} .

Cu aceasta teorema este complet demonstrata. W
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DEFINITIA 6.13. Dacd A&EM,,,(Z), atunci matricea unic
determinata

£ 0

B= EM . o (D), cu filf]...]f, ai A~B se

0 0

numeste forma diagonal canonici a lui A. Numerele f;, ..., f. >1 se zic
factorii invarianti ai lui A.
Exemplul[14] Sa gasim forma diagonal canonicad a matricei

6 2 -12 8
A=|-6 0 12 -6
12 2 -24 14

inmul;ind pe rand la dreapta matricea A cu matricile Py,, T15(-3), T15(6),
T14(-4) de ordin 4 si apoi la stdnga cu matricea T;,(-1) de ordin 3, se obtine

2 0 0 0
matricea B:T31(-1) A P12 T]z(-3) T13(6) T14(-4): O _6 12 _6
0 6 -—-12 6

Inmultind la stinga matricea B cu matricea D, de ordin 3, apoi pe rand la dreapta
cu matricile T53(2), To4(-1) de ordin 4 si in sfarsit la stdnga cu matricea T;,(-1)

2 0 00
de ordin 3 se obtine matricea D=Ts,(-1) Dy B T53(2) Tou(-1)=|0 6 0 0
0 0 0O

ce reprezintd forma diagonal canonica a matricei A, 2 si 6 fiind factorii invarianti
ai acesteia.
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1 0 O

Fie U=T3,(-1) D, Ty (-1)=| 0 -1 0 si
-1 1
0 1 2 -1
1 -3 0 -1
V=P 15 T12(-3) T15(6) T14(-4) T23(2) Tos(-1)= 0 0 1 0
0 0 0 1
2 0 00
Avem UEGLs(Z), VEGL4(Z) siUAV=|0 6 0 O
0 0 0O

Cu ajutorul celor stabilite anterior vom studia in continuare sistemele
liniare de m ecuatii cu n necunoscute:

Xn = blﬂ

cu coeficientii a;; , b €Z, 1<i<m, 1 <j<n.

a, X, +.+a

mn

Prin solufie intreagd a Iui (S) intelegem un n-uplu (A, ...A\))EZ " a.i.

n
Zaij/lj = b, pentru orice 1 <i<m.
j=1

all oo al
Daci notim A=| : b=| : [si X=
aml t amn bm X

sistemul (S) se scrie matricial sub forma AX=b.

atunci
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DEFINITIA _6.14. Daci UeGL(2), U=(ul.l. )ISiSm atunci
71 <n

n
transformarea Xi=Zuinj , 1<i<n ( sau matriceal X=UY) se numeste
J=1

Y,
substitutie intreaga unimodulari , unde Y= :
Yn

PROPOZITIA 6.15. Fie UcGL,(Z), U= (ulj )1gi3m si numerele reale

1<j<n

n
o, Bicul<i<nai B=) u,a,,1<i<n.
J=1
Atunci B;€Z pentru 1<i<n dacd si numai daci o;€EZ pentru

1<j<n. Mai mult, ( By, ...p, ) este solutie intreagi a sistemului (S) daca si
numai daca ( oy, ...0, ) este solutie intreaga a sistemului (AU)Y=b.
Demonstratie O implicatie este evidenta.

Sa presupunem acum cd B;EZ pentru 1<i<n si fie VEGL,(Z) a.l.

a, a, ﬂl ;Vnﬂi
VU=UV=l,. Atunci l=vyl v | =V o

. - " .
an an ﬂn Z Vm' ﬂi
i=1

= . de unde

deducem ca o;€Z pentru 1<i<n. Ultima afirmatie este evidenta. W

LEMA 6.16. Daci ay, ...a,EZ, atunci existi UEGL,(Z) a.l.
(ap...,a,)U=(d,0,...,0), unde d=( a,, a,, ...a,).

Demonstratie Facem inductie matematicd dupa n si sa aratam la Inceput
ca lema este adevarata pentru n=2.

Dacd d=(a, , a, ), atunci a, =da, si a, =da, cu a/,a, €’ iar
(al', a; )=1, de unde deducem ca existd h, keZ a.i. hal' + ka; =1 sifie
h - a; ! !
U= i |- (cum det (Uy= ha| + ka; =1 deducem cd UEGLy(Z)).

a,
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Avem ci (a;, 3, ) U= (ha, +ka, , —a,a;, +a,a; )=(d,0).
Fie n>2 si sd presupunem ca lema este adevaratd pentru n-1. Atunci
existd V,€GL,.(Z) ali. (ay, ...,a,) Vi,=(d;, 0, ...0 ), unde d=(a, , a3, ...a,)

0
astfel ca daca notam V—( ] E€GL,(Z) avem

1
(al, ...,an)V:(al, d], 0, 0)

Conform cazului n=2 existd W,EGL,y(Z) al. (a;, d}))W,;=(d,, 0), unde
d=(a;, d).

W o
Daca alegem W= . EGLy(Z) atunci WEGL(Z) si

0 1
(ay, ...,a, ) U=(d, 0, ...0), unde U=VW ( se observa ca d=(ay, ...,a, )).H

Sa consideram acum ecuatia

(*) a;X;+....+a,X,;=b, cuay, ...,a, bEZ.

Pentru n=2 am aratat in §1 de la Capitolul 12, in ce conditii aceastd
ecuatie are solutii Intregi si felul in care acestea se gasesc. In cele ce urmeaza

vom face acelagi lucru cu ecuatia () pentru n>2 (prezentind deci o
generalizare a Lemelor 1.1 si 1.2 de la Capitolul 12).

TEOREMA 6.17. Ecuatia (x) cu coeficienti intregi admite solutii
intregi daci si numai daci d| (ay, ...,a,) . Dacd UEGL,(Z), U= (u

¥ N1<i,j<n

este a.i. (ay, ...,a,)U=(d, 0, ...0), (conform Lemei 6.16.) atunci (xlo ,...,x,?) cu
0 b . - C - :
- —, 1<i<n este solutie intreaga particulari a ecuatiei (*x). Solutia

i il d

generaldi din Z a ecuatiei (x) va fi de forma (X1, ...Xp) cu

n
_ .0 .
X, =x;, + E uyt;, ,4€Z,1<i<n.
j=2

Demonstratie Dacd UEGL,(Z) ca in enunt, atunci facAnd substitutia
intreagd unimodulara X=UY obtinem (d, 0, ..., 0)Y=b. Atunci deducem ca

aceastd ultimd ecuatie are solutie intreagd daca si numai dacd d|b iar o solutie
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intreagd particulara a acesteia este (— ,0,....0] , solutia generala fiind de forma

b
[g Iy 5., [cutj€Z, 2<j<n arbitrare. Conform Propozitiei 6.15. obtinem ci

b
xlo A’ ull%
. 0 d
=U = : este solutia fintreagd particularda a

.o : u, b
xn 0 14

ecuatiei (%) iar daca (xy, ...X,) este solutia intreagd oarecare a lui (%) , atunci

b upb |
X, ?[ J +Zuljtj
c|=U] = : adica x; =x, + Yu

: I1<j<n. m
: ub I j=2
X, L—FZM €.

ity

OBSERVATII 1. Cand d|b, descrierea solutiilor intregi ale ecuatiei (*)
din enuntul teoremei precedente se face cu ajutorul matricei unimodulare U.
Calculul lui U se face folosind de n-1 ori algoritmul lui Euclid extins.

Intr-adevar, intr-o prima etapa cu ajutorul acestui algoritm determinim
succesiv :

di=(an.1, an), hja,tka,=d;

d;=(an2, di ), hranrtkodi=d,

d=d,.;=(az, dn2 ), hyia,tkidno=d,=d
si atunci avem

196



1 0
1
- 1 PR
U hz _ d], ......
O h] - an
k ’
kl _ an | 2 an—l
0 1
hn—] - d;;—l O
kn—l al’
1 unde an —dla:’, an—l _dla;_la
0 1

d =d,d|, a,,=d,a ,,etc.
2. Cand n=2 obtinem rezultatele de la §1, Capitolul 12.
LEMA 6.18. Fie n>2 si A= (al./. )EM,,(Z) a.i. A=det (A) > 0. Atunci

existd UEGL,(Z) ad.

¢, 0 - 0
¢y Cp o 0 o

AU= unde Cii >0, 1<i<n S1 OSci 15 Ci2y eeey €, 1< Cii,
cnl cn2 o Cnn

1<i<n.

Demonstratie Fie c;=(aj;, aia, ...a;,). Conform Lemei 6.16. exista

U,€GLL(Z) ai. (ayy, ap, ..., a) Uy =(c11, 0, ...,0)
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¢, 0 - 0

S ay Ay @, / Ay .
si deci AU= unde a,; €/Z. Aplicand din nou aceiasi

lemd gasim VEGL,(Z) al (' a'p;, ...,a2) V =(cx», 0, ...,0) unde
0

cp=(a’s, a’s, ...,a"5,). Punind U,= 0V avem U,€GL,(Z) si se obtine

¢, 0 0 .. 0
14
a, ¢, 0 .. 0
14 14 " 14
AUU=| ay a3y Az . 4y,
14 14 14 14
anl an2 an3 cee ann

- " - " .
Dacd 0<a, <cp ludam c¢y=a,,, in caz contrar scriem
14 .
A, = Cyy{, + 7, cu 0=r3;<Cy, . Atunci
¢, 0 ... 0

AUUTH(-qu)=| 75y Cpy  eeen 0 | si alegem c,,=r,,. Continuand

se giseste matricea U=U,U,.....€GLy(Z) a.i. matricea AU este de forma celei

din enunt. W

TEOREMA 6.19. Fie un sistem de de n ecuatii liniare cu n

necnoscute (S;) Zai/.X]. = bl. , 1<i<n a.i. a;, b;€Z si det (A) > 0 (A fiind
j=l1
matricea A= (aij ) ).

1<i,j<n

Atunci sistemul (S;) admite solutie intreaga dacd si numai daca

n
congruentele (C) Zain ;=b, (m), 1<i<n au solutie intreagi pentru
J=1
orice meZ a.i. 0<m=<A.
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Demonstratie. Implicatia de la stinga la dreapta este evidenta.

Sa presupunem acum ca ( C ) are solutie pentru orice 0<m<A. Scriem
pe (C) sub forma matriciala astfel AX=b (m), 0<m=<A.

Daca  X=UY este o substitutic intreagd unimodulara , atunci
(AU)Y=b (m), 0<m<A. Alegind U€GL,(Z) datd de Lema 6.16. sistemul (S,)
ety =b
devine ety +epY, =b,

et e Y, +..+c¢,,Y, =b

nn-n n-°
Evident A=c;iC...Cny, deci 0<c;iCp...c;; <A, 1<i<n.

Cum 0<c; <A, congruenta ¢;;Y=b; (c1) are solutie, deci existd h, keZ
a.l. ¢;;h=b,+kc,, , de unde c¢,;0,=b; cu a,=h-k.

Adunand ecuatia c¢;;Y,=b; (inmultitd cu —c,;) cu ecuatia c;p Y +cpn Y=
:b2 (inmulglté Cu C 1) se Ob‘gine 011022Y2 =- Cz]b]“"Cl]bz .

Conform ipotezei, congruenta c;;c,» Y, = ¢y b;+cy b, (cyi¢x) are solutie,
deci existi h’, k' €7 ai. cjicnh’ = - cy1¢110+¢11bs Tk cy1C00.

Simplificand cu ¢;,#0, obtinem ¢,;0,,+¢2,0, =b,, unde a,=h’-k’€Z.

Analog, din primele trei ecuatii in Yy, Y, Y5 obtinem

S €33Y3 =C11Ca2b3 - €31 Cooby - €11Cxby-Cy1 C32by TCa1€35b1.

Inlocuind b;= ¢y;0, , by =cyj04+cx0, §i pornind de la conditia ca aceasta
ultima ecuatie sd fie solubila modulo ¢y ¢xnes; , gdsim 037 ald.

C3104+C3200 +C3303=b;3 .
Continuand in acelagi mod gasim o solutie intreaga (a;, 0y, ..., 0,) a

n

sistemului AUY=b si atunci (By, By, ..., Bn), unde ,Bi = Zuijaj , 1<i<n
j=1

este o solutie intreaga a sistemului (S;) AX=b. B

Observatie Cum Z,-urile sunt finite rezultd din teorema de mai sus ca
putem stabili printr-un numar finit de incercéri daca sistemul (S;) are sau nu
solutii intregi.

Teorema urmatoare solutioneaza cazul sistemelor omogene.
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TEOREMA 6.20. Sistemul de ecuatii liniare

n
(S,) Zainj =0, 1<i<m cu a;€Z, (m<n) admite o solutie
J=1

|
intreaga netriviala (x;, ...x,) ce satisface conditia ‘x j‘ < (alaZ"' a ) n—m g

m

, 1<i<m.

n
1<j<n, unde a, = Z‘aij
Jj=1

n
Demonstratie Fie Ly(X,, ...Xn)IZal./.X/. , 1<i<m, b= Zai/' ,
=

a; >0
—-C, = Zal./. , 1<i<m.
a; <0

Atunci a=bitc; cu 1<i<m si fie a€N. Dacd 0<o;<a cu 1<j<n,
atunci

-ca<l, (051 yeees O, ) <ba,l1<i<m,
deci Li(ay, ...qa,) ia cel mult a;a +1 valori intregi.

Alegand a = l(al...am )%"*”J (partea intreaga!) atunci
a> (a]a2 e, )%"" -1, de unde
(a+1)" >(a+1)"a,..a, >(a,a+1)..(a,a+1).
Deducem ci exista (o', ...,a" )= (o', ...,y ) cu 0<a’;, a’’i <a ai.
Li(a'y, ...0'y =L (a'"y, ...a" ), 1<i<n.

Alegand x=0';-a’’; , 1<i<n, avem cia L; (x;, ...x,)=0, 1<i<m si
1
‘xj‘S(alaz....am )A‘m, 1<j<m. Mai mult, (x;, ...x,)#(0, ...0) si astfel

teorema este demonstrata. W

Cu ajutorul formei diagonal canonice a matricelor din M,, , (Z) putem
acum solutiona problema existentei si descrierii solutiilor Intregi ale unui sistem
de m ecuatii liniare cu n necunoscute cu coeficienti intregi.
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TEOREMA 6.21. Fie sistemul de m ecuatii liniare in n necunoscute

n
cu coeficienti intregi (S) Z al.ij =b,,1<i<n.
J=1

Dacii A= (ai/. )mgm EM 4.4 (Z) §i UEGLy(Z), VEGLL(Z), U=(uy),

T ILj<n

fi 0

V=(v;;) sunt a.i. UAV= (vezi Teorema

0 0

6.12.), atunci conditia necesara si suficienta ca (S) sa aiba solutii intregi este

m m
ca f, Zukjbj , 1<k<r si Zuijbj =0, r<j<min {m, n}.
J=1 J=1
rmoy oy b
in aceste conditii (xlo ,...x,? ), unde xio = ZM
k,j=1 k
o solutie intreaga a sistemului (S). Mai mult, un sistem (xy, ...x,) de numere
intregi este solutie a lui (S) daca si numai daca

, 1<i<n, este

n
X =X+ D vl s EZ 1<i<n.
k=r+1
Demonstratie Scriem sistemul (S) sub forma matriciali AX=b. Cum

UAVV'X=Ub, notind Y=V'X avem (S") DY=UL unde

fi 0
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m
Deducem ci f,Y, ZZujkbj, I<k<rsi 0= Zuk] ;s T < k<

<min {m, n}. Este clar cda DY=Ub admite solutie intreagd dacad si numai daca

1 Zuk}bi , 1<k<r si o solutie particulara a sistemului (S’) este:
J=1

mouy b

(Z—-’,....,i”’-’b-’ ,0,...,0}
P = f,

iar solutia generald a sistemului (S”) este :

ul/ J

(Z " Z Lo ,tn] cu tyy, ..., t, arbitrari din Z.

m
J=1 1 J=1
Cum X=VY deducem ca solutiile sistemului (S) sunt cele din enunt. W
Exemplu Sa consideram sistemul :
6X,+2X,-12X;+8X, =10
(*)4-6X, + 12X, -6X, =18
12X, +2X, -24X, +14X, =-8.
6 2 -12 8

Avem A=|-6 0 12 -6].
12 2 -24 14

2 0 00
Dupa exemplul de la Teorema 6.12. avem cda UAV=(0 6 0 0|,
0 00O
0o 1 2 -1
1 0 0
1 -3 0 -1
undeU=| 0 -1 0|, V=
0 0 1 0
-1 1 1
0 0 0 1

Avem r=2, =2, £,=6.
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4
Din Y u,;b, =10 52|10, unde 2=,

J=1

3
> u,;b, =-18 5i6|-18 , unde 6=f,

J=1

3
Z uy;b; =0
j=1

rezultd ca sistemul () are solutie in numere intregi (conform Teoremei 6.21.).
Urmand algoritmul dat de Teorema 6.21., deducem ca o solutie particulara a lui

() este (xlo ,xg , x? , xff )=( -3, 14, 0, 0) iar solutia generala este:
X1= -3+2t3 -1y
X2:14 -t
X3=13

X4=t, , cu t;, t4€7Z arbitrare.

Observatie Acest paragraf a fost redactat in cea mai mare parte dupa
lucrarea [ 14].

CAPITOLUL 13:
PUNCTE LATICIALE iN PLAN SI SPATIU

§1.Puncte laticiale in plan

Si consideram planul euclidian € raportat la un sistem ortogonal de axe

de coordonate.

DEFINITIA 1.1. Un punct M de coordonate (a, b) din planul
euclidian & se zice punct laticial daci a, beZ.

TEOREMA 1.2. (Steinhaus-Sierpinski) Pentru fiecare numar ne N

existi in planul euclidian £ un cerc ce contine in interiorul siu exact n
puncte laticiale.
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Demonstratie Sa consideram in € punctul C de coordonate (\/E , 1/3) si

si demonstram ca dacd M(a, b) si N(c, d) sunt doui puncte laticiale din &€ ce au
aceeasi distanta la punctul C, atunci M=N.
Intr-adevar, daci CM=CN, atunci:

(a-v2 Y+ (b-%)zz (-2 )Y+ -%)2@ 2c-a) V2 =c*+d*- a’- b2+§ (b-d),

S22 42,2 2 .
deundea=csic"td -a’-b +§ (b-d) = 0 < (d-b)(d+b- 3 )=0sicumb,de”Z,
d+b -% # 0, ceea ce implica b=d, adica M=N. ®

Tinand cont de observatia de mai inainte, punctele laticiale din £ pot fi

ordonate 1n functie de distantele lor la C( V2 , 1/3).

Fie deci M, punctul laticial a carui distantd d, la C este cea mai mica,
M, urmatorul (adica acel punct pentru care distanta d, de la M, la C este cel mai
apropiat numar natural fatd de d,) s.a.m.d.

Obtinem astfel sirul M;, M,,... de puncte laticiale cu proprietatea ca
daca notam prin d; distanta de la M; la C, i=1, 2,... , atunci d;<d,<d;<....

Atunci cercul cu centru in punctul C si de raza d,.; contine in interiorul
sdu doar punctele laticiale M, M,, ..., M, ce sunt in numar de n si astfel teorema
este demonstratd. W

Observatie Exista un rezultat datorat lui Hugo Steinhaus potrivit céruia

pentru fiecare numar natural ne N existd un cerc de arie n ce contine in interiorul
sdu exact n puncte laticiale.

TEOREMA 1.3. (A. Schinzel) Pentru orice numir natural neN

existii in € un cerc ce contine pe circumferinta sa exact n puncte laticiale.

Demonstratie Dacd n este par, adicd n=2k cu keN, vom demonstra ca

l 502
2

cercul de centru (1/2, 0) si raza contine pe circumferinta sa exact n

puncte laticiale, pe cand atunci cand n este impar, adica n=2k+1 cu ke N, cercul
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o1 . . .
de centru (1/3, 0) si raza 5-51‘ contine pe circumferinta sa exact n puncte

laticiale.
Pentru aceasta vom apela la Teorema 1.7. de la Capitolul 11 potrivit

careia numarul total de perechi (x, y) din ZXZ pentru care x*+y’=n este egal cu
4(d(n)-d,(n)), unde d;(n) este numarul divizorilor lui n de forma 4t+1 iar d,(n)
este numarul divizorilor primi de forma 4t+3. (atunci cand numaram perechile
(x, y) facem distinctie intre (X, y) si (y, X) pentru x=y).

Cazul 1 : n=2k cu keN. Si considerim ecuatia (1) x>+ y* = 5. Toti
divizorii lui 5 sunt puteri ale lui 5, deci toti acesti divizori sunt de forma 4t+1.
Cum numarul acestor divizori este k deducem ci d;(5")=k iar cum d(5*")=0
atunci numarul Eerechilor (X, y)eZXZ pentru care x>+ y2:5k'1 este 4(k-0)=4k.

Cum 5" este impar trebuie ca x sau y sa fie impar.

(k-1)2

. . . 1 .
Cercul de circumferinta C,(1/2, 0) si raza 5 -5 are ecuatia:

(a-%)2+ p2= % S 20-1)2+4p%= 5" < Qa1+ (2B =5". ()

Deci un punct M(a, B) se afld pe circumferinta cercului C; daca si
numai daca coordonatele sale (a, ) verifica (2).

Se observa ca daca M(a., B) se afla pe cercul C nu rezulta ca si M(j, o)
se afld pe C;.

Astfel, numarul punctelor M(a., B) de pe cercul C; cu (o, B)eZ este egal

cu numarul perechilor ordonate (o, B)eZ ce verifica ecuatia (2).
Se observa ca ecuatia (2) este de tipul (1), astfel cd numarul solutiilor

(a, B)eZ ale lui (2) este egal cu numarul solutiilor ordonate (x, y)eZ ce verifica
(1), adica cu 4k/2=2k=n.
Cazul 2: n=2k+1. Analog ca in cazul 1, daca vom considera ecuatia (3)

x*+y*=5% numarul perechilor (x, y)eZ ce verifica (3) este egal cu :
4[d,(5%)-dy(5)] =4[(2k+1)-0]=8k~+4.
Sé observam acum ca punctul M(a., ) se afla pe circumferinta cercului

C»(1/3, 0) si raza %-sk =N (oc-%)er p2= % 5% e (4) Ba-1)*+ BP= 5%
Astfel numarul de puncte laticiale M(a, B) de pe C, este egal cu

numarul solutiilor ordonate (x, y)€Z ale ecuatiei (3) cu x=3a-1 si y=3p. Pentru a

determina numarul acesta, sd impartim cele 8k+4 solutii din Z ale Iui (3) in 8
familii:
(Xa y)a (Xa'Y)a (_X9 y)a ('Xa_y)a (y9 X)a (y9 'X) ('y» X)a ('yﬂ _X)'
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Dacé de exemplu x=0 atunci familia se reduce la 4 solutii:
0, y), (0,-y), (y, 0), (-y, 0). De asemenea, daca x=y existd numai 4 solutii in
familia de mai sus: (x, X), (-, x), (X, -X), (-, -X). (cum 5% este impar aceasta
posibilitate este exclusa ).

) Solutiile Iui (3) cu o componenta nula sunt: (0, 5%, (0, -5%), (5%, 0) si

(-5%,0).

in consecinta, familia celor 8k+4 solutii se imparte in k familii de 8
solutii si o familie de 4 solutii.

Observam de asemenea ca ecuatia (4) este de tipul (3) (cu x = -1(3) si
y = 0(3) ) si ca 5 = 25%= 1" = 1(3). Deoarece patratul unui numdr intreg este

congruent cu 0 sau 1 modulo 3, daca (x, y)eZ si x*+y*=5"* atunci trebuie ca unul
dintre x* sau y” si fie congruent cu 1 iar celilalt cu 0 modulo 3.

Fie x si —x termenii din familia celor 8 solutii ce sunt divizibili prin 3. In
acest caz y sau —y este congruent cu —1 modulo 3. S& presupunem ca y = -1(3).
Atunci numai cele 2 solutii (y, x) si (y, -x) au primul termen congruent cu —1
modulo 3 si pe al doilea congruent cu 0 modulo 3 (observam ca in familia celor 4
solutii, (-5%, 0) sau (5%, 0) este de tipul de mai Inainte ).

in concluzie, fiecare din cele k familii de 8 solutii (x, y) ale lui (3)
contin exact 2 solutii ale lui (4) si o singura familie din cele 4 solutii ale lui (3)
contine o singurd solutie a lui (4). Obtinem 1in total 2k+1=n solutii pentru (4),

astfel ca pe cercul C, se afla exact 2k+1=n puncte laticiale. H

TEOREMA 1.4.(G. Browkin) Pentru orice numir natural neN,

existd in € un pitrat ce contine in interiorul siiu exact n puncte laticiale.

Demonstratie Vom incerca sd ,,ordonam” punctele laticiale din & intr-un

sir Py, P,,... Pentru aceasta vom utiliza functia f: ZXZ—R,,
f(x, y):| x+y\/§—% |+| x\/g—y—% |, pentru orice (x, y)eZXZ.
3
Sa ardtam la inceput cd daca (a, b), (¢, d)eZXZ si f(a, b)=f(c, d), atunci
(a, b)=(c, d), adica a=c si b=d.
Intr-adevar, egalitatea f(a, b)=f(c, d) este echivalenti cu :

p(a+b\/§—%)+q(a\/§—b—%): r(c+a’\/§—%)+s(c\/§—d—L

5 N

cup,q,r,se{tl}.
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Tinand cont ca \/5 este numar irational si cd o egalitate de forma

x+y\/§=x'+y'\/§ cu (x, ), x" y)eZxZ implica x=x" si y=y', din (1)
deducem ca :

pa-qb-rct+sd+ rgp =0 si )
rd+sc-pb-qa+ qgs =0
Din (2) deducem cu necesitate ca %,% €/, lucru posibil doar

pentrur = p si q = s, astfel ca (2) capata forma echivalenta:

3) { p(a-c)+q(d-b)=0
p(d-b)+q(c-a)=0

Multiplicand prima egalitate din (3) cu p si pe a doua cu q si
scazandu-le, obtinem egalitatea (a—c)(p2+q2):O & 2(a-¢)=0 < a=c. Deducem
atunci si ca b=d.

Sa vedem ce interpretare geometrica are f.

Pentru aceasta consideram in £ dreptele d si d’ de ecuatii:
(d): x+y\/§—%=0
(d"): x\/g—y—%—o

3

Evident, d L d' si (d)~(d')={(1/3,0)}.
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Fig. 3

Tinand cont de formula ce da distanta unui punct P(x, y) la (d) si
respectiv (d'), deducem imediat cd f(x, y)=2PQ+2PS, adica f(x, y) este
perimetrul dreptunghiului PQRS din figura 3 de mai sus.

Gasim atunci un punct laticial P,(x;, y;) In apropierea lui R pentru care
f(x, y1) este cea mai micad valoare a lui f(x, y) (cand x, yeZ). Conform celor
stabilite la inceput punctul P, este unic.

in felul acesta putem ordona punctele laticiale intr-un sir P;P,....

(scriind ca Pi(x;, yi) < Pivi(Xit1, Yir1) < fi(Xi, i) < firi(Xiv1, yier))-

Daca P,(x,, y,) este a n-lea punct laticial in aceastd ordonare, sd notam

a,=f(Xn, yn), iar h(x, y)=x(1+ /3 J+y(/3 -1)- %i

N
1
N

Sa consideram acum cele 4 drepte : h(x, y) = £a,.; i g(X, y) = ta,.; se
verifica imediat ca cele 4 drepte formeaza un patrat.

g%, Y)=x(1- 43 Jy(1+4/3)- % +
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0 / g
Fig. 4

Daca avem un 'punct laticial P(x, y) atunci -a,.<h(x, y)<a, <
|h(x, y)[<a,+, adicd P se gaseste intre dreptele de ecuatie h(x, y)=ay+ $i
h(x, y)= -a,+ sl reciproc.

Similar, se deduce ca punctul P(x,y) se afld intre dreptele de ecuatii
g(X, y)=an si (X, y)=-an1 < [8(X, y)|[<ap:1.

Astfel punctul P(x, y) se afla in interiorul patratului din figura 4 <
Ih(x, y)[<a1 §i[8(X, y)[<ap1.

Insa se verifica imediat ca pentru numerele reale a, b, c:

a+b a-b
|+

laj<c si bl<c < |

|<c si astfel :

Ih(x, y)|<an
si

|h(x,y)-i2-g(x,y)|+|h(x,y);g(x,y)|<anﬂ < (X, y)<an,

|g(X, Y)|<an+1
adicd punctul laticial P(x, y) se afld in interiorul pdtratului din Fig. 4 daca si

numai daca f(x, y)<a,.;.
Atunci in interiorul patratului din figurd sunt exact punctele laticiale

Py, P,,...,P, ce sunt in numédr den. W

TEOREMA 1.5. (Pick) Fie P un poligon convex in plan care contine
m puncte laticiale in interiorul sau, k puncte laticiale pe laturi sau varfuri si
varfurile sale sunt puncte laticiale.
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Atunci Aria(P)=m+ % -1.

Demonstratie Sa demonstram formula la inceput pentru cazul m=0, k=3
(aceasta exprima faptul cd P este un triunghi cu véarfurile in nodurile retelei si
care nu mai contine alte noduri pe laturi sau in interior). Atunci S=1/2 (vezi
figura 5)

c/

Fig. 5

Wy

Sa trecem acum la cazul general.

Descompunem poligonul P in triunghiuri cu varfurile in puncte laticiale
si care nu mai contin puncte laticiale pe laturi sau in interior.

Vom calcula numarul n de triunghiuri de mai sus in doud moduri

exprimand in doua moduri suma unghiurilor lor.

Pe de altd parte suma unghiurilor lor este 180°- n iar pe de alta parte
suma unghiurilor lor este egala cu suma unghiurilor poligonului si a unghiurilor

din jurul punctelor interioare, adica 180° -(k-2)+ 360° -m.
Deci 180°-n=180°-(k-2)+ 360" ‘m, de unde n=2m+k-2 si cum S=n/2

deducem ca S= m+§ -1.m

Observatii 1. Teorema lui Pick este valabilda si pentru poligoane
oarecare (nu neapdrat convexe), insd demonstratia ei este diferitd de cazul
convex.

Pentru aceasta vom considera doud poligoane Q; si Q, care au toate
varfurile n puncte laticiale si care sunt adiacente prin una din laturile comune
AB (vezi figura 6).
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[o9)

—

Figl 6
< < k .
Sa presupunem cunoscut ca formula S= m+5 -1 este adevarata pentru

amandoud aceste poligoane ; vom demonstra cd in acest caz, formula va fi
adevdratd si pentru poligonul mai mare Q, obtinut prin reuniunea lui Q; si Q,.

Intr-adevar, fie S, m; si k; — aria, numérul punctelor laticiale din
interiorul poligonului si numarul punctelor laticiale de pe frontiera lui Qq, iar S,,
my, si ky-numerele corespunzatoare pentru poligonul Q.

Conform ipotezei avem Sl=m1+% -1 si S)=m,+ % -1.

Vom nota cu k' numiarul nodurilor retelei de patrate situate pe
segmentul AB, care contine punctele A si B. Pentru poligonul Q, aria sa S,
numarul m de puncte laticiale din interiorul sdu si numarul k de puncte laticiale
de pe frontiera sa vor fi exprimate cu ajutorul lui m;, m,, k;, k, si k' astfel:
S=S,+S,, m=m;+my+( k' -2) (la punctele laticiale interioare se vor adduga toate
punctele laticiale situate pe AB cu exceptia Iui A si B) si k=(k;- k' )+(ko- k' )+ 2
(in ultimul termen +2 figureaza nodurile A si B ). Deci:

+J,—2k"+2
S=S,+S,= m1+% -1+ mﬁ-% -1=(m+my+ k' -2)+ hatk, -2l t2 k22 —1=m+§—1.

Formula de demonstrat la modul general se poate stabili acum inductiv.
2. Merita sa mai amintim si un rezultat datorat lui Hermann Minkowski
legat de punctele laticiale:
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Dacd un poligon convex simetric fati de centrul siu (care este un punct
laticial ) nu mai contine in interiorul siu alte puncte laticiale, atunci aria sa
este < 4 ( ca unitate de arie se considera aria unui patrat al retelei).

Nu vom prezenta aici demonstratia teoremei lui Minkowski deoarece ea
este destul de laborioasd, dar in esenta este asemandtoare cu cea a teoremei lui
Pick. (indicam cititorului lucrarea [13]).

Pentru un numar natural n fie T(n)=numarul de reprezentéri ale lui n ca
suma de doua patrate de numere naturale (doud reprezentari fiind considerate
diferite daca diferd ordinea termenilor )- vezi Teorema 1.7. de la Capitolul 11.

De exemplu : t(1)=4, 1(2)=4, ©(3)=0, ©(5)=8, 1(6)=0, 1(7)=0, ©(8)=4,
1(9)=4, ©(10)=8.

Dupa cum am vazut mai Inainte orice numar prim de forma 4k+lare o
unica reprezentare ca suma de doud patrate de numere naturale (daca nu tinem
cont de ordinea termenilor ; vezi Propozitia 1.5. de la Capitolul 11). De aici
deducem cé daca p este prim de forma 4k+1, atunci t(p)=8 (caci daca (a, b) este
o solutie, atunci sunt solutii si (b, a) ca si (+a, +b), (b, +a) ).

Observam ca dacd n=x’+y’ atunci [x|, |y| S\/; , deducem imediat ca
t(n)<dn .

Pentru neN’, fie T(n)=t(1)+t(2)+...+1(n). Atunci T(n) este numarul de
solutii din Z ale inegalititilor: 0< x*+y* <n.

LEMA 1.6. Pentru orice neN", T(n)=4 Nz;] Wn-k2].

k=0

Demonstratie Daci x=0, atunci y* < n < |y] S\/; , deci numarul
numerelor y pentru care 0 < x’+y” < n este 2[ \/; 1.

Dacd x=k#0, atunci k> < n, deci |k <+n iar y* < nk’ adica
Iyl Sm (deci numarul y-cilor este 1+2[m ]; am adunat si pe 1
deoarece y=0 trebuie considerat).

Deoarece ke{tl, £2,..., J_r[\/; ]} iar semnele £ nu influenteaza
valoarea lui k?, obtinem c:

[Wn] [Wn] (Vn]
Tm)=2[Vn 1#2 Y [+ 2Vn—k21=4[Vn 1+4 3 Wn-k21=4 3 [Wn—k>].
k=1 k=1 k=0
Astfel, de exemplu pentru n=100, avem:
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T(100)=
= 4((V1001) +[V991+[/96 1+ [VO11+ 841+ V751 + [V641+[V511+ [/36 ]+

+[\/§]):4(10+9+9+9+9+8+8+7+6+4):316

Interpretare geometrica pentru T(n)

Pentru neN, 1+T(n) reprezinta numarul de perechi din Z” ce satisface
inegalitatea x*+y’<n.
Astfel 1+T(n) reprezintd numarul punctelor laticiale din interiorul

cercului C, de centru (0, 0) si raza \/; (eventual de pe circumferintd).

in continuare, la fiecare punct laticial vom asocia un patrat ce are
centrul in punctul respectiv, laturile paralele cu axele de coordonate si aria 1
(vezi Fig.7).

\ 4

Fig. 7
Daca notam cu P aria acoperitd de patratele asociate punctelor laticiale
care nu sunt in afara cercului C, este egala cu numarul acestora, adica P=1+T(n).

N 1 e
Cercul Cy, de centru (0, 0) si raza vn +T contine 1n interior sau pe
2

circumferinta toate punctele acoperite de patratele asociate punctelor laticiale din

. . 1 . . T
C, (aceasta deoarece in mod evident T este cea mai mare distantd posibila a
2

unui punct din interiorul pétratului de arie 1 la centrul patratului).

. . 1
Atunci P <aria (Cj,)) ©P<n (\/;Jr—)z.

72
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Pe de alta parte, dacd notam cu C,, cercul de centru (0, 0) si raza

1 C 1
\/; -—, atunci din aria (C,,) < P deducem ca « ( \/_ -— )*<P.

7 %
1

inlocuind P=1+T(n) deducem ci n (\/_ - 1 Y-1<T(n) <= (\/_ -— )AL
2

7 P

. 1
Cum n\/E <5 si 0<5 n-1<1S\/; deducem ca:

n(\/;-i-%)z—l—nn-i-n \/5 \/;+%n—l<nn+6\/;
2

si n(\/_-L)z—lznn—n\/E\/;+ln-l>nn—6\/;
\/5 2

de unde mn-6 \/; <T(n)<m n+6 \/; = T(n) -7l < % iar de aici deducem :
n n
PROPOZITIA 1.7. lim M =7
n— o

Dupa cum am vazut T(100)=316, deci T(100)/100=3,16. Analog
T(400)=1256, deci T(400)/400=3,14 iar T(1000)/1000=3,148.

Avem astfel posibilitatea de a aproxima pe 7 considerand valori din ce
in ce mai mari pentru n.

§2. Puncte laticiale in spatiu

Consideram spatiul R? raportat la un sistem ortogonal de axe Oxyz.
DEFINITIA 2.1. Un punct M(x, y, Z)€ R? se zice punct laticial, daca

(x,y,z)eZ’.
Multe rezultate legate de puncte laticiale din plan au extinderi aproape

imediate la puncte laticiale din spatiu.

LEMA 2.2. Daci p, q, reQ si pv2+g/3+rJ/5 €Q, atunci
p=q=r=0.
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Demonstratie Fie p\/E-i-q\/g—i- r\/g =k Q. Atunci
p\/E+q\/§ :k—r\/g , de unde 2p° +2pq\/g+3q2 =k’ —2kr\/§+5r2.
Deducem  ca 2pq\/g+2kr\/§ =k?+5r7-2p*-3¢°e€Q, de unde
2pq =2kr=k*+5r* —=2p? —3¢*=0iardeaicip=q=r=0. W

TEOREMA 2.3. Pentru orice numar natural neN* existi in spatiu
o sfera ce contine in interiorul sdu exact n puncte laticiale.
Demonstratie Sa aratam la inceput ca sfera de centru (\/E , \/5 ,\/g ) are

cel mult un punct laticial pe suprafata ei.
Intr-adevar, sa presupunem cé pe suprafata sferei cu centrul in punctul

de coordonate (\/5 ,\/g ,\/g ) existd doua puncte laticiale de coordonate (a, b, c)
respectiv (d, e, f).
Scriind ca

B F o 5T 5T a3 e o7
ob;inemzﬁ(d—a)+2\/§(e—b)+ 2\/§(f—c)=d2 +e’ + fP-a’-b*-c*eQ

si atunci conform Lemei 2.2.,d-a=e-b=f-c=0<a=d,b=e,c="f
Analog ca in cazul plan (teorema 1.2.) putem ordona punctele laticiale
din spatiu intr-un sir crescator M, My, ... In functie de distantele d;, d,, ... ale

acestora la punctul de coordonate (\/5,\/5,\/5 ). Astfel, sfera cu centrul in
punctul de coordonate (\/E , \/5 , \/g ) si razd d,.; contine in interiorul sdu exact n

puncte laticiale din spatiu si anume pe M, My, ..., M, . B

TEOREMA 2.4. (T. Kulikowski) Pentru orice numar natural ne N*
existd in spatiu o sferi ce contine pe suprafata sa exact n puncte laticiale.
Demonstratie Conform Teoremei 1.3. existd un cerc in planul Oxy de

ecuatie (x —a)2 + (y —b)2 =c¢ (cua, b, ceQ, c>0) ce trece prin exact n puncte
laticiale de coordonate (x, y). Identificand punctele laticiale de coordonate (x, y)
din planul Oxy cu punctele de coordonate (X, y, 0) din spatiul Oxyz putem trage

concluzia ca cercul (x—a)2 +(y—b)2 =c contine exact n puncte laticiale

(%, y, 0) din spatiu.
Sa consideram acum sfera cu centrul in punctul de coordonate

(a, b, \/E ) siderazad «/c+2 a cérei ecuatie in sistemul de axe Oxyz este :
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1 (x—a)2+(y—b)2+(z—\/5)z:c+2 &
() (x—a)2+(y—b)2+zz—2z\/§=c
Conform Teoremei lui Schinzel a, b, ceQ ( putem avea de exemplu

1 1 . . < . < n
a:E sau — si b=0 iar ¢ patratul unui numar intreg).

Astfel, daca (x, y, z)eZ3 verifici ecuatia (2), atunci cu necesitate z=0 si
atunci obtinem (x — a)2 +(y- b)2 = ¢ ce are numai n solutii.
Cele n puncte laticiale de pe sfera de ecuatie (1) sunt cele ce se obtin

intersectand suprafata sferica cu planul de ecuatie z=0 (obtinand astfel cercul de
ecuatie (2) ce trece prin exact n puncte laticiale).

in concluzie, sfera de centru (a, b, \/E ) siraza «/c+2 trece prin exact n

puncte laticiale din spatiu de forma (x,y, 0). ®
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