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PrefaŃă 
 
     În cartea de faŃă sunt studiate două teme importante: proprietăŃi 
aritmetice ale inelelor şi extinderi de corpuri (cu aplicaŃii). 
   Primul capitol prezintă noŃiuni şi rezultate generale de teoria ine-
lelor, ca: ideale, inele factor, teoreme de izomorfism, inele şi corpuri 
de fracŃii. Pentru importanŃa pe care o au în capitolele următoare, o 
atenŃie deosebită se acordă idealelor prime şi maximale. 
   Capitolul al doilea tratează proprietăŃile aritmetice ale inelelor ca-
re privesc: relaŃia de divizibilitate în inele comutative, cel mai mare 
divizor comun şi cel mai mic multiplu comun, descompunerea în fac-
tori primi (ireductibili). Generalizând proprietăŃi ale inelului ℤ  al în-
tregilor raŃionali, sunt definite trei clase importante de inele: inelele 
euclidiene, inelele principale şi inelele factoriale. Deşi pornesc de la 
un lucru simplu (exprimarea celui mai mare divizor comun ca o com-
binaŃie liniară de elementele date), relaŃiile lui Bézout (stabilite iniŃial 
în inelele euclidiene) deschid calea unor algoritmi numerici cu diver-
se aplicaŃii. Aceleaşi relaŃii Bézout există şi în inelele principale, fără 
a mai dispune însă de o metodă de calcul a lor. Inelele factoriale sunt 
caracterizate de proprietatea că elementele nenule şi neinversabile se 
descompun în produse de elemente prime. Merită subliniat faptul că 
proprietatea de inel factorial se transmite de la inelul coeficienŃilor la 
inelul de polinoame. 
   În capitolul al III-lea, sunt studiate extinderile de corpuri, urmă-
rind două direcŃii principale. Pe de o parte se urmăreşte extinderea 
unui corp de bază la un corp în care un polinom are toate rădăcinile. 
Se ajunge în acest mod la noŃiunea de corp de descompunere al unui 
polinom şi închidere algebrică. Pe de altă parte, se urmăreşte pro-
prietatea elementelor unei extinderi de a fi rădăcini ale unor polinoa-
me cu coeficienŃi în corpul de bază, degajându-se în acest mod noŃiu-
nile de element algebric şi element transcendent. Este pus în evidenŃă 
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corpul numerelor algebrice (al elementelor algebrice ale extinderii 
⊇ℂ ℚ ) care face obiectul teoriei algebrice a numerelor. 

   Capitolul IV conŃine o scurtă sinteză privind grupurile rezolubile. 
Sunt analizate special grupurile de permutări pentru legătura pe care 
o au în capitolele următoare cu rezolvarea ecuaŃiilor prin radicali. 
   În capitolul V apar elementele de teorie Galois. Sunt stabilite con-
diŃii în care corespondenŃa între laticea L ( ; )L K  a corpurilor inter-

mediare în extinderea ⊇L K  şi laticea L ( )G  a subgrupurilor gru-
pului Galois asociat este o bijecŃie. În acest context, sunt studiate: ră-
dăcinile primitive ale unităŃii, corpurile finite, extinderile algebrice 
normale şi extinderile algebrice separabile. 
   Următorul capitol cuprinde două aplicaŃii importante ale teoriei 
Galois. Prima dintre acestea se referă la rezolvarea ecuaŃiilor algebri-
ce prin radicali. Folosind teorema fundamentală a teoriei Galois, se 
stabilesc condiŃii necesare şi suficiente ca o ecuaŃie algebrică să fie 
rezolvabilă prin radicali. În particular, se obŃine teorema lui Abel şi 
Ruffini privind nerezolubilitatea prin radicali a ecuaŃiei generale de 
grad ≥ 5.n  A doua aplicaŃie se referă la stabilirea unor condiŃii nece-
sare şi suficiente de constructibilitate cu rigla şi compasul. Se obŃine 
în acest mod un răspuns elegant la problemele clasice de constructi-
bilitate. 
   Fiecare capitol este urmat de un număr însemnat de probleme care 
permit aprofundarea noŃiunilor şi rezultatelor studiate. În ultima parte 
a cărŃii sunt date soluŃiile acestor probleme. 
   ConŃinutul cărŃii acoperă programa disciplinei Algebră III din 
anul II al domeniului matematică. Cele două teme studiate – pro-
prietăŃile aritmetice ale inelelor şi extinderile de corpuri – sunt strâns 
legate de programa de matematică din învăŃământul preuniversitar şi 
de aceea sunt esenŃiale în pregătirea viitorului profesor de matema-
tică. Cartea poate constitui de asemenea un suport util pentru pregăti-
rea examenelor de definitivat, de obŃinere a gradelor didactice sau de 
ocupare a unui post în învăŃământ. 
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Capitolul I 
 

INELE. NOłIUNI GENERALE 
  

1. Inele şi morfisme de inele 
 
 1.1. DefiniŃie. Spunem că mulŃimea nevidă A, înzestrată cu două 
legi de compoziŃie internă, “*” şi “#” are o structură de inel, dacă: 
- (A,*) are o structură de grup abelian; 
- (A,#) are o structură de semigrup; 
- # este distributivă (la stânga şi la dreapta) faŃă de *. 

 În condiŃiile definiŃiei 1.1., spunem simplu (A,*,#) este un inel. 
Dacă nu se pot crea confuzii, operaŃiile unui inel sunt notate + şi ⋅ . 

Elementul neutru al grupului ( , )A +  se notează cu 0. Simetricul unui 

element a în raport cu + se notează cu −a  şi se numeşte opusul lui a. 
 Dacă operaŃia “ ⋅ ” are element neutru, atunci acesta se numeşte 
element unitate şi se notează de obicei cu 1. În acest caz se spune că 
(A,+, ⋅ )  este un  inel unitar. Elementele simetrizabile în raport cu ⋅   
într-un inel unitar se mai numesc elemente inversabile sau unităŃi. 
MulŃimea unităŃilor inelului unitar A se notează cu U(A). OperaŃia ⋅  
induce pe U(A) o structură de grup, numit grup multiplicativ al uni-
tăŃilor inelului A. 
 Se spune că inelul A este nenul dacă are cel puŃin două elemente. 
Se spune că inelul A este  comutativ dacă ⋅  este comutativă. 
 În orice inel A, 0 0 0,a a⋅ = ⋅ =  pentru orice a din A. Se spune că  
elementul a din A  este un divizor la stânga (dreapta) al lui zero dacă 
există \{0},∈b A  astfel încât 0a b⋅ =  (respectiv 0b a⋅ = ). Elemen-
tul 0 este un divizor la stânga şi la dreapta al lui zero. 
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 1.2. DefiniŃie. Un inel comutativ, unitar, nenul şi fără divizori ai 
lui zero diferiŃi de zero se numeşte domeniu de integritate sau inel 
integru. 
 MulŃimea ℤ  a numerelor întregi este un domeniu de integritate în 
raport cu operaŃiile obişnuite de adunare şi de înmulŃire şi avem 

{ }( ) 1,1 .U = −ℤ  

 MulŃimea 
n

M ( )ℝ  a matricelor cu n linii, n coloane şi elemente 
reale este un inel unitar, necomutativ şi cu divizori ai lui zero pentru 

1.n >  Grupul multiplicativ al unităŃilor acestui inel se notează cu 
( )nGL ℝ  şi se numeşte grup liniar general de grad n peste .ℝ  

 Se notează [ ] { } , ,  .i z m n z m ni= ∈ ∃ ∈ = +ℤ ℂ ℤ �Adunarea şi în-

mulŃirea numerelor complexe induc pe [ ]iℤ  o structură de inel, cu-
noscut sub numele de inelul întregilor lui Gauss. AplicaŃia: 

[ ]: ,N i →ℤ ℕ � 2 2( )N m ni m n+ = +  

este numită normă. Folosind relaŃia 1 2 1 2( ) ( ) ( )N z z N z N z=  deducem 

că [ ]( ) { }1,1, , .U i i i= − −ℤ �

� 1.3. DefiniŃie. Un inel K, unitar, nenul cu ( ) \{0}=U K K �se nu-

meşte corp. 
 MulŃimile , ,ℚ ℝ ℂ  au o structură de corp în raport cu operaŃiile 
obişnuite de adunare şi de înmulŃire. 
 1.4. DefiniŃie. Fie A, B două inele în care operaŃiile sunt notate + 
şi ⋅ � O aplicaŃie : →f A B � se numeşte morfism de inele dacă 

pentru orice , ,∈a b A  au loc relaŃiile: 
( ) ( ) ( )+ = +f a b f a f b  

( ) ( ) ( ).f ab f a f b=  

Un morfism de inele este în particular un morfism al grupurilor 
aditive subiacente. Rezultă (0) 0=f  şi ( ) ( ),− = −f a f a  .∀ ∈a A  

 Dacă ( ), ,+ ⋅A  este un inel, atunci aplicaŃia  identică 1A  este un 

morfism de inele, numit morfismul identic. 
 Dacă : →f A B  şi : →g B C � sunt morfisme de inele, atunci  

�g f 	
�	��
�morfism de inele. 
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 Se spune că morfismul de inele : →f A B � este un izomorfism, 

dacă există un morfism de inele : ,→g B A �asfel íncât, 1=� Ag f  şi 

1 .=� Bf g �

� �n morfism de inele este izomorfism dacă şi numai dacă este 
bijectiv. 
 Dacă A, B sunt inele unitare atunci se spune că morfismul de inele 

: →f A B  este morfism unitar dacă (1) 1.=f �

 1.5. DefiniŃie. Fie A un inel comutativ şi unitar. Fie :ρ →A B �un 

morfism unitar de inele. Se spune că B este o A-algebră de morfism 

structural ρ  dacă ( ) ( ),ρ ρ=a b b a  pentru orice ∈a A  şi .∈b B  

 Dacă A este un inel comutativ şi unitar, atunci M ( )n A  este o A -

algebră de morfism structural : ( ),
n

Mρ →A A  ( ) .ρ = na aI  

 Fie B, C două A - algebre, de morfisme structurale :ρ →A B  şi 

: .τ →A C  Un morfism de A-algebre este un morfism unitar de ine-
le : →f B C  astfel încât, .τ ρ= �f �

   
2. Subinele şi ideale 

�

� 2.1. DefiniŃie. Fie ( ), ,+ ⋅A  un inel şi ′A �o submulŃime nevidă a 

lui A. Se spune că ′A �este un  subinel al inelului A, dacă operaŃiile 
lui A induc pe ′A �o structură de inel. 
 Se verifică uşor că ′A  este subinel al lui A dacă şi numai dacă 
pentru orice , ,′∈a b A  ′− ∈a b A �şi .′∈ab A  
 În particular, dacă ′A �este un subinel al lui A, atunci ′A  este un 
subgrup al grupului ( ), .+A �

� Subinelele inelului ( ), ,+ ⋅ℤ  al numerelor întregi sunt de forma 

ℤn �unde .∈ℕn �

� Pentru orice inel A, {0} şi  A  sunt subinele ale lui A. 
 Fie : →f A B  un morfism de inele. MulŃimea: 

{ }Im , ( )f b B a A  f a b= ∈ ∃ ∈ =  

este un subinel al lui B, numit imaginea morfismului f. 
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 MulŃimea: 

{ }( ) 0Kerf a A f a= ∈ =  

este un subinel al lui A numit nucleul morfismului f . 
 Dacă ,iA  ,∈i I  sunt subinele ale inelului A, atunci 

∈
∩ i
i I

A �este un 

subinel al lui A. 
 Dacă M este o submulŃime a inelului A, atunci intersecŃia tuturor 
subinelelor lui A care includ M se numeşte subinel generat de mul-
Ńimea M. 
 2.2. PropoziŃie. MulŃimea S ( )A  a subinelelor inelului A for-

mează o latice completă în raport cu relaŃia de incluziune. 
 DemonstraŃie. Fie , ,∈iA  i I  o familie de subinele ale lui A.  

( )i i I i
i I

inf A A∈
∈

=∩  iar ( )isup A  este subinelul generat de .
∈
∪ i
i I

A  □  

 Se demonstrează uşor şi următorul rezultat: 
 2.3. PropoziŃie. Fie : →f A B  un morfism surjectiv de inele. Fie 

S ( , )A Kerf { }.A A este subinel al lui A, A Kerf′ ′ ′= ⊇  

Atunci aplicaŃia: 
S S: ( , ) ( )F A Kerf B→  

definită prin ( ) ( ),F A f A′ ′=  pentru orice S ( , ),A A Kerf′∈  este un 

izomorfism de mulŃimi ordonate. 
 2.4. DefiniŃie. Fie ( ), ,+ ⋅A   un inel şi I o submulŃime nevidă a lui 

A. Se spune că I este un ideal stâng al lui A, dacă: 
1) ,− ∈a b I  pentru orice , ,∈a b I  
2) ,∈xa I  pentru orice ,∈x A  şi orice .∈a I  

 Dacă I satisface condiŃia 1) şi condiŃia: 
3) ,∈ax I  pentru orice ∈a I  şi ,∈x A  

atunci se spune că I este un ideal drept al lui A. 
Un ideal stâng care este şi ideal drept se numeşte ideal bilateral. 

 Într-un inel comutativ, noŃiunile de ideal stâng, ideal drept şi ideal 
bilateral coincid. În acest caz se spune simplu, ideal. 
 Idealele inelului ( ), ,+ ⋅ℤ   sunt de forma ℤn �unde .∈ℕn  

 Se observă că orice ideal (stâng sau drept) este şi un subinel. 
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 Reciproca nu este adevărată. MulŃimea matricelor din 
n

M ( )ℝ  

care au 0 pe prima linie este un subinel al lui ( )n
M ( ), ,+ ⋅ℝ  dar nu 

este un ideal stâng. 
 Pentru orice inel A, mulŃimile {0} şi A sunt ideale bilaterale ale 
lui A, numite ideale improprii. Celelalte ideale se numesc ideale 
proprii. 
 Dacă : →f A B  este  un morfism de inele, atunci Kerf  este un 
ideal bilateral al lui A. Morfismul f  este injectiv, dacă şi numai dacă 

{ }0 .Kerf =  

 Dacă ( ), ,+ ⋅K  este un corp, atunci K nu are ideale proprii. 

 Reciproc, dacă ( ), ,+ ⋅A  este un inel unitar nenul, în care singu-

rele ideale stângi şi drepte sunt {0} şi A, atunci A este corp. 
 Prin  morfism de corpuri se înŃelege un morfism unitar al inelelor 
subiacente. 
 Orice morfism de corpuri : →f K L  este injectiv. Într-adevăr, 

Kerf este un ideal al lui K. Din (1) 1 0= ≠f  rezultă ,≠Kerf K  deci 

{ }0Kerf =  şi f este injectiv. 

 Se deduce uşor că intersecŃia unei familii de ideale stângi (drepte 
sau bilaterale) este un ideal stâng (drept sau bilateral). 
 Dacă M este o submulŃime a inelului A, atunci intersecŃia ideale-
lor stângi (drepte sau bilaterale) ale lui A care includ M se numeşte 
ideal stâng (drept sau bilateral) generat de mulŃimea M. 
 Un ideal stâng (drept sau bilateral) generat de un singur element 
se numeşte ideal principal. 
 Toate idealele inelului Z sunt ideale principale. 
 Notăm cu L ( ),s A  (L ( ),d A  L ( )A ) mulŃimea idealelor stângi 
(drepte sau bilaterale) ale inelului A. 
 2.5. PropoziŃie. Pentru orice inel A, mulŃimile L ( ),s A  (L ( ),d A  

L ( )A ) sunt latice complete în raport cu relaŃia de incluziune. 

 DemonstraŃia este analoagă celei de la propoziŃia 2.2. 
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 Dacă { }t t T
I

∈
 este o mulŃime de ideale stângi ale inelului A, atunci 

idealul stâng generat de t

t T

I
∈
∪  se numeşte suma idealelor stângi 

{ }t t T
I

∈
 şi se notează  .t

t T

I
∈
∑  Asemănător se defineşte suma unei 

mulŃimi de ideale drepte sau bilaterale. 
 Dacă { }1,2 ,T =  atunci { }1 2 1 2, .I I a b a I b I+ = + ∈ ∈  

 Fie I şi J douä ideale stângi (drepte sau bilaterale) ale inelului A. 
În general, mulŃimea { },M ab a I b J= ∈ ∈  nu este un ideal stâng 

(drept sau bilateral) al lui A. Prin produs al idealelor stângi (drepte 
sau bilaterale) I şi J se ínŃelege idealul stâng (drept sau bilateral) 
generat de mulŃimea M. 

2.6. PropoziŃie. Fie : →f A B  un morfism surjectiv de inele şi 

L ( , )A Kerf { }.I I ideal bilateral al lui A, I Kerf= ⊇  

 Atunci aplicaŃia 
L L: ( , ) ( )F A Kerf B→  

definită prin =( ) ( ),F I f I  pentru orice I din L ( , ),A Kerf  este un 

izomorfism de mulŃimi ordonate. 
 DemonstraŃia este analoagă celei de la propoziŃia 2.3. 
 

3. Inel factor. Teoremele de izomorfism 
 

 Fie ( ), ,+ ⋅A  un inel şi I un ideal bilateral al său. În particular, I 

este un subgrup normal al lui ( ), , .+ ⋅A  Putem vorbi despre grupul 

factor ɵ{ }/ ,= ∈A I x x A  ɵ { }.= + = + ∈x x I x h h I �

� Dacă ɵ′∈x x  şi ɵ,′∈y y  atunci există , ∈h k I  aşa încât ,′ = +x x h  

.′ = +y y k  Rezultă:�

′ ′ = + + + = + ∈ +x y xy hy xk hk xy l xy I  

deoarece .∈l I  Rezultă că aplicaŃia: 

/ / / ,× →A I A I A I � ɵ ɵ( ) ɵ ɵ �, → =x y x y xy  
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este bine definită. Se verifică uşor că ( )/ , ,+ ⋅A I  este un inel. Acest 

inel poartă numele de inel factor al inelului A prin idealul său bila-

teral I. Elementul neutru al lui /A I  este 0 .=ɵ I  AplicaŃia canonică 
: /π →A A I  

definită prin ɵ( ) ,π =x x  pentru orice x∈A este un morfism surjectiv 

de inele al cărui nucleu este .Ker Iπ =  

 Dacă A este inel unitar, atunci  /A I  este inel unitar şi 1ɵ  este ele-
mentul unitate. Dacă A este inel comutativ, atunci /A I  este inel co-
mutativ. 
 Pentru  = ℤA  şi ,= ℤI n  inelul factor /ℤ ℤn  se notează ℤn  şi se 
numeşte  inelul claselor de resturi modulo n. 
 3.1. Teorema fundamentală de izomorfism. Dacă : →f A B  
este un morfism de inele, atunci există un izomorfism 

θ →: A / Kerf Im f . 

 DemonstraŃie. Kerf este ideal bilateral în A. Dacă ,∈ +y x Kerf  

atunci există ,∈h Kerf  astfel încât .= +y x h  

( ) ( ) ( ) ( ).= + =f y f x f h f x  

Prin urmare, θ →: A / Kerf Im f , ɵ( ) ( ),θ =x f x  ∀ ∈x A,  este bine 

definită. Se verifică uşor că θ  este un morfism surjectiv de inele. 

Dacă ɵ ,θ∈x Ker  atunci ɵ( ) ( ) 0,θ = =x f x  deci ∈x Kerf  şi ɵ 0.= ɵx  Prin 

urmare, θ  este şi morfism injectiv, deci este izomorfism.  □  
 3.2. Teorema a doua de izomorfism. Fie ( ), ,+ ⋅A  un inel, ′A �un 

subinel şi I un ideal bilateral al lui A. Atunci: 

a) { },′ ′+ = + ∈ ∈A I a h a A h I �este un subinel al lui A; 

b) ′∩A I  este un ideal bilateral al lui ;′A  
c) Există un izomorfism 

( ) ( )θ ′ ′ ′∩ → +: A / A I A I / I . 

  DemonstraŃie. AfirmaŃia a) se verifică prin calcul direct. b) Este 
evident că I este şi ideal bilateral al lui ′ +A I .  
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Fie ( )′ ′→ +f : A A I / I ,  ( ) ,= +f x x I  pentru orice ′∈x A .  Se veri-

fică uşor că f este un morfism de inele. ɵ ( ) / ,′∀ ∈ +y A I I ′∃ ∈x A  şi 

∈h I  astfel încât = +y x h. Rezultă ɵ ɵ ɵ ɵ ( ).= + = =y x h x f x  Deci f este 

un morfism surjectiv şi ( )′= +Im f A I / I . Dacă ∈x Kerf , atunci 

′∈x A  şi ɵ 0 ,= =ɵx I  deci .′∈ ∩x A I �Rezultă ′= ∩Kerf A I  şi prin 

urmare ′∩A I  este un ideal bilateral al lui .′A �Pentru c) se aplică 
teorema fundamentală de izomorfism lui f. □  
 3.3. Teorema corespondenŃei. Fie : →f A B  un morfism surjec-

tiv de inele. AplicaŃia: 
L L: ( , ) ( )F A Kerf B→ , ( ) ( ),F I f I=  ( , ),∀ ∈I A KerfL  

este un izomorfism de mulŃimi ordonate. 
 În plus, dacă ( , )∈I A KerfL   şi ( ),=J f I  atunci / / .≃A I B J  

 DemonstraŃie. NotaŃiile sunt cele din propoziŃia 2.6. Prima parte a 
teoremei rezultă chiar din 2.6. Pentru partea a doua, fie I un ideal din 

( , )L A Kerf  şi ( ).J F I=  Fie  

g : A B / J ,→  ( ) ( )g x f x J ,= +  .x A∀ ∈  

g este un morfism surjectiv de inele şi Kerg I .=  În continuare se 
aplică morfismului g teorema fundamentală de izomorfism.  □  
 3.4. Teorema a treia de izomorfism. Fie ( ), ,+ ⋅A  un inel oareca-

re şi I, J două ideale bilaterale ale lui A, I⊆ J.  Atunci /J I  este un 
ideal bilateral al lui /A I  şi există un izomorfism: 

( )/ /( / ) / .A I J I A J≃  

 DemonstraŃie. Fie : /A A Iπ →  surjecŃia canonică. Ker Iπ =  de 
unde, ( , ).LJ A Kerπ∈  Aplicând teorema 3.3., ( ) ( ) /F J J J Iπ= =  

este un ideal bilateral al lui  A/I  şi ( )/ / /( / ).A J A I J I≃ � □  

 3.5. AplicaŃie. Fie .n ∗∈ℕ  Să se determine idealele şi inelele 
factor ale lui .nℤ  
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 Fie : nπ →ℤ ℤ  surjecŃia canonică. Dacă J este un ideal în ,nℤ  

din 3.3., ( )J Iπ=  unde I este un ideal al lui ℤ  şi .I Ker nπ⊇ = ℤ  

Deci I m= ℤ  şi | .m n  ( ) ( )( ) / .J I m nπ= = ℤ ℤ  

Conform  3.4., ( ) ( )/ / / / / .n mJ n m n m= =ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ ≃ ℤ ℤ ℤ  

 3.6. PropoziŃie. În inelul ,nℤ  1:n >  

( ) ɵ{ }( , ) 1 .nU x x n= =ℤ  

 DemonstraŃie. Dacă ɵ ( ),nx U∈ ℤ  atunci există ɵ ny∈ℤ  astfel încât 

ɵ ɵ 1.x y⋅ = ɵ  Rezultă 1 ,xy n− ∈ ℤ  sau  ,h∃ ∈ℤ  astfel încât 1 .xy nh− =  

Din 1,xy nh− =  rezultă ( ), 1.x n =  

 Reciproc, fie ,x∈ℤ  astfel încât ( ), 1.x n =  Există , ,u v∈ℤ  astfel 

încât 1.ux vn+ =  Rezultă ɵ ɵ 1x u⋅ = ɵ  şi ɵ ( ).nx U∈ ℤ  □  

 3.7. ConsecinŃă. Fie 1.n >  Atunci ( ) ( ).nU nϕ=ℤ  

 DemonstraŃie. FuncŃia ϕ  este indicatorul lui Euler şi notează nu-
mărul numerelor naturale mai mici decât n şi prime cu n. Se aplică 
propoziŃia 3.6.  □  
 3.8. Teorema lui Euler. Fie n ∗∈ℕ  şi ,a∈ℤ  ( ), 1.n a =  Atunci: 

 (1) ( )( ) 1 mod .na nϕ ≡  

 DemonstraŃie. Din 3.6. rezultă ɵ ( ).na U∈ ℤ  ( )( ),nU ⋅ℤ  este grup 

cu ( )nϕ  elemente. Rezultă ɵ
( )

1,
n

a
ϕ
= ɵ  ceea ce este tot una cu (1). □  

 3.9. Mica teoremă a lui Fermat. Dacă p este un număr prim şi a 
este un număr întreg nedivizibil cu p, atunci: 

( )1 1 mod .pa p− ≡  

 DemonstraŃie. Se aplică 3.8. Ńinând seama că ( ) 1.p pϕ = −  □  
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4. Caracteristica unui inel 
 

 Fie ( ), ,+ ⋅A  un inel unitar al cărui element unitate îl notăm cu e. 

AplicaŃia 
: ,Aρ →ℤ � ( ) ,m meρ = � ,m∀ ∈ℤ  

este un morfism unitar de inele. Kerρ � este un ideal în .ℤ  Există 

,n∈ℕ �astfel încât .Ker nρ = ℤ �Numărul n poartă numele de carac-

teristică  a inelului A şi se notează .carA �
 Apar două situaŃii. 

I. Morfismul ρ  este injectiv. În acest caz, {0}.Kerρ = �Deci 

 (1) ( )0 ,  0 0carA m me m= ⇔ ∀ ∈ = ⇒ =ℤ  

Inelul A conŃine în acest caz un subinel Imρ  izomorf cu ℤ � care 
poate fi identificat cu ℤ . Însuşi inelul ℤ  al numerelor întregi are 
caracteristica egală cu zero. 

II. Morfismul ρ  nu este injectiv. Ker nρ = ℤ  şi .n ∗∈ℕ  Inelul 
A are o caracteristică nenulă. 

������ � { }0 min 0 .carA n n m me∗= ≠ ⇔ = ∈ =ℕ  

Aplicând teorema fundamentală de izomorfism pentru inele,   

n / Ker Im A.ρ ρ= ⊆ℤ ℤ ≃ �

Inelul A conŃine un subinel izomorf cu inelul nℤ  al claselor de res-
turi modulo n. 
 Însuşi inelul nℤ �� 0n ≠ � are caracteristica egală cu n. 
 4.1. PropoziŃie. Dacă A este un domeniu de integritate cu carac-
teristică nenulă, atunci carA  este un număr prim. 
 DemonstraŃie. Fie 0.carA n= ≠ �Să presupunem că există p şi q 
numere naturale, astfel încât ,n pq= �1 .p n< < �

( )( )0 0 0 sau 0,ne pe qe pe qe= ⇔ = ⇔ = =  

contradicŃie cu (2). Prin urmare, n este număr prim.  □  
 Să considerăm acum K un corp comutativ. În particular, K este un 
domeniu de integritate. 
 În cazul 0,carK =  K conŃine un subinel izomorf cu :ℤ  
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{ }me m .∈ℤ �

K fiind corp, va conŃine şi mulŃimea elementelor de forma 

( )( ){ }1
 0me ne m,n , n .

−
∈ ≠ℤ  

care formează un subcorp izomorf cu .ℚ  Deci: 
 Orice corp de caracteristică 0 include un subcorp izomorf cu .ℚ �

� În cazul 0,carK p= ≠  p este număr prim şi pImρ ≃ ℤ �este corp. 

Deci: 
 Orice corp de caracteristică nenulă p include un subcorp izomorf 
cu p .ℤ �

� Corpurile ,  ,  ,  ( )Xℚ ℝ ℂ ℝ  au caracteristica 0. 

 Corpul pℤ  cu p număr prim are caracteristica p. 

 
5. Ideale prime şi ideale maximale 

 

 Acest paragraf este consacrat studiului a două tipuri de ideale 
importante în teoria inelelor. 
 5.1. DefiniŃie. Fie A un inel comutativ şi unitar iar P un ideal al 
său, diferit de A. Spunem că P este un ideal prim, dacă: 

a,b A,∀ ∈ � ab P a P∈ ⇒ ∈ �sau�b P.∈ �

 În inelul întregilor raŃionali, (2) 2= ℤ  este un ideal prim deoare-
ce, dacă produsul a două numere întregi este un număr par, atunci cel 
puŃin unul dintre cele două numere este par. 
 Într-un inel integru A, idealul (0) este prim deoarece A nu are 
divizori ai lui zero diferiŃi de 0. Este adevărată şi reciproca: dacă în 
inelul comutativ, unitar, nenul A, idealul (0) este ideal prim, atunci A 
este inel integru. 
 5.2. PropoziŃie. Fie A un inel comutativ unitar şi P un ideal al 
său, diferit de A. P este ideal prim al lui A, dacă şi numai dacă, 
pentru orice două ideale I şi J ale lui A : 

IJ P I P⊆ ⇒ ⊆  sau  J P.⊆  
 DemonstraŃie. “⇒ ” Fie P un ideal prim al lui A şi I, J ideale ale 
lui A, astfel încât IJ P.⊆  Prin reducere la absurd, să presupunem că 
niciunul dintre idealele I şi J nu este inclus în P . Există a I \ P∈  şi 
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b J \ P.∈  Din ab IJ P∈ ⊆  şi P ideal prim, rezultă a P∈ �sau  b P,∈  
contradicŃie. 
 “⇐” Fie a,b A∈  astfel încât ab P.∈  Notăm ( )I a=  şi ( ).J b=  

( ) .IJ ab P= ⊆  Rezultă I P⊆  sau J P,⊆  deci a P∈  sau b P∈ . P 

este ideal prim.   □  
 PropoziŃia următoare arată cum se comportă idealele prime în ra-
port cu imaginile directe şi reciproce prin morfisme. 
 5.3. PropoziŃie. Fie A, B două inele comutative unitare şi 

:f A B→  un morfism unitar. Atunci: 

a) Dacă P′  este ideal prim în B, atunci 1( )P f P− ′=  este 

ideal prim în A; 
b) Dacă f este morfism surjectiv, P este ideal prim în A şi 

,P Kerf⊇  atunci ( )P f P′ =  este ideal prim în B. 

 DemonstraŃie. a) { }1( ) ( ) .P f P a A f a P− ′ ′= = ∈ ∈  Deoarece f este 

morfism de inele şi P′ este ideal în B, rezultă că P este ideal în A. Să 
presupunem .P A=  Atunci 1 ,P∈  (1) 1 ,f P′= ∈  adică ,P B′ =  con-

tradicŃie. Fie a,b A∈  cu ab P.∈  Rezultă ( ) ( ) ( ) .f ab f a f b P′= ∈  

Deoarece P′ este ideal prim, ( )f a P′∈  sau ( ) .f b P′∈  Deci  a P∈  

sau .b P∈  P este ideal prim în A. 

b) { }( ) ( ) .P f P f a a P′ = = ∈  Deoarece f este morfism surjectiv şi P 

este ideal în A, P′  este ideal în B. Vom presupune că .P B′ =  Rezul-
tă 1 .P′∈  Atunci există a P∈  astfel încât  ( ) 1 (1).f a f= =  Se obŃine: 

( 1) 0,f a − =  1 ,a c Kerf P− = ∈ ⊆  1 a c P= − ∈  şi ,P A=  contradic-

Ńie.  Deci .P B′ ≠  
Fie , ,x y B∈  astfel încât .xy P′∈  Deoarece  f este morfism surjectiv,     

există , ,a b A∈  astfel încât ( ),x f a=  ( ).y f b=  Atunci, 
( ) ( ) ( ).xy f a f b f ab= =  

Există de asemenea  ,c P∈  astfel încât ( ).xy f c=  

( ) ( ) .f ab f c ab c h Kerf P ab h c P= ⇒ − = ∈ ⊆ ⇒ = + ∈  

Deoarece P este ideal prim în A, rezultă ,a P∈  deci ( ) ,x f a P′= ∈  

sau ,b P∈  deci ( ) .y f b P′= ∈ P′ este ideal prim în B.   □  
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 5.4. ConsecinŃă. Fie A un inel comutativ unitar şi P un ideal al 
lui A. Sunt echivalente condiŃiile: 

a) P este ideal prim în A; 
b) /A P  este inel integru. 

 DemonstraŃie. Fie : /A A Pπ →  surjecŃia canonică. π  este mor-
fism surjectiv şi .Ker Pπ =  Conform 5.3., P este ideal prim în A dacă 

şi numai dacă (0)ɵ  este ideal prim în / .A P  Ultima condiŃie este 

echivalentă cu /A P  este inel integru.  □  
� 5.5. DefiniŃie. Fie A un inel comutativ unitar şi M un ideal al lui 
A, diferit de A. Se spune că M este ideal maximal al lui A dacă 
pentru orice ideal I al lui A: 

M I M I⊆ ⇒ =  sau I A.=  
� Cu alte cuvinte, un ideal maximal este un element maximal în 
mulŃimea idealelor lui A, diferite de A (în raport cu relaŃia ⊆ ). 
 Un corp comutativ K nu are decât idealele (0) şi K. Deci (0) este 
ideal maximal. Reciproc, dacă într-un inel comutativ unitar K, (0) 
este ideal maximal, atunci K este corp. 
 5.6. PropoziŃie. Fie A, B inele comutative unitare şi :f A B→  
un morfism unitar surjectiv. Atunci: 

a) Dacă M este un ideal maximal al lui A şi ,M Kerf⊇  

atunci ( )f M  este ideal maximal în B; 

b) Dacă M ′  este ideal maximal în B, atunci 1( )f M− ′  este 

ideal maximal în A. 
 DemonstraŃie. Cu notaŃiile din teorema 3.3., aplicaŃia 

L L: ( , ) ( )F A Kerf B→ , ( ) ( ),F I f I=  

este un izomorfism de mulŃimi ordonate. Prin acest izomorfism, ele-
mentele maximale ale mulŃimilor L ( , )A Kerf \{ }A  şi L ( )B \{ }B  se 

corespund.   □  
 5.7. ConsecinŃă. Fie A un inel comutativ unitar şi M un ideal al 
lui A . Sunt echivalente condiŃiile: 

a) M este ideal maximal în A; 
b) /A M  este corp. 

 DemonstraŃie. Fie : /A A Mπ →  surjecŃia canonică. π este mor-
fism surjectiv şi .Ker Mπ =  Conform 5.6., M este maximal în A, da-



����

că şi numai dacă (0)ɵ  este ideal maximal în / .A M  Ultima afirmaŃie 

este echivalentă cu /A M  este corp.  □  
 5.8. ConsecinŃă. Fie A un inel comutativ unitar şi M un ideal 
maximal al lui A. Atunci, M este ideal prim în A. 
 DemonstraŃie. Din M ideal maximal în A, rezultă /A M  corp, 
deci /A M  este inel integru şi ca urmare M este ideal prim.  □  
 Să observăm că reciproca pentru 5.8. nu este adevărată. Astfel, (0) 
este ideal prim în inelul  ℤ  dar nu este ideal maximal. 
 

6. ExistenŃa idealelor maximale 
 

 Scopul acestui paragraf este acela de a demonstra că în orice inel 
comutativ, unitar, nenul există ideale maximale. Reamintim că mulŃi-
mea ordonată ( ),M ≤  este inductivă dacă orice parte a sa nevidă, to-

tal ordonată este majorată. În demonstraŃie este necesară următoarea 
axiomă, numită în teoria mulŃimilor, Lema lui Zorn: 
 Orice mulŃime ordonată, inductivă are elemente maximale. 
 6.1. Teoremă (Lema lui Krull). Fie A un inel comutativ unitar şi 
I un ideal al lui A, diferit de A. Atunci există un ideal maximal M al 
lui A, astfel încât .M I⊇  

 DemonstraŃie. Notăm P = { } ideal al lui ,  ,  .J J A J I J A⊇ ≠  

P  este nevidă deoarece ∈P.I  Afirmăm că P  este inductivă în 
raport cu relaŃia ⊆ . 

 Fie TttI ∈}{  o parte nevidă a lui P ,  total ordonată. 

 Notăm .t
t T

I I
∈

′ =∪  Se arată uşor că I ′  este ideal al lui A. Evident 

.I I′ ⊇  Dacă ,I A′ =  atunci există t T∈  astfel încât 1 .tI∈  Rezultă că 

,tI A=  contradicŃie. Prin urmare, ,I A′ ≠  şi ′∈P .I  

 Evident, I ′  este un majorant pentru TttI ∈}{  şi ca urmare P  este 

inductivă. Conform lemei lui Zorn, în P  există elemente maximale. 
Fie ∈PM  un element maximal. M este un ideal în A, diferit de A şi 
⊇ .M I  
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 Fie H un ideal al lui A, astfel încât ⊇ .H M  Dacă ≠ ,H A  atunci 
∈PH  şi cum M este maximal în P  rezultă = .H M  Deci M este 

ideal maximal în A .  □  
 6.2. ConsecinŃă. Fie A un inel comutativ, unitar, nenul. Atunci în 
A există ideale maximale. 
 DemonstraŃie. În teorema 6.1. se ia { }= 0 .I  □    

 
7. Inele şi corpuri de fracŃii 

 

 În acest paragraf se urmăreşte ca, pentru un inel dat A, să se 
construiască o “extindere” în care anumite elemente din A să devină 
elemente inversabile. Extinderea se realizează cu ajutorul noŃiunii de  
A - algebră. Dacă B este o A - algebră de morfism structural injectiv 

: ,A Bρ →  atunci A Imρ≃  şi A poate fi privit ca un subinel al lui B. 

 Să considerăm mai întâi K un corp comutativ şi , ,a b K∈  0.b ≠  

EcuaŃia bx a=  are în K o singură soluŃie şi anume 1.x ab−=  Prin 
analogie cu notaŃia folosită pentru numere raŃionale, o expresie de 
forma 1ab−  o vom nota cu /a b  şi o vom numi fracŃie. Pe a îl vom 
numi numărător, iar pe b îl vom numi numitor. Două fracŃii /a b  şi 

/c d  sunt egale dacă şi numai dacă 1 1,ab cd− −=  adică .ad bc=  
łinând seama de proprietăŃile operaŃiilor din K, să deducem regulile 
de calcul cu fracŃii: 

( )( ) ( )11 1/ / /( )a b c d ab cd ad bc bd ad bc bd
−− −+ = + = + = +  

( )( ) ( )( ) ( )11 1/ / /( )a b c d ab cd ac bd ac bd
−− −⋅ = = =  

 Remarcăm că se pot considera fracŃii 1/a b ab−=  cu păstrarea re-
gulilor de calcul şi în cazul în care a, b sunt elemente ale unui inel 
comutativ şi unitar R şi ( ).b U R∈  În particular, b nu poate fi un 
divizor al lui zero. 
 Pornind de la aceste observaŃii, fiind dat un inel comutativ şi uni-
tar R vom căuta să construim o extindere a lui R în care elementele 
anumitei submulŃimi S să fie inversabile. 
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 7.1. DefiniŃie. Fie R un inel comutativ şi unitar şi S o submulŃime 
a sa. Se spune că S este un sistem multiplicativ dacă operaŃia multi-
plicativă a lui R induce pe S o structură de monoid. 
 Cu alte cuvinte, S este un sistem multiplicativ al lui R dacă: 

- 1 ;S∈  
- , .s t S st S∈ ⇒ ∈  

 MulŃimea numerelor întregi impare este un sistem multiplicativ al 
lui .ℤ  În acelaşi inel, mulŃimea puterilor pozitive ale lui 2 este un 
sistem multiplicativ. 
 MulŃimea tuturor nondivizorilor lui zero din inelul comutativ şi 
unitar R este un sistem multiplicativ. 
 7.2. Teoremă (de existenŃă a inelelor de fracŃii). Fie R un inel 
comutativ şi unitar şi S un sistem multiplicativ al său format din 
nondivizori ai lui zero. Există o R-algebră RS , de morfism structural 

injectiv : ,SR Rρ → �astfel încât:�

a) , ( ) ( );Ss S s U Rρ∀ ∈ ∈  

b) , , ,SR a R s Sα∀ ∈ ∃ ∈ ∃ ∈  astfel încât 1( ) ( ) .a sα ρ ρ −= ⋅  

 DemonstraŃie. Pe produsul cartezian R S×  definim următoarea 
relaŃie : 

( , ) ~ ( , )a s b t  dacă şi numai dacă .at bs=  
 RelaŃia ~ este o relaŃie de echivalenŃă. Deoarece proprietatea de 
reflexivitate şi cea de simetrie sunt imediate, vom verifica numai 
proprietatea de tranzitivitate. Fie ( , ),( , ),( , )a s b t c u R S∈ ×  astfel încât 

( , ) ~ ( , )a s b t  şi ( , ) ~ ( , ).b t c u  Din relaŃiile at bs=  şi bu ct=  rezultă 

.atu bsu cst= =  Deoarece t nu este divizor al lui zero, se obŃine 
,au cs=  sau, ( , ) ~ ( , ).a s c u  

 Clasa de echivalenŃă a perechii ( , )a s  o vom nota /a s  şi o vom 
numi fracŃie. Prin urmare  


 { }( , ) ( , ) | ( , ) ~ ( , ) .
a

a s b t a s b t
s
= =  

 Se observă că pentru orice a R∈  şi ,s t S∈ ,  
a at

s st
= . 

 MulŃimea factor (a claselor de echivalenŃă) o vom nota SR : 
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,  .S

a
R a R s S

s
 = ∈ ∈ 
 

 

 După modelul operaŃiilor cu fracŃii într-un corp comutativ, defi-

nim, pentru 
a

s
 şi S

b
R

t
∈ : 

,
a b at bs

s t st

+
+ =  .

a b ab

s t st
⋅ =  

 Deoarece S este sistem multiplicativ, din s t S, ∈  rezultă st S∈ . 
 Să demonstrăm mai întâi că operaŃiile sunt bine definite. 
Fie 1 1( , ) ~ ( , )a s a s  şi 1 1( , ) ~ ( , ).b t b t  Deducem : 

as a s bt b t1 1 1 1= =,       
astt a stt bt ss btss1 1 1 1 1 1 1 1= =,       

( ) ( )stsbtatsbsat 111111 +=+    

( ) ( )111111 ,~, tssbtastbsat ++  
adică operaŃia aditivă este bine definită. În mod analog se arată că 
operaŃia multiplicativă este bine definită. 
 Să verificăm asociativitatea operaŃiei aditive pe RS . 

 Fie , , .S

a b c
R

s t u
∈  

   
a b c a b c at bs c a bu ct

s t u s t u st u s tu

+ +   + + = + + ⇔ + = + ⇔   
   

 

                     

( ) ( )

( ) ( ) .

at bs u cst atu bu ct s

stu stu

at bs u cts stu atu bu ct s stu

+ + + +
⇔ = ⇔

⇔  + +  =  + +    

 

 Ultima egalitate rezultă din proprietăŃile operaŃiilor pe R. 
 Prin calcul se deduce că ( ),SR +  este un grup abelian în care ele-

mentul neutru este  
0

1
  iar opusa fracŃiei 

a

s
 este ( ) / .a s−  
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 Tot prin calcul se deduce că ( ),SR ⋅  este un monoid comutativ în 

care 
1

1
 este elementul unitate. Să verificăm distributivitatea operaŃiei 

multiplicative faŃă de cea aditivă. Pentru , , S

a b c
R

s t u
∈ : 

2

a b c a c b c at bs c actu bcsu

s t u s u t u st u stu

+ + + = ⋅ + ⋅ ⇔ ⋅ = ⇔ 
 

 

( ) ( ) ( )2
2

at bs c actu bcsu
at bs c stu actu bcsu stu

stu stu

+ +
= ⇔ + ⋅ = + . 

 Ultima egalitate rezultă din proprietăŃile operaŃiilor pe R . 
 Prin urmare RS  are o structură de inel comutativ şi unitar în raport 
cu operaŃiile + şi ⋅ . 

 Fie : ,  ( ) .
1S

a
R R aρ ρ→ =  Se arată uşor că ρ  este un morfism 

unitar şi injectiv de inele. Deoarece SR  este comutativ, rezultă ime-

diat că RS   este o R-algebră în raport cu morfismul ρ . 

Fie ( ) 1
.  ,   

1 S

s
s S s R

s
ρ∈ = ∈  şi 

1 1
.

1 1

s s

s s
⋅ = =  Deci ( ) ( )Ss U Rρ ∈  şi  

( ) 1 1
s

s
ρ −

= , adică se verifică a). Fie  S

a
R

s
∈ . b) rezultă din relaŃia: 

11
( ) ( )

1

a a
a s

s s
ρ ρ −= ⋅ = ⋅ .  □  

 Deoarece morfismul ρ  din teorema 7.2. este injectiv, rezultă că 
R Imρ≃ . Prin acest izomorfism identificăm fiecare element a R∈  

cu imaginea sa ( )
1

a
aρ = . Prin această identificare, pentru a R∈  şi 

s S∈ : 
1

1 1

1

s
s ,

s

−
−  = = 
 

 11

1

a a
a s

s s
−= ⋅ = ⋅  

 Inelul RS  din teorema 7.2. poartă numele de inel de fracŃii al ine-

lului R, cu numitori în S şi se mai notează şi S R−1 . 
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 Dacă S este mulŃimea tuturor nondivizorilor lui zero din R, atunci 
RS  se numeşte inel total de fracŃii al lui R. 

 Fie acum R un domeniu de integritate şi { }0S R\ .=  Considerăm 

{ }\ 0 ;S

a
R

s
∈  atunci 0a ≠  şi S

s
R

a
∈ . Din 

1
1

1

a s as

s a as
⋅ = = =  rezultă 

că ( ).S

a
U R

s
∈  Prin urmare SR  este un corp, numit corp de fracŃii al 

domeniului de integritate R. 
 În particular, corpul de fracŃii al lui ℤ  este corpul ℚ  al numere-
lor raŃionale. 
 Dacă se consideră un corp comutativ K, atunci corpul de fracŃii al 
domeniului de integritate [ ]K X  se notează ( )K X  şi se numeşte 
corp al fracŃiilor raŃionale cu coeficienŃii în K, în nedeterminata X. 

( ) [ ]| , ,  0
f

K X f g K X g
g

 
= ∈ ≠ 
 

 

 OperaŃiile + şi ⋅  în ( )K X  sunt definite ca în orice inel de fracŃii. 

 7.3. ObservaŃie. Fie K un corp comutativ, * ,S K=   : ,SK Kρ →  

( )
1

a
aρ = . Pentru orice ,S

a
K

s
∈  

1
1( ).

1

a as
as

s
ρ

−
−= =  Deci ρ  este un 

izomorfism. Prin urmare, corpul de fracŃii al unui corp comutativ este 
izomorf cu corpul iniŃial. 
 7.4. Teoremă (Proprietatea de universalitate a inelelor de frac-
Ńii). Fie R un inel comutativ şi unitar, S un sistem multiplicativ al său 
format din nondivizori ai lui zero. Atunci: 
 (*) Dacă B este o R-algebră de morfism structural : R Bψ → , 

astfel încât, pentru orice s S∈ , ( ) ( )s U Bψ ∈ , atunci există un unic 

morfism de R- algebre : .Su R B→   

 DemonstraŃie. Faptul că u este morfism de R-algebre presupune 
că următoarea diagramă este comutativă: 
 

 

  

R SR

B

ρ

uΨ
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 Dacă există un astfel de morfism, atunci, pentru orice S

a
R

s
∈   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 11

1

a a
u u u u a u s a s

s s
ρ ρ ψ ψ

− −     = = ⋅ = ⋅     
     

. 

 Deci existenŃa lui u implică unicitatea lui u. Să luăm ca definiŃie a 
unei aplicaŃii : Su R B→  relaŃia 

1( ) ( ) .
a

u a s
s
ψ ψ −  = ⋅ 

 
 

 Să arătăm că u este bine definită. Dacă 1 1( , ) ~ ( , ),a s a s  atunci: 

1 1 ,as a s=  1 1( ) ( ) ( ) ( )a s a sψ ψ ψ ψ= , 1 1
1 1( ) ( ) ( ) ( )a s a sψ ψ ψ ψ− −=  

(elementele de forma ( ),rψ  r R∈  comută cu orice elemente din B). 

 Să arătăm că u este morfism unitar de inele. Fie , .S

a b
R

s t
∈  

( )

1

1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a b at bs
u u at bs st

s t st

a t b s s t

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

−

− −

+   + = = + ⋅ =   
   

= + =

  

          1 1( ) ( ) ( ) ( )
a b

a s b t u u
s t

ψ ψ ψ ψ− −    = + = +   
   

 

          

1

1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a b ab
u u ab st

s t st

a b
a s b t u u

s t

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

−

− −

   ⋅ = = ⋅ =   
   

   = ⋅ =    
   

 

            11
(1) (1) 1.

1
u ψ ψ −  = ⋅ = 
 

 

 RelaŃia u ρ ψ=�  rezultă din definiŃia lui u. S 
 7.5. ConsecinŃă. Fie K un corp comutativ, R un subinel unitar al 
său. Atunci K include un subcorp izomorf cu corpul de fracŃii al lui 
R. 



� ���

 DemonstraŃie. Deoarece K este corp comutativ, R nu are divizori 
ai lui zero, deci R este un domeniu de integritate şi putem vorbi 
despre corpul său de fracŃii. Considerăm diagrama: 
 
 

 
 

 
unde ρ  este morfismul din construcŃia corpului de fracŃii RS  iar j 
este morfismul incluziune. 
 Pentru orice { }\ 0 ,  ( ) ( ).s S R j s s U K∈ = = ∈  Din teorema 7.4. re-

zultă că există un morfism u de R-algebre care face diagrama comu-
tativă. Cum RS  este un corp, u este injectiv. Deci SR Imu≃  şi Imu  
este subcorp în K.  S  
 Să aplicăm consecinŃa 7.5. pentru [ ]iℤ , subinel al lui .ℂ  

 Subcorpul lui ℂ  izomorf cu corpul de fracŃii al lui [ ]iℤ  este for-
mat din elemente de forma: 

 

              
( )( ) 1

2 2 2 2

2 2

,   

 , , , ,   0,

mp nq np mq
m ni p qi i

p q p q

m n p q p q

− + −
+ + = +

+ +

∈ + ≠ℤ

 

 
şi coincide cu { }[ ] | ,i a bi a b= + ∈ℚ ℚ . 

 În final vom demonstra că proprietatea a) din teorema 7.2. şi pro-
prietatea de  universalitate (*) din  teorema 7.4. determină inelul de 
fracŃii RS  până la un izomorfism. 
 7.6. Teoremă (unicitatea inelelor de fracŃii). Fie R un inel co-
mutativ şi unitar, S un sistem multiplicativ al său, format din nondi-
vizori ai lui zero. Dacă C este o R-algebră de morfism structural 

: R Cχ →  astfel încât : 

a) pentru orice ,  ( ) ( );s S s U Cχ∈ ∈   

R SR

K

ρ

uj
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(*) Dacă B este o R-algebră de morfism structural : R Bψ → , 

astfel încât, pentru orice ,s S∈  ( ) ( ),s U Bψ ∈  atunci există un unic 

morfism de R-algebre  : ;u C B→   

atunci SC R≃  (izomorfism de R-algebre). 
 DemonstraŃie. Din a) şi din teorema 7.4. rezultă următorul mor-
fism u de R-algebre: 
 
 

  
 

  
 Aplicând (*) pentru SB R= , rezultă următorul morfism v de R-
algebre: 
 

 
 

  
 
 Din u ρ χ⋅ =  şi v χ ρ⋅ =  rezultă v u ρ ρ⋅ ⋅ = . Din unicitatea 
morfismului de R-algebre din teorema 7.4. şi din diagrama comuta-
tivă: 
 
 

 
 
 
 

rezultă v u RS
⋅ =1 . Analog 1Cu v⋅ = . Prin urmare, u este un izomor-

fism de R - algebre.  S 
  

R SR

C

ρ

uχ

R

SR

C
ρ v

χ

R SRρ

v u⋅

SR

ρ 1
SR
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Probleme propuse 
 

 1. Fie A un inel şi 1n >  un număr natural. Pentru fiecare ideal bi-
lateral I al lui A definim: 

{ }( ) ( ) ( ) | ,1 , .n ij n ijM I a M A a I i j n= ∈ ∈ ≤ ≤  

 DemonstraŃi că: 
 a) ( )nM I  este un ideal bilateral în ( )nM A  şi funcŃia ( )nI M I→  
este o bijecŃie ce păstrează relaŃia de incluziune între mulŃimea idea-
lelor bilaterale ale lui A şi mulŃimea idealelor bilaterale ale lui 

( )nM A . 

 b) ( )( ) / ( ) / .n n nM A M I M A I≃  
  

 2. Fie A un inel comutativ şi unitar. 
 a) Notăm cu ( )rad A  mulŃimea elementelor nilpotente din A. Să 

se arate că ( )rad A  este ideal în A şi să se determine numărul ele-

mentelor nilpotente din inelul nℤ  unde 2.n ≥  DeduceŃi că nℤ  este 

inel redus ( ( ) {0}rad A = ) dacă şi numai dacă n este liber de pătrate 

(adică 1n ≠  şi n nu se divide prin pătratul niciunui număr prim). 
 b) ArătaŃi că suma a două elemente din A, unul nilpotent iar celă-
lalt inversabil, este element inversabil în inelul A. 

 c) 
0

( [ ])
n

i
i

i

f a X rad A X
=

= ∈ ⇔∑ ( ),ia rad A∈  pentru 0 .i n≤ ≤  

 d) 
0

( [ ])
n

i
i

i

f a X U A X
=

= ∈ ⇔∑ ( )0 ,a U A∈  ( ),ia rad A∈  1 .i n≤ ≤    

 e) [ ]f A X∈  este divizor al lui zero în [ ]A X  dacă şi numai dacă 

există \{0}a A∈  astfel încât 0.af =  
 

 3. Să se determine idealele prime ale inelului nℤ  unde 2.n ≥  Caz 

particular, 16ℤ , 360ℤ . 
 

 4. Fie A un inel comutativ unitar. ArătaŃi că M este ideal maximal 
în A dacă şi numai dacă pentru orice \a A M∈  există b A∈  astfel 
încât 1 .ab M− ∈  
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 5. ArătaŃi că orice ideal prim al unui inel comutativ, unitar, finit 
este ideal maximal. 
 

 6. Fie A un inel comutativ, unitar, astfel încât pentru orice a A∈  
există 1n ≥  astfel încât .na a=  ArătaŃi că orice ideal prim în A este 
şi maximal. 
 

 7. Fie A un inel comutativ, unitar şi .a A∈  DemonstraŃi că: 
 a) [ ]/( , ) /( );A X X a A a≃  

 b) ( , )X a  este ideal prim (respectiv ideal maximal) în [ ]A X  dacă 

şi numai dacă ( )a  este ideal prim (respectiv ideal maximal) în A; 

 c) ( )X  este ideal prim dar nu este maximal în inelul [ ].Xℤ  
 

 8. Considerăm A un inel comutativ, unitar, care verifică condiŃia 
lanŃurilor descendente. Atunci, orice ideal prim în A este şi maximal. 
 

 9. În inelul comutativ, unitar A considerăm idealul I şi idealele 

prime 1,P  2 ,P ... , .nP  Dacă 
1

,
n

i
i

I P
=

⊆∪  arătaŃi că există 1,i n∈ , astfel 

încât .iI P⊆  
 

 10. Fie P un ideal în inelul comutativ, unitar A, cu P A≠ . Notăm 
\ .S A P=  ArătaŃi că S este sistem multiplicativ dacă şi numai dacă P 

este ideal prim în A. 
 

 11. Fie A un inel comutativ, unitar, a A∈  un nondivizor al lui 
zero şi 2 3{1, , , ,...}.S a a a=  ArătaŃi că: [ ]/( 1).SA A X aX −≃  

 

 12. În inelul comutativ, unitar A considerăm S A⊆ , un sistem 

multiplicativ format din nondivizori ai lui zero. Notăm cu 'S  mulŃi-
mea tuturor divizorilor elementelor din S. ArătaŃi că: 
 a) 'S  este sistem multiplicativ format din nondivizori ai lui zero 
şi ' ⊇S S  (spunem că 'S  este saturatul sistemului S). 
 b) ' .S S

A A≃  
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Capitolul II 
 

PROPRIETĂłI ARITMETICE ALE INELELOR 
 

 Studiul aritmeticii numerelor întregi pune în evidenŃă trei proprie-
tăŃi remarcabile: 

0.1. Teorema împărŃirii cu rest. Oricare ar fi numerele în-
tregi a şi b, 0,b ≠  există şi sunt unice numerele întregi q şi r astfel 

încât a bq r= +  şi 0 .r b≤ <  

0.2. Teoremă. Oricare ar fi idealul I ín inelul ℤ  al numere-
lor întregi, există ,n∈ℕ  astfel încât I este idealul generat de n, deci 

( ) .I n n= = ℤ  

0.3. Teorema fundamentală a aritmeticii. Oricare ar fi nu-
mărul întreg n ( 0,n ≠ 1,n ≠ 1n ≠ − ), există o descompunere a lui n 
de forma: 

1
1 ... k

kn p pααε=  

unde 1ε =  sau 11,  ,  ,  1, ,  ,...,i kk i k p pε α∗ ∗= − ∈ ∈ ∈ℕ ℕ  sunt nume-

re prime distincte. În plus, această descompunere este unică, în afa-
ră de ordinea factorilor. 
 Fiecare dintre aceste proprietăŃi are numeroase implicaŃii în sta-
bilirea altor rezultate privind inelul numerelor întregi. Este motivul 
pentru care condiŃiile din teoremele 0.1., 0.2., 0.3., au servit ca model 
pentru definirea unor clase de inele. Aceste clase fac obiectul capito-
lului de faŃă. 
 Inelele cu care se lucrează în acest capitol sunt presupuse a fi co-
mutative şi unitare. 
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1. RelaŃia de divizibilitate. RelaŃia de asociere în divizibilitate 

 

 În acest paragraf ( ), ,A + ⋅  este un inel. 

 1.1. DefiniŃie. Fie , .a b A∈  Se spune că a divide b şi se notează 

,a b  dacă există ,c A∈  astfel încât .b ac=  

 În condiŃiile definiŃiei anterioare, se spune că b este un multiplu al 
lui a iar dacă 0,b ≠  se spune că a este un divizor al lui b. 

 Cum în orice inel, 0 0,a ⋅ =  pentru orice ,a A∈  rezultă 0a  şi 0 

este multiplu al oricărui element. Expresia a este divizor al lui zero 
se foloseşte numai în condiŃiile definiŃiei 1.4. din capitolul I. 
 1.2. PropoziŃie. RelaŃia de divizibilitate pe un inel A este o relaŃie 
de preordine, fără a fi în general o relaŃie de ordine sau o relaŃie de 
echivalenŃă. 
 DemonstraŃie. Se verifică uşor că relaŃia de divizibilitate este re-
flexivă şi tranzitivă, deci este o relaŃie de preordine. În general, rela-
Ńia de divizibilitate nu este antisimetrică. De exemplu, în inelul ,ℤ  

2 2−  şi  2 2−  dar 2 2.≠ −  Deci | nu este o relaŃie de ordine. De ase-

menea, |  nu este o relaŃie simetrică. În acelaşi inel ,ℤ  2 6  dar 6 nu 

divide 2. Deci  | nu este o relaŃie de echivalenŃă.  □  
 Se pot verifica uşor următoarele proprietăŃi ale relaŃiei de divizi-
bilitate: 
• 1 ,a  pentru orice ;a A∈  

• ,a a−  pentru orice ;a A∈  

• a b  şi c d ⇒ ,ac bd  pentru orice , , , ;a b c d A∈  

• a b ⇒ ,ac bc  pentru orice , , ;a b c A∈  

• a b  şi a c ⇒ ( ),a b c+  pentru orice , , ;a b c A∈  

• ,
i

a b 1,i n∈ ⇒
1

,
n

i i
i

a c b
=
∑  pentru orice 1 1, ,..., , ,..., .n na b b c c A∈  

 Cum idealul generat de un element este format din mulŃimea mul-
tiplilor acelui element, este normal să existe o strânsă legătură între 
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relaŃia de divizibilitate şi idealele generate de elementele corespun-
zătoare. 
 1.3. PropoziŃie. Fie , .a b A∈  Sunt echivalente condiŃiile: 

i) ;a b  

ii) ( ) ( ).a b⊇  

 DemonstraŃie. Să presupunem că .a b  Rezultă ( ),b a∈  de unde 

( ) ( )b a⊆  (idealul generat de b fiind cel mai mic dintre idealele care 

conŃin b). Reciproc, să presupunem că ( ) ( ).a b⊇  Rezultă ( ),b a∈  

deci .a b  □  

 RelaŃiei de divizibilitate, ca relaŃie de preordine, i se poate asocia 
în mod natural o relaŃie de echivalenŃă. 
 1.4. DefiniŃie. Fie , .a b A∈  Spunem că a şi b sunt asociate în di-

vizibilitate şi notăm  a b∼  dacă a b  şi .b a  

 În inelul [ ]iℤ  al întregilor lui Gauss (1 ) (1 )i i+ −∼  deoarece: 

1 (1 )i i i+ = −  şi 1 (1 ),i i i− = − +  

deci (1 ) (1 )i i+ −  şi (1 ) (1 ).i i− +  

 În inelul [ ]K X  unde K este corp comutativ, f cf∼  pentru orice 

[ ]f K X∈  şi .c K ∗∈  Într-adevăr, f cf  şi din  1( )f c cf−=  rezultă şi 

.cf f  

 Din 1.3. şi 1.4. rezultă imediat: 
 1.5. ConsecinŃă. Fie , .a b A∈  Sunt echivalente condiŃiile: 

i) ;a b∼  
ii) ( ) ( ).a b=  

 1.6. PropoziŃie. RelaŃia de asociere în divizibilitate pe inelul A 
este o relaŃie de echivalenŃă. 
 DemonstraŃie. Proprietatea de reflexivitate a relaŃiei ~ rezultă din 
proprietatea de reflexivitate a relaŃiei |. Proprietatea de simetrie a re-
laŃiei ~ rezultă din definiŃie. Proprietatea de tranzitivitate a relaŃiei ~ 
se deduce din proprietatea de tranzitivitate a relaŃiei |.  □  
 RelaŃia de asociere în divizibilitate fiind o relaŃie de echivalenŃă 
determină pe inelul A clase de echivalenŃă. În anumite situaŃii este 
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convenabilă utilizarea unui sistem de reprezentanŃi pentru aceste 
clase (vezi  paragraful 9). 
 1.7. PropoziŃie. Fie .u A∈  Sunt echivalente condiŃiile: 

a) ( );u U A∈  

b) 1;u ∼  

c) ( ) ;u A=  

d) ,u a  pentru orice .a A∈  

 DemonstraŃie. Dacă u este inversabil în A, atunci există 1 ,u A− ∈  

astfel încât 1 1,uu− =  sau 1.u  Deci, a) b).⇒  ImplicaŃia b) c)⇒  re-

zultă din 1.5., idealul generat de 1 fiind întregul inel A. Dacă 
( ) ,u A=  atunci orice element a A∈  este un multiplu al lui u, deci 

.u a  Prin urmare, c) d).⇒  Dacă presupunem adevărată d), în parti-

cular 1,u  deci există v A∈  astfel încât 1uv =  sau ( ).u U A∈  □  

 EchivalenŃa condiŃiilor a) şi b) din proprietatea anterioară ne per-
mite să folosim notaŃia mai comodă 1a ∼  în locul expresiei a este 
element inversabil al inelului A. 
 1.8. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi , .a b A∈  Sunt echivalente 
condiŃiile: 

a)  ;a b∼  
b)  există ( ),u U A∈  astfel încât .b ua=  

 DemonstraŃie. Dacă 0,a =  atunci 0b =  şi se poate lua 1.u =  
Dacă 0,a ≠  atunci din a b∼  rezultă că există u, v în A astfel încât 
b ua=  şi .a vb=  De aici, .a vua=  Cum A este inel integru şi 0,a ≠  
rezultă 1 ,uv=  deci  ( ).u U A∈  

 Dacă există ( ),u U A∈  astfel încât ,b ua=  atunci .a b  Din relaŃia 
1a u b−=  rezultă ,b a  deci .a b∼   □  

 PropoziŃia 1.8. ne permite să descriem clasele de asociere în divi-
zibilitate în diferite inele. 
 În inelul ,ℤ  clasa de asociere în divizibilitate a lui a A∈  cuprin-
de elementele a şi .a−  
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  Deoarece { }( [ ]) 1, 1, , ,U i i i= − −ℤ  în inelul [ ],iℤ  clasa de asociere 

în divizibilitate a lui z cuprinde elementele , , , .z z iz iz− −  
 În inelul [ ],K X  K corp comutativ, clasa de asociere în divizibili-

tate a polinomului f cuprinde toate polinoamele de forma ,cf .c K ∗∈  
 ConsideraŃii analoage se pot face şi pe alte inele. Astfel, pentru 

{ }5 5 ,i m ni m n  = + ∈ ℤ ℤ  

înzestrat cu structură de inel integru în raport cu adunarea şi înmul-
Ńirea numerelor complexe, se defineşte funcŃia 

: 5 ,N i  → ℤ ℕ  ( ) 2 25 5N m n m n+ = + . 

 FuncŃia N numită şi în acest caz normă, verifică proprietăŃi ase-
mănătoare normei din inelul întregilor lui Gauss. 

Se deduce ( ) { }5 1, 1 ,U i  = − ℤ  deci elementele asociate în divizi-

bilitate cu 5z i ∈  ℤ  sunt z  şi .z−  

 
2. Cel mai mare divizor comun. Cel mai mic multiplu comun  

 

 În acest paragraf, inelele vor fi presupuse domenii de�integritate.  
 2.1. DefiniŃie. Fie a, b, d, elemente ale inelului A. Se spune că d 
este un cel mai mare divizor comun al elementelor a şi b dacă sunt 
îndeplinite condiŃiile: 

1) d a  şi ;d b  

2) pentru orice ,d A′∈  din d a′  şi ,d b′  rezultă .d d′  

 Prima condiŃie arată că d este un divizor comun pentru elementele 
a şi b. A doua condiŃie arată că orice alt divizor comun al elemen-
telor a şi b este şi un divizor al lui d. Dacă privim relaŃia de divi-
zibilitate ca relaŃie de preordine, atunci 1) arată că d este un minorant 
pentru { },a b  iar 2) arată că d este un cel mai mare minorant pentru 

{ }, .a b  Deci d este un { }inf a,b . 
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 Nu în orice inel, orice două elemente au un cel mai mare divizor 
comun. Totuşi, în caz de existenŃă, putem vorbi despre o anumită 
unicitate a acestuia. 
 2.2. PropoziŃie. Fie a, b două elemente ale inelului A pentru care 
există un cel mai mare divizor comun .d A∈  Fie 1 .d A∈  Atunci 1d  
este un cel mai mare divizor comun pentru a şi b dacă şi numai dacă 

1.d d∼  

 DemonstraŃie. Să presupunem mai întâi că 1d  este un cel mai 
mare divizor comun pentru a şi b. Deci: 

 1 )′  1d a  şi 1 ;d b  

 2 )′  pentru orice ,d A′∈  din d a′  şi ,d b′  rezultă 1 .d d′  

 CondiŃia 1 )′  arată că în 2) se poate lua 1d d′ =  şi rezultă 1 .d d  

CondiŃia 1) arată că în 2 )′  se poate lua d d′ =  şi rezultă 1 .d d  Deci, 

1.d d∼  

 Să presupunem acum 1 .d d∼  Din 1d d  şi din 1) rezultă 1d a  şi 

1 .d b  Fie ,d A′∈  astfel încât d a′  şi .d b′  Din 2) rezultă .d d′  Cum  

1 ,d d  rezultă 1 .d d′  Prin urmare, 1d  este un cel mai mare divizor co-

mun pentru a şi  b .  □  
 Pentru cel mai mare divizor comun al elementelor a şi b, atunci 
când există, se foloseşte notaŃia ( , ).a b  Datorită propoziŃiei 2.2., fap-
tul că d este un cel mai mare divizor comun pentru a şi b îl notăm 
prin ( , ).d a b∼  

 DefiniŃia 2.1. se poate extinde în mod natural la un număr finit de 
elemente. 
 2.3. DefiniŃie. Fie 1,..., , ,na a d A∈  2.n ≥  Se spune că d este un 

cel mai mare divizor comun al elementelor 1,..., ,na a  dacă: 

 - ,id a  1, ;i n∈  

 - pentru orice ,d A′∈  din ,id a′  1, ,i n∈  rezultă .d d′  

Se notează  1( ,..., ).nd a a∼  
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 2.4. PropoziŃie. Fie A un inel în care orice două elemente au un 
cel mai mare divizor comun. Atunci orice n elemente din A, 2,n ≥  au 
un cel mai mare divizor comun. 
 DemonstraŃie. RaŃionăm prin inducŃie după n. Presupunem că 
orice 1n −  elemente din A ( 2n > ) au un cel mai mare divizor co-
mun. 
 Fie 1,..., .na a A∈  Conform ipotezei de inducŃie există 

1 1 1( ,..., )nd a a −∼  şi 1( , ).nd d a∼  

Din 1d d  şi 1 1 1 1,..., ,nd a d a −  rezultă 1 1,..., .nd a d a −  De asemenea, 

.nd a  

Fie ,d A′∈  astfel încât ,id a′  1, .i n∈  Rezultă 1d d′  şi apoi .d d′  

Deci, 1 1( ,..., , ).n nd a a a−∼   □  

 Din demonstraŃia propoziŃiei 2.4. a rezultat şi relaŃia: 

( )1 1 1 1( ,..., ), ( ,..., , ).n n n na a a a a a− −∼  

 2.5. DefiniŃie. Fie a,b elemente ale inelului A. Se spune că a şi b 
sunt relativ prime dacă 1 este un cel mai mare divizor comun pentru 
a şi b, 1 ( , ).a b∼  

 Se observă că două elemente sunt relativ prime dacă şi numai 
dacă singurii divizori comuni ai elementelor a şi b sunt elementele 
inversabile. 
 2.6. PropoziŃie. Fie a,b două elemente ale inelului integru A, nu 
ambele nule, pentru care există ( , ).d a b∼  Fie 1 1, ,a b A∈  astfel încât 

1,a da=  1.b db=  Atunci, 1a  şi 1b  sunt relativ prime. 

 DemonstraŃie. Fie u un divizor comun pentru 1a  şi 1.b  Din 1u a  

şi 1u b  rezultă 1du da a=  şi 1 .du db b=  Cum ( , ),d a b∼  rezultă că 

.du d  Există ,v A∈  astfel încât .d duv=  Deoarece a şi b nu sunt 

ambele nule, rezultă 0d ≠  şi 1 .uv=  Deci, ( )u U A∈  şi 1,a  1b  sunt 
relativ prime.  □  
  2.7. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi , ,a b c A∈  astfel încât 
există ( , )a b  şi ( , ).ca cb   Atunci: 

( , ) ( , ).ca cb c a b∼  
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 DemonstraŃie. Dacă 0a b= =  atunci ( , ) ( , ) 0.ca cb c a b∼ ∼  La fel,  

dacă 0,c =  atunci ( , ) ( , ) 0.ca cb c a b∼ ∼  

În continuare presupunem 0c ≠  iar a şi b nu sunt ambele nule. Fie 
( , )d a b∼  şi 1 ( , ).d ca cb∼  Conform ipotezelor, 0d ≠  şi 1 0.d ≠  De 

asemenea: 
,a da′=  ,b db′=  , ,a b A′ ′∈  ( , ) 1a b′ ′ ∼  

1 1,ca d a=  1 1,cb d b=  1 1, ,a b A∈  1 1( , ) 1a b ∼  

Din d a  rezultă .cd ca  Analog, .cd cb  Cum 1( , ) ,ca cb d∼  rezultă 

1 .cd d  Există ,u A∈  astfel încât 1 .d cdu=  Vom arăta că ( ).u U A∈  

Au loc relaŃiile: 
,ca cda′=  1 1 1,ca d a cdua= =  1,cda cdua′ =  1,a ua′ = .u a′  

Analog, .u b′  Cum ( , ) 1,a b′ ′ ∼  rezultă ( ).u U A∈  

 Din  1 ,d cdu=  rezultă 1 .d cd∼   □  
 În demonstraŃia propoziŃiei 2.7., este esenŃială ipoteza de existenŃă 
a celui mai mare divizor comun pentru ambele perechi de elemente.  
Altfel, rezultatul nu se păstrează, aşa cum se constată din următorul 
exemplu: 

 În inelul 5 ,i 
 ℤ  ( )3,1 5 1,i+ ∼  dar elementele ( )2 1 5i+  şi 6 

nu au un cel mai mare divizor comun (verificarea acestor afirmaŃii 
constituie un exerciŃiu pentru cititor).  
 2.8. ConsecinŃă. Fie A un inel integru în care orice două  ele-
mente au un cel mai mare divizor comun. Fie , ,a b c A∈  astfel încât 

a bc  şi ( , ) 1.a b ∼  Atunci, .a c  

 DemonstraŃie. Din ipoteze şi din propoziŃia anterioară, rezultă 
( , ) ( , ) .ca cb c a b c∼ ∼  Cum ,a ca  ,a cb  rezultă .a c  □  

 2.9. ConsecinŃă. Fie A un inel integru în care orice două ele-
mente au un cel mai mare divizor comun şi , ,a b c A∈  astfel încât 

,a c  b c  şi ( , ) 1.a b ∼  Atunci, .ab c  

 DemonstraŃie. Există 1c A∈  astfel încât 1.c ac=  



� ���

Din 1b ac  şi ( , ) 1,a b ∼  conform consecinŃei precedente, rezultă 1 .b c  

De aici, 1 .ab ac c=  □  

 2.10. DefiniŃie. Fie A un inel integru şi , , .a b m A∈  Se spune că m 
este un cel mai mic multiplu comun pentru a şi b, dacă sunt înde-
plinite condiŃiile: 

 - a m  şi ;b m  

 - pentru orice ,m A′∈  din a m′  şi ,b m′  rezultă .m m′  

 Considerând relaŃia | ca o relaŃie de preordine pe A rezultă că m 
este un { }sup a,b .  

 Nu în orice inel integru, orice două elemente au un cel mai mic 
multiplu comun. Dacă pentru elementele , ,a b A∈  există un cel mai 
mic multiplu comun m, atunci 1m A∈  este de asemenea un cel mai 

mic multiplu comun pentru a şi b dacă şi numai dacă 1.m m∼  

 Pentru cel mai mic multiplu comun al elementelor a şi ,b A∈  
atunci când există, se foloseşte notaŃia [ , ].a b  

 DefiniŃia celui mai mic multiplu comun se poate extinde în mod 
natural la un număr finit de elemente. 
 2.11. DefiniŃie. Fie A un inel integru şi 1,..., , ,na a m A∈ 2.n ≥  Se 

spune că m este un cel mai mic multiplu comun pentru elementele 

1,..., ,na a  dacă: 

 - ,ia m 1, ;i n∈  

 - pentru orice ,m A′∈  din ,ia m′  1, ,i n∈  rezultă .m m′  

 Ca şi în cazul celui mai mare divizor comun, din existenŃa celui 
mai mic multiplu comun pentru orice două elemente, rezultă existen-
Ńa celui mai mic multiplu comun pentru orice număr finit de elemen-
te şi are loc relaŃia: 

[ ]1 1 1 1[ ,..., ], [ ,..., , ].n n n na a a a a a− −∼  

 Aşa cum va rezulta din propoziŃia următoare, condiŃiile de exis-
tenŃă a celui mai mare divizor comun şi a celui mai mic multiplu co-
mun sunt echivalente. 
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  2.12. PropoziŃie. Fie A un inel integru. Sunt echivalente condi-
Ńiile: 

a) pentru orice două elemente din A există un cel mai mare 
divizor comun; 

b) pentru orice două elemente din A există un cel mai mic 
multiplu comun; 

c) intersecŃia oricăror două ideale principale din A este un 
ideal principal în A. 
 DemonstraŃie. "a) b)"⇒  Fie ,a b A∈  şi ( , ).d a b∼  Este suficient 

să tratăm cazul 0.d ≠  Rezultă ,a da′=  ,b db′=  ( , ) 1.a b′ ′ ∼   

 Notăm m da b′ ′=  şi demonstrăm [ , ].m a b∼  Din m ab ba′ ′= =  re-

zultă a m  şi .b m  Fie acum m A′∈  astfel încât a m′  şi .b m′  ObŃi-

nem m ab m b′ ′ ′=  şi .m ba m a′ ′ ′=  Deci 

( , ) ( , ) ,m m a m b m a b m′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∼ ∼  

adică .m m′  Prin urmare, [ , ].m a b∼  

"b) a)"⇒  Fie ,a b A∈  şi [ , ].m a b∼  Este suficient să tratăm cazul în 

care a şi b sunt nenule. Există ,a b A′ ′∈  astfel încât .m aa bb′ ′= =  

Din a ab  şi b ab  rezultă ,m ab  deci există d A∈  astfel încât 

.ab dm=  Vom demonstra că ( , ).d a b∼  

 Din ab md aa d′= =  şi 0d ≠  rezultă ,b a d′=  deci .d b  Analog 

se deduce .d a  

 Fie acum d A′∈  astfel încât d a′  şi .d b′  Există 1 1,a b A∈  astfel 

încât 1,a d a′=  1.b d b′=  Notăm 1 1 1 .m a b d ′=  Din 1 1 1m ab ba= =  rezul-

tă 1a m  şi 1 .b m  Cum [ , ],m a b∼  rezultă 1 .m m  Există c A∈  astfel 

încât 1 .m mc=  Au loc relaŃiile: 1 .d mc d m ab md′ ′= = =  Cum 0,m ≠  

rezultă d c d′ =  sau  .d d′  Deci, ( , ).d a b∼  

"b) c)"⇒  Fie ( ),a  ( )b  două ideale principale ale inelului A. Fie 

[ , ].m a b∼  Vom demonstra că ( ) ( ) ( ).a b m∩ =  
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 Dacă  ( ) ( ),x a b∈ ∩  atunci ( )x a∈  şi ( ),x b∈  deci a x  şi .b x  

Cum [ , ],m a b∼  rezultă m x  şi ( ).x m∈  Dacă ( ),x m∈  atunci m x  

şi cum ,a m  ,b m  rezultă a x  şi .b x  Deci, ( ) ( ).x a b∈ ∩  

"c) b)"⇒  Fie ,a b A∈  şi ( ) ( ) ( ).a b m∩ =  Din ( )m a∈  rezultă .a m  

Analog rezultă .b m  Dacă a m′  şi b m′  atunci ( ) ( ) ( ),m a b m′∈ ∩ =  

deci .m m′  Prin urmare, [ , ].m a b∼   □  

 Din demonstraŃia propoziŃiei  2.12. rezultă şi: 
 2.13. ConsecinŃă. Fie A un inel integru în care orice două 
elemente au un cel mai mare divizor comun. Fie , ,a b A∈ ( , )d a b∼  

şi [ , ].m a b∼  Atunci, .ab md∼  
 

3. Elemente ireductibile şi elemente prime 
 

 Vom clasifica elementele unui inel integru după mulŃimea divizo-
rilor acestora. 
 Dacă 0,a =  atunci ,d a pentru orice .d A∈  

 Dacă ( )u U A∈  şi ,d u  atunci ( ).d U A∈  

 Cum elementele inversabile divid orice element, rezultă că 0 este 
cel mai bogat în divizori iar elementele inversabile sunt cele mai 
sărace. 
 Fie acum ,a A∈  0a ≠  şi ( ).a U A∈/  

 Pentru ,a A′∈  ,a a′ ∼  a′  este un divizor al lui a. 
 Se spune că elementele inversabile şi elementele asociate în divi-
zibilitate cu a sunt divizori improprii ai lui a. CeilalŃi divizori, dacă 
există, se numesc divizori proprii.  
 3.1. DefiniŃie. Fie A un inel integru şi ,q A∈  un element nenul şi 

neinversabil. Se spune că elementul q este ireductibil dacă satisface 
condiŃia: 
  - pentru orice ,d A∈  din d q  rezultă d q∼  sau 1.d ∼  

 În caz contrar se spune că elementul q este reductibil în A. 
 Cu alte cuvinte, un element nenul şi neinversabil din A este ire-
ductibil în A dacă nu are decât divizori improprii. 
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 Exemple. 1� . Elementul 2 este ireductibil în inelul ℤ  al întregilor 
raŃionali. Într-adevăr, 2 este nenul şi neinversabil în ℤ  şi singurii 
divizori ai lui 2 sunt 1,− 1, 2, 2.−  Trebuie să remarcăm că acelaşi 
element 2 este reductibil în inelul [ ]iℤ  al întregilor lui Gauss. Într-

adevăr, 1 2 (1 )(1 ),i i i+ = + −  1 ( [ ])i U i+ ∈/ ℤ  şi 1 i+  nu este asociat în 

divizibilitate cu 2. 
 2�  Fie K un corp comutativ. Vom arăta că orice polinom 

[ ]f K X∈  de gradul 1 este ireductibil în [ ].K X  Într-adevăr, 0,f ≠  

( [ ]) .f U K X K ∗∈ =/  Dacă [ ]h K X∈  şi ,h f  atunci există [ ]g K X∈  

astfel încât .f gh=  Rezultă 0d h =�  sau 1.d h =�  Dacă 0,d h =�  

atunci ( [ ]).h K U K X∗∈ =  Dacă 1,d h =�  atunci 0d g =�  şi ,g K ∗∈  

deci .h f∼  

 Se deduce uşor că dacă elementul q A∈  este ireductibil în A şi 

,q A′∈  ,q q′ ∼  atunci q′  este ireductibil în A. 

 3.2. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi ,q A∈  q ireductibil în A. 

Atunci, pentru orice ,a A∈  există ( , ).q a  

 DemonstraŃie. Fie .a A∈  Dacă ,q a  atunci ( , ).q q a∼  Dacă q nu 

divide a, atunci vom arăta că ( , ) 1,q a ∼  adică elementele q şi a sunt 

relativ prime. Fie d un divizor comun al lui q şi a .Din d q  şi q ire-

ductibil rezultă d q∼  sau 1.d ∼  Cazul d q∼  nu este posibil deoare-

ce conduce la ,q a  contrar ipotezei făcute. Deci 1.d ∼  Prin urmare, 

( , ) 1.q a ∼   □  

 3.3. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi ,q A∈  nenul şi neinver-

sabil. Sunt echivalente condiŃiile: 
a) q este ireductibil; 
b) pentru orice , ,a b A∈  din q ab=  rezultă ( q a∼  şi 1b ∼ ) 

sau ( q b∼  şi 1a ∼ ). 

 DemonstraŃie. "a) b)"⇒  Presupunem q ireductibil şi fie ,a b A∈  

astfel încât .q ab=  Cum a şi b sunt divizori ai lui q, rezultă ( a q∼  

sau 1a ∼ ) şi ( b q∼  sau 1b ∼ ). Dacă 1a ∼  şi 1,b ∼  atunci 1,q ∼  
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ceeace contrazice ipoteza. Deci cel puŃin unul dintre elementele a şi 
b este asociat în divizibilitate cu q.  
 Dacă ,a q∼  atunci există ( )u U A∈  astfel încât .q au=  Din 

q ab=  şi 0,a ≠  rezultă 1.b u= ∼  

 Asemănător, în cazul b q∼  rezultă 1.a ∼  

"b) a)"⇒  Să presupunem că elementul q satisface condiŃia b). Fie d 

un divizor al lui q. Există c A∈  astfel încât .q dc=  Conform lui b), 

rezultă d q∼  sau 1.d ∼  Prin urmare, q este ireductibil.   □  
 CondiŃia b) din propoziŃia anterioară arată că un element ireducti-
bil se poate scrie doar ca produs de divizori improprii. Este motivul 
pentru care elementele ireductibile se mai numesc elemente nede-
compozabile. 
 3.4. PropoziŃie. Fie A un inel integru care nu este corp şi .q A∈  
Sunt echivalente condiŃiile.: 

a) q este ireductibil ín A; 
b) ( )q  este maximal în mulŃimea idealelor principale proprii 

ale lui A. 
 DemonstraŃie. "a) b)"⇒  Presupunem q ireductibil în A. Din 

0q ≠  rezultă ( ) (0).q ≠  Din q neinversabil rezultă ( ) .q A≠  Deci ( )q  

este un ideal propriu în A. Fie ( )d  un ideal principal propriu în A 

astfel încât ( ) ( ).q d⊆  Rezultă .d q  Cum q este ireductibil, rezultă 

d q∼  sau 1.d ∼  Dacă ,d q∼  atunci ( ) ( ).d q=  Cazul 1d ∼  nu este 

posibil deoarece ( ) .d A≠  Prin urmare, ( )q  este maximal în mulŃi-
mea idealelor principale proprii ale lui A. 
"b) a)"⇒  Presupunem că ( )q  satisface condiŃia b). Cum ( )q  este 

ideal propriu, rezultă ( )q A≠  şi ( ) (0).q ≠  Deci, 1q /∼  şi 0.q ≠  Fie 

,d A∈  astfel încât .d q  Prin urmare, ( ) ( ).q d⊆  Dacă ( )d  este ideal 

impropriu, atunci ( ) ,d A=  deci 1.d ∼  Dacă ( )d  este ideal propriu, 

atunci, din proprietatea de maximalitate a lui ( )q  rezultă ( ) ( ),q d=  

deci .d q∼  Prin urmare q este ireductibil în A. □  

 3.5. DefiniŃie. Fie A un inel integru şi ,p A∈  un element nenul şi 

neinversabil. Se spune că p este element prim în A dacă: 



����

 - pentru orice elemente , ,a b A∈  din p ab  rezultă p a  sau .p b  

 Exemple. 1� . În inelul ℤ  al întregilor raŃionali, 2 este un element 
prim. Într-adevăr, 2 este nenul şi neinversabil şi dacă produsul a două 
numere întregi este un număr par, atunci cel puŃin unul din factori 
este număr par. 
 2� . Dacă A este un inel integru, atunci X este element prim în 
inelul [ ].A X  Într-adevăr, 0X ≠  şi  ( [ ]) ( ).X U A X U A∈ =/  Conside-

răm 
0

n
i

i
i

f a X
=

=∑  şi 
0

m
j

j
j

g b X
=

=∑  două polinoame din [ ]A X  astfel 

încât .X fg  Rezultă că termenul liber al polinomului fg este nul, 

deci 0 0 0.a b =  Deoarece A este inel integru, obŃinem 0 0a =  sau 

0 0.b =  Astfel, X f  sau .X g  

 Se poate verifica uşor că dacă p A∈  este un element prim şi 

1 ,p A∈  1 ,p p∼  atunci 1p  este element prim în A. 

 3.6. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi p un element prim în A. 
Atunci p este element ireductibil în A. 
 DemonstraŃie. Conform ipotezei, p este nenul şi neinversabil în A. 
Fie ,a b A∈  astfel încât .p ab=  Rezultă p ab  şi, cum p este prim, 

rezultă p a  sau .p b  Să considerăm cazul .p a  ObŃinem p a∼  şi 

1.b ∼  La fel se tratează cazul .p b  Deci p este ireductibil în A. □  

 Reciproca propoziŃiei 3.6. nu este în general adevărată. 

 Astfel, în inelul 5 ,i 
 ℤ  3 este ireductibil şi nu este prim. 

Într-adevăr, (3) 9.N =  Dacă 5d i ∈  ℤ  şi 3,d  atunci ( ) (3).N d N  

Deci { }( ) 1,3,9 .N d ∈  Dacă ( ) 1,N d =  atunci 1.d ∼  Dacă ( ) 9,N d =  

atunci rezultă 3.d ∼  Cazul ( ) 3N d =  nu este posibil deoarece ecua-

Ńia 2 25 3m n+ =  nu are soluŃii în .ℤ  Deci 3 este element ireductibil 

în 5 .i 
 ℤ  Totuşi, 3 nu este element prim în acest inel. Într-adevăr, 
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( )( )3 1 2 5 1 2 5 21i i+ − =  dar 3 nu divide nici pe 1 2 5i+  nici pe 

1 2 5i− . 

 3.7. PropoziŃie. Fie A un inel integru în care orice două elemente 
au un cel mai mare divizor comun. Atunci orice element ireductibil 
în A este prim în A. 
 DemonstraŃie. Fie q un elemente ireductibil în A. q este nenul şi 
neinversabil. Fie , ,a b A∈  astfel încât .q ab  Ştim că ( , ) 1q a ∼  sau 

( , ) .q a q∼  

 Dacă ( , ) ,q a q∼  atunci .q a  

 Dacă ( , ) 1,q a ∼  atunci ( , ) .qb ab b∼  Cum q qb  şi ,q ab  rezultă 

.q b  

 Deci  q este element prim în A. □  
 Din propoziŃiile 3.6. şi 3.7. rezultă că în inelele integre în care ori-
ce două elemente au un cel mai mare divizor comun, elementele 
prime coincid cu elementele ireductibile. 

 Deoarece în inelul 5i 
 ℤ  există elemente ireductibile care nu 

sunt prime, nu orice două elemente ale acestui inel au un cel mai 
mare divizor comun. 
 3.8. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi \{0}.p A∈  Sunt echiva-

lente condiŃiile: 
a) p este element prim; 
b) ( )p  este ideal prim în A. 

 DemonstraŃie. "a) b)"⇒  Presupunem p element prim în A. Din p 

neinversabil, rezultă ( ) .p A≠  Fie , ,a b A∈  astfel încât ( ).ab p∈  

Rezultă p ab  şi, cum p este prim în A, rezultă p a  sau ,p b  deci 

( )a p∈  sau ( ).b p∈  Deci ( )p  este ideal prim în A. 

"b) a)"⇒  Presupunem ( )p  ideal prim în A. Din ( )p A≠  rezultă p 

neinversabil. Fie , ,a b A∈  astfel încât .p ab  Rezultă ( ).ab p∈  Cum 
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( )p  este ideal prim, rezultă ( )a p∈  sau ( ),b p∈  de unde p a  sau 

.p b  Deci p este element prim în A. □  

 În particular, rezultă că în inelul ℤ  al întregilor raŃionali, idealele 
prime sunt (0) şi ( )p  cu p număr prim. 
 3.9. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi p un element prim în A. 
Atunci p este prim şi în [ ].A X  

 DemonstraŃie. Remarcăm mai întâi că dacă 
0

[ ]
n

i
i

i

f a X A X
=

= ∈∑  

şi ,a A∈  atunci a f  dacă şi numai dacă ,ia a  0, .i n∈  Deoarece p 

este prim în A, 0p ≠  şi ( ) ( [ ]).p U A U A X∈ =/  

Fie 
0

n
i

i
i

f a X
=

=∑  şi 
0

m
j

j
j

g b X
=

=∑  două polinoame din [ ]A X  care ve-

rifică .p fg  Deoarece 
0

,
n m

k
k

k

fg c X
+

=

=∑  ,k i j
i j k

c a b
+ =

= ∑  

,kp fg p c⇔  0, .k n m∈ +  

 Să presupunem că |p f/  şi | .p g/  Există 0,i n∈  şi 0,j m∈  astfel 

încât | ip a/  respectiv | .jp b/  Notăm cu 0i  şi 0j  cei mai mici indici cu 

această proprietate. Din relaŃiile: 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

1 1 1 1... ...i j i j i j i j i j
i j i j

c a b a b a b a b+ − + + −
+ = +

= = + + + +∑  

,ip a  00, 1,i i∈ −  | ,jp b  00, 1,j j∈ −  
0 0

| ,i jp c +  

rezultă 
0 0

| .i jp a b  Cum p este prim în A, rezultă 
0

| ip a  sau 
0

| ,jp b  

contrar alegerii indicilor 0i  şi 0j .  

 Prin urmare, p f  sau .p g  Deci p este prim în [ ].A X   □  
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4. Inele euclidiene 
 

 4.1. DefiniŃie. Fie A un inel integru şi : \{0} .Aϕ →ℕ  Se spune 

că A este inel euclidian în raport cu funcŃia ϕ  dacă sunt îndeplinite 

condiŃiile: 
a) Pentru orice , \ {0},a b A∈  din a b  rezultă ( ) ( );a bϕ ϕ≤  

b) Pentru orice ,a b A∈  cu 0,b ≠  există q şi r în A, astfel încât: 
a bq r= +  şi ( 0r =  sau ( ) ( )r bϕ ϕ< ). 

 Prin analogie cu inelele uzuale, q din condiŃia b) poartă numele de 
cât iar r poartă numele de rest. 

 Exemple. 1� . Pe inelul ℤ  al întregilor raŃionali considerăm func-
Ńia valoare absolută, ( ) ,x xϕ =  : \{0} .ϕ →ℤ ℕ  FuncŃia ϕ  satisface 

evident condiŃia a). Din teorema împărŃirii cu rest pentru numerele 
întregi a şi b, 0,b ≠  rezultă existenŃa şi chiar unicitatea numerelor 
întregi q şi r, astfel încât: 

a bq r= +  şi 0 .r b≤ <  

 Din ultima relaŃie rezultă ,r b<  deci ℤ  este un inel euclidian în 

raport cu funcŃia valoare absolută. 
 Se observă că dacă pentru q şi r se formulează condiŃiile 
a bq r= +  şi ,r b<  atunci, în general, q şi r nu mai sunt unice. 

Astfel, pentru  43a =  şi 5,b =  au loc relaŃiile: 

43 5 8 3= ⋅ +  şi 3 5<  

dar şi relaŃiile: 
43 5 9 ( 2)= ⋅ + −  şi 2 5 .− <  

 Prin urmare, există două perechi ( , )q r  care satisfac b), anume 

(8,3)  şi (9, 2).−  

 2� . Fie K un corp comutativ şi [ ]K X  inelul polinoamelor în ne-
determinata X, cu coeficienŃi în K. Fie funcŃia  grad, 

: [ ] \{0} ,K Xϕ →ℕ  ( ) ,f d fϕ = �  [ ] \{0}.f K X∀ ∈  

 Dacă , [ ] \{0}f g K X∈  şi ,f g  atunci ,d f d g≤� �  deci condiŃia 

a) este îndeplinită. Din teorema împărŃirii cu rest pentru polinoamele 
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cu coeficienŃi într-un corp comutativ, rezultă: există şi sunt unice 
polinoamele q şi r, numite cât, respectiv rest, astfel încât: 

f gq r= +  şi ( 0r =  sau d f d g<� � ). 

Este îndeplinită şi condiŃia b), deci ( )[ ],K X d �  este inel euclidian. 

 3� . Vom arăta că inelul [ ]iℤ  al întregilor lui Gauss este un inel 
euclidian în raport cu funcŃia normă: 

: [ ] ,N i →ℤ ℕ  
2 2( ) ,N m ni m n+ = +  pentru orice [ ].m ni i+ ∈ℤ  

 Fie a m ni= +  şi b s ti= +  două elemente nenule din [ ]iℤ  astfel 

încât .a b  Rezultă ( ) ( ),N a N b  ambele elemente aparŃinând lui ,∗ℕ  

deci ( ) ( ).N a N b≤  

 Dacă presupunem 0,b ≠  atunci: 

,
a m ni

x iy
b s ti

+
= = +
+

 unde , .x y∈ℚ  

 Există un număr întreg 1q  astfel încât 1

1
,

2
x q− ≤  anume 1 [ ]q x=  

sau 1 [ ] 1.q x= +  Fie 1,u x q= −  
1

.
2

u ≤  Analog, există 2 ,q  un număr 

întreg, astfel încât 2

1
.

2
y q− ≤  Fie 2 ,v y q= −  

1
.

2
v ≤  

1 2 1 2( ) ( )
a

q iq u iv a b q iq b u iv
b
= + + + ⇔ = + + +  

 Notăm: 

1 2 [ ],q q iq i= + ∈ℤ  ( ) [ ].r b u iv a bq i= + = − ∈ℤ  

Deci .a bq r= +  Dacă 0,r ≠  atunci: 

2 2 1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).

2
N r N b N u iv N b u v N b N b= + = + ≤ <  

 Fiind îndeplinite ambele condiŃii din definiŃia 4.1., [ ]iℤ  este inel 
euclidian în raport cu funcŃia normă N. 
 CondiŃia b) din definiŃia 4.1. implică o serie de proprietăŃi impor-
tante ale inelelor euclidiene. 
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 4.2. Lemă. Fie A un inel integru şi , , ,a b q r A∈  astfel încât 

.a bq r= +  Atunci, există cel mai mare divizor comun al elementelor 

a şi b dacă şi numai dacă există cel mai mare divizor comun al 
elementelor b şi r. În acest caz: 

( , ) ( , ).a b b r∼  

 DemonstraŃie. Presupunem că există ( , ).d a b∼  Deci d a  şi .d b  

Din r a bq= −  rezultă .d r  Deci d este un divizor comun pentru b şi 

r. Fie acum  d A′∈  astfel încât d b′  şi .d r′  Din a bq r= +  rezultă 

.d a′  Cum ( , ),d a b∼  rezultă | .d d′  Deci ( , ).d b r∼  Elementele a şi 

r au un rol analog în relaŃia a bq r= +  deoarece se poate scrie 

( ) .r b q a= − +  Ca urmare, din ( , ),d b r∼  rezultă ( , ).d a b∼  □  

 4.3. Teoremă. Dacă ( ),A ϕ  este un inel euclidian, atunci pentru 

orice două elemente din A există cel mai mare divizor comun. 
 DemonstraŃie. Fie a,b două elemente din  A. 
 Dacă 0,b =  atunci ( , ) .a b a∼  

 Dacă 0,b ≠  atunci există 2 2,q r A∈  astfel încât: 

 (1)   2 2a bq r= +  şi ( 2 0r =  sau 2( ) ( )r bϕ ϕ< ). 
Cazul în care un rest este 0 va fi tratat unitar mai târziu. 
 Dacă 2 0,r ≠  atunci există 3 3,q r A∈  astfel încât: 

 (2)   2 3 3b r q r= +  şi ( 3 0r =  sau 3 2( ) ( )r rϕ ϕ< ). 

 Dacă 3 0,r ≠  atunci există 4 4,q r A∈  astfel încât: 

 (3)   2 3 4 4r r q r= +  şi ( 4 0r =  sau 4 3( ) ( )r rϕ ϕ< ). 
  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 Dacă 0,kr ≠  atunci există 1 1,k kq r A+ + ∈  astfel încât: 

 (k)  1 1 1k k k kr r q r− + += +  şi ( 1 0kr + =  sau 1( ) ( )k kr rϕ ϕ+ < ). 

 Observăm că în mulŃimea ℕ  a numerelor naturale au loc relaŃiile: 

2 3 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0.k kb r r r rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ +> > > > > ≥  

 RelaŃii de forma (k) se pot obŃine atât timp cât 0.kr ≠  Deoarece 

orice mulŃime nevidă de numere naturale are un prim element (ℕ  
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este bine ordonată), rezultă că există un rang n, astfel încât 1 0.nr + =  
Vom scrie atunci ultimele două relaŃii de forma (k): 
 ( 1n − )     2 1n n n nr r q r− −= +  

 (n)        1 1.n n nr r q− +=  
 InegalităŃile din relaŃiile (k) sunt necesare pentru a demonstra că 
există doar un număr finit de relaŃii de acest fel. 
 Din relaŃia (n) rezultă că există cel mai mare divizor comun al ele-
mentelor 1nr −  şi nr şi 1( , ).n n nr r r−∼  

 Din relaŃiile ( 1n − ), (n), … ,(2), (1), aplicând succesiv lema 4.2.,  
rezultă: 
            1 2 1 2 3 2( , ) ( , ) ... ( , ) ( , ) ( , ).n n n n nr r r r r r r b r a b− − −∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼   □  

 Pentru uniformizarea scrierii relaŃiilor (1), (2),…,(n), vom nota 

0 ,a r=  1.b r=  

  4.4. DefiniŃie. Fie ( ),A ϕ  un inel euclidian şi , .a b A∈  RelaŃiile 

(1), (2), …, (n), din teorema 4.3., poartă numele de Algoritmul lui 
Euclid pentru elementele a şi b. 
 Din demonstraŃia teoremei 4.3., rezultă că cel mai mare divizor 
comun al elementelor a şi b este ultimul rest nenul din algoritmul lui 
Euclid, pentru elementele a şi b. 
 4.5. ConsecinŃă. Într-un inel euclidian, orice element ireductibil 
este şi un element prim. 
 DemonstraŃie. Rezultă din propoziŃia 3.7. şi din teorema 4.3. □  
 Fie A un inel integru. Problema dacă inelul A  poate fi înzestrat cu 
o structură de inel euclidian revine la a stabili dacă există o funcŃie  

: \{0}Aϕ →ℕ  astfel încât ( ),A ϕ  să fie un inel euclidian. Pentru a 

arăta că un anumit inel nu este euclidian, de obicei, se arată că acesta 

nu îndeplineşte o anumită condiŃie necesară. Astfel inelul 5i 
 ℤ  

nu este euclidian deoarece elementul 3 este ireductibil dar nu este 
prim. 
 Teorema 4.3. arată că se poate afla cel mai mare divizor comun 
pentru două elemente a, b, ale unui inel euclidian aplicând algoritmul 
lui Euclid, prin “împărŃiri succesive”. 
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 În cazuri concrete poate interesa numărul de împărŃiri succesive 
care trebuie efectuate pentru a afla ( , ).a b  Din demonstraŃia teoremei 

4.3. rezultă că ( )bϕ  poate fi folosit pentru majorarea numărului de 
împărŃiri din algoritmul lui Euclid. În cazul inelului ℤ  al întregilor 
raŃionali are loc: 
 4.6. Teoremă. (a lui Lamé) Fie , ,a b ∗∈ℕ  .a b>  Numărul de îm-
părŃiri în algoritmul lui Euclid pentru elementele a şi b nu depăşeşte 
de 5 ori numărul cifrelor din scrierea în baza 10 a lui b. 
 DemonstraŃie. Pentru aceasta, avem nevoie de câteva consideraŃii 
ajutătoare. 
 Fie 1( )n nf ≥  şirul lui Fibonacci, definit prin: 

1 2 1f f= =  şi 1 1,n n nf f f+ −= +  2.n ≥  

 4.7. Lemă. 2 ,n
nf α −>  pentru 3,n ≥  unde 

1 5
.

2
α

+
=  

 DemonstraŃie. RaŃionăm prin inducŃie. 

3

1 5
2 ,

2
f α

+
= > =  

2

2
4

1 5
3 .

2
f α

 +
= > =  

 
 

Presupunem 2 ,i
if α −>  pentru 3, ,i k∈  4.k ≥  

2 3 3 3 2 1
1 1 ( 1) .k k k k k

k k kf f f α α α α α α α− − − − −
+ −= + > + = + = =  □  

Revenim la demonstraŃia teoremei 4.6. 
 Fie: 

 (k)  1 1 1,k k k kr r q r− + += +  1, ,k n∈  0 ,r a=  1 ,r b=  1 0,nr + =  

algoritmul lui Euclid pentru numerele naturale a şi b, 0.b ≠  Au loc 
relaŃiile: 

   1,iq ≥  pentru 2, ;i n∈  

1 2nq + ≥  (altfel, 1n nr r− = ); 

21 ;nr f≥ =  

1 1 2 32 .n n nr r q f f− += ≥ =  
 Presupunem: 

 ( )∗      2n i ir f− +≥  pentru 0, .i k∈  

 Rezultă: 
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( 1) 1 1 2 1 3.n k n k n k n k k k kr r q r f f f− + − − + − + + + += + ≥ + =  

Prin urmare, ( )∗  are loc pentru toate valorile 0, .i n∈  În particular, 
1

1 1 .n
nb r f α −
+= ≥ >  

 Dacă b are s cifre în scrierea sa în baza 10, atunci 10 .sb <  Deci, 

1 10 ( 1)lg .n s n sα α− < ⇔ − <  Deoarece 
1

lg ,
5

α<  rezultă 1 5 .n s− <  

 Cum n şi s sunt numere naturale, 5 ,n s≤  relaŃie ce demonstrează 
teorema lui Lamé.   □  
 Evident, aplicarea algoritmului lui Euclid pentru două numere 
întregi revine la aplicarea acestuia pentru două numere naturale. De 
asemenea, în rolul lui b din teoremă se poare alege cel mai mic dintre 
cele două numere. 
 Se poare aborda şi problema inversă: fiind dat ,n ∗∈ℕ  există 
două numere naturale a şi b astfel încât aplicarea algoritmului lui 
Euclid pentru a şi b să necesite exact n împărŃiri? 
Răspunsul este dat de: 
 4.8. Teoremă. Dacă 1( )n nf ≥  este şirul lui Fibonacci, atunci apli-

carea algoritmului lui Euclid pentru termenii 2nf +  şi 1nf +  ( 1n ≥ ) ne-

cesită exact n împărŃiri. 
 DemonstraŃie. Şirul lui Fibonacci este strict crescător, începând 
cu al doilea termen. RelaŃiile: 

2 1 1

1 1 1

4 3 2 2 3

3 2

1 ,  0

1 ,  0

1 ,  0

2

n n n n n

k k k k k

f f f f f

f f f f f

f f f f f

f f

+ + +

+ − −

= ⋅ + < <

= ⋅ + < <

= ⋅ + < <

= ⋅

⋮

⋮
 

reprezintă exact cele n împărŃiri din algoritmul lui Euclid pentru nu-
merele 2nf +  şi 1.nf +   □  
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 Din demonstraŃia teoremei 4.8. rezultă totodată că 2f  este cel mai 

mare divizor comun al termenilor 2nf +  şi 1.nf +  Prin urmare, oricare 
doi termeni consecutivi ai şirului lui Fibonacci sunt relativ primi. 
 

5. RelaŃiile lui Bézout 
 

 Fie ( ),A ϕ  un inel euclidian şi , ,a b A∈  0.b ≠  Fie 

 (k)  1 1 1,k k k kr r q r− + += +  1, ,k n∈  0 ,r a=  1 ,r b=  1 0,nr + =  
algoritmul lui Euclid pentru elementele a şi b. 
 Vom arăta că toate resturile kr  se reprezintă ca nişte combinaŃii 
liniare de a şi b, cu coeficienŃi în A. În particular, cel mai mare 
divizor comun nr  al elementelor a şi b va admite o astfel de repre-
zentare. Aceste relaŃii se vor dovedi deosebit de utile în diverşi algo-
ritmi. 
 5.1. Teoremă. Fie ( ),A ϕ  un inel euclidian şi , ,a b A∈  0.b ≠  Fie 

secvenŃa de vectori 0 1( ) ,k k nw ≤ ≤ +  3( , , ) ,k k k kw t u v A= ∈  definită recu-

rent astfel: 

0 ( ,1,0),w a=  1 ( ,0,1),w b=  

 (1)     1 1 1 ,k k k kw w q w+ − += − 1,k n∈  

unde kq  ( 2, 1k n∈ + ) sunt câturile din algoritmul lui Euclid pentru 

elementele a şi b (relaŃiile (k), 1,k n∈ ). Atunci: 

 ( kB )  ,k k k kt r u a v b= = +  0, 1.k n∈ +  
 DemonstraŃie. RaŃionăm prin inducŃie după k. 
Pentru 0 :k = 0 0 0 01 0 .t a r a b u a v b= = = ⋅ + ⋅ = +  

 Pentru 1:k = 1 1 1 10 1 .t b r a b u a v b= = = ⋅ + ⋅ = +  

 Presupunem că relaŃiile ( )kB  au loc pentru 0, .k i∈    

1 1 1 1 1 1 1( , , ) ( , , )i i i i i i i i i i iw w q w t u v q t u v+ − + − − − += − = − =  

1 1 1 1 1 1( , , )i i i i i i i i it q t u q u v q v− + − + − += − − − . 
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Deci: 

1 1 1 1 1 1i i i i i i i it t q t r q r r+ − + − + += − = − =  

1 1 1i i i iu u q u+ − += −  

1 1 1i i i iv v q v+ − += −  

1 1 1 1 1 1 1( )i i i i i i i i i ir t r q r u a v b q u a v b+ + − + − − += = − = + − + =  

  1 1 1 1 1 1( ) ( ) .i i i i i i i iu q u a v q v b u a v b− + − + + += − + − = +  

Rezultă că relaŃiile ( )kB  sunt adevărate pentru 0, 1.k n∈ +  
 În particular, cel mai mare divizor comun d al elementelor a şi b 
se exprimă prin .n n nd r u a v b= = +  

 Ultima dintre relaŃiile ( )kB  se scrie: 1 1 10 .n n nr u a v b+ + += = +   □  

 RelaŃiile ( ),kB  0, 1k n∈ +  poartă numele de relaŃiile lui Bézout. 

 CoeficienŃii ku  şi kv  din relaŃiile lui Bézout, poartă numele de 
coeficienŃi Bézout. 
  Într-un inel euclidian oarecare, determinarea relaŃiilor lui Bézout 
pentru elementele a şi b presupune cunoaşterea câturilor kq  din algo-
ritmul lui Euclid. 
 În cazul inelului ℤ  al întregilor raŃionali, algoritmul lui Euclid şi 
relaŃiile lui Bézout se pot construi simultan. Este suficient să obser-
văm că, în ℤ , din 1 1 1k k k kr r q r− + += +  şi 10 ,k kr r+≤ <  rezultă: 

1 1
1 ,k k

k

k k

r r
q

r r
− +

+= + 1kq + ∈ℤ  şi 10 1.k

k

r

r
+≤ <  

 Prin urmare,  

 (2)      1
1 .k

k

k

r
q

r
−

+

 
=  
 

 

 Determinarea relaŃiilor lui Bézout decurge astfel: 
- vectorii 0w  şi 1w  sunt definiŃi în enunŃul teoremei 5.1.; 

- se determină câtul 2q  conform relaŃiei (2); 

- se calculează vectorul 2w  conform relaŃiei (1); 

- se repetă relaŃiile (2) şi (1) atât timp cât 0.kr ≠  
Calculele se pot sistematiza într-un tabel de forma: 
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k 0 1 2 ⋯  k ⋯  n 1n +  

kt  a b 2t  … kt  ⋯  nt  � 

ku  1 0 2u  ⋯  ku  ⋯  nu  1nu +  

kv  0 1 2v  ⋯  kv  ⋯  nv  1nv +  

kq    2q  ⋯  kq  ⋯  nq  1nq +  
  

Exemple. 1� . Fie 243,a =  75.b =  
 

k �� �� �� �� ��

kt � ���� ��� ��� �� ��

ku � �� �� �� ��� ���

kv � �� �� ��� ��� ����

kq � �� �� �� �� ��

 

 Completarea tabelului, începând cu coloana pentru 2,k =  s-a 
făcut astfel: 

2

243
3

75
q
 = =  

 

2 0 2 1 243 75 3 18t t q t= − = − ⋅ =  

2 0 2 1 1 0 3 1u u q u= − = − ⋅ =  

2 0 2 1 0 1 3 3,v v q v= − = − ⋅ = −  etc. 
În particular,  

3 3(243,75) 3 4 243 13 75d r t= = = = = − ⋅ + ⋅  

4 40 25 243 81 75.r t= = = ⋅ − ⋅  

 În cazul inelului [ ]iℤ  al întregilor lui Gauss, determinarea câtu-
rilor se face astfel: 

1 ,k

k

r
x iy

r
− = +  unde , .x y∈ℚ  

Se aleg ,m n∈ℤ  astfel încât 
1

2
x m− ≤  şi 

1

2
y n− ≤  (după cum am 

arătat în II.4., numerele m şi n nu sunt în general unice). Se obŃine 
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1kq m ni+ = +  

iar celelalte calcule decurg ca şi în cazul inelului .ℤ  
 2� . Fie 3 23 ,a i= − +  1 15b i= +  în inelul [ ].iℤ  
 

k �� �� �� �� �� ��

kt � 3 23i− + � 1 15i+ � 5 7i− − � 3 3i+ � 1 i− � ��

ku � �� �� �� 1 i+ � 3 2i+ � 7 8i− �

kv � �� �� ��� 1 2i− − � 4 4i− − � 13 10i− + �

kq � �� �� �� 1 i− − � -2 3i �
 

Completarea tabelului s-a făcut astfel: 

0 0

1 1

2

3 23 171 34

1 15 113 113

171 1
,  2,  

113 2
34 1

,  0,  
113 2

2

r t i
i

r t i

x m x m

y n y n

q m ni

− +
= = = +

+

= = − ≤

= = − ≤

= + =

    

1

2

3

1 15 55 34

5 7 37 37

55
,  1

37
34

,  1
37
1

r i
i

r i

x m

y n

q i

+
= = − −
− −

−
= = −

= − = −

= − −

 

 

2

3

4

5 7 1
2

3 3 3

2,  2

1
,  0

3
2 0

r i
i

r i

x m

y n

q i

− −
= = − −
+

= − = −

= − =

= − + ⋅

       

3

4

5

3 3
3

1

0,  0

3,  3

3

r i
i

r i

x m

y n

q i

+
= =
−

= =

= =

=

 

 

În particular, 
( 3 23 ,1 15 ) 1 (3 2 )( 3 23 ) ( 4 4 )(1 15 ).i i i i i i i− + + − = + − + + − − +∼  
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6. EcuaŃii liniare în inele euclidiene 
 

 Fie ( ),A ϕ  un inel euclidian. Considerăm ecuaŃia liniară: 

 (1)        ax by c+ =  

unde , , .a b c A∈  Se pune problema dacă ecuaŃia (1) are soluŃii în A şi, 
în caz afirmativ, să se determine aceste soluŃii. 
 6.1. PropoziŃie. EcuaŃia (1) are soluŃii în A dacă şi numai dacă: 

( , ) | .a b c  

 DemonstraŃie. Presupunem că (1) are soluŃii şi fie 2
0 0( , )x y A∈  o 

soluŃie. Atunci, 0 0 .ax by c+ =  Dacă ( , ),d a b∼  atunci | .d c  

 Reciproc, să presupunem că ( , ) | .a b d c∼  Fie u şi v coeficienŃii 

Bézout astfel încât: d au bv= +  şi 1c A∈  astfel încât 1.c dc=  Cum 

1 1 ,c c ua c vb= +  

obŃinem că 1 1( , )c u c v  este o soluŃie a ecuaŃiei (1).  □  

 Dacă 0,a b= =  ecuaŃia (1) are soluŃii dacă şi numai dacă 0.c =  

În acest caz, orice pereche 2( , )x y A∈  este o soluŃie pentru (1).  
 În continuare, vom presupune că a şi b nu sunt ambii nuli. 
 6.2. PropoziŃie. Dacă ecuaŃia (1)  are soluŃii în A, atunci, orice 

soluŃie a acestei ecuaŃii este de forma: 

 (2)      1 1

1 1 ,

x c u b t

y c v a t t A

= +

= − ∈

 

unde ( , ),d a b∼  1,a da=  1,b db=  1,c dc=  .d ua vb= +  
 DemonstraŃie. Se verifică uşor că (2) este soluŃie pentru (1), ori-
care ar fi .t A∈  
Reciproc, fie 2( , )x y A∈  o soluŃie pentru (1).  Atunci, .ax by c+ =  

Deoarece 1 1 ,ac u bc v c+ =  rezultă: 

1 1( ) ( ) 0.a x c u b y c v− + − =  

 Din 1,a da=  1,b db=  0,d ≠  rezultă: 

1 1 1 1( ) ( ) 0.a x c u b y c v− + − =  



����

 Pentru că 1 1( , ) 1,a b ∼  rezultă 1 1| ( ).b x c u−  Fie t A∈  astfel încât 

1 1 .x c u b t− =  Deci, 1 1x c u b t= +  şi 1 1 .y c v a t= −    □   

 Exemple. 1� . Să se rezolve în ℤ  ecuaŃia: 
243 75 21.x y+ =  

(243,75) 3 | 21.d = =  Conform exemplului 1�  de la II.5., 

3 4 243 13 75,= − ⋅ + ⋅ 4,u = −  13,v =  1 81,a =  1 25,b =  1 7.c =  
SoluŃiile întregi ale ecuaŃiei sunt de forma: 

4 7 25

13 7 81 , .

x t

y t t

= − ⋅ +

= ⋅ − ∈ ℤ

 

 2� . Să se rezolve în [ ]iℤ  ecuaŃia: 
( 3 23 ) (1 15 ) 2 4 .i x i y i− + + + = +  

 Folosind relaŃiile obŃinute în exemplul II.5. 2� , rezultă: 
( 3 23 ,1 15 ) 1 | 2 4 .i i i i− + + − +∼  
1 (3 2 )( 3 23 ) ( 4 4 )(1 15 ),i i i i i− = + − + + − − +  3 2 ,u i= +  4 4 ,v i= − −  

3 23 (1 )( 13 10 ),a i i i= − + = − − +  1 13 10 ,a i= − +  

1 15 (1 )( 7 8 ),b i i i= + = − − +  1 7 8 ,b i= − +  

2 4 (1 )( 1 3 ),c i i i= + = − − +  1 1 3 .c i= − +  
 SoluŃiile ecuaŃiei sunt de forma: 

(3 2 )( 1 3 ) ( 7 8 )

( 4 4 )( 1 3 ) ( 13 10) , [ ].

x i i i t

y i i t t i

= + − + + − +

= − − − + − − + ∈ ℤ

 

 
7. Inele principale 

 

 Se ştie că dacă H este un subgrup al grupului aditiv ℤ  al întregi-
lor raŃionali, atunci există n∈ℕ  astfel încât 
 (1)        .H n= ℤ  
 În particular, orice ideal al inelului întregilor raŃionali ℤ  este de 
forma (1),  adică este generat de un singur element. 
 Un ideal I al unui inel A, generat de un singur element, a, poartă 
numele de ideal principal. 
 7.1. DefiniŃie. Fie A un inel integru. Se spune că A este inel prin-
cipal, dacă orice ideal I al lui A este ideal principal. 
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 Exemple. 1� . Inelul ℤ  al întregilor raŃionali este inel principal. 
 2� . Fie K un corp comutativ. Singurele ideale ale lui K sunt 

(0)O =  şi (1).K =  Cum K este şi inel integru, K este inel principal. 
 Teorema următoare ne va permite să dăm şi alte exemple de inele 
principale. 
 7.2. Teoremă. Dacă A este inel euclidian, atunci A este inel 
principal. 
 DemonstraŃie. Fie A inel euclidian în raport cu : \{0} .Aϕ →ℕ  
 DemonstraŃia este analoagă aceleia prin care se arată că orice sub-
grup al lui ℤ  este de forma (1).  
 Fie I un ideal al lui A. 
 Dacă {0},I =  atunci (0)I =  este un ideal principal. 

 Dacă {0},I ≠  mulŃimea { }( ) \{0}M x x Iϕ= ∈  este nevidă. De-

oarece M ⊆ ℕ  şi ( , )≤ℕ  este bine ordonată, în M există un prim ele-

ment. Fie acesta ( ).aϕ  Deci, ,a I∈  0,a ≠  ( ) ( ),a xϕ ϕ≤  pentru orice 
\{0}.x I∈  

 Din ,a I∈  rezultă ( ) .a I⊆  

 Fie .x I∈  Cum ( , )A ϕ  este inel euclidian şi 0,a ≠  există ,q r A∈  
astfel încât: 

x aq r= +  şi ( 0r =  sau ( ) ( )r aϕ ϕ< ). 

Dacă 0,r ≠  atunci r x aq I= − ∈  şi ( ) ( ),r aϕ ϕ<  contrar alegerii lui 

a. Deci, 0r =  şi ( ).x aq a= ∈  Rezultă ( )I a⊆  şi, în final, ( ).I a=  
 Cum A este inel integru şi orice ideal al său este principal, rezultă 
că inelul A este principal.  □  
 Conform teoremei 7.1., se poate completa lista exemplelor de 
inele principale cu: 
 Inelul [ ]iℤ  al întregilor lui Gauss este inel principal. 

 Inelul [ ]K X  al polinoamelor cu coeficienŃi într-un corp comuta-
tiv K este un inel principal. 
 Există şi inele integre care nu sunt principale. 
 7.3. Teoremă. Fie A un inel integru care nu este corp. Atunci, 

[ ]A X  nu este inel principal. 
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 DemonstraŃie. Deoarece A este inel integru şi nu este corp, există 
,a A∈  0,a ≠  ( ).a U A∈/  

 Fie I idealul generat în [ ]A X  de mulŃimea { , }:a X   

{ }1 2 1 2[ ] [ ] , [ ] .I aA X XA X ah Xh h h A X= + = + ∈  

 Vom demonstra că I nu este ideal principal. 
 Prin reducere la absurd, să presupunem că există [ ]f A X∈  astfel 

încât ( ).I f=  

 Din ,a I∈  rezultă că există [ ]g A X∈  astfel încât .a fg=  Cum A 

este integru şi 0,a ≠  rezultă 0,d f =�  deci \ {0}.f A∈  

 Din ,X I∈  rezultă că există [ ]h A X∈  astfel încât .X fh=  

 Notând cu 1b  coeficientul lui X din polinomul h, din ultima egali-

tate, rezultă 11 fb=  adică ( ) ( [ ]).f U A U A X∈ =  Prin urmare, 
( ) [ ].I f A X= =  

 Rezultă 1 ,I∈  deci există 1 2, [ ]h h A X∈  astfel încât 1 21 .ah Xh= +  

 Dacă notăm cu 0c  termenul liber al lui 1,h  din ultima relaŃie obŃi-

nem că 01 ac=  deci, ( ),a U A∈  contrar alegerii lui a. 

 În consecinŃă, I nu este inel principal şi, ca urmare, [ ]A X  nu este 
inel principal.   □  
 7.4. ConsecinŃă. Următoarele inele nu sunt principale: 

a) [ ];Xℤ  

b) 1[ ,..., ],nA X X 1,n ≥  unde A este un inel integru care nu 

este corp; 
c) 1[ ,..., ],nK X X  2,n ≥  unde K este corp comutativ. 

 DemonstraŃie. a) rezultă direct din teorema 7.3. b) rezultă din 
teorema 7.3. şi din faptul că dacă A este inel integru care nu este 
corp, atunci şi 1[ ,..., ],nA X X  cu 1,n ≥  este inel integru care nu este 
corp. c) rezultă din teorema 7.3. şi din faptul că pentru K corp comu-
tativ, [ ]K X  este inel integru care nu este corp.   □  
 7.5. Teoremă. Fie A un inel principal. Pentru orice două elemen-
te a şi b din A, există ( , )a b  şi [ , ].a b  Dacă ( , ),d a b∼  atunci există 

,u v A∈  astfel încât .d ua vb= +  
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 DemonstraŃie. Într-un inel principal, intersecŃia oricăror două 
ideale principale este, evident, tot un ideal principal. Conform propo-
ziŃiei 2.12., orice două elemente din A au un cel mai mare divizor co-
mun şi un cel mai mic multiplu comun. 
 Se poate totuşi da şi o demonstraŃie directă, care pune în evidenŃă 
şi alte aspecte. 
 Fie , .a b A∈  Cum A este inel principal, există d A∈  astfel încât: 
 (2)        ( ) ( ) ( ).a b d+ =  

 Vom demonstra că ( , ).d a b∼  

 Din ( ) ( )a d⊆  rezultă | .d a  Analog, | .d b  

 Din relaŃia (2)  rezultă că există ,u v A∈  astfel încât 
 (3)        .d ua vb= +  

 Dacă d A′∈  şi | ,d a′  | ,d b′  atunci, evident | .d d′   □  
 Din teorema 7.5., rezultă că şi în inelele principale există coe-
ficienŃi Bézout (elementele u şi v din relaŃia (3) ). 
 Totuşi, spre deosebire de inelele euclidiene în care coeficienŃii 
Bézout se pot calcula efectiv, pornind de la algoritmul lui Euclid, în 
inelele principale, în general, nu există un algoritm efectiv de calcul 
pentru aceşti coeficienŃi. 
 Remarcăm, de asemenea, că relaŃia (2)  mai poate fi scrisă şi: 

{ }( )( ) , ,d a b=  

relaŃie care justifică notaŃia celui mai mare divizor comun, ( , ).d a b∼  
 7.6. ConsecinŃă. Într-un inel principal, orice element ireductibil 
este prim. 

 
8. Descompunere în factori în inelele principale 

 

 În acest paragraf, vom demonstra că, într-un inel principal, orice 
element nenul şi neinversabil se descompune în produs de elemente 
ireductibile (sau elemente prime). 
 8.1. Lemă. Într-un inel principal, orice şir crescător de ideale 
este staŃionar. 
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 DemonstraŃie. Considerăm un şir crescător de ideale 1( ) .n nI ≥  Ast-

fel, 1,n nI I +⊆  1.n∀ ≥  Notăm 
1

.n
n

I I
∞

=

=∪  

 Demonstrăm că I este ideal în A. Fie , .a b I∈  Există ,n m ∗∈ℕ  
astfel încât na I∈  şi .mb I∈  Pentru a fixa ideile, fie .m n≤  Rezultă 

, .na b I∈  Deci .na b I I− ∈ ⊆  Dacă ,x A∈  atunci, .nxa I I∈ ⊆  

 Deoarece A este inel principal şi I este ideal în A, există c I∈  
astfel încât ( ).I c=  Din c I∈  rezultă că există 0 ,n ∗∈ℕ  

0
.nc I∈  

 Deci, 

0 0 01( ) ... ... .n n n pI c I I I I+ += ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆  

 Prin urmare, 

0 0 01 ... ...,n n n pI I I+ += = = =  

adică şirul 1( )n nI ≥  este staŃionar.   □  
 8.2. Teoremă. Dacă A este inel principal, atunci orice element 
nenul şi neinversabil din A se descompune în produs de elemente 
prime. 
 DemonstraŃie. Vom raŃiona prin reducere la absurd. Să presupu-
nem că există ,a A∈  astfel încât: 
 ( )∗  “ 0,a ≠  ( ),a U A∈/  a nu se reprezintă ca produs de elemente 

 prime (ireductibile) “ 
 În particular, a nu poate fi ireductibil. Există , ,b c A∈  astfel încât: 

,a bc=  ,a b/∼  ,a c/∼  1,b /∼  1.c /∼  
Se obŃine în acest fel şirul crescător de ideale: 

1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ...i ia a a a +⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂  
care nu este staŃionar, contrar lemei 8.1. Prin urmare, ipoteza făcută 
este falsă. Deci, orice element nenul şi neinversabil al inelului princi-
pal A se poate scrie ca produs de elemente prime (ireductibile). □  
 Se observă că teorema 8.2. asigură existenŃa descompunerilor în 
factori primi (pentru elementele nenule şi neinversabile ale inelelor 
principale). O teoremă de unicitate se poate stabili chiar pe un cadru 
mai general. 
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 8.3. Teoremă. Fie A un inel integru, 1,..., ,rp p A∈  elemente pri-

me şi 1,..., ,sq q A∈  elemente ireductibile astfel încât: 

 (1)      1 2 1 2... ... .r sp p p q q q=  

Atunci, 

r s=  şi există o permutare rσ ∈S  astfel încât ( ) ,i ip qσ∼  1, .i r∈  

 DemonstraŃie. Vom raŃiona prin inducŃie după numărul r al facto-
rilor primi din descompunerea (1).   

 Pentru 1,r = 1 1 2... .sp q q q=  Deoarece elementul prim 1p  este şi 

ireductibil iar factorii jq  nu sunt inversabili, rezultă 1s =  şi 1 1.p q=  

 Presupunem adevărată afirmaŃia din teorema 8.3. pentru des-
compuneri în care numărul de factori primi este 1,r −  1.r >  Demon-
străm că afirmaŃia rămâne adevărată şi pentru descompuneri în care 
numărul de factori primi este r. Fie deci: 
 (1)      1 2 1 2... ...r sp p p q q q=  

unde 1,..., rp p  sunt elemente prime şi 1,..., sq q  elemente ireductibile. 

 În particular, 1 2| ... .r sp q q q  rp  fiind prim, există 1,j s∈  astfel în-

cât | .r jp q  Pentru a nu complica scrierea, presupunem (schimbând 

eventual ordinea factorilor din descompunere) .j s=  Deci, | .r sp q  

 Din sq  ireductibil şi 1rp /∼  rezultă .r sp q∼  Fie ( )u U A∈  pentru 

care .r sp uq=  Înlocuind în relaŃia (1) şi Ńinând cont că A este inel in-

tegru şi 0,rp ≠  rezultă: 

 (2)     1 2 1 1 2 1... ... ( ).r r s sp p p q q q u− − − −=  

 Deoarece 1sq u−  este element ireductibil ( 1 1s sq u q− −∼ ), descompu-

nerii (2) i se poate aplica ipoteza de inducŃie. Rezultă că 1 1r s− = −  
(deci r s= ) şi, efectuând o permutare a factorilor, factorii din cele 
două descompuneri sunt asociaŃi în perechi. Pentru a simplifica scrie-
rea, putem presupune (schimbând eventual ordinea factorilor într-una 
dintre descompuneri şi renumerotând) că 

1 1 2 2 1 1 1,  ...,  ,  .r r r r rp q p q p q u q− − − − −∼ ∼ ∼ ∼  
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 Adăugând relaŃia r rp q∼  se obŃin toate afirmaŃiile din enunŃ, teo-
rema fiind complet demonstrată.   □  
 Într-un inel principal, elementele ireductibile şi elementele prime 
coincid. În concluzie, elementele nenule şi neinversabile ale unui inel 
principal se descompun în produse de factori primi şi aceste descom-
puneri sunt unice în afară de ordinea factorilor şi de asocierea în divi-
zibilitate. 
 În particular, aceeaşi proprietate o au şi elementele nenule şi nein-
versabile ale inelelor euclidiene. 
 Să observăm că rezultatul din teorema 8.3. nu se păstrează dacă 
presupunem că factorii celor două descompuneri sunt elemente ire-

ductibile. Astfel, în inelul integru 5 ,i 
 ℤ  are loc relaŃia: 

( )( )3 7 1 2 5 1 2 5i i⋅ = + −  

în care toŃi factorii sunt ireductibili dar 3 1 2 5i+/∼  şi 3 1 2 5.i−/∼  
Aşa cum vom vedea în paragraful următor, există şi inele care nu 
sunt principale şi în care elementele nenule şi neinversabile se pot 
descompune în produse de elemente prime. 
 

9. Inele factoriale 
 

 9.1. DefiniŃie. Fie A un inel integru. Se spune că A este inel fac-
torial dacă orice element nenul şi neinversabil din A este produs de 
elemente prime. 
 Exemple. 1� . Inelul ℤ  al întregilor raŃionali este un inel factorial. 
Acest fapt rezultă direct din teorema fundamentală a aritmeticii. 
 2� . Dacă A este un inel principal, atunci A este inel factorial. În 
particular, inelele euclidiene sunt inele factoriale. Acest fapt rezultă 
din teorema 8.2. 
 3� . Inelele [ ]iℤ  şi [ ]K X  (unde K este corp comutativ) sunt inele 
factoriale deoarece sunt inele euclidiene. 
 Alte exemple importante de inele factoriale vor rezulta din conse-
cinŃa 10.9. 
 Din teorema 8.3. rezultă: 
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 9.2. ConsecinŃă. Descompunerea în factori primi a unui element 
nenul şi neinversabil într-un inel factorial este unică, mai puŃin 
ordinea factorilor şi asocierea în divizibilitate a acestora. 
 Datorită unicităŃii descompunerilor în factori primi, este posibilă 
o “standardizare” a reprezentării elementelor unui inel factorial. 
  Fie ( )i i Ip ∈  un sistem complet de reprezentanŃi pentru clasele de 
echivalenŃă formate din elemente prime. 
 Aşadar, oricare ar fi ,p A∈  prim, există şi este unic ,i I∈  astfel 

încât .ip p∼  Deci există ( )u U A∈  astfel încât: 

 (1)         .ip up=  

 Fie ,a A∈  0,a ≠  1.a /∼  Dacă A este inel factorial, atunci a este 
produs de elemente prime. Dacă pentru fiecare factor prim al lui a 
facem înlocuiri de forma (1)  se obŃine: 

 (2)        1

1
... ii k

ki ia up p
αα=  

unde ( ),  ,  ,  1, .
jj iu U A i I j kα ∗∈ ∈ ∈ ∈ℕ  

 Pentru uniformizarea descompunerilor (2),  vom lua 0iα =  pen-

tru 1\ { ,..., }ki I i i∈  şi punem: 

 (3)        i
i

i I

a u pα

∈

= ∏  

unde, ca de obicei, 

0

.i i

i

i i
i I i I

p pα α

α
∈ ∈

≠

=∏ ∏  

 Extindem această scriere, cu convenŃia obişnuită, la cazul unei 
mulŃimi vide de indici: 0 1.i

i I

p
∈

=∏  

 În acest mod, orice element \{0}a A∈  admite o reprezentare de 

forma (3).  
 RelaŃiile de forma (3) poartă numele de descompuneri canonice 
ale elementelor nenule ale unui inel factorial. 
 Dacă 

,i i
i i

i I i I

u p v pα β

∈ ∈

=∏ ∏  
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unde , ( ),u v U A∈  , ,i jα β ∈ℕ  din consecinŃa 9.2., rezultă că ,i iα β=  

.i I∈  De aici, rezultă .u v=  
 Prin urmare, în descompunerea canonică (3), exponenŃii iα ∈ℕ  şi 

factorul ( )u U A∈  sunt unic determinaŃi. 

 9.3. Teoremă. Fie A un inel factorial, , \ {0}.a b A∈  Fie 

,i
i

i I

a u pα

∈

= ∏  i
i

i I

b v pβ

∈

= ∏  

descompunerile canonice ale lui a şi b. Atunci: 
1. | ,i ia b α β⇔ ≤  pentru orice ;i I∈  

2. există ( , )d a b∼  şi min{ , };i i
i

i I

d p α β

∈
∏∼  

3. există [ , ]m a b∼  şi max{ , }.i i
i

i I

m p α β

∈
∏∼  

 DemonstraŃie. 1) Dacă | ,a b  există \{0}c A∈  astfel încât .b ac=  

Fie i
i

i I

c w pγ

∈

= ∏  descompunerea canonică a lui c. Din relaŃia b ac=  

rezultă ,i i i iβ α γ α= + ≥  .i I∈  

Reciproc, dacă ,i iα β≤  atunci 1 ,i i
i

i I

b a vu pβ α−−

∈

= ⋅ ∏  deci | .a b  

 2) Fie min{ , }.i i
i

i I

d p α β

∈

=∏  Din 1), rezultă |d a  şi | .d b  Fie ,d A′∈   

astfel încât |d a′  şi | .d b′  Fie i
i

i I

d w pγ

∈

′ = ∏  descompunerea canoni-

că a lui d ′  (din 0a ≠  rezultă 0d ′ ≠ ). Din | ,d a′  rezultă conform 1), 

,i iγ α≤  .i I∈  Analog, ,i iγ β≤  .i I∈  Deci, min{ , },i i iγ α β≤  ,i I∈  

adică | .d d′  
 3) Se raŃionează analog cu 2).   □  
 Se observă că modurile de calcul de la 2) şi 3) pentru cel mai 
mare divizor comun şi cel mai mic multiplu comun, într-un inel 
factorial, coincid cu modul de calcul stabilit în clasele elementare 
pentru cel mai mare divizor comun şi cel mai mic multiplu comun în 
mulŃimea numerelor naturale. 
 9.4. ConsecinŃă. Într-un inel factorial, orice element ireductibil 
este prim. 
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 DemonstraŃie. Rezultă din teorema 9.3. şi din propoziŃia 3.7. □  
 Având în vedere definiŃia 9.1. şi consecinŃa 9.4. se pune problema 
dacă inelele factoriale ar putea fi definite ca inele integre în care 
orice element nenul şi neinversabil este produs de elemente ireducti-
bile. Răspunsul la această problemă este negativ. Vom folosi un con-
traexemplu. 

 9.5. Lemă. În inelul 5 ,i 
 ℤ  orice element nenul şi neinversabil 

este un produs de elemente ireductibile. 

 DemonstraŃie. Fie 5 5 ,z m ni i = + ∈  ℤ  0,z ≠  1.z /∼  

 Vom raŃiona prin inducŃie după 2 2( ) 5 .N z m n= +  Valoarea mini-

mă a lui ( ),N z  în acest caz, este 4. 

 Dacă ( ) 4N z =  şi 5 ,d i ∈  ℤ  | ,d z  atunci ( ) | 4N d  de unde 

( ) {1,2,4}.N d ∈  Dacă ( ) 1,N d =  atunci 1.d ∼  Egalitatea ( ) 2N d =  

este imposibilă. Dacă ( ) 4 ( ),N d N z= =  atunci .d z∼  Prin urmare, z 
este element ireductibil. 

 Presupunem că elementele lui 5i 
 ℤ  de normă cuprinsă în 

[4, 1],n −  5,n ≥  sunt produse de elemente ireductibile. 

 Fie 5z i ∈  ℤ  cu ( ) .N z n=  Dacă z este ireductibil, nu mai este 

nimic de demonstrat. Altfel, există 1 2, 5z z i ∈  ℤ  astfel încât 

1 2 ,z z z=  1 1,z /∼  2 1.z /∼  

 Rezultă 1 24 ( ),  ( ) .N z N z n≤ <  Conform ipotezei de inducŃie, 1z  şi 

2z  sunt produse de elemente ireductibile, deci z este produs de ele-
mente ireductibile.   □  

 Totuşi, inelul 5i 
 ℤ  nu este un inel factorial în sensul definiŃiei 

9.1., deoarece conŃine elemente ireductibile care nu sunt prime. 
 CondiŃia: 
( )α  “Orice element nenul şi neinversabil al lui A este un produs de 

elemente ireductibile” 
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rămâne o condiŃie necesară ca un inel să fie factorial, fără a fi şi o 
condiŃie suficientă. Se poate completa această condiŃie pentru a obŃi-
ne condiŃii necesare şi suficiente. 
 9.6. Teoremă. Fie A un inel integru. Sunt echivalente condiŃiile: 

1) A este inel factorial; 
2) ( )α  şi orice element ireductibil este prim; 

3) ( )α  şi orice două elemente au un c.m.m.d.c; 

4) ( )α  şi descompunerea unui element nenul şi neinversabil 

în factori ireductibili este unică în afară de ordinea factorilor şi de 
asocierea în divizibilitate. 
 DemonstraŃie. "1) 3)"⇒  rezultă din teorema 9.3.. "3) 2)"⇒  re-

zultă din propoziŃia 3.7.. "2) 1)"⇒  este evidentă. "1) 4)"⇒  rezultă 
din  9.1. şi 9.2.. 
"4) 2)"⇒  Fie ,q A∈  un element ireductibil. Va trebui să demon-

străm că dacă ,a b A∈  şi | ,q ab  atunci |q a  sau | .q b  
 Dacă unul dintre elementele a şi b este zero sau inversabil, atunci 
implicaŃia este evidentă. 
 Altfel, 1... ,ra q q=  1...r r sb q q+ +=  unde jq  sunt elemente ireducti-

bile, 1, .j r s∈ +  

 Din | ,q ab  rezultă că există c A∈  pentru care ,ab cq=  iar 0c ≠  

şi 1c /∼  (altfel, unul dintre elementele a, b este zero sau inversabil). 

 Prin urmare, 1... tc q q′ ′=  unde iq′  sunt ireductibile, 1, .i t∈  Deci, 

1 1... ... .r s tq q q q q+ ′ ′= ⋅  

 Datorită unicităŃii descompunerii, rezultă că există 1,j r s∈ +  ast-

fel încât .jq q∼  Dacă ,j r≤  atunci |q a  iar dacă ,j r>  atunci | .q b  

 Prin urmare, q este element prim în A.  □  
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10. Factorialitatea inelelor de polinoame 
 

 Principalul rezultat al acestui paragraf constă în faptul că proprie-
tatea de inel factorial se transmite de la inelul A la inelul [ ]A X  al po-
linoamelor. 
 Reamintim mai întâi câteva proprietăŃi. 
 Dacă A este inel integru, atunci şi [ ]A X  este inel integru şi: 

( [ ]) ( ).U A X U A=  
 Dacă p este element prim în inelul integru A, atunci p este ele-
ment prim şi în inelul [ ]A X  (propoziŃia 3.9.). 

 De asemenea, se deduce uşor că dacă a A∈  şi [ ],f A X∈  atunci 

|a f  dacă şi numai dacă a divide toŃi coeficienŃii lui f. 

 10.1. DefiniŃie. Fie A un unel factorial şi 
0

[ ].
n

i
i

i

f a X A X
=

= ∈∑  

Cel mai mare divizor comun al coeficienŃilor polinomului f poartă 
numele de conŃinut al polinomului f şi se notează ( ).c f  

0 1( ) ( , ,..., ).nc f a a a∼  

 Se spune că f este polinom primitiv dacă ( ) 1.c f ∼  

 De exemplu, 4 26 3 8 10f X X X= + + +  este un polinom primitiv 

în [ ].Xℤ  

 Dacă [ ] \{0}f A X∈  (A inel factorial), atunci: 

 (1)        1( )f c f f= ⋅  

unde 1f  este un polinom primitiv, de acelaşi grad cu f. 

 Dacă [ ]f A X∈  şi ,a A∈  Ńinând cont de propoziŃia 2.7., obŃinem: 

 (2)       ( ) ( ).c af a c f⋅∼  
 10.2. Lemă. (Gauss) Produsul a două polinoame primitive este 
un polinom primitiv. 
DemonstraŃie. Fie , [ ],f g A X∈  două polinoame primitive. Să presu-

punem că fg  nu este primitiv. 

 Din ( ) 0c fg ≠  şi ( ) ( ),c fg U A∈/  cum A este inel factorial, rezultă 

că există ,p A∈  prim astfel încât | ( ).p c fg  Rezultă | .p fg  Conform 
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propoziŃiei 3.9., amintite mai sus, p este prim şi în [ ],A X  deci |p f  

sau | .p g  Rezultă ( ) ( )c f U A∈/  sau ( ) ( ),c g U A∈/  contradicŃie. □  

 10.3. ConsecinŃă. Fie A un inel factorial şi , [ ].f g A X∈  Atunci, 

 (3)       ( ) ( ) ( ).c fg c f c g⋅∼  

 DemonstraŃie. Dacă 0f =  sau 0,g =  atunci: 
( ) 0 ( ) ( ).c fg c f c g⋅∼ ∼  

 Dacă 0f ≠  şi 0,g ≠  atunci 1( ) ,f c f f= ⋅  1( ) ,g c g g= ⋅  unde 1f  

şi 1g  sunt polinoame primitive. Conform lemei 10.2., 1 1f g  este şi el 
polinom primitiv. Rezultă: 

( )1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).c fg c c f c g f g c f c g c f g c f c g= ∼ ∼  □  

 10.4. Lemă. Fie A un inel factorial, , [ ]f g A X∈  şi \{0}.a A∈  

Dacă f este polinom primitiv şi | ,f ag  atunci | .f g  

 DemonstraŃie. Din | ,f ag  rezultă că există [ ]h A X∈  astfel încât: 

 (4)        .ag fh=  
 Conform consecinŃei 10.3., 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).c h c f c h c fh c ag ac g∼ ∼ ∼ ∼  
Introducând un factor inversabil u, ales convenabil, putem scrie: 

1 1( ) ( )h c h h uac g h= =  

unde 1 [ ].h A X∈  

 Înlocuind în (4), obŃinem 1( ) .ag fuac g h=  Cum [ ]A X  este inel 

integru şi 0,a ≠  rezultă 1( )g fuc g h=  deci, | .f g   □  
 Fie A un inel factorial şi K corpul de fracŃii al lui A. 
 Cum [ ] [ ]A X K X⊆  şi [ ]K X  este inel euclidian, este convenabil 

să transferăm unele proprietăŃi aritmetice din inelul [ ]A X  în [ ].K X  
 10.5. Lemă. Fie A un inel factorial şi K corpul său de fracŃii. 
Fie [ ],f A X∈  un polinom de grad 1.≥  Sunt echivalente afirmaŃiile: 

a) f este polinom ireductibil în [ ];A X  

b) f este polinom primitiv în [ ]A X  şi ireductibil în [ ].K X  

 DemonstraŃie. "a) b)"⇒  Să presupunem că f este ireductibil în 

[ ].A X  Cum 1( )f c f f= ⋅  şi 1,d f ≥�  rezultă ( ) 1,c f ∼  deci f este po-
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linom primitiv în [ ].A X  Să presupunem, prin reducere la absurd, că f 

este reductibil în [ ].K X  Există atunci , [ ]g h K X∈  astfel încât 

 (5)     ,f gh=  1,d g ≥�  1.d h ≥�  

 Deoarece [ ]g K X∈  şi K este corpul de fracŃii al lui A, există 

\{0}a A∈  astfel încât [ ]ag A X∈  (a poate fi, de exemplu, cel mai 
mic multiplu comun al numitorilor coeficienŃilor lui g). Analog, exis-
tă \{0}b A∈  astfel încât [ ].bh A X∈  Din relaŃia (5) rezultă: 

 (6)     1( )( ) ( )abf ag bh c ag g bh= =  

unde 1 [ ],g A X∈  1d g d g=� �  şi 1g  este polinom primitiv. 

 Deci, 1 |g abf  în [ ].A X  Conform lemei 10.4., rezultă: 

1 |g f  şi 10 ,d g d f< <� �  

contrar ipotezei că f este ireductibil în [ ].A X  Rezultă că f este ire-

ductibil în [ ].K X  

"b) a)"⇒  Să presupunem acum că f este ireductibil în [ ]K X  şi este 

primitiv în [ ].A X  Fie f gh=  unde , [ ].g h A X∈  

 Dacă 0,d g =�  atunci 
1 ( ) ( ),c f gc h∼ ∼  

deci ( ) ( [ ]).g U A U A X∈ =  

 Analog, dacă 0,d h =�  atunci ( ) ( [ ]).h U A U A X∈ =  

 Dacă 1d g ≥�  şi 1d h ≥�  rezultă că f este reductibil în [ ],K X  
contrar ipotezei făcute. 
 Deci, din ,f gh=  cu , [ ],g h A X∈  rezultă 1g ∼  sau 1h ∼  (în 

[ ]A X ). Prin urmare, f este ireductibil în [ ].A X   □  

 10.6. ConsecinŃă. Fie [ ]f X∈ℤ  un polinom primitiv cu 1.d f ≥�  

Polinomul f este ireductibil în [ ]Xℤ  dacă şi numai dacă este ireduc-

tibil în [ ].Xℚ  
 10.7. Lemă. Dacă A este un inel factorial, atunci orice element 
ireductibil în [ ]A X  este prim în [ ].A X  

 DemonstraŃie. Fie [ ],f A X∈  un element ireductibil. 
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 Dacă 0,d f =�  f este ireductibil în A. Cum A este inel factorial, f 

este prim în A, deci prim în [ ].A X  

 Considerăm acum cazul 1.d f ≥�  Conform lemei 10.5., f este 

polinom primitiv în [ ]A X  şi ireductibil în [ ]K X  unde K este corpul 

de fracŃii al lui A. Fie , [ ],g h A X∈  astfel încât | .f gh  În particular, 

|f gh  în [ ].K X  Deoarece [ ]K X  este inel euclidian şi f este ireduc-

tibil în [ ],K X  f este prim în [ ].K X  Deci, |f g  sau |f h  în [ ].K X  

 Să considerăm că |f g  în [ ].K X  Există 1 [ ]g K X∈  astfel încât 

1 .g g f=  Fie 1\ {0},  [ ].a A ag A X∈ ∈  Atunci 1( )ag f ag=  sau |f ag  

în [ ].A X  

 Deoarece f este polinom primitiv în [ ],A X  conform lemei 10.4., 

rezultă că |f g  în [ ].A X        

 Cazul |f h  în [ ]K X  se tratează în mod analog. 

 Prin urmare, f este polinom prim în [ ].A X  □  
 Putem, în sfârşit, să prezentăm principalul rezultat al acestui pa-
ragraf. 
 10.8. Teoremă. Dacă A este un inel factorial, atunci [ ]A X  este 

inel factorial. 
 DemonstraŃie. Din A inel integru, rezultă [ ]A X  inel integru. 
 Având în vedere lema 10.7. şi teorema 9.6., este suficient să 
demonstrăm că orice element nenul şi neinversabil al inelului [ ]A X  
este un produs de elemente ireductibile. 
 Fie [ ],f A X∈ 0f ≠  şi ( [ ]) ( ).f U A X U A∉ =  Vom raŃiona prin 

inducŃie după .d f�  

 Dacă 0,d f =�  f este element nenul şi neinversabil al inelului A. 
Cum A este inel factorial, f este produs de elemente prime în A, deci 
prime în [ ].A X  
 Presupunem că afirmaŃia este adevărată pentru polinoame de grad 
mai mic decât n şi fie [ ]f A X∈  cu .d f n=�  
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 Din 1( ) ,f c f f= ⋅  cum ( ) \{0},c f A∈  rezultă că ( )c f  este inver-
sabil sau i se aplică raŃionamentul din prima parte. Rămâne să stu-
diem polinomul primitiv 1f  cu 1 .d f n=�  

 Dacă 1f  este polinom ireductibil, demonstraŃia se încheie. 

 Altfel, există , [ ],g h A X∈  astfel încât 1 ,f gh=  , ( [ ]).g h U A X∉  

Deoarece 1f  este polinom primitiv, ,  0.d g d h >� �  Astfel, d g n<�  şi 

.d h n<�  Conform ipotezei de inducŃie, g şi h sunt produse de ele-
mente ireductibile în [ ].A X  Deci 1f  (şi f) este produs de elemente 

ireductibile în [ ].A X   □  

 10.9. ConsecinŃă. Dacă A este inel factorial, atunci 1[ ,..., ]nA X X  

este inel factorial, pentru orice 1.n ≥  
 DemonstraŃie. Se raŃionează prin inducŃie după n, folosind teore-
ma 10.8. şi Ńinând cont că: 

1 1 1[ ,..., ] [ ,..., ][ ]n n nA X X A X X X−=   □  

 10.10. ConsecinŃă. Fie K corp comutativ. Atunci 1[ ,..., ]nK X X  

este inel factorial, pentru orice 1.n ≥  
 DemonstraŃie. AfirmaŃia rezultă din consecinŃa 10.9., Ńinând cont 
că inelul [ ]K X  este inel factorial.  □  
 10.11. ConsecinŃă. Dacă A este inel factorial, atunci în inelul 

1[ ,..., ]nA X X  , ( 1n ≥ ) orice două elemente au un cel mai mare divi-

zor comun şi orice element ireductibil este prim. 
 DemonstraŃie. AfirmaŃia se obŃine ca rezultat al consecinŃei 10.9. 
şi teoremei 9.6.  □  
 10.12. ObservaŃie. Fie A un inel principal care nu este corp. Con-
form teoremei 7.3., [ ]A X  nu este inel principal. Pe de altă parte, A 

este inel factorial, deci şi [ ]A X  este inel factorial. 

 Fie , [ ].f g A X∈  Există ( , ).d f g∼  

 Totuşi, în general, nu există , [ ]u v A X∈  astfel încât .d uf vg= +  
Într-adevăr, existenŃa coeficienŃilor Bézout u şi v ar atrage după sine 
egalitatea ( ) ( ) ( ).f g d+ =  
Această ultimă egalitate este falsă. De exemplu, în condiŃiile demon-
straŃiei teoremei 7.3., pentru 
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( )\ {0} ( )g a A U A= ∈ ∪  şi ,f X=  

obŃinem 1,d ∼  dar ( ) ( ) [ ].a X A X+ ≠  
 Prin urmare, într-un inel factorial, orice două elemente au un cel 
mai mare divizor comun dar, în general, nu există coeficienŃi Bézout. 
 

11. Criterii de ireductibilitate 
 

Fie A un inel factorial. Inelul [ ]A X  este, de asemenea, inel facto- 
rial (teorema 10.8.). Deci, orice polinom f cu coeficienŃi în A, nenul 
şi neinversabil, este un produs de polinoame ireductibile în [ ].A X  
 Totuşi, descompunerea efectivă a lui f în factori ireductibili este 
în general o problemă foarte dificilă, chiar dacă în A există un 
algoritm de descompunere în factori primi. 
 În aceste condiŃii, este util chiar a putea recunoaşte dacă anumite 
polinoame sunt ireductibile. În continuare, vor fi prezentate câteva 
condiŃii suficiente de ireductibilitate. 

 11.1. PropoziŃie. Fie A un inel factorial. Fie
0

[ ],
n

i
i

i

f a X A X
=

= ∈∑  

1,n ≥  p A∈  un element prim şi ,k ∗∈ℕ  .k n≤  Dacă: 

2
0

| , 0, 1;

| ;

| ,

i

k

p a i k

p a

p a

∈ −

/

/

 

atunci există un factor ireductibil al lui f, de grad .k≥  
 DemonstraŃie. Deoarece A este inel factorial, [ ]A X  este inel fac-

torial, deci f se descompune în [ ]A X  în produs de factori ireducti-
bili: 
 (1)       1 2... ,rf f f f=  

unde 0 1 ... [ ],i

i

n
i i i inf a a X a X A X= + + + ∈  pentru 1, .i r∈  

 Deoarece p A∈  este element prim, idealul ( )p  este prim în A, 

deci /( )A A p=  este inel integru. 
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 Fie : [ ] [ ]u A X A X→  morfismul unitar de inele care prelungeşte 

surjecŃia canonică : A Aπ →  şi ( ) .u X X=  Notând ( ) ,u g g=  pentru 

orice [ ],g A X∈  din relaŃia (1) rezultă: 

 (2)       1 2 ... .rf f f f= ⋅ ⋅ ⋅  

 În inelul factor ,A  ɵ 0a = ɵ  dacă şi numai dacă | .p a  
 Conform ipotezelor: 

� �... [ ],k n
k nf a X a X A X= + + ∈  � 0.ka ≠ ɵ  

Deoarece A  este inel integru, X este prim în [ ].A X  Din |X f  şi din 

(2), rezultă că există 1, ,i r∈  astfel încât | .iX f  Putem presupune, 

1| ,X f  ceea ce este echivalent cu �10 0,a = ɵ  sau 10| .p a  

 Cazul 1k =  este nesemnificativ, evident există cel puŃin un factor 
ireductibil al lui f, de grad 1.≥  

 Ne referim mai departe la cazul 2,k ≥  deci |kX f  şi 2.k ≥  

 Dacă există 1,j >  astfel încât | ,jX f  atunci �0 0,ja = ɵ  sau 0| .jp a  

Rezultă 2
10 0 0 0| ... ... ,j rp a a a a⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  contrar ipotezei. Deci, 1| .kX f  

De aici rezultă 1d f k≥�  sau 1 0.f =  

 Dacă 1 0,f =  atunci 0,f =  deci � 0,ka = ɵ  contradicŃie. 

 Astfel, 1 0f ≠  şi 1 .d f k≥�  Prin urmare, 1 .d f k≥�   □  
 Exemplu. Polinomul 

4 3 23 5 6 2 2f X X X X= + + + −  

este ireductibil în [ ].Xℤ  

 Într-adevăr, ℤ  este inel factorial iar elementele 2p =  şi 3k =  
satisfac condiŃiile din propoziŃia 11.1.. Prin urmare, f are un factor 
ireductibil 1 [ ]f X∈ℤ  cu 1 3.d f ≥�  Dacă 1 3,d f =�  atunci f are şi un 

factor ireductibil de gradul 1, deci o rădăcină raŃională. Dar, 1,±  2,±  
1

,
3
±  

2

3
±  nu sunt rădăcini ale lui f, deci f nu are rădăcini raŃionale. 
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 Prin urmare, 1 4.d f =�  Deoarece f este polinom primitiv în [ ],Xℤ  

rezultă 1,f f=  deci f este ireductibil în [ ].Xℤ  
 11.2. ConsecinŃă. (Criteriul lui Eisenstein) Fie A un inel facto-

rial şi 
0

[ ],
n

i
i

i

f a X A X
=

= ∈∑  1,n ≥  un polinom primitiv. 

Presupunem că există p A∈  un element prim astfel încât: 

2
0

| , 0, 1;

| ;

| .

i

n

p a i n

p a

p a

∈ −

/

/

 

Atunci, f este polinom ireductibil în [ ].A X  

 DemonstraŃie. În propoziŃia 11.1. luăm k n=  şi rezultă că f are un 
factor ireductibil 1 [ ]f A X∈  cu 1 .d f n=�  Deoarece f este polinom 

primitiv, rezultă 1.f f∼   □  
 Dacă în ipoteza criteriului lui Eisenstein omitem condiŃia ca f să 
fie polinom primitiv, atunci concluzia devine: f este polinom ireduc-
tibil în [ ],K X  K fiind corpul de fracŃii al lui A. 

 Într-adevăr, din propoziŃia 11.1., rezultă că f are în [ ]A X  un fac-

tor ireductibil 1f  de grad n. Deci, 1,f af=  \ {0}.a A∈  Conform le-

mei 10.5., factorul 1f  este ireductibil în [ ].K X  Deoarece 1f f∼  în 

[ ],K X  f este ireductibil în [ ].K X  

 Este cunoscut faptul că în [ ],Xℂ  singurele polinoame ireductibile 

sunt cele de gradul 1. De asemenea, în [ ],Xℝ  singurele polinoame 
ireductibile sunt cele de gradul 1 şi cele de gradul 2 cu discriminant 
negativ. În [ ],Xℚ  nu are loc un rezultat asemănător. 

 11.3. ConsecinŃă. Pentru orice ,n ∗∈ℕ  există un polinom ireduc-
tibil în [ ],Xℚ  de grad n. 

 DemonstraŃie. Polinomul 2 [ ]nf X X= − ∈ℤ  satisface condiŃiile 

din criteriul lui Eisenstein pentru 2,p =  deci f este ireductibil în 

[ ]Xℤ  şi în [ ].Xℚ   □  
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 11.4. PropoziŃie. (Criteriul reducŃiei) Fie A un inel factorial şi B 
un inel integru. Fie :u A B→  un morfism unitar de inele şi 

: [ ] [ ]u A X B X→  unicul morfism de inele care prelungeşte u şi 

( ) .u X X=  Fie [ ]f A X∈  un polinom primitiv de grad 1.≥ Dacă: 

( )u f  este ireductibil în [ ]B X  şi ( ) ,d u f d f=� �  

atunci f este ireductibil în [ ].A X  

 DemonstraŃie. Prin reducere la absurd, presupunem că f este 
reductibil în [ ].A X  Deoarece f este polinom primitiv, rezultă: 

,f gh=  , [ ],g h A X∈  1,d g ≥�  1.d h ≥�  
Au loc relaŃiile: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

u f u g u h

d f d u f d u g d u h d g d h d f

=

= = + ≤ + =� � � � � � �
 

Rezultă ( ) 1d u g d g= ≥� �  şi ( ) 1,d u h d h= ≥� �  deci ( )u f  este reduc-

tibil în [ ],B X  contrar ipotezei. 

 Prin urmare, f este polinom ireductibil în [ ].A X   □  
 Criteriul lui Eisenstein şi criteriul reducŃiei oferă condiŃii suficien-
te ca un polinom să fie ireductibil. Aceste condiŃii nu sunt în general 
şi condiŃii necesare. Astfel, polinomul 2 2 [ ]f X X X= + + ∈ℤ  este 
ireductibil, dar nu satisface condiŃiile din criteriul lui Eisenstein, 
pentru niciun număr prim p. 
 11.5. PropoziŃie. Fie A un inel factorial şi [ ]f A X∈  un polinom 

primitiv, {2,3}.d f ∈�  Fie K corpul de fracŃii al lui A. Polinomul f 

este ireductibil în [ ]A X  dacă şi numai dacă nu are rădăcini în K. 

 DemonstraŃie. Presupunem că f este reductibil în [ ].A X  Deoarece 

f este polinom primitiv şi {2,3},d f ∈�  f are un factor [ ]g A X∈  de 

gradul 1, ,g aX b= +  0.a ≠  Rezultă că f are în K rădăcina 1 .a b−−  

Prin urmare, dacă f nu are rădăcini în K, atunci f este ireductibil în 
[ ].A X  

 Să presupunem că f are o rădăcină .Kα ∈  Atunci, | ,X fα−  deci 

f este reductibil în [ ].K X  Cum A este inel factorial, rezultă că f este 
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reductibil în [ ].A X  Prin urmare, dacă f este ireductibil în [ ],A X  
atunci f nu are rădăcini în K.  □  
 Exemplu. Polinomul 3 1f X X= + +  este ireductibil în [ ].Xℤ  

Într-adevăr, f este polinom primitiv şi nu are rădăcini în .ℚ  Conform 
propoziŃiei 11.4., f este ireductibil în [ ]Xℤ  (deci şi în [ ]Xℚ ). 
 
 Probleme propuse 
 

 1. Fie inelul { }| ,d m n d m n  = + ∈ ℤ ℤ  unde d∈ℤ  este un 

întreg liber de pătrate. Pentru ,m n d dα  = + ∈  ℤ  definim nor-

ma sa ca fiind ( ) 2 2 .N m dnα = −  

 ArătaŃi că pentru orice , dα β  ∈  ℤ : 

a) ( ) ( ) ( );N N Nαβ α β= ⋅  

b) ( ) ( )| | ;N Nα β α β⇒  

c) ( ) ( );N Nα β α β⇒ = ±∼  

d) ( ) ( ) 1;U d Nα α ∈ ⇔ = ± ℤ  

e) |α β  şi ( ) ( )N Nα β= ±  implică .α β∼  
 

 2. ArătaŃi că în inelul 5 ,i 
 ℤ  ( )3,1 5 1,i+ ∼  dar elementele 6 

şi ( )2 1 5i+  nu au un cel mai mare divizor comun. 

 

 3. Fie ,dα  ∈  ℤ  unde d este întreg liber de pătrate. ArătaŃi că 

dacă ( )N α  este număr prim, atunci α  este ireductibil în .d 
 ℤ  

 

 4. DeterminaŃi elementele inversabile din inelele: [ ]iℤ , 3 ,i 
 ℤ  

5 .i 
 ℤ   
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 5. Să se arate că 2 2X Y+  este ireductibil în [ , ].X Yℚ  
 

 6. Să se arate că 2 este reductibil în [ ]iℤ , dar 3 şi 1 i+  sunt ire-
ductibile. 

 

 7. Fie 3,n ≥  număr natural impar astfel încât .n∉ℤ  ArătaŃi că 

2 este ireductibil, dar nu este prim în .i n 
 ℤ   

 

 8. Fie [ ]z i∈ℤ  cu ( )N z  număr prim. Atunci, z este prim în [ ].iℤ  
 

 9. Să se arate că un număr prim se descompune în [ ]iℤ  în produ-
sul a cel mult doi factori primi. 

 

 10. ArătaŃi că: 
 a) Orice element prim din [ ]iℤ  este divizor al unui număr prim 

din ;ℤ  
 b) Orice număr prim p de forma 4 3p k= +  este prim în [ ]iℤ ; 

 c) Orice număr prim p de forma 4 1p k= +  este produsul a două 

elemente prime din [ ]iℤ  care nu sunt asociate în divizibilitate, dar 
sunt conjugate unul celuilalt; 
 d) ArătaŃi că orice element prim al inelului [ ]iℤ  este asociat în 

divizibilitate cu un element al mulŃimii { }1P i A B= + ∪ ∪  unde A 

este mulŃimea numerelor naturale prime de forma 4 3p k= +  iar B 

reuneşte toŃi divizorii primi în [ ]iℤ  ai numerelor naturale prime de 

forma 4 1p k= + . 
 

 11. Să se descompună în factori primi în [ ]iℤ  elementele: 

21 3i+ , 60 90i+ , 8 11i+ . 
 

 12. Fie A un inel euclidian. Dacă ,a b A∈  sunt relativ prime şi 

, ,m n∈ℕ  arătaŃi că ( ),m m n n d da b a b a b− − −∼  unde ( , ).d m n=  
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 13. Fie A un inel întegru şi : \{0}Aϕ →ℕ  o funcŃie ce verifică 

proprietatea că pentru orice , ,a b A∈  0,b ≠  există ,q r A∈  astfel 

încât a bq r= +  unde 0r =  sau ( ) ( ).r bϕ ϕ<  Definim: 
' : \{0}Aϕ →ℕ  prin { }' ( ) inf ( ) .

y x
x yϕ ϕ=

∼
 

ArătaŃi că ( )',A ϕ  este inel euclidian. 

 

 14. Să se rezolve următoarele ecuaŃii: 
 a) 375 192 21x y− =  în ;ℤ  

 b) (35 35 ) ( 6 12 ) 1 7i x i y i− + − + = −  în [ ].iℤ  
 

 15. Fie ,a b∈ℤ  şi θ  o rădăcină a ecuaŃiei 2 0.x ax b+ + =  
ArătaŃi că: 
 a) [ ]θℤ  este subinel al lui ℂ  şi [ ] .θ ⊇ℤ ℤ  

 b) [ ] ' ,θ θ =  ℤ ℤ  unde 'θ  este cealaltă rădăcină a ecuaŃiei. Preci-

zaŃi când [ ] .θ =ℤ ℤ  

 c) Pentru 2 4 0d a b= − <  sau 0d >  dar nu pătrat perfect, definim 
funcŃia: 

[ ]: ,ϕ θ →ℤ ℕ  ( )z zzϕ = , unde z a bθ= +  şi  'z a bθ= + . 

ArătaŃi că ϕ  este o funcŃie multiplicativă şi caracterizaŃi cu ajutorul 

ei elementele inversabile ale inelului [ ]θℤ . 

 d) DeterminaŃi o condiŃie suficientă pentru a şi b astfel încât ine-

lul [ ]( ),θ ϕℤ  să fie euclidian. 
 

 16. ArătaŃi că 3 
 ℤ  şi 2i 

 ℤ  sunt inele euclidiene. 

 

 17. Dacă A este inel euclidian iar S este un sistem multiplicativ 
din A format din nondivizori ai lui zero, atunci inelul corespunzător 
de fracŃii, SA , este inel euclidian. 
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 18. Fie K un corp comutativ. ArătaŃi că inelul [ , ]/( 1)K X Y XY −  
este euclidian. 

 

 19. Fie A un inel principal şi S un sistem multiplicativ din A for-
mat din nondivizori ai lui zero. ArătaŃi că inelul corespunzător de 
fracŃii, SA , este inel principal. 

 

 20. Dacă I şi J sunt ideale în ℤ  astfel încât ,IJ I J= ∩  demon-
straŃi că .I J+ = ℤ  

 

 21. DeterminaŃi în [ ]iℤ  un generator al idealul ( )4 ,1 .I i i= + +  
 

 22. Fie A un inel factorial care nu este corp şi care are un număr 
finit de elemente inversabile. ArătaŃi că în inelul A există o infinitate 
de elemente ireductibile neasociate în divizibilitate. Caz particular, 

[ ].A i= ℤ  
 

 23. Dacă A este integru, atunci [ ]A X  are o infinitate de elemente 
ireductibile neasociate. 

 

 24. ArătaŃi că într-un inel factorial, idealele prime nenule minima-
le sunt principale. 

 

 25. Dacă A este un inel factorial şi S este un sistem multiplicativ 
din A format din nondivizori ai lui zero, atunci, inelul de fracŃii SA  
este inel factorial. 

 

 26. PrecizaŃi care dintre următoare inele sunt euclidiene, princi-
pale sau factoriale: 

[ ], ,X Yℤ  [ ]5 , ,X Yℤ [ ]6 ,Xℤ  5 ,i 
 ℤ  26 , 

 ℤ  3 .i 
 ℤ  

 
 27. Fie A un inel factorial şi , , \ {0}.a b c A∈  ArătaŃi că: 

a) ( )( )( ) ( )[ , , ] , , , , , ;a b c a b b c a c abc a b c∼  

b) ( ) ( ) ( )[ , ], , , , ;a b c a c b c  ∼  
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c) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]( )[ , , , , , ] , , , , , .a b b c a c a b b c a c∼  
 

 28. DeterminaŃi în [ ]Xℤ  un cel mai mare divizor comun pentru 

polinoamele 1mX −  şi 1nX −  unde *,m n∈ℕ . 
 

 29. DescompuneŃi în factori ireductibili în [ ],Xℝ  respectiv în 

[ ],Xℂ  polinomul 2 1,nX −  1.n ≥  
 

 30. Fie K un corp de caracteristică diferită de 2. ArătaŃi că poli-
nomul 2 2 1X Y+ −  este ireductibil în [ , ].K X Y  

 

 31. Să se arate că polinomul 1 2 ... 1− −= + + + +n nf X X X  este 

ireductibil în [ ]Xℤ  dacă şi numai dacă n este număr prim. 
 

 32. Pentru p număr prim şi n un număr natural, arătaŃi că polino-

mul 1
npf X p= + −  este ireductibil în [ ]Xℤ . 

 

 33. Fie [ ],= − + ∈ℤpf X X a X  unde p este număr prim şi | ./p a  

Atunci, f este ireductibil în [ ].ℤ X  
 

 34. Să se arate că polinomul 5 25 1f X X= − +  este ireductibil în 
[ ].Xℤ  
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Capitolul III 
 

EXTINDERI DE CORPURI 
 

 Fie ( ), ,L + ⋅  un corp şi K un subcorp al său. 

 Se spune că L este o extindere a lui K. 
 De exemplu: 
 Corpul complex ℂ  este o extindere a corpului real .ℝ  
 Corpul real ℝ  este o extindere a corpului numerelor raŃionale .ℚ  
 Corpul ( )K X  al fracŃiilor raŃionale cu coeficienŃi în corpul comu-
tativ K, în nedeterminata X, este o extindere a corpului K. 
 În acest capitol, corpurile vor fi presupuse comutative. 
 

1. Subinel generat de o mulŃime peste un corp 
 

 Fie L K⊇  o extindere de copuri şi .Lθ ∈  Orice subinel al lui L 

care include { },K θ∪  conŃine produsele de forma ,  ,  ,ia a K iθ ∈ ∈ℕ  
deci conŃine expresii de forma: 

 (1)         
0

n
i

i
i

aθ
=
∑  

unde ,n∈ℕ  ,ia K∈  0, .i n∈  
 Notăm 

 (2)  { } { }[ ] [ ],  ( ) ( ) [ ] .K b L f K X b f f f K Xθ θ θ= ∈ ∃ ∈ = = ∈  

Elementele mulŃimii [ ]K θ  sunt de forma (1). 

 1.1. PropoziŃie. [ ]K θ  este subinel al lui L care include { }.K θ∪  

 DemonstraŃie. Pentru ,f a K= ∈  ( ) [ ].f a Kθ θ= ∈  Dacă ,f X=  

atunci ( ) [ ].f Kθ θ θ= ∈  Deci, [ ] { }.K Kθ θ⊇ ∪  
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Fie 1 2, [ ].b b K θ∈  Există [ ],if K X∈  astfel încât ( ),i ib f θ=  1,2.i∈  
Deoarece 
  1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )( ) [ ],b b f f f f Kθ θ θ θ− = − = − ∈  

  1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )( ) [ ],b b f f f f Kθ θ θ θ= = ∈  

[ ]K θ  este subinel al lui L. □  
 PropoziŃia 1.1. ne permite să dăm următoarea definiŃie: 
 1.2. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .Lθ ∈ [ ]K θ  

definit în relaŃia (2) poartă numele de subinel generat de θ  peste K. 
 Din comentariile făcute la începutul paragrafului, rezultă că inelul 

[ ]K θ  este cel mai mic dintre subinelele lui L care includ { }.K θ∪  

 1.3. ConsecinŃă. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .Lθ ∈  

Atunci,
 subinel al lui 

{ }

[ ] .
H L
H K

K H

θ

θ

⊇ ∪

= ∩     

 Exemple. 1 .�  În extinderea ,⊇ℝ ℚ  fie 2.θ =  Dacă considerăm 

0

[ ],
n

i i
i

f a X X
=

= ∈∑ ℚ  atunci, ( ) ( )
0

2 2 2,
n i

i
i

f a a b
=

= = +∑  unde a 

şi b sunt numere raŃionale. Se deduce: 

{ }2 2 , .a b a b  = + ∈ ℚ ℚ  

 Să extindem construcŃia de mai sus la un număr oarecare de ele-
mente. 
 Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi 1,..., .n Lθ θ ∈  Notăm  

 (3)  { }1 1 1[ ,..., ] [ ,..., ],  ( ,..., )n n nK b L f K X X b fθ θ θ θ= ∈ ∃ ∈ =  

 { }1 1( ,..., ) [ ,..., ]n nf f K X Xθ θ= ∈ . 

Ca şi în cazul 1,n =  1[ ,..., ]nK θ θ  este un subinel al lui L care include 

1{ ,..., }.nK θ θ∪  1[ ,..., ]nK θ θ  va fi numit subinelul generat de 

1,..., nθ θ  peste K. În plus, 1[ ,..., ]nK θ θ  este cel mai mic dintre subine-

lele lui L care includ 1{ ,..., }nK θ θ∪  şi 

1

1
 subinel al lui 

{ ,..., }

[ ,..., ] .

n

n
H L
H K

K H

θ θ

θ θ

⊇ ∪

= ∩  
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 2 .�  În extinderea ,⊇ℝ ℚ  fie 1 2θ =  şi 2 3.θ =   

( ){ }2, 3 2, 3 [ , ]f f X Y  = ∈ = ℚ ℚ  

{ }2 3 6 , , , .a b c d a b c d= + + + ∈ℚ  

 Dacă notăm 1{ ,..., } ,nM Lθ θ= ⊆  unde L K⊇  este o extindere de 

corpuri, atunci în loc de 1[ ,..., ]nK θ θ  vom scrie [ ].K M  Se observă că 

dacă 1M  şi 2M  sunt două submulŃimi finite ale lui L iar 1 2 ,M M⊆  

atunci 1 2[ ] [ ].K M K M⊆  
 ConstrucŃia de mai sus poate fi extinsă la cazul unei mulŃimi in-
finite. 
 Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .M L⊆  Definim: 

 (4)      

 finită

[ ] [ ].
M M
M

K M K M
′⊆
′

′= ∪  

 1.4. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .M L⊆  
[ ]K M  definit de (4) este un subinel al lui L care include .K M∪  

 DemonstraŃie. Din (4), rezultă imediat [ ] .K M K M⊇ ∪  

 Dacă 1 2, [ ],b b K M∈  atunci există submulŃimile finite 1M  şi 2M  

ale lui M, astfel încât [ ],i ib K M∈  1,2.i∈  

Cum 1 2[ ] [ ],iK M K M M⊆ ∪  pentru 1,2,i∈  rezultă: 

1 2 1 2 1 2, [ ] [ ].b b b b K M M K M− ∈ ∪ ⊆  

Prin urmare, [ ]K M  este subinel al lui L.   □  

 1.5. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .M L⊆  
[ ]K M  definit de (4) se numeşte subinel generat de mulŃimea M 

peste corpul K. 
 Din relaŃia de definiŃie (4), rezultă şi faptul că subinelul [ ]K M  

este cel mai mic dintre subinelele lui L care includ .K M∪  Prin 
urmare: 

 subinel al lui 

[ ] .
H L
H K M

K M H

⊇ ∪

= ∩  
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 Tot din relaŃia (4) rezultă şi relaŃia: 

 (5)   { }1 1 1[ ] ( ,..., ) , ,..., , [ ,..., ] .n n nK M f n M f K X Xθ θ θ θ∗= ∈ ∈ ∈ℕ  

 
2. Corp de adjuncŃionare 

 

 ConstrucŃia din acest paragraf este asemănătoare celei de la 1. 
Deosebirea este aceea că în loc de subinele vom considera sub-
corpuri. 
 Fie L K⊇  o extindere de copuri şi .Lθ ∈  
 Orice subcorp al lui L care include { },K θ∪  va conŃine şi ex-
presii de forma 

 (1)         
( )

( )

f

g

θ
θ

 

unde  , [ ]f g K X∈   şi ( ) 0.g θ ≠  
 Notăm 

 (2)  
( )

( ) , [ ],  ( ) 0,  
( )

f
K b L f g K X g b

g

θ
θ θ

θ

  
= ∈ ∃ ∈ ≠ = = 
  

 

  
( )

, [ ],  ( ) 0 .
( )

f
f g K X g

g

θ
θ

θ
 
= ∈ ≠ 
 

 

 2.1. PropoziŃie. ( )K θ  este un subcorp al lui L care include 

{ }.K θ∪  

 DemonstraŃie. Din (2), rezultă că mulŃimea ( )K θ  este corpul de 

fracŃii al inelului [ ].K θ  În particular, ( ) [ ].K Kθ θ⊇  □  

 2.2. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .Lθ ∈ ( )K θ  

definit în relaŃia (2) poartă numele de corp de adjuncŃiune a lui θ  

la K. 
 Din comentariile de la începutul paragrafului, rezultă: 
 ( )K θ  este cel mai mic dintre subcorpurile lui L care includ 

{ }.K θ∪  Prin urmare,  

 (3)      
 subcorp al lui 

{ }

( ) .
H L
H K

K H

θ

θ

⊇ ∪

= ∩  
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 Exemplu. În extinderea ,⊇ℝ ℚ  pentru 2 :θ =   

( ) 2
2 , , , ,  2 0

2

a b
a b c d c d

c d

 + 
= ∈ + ≠ = 

+  
ℚ ℚ  

{ }2 , 2 .u v u v  = + ∈ =  ℚ ℚ  

 2.3. DefiniŃie. Se spune că extinderea L K⊇  este simplă dacă 
există Lθ ∈  astfel încât ( ).L K θ=  Elementul θ  din această egali-

tate se numeşte element primitiv al extinderii. 
 Extinderea ⊇ℂ ℝ  este simplă deoarece ( ).i=ℂ ℝ  Un element 
primitiv al extinderii este numărul complex i. Mai există şi alte ele-
mente primitive ale extinderii ca: ,i−  1 ,i+  etc. 
 Extinderea ( ) ,K X K⊇  K corp comutativ, este tot o extindere 

simplă, X, 1 ,X−  
1

X
 fiind elemente primitive ale sale.  

 Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi 1,..., .n Lθ θ ∈  Notăm  

(4)  1
1 1 1

1

( ,..., )
( ,..., ) , [ ,..., ], ( ,..., ) 0 .

( ,..., )
n

n n n

n

f
K f g K X X g

g

θ θ
θ θ θ θ

θ θ
 
= ∈ ≠ 
 

 

  

 Din (4), rezultă că mulŃimea 1( ,..., )nK θ θ  este corpul de fracŃii al 

inelului 1[ ,..., ].nK θ θ  1( ,..., )nK θ θ  poartă numele de corp de adjunc-

Ńionare a elementelor 1,..., nθ θ  la K. 

 Tot din relaŃia (4) rezultă: 1( ,..., )nK θ θ  este cel mai mic dintre 

subcorpurile lui L care includ 1{ ,..., }nK θ θ∪  şi 

1

1
 subcorp al lui 

{ ,..., }

( ,..., ) .

n

n
H L
H K

K H

θ θ

θ θ

⊇ ∪

= ∩  

 Notând 1{ ,..., },nM θ θ=  vom scrie şi 1( ,..., ) ( ).nK K Mθ θ =  

Dacă 1M  şi 2M  sunt două submulŃimi finite ale lui L iar 1 2 ,M M⊆  

atunci 1 2( ) ( ).K M K M⊆  

 2.4. DefiniŃie. Se spune că extinderea L K⊇  este de tip finit, 
dacă există o submulŃime finită M a lui L, astfel încât ( ).L K M=  
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 Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi M o submulŃime oarecare a 
lui L. Definim: 
 (5)      

 finită

( ) ( ).
M M
M

K M K M
′⊆
′

′= ∪  

 2.5. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .M L⊆  
( )K M  definit de (5) este un subcorp al lui L care include .K M∪  

 DemonstraŃie. Din (5), rezultă imediat ( ) .K M K M⊇ ∪  

 Dacă 1 2, ( ),b b K M∈  atunci există submulŃimile finite 1M  şi 2M  

ale lui M, astfel încât ( ),i ib K M∈  1,2.i∈  

 Cum 1 2( ) ( ),iK M K M M⊆ ∪  pentru 1,2,i∈  şi 1 2( )K M M∪  este 
corp, rezultă: 

1
1 2 1 2 1 1 1 2,  ,  ( 0) ( ) ( ).b b b b b b K M M K M−− ≠ ∈ ∪ ⊆  

Prin urmare, ( )K M  este subcorp al lui L.   □  

 2.6. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .M L⊆  
Corpul ( )K M  definit de relaŃia (5) se numeşte corp de adjuncŃio-

nare a mulŃimii M la K. 
 Din (5) şi din propoziŃia 2.5., rezultă: 
• ( )K M  este cel mai mic dintre subcorpurile lui L care includ 

.K M∪   
• 

 subcorp al lui 

( ) .
H L
H K M

K M H

⊇ ∪

= ∩  

• ( )K M  este corpul de fracŃii al lui [ ].K M  

2.7. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi 1,M  2M  

submulŃimi ale lui L. atunci: 
a) Dacă 1 2 ,M M⊆  atunci 1 2( ) ( );K M K M⊆  

b) 1 2 1 2( ) ( )( ).K M M K M M∪ =  

DemonstraŃie. a) rezultă direct din definiŃia 2.4. 
b) Din 1 1 2 ,M M M⊆ ∪  conform a), 1 1 2( ) ( ).K M K M M⊆ ∪  Cum şi 

2 1 2 ,M M M⊆ ∪  iar 1 2( )( )K M M  este cel mai mic subcorp al lui L 

care include 1 2( ) ,K M M∪  rezultă 1 2 1 2( )( ) ( ).K M M K M M⊆ ∪  
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 Reciproc, din 1 2 1 2( ) ( )( ),K M M K M M∪ ∪ ⊆  rezultă celalată in-

cluziune: 1 2 1 2( ) ( )( ).K M M K M M∪ ⊆  

Prin urmare, 1 2 1 2( )( ) ( ).K M M K M M= ∪  □    
  

3. Gradul unei extinderi. Extinderi finite 
 

 Fie L o extindere a corpului K. L poate fi organizat în mod natural 
cu o structură de spaŃiu vectorial peste K, astfel: 
- grupul abelian ( , )L +  este grupul subiacent al corpului ( , , );L + ⋅  
- legea de compoziŃie externă 

,K L L× →  ( , ) ,a x ax→  ,a K∈  ,x L∈  
este restricŃia operaŃiei multiplicative 

,L L L× →  ( , ) ,a b ab→  , .a b L∈  
 Din axiomele structurii de corp a lui L, rezultă: 

( ) ,a x y ax ay+ = +  
( ) ,a b x ax bx+ = +  

( ) ( ) ,a bx ab x=  
1 ,x x=  

oricare ar fi ,a b K∈  şi oricare ar fi , .x y L∈  
 Deci, L este spaŃiu vectorial peste K. 
 În spaŃiul vectorial ,K L  se poate vorbi despre dimensiune. 

 3.1. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri. Dimensiunea 

spaŃiului vectorial K L  se numeşte grad al extinderii L K⊇  şi se no-

tează [ : ].L K  Se spune că extinderea L K⊇  este finită dacă gradul 

său este finit: 
[ : ] dim .KL K L n= = < ∞  

În caz contrar, extinderea L K⊇  este infinită şi se notează 
[ : ] .L K = ∞  

 Extinderea ,K K⊇  unde K este un corp comutativ oarecare, este 
finită şi are gradul [ : ] 1.K K =  Într-adevăr, {1} este evident o bază în 

,K K  deci dim 1.K K =  Reciproc, din dim 1K L =  şi {1}Kind  rezultă 

că {1} este o bază în ,K L  deci { }1 .L a a K K= ⋅ ∈ =  
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 Extinderea ⊇ℂ ℝ  este finită şi are gradul 2. Este suficient să 
arătăm că {1, }i  este o bază a spaŃiului vectorial .ℝℂ  Într-adevăr, 

,z∀ ∈ℂ  ! , ,a b∃ ∈ℝ  astfel încât 1 .z a b i= ⋅ + ⋅  
Deci, [ : ] dim 2.= =ℝℂ ℝ ℂ   

 Extinderea ( )K X K⊇  este infinită (K este un corp comutativ 
oarecare). Este suficient să observăm că mulŃimea 

{ }21, , ,..., ,...nX X X  

este liniar independentă peste K. 
 3.2. PropoziŃie. Orice extindere finită este o extindere de tip finit. 
 DemonstraŃie. Fie L K⊇  o extindere finită de grad dim .Kn L=  

Fie 1( ,..., )ne e  o bază a lui .K L  Au loc relaŃiile: 

1
1

,  1, ( ,..., ) .
n

i i i n
i

L a e a K i n K e e L
=

 
= ∈ ∈ ⊆ ⊆ 
 
∑  

Rezultă 1( ,..., ),nL K e e=  deci L K⊇  este o extindere de tip finit. □  
 Se observă că reciproca propoziŃiei 3.2. nu este adevărată. Extin-
derea ( )K X K⊇  (K corp comutativ) este o extindere de tip finit, 
chiar simplă, dar nu este extindere finită. 
 3.3. PropoziŃie. (tranzitivitatea extinderilor finite) Fie extinde-
rile de corpuri E L⊇  şi .L K⊇  Extinderea E K⊇  este finită dacă 
şi numai dacă extinderile E L⊇  şi L K⊇  sunt finite. În acest caz: 

[ : ] [ : ][ : ].E K E L L K=  

 DemonstraŃie. Să presupunem că extinderea E K⊇  este finită. 
Deci, dim .K E n= < ∞  Deoarece L este subspaŃiu al lui ,K E  dim K L  

este finită, deci L K⊇  este extindere finită. Orice bază (finită) a lui 

K E  este un sistem de generatori al lui ,L E  deci şi E L⊇  este extin-
dere finită. 
 Reciproc, presupunem că E L⊇  şi L K⊇  sunt finite. 
Fie [ : ] dimLE L p E= =  şi 1( ,..., )py y  o bază a lui .L E  

Fie [ : ] dimKL K q L= =  şi 1( ,..., )qx x  o bază a lui .K L  
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Fie .z E∈  Deoarece 1( ,..., )py y  o bază a lui ,L E  există 1,..., ,pb b L∈  

astfel încât: 

 (1)        
1

.
p

j j
j

z b y
=

=∑  

 Din ,jb L∈  1,j p∈  şi 1( ,..., )qx x  bază în ,K L  rezultă că există 

1 ,..., ,j qja a K∈  astfel încât 

 (2)        
1

.
q

j ij i
i

b a x
=

=∑  

 Înlocuind (2) în (1), rezultă: 

1 1

.
p q

ij i j
j i

z a x y
= =

=∑∑  

 Prin urmare, ( ) 1,
1,

i qi j
j p

x y ∈
∈

 formează un sistem de generatori în .K E  

 Fie ,ijc K∈  1, ,i q∈  1,j p∈  astfel încât: 

 (3)        
1 1

0.
q p

ij i j
i j

c x y
= =

=∑∑  

 RelaŃia (3) se mai poate scrie: 

 (4)       
1 1

0.
p q

ij i j
j i

c x y
= =

 
= 

 
∑ ∑  

 Deoarece 
1

,
q

ij i
i

c x L
=

∈∑  1,j p∈  şi 1( ,..., )py y  este o bază în ,L E  

rezultă: 

 (5)       
1

0,
q

ij i
i

c x
=

=∑  1, .j p∈  

 Din 1( ,..., )K qind x x  şi din (5), rezultă 0,ijc =  1, ,i q∈  1, .j p∈  

Prin urmare, ( ) 1,
1,

i qK i j
j p

ind x y ∈
∈

 şi, în final, ( ) 1,
1,

i qi j
j p

x y ∈
∈

 formează o bază 

în .K E  În particular, E K⊇  este extindere finită şi 

[ : ] dim [ : ][ : ].KE K E pq E L L K= = =   □  
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 3.4. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere finită, de grad n. Atunci: 

( ) .
n

cardL cardK=  

 DemonstraŃie. Fie 1( ,..., )ne e  o bază a lui .K L  Pentru orice y L∈  

există şi sunt unici 1,..., nc c K∈  astfel încât 
1

.
n

i i
i

y c e
=

=∑  Rezultă că 

aplicaŃia 

,nK L→  1
1

( ,..., )
n

n i i
i

c c c e
=

→∑  

este o bijecŃie. Prin urmare, ( ) .
n

cardL cardK=   □  

 
4. Elemente algebrice şi elemente transcendente 

 

 Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .Lθ ∈  RelaŃia (2) din III.1., 
sugerează definirea unei aplicaŃii: 
 (1)       : [ ] [ ],u K X Kθ θ→  

 (2)      ( ) ( ),u f fθ θ=  [ ].f K X∀ ∈  

 Dacă , [ ],f g K X∈  atunci: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),u f g f g f g u f u gθ θ θθ θ θ+ = + = + = +  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ).u fg fg f g u f u gθ θ θθ θ θ= = =  

 Prin urmare, uθ  este un morfism de inele. Din aceeaşi relaŃie (2), 

III.1., rezultă că morfismul uθ  este surjectiv. 

 Vom considera în continuare două cazuri, după cum uθ  este sau 
nu injectiv. 
 Cazul I. Morfismul uθ  este injectiv. AfirmaŃia este echivalentă 

cu (0)Keruθ =  sau cu a spune că singurul polinom f din [ ]K X  pen-

tru care ( ) 0u fθ =  este polinomul nul. 

 4.1. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .Lθ ∈  Se 
spune că elementul θ  este transcendent peste K (sau algebric inde-

pendent peste K) dacă: 
[ ],f K X∀ ∈  ( ) 0 0.f fθ = ⇒ =  
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 În general, demonstrarea transcendenŃei unui element este dificilă 
şi vom reveni asupra acestei probleme în III.10. 
 Numărul real π  (raportul dintre lungimea unui cerc şi lungimea 
diametrului său) este transcendent peste .ℚ  Acest fapt a fost demon-
strat pentru prima dată de către Lindemann în anul 1882. 

 Numărul real 
1

lim 1
n

n
e

n→∞

 = + 
 

 este transcendent peste .ℚ  Acest 

fapt a fost demonstrat pentru prima dată de către Hermite în 1873. 
 Cazul II. Morfismul uθ  nu este injectiv. Această condiŃie este 

echivalentă cu (0),Keruθ ≠  sau cu a spune că există polinoame ne-

nule [ ],f K X∈  astfel încât ( ) 0.f θ =  

 4.2. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .Lθ ∈  Se 
spune că elementul θ  este algebric peste K (sau algebric dependent 

peste K) dacă: 
[ ] \{0},f K X∃ ∈  astfel încât ( ) 0.f θ =  

 Fie .a K∈  Pentru că [ ] \{0},f X a K X= − ∈  verifică ( ) 0,f a =  
rezultă că a este algebric peste K. 

 Numărul 2∈ℝ  este algebric peste .ℚ  Într-adevăr, există poli-

nomul 2 2 [ ] \ {0}f X X= − ∈ℚ  cu ( )2 0.f =  

 Orice număr complex este algebric peste corpul numerelor reale. 
Într-adevăr, dacă ,x a bi= + ∈ℂ  , ,a b∈ℝ  atunci: 

2 2 22 [ ] \{0}f X aX a b X= − + + ∈ℝ  şi ( ) 0.f x =  

 Fie ,Lθ ∈  arbitrar ales, algebric peste K. Deoarece (0)Keruθ ≠  

este ideal în [ ]K X  iar [ ]K X  este inel principal, Keruθ  este un ideal 
principal, generat de un polinom nenul. Acest generator este unic de-
terminat dacă punem în plus condiŃia ca el să fie polinom unitar. 
 4.3. DefiniŃie. Fie θ  un element algebric al extinderii .L K⊇  

Numim polinom minimal al lui θ  peste K un polinom [ ]p K Xθ ∈  

care satisface condiŃiile: 
a) ( ) 0;pθ θ =  

b) [ ],f K X∀ ∈  ( ) 0 | ;f p fθθ = ⇒  
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c) pθ  este polinom unitar. 

 CondiŃiile a) şi b) arată că pθ  este un generator al lui Keruθ  iar 

condiŃia c) determină pθ  în mod unic. 

 Pentru 2 ,θ = ∈ ⊇ℝ ℚ  polinomul minimal al lui 2  peste ℚ  

este 2

2
2 [ ].p X X= − ∈ℚ  Într-adevăr, ( )2

2 0.p =  Fie [ ]f X∈ℚ  

pentru care ( )2 0.f =  Atunci ( )2 0f − =  şi 

( )( ) 22 2 2 | .X X X f− + = −  

 Pentru un număr complex z a bi= +  cu 0,b ≠  polinomul mini-

mal al lui z peste ℝ  este 2 2 22 [ ].zp X aX a b X= − + + ∈ℝ  Se verifi-

că ( ) 0.zp z =  Fie [ ],f X∈ℝ  astfel încât ( ) 0.f z =  Atunci ( ) 0.f z =  

Prin urmare, ( )( ) 2 2 22 | .X z X z X aX a b f− − = − + +  

 CondiŃia b) din definiŃia 4.3. arată că polinomul minimal al 
elementului ,θ  algebric peste K, este de grad minim printre polinoa-
mele nenule cu coeficienŃi în K care admit pe θ  ca rădăcină. 
 4.4. PropoziŃie. Fie θ  un element algebric al extinderii .L K⊇  

Polinomul minimal pθ  al lui θ  peste K este ireductibil în [ ].K X  

 DemonstraŃie. Presupunem, prin reducere la absurd, că pθ  este 

reductibil peste K. Există , [ ]g h K X∈  astfel încât: 

,p ghθ =  d g d pθ<� �  şi .d h d pθ<� �  

Din 0 ( ) ( ) ( )p g hθ θ θ θ= =  rezultă ( ) 0g θ =  sau  ( ) 0,h θ =  contradic-

Ńie cu faptul că pθ  este de grad minim printre polinoamele nenule cu 

coeficienŃi în K care admit pe θ  ca rădăcină. 
 Se poate da şi o altă demonstraŃie care pune în evidenŃă şi alte 
aspecte. Să aplicăm teorema fundamentală de izomorfism morfis-
mului surjectiv de inele uθ  din (1), Ńinând seama că Im [ ]u Kθ θ=  şi 

( ).Keru pθ θ=  Rezultă: 

 (3)       [ ]/( ) [ ].K X p Kθ θ≃  
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Cum [ ],K θ  ca subinel al corpului comutativ K, este domeniu de in-

tegritate, din (3) rezultă că ( )pθ  este ideal prim nenul al lui [ ].K X  

Astfel, pθ  este polinom ireductibil în [ ].K X   □  

 4.5. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri, Lθ ∈  şi f un 
polinom ireductibil şi unitar din [ ]K X  astfel încât ( ) 0.f θ =  Atunci, 

.f pθ=  
 DemonstraŃie. Din ipoteze şi din condiŃia b) a definiŃiei 4.3. 
rezultă | .p fθ  Deoarece f este ireductibil şi 1,pθ /∼  rezultă .p fθ ∼  

Cum ambele polinoame sunt unitare, rezultă .f pθ=   □  

 4.6. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere finită şi .Lθ ∈  Atunci, θ  
este algebric peste K. 
 DemonstraŃie. Fie [ : ] dim .KL K L n= = < ∞  Cele 1n +  elemente 

21, , ,..., n Lθ θ θ ∈  sunt liniar dependente peste K. Prin urmare, există 

,ic K∈  0, ,i n∈  nu toate nule astfel încât: 

 (4)     2
0 1 21 ... 0n

nc c c cθ θ θ⋅ + + + + =  

 Fie 
0

[ ] \{0}.
n

i i
i

f c X K X
=

= ∈∑  Din relaŃia (4) rezultă ( ) 0f θ =  şi 

astfel θ  este algebric peste K.   □  
 4.7. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi Lθ ∈  un 
element algebric peste K. Atunci: 

a) [ ] ( );K Kθ θ=  

b) Extinderea ( )K Kθ ⊇  este finită şi [ ( ) : ] ,K K d pθθ = �  unde 

pθ  este polinomul minimal al lui θ  peste K. 
 DemonstraŃie. a) Revenim la relaŃia (3) din demonstraŃia propo-
ziŃiei 4.4.: 
 (3)      [ ]/( ) [ ].K X p Kθ θ≃  

 Deoarece polinomul pθ  este ireductibil în inelul principal [ ],K X  

idealul ( )pθ  este maximal şi, ca urmare, [ ]/( )K X pθ  este corp. 

[ ]K θ  este astfel corp şi coincide cu corpul său de fracŃii ( ).K θ  

 Pentru a demonstra b), fie .n d pθ= �  Este suficient să arătăm că: 
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 (5)        { }2 11, , ,..., nθ θ θ −  

formează o bază în ( ).K K θ  Fie ( ) [ ].b K Kθ θ∈ =  Există atunci f din 

[ ]K X  astfel încât ( ).b f θ=  Deoarece 0,pθ ≠  există şi sunt unice 

, [ ]q r K X∈  astfel încât f p q rθ= +  şi .d r d p nθ< =� �   
1

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... n
nb f q p r r a a aθθ θ θ θ θ θ θ −
−= = + = = + + +  

unde 0 1 1, ,..., .na a a K− ∈  Rezultă că (5) este un sistem de generatori în 

( ).K K θ  Fie 0 1 1, ,..., nc c c K− ∈  astfel încât 

 (6)        
1

0

0.
n

i
i

i

cθ
−

=

=∑  

 Notăm 
1

0

[ ].
n

i i
i

g c X K X
−

=

= ∈∑  Din (6) rezultă că ( ) 0.g θ =  Deoare-

ce d g d pθ<� �  şi pθ  este de grad minim printre polinoamele nenule 

care admit θ  ca rădăcină, rezultă 0.g =  Deci, 0,ic =  0, 1i n∈ −  şi 
elementele (5) sunt liniar independente peste K. Prin urmare, (5) este 
o bază în ( ).K K θ  Atunci, extinderea ( )K Kθ ⊇  este finită, de grad 

.n d pθ= �   □  

 4.8. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi Lθ ∈  un 
element transcendent peste K. Atunci: 

[ ] [ ].K K Xθ ≃  

 În particular, extinderea ( )K Kθ ⊇  este infinită. 

 DemonstraŃie. Deoarece θ  este transcendent peste K, morfismul 
 (1)        : [ ] [ ],u K X Kθ θ→  

 (2)      ( ) ( ),u f fθ θ=  [ ]f K X∀ ∈  
este un izomorfism de inele. Pentru că 

( ) ( )( ) ( ) ( ),u cf cf cf c u fθ θθ θ= = = ⋅  ,c K∀ ∈  [ ]f K X∀ ∈  
este şi un izomorfism de K-spaŃii vectoriale. Atunci, 

dim [ ] dim [ ] .K KK K Xθ = = ∞  

 Cum [ ]K θ  este subspaŃiu al spaŃiului vectorial ( ),K K θ  rezultă 

dim ( )K K θ = ∞  şi deci ( )K Kθ ⊇  este extindere infinită.  □  
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  4.9. ConsecinŃă. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi 1,..., nθ θ  

elemente din L, algebrice peste K. Atunci: 
a) 1 1[ ,..., ] ( ,..., );n nK Kθ θ θ θ=  

b) 1( ,..., )nK Kθ θ ⊇  este extindere finită. 

 DemonstraŃie. RaŃionăm prin inducŃie după n. Pentru 1,n =  afir-
maŃiile rezultă din propoziŃia 4.7. Presupunem a) şi b) adevărate pen-
tru orice n elemente algebrice peste K, 1.n ≥  
Fie 1 1,..., ,n n Lθ θ θ + ∈  algebrice peste K. Conform ipotezei de inducŃie, 

1 1[ ,..., ] ( ,..., )n nK Kθ θ θ θ=  şi extinderea 1( ,..., )nK Kθ θ ⊇  este finită. 

 Din 1nθ +  algebric peste K rezultă 1nθ +  algebric peste 1( ,..., )nK θ θ  
şi, conform 4.7., 
 (7)   1 1 1 1[ ,..., ][ ] ( ,..., )( )n n n nK Kθ θ θ θ θ θ+ +=  şi 

 (8)   1 1 1( ,..., )( ) ( ,..., )n n nK Kθ θ θ θ θ+ ⊇  este extindere finită. 
Rezultă: 

1 1 1 1 1 1[ ,..., , ] [ ,..., ][ ] ( ,..., )[ ]n n n n n nK K Kθ θ θ θ θ θ θ θ θ+ + += = =  

1 1 1 1( ,..., )( ) ( ,..., , ).n n n nK Kθ θ θ θ θ θ+ += =  

Din ipoteza de inducŃie b) şi din (8), rezultă că 1 1( ,..., , )n nK Kθ θ θ + ⊇  
este extindere finită.   □  
 NoŃiunea de dependenŃă algebrică poate fi extinsă la un număr 
oarecare de elemente. 
 4.10. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi 1,..., nθ θ  ele-

mente din L. 
 Se spune că elementele 1,..., nθ θ  sunt  algebric dependente peste 

K dacă există 1[ ,..., ] \ {0}nf K X X∈  astfel încât 1( ,..., ) 0.nf θ θ =  În 

caz contrar, spunem că elementele 1,..., nθ θ  sunt algebric indepen-

dente peste K. 
 Se spune că mulŃimea M L⊆  este algebric dependentă peste K 
dacă există o submulŃime finită a lui M, algebric dependentă peste K. 
În caz contrar, se spune că M este algebric independentă peste K. 
 Pentru orice număr real a, numerele reale sin a  şi cosa  sunt 
algebric dependente peste .ℚ  Într-adevăr, pentru 
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2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 1 [ , ] \{0},f X X X X X X= + − ∈ℚ  

(sin ,cos ) 0.f a a =  

 Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi .M L⊆  
 Dacă M este algebric dependentă peste K şi 1 ,M L⊆  1 ,M M⊇  

atunci 1M  este algebric dependentă peste K. 

 Dacă M este algebric independentă peste K şi 1 ,M M⊆  atunci 

1M  este algebric independentă peste K. 
 

5. Extinderi algebrice şi extinderi transcendente 
 

 5.1. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri. Se spune că 
L K⊇  este extindere algebrică dacă orice element al lui L este 
algebric peste K. În caz contrar, se spune că L K⊇  este extindere 

transcendentă. 
 Extinderea ⊇ℂ ℝ  este o extindere algebrică deoarece orice nu-
măr complex este algebric peste .ℝ  
 Extinderea ⊇ℝ ℚ  este transcendentă deoarece există numărul 
real π  care este transcendent peste .ℚ  
 5.2. PropoziŃie. Dacă L K⊇  este o extindere finită, atunci 
extinderea L K⊇  este algebrică. 
 DemonstraŃie. Rezultă direct din 4.6.   □  
 5.3. PropoziŃie. (tranzitivitatea extinderilor algebrice) Fie ex-
tinderile de corpuri E L⊇  şi .L K⊇  Atunci, extinderea E K⊇  este 
algebrică dacă şi numai dacă extinderile E L⊇  şi L K⊇  sunt alge-
brice. 
 DemonstraŃie. Să presupunem că extinderea E K⊇  este alge-
brică. Atunci, orice element al lui E este algebric peste K. În parti-
cular, orice element al lui L este algebric peste K, deci L K⊇  este 
extindere algebrică. Fie .Eθ ∈  Cum E K⊇  este extindere algebrică, 
există un polinom nenul [ ] [ ]f K X L X∈ ⊆  astfel încât ( ) 0.f θ =  

Prin urmare, θ  este algebric şi peste L, deci E L⊇  este extindere 
algebrică. 
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 Reciproc, să presupunem că extinderile E L⊇ şi L K⊇  sunt al-
gebrice. Fie .Eθ ∈  Din θ  algebric peste L rezultă că există 

0 1 ... [ ] \{0}n
nf a a X a X L X= + + + ∈  

astfel încât ( ) 0.f θ =  Deoarece 0 1, ,..., na a a L∈  sunt algebrice peste 
K, rezultă, conform 4.9., că extinderea: 
 (1)      0 1( , ,..., )nL K a a a K′ = ⊇  

este finită. Evident, θ  este algebric peste .L′  Conform 4.7., extin-
derea: 
 (2)        ( )L Lθ′ ′⊇  
este finită. Din relaŃiile (1), (2) şi din propoziŃia 3.3., rezultă că extin-
derea ( )L Kθ′ ⊇  este finită, deci algebrică, conform 5.2. Astfel, θ  

este algebric peste K. Cum θ  este un element oarecare din E, rezultă 
că E K⊇  este extindere algebrică.   □  
 5.4. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi 

 (3)    { }.L L  este algebric peste Kθ θ′ = ∈  

 Atunci, L′  este subcorp al lui L, care include K. 
 DemonstraŃie. Dacă ,a K∈  atunci a este rădăcina polinomului 
nenul [ ]f X a K X= − ∈  şi a este algebric peste K. Rezultă .K L′⊆  

Fie acum , .Lα β ′∈  Conform 4.9., extinderea ( , )K Kα β ⊇  este fini-
tă. Conform 5.2., ea este şi algebrică. Prin urmare, orice element x 
din ( , )K α β  este algebric peste K. Din , ( , )Kα β α β∈  şi ( , )K α β  

subcorp al lui L, rezultă că ,α β−  αβ  şi 1α −  (dacă 0α ≠ ) aparŃin 

lui ( , ).K α β  În particular, ,α β−  αβ  şi 1α −  (dacă 0α ≠ ) sunt al-

gebrice peste K, deci aparŃin lui .L′  Rezultă că L′  este subcorp al lui 
L.   □  
 Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi L′  subcorpul definit în (3). 
Se pot căuta elemente ale lui L, algebrice peste .L′  Vom arăta că nu 
se mai obŃin elemente noi. 
 5.5. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi L′  subcor-

pul definit de relaŃia (3). Dacă Lθ ∈  şi θ  este algebric peste ,L′  

atunci .Lθ ′∈  
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 DemonstraŃie. Din θ  algebric peste L′  rezultă că ( )L Lθ′ ′⊇  este 

extindere finită, deci algebrică. Extinderea L K′ ⊇  este algebrică, 
conform definiŃiei lui .L′  Din 5.3., rezultă că ( )L Kθ′ ⊇  este alge-

brică. Prin urmare, θ  este algebric peste K şi .Lθ ′∈   □  
 Ultima propoziŃie justifică următoarea definiŃie. 
 5.6. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri. MulŃimea L′  a 
elementelor lui L, algebrice peste K se numeşte închidere algebrică 
a lui K în L. 
 Din definiŃie, rezultă că extinderea L K⊇  este algebrică dacă şi 
numai dacă L coincide cu închiderea algebrică a lui K în L. 
 

6. ProprietăŃi ale rădăcinilor polinoamelor 
 

 NoŃiunile de element algebric şi element transcendent s-au degajat 
în paragrafele anterioare în funcŃie de proprietatea acestora de a fi 
sau nu rădăcini ale unor polinoame nenule cu coeficienŃi într-un corp 
de bază K. În paragrafele următoare vom urmări problema inversă. 
Fiind dat un polinom [ ],f K X∈  K corp comutativ, are f rădăcini în 
K? Dacă da, atunci cât poate fi numărul acestora? Dacă nu, atunci 
există o extindere L a lui K în care f are rădăcini? O parte din rezul-
tate rămân adevărate chiar pe un cadru mai general al polinoamelor 
cu coeficienŃi într-un inel comutativ. 
 Este cunoscut rezultatul: 
 6.1. PropoziŃie. Fie A un inel comutativ şi unitar. Fie [ ]f A X∈  

şi .a A∈  Atunci: 
a) Restul împărŃirii lui f la X a−  este egal cu ( );f a  

b) |X a f−  dacă şi numai dacă a este rădăcină a lui f. 

 Dacă a este o rădăcină a lui [ ],f A X∈  conform b), există g în 

[ ]A X  astfel încât ( ) .f X a g= −  La rândul său, g poate avea rădăci-

na a. În acest caz, 2( ) | .X a f−  În general, este posibil să avem rela-

Ńia ( ) | ,kX a f−  2.k ≥  Totuşi, .k d f≤ �  
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 6.2. DefiniŃie. Fie A un inel comutativ şi unitar, [ ],f A X∈ a A∈  

şi .k ∗∈ℕ  Se spune că a este rădăcină multiplă de ordin k a lui f 

dacă ( ) |kX a f−  şi 1( ) | .kX a f+− /  
 Dacă a este o rădăcină multiplă de ordin k a lui f,  rezultă că există 

[ ],g A X∈  astfel încât ( ) .kf X a g= −  Se observă că ( ) 0g a ≠  deoa-

rece 1( ) 0 ( ) | ,kg a X a f+= ⇒ −  contradicŃie. 

 Reciproc, dacă ( )kf X a g= −  şi ( ) 0,g a ≠  atunci a este o rădăci-
nă multiplă de ordin k a lui f. 
 Deci, condiŃia: 

( )kf X a g= −  şi ( ) 0g a ≠  
este o condiŃie necesară şi suficientă ca a să fie rădăcină multiplă de 
ordin k pentru f. 
 6.3. PropoziŃie. Fie A un inel integru, , [ ]f g A X∈  şi .a A∈  

Dacă a este rădăcină de ordin k pentru f şi de ordin l pentru g, 
atunci a este rădăcină multiplă de ordin k l+  pentru .fg  

 DemonstraŃie. Există 1 1, [ ]f g A X∈  astfel încât 1( ) ,kf X a f= −  

1( )lg X a g= −  şi 1( ) 0,f a ≠  1( ) 0.g a ≠  Rezultă: 

1 1( )k lfg X a f g+= −  şi 1 1 1 1( )( ) ( ) ( ) 0.f g a f a g a= ≠  

 Prin urmare, a este rădăcină multiplă de ordin k l+  pentru .fg □  

 PropoziŃia 6.3. rămâne adevărată şi pentru 0k =  sau 0.l =  În 
acest caz, prin a este rădăcină de ordin 0 pentru f vom înŃelege că a 
nu este rădăcină pentru f. 
 6.4. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi [ ].f A X∈  Dacă ia A∈  

este rădăcină de ordin ik  pentru f, 1,i r∈  ( 1,..., ra a  distincte), atunci 

există [ ]g A X∈  astfel încât: 
1

1( ) ...( ) .rk k
rf X a X a g= − −  

 DemonstraŃie. RaŃionăm prin inducŃie după r. Pentru 1,r =  afir-
maŃia rezultă din definiŃia 6.2. 
 Presupunem afirmaŃia adevărată pentru o valoare 1,r −  1.r >  Fie 

1 1,..., , ,r ra a a A− ∈  rădăcini multiple de ordine 1 1,..., ,r rk k k−  respectiv. 

Conform ipotezei de inducŃie, există [ ]h A X∈  astfel încât: 
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1 1
1 1( ) ...( ) .rk k

rf X a X a h−
−= − −  

 Din ( ) 0rf a =  şi A inel integru, rezultă ( ) 0.rh a =  Fie k ordinul 

de multiplicitate al lui ra  pentru h. Deoarece ra  nu este rădăcină 

pentru 1 1
1 1( ) ...( ) ,rk k

rX a X a −
−− −  conform 6.3., rezultă că ra  este ră-

dăcină multiplă de ordinul k pentru h. Deci, .rk k=  Rezultă: 

( ) rk
rh X a g= −  şi 1 1

1 1( ) ...( ) ( ) .r rk k k
r rf X a X a X a g−
−= − − −  □  

 Convenim ca, atunci când numărăm rădăcinile unui polinom, fie-
care rădăcină multiplă să o socotim de atâtea ori cât este ordinul său 
de multiplicitate. 
 6.5. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi [ ] \{0}.f A X∈  Atunci f 

are în A cel mult atâtea rădăcini cât este gradul său. 
 DemonstraŃie. Cu notaŃiile din propoziŃia 6.4., dacă 1,..., ra a  sunt 

toate rădăcinile din A ale lui f, de ordine de multiplicitate 1,..., ,rk k  

atunci 1 ... .rk k d f+ + ≤ �   □  
 Se poate observa că propoziŃia 6.5. nu mai rămâne adevărată dacă 

A nu este inel integru. Astfel, pentru polinomul 2
81 [ ]f X X= − ∈ɵ ℤ  

obŃinem: (1) 0,f =ɵ ɵ  (3) 0,f =ɵ ɵ  (5) 0,f =ɵ ɵ  ɵ(7) 0.f = ɵ  

 Fie A un inel comutativ şi unitar şi 
0

[ ].
n

i
i

i

f a X A X
=

= ∈∑  

 Polinomul 

1

1

n
i

i
i

Df ia X −

=

=∑  

poartă numele de derivată formală a polinomului f. 
 Urmând notaŃiile de la analiză matematică, vom nota .Df f ′=  
Prin calcul direct, rezultă: 

( ) ,D f g Df Dg+ = +  ( ) ,D cf cDf=  

pentru orice , [ ]f g A X∈  şi orice .c A∈  Folosind relaŃia: 
1( ) ( ) ( ),i j i j i j i jDX i j X DX X X DX+ + −= + = +  

se deduce şi 
( ) ( ) ( ),D fg Df g f Dg= +  1( ),n nDf nf Df−=  
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pentru orice , [ ]f g A X∈  şi orice .n∈ℕ  
 Derivata formală are un rol important în studiul rădăcinilor mul-
tiple. 
 6.6. PropoziŃie. Fie A un inel integru de caracteristică zero. Fie 

[ ].f A X∈  Dacă a A∈  este rădăcină multiplă de ordinul k pentru f, 

1,k ≥  atunci a este rădăcină multiplă de ordinul 1k −  pentru .f ′  

 DemonstraŃie. Din ipoteză, rezultă ( )kf X a g= −  şi ( ) 0.g a ≠  

[ ]1 1( ) ( ) ( ) ( ) .k k kf k X a g X a g X a kg X a g− −′ ′ ′= − + − = − + −  

Dacă notăm ( ) ,h kg X a g ′= + −  atunci 1( ) .kf X a h−′ = −  Deoarece A 

este inel integru de caracteristică zero, ( ) ( 1) ( ) 0.h a k g a= ⋅ ≠  Deci, a 

este rădăcină multiplă de ordinul 1k −  a lui .f ′   □  
 6.7. ConsecinŃă. Fie A un inel integru de caracteristică zero. Fie 

[ ].f A X∈  Dacă a A∈  este rădăcină multiplă a lui f, de ordin k, cu 

1,k ≥  atunci: ( 1)( ) ( ) ... ( ) 0kf a f a f a−′= = =  şi ( ) ( ) 0.kf a ≠  
 Facem observaŃia că pentru inele de caracteristică diferită de zero, 
dacă a este rădăcină de ordinul k pentru f , atunci a este rădăcină şi 
pentru ,f ′  fără a mai putea preciza ordinul său de multiplicitate. 

Astfel, în 3[ ],Xℤ  polinomul 3 31 ( 1)f X X= − = −ɵ ɵ  are rădăcina triplă 

1,α = ɵ  dar 0.f ′ =  

Tot în 3[ ],Xℤ  polinomul 4 3( 1)g X X X X= − = − ɵ  are rădăcina triplă 

1α = ɵ  şi 3( 1)g f X′ = = − ɵ  are din nou pe 1ɵ  rădăcină triplă. 
 Din calculele făcute în demonstraŃia propoziŃiei 6.6., rezultă că 
pentru un inel integru A, de caracteristică nenulă, dacă a este 
rădăcină multiplă de ordinul k a lui [ ],f A X∈  atunci 0f ′ =  sau a 

este rădăcină a lui ,f ′  de ordin 1.k≥ −  

 6.8. PropoziŃie. Fie A un inel integru şi [ ],f A X∈  1.d f >�  

Dacă f are o rădăcină multiplă în A, de ordin mai mare decât 1, 
atunci ( , ) 1.f f ′ /∼  Reciproc, dacă ( , ) ,f f d′ ∼  1d d ≥�  şi d are ră-

dăcini în A, atunci f are rădăcini multiple în A. 
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 DemonstraŃie. Dacă a este o rădăcină multiplă de ordinul 1,k >  a 
lui f, atunci 

1( ) |kX a f− ′−  şi 1( ) | ,kX a f−−  deci 1( ) | ( , ) 1.kX a f f− ′− /∼  

 Reciproc, fie a A∈  o rădăcină a lui ( , ).d f f ′∼  Din ( ) 0,f a =  

rezultă ( ) ,f X a g= −  [ ].g A X∈  

Cum ( )f g X a g′ ′= + −  şi ( ) 0,f a′ =  se obŃine ( ) 0,g a =  deci există 

[ ],h A X∈  astfel încât ( ) .g X a h= −  În final, 2( )f X a h= −  şi a este 

rădăcină multiplă a lui f de ordin 2.≥   □  
 6.9. PropoziŃie. Fie B un inel integru şi A un subinel al său. 

Fie 
0

,
n

i
i

i

f c X
=

=∑ 1n ≥  un polinom care are toate rădăcinile 1,..., nα α  

în B (simple sau multiple). Atunci, 

 (1)      

1 2 1

1 2 1 3 1 2

1 2 0

( ... )

( ... )

............................................

... ( 1) .

n n n

n n n n

n
n n

c c

c c

c c

α α α
α α α α α α

α α α

−

− −

+ + + = −

+ + + =

= −

 

 DemonstraŃie. Din propoziŃia 6.4., rezultă: 

1 2( )( )...( )n nf c X X Xα α α= − − − =   
1

1 2( ... )n n
n n nc X c Xα α α −= − + + + +   

2
1 2 1 3 1 1 2( ... ) ... ( 1) ... .n n

n n n n nc X cα α α α α α α α α−
−+ + + + − + −  

 Comparând cu expresia lui f, rezultă relaŃiile (1) numite relaŃiile 
lui Viète.  □  
 6.10. ConsecinŃă. Fie K un corp comutativ şi [ ]f K X∈  un poli-

nom de grad 1.n ≥  Fie L o extindere a lui K în care f are toate rădă-

cinile 1,..., .nα α  Atunci, 1 2
1 1

, ,  ...,  ... .
n

i i j n
i i j n

Kα α α α α α
= ≤ < ≤

∈∑ ∑  

 DemonstraŃie. Dacă 
0

[ ],
n

i
i

i

f c X K X
=

= ∈∑  din (1), rezultă: 

1
1

1

,
n

i n n
i

c c Kα −
−

=

= − ∈∑  1
2

1

,i j n n
i j n

c c Kα α −
−

≤ < ≤

= ∈∑ …, 
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1
1 2 0... ( 1) .n

n nc c Kα α α −= − ∈   □  

 6.11. ConsecinŃă. Fie K un corp comutativ şi [ ]f K X∈  un poli-

nom de grad 1.n ≥  Fie L o extindere a lui K în care f are toate rădă-
cinile 1,..., .nα α  Fie 1[ ,..., ],ng K X X∈  un polinom simetric. Atunci, 

1( ,..., ) .ng Kα α ∈  

 DemonstraŃie. Din teorema fundamentală a polinoamelor sime-
trice, rezultă că există 1[ ,..., ],nh K X X∈  astfel încât 1( ,..., )ng h s s=  

unde 1,..., ns s  sunt polinoamele simetrice fundamentale. 
 Conform 6.10.: 

1 1 1( ,..., ) ... ;n ns Kα α α α= + + ∈  2 1
1

( ,..., ) ;n i j
i j n

s Kα α α α
≤ < ≤

= ∈∑ …, 

1 1( ,..., ) ... .n n ns Kα α α α= ∈  
Rezultă că: 

1 1 1 2 1 1( ,..., ) ( ( ,..., ), ( ,..., ),..., ( ,..., )) .n n n n ng h s s s Kα α α α α α α α= ∈  □  
 

7. Corp de descompunere al unui polinom 
 

 Fie K un corp comutativ şi [ ],f K X∈  un polinom de grad 1.n ≥  
 În paragraful precedent am văzut că dacă polinomul f are rădă-
cinile 1,..., ,n Kα α ∈  atunci f admite reprezentarea 

1 2( )( )...( )nf a X X Xα α α= − − −  

unde .a K ∗∈  Reciproc, dacă f se descompune în [ ]K X  în produs de 
factori liniari: 

1

( )
n

i i
i

f a X b
=

= +∏  

unde  , ,i ia b K∈  0,ia ≠  1, ,i n∈  atunci f are toate rădăcinile în K, şi 

anume 1 ,i i ia bα −= −  1, .i n∈  Prin urmare, posibilitatea descompunerii 

în [ ]K X  a unui polinom f în factori liniari este echivalentă cu exis-
tenŃa în K a tuturor rădăcinilor lui f (atâtea rădăcini, cât este gradul 
lui f). Nu totdeauna un polinom [ ],f K X∈  1,d f n= ≥�  are toate ră-
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dăcinile în K. Se pune atunci problema găsirii unei extinderi L a lui 
K, astfel încât f să aibă în L toate rădăcinile. 
 Considerăm mai întâi cazul în care polinomul f este ireductibil şi 
este cunoscută o extindere L a lui K în care f are o rădăcină .θ  
 AplicaŃia:  

: [ ] [ ],u K X Kθ θ→   ( ) ( ),u g gθ θ=  [ ],g K X∀ ∈  

este morfism surjectiv de inele al cărui nucleu este ( ),Keru pθ θ=  cu 

pθ  polinomul minimal al lui .θ  Deoarece f este ireductibil în [ ]K X  

şi ( ) 0,f θ =  rezultă .f pθ∼  Deci, ( ).Keru fθ =  Din teorema funda-
mentală de izomorfism pentru inele, rezultă că există un izomorfism: 

: [ ] /( ) [ ]v K X f K θ→ , �( ) ( ),v g g θ=  [ ].g K X∀ ∈  

 În particular, �( ) .v X θ=  Dar [ ]/( )K X f  poate fi construit chiar 
fără a cunoaşte extinderea L în care f are o rădăcină. 
 7.1. Lemă. Fie K un corp comutativ şi [ ],f K X∈  un polinom 

ireductibil. Atunci, [ ]/( )L K X f=  este un corp, extindere finită a lui 

K şi �Xθ =  este o rădăcină a lui f. 
 DemonstraŃie. Deoarece f este polinom ireductibil şi [ ]K X  este 

inel principal, ( )f  este ideal maximal şi [ ] /( )K X f  este corp.  
 AplicaŃia: 

[ ] /( ) ,K K X f L→ =  ɵ ,a a→  ,a K∀ ∈  
este un morfism (unitar) de corpuri, deci este un morfism injectiv. 
Prin acest morfism, K este izomorf cu imaginea lui. Identificând 

ɵ ,a a≡  ,a K∀ ∈  
K devine subcorp al lui L. 

 Să notăm � .X Lθ = ∈  Dacă 
0

,
n

i
i

i

f a X
=

=∑  0,na ≠  atunci: 

�� �

0 0

( ) ( ) 0 0,
n n i

i
i i

i i

f a a X f fθ θ
= =

= = = = = =∑ ∑ ɵ  

adică θ  este o rădăcină a lui f. În particular, elementul Lθ ∈  este al-
gebric peste K, [ ] ( )K Kθ θ=  este extindere finită a lui K de grad egal 
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cu .d p d fθ =
� �  Elementele lui L sunt de forma �,g  [ ].g K X∈  Dacă 

0

,
m

j
j

j

g b X
=

=∑  atunci: 

� ��

0 0

( ).
m mj

j
j j

j j

g b X b gθ θ
= =

= = =∑ ∑  

Prin urmare, { }( ) [ ] [ ]L g g K X Kθ θ= ∈ =  şi deci L K⊇  este extin-

dere finită cu [ : ] .L K d f= �   □  

 Dacă polinomul din lema 7.1. are gradul 1, atunci [ : ] 1,L K =  deci 

,L K=  rezultat normal deoarece, în acest caz, rădăcina lui f aparŃine 
lui K. 
 7.2. Teoremă. Fie K un corp comutativ şi [ ],f K X∈  un polinom 

de grad 1.≥  Atunci, există o extindere a lui K în care f are toate ră-
dăcinile. 
 DemonstraŃie. RaŃionăm prin inducŃie după gradul lui f. 
 Dacă 1,n d f= =�  atunci f are toate rădăcinile (una) în K. 

 Presupunem afirmaŃia adevărată pentru polinoame de grad ,n<   
( 1n > ) şi fie [ ],f K X∈  un polinom de grad n. 

 Inelul [ ]K X  este inel factorial. Fie 1,f  un factor ireductibil al lui 

f. Conform lemei 7.1., 1 1[ ] /( )L K X f=  este un corp, extindere finită a 

lui K, în care 1f  are o rădăcină .θ  Elementul θ  este şi o rădăcină a 

lui f şi, în 1[ ],L X  

( ) ,f X gθ= −  1.d g n= −�  

 Conform ipotezei de inducŃie, există o extindere 1L L⊇  în care g 

are 1n −  rădăcini (distincte sau nu). Astfel, în corpul L, polinomul f 
are n rădăcini.   □  
 7.3. DefiniŃie. Fie K un corp comutativ şi [ ],f K X∈  un polinom 

de grad 1.n ≥  Fie L K⊇  o extindere în care f are n rădăcini (dis-

tincte sau nu): 1,..., .nα α  Corpul 1( ,..., )nK α α  poartă numele de corp 

de descompunere al polinomului f. 
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 Corpul de descompunere al polinomului [ ]f K X∈  este o extin-
dere minimală a corpului K peste care f se descompune în factori 
liniari. 
 Exemple. 1 .�  Polinomul 2 3 [ ]f X X= + ∈ℚ  are în ℂ  rădăcinile 

3.i±  Prin urmare, un corp de descompunere al lui f este: 

( ) ( )3, 3 3 .i i i− =ℚ ℚ  

 2 .�  Să determinăm un corp de descompunere pentru polinomul: 
ɵ4 3

32 [ ].f X X X X= + + + ∈ℤ  
 Mai întâi, descompunem f în factori ireductibili. Deoarece f nu are 
rădăcini în 3 ,ℤ  f nu are factori ireductibili de gradul 1. 
 Căutăm o descompunere în produs de factori de gradul 2: 

2 2( )( );f X aX b X cX d= + + + +  3, , , .a b c d∈ℤ  
 Efectuând produsul şi Ńinând seama de expresia iniŃială a lui f, se 
obŃine sistemul: 

ɵ

1

0

1

2.

a c

b d ac

ad bc

bd

 + =

 + + =

+ =


=

ɵ

ɵ

ɵ
 

 O soluŃie a acestui sistem este 1,a = ɵ  ɵ2,b =  0,c = ɵ  1.d = ɵ  Deci, 

ɵ( )( )2 22 1 .f X X X= + + + ɵ  

 Factorul ɵ2
1 2f X X= + +  este ireductibil în 3[ ],Xℤ  astfel că 

3 1[ ]/( )L X f= ℤ  

este un corp, extindere de gradul 2 a lui 3 ,ℤ  în care �Xθ =  este o ră-

dăcină a lui 1.f  Dacă L L′ ⊇  este o extindere în care 1f  are şi o a 

doua rădăcină ,β  atunci ɵ1 2.θ β+ = − =ɵ  

 Prin urmare, ɵ ɵ ɵ2 2 2 Lβ θ θ= − = + ∈  este a doua rădăcină a lui 1.f  

 Cercetăm dacă factorul 2
2 1f X= + ɵ  are rădăcini în L. 



� ����

 Se ştie că elementele 1ɵ  şi θ  formează o bază în L ca spaŃiu vec-
torial peste 3.ℤ  Dacă ,u vθ+  3, ,u v∈ℤ  este o rădăcină a lui 2 ,f  

atunci 2( ) 1 0.u vθ+ + =ɵ ɵ  Efectuând calculele şi Ńinând seama că 

ɵ2 2 0,θ θ+ + = ɵ  
rezultă sistemul: 

ɵ

2 2

2 ( ) 0

1 0.

v u v

u v

 + =

+ + =

ɵ

ɵ ɵ
 

 SoluŃiile sistemului sunt ɵ( )1,2ɵ  şi ɵ( )2,1 .ɵ  Factorul 2f  are în L rădă-

cinile ɵ1 2θ+ɵ  şi ɵ2 .θ+  
 Prin urmare, corpul L conŃine toate rădăcinile lui f: 

,θ ɵ ɵ2 2 ,θ+  ɵ1 2 ,θ+ɵ ɵ2 .θ+  
Astfel, L este corp de descompunere al polinomului f. Peste L, f se 
descompune în factori liniari: 

( ) ɵ ɵ( ) ɵ( ) ɵ( )2 2 1 2 2f X X X Xθ θ θ θ= − − − − − − − =ɵ  

ɵ( )( ) ɵ( ) ɵ( )2 1 2 1 2 .X X X Xθ θ θ θ= + + + + + + +ɵ ɵ  

 Din consideraŃiile de mai sus, rezultă şi 

{ }3 3, ( ).L u v u vθ θ= + ∈ =ℤ ℤ  

 Prin urmare, L este un corp cu 9 elemente. 
 Teorema 7.2. arată existenŃa corpurilor de descompunere pentru 
un polinom. 
 În continuare vom urmări să demonstrăm unicitatea acestora. 
 7.4. Lemă. Fie 1:u K K→  un izomorfism de corpuri. Fie 

1: [ ] [ ],u K X K X→  

unicul izomorfism de inele care prelungeşte u, astfel încât 

( ) .u X X=  Fie [ ]f K X∈  un polinom ireductibil şi 1 ( ).f u f=  Fie 

L K⊇  o extindere în care f are o rădăcină .θ  Fie 1 1L K⊇  o extin-

dere în care 1f  are o rădăcină 1.θ  Atunci există un izomorfism 

1 1: ( ) ( )v K Kθ θ→  
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care prelungeşte u şi astfel încât 1( ) .v θ θ=  

 DemonstraŃie. Considerăm diagrama: 
  
    
 
 
 
   
unde uθ  şi 

1
uθ  sunt morfismele canonice. Din 

( )
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) 0,u u f u f fθ θ θ= = =�  

rezultă 
1

( ) ( ).Ker u u fθ ⊇�  Deoarece f este ireductibil, ( )f  este ideal 

maximal în [ ].K X  Cum 
1

u uθ �  nu este morfismul nul, rezultă: 

 (1)     
1

( ) ( ) .Ker u u f Keruθ θ= =�  

Din proprietatea de universalitate a inelului factor, rezultă că există 

un morfism 1 1: [ ] [ ]v K Kθ θ→  astfel încât 
1

.v u u uθ θ=� �  Din (1) şi 

din 
1

u uθ �  surjectiv, rezultă v izomorfism. 

Pentru :a K∈  

( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),v a v u a u u a u a u aθ θ= = = =  

adică v prelungeşte pe u. În plus, 

( ) ( )
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .v v u X u u X u Xθ θ θθ θ= = = =   □  

 7.5. Lemă. Fie 1:u K K→  şi 1: [ ] [ ]u K X K X→  izomorfismele 

din lema 7.4. Fie [ ]f K X∈  un polinom de grad 1n ≥  şi 1 ( ).f u f=  

Fie L K⊇  o extindere în care f are rădăcinile 1,..., nθ θ  şi 1 1L K⊇  o 

extindere în care 1f  are  rădăcinile 1 ,..., .nθ θ′ ′  

 Atunci există un izomorfism 

( )1 1 1: ,..., ( ,..., )n nv K Kθ θ θ θ′ ′→  

care prelungeşte u şi astfel încât (renumerotând eventual rădăcinile) 

( ) ,i iv θ θ ′=  1, .i n∈  

[ ]K X [ ]K θuθ

1[ ]K X 1 1[ ]K θ1
uθ

u v
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 DemonstraŃie. RaŃionăm prin inducŃie după n. 
Pentru 1,n =  dacă [ ],f aX b K X= + ∈  0,a ≠  atunci 1 .a bθ −= −  

1 ( ) ( ),f u a X u b= +  1
1 ( ) ( ) ( ).u a u b uθ θ−= − =  

( ) ,K Kθ =  1 1 1( ) ,K Kθ =  .v u=  
 Presupunem afirmaŃia adevărată pentru valori mai mici decât n şi 

considerăm .d f n=�  Fie g un factor ireductibil al lui f, 1 ( )g u g=  

este un factor al lui 1.f  Putem presupune (eventual, printr-o renume-

rotare) că 1( ) 0g θ =  şi 1 1( ) 0.g θ ′ =  

Din lema 7.4., rezultă că există un izomorfism 1 1 1 1: ( ) ( )v K Kθ θ ′→  

care prelungeşte u şi astfel încât 1 1 1( ) .v θ θ ′=  

Fie 1 1 1 1: ( )[ ] ( )[ ]v K X K Xθ θ ′→  izomorfismul care prelungeşte 1v  şi 

astfel încât 1( ) .v X X=  În particular, 1v  extinde şi izomorfismul .u  

 În 1( )[ ],K Xθ  1( ) ,f X hθ= −  1.d h n= −�  Aplicând 1v : 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ,f u f v f X hθ ′= = = −  1 1( ).h v h=  
Conform ipotezei de inducŃie, există un izomorfism: 

( )( ) ( )( )1 2 1 1 2: ,..., ,...,n nv K Kθ θ θ θ θ θ′ ′ ′→  

care prelungeşte 1v  (deci prelungeşte u) şi astfel încât 

( ) ,i iv θ θ ′= 2, .i n∈   □  

 7.6. Teoremă. Fie K un corp comutativ şi [ ]f K X∈  un polinom 

de grad 1.n ≥  Fie 1( ,..., )nK α α  şi 1( ,..., )nK β β  două corpuri de des-

compunere ale lui f. Atunci există un izomorfism 

1 1: ( ,..., ) ( ,..., )n nv K Kα α β β→  

astfel încât ( ) ,v a a=  a K∀ ∈  şi ( ) ,i iv α β= 1,i n∈  (efectuând even-

tual o renumerotare a rădăcinilor). 
 DemonstraŃie. În lema 7.5., luăm: 

1K K=  şi 1 ,Ku =  1( ,..., ),nL K α α=  1 1( ,..., )nL K β β=  
şi rezultă toate concluziile teoremei.   □  
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8. Corpuri algebric închise 
 

 Fie K un corp comutativ. 
 În paragraful anterior, am arătat că pentru orice polinom f din 

[ ],K X  de grad 1,n ≥  există o extindere L a lui K în care f are toate 
rădăcinile. Ne interesează dacă există corpuri K astfel încât, pentru 
orice polinom f , să putem lua .L K=  Aceasta revine la condiŃia: 
 K conŃine toate elementele algebrice peste K, din orice extindere a 
lui K. 
 Conform definiŃiei 5.6., închiderea algebrică a lui K în extinderea 
sa L este un subcorp al lui L format din elementele algebrice peste K. 
 8.1. DefiniŃie. Fie K un corp comutativ. Se spune: K este corp 
algebric închis dacă pentru orice extindere L a lui K, K coincide cu 
închiderea algebrică a sa în L. 
 Pentru moment, este mai uşor să dăm exemple de corpuri care nu 
sunt algebric închise. 
 Astfel, corpul ℚ  al numerelor raŃionale nu este corp algebric în-

chis. Într-adevăr, elementul 2∈ ⊇ℝ ℚ  este algebric peste ℚ  dar 

2 .∈/ ℚ  
 8.2. PropoziŃie. Fie K un corp comutativ. Sunt echivalente con-
diŃiile: 

a) K este corp algebric închis; 
b) [ ],f K X∀ ∈  1d f ≥ ⇒� f are toate rădăcinile în K; 

c) [ ],f K X∀ ∈  1d f ≥ ⇒� f se descompune în [ ]K X  în pro-

dus de factori liniari; 
d) [ ],f K X∀ ∈  f ireductibil ⇒ 1.d f =�  

 DemonstraŃie. "a) d)"⇒  Fie [ ],f K X∈  ireductibil. Fie L K⊇  

astfel încât ,Lα∃ ∈  ( ) 0.f α =  Elementul α  este algebric peste K. 

Deoarece K este corp algebric închis, rezultă .Kα ∈   
În [ ],K X  | .X fα−  Din f polinom ireductibil, rezultă ,f X α−∼  

deci 1.d f =�  
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"d) c)"⇒  Fie [ ],f K X∈  1.d f ≥�  Deoarece [ ]K X  este inel facto-
rial, f este produs de polinoame ireductibile (prime), care, conform 
d), au gradul 1. 
"c) b)"⇒  Un polinom [ ],f K X∈  de grad 1,n ≥  este, conform c), 
un produs de n factori de gradul 1. Fiecare dintre aceşti factori are o 
rădăcină în K. 
"b) a)"⇒  Fie L o extindere a lui K şi Lα ∈  un element algebric 

peste K. Fie [ ] \{0}f K X∈  astfel încât ( ) 0.f α =  Conform b), rezul-

tă .Kα ∈  Deci, K este corp algebric închis.  □  
 Putem extinde exemplele de corpuri care nu sunt algebric închise. 
 Corpul ℝ  al numerelor reale nu este corp algebric închis deoare-
ce polinomul 2 1f X= +  nu are rădăcini în .ℝ  
 8.3. PropoziŃie. Fie K un corp finit. Atunci K nu este corp alge-
bric închis. 
 DemonstraŃie. Fie { }30,1, ,..., .nK a a=  Polinomul 

3( 1)( )...( ) 1nf X X X a X a= − − − +  

aparŃine lui [ ]K X  şi ( ) 1 0,f a = ≠  .a K∀ ∈  Deci f nu are rădăcini în 
K şi K nu este corp algebric închis.  □  
 Aşa cum vom arăta în continuare, corpul ℂ  al numerelor comple-
xe este corp algebric închis. Toate demonstraŃiile acestei afirmaŃii fo-
losesc şi rezultate de analiză matematică. 
 8.4. Lemă. Fie [ ]f X∈ℂ  de grad 1n ≥  şi 0 .z ∈ℂ  

Dacă 0( ) 0,f z ≠  atunci există h∈ℂ  astfel încât: 

0 0( ) ( ) .f z h f z+ <  

 DemonstraŃie. 0( )f z h+  admite reprezentarea: 

0 0 1( ) ... n
nf z h A A h A h+ = + + +  

unde ,iA ∈ℂ  0, .i n∈  În plus, 0 0( ).A f z=  Fie 

{ }min 1 ,  0ik i i n A= ≤ ≤ ≠  şi 0( ) /k
kh t f z A= −  

unde [0,1]t∈  iar 0( ) /k
kf z A−  este una dintre cele k valori ale 

radicalului complex. 
 Notăm: 
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( )0( ) / ,
j

k
j j kB A f z A= −  .k j n< ≤  

1
0 0 0 1

1
0 1 0

( ) ( ) ( ) ...

(1 ) ( ) ... ( ) ( )

k k n
k n

k k n k
k n

f z h f z t f z t B t B

t f z t B t B f z g t t

+
+

+
+

+ = − + + + ≤

≤ − + + + = +
 

unde 0 1( ) ( ) ... [ ].n k
k ng t f z t B t B t−
+= − + + + ∈ℝ   

 FuncŃia polinomială �g  asociată lui g, � :[0,1]g →ℝ  este continuă 

şi � 0(0) ( ) 0.g f z= − < Rezultă că există 0 (0,1]t ∈  astfel încât 

�
0 0( ) ( ) 0.g t g t= <  

 Pentru 0 0 0( ) / ,k
kh t f z A= −  

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) .kf z h f z g t t f z+ ≤ + <  □  

 8.5. Lemă. Fie 
0

[ ],
n

i
i

i

f a X X
=

= ∈∑ ℂ  0.na ≠  Fie şirul 1( )p pz ≥  de 

numere complexe astfel încât .pz →∞  Atunci 

( )pf z →∞  (când p→∞ ). 

DemonstraŃie.  

1 0

1 0

1 0

( ) ...

1 1
1 ...

1 1
1 ... . 

n
p n p p

n
n

n p n
n p p p

n
n

n p n
n pp p

f z a z a z a

a a
a z

a z a z

a a
a z

a az z

−

−

= + + + =

= + ⋅ + + ⋅ ≥

 
 ≥ − ⋅ − − ⋅ →∞
 
 

□

 

 8.6. Teorema fundamentală a algebrei (d’Alembert - Gauss) 
Orice polinom cu coeficienŃi complecşi, de grad 1≥  are cel puŃin o 
rădăcină complexă. 
 DemonstraŃie. Fie [ ],f X∈ℂ  1.d f n= ≥�  MulŃimea 

{ }( )A f z z= ∈ ⊆ℂ ℝ  

este mărginită inferior. Fie inf .m A=  
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 Vom arăta că există 0 ,z ∈ℂ  astfel încât 0( ) .f z m=  Există un şir 

1( )p pz ≥  de numere complexe, astfel încât   

 (1)      ( ) .pf z m→  

 Să presupunem că şirul 1( )p pz ≥  este nemărginit. Există atunci un 

subşir al său 1( )
np nz ≥  astfel încât .

npz →∞  Din lema 8.5., rezultă că 

( ) ,
npf z →∞  contradicŃie cu (1). 

 Prin urmare, şirul 1( )p pz ≥  este mărginit. Fie 1( )
nq nz ≥  un subşir 

convergent al său, 0.
nqz z→  Deoarece funcŃia polinomială �f  aso-

ciată lui f este continuă, 0( ) ( ).
nqf z f z→  Din (1) rezultă 0( ) .m f z=  

 Vom arăta că 0( ) 0.f z =  

Dacă 0( ) 0,f z ≠  atunci conform lemei 8.4., există h∈ℂ  astfel încât 

0 0( ) ( ) ,f z h f z m+ < =  contradicŃie. 

 Prin urmare 0( ) 0f z =  şi teorema este demonstrată. □  

 8.7. ConsecinŃă. Fie [ ],f X∈ℂ  un polinom de grad 1.≥  Atunci f 

are în ℂ  exact n rădăcini (distincte sau nu). 
 DemonstraŃie. RaŃionăm prin inducŃie după n. 
 Dacă 1,n =  ,f aX b= +  , ,a b∈ℂ  0.a ≠  1a bα −= − ∈ℂ  este ră-
dăcină a lui f. 
 Presupunem afirmaŃia adevărată pentru polinoame de grad ,n<  

1.n >  Fie [ ]f X∈ℂ  de grad n. Conform teoremei 8.6., există α ∈ℂ  

astfel încât ( ) ,f X gα= −  [ ]g X∈ℂ  şi 1.d g n= −�  Din ipoteza de 

inducŃie, rezultă că g are în ℂ  1n −  rădăcini: 2 3, ,... .nα α α  Ca urma-

re, f are în ℂ  n rădăcini: 1 2 3, , ,... .nα α α α α=   □  

 Din 8.6. şi 8.7., rezultă că ℂ  este corp algebric închis. 
 ExistenŃa unui corp algebric închis pune în evidenŃă şi alte corpuri 
algebric închise. 
 8.8. PropoziŃie. Fie K un corp comutativ şi L un corp algebric 
închis, .L K⊇  Fie 
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{ }.L L  algebric peste Kθ θ′ = ∈  

 Atunci, L′  este un corp algebric închis. 
 DemonstraŃie. Conform propoziŃiei 5.4., L′  este subcorp al lui L. 
Fie [ ],f L X′∈  un polinom de grad 1.≥  În particular, [ ].f L X∈  
 Deoarece L este corp algebric închis, f are toate rădăcinile în L. 
Conform propoziŃiei 5.5., acestea aparŃin lui .L′  Deci, L′  este corp 
algebric închis.   □  
 

9. Închiderea algebrică a unui corp 
 

 Vom arăta în continuare că orice corp comutativ are o extindere 
care este corp algebric închis. 
 9.1. Lemă. Fie K un corp comutativ. Atunci există 1 ,K K⊇  o 

extindere a lui K astfel încât, orice polinom [ ]f K X∈   de grad 1≥  

are cel puŃin o rădăcină în 1.K  

 DemonstraŃie. Fie { }[ ] 1 .P f K X d f= ∈ ≥�  Fiecărui polinom f 

din P îi asociem o nedeterminată .fX  Fie A inelul polinoamelor cu 

coeficienŃi în K şi în nedeterminatele ( ) .f f P
X

∈
 Fie I idealul lui A ge-

nerat de mulŃimea { }( ) .ff X f P∈  

 Afirmăm că .I A≠  Altfel, 1 I∈  şi  1,..., ,nf f P∃ ∈  1,..., ,ng g A∃ ∈  
astfel încât: 

 (1)     
1

( ) 1
i

n

i i f
i

g f X
=

=∑  

 Fie L o extindere a lui K în care fiecare polinom if  are o rădăcină 

,iα  1, .i n∈  Înlocuind în (1) nedeterminatele 
if

X  cu iα  şi celelalte 

nedeterminate cu 0, rezultă 0 1,=  contradicŃie. Deci, .I A≠  
 Conform lemei lui Krull, există un ideal maximal M,  .M I⊇  
Fie 1 / ,K A M=  1K  este corp. AplicaŃia 

1,K K→  ɵ ,a a→  ,a K∀ ∈  
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este un morfism de corpuri, deci este un morfism injectiv. Prin acest 
morfism, corpul K se identifică cu imaginea sa şi devine subcorp al 
lui 1.K   

 Fie [ ]f K X∈  de grad 1.≥  Prin urmare, f P∈  şi ( ) .ff X M∈  

Pentru �
1,fX Kα = ∈  obŃinem �( ) ( )( ) 0 0.ff f X fα = = =ɵ   □  

 9.2. Teoremă. Fie K un corp comutativ. Atunci există o extindere 
,L K⊇  astfel încât L este un corp algebric închis. 

 DemonstraŃie. Conform 9.1., există o extindere 1K  a lui K astfel 

încât orice polinom cu coeficienŃi în K, de grad 1,≥  are o rădăcină în 

1.K  Presupunem construit corpul ,iK  pentru un anumit 1.i ≥  Con-

form 9.1., există o extindere 1 ,i iK K+ ⊇  astfel încât: 

 (*)  [ ],if K X∀ ∈  1d f ≥�  ⇒  1,iKα +∃ ∈  ( ) 0.f α =  
ObŃinem în acest mod lanŃul de extinderi: 
 (2)   1 1... ...i iK K K K +⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆  

astfel încât, pentru orice 1,i ≥  are loc proprietatea (*). 

 Fie 
1

.i
i

L K
∞

=

=∪  Pe L vom defini o structură astfel: 

dacă , ,Lα β ∈  atunci există *, ,i j∈ℕ  astfel încât ,iKα ∈  .jKβ ∈  

Putem presupune .i j≤  Atunci, , .jKα β ∈  

 Definim α β+  şi αβ  ca în corpul .jK  Este uşor de verificat că 

cele două operaŃii pe L sunt bine definite şi ( , , )L + ⋅  este un corp co-
mutativ. Vom arăta că L este corp algebric închis. 

 Fie 
0

[ ],
n

j
j

j

f a X L X
=

= ∈∑  1,n ≥  0.na ≠  Este suficient să arătăm 

că f are o rădăcină în L. Există *
0 1, ,..., ni i i ∈ℕ  astfel încât ,

jj ia K∈  

0, .j n∈  Fie { }0 1max , ,..., .ni i i i=  Atunci, [ ].if K X∈  Conform (*), f 

are o rădăcină în 1 .iK L+ ⊆    □  
 În continuare vom cere ca extinderea L a corpului K, din teorema 
9.2., să fie şi extindere algebrică. 
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 9.3. DefiniŃie. Fie K un corp comutativ. Numim închidere alge-

brică a lui K, o extindere ,K K⊇  astfel încât: 

a) K  este corp algebric închis; 

b) K K⊇  este extindere algebrică. 
 Corpul ℂ  al numerelor complexe este o închidere algebrică a 
corpului ℝ  al numerelor reale. Într-adevăr, ℂ  este corp algebric în-
chis şi ⊇ℂ ℝ  este o extindere algebrică. 

 Fie K  o închidere algebrică a lui K. Fie L un subcorp al lui K  

care include K. Deoarece extinderea K L⊇  este algebrică, K  este şi 
o închidere algebrică a lui L. 
 9.4. Teoremă. Orice corp comutativ are o închidere algebrică. 
 DemonstraŃie. Fie K un corp comutativ. Conform 9.2., există o 
extindere L K⊇  astfel încât L este algebric închis. Fie 

 (3)  { }.L L  este algebric peste Kθ θ′ = ∈  

Conform 8.8., L′  este corp algebric închis. Din (3), rezultă că extin-
derea L K′ ⊇  este algebrică. Prin urmare, L′  este o închidere alge-
brică a lui K.  □  
 În continuare urmărim să demonstrăm unicitatea închiderii alge-
brice. 
 9.5. Lemă. Fie K un corp comutativ şi 1 2,L L  două extinderi ale 

sale astfel încât 1L K⊇  este extindere algebrică şi 2L  este corp 

algebric închis. Fie E un subcorp al lui 1,L  .E K⊇  Fie 2: ,u E L→  

un morfism de corpuri astfel încât ( ) ,u a a=  pentru orice .a K∈  

Atunci, există un morfism 1 2:w L L→  care prelungeşte u. 

 DemonstraŃie. Fie 

(4)  ( ){ }1,  subcorp al lui L , ,   prelungeşte .P F v F F E v u= ⊇  

 P este nevidă, deoarece ( , ) .E u P∈  Dacă 1 1( , )F v  şi 2 2( , ) ,F v P∈  
atunci definim: 
 (5)  1 1 2 2 1 2( , ) ( , )F v F v F F≤ ⇔ ⊆  şi 2v  prelungeşte 1.v  
 Este uşor de verificat că relaŃia ≤  definită de (5) este o relaŃie de 
ordine. Vom arăta că mulŃimea ( , )P ≤  este inductivă. 
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Fie ( ){ },i i i I
F v

∈
 o parte total ordonată a lui P. Notăm .i

i I

F F
∈

=∪  Se 

arată uşor că F este un subcorp al lui 1.L  Definim 2:v F L→  astfel: 

dacă ,Fα ∈  există ,i I∈  astfel încât .iFα ∈  Punem ( ) ( ).iv vα α=  
 Se arată uşor că aplicaŃia v este bine definită şi este un morfism de 
corpuri. În plus, ( , ) .F v P∈  Este clar că ( , )F v  este un majorant 

pentru familia ( ){ }, .i i i I
F v

∈
 Prin urmare, ( , )P ≤  este o mulŃime in-

ductivă. Conform lemei lui Zorn, în P există elemente maximale. 
 Fie 0 0( , )F v  un element maximal al lui P. Vom arăta că 0 1.F L=  

Să presupunem, prin reducere la absurd, că există 1 0\ .L Fα ∈  Deoa-

rece extinderea 1L K⊇  este algebrică, şi extinderea 1 0L F⊇  este 

algebrică. Fie 0[ ]p F Xα ∈  polinomul minimal al lui .α  

Fie 0 0 0 0: [ ] ( )[ ]v F X v F X→  izomorfismul de inele care prelungeşte 

0v  şi 0 ( ) .v X X=  Fie 0 0 0 2( ) ( )[ ] [ ].q v p v F X L Xα= ∈ ⊆  Deoarece cor-

pul 2L  este algebric închis, polinomul q are o rădăcină β  în 2 .L  

Conform 7.4., există un izomorfism 0 0 0 2: ( ) ( )( )v F v F Lα β→ ⊆  care 

prelungeşte 0v  şi ( ) .v α β=  
Rezultă astfel, 

( )0 ( ),F v Pα ∈  şi ( ) ( )0 0 0( ), , ,F v F vα >  

contradicŃie. Deci, 0 1F L=  şi lema este demonstrată.  □  

 9.6. Teoremă. Fie 1L  şi 2L  două închideri algebrice ale corpului 

comutativ K. Atunci, există un izomorfism 1 2: ,w L L→  astfel încât 

( ) ,w a a=  pentru orice .a K∈  

 DemonstraŃie. În lema 9.5., luăm: 
E K=  şi 2: ,u K L→  ( ) ,u a a=  .a K∀ ∈  

Rezultă că există un morfism de corpuri 1 2: ,w L L→  care prelun-

geşte u. 1( )w L  este subcorp al lui 2 ,L  izomorf cu 1.L  Prin urmare, 

1( )w L  este corp algebric închis. 
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Fie 2 .Lβ ∈ Deoarece 2L K⊇  este extindere algebrică, β  este alge-

bric peste K. Fie 1[ ] ( )[ ]p K X w L Xβ ∈ ⊆  polinomul minimal al lui 

.β  Deoarece 1( )w L  este corp algebric închis, pβ  are toate rădăcinile 

în 1( ).w L  Deci, 1( ).w Lβ ∈  Rezultă 1 2( )w L L=  şi ca urmare, w este 

un izomorfism. Pentru orice ,a K∈  ( ) ( ) .w a u a a= =   □  
 

10. Corpul numerelor algebrice 
 

 În acest paragraf, ne ocupăm de extinderea .⊇ℂ ℚ  
 10.1. DefiniŃie. Un număr complex, algebric peste corpul nume-
relor raŃionale se numeşte număr algebric. Un număr transcendent 
peste ℚ  se numeşte simplu, număr transcendent. 
 MulŃimea numerelor algebrice va fi notată conform relaŃiei (3) din 
III.5. cu .′ℂ  
 Conform propoziŃiei 5.4., închiderea algebrică ′ℂ  a lui ℚ  în ℂ  
este subcorp al lui ℂ  care include .ℚ  
  Se spune simplu: ′ℂ  este corpul numerelor algebrice. 
 Studiul corpului numerelor algebrice face obiectul teoriei algebri-
ce a numerelor şi printre izvoarele sale se numără şi cercetările legate 
de marea teoremă a lui Fermat. 
 10.2. PropoziŃie. MulŃimea ′ℂ  a numerelor algebrice este numă.-
rabilă. 
 DemonstraŃie. Are loc egalitatea: 

{ }[ ] \{0},  ( ) 0 .z f X f z′ = ∈ ∃ ∈ =ℂ ℂ ℤ  

Dacă [ ],f X∈ℤ  atunci vom nota cu ( )s f  suma valorilor absolute 

ale coeficienŃilor lui f. Dacă *, ,m n∈ℕ  atunci notăm: 

{ }, [ ] , ( ) .m n f X d f m s f n= ∈ = =�ℤP   

 Fiecare mulŃime ,m nP  este finită. 

 Pentru [ ] \{0}f X∈ℤ  vom nota: 

{ }( ) 0 .fA fα α= ∈ =ℂ  

 Fiecare mulŃime fA  este finită. 
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 Din egalitatea: 

,1 1 m n

f
m n f

A
∞ ∞ ∞

= = ∈

′ =ℂ ∪∪ ∪
P

 

rezultă că ′ℂ  este cel mult numărabilă (o reuniune numărabilă de 
mulŃimi finite este cel mult numărabilă). 
Cum, ,′ ⊇ℂ ℚ  rezultă că ′ℂ  este numărabilă.   □  
 10.3. ConsecinŃă. MulŃimea numerelor transcendente este nenu-
mărabilă. 
 DemonstraŃie. Deoarece ℂ  este nenumărabilă şi ′ℂ  este număra-
bilă, rezultă că mulŃimea numerelor transcendente, \ ,′ℂ ℂ  este nenu-
mărabilă.   □  
 DemonstraŃia faptului că un număr complex este transcendent 
este, în general, dificilă. Abia în 1844, Liouville a dat un criteriu care 
oferă o condiŃie necesară ca un număr real să fie algebric. Numerele 
reale care nu satisfac această condiŃie sunt numere transcendente. 
 10.4. Criteriul lui Liouville. Fie ,α ∈ℝ  o rădăcină a unui poli-

nom ireductibil [ ],f X∈ℤ  cu 2.d f r= ≥�  Atunci există o constantă 

0,c >  astfel încât, pentru orice , ,p q∈ℤ  0,q >  să rezulte 

.
r

p c

q q
α − >  

 DemonstraŃie. Arătăm mai întâi că .α ∈/ ℚ  Dacă, prin reducere la 
absurd, ,α ∈ℚ  atunci |X fα−  şi f este reductibil în [ ],Xℚ  deci în 

[ ].Xℤ  ContradicŃie. 

 Fie , ,p q∈ℤ  0.q >  

 Dacă 1,
p

q
α − >  atunci 

1 1
.

2 r

p

q q
α − > ⋅  

 Să considerăm cazul 1.
p

q
α − <  

Din d f r=�  şi 0,
p

f
q

 
≠ 

 
 rezultă: 
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 (1)     
1

.
r

p
f

q q

 
≥ 

 
 

 Fie 1 2, ,..., rα α α α=  toate rădăcinile lui f (în ℂ ). 

Cum 
1

( ),
r

i
i

f a X α
=

= −∏  * ,a∈ℤ  rezultă 
1

.
r

i
i

p p
f a

q q
α

=

   
= −   

   
∏  

 Pentru 2,i ≥  

1i i i

p p

q q
α α α α α α− ≤ − + + < + +  

şi astfel,  

 (2)  ( )
2

1 .
r

i
i

p p p
f a M

q q q
α α α α

=

 
< − + + = − ⋅ 

 
∏  

 Din (1) şi (2) rezultă: 

1
.

r

p
M

q q
α− ⋅ >  

 Dacă notăm 
1 1

min , ,
2

c
M

 =  
 

 atunci 

,
r

p c

q q
α − >  

pentru orice , ,p q∈ℤ  0.q >   □  
 
 Probleme propuse 

 

 1. Fie L K⊇  o extindere de corpuri cu [ : ] ,L K p=  număr prim. 
Să se arate că: 
 a) Dacă E este un subcorp al lui L şi ,E K⊇  atunci E L=  sau 

.E K=  
 b) Orice element \L Kθ ∈  este element primitiv al extinderii, 
adică ( ).L K θ=  

 

 2. Fie ( )2, 3 .K =ℚ  DeterminaŃi: 
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 a) [ ]: ;K ℚ  

 b) o bază a extinderii K ⊇ℚ  şi forma elementelor lui K. 
 

 3. ArătaŃi că pentru orice * ,n∈ℕ  există o extindere de grad n a 
corpului .ℚ  

 

 4. Fie u ivα = +  un număr complex. ArătaŃi că: 
 a) α  este algebric peste ℚ  ⇔  u şi v sunt algebrice peste ;ℚ  

 b) Dacă α  este algebric peste ℚ  şi ,α ∈ℚ  atunci are loc relaŃia: 

( ) ( ).uα ∩ =ℚ ℝ ℚ  
 

 5. Fie L K⊇  o extindere de corpuri. ArătaŃi că următoarele con-
diŃii sunt echivalente: 
 a) L K⊇  este extindere algebrică; 
 b) Orice subinel al lui L care include K este corp. 

 

 6. Fie α  o rădăcină a polinomului 3 3 1 [ ].f X X X= − + ∈ℚ  

Considerăm elementul 21 2 2β α α= + −  din ( ).αℚ   

 a) DeterminaŃi 1α −  şi 1β −  în ( ).αℚ  

 b) AflaŃi polinomul minimal al lui β  peste .ℚ  
 

 7. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi , Lα β ∈  algebrice peste 

K. Să se demonstreze, printr-un raŃionament direct, că ,α β+  ,αβ  

α−  şi 1α −  (dacă 0α ≠ ) sunt algebrice peste K. 
AplicaŃie: DeterminaŃi polinomul minimal peste ℚ  al elementului 

32 3.+  
 

 8. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi Lθ ∈  algebric peste K. 
Printr-un raŃionament direct, să se arate că inelul [ ]K θ  este corp. 

 

 9. Fie K un corp comutativ şi [ ]f K X∈  cu 1.d f n= ≥�  Fie L o 

extindere a lui K în care f are toate rădăcinile 1 2, ,..., .nα α α  Se consi-

deră polinomul simetric 1 2[ , ,... ].ng K X X X∈  
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 ArătaŃi că ( )1 2, ,..., .ng Kα α α ∈  Analog, pentru fracŃia simetrică 

( )1 2, ,... .nh K X X X∈  
 

 10. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi , , ,a Lα β ∈  unde ,α β  
sunt transcendente peste K şi a este algebric peste K. PrecizaŃi, dacă 
este posibil, natura elementelor: 

,α−  1,α −  2 ,α α+  nα  ( 2n ≥ ), ,α β+  ,αβ  ,a β+  .aβ  
 

 11. Fie K un corp comutativ şi 
( )

( )

f X
a

g X
=  o fracŃie ireductibilă din 

( ),K X  cu 0g ≠  şi .a K∈/  Atunci, [ ] ( )( ) : ( ) max , .K X K a d f d g= � �  

În particular, arătaŃi că corpul K este algebric închis în ( ).K X  
 

 12. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi , [ ],f g K X∈  polinoame 

relativ prime, cu 0.g ≠  ArătaŃi că: 

 a) Extinderea 
( )

( )
( )

f x
K K x

g x

 
⊆ 

 
 este finită, ( ) ,x L∀ ∈  ( ) 0.g x ≠  

 b) x L∈  este transcendent peste K ⇔  
( )

( )

f x

g x
 este transcendent 

peste K. 
 

 13. Fie [ ],nf X L Xα= − ∈  1,n ≥  unde L este o extindere a cor-
pului comutativ K. ArătaŃi că rădăcinile polinomului f sunt transcen-
dente peste K dacă şi numai dacă α  este transcendent peste K. 

 

 14. Ştiind că e şi π  sunt numere transcendente, precizaŃi natura 

numerelor 
23

25

2 5 2

7 3 (1 )
a

i

π π
π π
+ −

=
− + +

 şi 3 5 .b e e e= + +  

 

 15. Fie K corp comutativ, [ ]f K X∈  cu 1d f n= ≥�  şi L corpul 

de descompunere pentru polinomul f. Atunci, [ : ] !.L K n≤  
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 16. Fie 4
31 [ ].f X X= + ∈ɵ ℤ  

 a) ConstruiŃi un corp de descompunere L pentru f. 
 b) PrecizaŃi forma elementelor lui L şi card(L). 
 Aceleaşi cerinŃe pentru polinoamele: 

ɵ

ɵ ɵ ɵ

4 3 2
5

4 3
3

4 3 [ ];

2 2 2 [ ].

g X X X X X

h X X X X

= + + + + ∈

= + + + ∈

ɵ ℤ

ℤ
 

 

 17. Pentru polinomul ɵ ɵ3 2
32 2 [ ],= + + ∈ℤf X X X  determinaŃi un 

corp de descompunere. AflaŃi apoi în corpul construit, rădăcinile po-

linomului ɵ 2
32 1 [ ]g X X X= + + ∈ɵ ℤ . 

 

 18. Fie 6 32 2 [ ]f X X X= − − ∈ℚ  şi K corpul de descompunere al 
lui f. Atunci: 
 a) f este ireductibil în [ ]Xℚ  şi rădăcinile sale sunt rădăcinile cu-

bice ale lui 1 3.±  

 b) { }3, 3, .i i K⊂  

 c)  Considerând produsul a două rădăcini reale ale lui f, arătaŃi că 
3 2 .K∈  

 d) Fie ( )3 2, , 3 .L i=ℚ  ArătaŃi că [ : ] 12L =ℚ  şi că, adjuncŃio-

nând la L o rădăcină cubică a unui element din L, se obŃine corpul K. 
 

 19. Fie [ ]pf X X a K X= − + ∈  unde K este un corp comutativ, 
de caracteristică p, număr prim. ArătaŃi că: 
 a) Dacă α  este o rădăcină a lui f într-o extindere a corpului K, 

atunci ɵkα +  este rădăcină a lui f, pentru orice ɵ .pk∈ℤ  

 b) În [ ]K X , f este ireductibil sau se descompune în produs de 
factori distincŃi, de gradul 1. 

 

 20. Fie K un corp de caracteristică diferită de 2 şi , .a b K∈  Fie L,  

corpul de descompunere al polinomului 4 2( ) .f X a b X ab= − + +  
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 ArătaŃi că [ ]: 4 ,L K a= ⇔  b şi ab  nu sunt pătrate perfecte în K. 
 

 21. ArătaŃi că extinderile pătratice ale unui corp comutativ K sunt 
corpuri de descompunere ale unor polinoame ireductibile din [ ]K X  
de forma: 
 i) 2 ,f X a= −  dacă ( ) 2;car K ≠  

 ii) 2f X a= −  sau 2 ,f X X a= + −  dacă ( ) 2.car K =  
 

 22. Fie ( )1,..., nL K X X=  corpul fracŃiilor raŃionale în nedetermi-

natele 1,..., ,nX X  cu coeficienŃi în corpul comutativ K. ArătaŃi că L 

este o extindere finită a corpului ( )1,..., nE K s s=  unde 1,..., ns s  sunt 

polinoamele simetrice fundamentale în 1,..., nX X  şi să se determine 
gradul său. 

 

 23. ArătaŃi că pentru un corp comutativ K, corpul ( )K X  nu este 
algebric închis. 

 

 24. Fie L K⊇  o extindere de corpuri. Dacă orice polinom 
[ ]f K X∈  ireductibil, rămâne ireductibil în [ ],L X  atunci K este 

corp algebric închis în L. 
 

 25. Pentru ,L K⊇  o extindere de corpuri, considerăm mulŃimea: 

( ){ }; |  algebric închis în a E L K E L= ∈L L . 

ArătaŃi că ( ),a ⊆L  este o latice completă. 

 Caz particular: mulŃimea subcorpurilor lui ,ℂ  algebric închise în 
,ℂ  este o latice completă (în raport cu ⊆ ). 

 

 26. ArătaŃi că închiderea algebrică a lui ( )2ℚ  în ℂ  coincide cu 

corpul numerelor algebrice. 
 

 27. Să se arate că numărul 
!

0

1

5
α

∞

=

=∑ n
n

 este transcendent. 
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Capitolul IV 
 

GRUPURI REZOLUBILE 
 

 Grupurile rezolubile joacă un rol important în caracterizarea ecua-
Ńiilor algebrice rezolvabile prin radicali. În acest capitol sunt prezen-
tate proprietăŃile de bază ale grupurilor rezolubile. În particular, se 
studiază cazul grupurilor finite, al grupurilor de permutări şi al p-
grupurilor (rezultatele referitoare la p-grupuri se regăsesc în cadrul 
problemelor propuse). 
 

1. Şiruri normale de subgrupuri 
 

 Fie ( ),G ⋅  un grup şi H un subgrup al său. 

 Reamintim că se spune că H este subgrup normal al lui G şi se 
notează  H G⊲  dacă 

 (1)     ,xH Hx=  .x G∀ ∈  
 Cu alte cuvinte, un subgrup este normal atunci când clasele sale 
de resturi la stânga coincid cu clasele de resturi la dreapta. 
 În mod evident, ( )  e G⊲  şi  .G G⊲  
 CondiŃia (1) este echivalentă cu condiŃia: 
 (2)    1 ,xhx H− ∈  x G∀ ∈  şi .h H∀ ∈  
 Dacă :f G G′→  este un morfism de grupuri, atunci  .Kerf G⊲  

 Fie  S n  grupul de permutări de grad n şi A n  subgrupul permută-

rilor pare sau grupul altern de grad n. Dacă S nσ ∈  şi A nτ ∈  atunci 
1 .A nστσ − ∈  Deci, .A   Sn n⊲  

 1.1. DefiniŃie. Fie ( ),G ⋅  un grup. Numim şir normal al lui G o 

secvenŃă de subgrupuri ale lui G de forma 
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 (3)   0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

unde 1  i iH H −⊲  pentru orice 1, .i s∈  Numărul s se numeşte lungimea 

şirului normal (3) iar grupurile factor 1 / ,i iH H−  1,i s∈  se numesc 

factorii şirului normal. 
 ( )G e⊇  este totdeauna un şir normal de lungime 1 şi singurul său 

factor este /( ) .G e G≃  

 Dacă  ,H G⊲  atunci ( )G H e⊇ ⊇  este un şir normal de lungime 

2 având factorii /G H  şi /( ) .H e H≃  

 În particular, ( )S An n e⊇ ⊇ este un şir normal de lungime 2 

având factorii 2/S An n ≃ ℤ  şi /( ) .A An ne ≃  
 Studiem în continuare imaginile directe şi reciproce ale şirurilor 
normale prin morfisme de grupuri. 
 1.2. PropoziŃie. Fie ( ),G ⋅  un grup şi 

 (3)   0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

un şir normal al său. 

 Fie :f G G→  un morfism surjectiv de grupuri şi ( ),i iH f H=  

0, .i s∈  Atunci, 

 (4)   0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

este un şir normal al lui .G  În plus, pentru orice 1, ,i s∈  există un 
morfism surjectiv de grupuri 

1 1: / / .i i i i if H H H H− −→  

 DemonstraŃie. Deoarece f este surjectiv, 0( ) .f G G H= =  Imagi-
nea unui subgrup printr-un morfism de grupuri este de asemenea un 

subgrup. Deci, iH  sunt subgrupuri ale lui ,G  pentru 1, .i s∈  Mai 
mult, imaginea unui subgrup normal printr-un morfism surjectiv este 

un subgrup normal. Deci, 1 0  .H H⊲  În general, considerând restric-

Ńia lui f la 1iH −  cu valori în 1iH −  rezultă că 1  ,i iH H −⊲  1, .i s∈  Evi-

dent, ( ) ( ).s sH f H e= =  Rezultă că (4) este un şir normal al lui .G  
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 Fie acum 1, ,i s∈  o valoare fixată şi 1 1: / /i i i i if H H H H− −→  apli-

caŃia definită prin ( ) ( ) ,i i if xH f x H=  1.ix H −∀ ∈  

 Dacă ,iy xH∈  atunci există ih H∈  astfel încât .y xh=  

( ) ( ) ( ) ( ) ,i i if y H f x f h H f x H= =  

ceea ce arată că if  este bine definită. 

 Dacă 1, ,ix y H −∈  atunci 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i if xH yH f xyH f xy H f x f y H⋅ = = = =  

( ) ( ) ( ) ( ),i i i i i if x H f y H f xH f yH= ⋅ =  

adică if  este morfism de grupuri. 

 Fie 1 / .i i izH H H−∈  Rezultă 1 1( ),i iz H f H− −∈ =  deci există 

1ix H −∈  astfel încât ( )z f x=  şi ( )i i izH f xH=  ceea ce demonstrea-

ză surjectivitatea lui .if   □  
 Conform propoziŃiei 1.2., imaginea unui şir normal printr-un mor-
fism surjectiv de grupuri este un şir normal de aceeaşi lungime. În 
plus, între factorii celor două şiruri normale există anumite morfisme 
canonice. 

 1.3. PropoziŃie. Fie :f G G→  un morfism de grupuri. Fie 

 (4)   0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

un şir normal al grupului .G  

Pentru 0,i s∈  se notează ( )1 .i iH f H−=  Atunci, 

 ( 3′ ) 0 1 ... ( )sG H H H Kerf e= ⊇ ⊇ ⊇ = ⊇  

este un şir normal al grupului G. În plus, pentru orice 1, ,i s∈  există 
un morfism injectiv de grupuri 

1 1: / / .i i i i if H H H H− −→  

 DemonstraŃie. ( ) ( )1 1
0 0 .H f H f G G− −= = =  

( ) ( )1 1 ( ) .s sH f H f e Kerf− −= = =  Cum imaginea reciprocă a unui 

subgrup normal printr-un morfism de grupuri este tot un subgrup 
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normal, rezultă că ( 3′ ) este un şir normal al grupului G. Şirul ( 3′ ) 
are, în general, lungimea mai mare cu 1 decât lungimea şirului (4). 

Fie 1, ,i s∈  o valoare fixată. Definim 1 1: / /i i i i if H H H H− −→  prin 

( ) ( ) ,i i if xH f x H=  1.ix H −∀ ∈  

 Din ( )1
1 1 ,i ix H f H−
− −∈ =  rezultă 1( ) ,if x H −∈  deci: 

1( ) / .i i if x H H H−∈  

 Dacă ,iy xH∈  atunci există ih H∈  astfel încât .y xh=  Ca şi în 

demonstraŃia propoziŃiei 1.2., rezultă ( ) ( ) ,i if x H f y H=  cu alte cu-

vinte, aplicaŃia if  este bine definită. Se arată de asemenea uşor că if  
este morfism de grupuri. 

 Fie .i ixH Kerf∈  Deci, ( ) ( ) .i i i if xH f x H H= =  De aici rezultă că 

( ) if x H∈  sau ( )1
i ix H f H−∈ =  şi i ixH H=  (elementul neutru al 

lui 1 /i iH H− ). Ca urmare, if  este un morfism injectiv de grupuri. □  
 Din propoziŃia 1.3., rezultă că imaginea reciprocă a unui şir nor-
mal printr-un morfism de grupuri, completată cu ( ),e  este un şir nor-
mal de lungime mai mare cu 1 decât lungimea şirului iniŃial. Cele 
două şiruri normale au aceeaşi lungime dacă morfismul iniŃial este 
injectiv. 
 1.4. ObservaŃie. Presupunem că morfismul f din propoziŃia 1.3. 
este surjectiv. În acest caz, vom arăta că morfismele if  sunt chiar 
izomorfisme. 

 Fie 1.iy H −∈  Deoarece f este surjectiv, există ,x G∈  astfel încât 

( ) .f x y=  Atunci, 1ix H −∈  şi ( ) ( )i i i if xH f x H yH= =  ceea ce justi-

fică surjectivitatea lui .if  Cum ,if  1, ,i s∈  sunt şi morfisme injecti-
ve, rezultă că sunt izomorfisme. 
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2. Şiruri rezolubile. Grupuri rezolubile 
 

 2.1. DefiniŃie. Se spune că şirul normal 
 (3)   0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

al grupului G este rezolubil dacă toŃi factorii săi sunt abelieni. 
Se spune că G este grup rezolubil dacă admite cel puŃin un şir nor-
mal rezolubil. 
 Este evident că orice grup abelian G este rezolubil, şirul normal 

( )G e⊇  fiind rezolubil. 
 De importanŃă deosebită se vor dovedi grupurile neabeliene dar 
rezolubile. 
 Astfel, 3 ,S  care nu este abelian, este rezolubil. Într-adevăr, să 
considerăm şirul normal: 
 (5)     3 3 ( ).S A e⊇ ⊇  
Atunci, 
 ( )3 3 3 3/ : 2,S A S A= =  deci 3 3 2/S A ≃ ℤ  care este abelian. 

 3 3 3/( )A Ae ≃ ≃ ℤ  care este de asemenea abelian. 

 Să arătăm că şi 4S  este grup rezolubil. Pentru aceasta considerăm 
secvenŃa de subgrupuri: 
 (6)    4 4 ( )S A H e⊇ ⊇ ⊇  

unde { }, (12)(34),(13)(24),(14)(23) .H e=  

 H este un subgrup al lui 4 ,A  izomorf cu grupul lui Klein, deci 
abelian. 
Mai mult, dacă 4Aσ ∈  şi ( )( ) ,ij hk H∈  atunci se verifică egalitatea: 

( )( )1( )( ) ( ), ( ) ( ), ( ) .ij hk i j h k Hσ σ σ σ σ σ− = ∈  

 Deci, 4 .  AH ⊲  

 ( ) 4
4 4 4 4 4 4 2

4

/ : 2 /
S 

S A S A S A 
A

= = = ⇒ ≃ ℤ  

 ( ) 4
4 4 4 3/ : 3 / .

A 
A A AH H H

H
= = = ⇒ ≃ ℤ  

   Prin urmare, (6) este un şir rezolubil şi 4S  este grup rezolubil. 
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3. Nerezolubilitatea grupurilor S n  pentru 5n ≥  
 

 Pentru studiul grupurilor ,S n  5,n ≥  demonstrăm mai întâi urmă-
torul rezultat ajutător. 
 3.1. Lemă. Fie G un subgrup al lui ,S n  5n ≥  şi   H G⊲  astfel 

încât /G H  este abelian. Dacă G conŃine toate ciclurile de lungime 
3, atunci H conŃine toate ciclurile de lungime 3. 

 DemonstraŃie. Fie , , 1, ,i j k n∈  distincte. Cum 5,n ≥  rezultă că 

există , 1, ,s t n∈  distincte şi diferite de , , .i j k  În G are loc egalitatea: 
1 1( ) ( ) ( )( ) ( ).jis kit jis kit ijk− − =  

 Trecând la clase în grupul /G H  şi Ńinând seama de proprietatea 

de comutativitate a acestuia rezultă 
( ) ,ijk e H= =ɵ  deci ( ) .ijk H∈  

Cum , ,i j k  sunt arbitrare, H conŃine toate ciclurile de lungime 3. □  

 3.2. Teoremă. Grupul S n  al permutărilor de grad 5n ≥  nu este 

rezolubil. 
 DemonstraŃie. Prin reducere la absurd, să presupunem că S n  este 
rezolubil şi fie  

0 1 ... ( )S n sH H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

un şir rezolubil al lui .S n  S n  conŃine toate ciclurile de lungime 3, 

1 0  S nH H =⊲  şi 1/S n H  este abelian. Rezultă, conform lemei 3.1., 

că 1H  conŃine toate ciclurile de lungime 3. 

 Presupunem că pentru un argument 1,k ≥  1kH −  conŃine toate ci-

clurile de lungime 3. Cum 1  k kH H −⊲  şi 1 /k kH H−  este grup abelian, 

rezultă că kH  conŃine toate ciclurile de lungime 3. 

 În definitiv, sH  conŃine toate ciclurile de lungime 3, ceea ce con-

travine relaŃiei ( ).sH e=  Prin urmare, S n  nu este rezolubil.  □  
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4. Grupuri rezolubile. ProprietăŃi generale 
 

 Revenim la studiul grupurilor rezolubile oarecare. 
 4.1. Teoremă. Fie G un grup oarecare şi .  H G⊲  Grupul G este 

rezolubil dacă şi numai dacă grupurile H şi /G H  sunt rezolubile. 
 DemonstraŃie. Să presupunem mai întâi că grupul G este rezolubil 
şi fie 
 (3)   0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

un şir rezolubil. Fie : ,j H G→  ( ) ,j x x=  ,x H∈  morfismul inclu-

ziune. Notăm 1( ) ,i i iH j H H H−′ = = ∩  0, .i s∈  Conform propoziŃiei 
1.3., şirul 

 (7)  0 1 ... ( )sH H H H Kerj e′ ′ ′= ⊇ ⊇ ⊇ = =  

este un şir normal al grupului H. În plus, pentru orice 1, ,i s∈  există 

un morfism injectiv de grupuri 1 1: / / .i i i i if H H H H− −
′ ′ →  

 Deoarece (3) este rezolubil, factorii 1 /i iH H−  sunt abelieni, deci 

1 / Imi i iH H f−
′ ′ ≃  sunt grupuri abeliene. Astfel, (7) este şir rezolubil 

şi ca urmare, H este grup rezolubil. Se observă în plus că un şir rezo-
lubil pentru H se obŃine întersectând H cu fiecare termen al unui şir 
rezolubil al lui G. 
 Să considerăm surjecŃia canonică : /G G Hϕ →  şi să notăm, ca în 

propoziŃia 1.2., ( ),i iH Hϕ=  0, .i s∈  Rezultă 

 (8)   0 1/ ... ( )sG H H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

este un şir normal pentru /G H  şi, în plus, pentru fiecare 1, ,i s∈  

există un morfism surjectiv de grupuri 1 1: / / .i i i i if H H H H− −→  

 Cum factorii 1 /i iH H−  sunt abelieni, 1 /i iH H−  sunt de asemenea 

abelieni, deci (8) este un şir rezolubil şi /G H  este grup rezolubil. 
 Pentru reciprocă, să presupunem că H şi /G H  sunt grupuri 
rezolubile. Fie 

 (9)   0 1 ... ( )rH H H H e′ ′ ′= ⊇ ⊇ ⊇ =  
un şir rezolubil al lui H şi 
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 (10)  0 1/ ... ( )tG H H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

un şir rezolubil al lui / .G H  Aplicând propoziŃia 1.3. pentru surjecŃia 

canonică : /G G Hϕ →  şi notând ( )1 ,i iH Hϕ −=  

 (11)  0 1 ... ( )tG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇  
este un şir normal al lui G. Conform observaŃiei 1.4., morfismele 

1 1: / /i i i i if H H H H− −→  sunt izomorfisme şi ca urmare 1 /i iH H−  

sunt grupuri abeliene pentru 0, .i t∈  În concluzie, 

0 1 0 1... ... ( )t rG H H H H H H H e′ ′ ′= ⊇ ⊇ ⊇ = = ⊇ ⊇ ⊇ =  
este un şir rezolubil al lui G.  □  
 4.2. ConsecinŃă. Fie G un grup. G este rezolubil dacă şi numai 
dacă are un şir normal cu factorii grupuri rezolubile. 
 DemonstraŃie. Dacă G este rezolubil, atunci G are un şir rezolubil. 
Factorii acestui şir sunt abelieni, deci sunt grupuri rezolubile. 
 Reciproc, să presupunem că G are un şir normal 
 (3)   0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  
cu factorii grupuri rezolubile. Vom demonstra prin inducŃie după s, 
că G este rezolubil. 
 Pentru 2s =  se aplică teorema 4.1. 
 Presupunem afirmaŃia adevărată pentru valoarea 1s −  şi demon-
străm că este adevărată şi pentru valoarea s, 2.s >  Conform ipotezei 
de inducŃie, rezultă că 1H  este rezolubil. Atunci, 

0 1 ( )G H H e= ⊇ ⊇  
este un şir normal cu factorii rezolubili. Conform teoremei 4.1., G 
este rezolubil.  □  
 

5. Cazul grupurilor finite 
 

 5.1. Teoremă. Fie G un grup finit. G este rezolubil dacă şi numai 
dacă are un şir normal cu factorii grupuri ciclice. 
 DemonstraŃie. Dacă G admite un şir normal cu factorii ciclici, 
acel şir normal este rezolubil (orice grup ciclic este abelian), deci G 
este rezolubil. 
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 ImplicaŃia reciprocă o demonstrăm prin inducŃie după .G  

 Dacă 2,G =  atunci G este ciclic şi ( )G e⊇  este un şir normal cu 

factorii ciclici. 
 Presupunem afirmaŃia adevărată pentru grupuri cu mai puŃin de n 
elemente şi fie G un grup rezolubil cu n elemente, 2.n >  Fie (3) un 
şir rezolubil pentru G. Putem presupune, 1 .H G≠  

 Tratăm mai întâi cazul în care 1 ( ).H e≠  

Atunci 1H  şi 1/G H  sunt grupuri rezolubile (conform teoremei 4.1.) 

şi 1 ,H n<  1/ .G H n<  Conform ipotezei de inducŃie, 1H  şi 1/G H  

admit şiruri normale cu factorii ciclici. Fie acestea 

1 0 1 ... ( )rH K K K e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

( )1 0 1/ ... .tG H L L L e= ⊇ ⊇ ⊇ = ɵ  

Fie 1: /G G Hϕ →  surjecŃia canonică. Notăm 1( ),i iL Lϕ −′ =  1, .i t∈  

Atunci, 

0 1 1... ( )tG L L L H e′ ′ ′= ⊇ ⊇ ⊇ = ⊇  
este un şir normal. Ca şi în demonstraŃia teoremei 4.1., rezultă 

1 1/ / ,i i i iL L L L− −
′ ′≃  1, .i t∈  

Astfel, 

0 1 0 1... ... ( )t rG L L L K K K e′ ′ ′= ⊇ ⊇ ⊇ = ⊇ ⊇ ⊇ =  
este un şir normal cu factorii grupuri ciclice. 
 Să considerăm cazul 1 ( ).H e=  

Şirul (3) se reduce în acest caz la ( )G e⊇  şi ca urmare, G este abe-

lian. Fie \{ }x G e∈  şi ( ).H x=  Dacă ,H G=  atunci G este ciclic şi 

( )G e⊇  satisface condiŃia cerută. Dacă ,H G≠  atunci se repetă ra-

Ńionamentul de mai sus pentru 1 .H H=  □  
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Probleme propuse 
 

 1. Fie ( ) ( ) ,M A U A A= ×  unde A este un inel comutativ, unitar. Pe 

( )M A  definim operaŃia: 

( ) ( ) ( ), , , ,a b c d ac bc d∗ = +  , ( ),a c U A∈   , .b d A∈  

 ArătaŃi că ( )( ),M A ∗  este un grup rezolubil. 
 

 2. Fie p un număr prim. Un grup finit de ordin ,np  unde *∈ℕn  
se numeşte p – grup. ArătaŃi că: 

a) Dacă ( ),⋅G  este un p – grup, atunci ( ) ( ).≠Z G e  

b) Orice p – grup este rezolubil. 
 

3. Fie 1G  şi 2G  două grupuri rezolubile. ArătaŃi că produsul lor 

direct, 1 2 ,G G×  este şi el un grup rezolubil. 
 

4. Fie nD  grupul diedral de grad n (grupul de simetrie al lui ,nP  

un poligon regulat cu n laturi), 2.n >  ArătaŃi că nD  este grup rezo-

lubil, pentru orice 2.n >  
 

 5. Fie ( ),G ⋅  un grup şi , .x y G∈  Definim comutatorul elemente-

lor x şi y  ca fiind expresia [ ] 1 1, .x y xyx y− −=  ArătaŃi că pentru orice  

, ,x y z G∈  se verifică relaŃiile: 

 a)  [ ], ;xy yx x y e= ⇔ =  

 b) [ ] [ ] [ ]1, , , ;xy z x y z x x z−=  

 c) [ ] [ ] [ ] 1, , , .x yz x y y x z y−=  
 

 6. Fie G un grup astfel încât ( ): ( ) ,G Z G n=  1.n ≥  ArătaŃi că 

 a) în G există cel mult 2n  comutatori diferiŃi; 

 b) [ ]
11 2 1, , , ,

nn
x y x y y xy y

−+ −   =      pentru orice , .x y G∈  
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 7. Definim 'G  subgrupul derivat al grupului G (sau comutantul 
lui G) ca fiind subgrupul generat de mulŃimea comutatorilor lui G: 

[ ]{ }' , | , .G x y x y G= ∈  

 Subgrupul derivat al lui G se mai notează cu (1)G  sau [ ], .G G  

Atunci: 
 a) StabiliŃi o reprezentare a elementelor lui ';G  
 b) ArătaŃi că G este grup comutativ dacă şi numai dacă ' ( );G e=  

 c) Dacă G este finit, atunci / ( )GG G C x′ ≤  unde x G∈  şi ( )GC x  

este centralizatorul lui x în G (subgrupul lui G format din toate ele-
mentele grupului G care comută cu x);  
 d) DeterminaŃi subgrupul derivat al grupului S n  pentru ≥1;n  

 e) ArătaŃi că pentru 5,n ≥  subgrupul derivat al lui A n  este A .n  
 

 8. Fie :f G G→  un morfism de grupuri. ArătaŃi că ( ) .′′ ⊆f G G  
StabiliŃi ce condiŃie suplimentară trebuie impusă lui  f pentru a obŃine 
egalitate în relaŃia precizată. 

 

 9. Fie G un grup şi .  H G⊲  ArătaŃi că:  

 a) ;  H G′ ⊲  

 b) .  G G′ ⊲  
 

 10. Fie H un subgrup al grupului G. Atunci: 
 a) Dacă ',H G⊇  demonstraŃi că H G⊲   şi grupul factor /G H  

este abelian. Ce fel de grup este /G G′ ? 
 b) Dacă   H G⊲  şi /G H  este grup abelian, arătaŃi că .′⊇H G  

 

 11. Fie G un grup. Pentru fiecare număr natural n definim 
recursiv subgrupurile ( )nG  ale lui G astfel: 

(0)G G=  şi ( ) ( )( 1) ( ) ( ), ,+ ′ = = 
nn n nG G G G  pentru 0.≥n  

( )nG  poartă numele de al n-lea comutant al grupului G.  ArătaŃi că: 
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 a) G este rezolubil dacă şi numai dacă există n număr natural ne-
nul pentru care ( ) ( ).nG e=  

 b) Fie G un grup rezolubil iar 0n  cel mai mic număr natural pen-

tru care 0( ) ( )=nG e  ( 0n  se va numi grad de rezolubilitate al lui G). 

 Dacă considerăm şirul rezolubil 1( )   ...    ,re H H G= ⊲ ⊲ ⊲  atunci 
( ) ,i

iG H≤  1 .≤ ≤i r  În particular, 0.≥r n  
 c) StabiliŃi care este gradul de rezolubilitate al unui grup abelian 
G care are mai mult de un element şi al grupului S 3.  

 

 12. Folosind caracterizarea grupurilor rezolubile de la exerciŃiul 
anterior, să se demonstreze că S n  nu este rezolubil pentru 5.n ≥  
 

 13. Un şir normal 1 1 0... ( )n nG H H H H e−= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ =  al grupu-

lui G se numeşte central dacă ( )1 1/ / ,i i iH H Z G H− −≤  pentru 1, .i n∈   

Grupul G se va numi grup nilpotent. 
 a) Pentru grupul G construim recursiv şirul ( ) 0

( )n n
Z G

≥
 astfel: 

0 ( ) ( )Z G e=  şi ( )1( ) / ( ) / ( ) ,n n nZ G Z G Z G Z G+ =  1.n ≥  

ArătaŃi că G este grup nilpotent dacă şi numai dacă există n∈ℕ  
astfel încât ( ) .nZ G G=  
 b)  DemonstraŃi că orice grup rezolubil este nilpotent. AfirmaŃia 
reciprocă este adevărată? 
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Capitolul V 
 

ELEMENTE DE TEORIE GALOIS 
 

 În acest capitol apare ideea de bază a teoriei lui Galois şi anume, 
studiul proprietăŃilor unor extinderi de corpuri cu ajutorul unui grup 
de automorfisme asociat extinderii. Dacă L K⊇  este o extindere de 
corpuri comutative, atunci cu ( ; )L L K  se notează laticea subcorpu-
rilor intermediare între L şi K. Dacă G este grupul Galois de auto-
morfisme asociat extinderii ,L K⊇  atunci ( )L G  notează laticea 
subgrupurilor lui G. 
 În V.9., teorema fundamentată prezintă condiŃii în care, între cele 
două latice se stabileşte o bijecŃie. Pentru a ajunge aici a fost nece-
sară studierea în paragrafele precedente a extinderilor normale şi se-
parabile, precum şi stabilirea unor rezultate ajutătoare privind rădă-
cinile primitive ale unităŃii şi corpurile finite. Teorema fundamentală 
a teoriei lui Galois va constitui instrumentul de bază folosit în capi-
tolul următor pentru studiul rezolvării ecuaŃiilor prin radicali. 
 

1. Grup Galois al unei extinderi. CorespondenŃe Galois 
 

 Fie M o mulŃime oarecare. Prin permutare a mulŃimii M se înŃe-
lege orice funcŃie bijectivă : .M Mσ →  MulŃimea tuturor permutări-
lor mulŃimii M, notată ( ),S M  formează un grup în raport cu com-
punerea funcŃiilor, numit grupul permutărilor mulŃimii M. 
 În continuare considerăm L un corp comutativ şi notăm mulŃimea 
automorfismelor corpului L cu ( )Aut L . Evident, ( ) ( ).SAut L L⊆  

 Dacă , ( ),Aut Lσ τ ∈  atunci ( )Aut Lσ τ ∈�  şi 1 ( ).Aut Lσ − ∈  
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 Deci, ( )Aut L  este un subgrup al lui ( ).S L  ( )Aut L  poartă nume-
le de grup al automorfismelor corpului L. 
 Să presupunem, în plus, că L este o extindere a corpului K şi să 
notăm 

 (1)   { }( | ) ( ) , ( ) . G L K Aut L a K a aσ σ= ∈ ∀ ∈ =  

 Dacă , ( | ),G L Kσ τ ∈  atunci, ( ) , ( ) , .  a a a a a Kσ τ= = ∀ ∈  

( )( ) ( ( )) ( )a a a aσ τ σ τ σ= = =�  şi 1( ) ,a aσ − =  .a K∀ ∈  

 Prin urmare, ( | )G L Kσ τ ∈�  şi 1 ( | ).G L Kσ − ∈  Deci, ( | )G L K  

este un subgrup al lui ( ).Aut L  

 Grupul ( | )G L K  definit de relaŃia (1) poartă numele de grup 

Galois al extinderii .L K⊇  

 Exemple. 1� . Fie L un corp oarecare şi P subcorpul său prim 
( P ≃ ℚ  sau pP ≃ ℤ  pentru un anumit p prim).  

Dacă ( ),Aut Lσ ∈  atunci (1) 1.σ =  De aici, se deduce că ( ) ,a aσ =  

.a P∀ ∈  Prin urmare, ( | ) ( ).G L P Aut L=   

2� . Să considerăm extinderea ⊇ℂ ℝ  şi ( | ).Gσ ∈ ℂ ℝ  Pentru orice 

,a∈ℝ  ( ) .a aσ =  Dacă ,z a bi= + ∈ℂ  atunci: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )z a i b a i bσ σ σ σ σ= + = +  

2 21 ( 1) ( ) ( ) .i iσ σ σ− = − = =  

 Rezultă ( ) .i iσ = ±  Dacă ( ) ,i iσ =  atunci 1 .σ = ℂ  

Dacă ( ) ,i iσ = −  atunci, pentru orice ,z a bi= + ∈ℂ  

( ) ( )z a bi a bi zσ σ= + = − =  

cu alte cuvinte, σ  este aplicaŃia de conjugare. 
 ( | )G ℂ ℝ  conŃine două elemente şi este izomorf cu 2( , ).+ℤ  

 Pentru extinderea de corpuri ,L K⊇  fixată, să notăm 
( | )G G L K=  

şi cu ( )L G  mulŃimea subgrupurilor lui G. RelaŃia " "⊆  este o relaŃie 

de ordine pe ( ).L G  Mai mult, ( )L G  este o latice completă în ra-

port cu relaŃia " "⊆ . Pentru o familie oarecare ( )i i IH ∈  de subgrupuri 
ale lui G: 
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inf( ) ,i i I i
i I

H H∈
∈

=∩  sup( ) .i i I i
i I

H H∈
∈

= ∪  

 Pentru aceeaşi extindere L K⊇  notăm: 

( ; )L L K = { }| subcorp al lui , ⊇E E     L  E K  

mulŃimea subcorpurilor intermediare între L şi K. RelaŃia de incluziu-
ne este o relaŃie de ordine pe ( ; ).L L K  Mai mult, ( ; )L L K  este o la-

tice completă în raport cu relaŃia " "⊆ . Dacă ( )i i IE ∈  este o familie de 
corpuri intermediare, atunci: 

inf( ) ,i i I i
i I

E E∈
∈

=∩   sup( ) .i i I i
i I

E K E∈
∈

 
=  
 
∪  

 În cazul {1,2},I =  ( )1 2K E E∪  se mai notează simplu 1 2E E  şi se 

numeşte compozit al corpurilor 1E  şi 2 .E  
 Între cele două latice definite mai sus se stabilesc, în mod natural, 
două aplicaŃii. 
 Fie 
 (2)      : ( ) ( ; )L LF G L K→  
definită prin: 

 (3)    { }( ) ( ) , . F H L Hα σ α α σ= ∈ = ∀ ∈  

Este clar că ( ) .F H K⊇  Se foloseşte şi notaŃia ( ) .HF H L=  

 Dacă , HLα β ∈  şi 0,α ≠  atunci, pentru orice :Hσ ∈  
( ) ( ) ( ) ( )F Hσ α β σ α σ β α β α β− = − = − ⇒ − ∈  
( ) ( ) ( ) ( )F Hσ αβ σ α σ β αβ αβ= = ⇒ ∈  

1 1 1 1( ) ( ) ( ).F Hσ α σ α α α− − − −= = ⇒ ∈  

 Deci, ( )F H  este un subcorp al lui L care include K şi aplicaŃia F 
este bine definită. Ca aplicaŃie între două mulŃimi ordonate, F este 
antimonotonă, adică: 

1 2, ( ),LH H G∀ ∈  1 2 1 2( ) ( ).H H F H F H⊆ ⇒ ⊇  
 A două aplicaŃie este definită astfel: 
 (4)      : ( ; ) ( )L LL K GΦ →  

 (5)     ( ) ( | ),E G L EΦ =  ( ; ).LE L K∀ ∈  
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 AplicaŃia Φ  este bine definită deoarece din L E K⊇ ⊇  rezultă: 
( | ) ( | ).G L E G L K⊆  

În general, dacă 1 2, ( ; ),LE E L K∈  atunci, 

1 2 1 2( ) ( ),E E E E⊆ ⇒Φ ⊇Φ  
cu alte cuvinte, şi aplicaŃia Φ  este antimonotonă. 
 łinând seama de definiŃii, rezultă: 

( | ) ,HG L L H⊇  ( )LH G∀ ∈  
( | ) ,G L EL E⊇  ( ; ).LE L K∀ ∈  

 sau 
(6)      ( )( ) ,F H HΦ ⊇�  ( )LH G∀ ∈  

(7)      ( )( ) ,F E EΦ ⊇�  ( ; ).LE L K∀ ∈  

 AplicaŃiile F şi Φ  definite de relaŃiile (2) – (5) poartă numele de 
corespondenŃe Galois. În V.9. vom prezenta condiŃii în care cele do-
uă aplicaŃii sunt una inversa celeilalte. 
 

2. Endomorfismul lui Frobenius. Corpuri perfecte 
 

 Fie K un corp comutativ de caracteristică p. Definim aplicaŃia: 
 (1)     : ,u K K→  ( ) ,pu a a=  .a K∀ ∈  

 Dacă , ,a b K∈  atunci: 

( ) ( ) ( ) ( ),p p pu ab ab a b u a u b= = =  
1

1

( ) ( ) ( ) ( ).
p

p p k p k k p p p
p

k

u a b a b a C a b b a b u a u b
−

−

=

+ = + = + + = + = +∑  

Am Ńinut seama că p este număr prim şi | k
pp C  pentru 1, 1.k p∈ −   

 Prin urmare, u este morfism (unitar) de corpuri. 
 Morfismul definit în relaŃia (1) poartă numele de endomorfismul 
lui Frobenius. 
Deoarece u este endomorfism şi ...k

k

u u u u= � � ������
 factori

 este endomorfism. 

 Cum ( ) , ,
kk pu a a a K= ∀ ∈  din proprietatea de morfism rezultă că 

într-un corp de caracteristică p: 
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( ) ,
k k kp p pa b a b+ = +  , ,a b K∀ ∈  .k∀ ∈ℕ  

 Se ştie că orice corp K de caracteristică p conŃine un subcorp 
izomorf cu .pℤ  Se poate presupune chiar că pℤ  este subcorp al lui 

K. Conform micii teoreme a lui Fermat: 
,pa a=  pa∀ ∈ℤ  sau ( ) ,u a a=  .pa∀ ∈ℤ  

 Reciproc, dacă a K∈  şi ( ) ,u a a=  atunci ,pa a=  sau a este o ră-

dăcină a polinomului [ ].pf X X K X= − ∈  Deoarece f nu poate avea 

mai mult de p rădăcini în K şi toate elementele lui pℤ  sunt rădăcini 

ale lui f, rezultă .pa∈ℤ  

 Prin urmare, subcorpul pℤ  al lui K coincide cu mulŃimea elemen-

telor lui K invariate de endomorfismul lui Frobenius. 
 Ca orice morfism de corpuri, u este injectiv. Prin urmare, 

, ,a b K∀ ∈  .p pa b a b= ⇒ =  
 2.1. DefiniŃie. Fie K un corp comutativ. Se spune despre K că 
este corp perfect dacă, 0carK =  sau 0carK p= ≠  şi endomorfis-

mul lui Frobenius este izomorfism. 
 Toate corpurile de caracteristică zero sunt corpuri perfecte. 
 În cazul corpurilor finite, din injectivitatea lui u rezultă şi surjecti-
vitatea lui u. Deci, corpurile finite sunt perfecte. 
 Fie K un corp algebric închis de caracteristică 0.p ≠  Pentru orice 

,b K∈  polinomul [ ]pf X b K X= − ∈  are rădăcinile în K. Există 

,a K∈  astfel încât ( ) 0f a =  sau ( ) .u a b=  Prin urmare, u este surjec-
tiv. Deci, corpurile algebric închise sunt corpuri perfecte. 
 În plus, revenind la polinomul f, din ( ) 0,f a =  rezultă pb a=  deci 

( ) pf X a= −  şi astfel, f are o rădăcină multiplă de ordinul p. 
 2.2. PropoziŃie. Fie K un corp de caracteristică p care nu este 
corp perfect. Dacă \ Im ,b K u∈  atunci polinomul pf X b= −  este 

ireductibil în [ ].K X  

 DemonstraŃie. Fie K  închiderea algebrică a lui K şi Kα ∈  o ră-
dăcină a lui f. Ca şi mai sus, rezultă ( ) .pf X α= −  Deoarece [ ]K X  
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este inel factorial, f este produs de factori ireductibili. Putem presu-
pune că aceşti factori ireductibili sunt unitari. Fiecare dintre aceşti 
factori este polinom minimal al lui .α  Notând cu s numărul factori-
lor, .sf pα=  Rezultă .p d f s d pα= = ⋅� �  Cum p este număr prim, re-

zultă s p=  sau 1.s =  Dacă ,s p=  atunci [ ],p X K Xα α= − ∈  deci 

Im ,pb uα= ∈  contradicŃie. 
Rezultă, 1s =  şi f pα=  este ireductibil în [ ].K X   □  
 

3. Rădăcini primitive ale unităŃii 
 

 Fie K un corp comutativ.  Vom începe cu o proprietate pe care o 
au subgrupurile finite ale lui *.K  
 3.1. PropoziŃie. Fie K un corp comutativ şi G un subgrup finit al 
lui *( , ).K ⋅  Atunci, G este ciclic. 

 DemonstraŃie. Fie n G=  şi 1
1 ... r

rn p pα α=  descompunerea în fac-

tori primi a lui n ( i jp p≠  pentru i j≠ ). Este suficient să arătăm că 

în subgrupul G există un element de ordin n. 

 Fie 1, ,i r∈  o valoare fixată. Polinomul 1 [ ]i

n

pf X K X= − ∈  are 

cel mult 
i

n

p
 rădăcini în K. Rezultă că există ,ix G∈  astfel încât 

1.i

n

p
ix ≠  Notăm .

i
i

n

p
i iy x

α

=  

 Vom arăta că elementul iy  are ordinul .i

ip α  

 Din . 1,
i

i Gp n
i i iy x x
α

= = =  obŃinem | .i

i iordy p α  Deci, ,k
i iordy p=  

.ik α≤  Dacă ,ik α<  atunci ( )
1

1,
ki

ik
i i

n
p

p p
i ix y

α − −

= =  contradicŃie cu 

alegerea lui .ix  Deci, ik α=  şi .i

i iordy p α=  

Cu elementele 1,..., ry y  determinate ca mai sus, notăm 1... .ry y y=  

Deoarece G este grup comutativ şi ( ), 1,i jordy ordy =  pentru ,i j≠  

1 ... .rordy ordy ordy n= ⋅ ⋅ =  Rezultă ( ).G y=   □  
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 Fie în continuare K un corp comutativ algebric închis şi *.n∈ℕ  
 În cazul 0,carK p= ≠  presupunem în plus, | .p n/  

 Polinomul 1nf X= −  are în K exact n rădăcini. În ipoteza făcută, 
1nf nX −′ =  are în K numai rădăcina 0. Polinoamele f şi f ′  nu au ră-

dăcini comune şi ca urmare, f are numai rădăcini simple. Notăm 

 (1)       { }1 .n
nU Kα α= ∈ =  

 ,nU  fiind mulŃimea rădăcinilor lui f în K, are exact n elemente. 

 Dacă , ,nUα β ∈  atunci ( ) 1n n nαβ α β= =  şi 1 1( ) ( ) 1,n nα α− −= =  

adică ,nUαβ ∈  1 .nUα − ∈  

 Prin urmare, nU  este un subgrup al lui *( , ).K ⋅  

 nU  poartă numele de grup multiplicativ al rădăcinilor de grad n 

ale unităŃii, din corpul algebric închis K. 
 Conform 3.1., nU  este grup ciclic. 

 Un generator ξ  al grupului nU  poartă numele de rădăcină primi-

tivă de gradul n a unităŃii. 

{ }2 11, , ,..., .n
nU ξ ξ ξ −=  

 Din proprietăŃile grupurilor finite se ştie că elementul kξ  este şi 

el un generator al grupului nU  dacă şi numai dacă ( , ) 1.n k =  

 Prin urmare, există exact ( )nϕ  rădăcini primitive de grad n ale 

unităŃii, unde funcŃia ϕ  este indicatorul lui Euler. 
 Vom considera în continuare, în locul lui K, corpul ℂ  al numere-
lor complexe. nU  poartă în acest caz numele de grup multiplicativ al 

rădăcinilor complexe de grad n ale unităŃii. 
2 2

cos sin 0, 1 .n

k k
U i k n

n n

π π = + ∈ − 
 

 

 O rădăcină primitivă de grad n a unităŃii este, în acest caz, 
2 2

cos sin .i
n n

π π
ξ = +  
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 Mai sunt rădăcini primitive de grad n ale unităŃii, toate puterile 
kξ  cu ( , ) 1.n k =  

 Dacă ξ  este o rădăcină complexă, primitivă de grad n a unităŃii, 

atunci ( )ξℚ  poartă numele de al n – lea corp ciclotomic. Denumirea 

provine de la faptul că imaginile geometrice ale elementelor lui nU  

taie cercul unitate din planul complex în n părŃi egale. 
 Rădăcinile unităŃii sunt numere algebrice. Putem vorbi despre po-
linomul lor minimal. 
 3.2. Teoremă. Fie ξ  o rădăcină primitivă complexă de grad n a 

unităŃii şi f polinomul minimal al lui ξ  peste .ℚ  Atunci: 

a) [ ];f X∈ℤ  

b) Dacă ( ) 0,f η =  atunci η  este rădăcină  primitivă de grad 

n a unităŃii; 
c) Dacă η  este o rădăcină primitivă de grad n a unităŃii, 

atunci ( ) 0;f η =  

d) ( );d f nϕ=�  

e) [ ]( ) : ( ).nξ ϕ=ℚ ℚ  

 DemonstraŃie. a) ξ  este o rădăcină a polinomului 1 [ ].nX X− ∈ℤ  

Prin urmare, | 1.nf X −  Deoarece [ ]Xℤ  este inel factorial, 1nX −  

se descompune în [ ]Xℤ  în produs de factori ireductibili. Putem pre-
supune că toŃi aceşti factori sunt unitari. Datorită unicităŃii descom-
punerii în factori, f coincide cu unul din factori.  
b) Dacă η  este o altă rădăcină a lui f, atunci conform III.7.4., există 

un izomorfism ( ) ( )ξ η→ℚ ℚ  care invariază elementele lui ℚ  şi du-

ce ξ  în .η  În particular, 1 1,m mξ η= ⇔ =  .m∈ℕ  

 Rezultă ,ord ord nξ η= =  deci η  este rădăcină primitivă de grad 
n a unităŃii. 
c) Fie η  altă rădăcină primitivă de grad n a unităŃii şi g polinomul 

minimal al lui η  peste .ℚ  Trebuie demonstrat că .f g=  
 Deoarece f şi g sunt polinoame ireductibile unitare, este suficient 
să demonstrăm că ( , ) 1.f g /∼  Presupunem, prin reducere la absurd, 
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că ( , ) 1.f g ∼  Din | 1nf X −  şi | 1,ng X −  rezultă că există h,  poli-

nom din [ ],Xℤ  astfel încât 

 (2)        1 .nX fgh− =  

 Deoarece η  este rădăcină primitivă de grad n a unităŃii, există k, 

1 1,k n≤ ≤ −  ( , ) 1,k n =  astfel încât .kη ξ=  
 Repetând eventual raŃionamentul, este suficient să tratăm cazul 

pη ξ=  unde p este număr prim şi | .p n/  

 Fie ( ).p
pg g X=  Din ( ) ( ) 0,pg gξ η= =  rezultă că | .pf g  Deci 

există 1 [ ],f X∈ℤ  astfel încât 1.pg ff=  Fie : pπ →ℤ ℤ  surjecŃia ca-

nonică şi : [ ] [ ]pX Xπ →ℤ ℤ  unicul morfism de inele care extinde π  

cu proprietatea că ( ) .X Xπ =  Pentru  un polinom oarecare [ ],t X∈ℤ  

notăm ( ).t tπ=  Din relaŃiile de mai sus, rezultă: 

1nX f g h− = ⋅ ⋅ɵ  şi 1.pg f f= ⋅  

 Datorită teoremei lui Fermat, ,pa a=  pa∀ ∈ℤ  şi 

1( ) .
pp

pg g X g f f= = = ⋅  

 Rezultă că f  şi g  au rădăcini comune, deci 1nX − ɵ  are rădăcini 

multiple. Dar, ( ) 11 1n nX n X −′
− = ⋅ ⋅ɵ ɵ  are numai rădăcina 0 care nu 

este şi rădăcină pentru 1.nX − ɵ  Am obŃinut o contradicŃie. Ipoteza fă-
cută, ( , ) 1f g ∼  este falsă. Prin urmare, .f g=  
d) Conform b) şi c), gradul lui f este egal cu numărul rădăcinilor 
primitive de grad n ale unităŃii, deci ( ).d f nϕ=�  

e) [ ]( ) : ( ).d f nξ ϕ= =�ℚ ℚ   □  

 3.3. DefiniŃie. Polinomul minimal al unei rădăcini primitive de 
grad n a unităŃii se numeşte al n – lea polinom ciclotomic şi se no-
tează cu .nF  

 Deoarece 1 {1},U =  1 1.F X= −  
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  Deoarece 2 { 1,1}U = −  şi  1−  este rădăcină primitivă de gradul doi 

a unităŃii, 2 1.F X= +  

 Deoarece 2
3 {1, , },U ε ε=  unde 2 1 0,ε ε+ + =  ε ∈ℂ  şi ε  este o 

rădăcină primitivă de gradul 3 a unităŃii, 2
3 1.F X X= + +  

 3.4. ConsecinŃă. Fie *.n∈ℕ  Atunci: 
 (3)       

|

1 .n
d

d n

X F− =∏  

(în ultima egalitate, ca şi în continuare, considerăm numai divizorii 
pozitivi). 
 DemonstraŃie. Dacă | ,d n  atunci | 1.n

dF X −  Dacă 1d  şi 2d  sunt 

doi divizori distincŃi ai lui n, atunci 
1dF  şi 

2dF  nu au rădăcini comu-

ne, deci ( )
1 2
, 1.d dF F ∼  Rezultă 

|

| 1.n
d

d n

F X −∏  Reciproc, fie f un fac-

tor ireductibil în [ ],Xℤ  unitar, al lui 1nX −  şi α  o rădăcină a lui f. 

Din 1nα =  rezultă | .ord d nα =  α  este o rădăcină primitivă de grad 

d a unităŃii şi .df F=  Rezultă 
|

1 .n
d

d n

X F− =∏   □  

 3.5. ConsecinŃă. Fie *.n∈ℕ  Atunci: 

|

( ).
d n

n dϕ=∑  

 DemonstraŃie. Din (3), rezultă 
| |

( ).d
d n d n

n d F dϕ= =∑ ∑�  □  

 
4. Corpuri finite 

 

 Structura de corp finit are o serie de proprietăŃi remarcabile. 
 4.1. PropoziŃie. Fie L un corp finit şi K un subcorp al său. 
Atunci: 

[ : ]
.

L K
L K=  

 DemonstraŃie. Deoarece L este corp finit, K este corp finit şi ex-
tinderea L K⊇  este finită. Fie [ : ]L K n=  şi 1( ,..., )ne e  o bază în 

.K L  Pentru ,y L∈  există şi sunt unici 1,..., nc c K∈  astfel încât 
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1

.
n

i i
i

y c e
=

=∑  

 Rezultă că aplicaŃia: 

,nK L→  1
1

( ,..., )
n

n i i
i

c c c e
=

→∑  

este o bijecŃie. Deci, 
[ : ]

.
n L KnL K K K= = =  □  

 4.2. ConsecinŃă. Fie K un corp finit. Există un număr prim p şi 
* ,n∈ℕ  astfel încât 

.nK p=  

 DemonstraŃie. Fie .p carK=  Deoarece K este corp finit, p este 

număr prim şi .pK ⊇ℤ  Fie [ : ].pn K= ℤ  Din 4.1., rezultă: 

.
n n

pK p= =ℤ  □  

 ConsecinŃa 4.2. este o proprietate de cardinalitate a corpurilor 
finite. Nu pentru orice număr m poate exista un corp cu m elemente. 
Dacă există un astfel de corp, atunci, obligatoriu m�	
�	��	������� np  

cu p prim şi *.n∈ℕ  Vom vedea în continuare că relaŃia nm p=  este 
şi o condiŃie suficientă de existenŃă a unui corp finit cu m elemente. 
 4.3. Teorema lui Weddeburn. Orice corp finit este comutativ. 
 DemonstraŃie. Fie K un corp finit. Notăm 

{ }, .C a K ax xa x K= ∈ = ∀ ∈  

 C este subcorp al lui K, numit centrul lui K. 
 Dacă ,p carK=  atunci C include subcorpul prim pℤ  al lui K. 

 Corpul K este comutativ dacă şi numai dacă .C K=  
 Fie [ : ] .K C n=  Să presupunem că 1.n >  Aplicăm ecuaŃia claselor 

pentru grupul *( , )K ⋅  unde * \ {0}K K= : 

 (4)     ( )* * * *: ( )
a S

K C K C a
∈

= +∑  

unde S este un sistem de reprezentanŃi ai claselor de elemente conju-
gate care nu aparŃin centrului (peste tot *  înseamnă excluderea ele-
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mentului 0) iar { }( ) .C a y K ay ya= ∈ =  ( )C a  este de asemenea un 

subcorp al lui K, ( )C a C⊇  şi ( )C a K≠  pentru .a C∈/  

Notăm [ ( ) : ] ( ).C a C d a=  Din ( )C C a K⊆ ⊆  rezultă ( ) | .d a n  Pentru 

,a C∈/  ( ) .d a n<  Fie .q C=  Din 4.1., rezultă 

,nK q=  ( )( ) .d aC a q=  
*

* *
( )*

1
( : ( ) ) 1,

1( )

n

d a

K q
K C a

qC a

−
= = >

−
 pentru .a C∈/  

 Din (4) rezultă: 

 (5)     
( )

1
1 1 .

1

n
n

d a
a S

q
q q

q∈

−
− = − +

−∑  

 Dacă nF  este al n – lea polinom ciclotomic, atunci din | 1n
nF X −  

în [ ],Xℤ  rezultă 

 (6)        ( ) | 1.n
nF q q −  

 Dacă ( ) ,d a n<  atunci ( ) 1d aX −  şi nF  nu au rădăcini comune, 

deci ( )( ) 1, 1.d a
nX F− ∼  Rezultă 

( )

1
|

1

n

n d a

X
F

X

−
−

 în [ ]Xℤ  şi 

 (7)       
( )

1
( ) | .

1

n

n d a

q
F q

q

−
−

 

 Din (5), (6) şi (7), rezultă ( ) | 1.nF q q −  
 Vom arăta că ultima relaŃie nu este posibilă. 
 Dacă 2,n =  atunci 2 1,F X= +  2 ( ) 1 | 1.F q q q= + −/  

 Dacă 2n >  şi ξ  este o rădăcină a lui ,nF  atunci ,a biξ = +  

,a∈ℝ  *.b∈ℝ  În plus, 2 2 1,a bξ = + =  deci 1.a <  

2 2 1 1.q q a bi q aq qξ− = − − = − + > −  

 (8)       ( ).nF X
ξ

ξ= −∏  

În (8) ξ  parcurge rădăcinile primitive de grad n ale unităŃii. 
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( ) 1.nF q q q
ξ

ξ= − > −∏  

 Deci ( ) | 1.nF q q −/  Ipoteza 1n >  ne-a condus la o contradicŃie. 

Rezultă 1,n =  K C=  şi K corp comutativ.  □  
 4.4. ConsecinŃă. Două corpuri finite cu acelaşi număr de elemen-
te sunt izomorfe. 
 DemonstraŃie. Fie K un corp finit. Conform teoremei 4.3.,  K este 
corp comutativ. Fie .n K=  *( , )K ⋅  este grup cu 1n −  elemente. 

 Pentru orice * ,x K∈  1 1.nx − =  
 Rezultă că toate elementele lui K sunt rădăcini ale polinomului 

[ ]n
pf X X X= − ∈ℤ  unde .p carK=  

 Prin urmare, K este corp de descompunere pentru f. Acum 4.4. re-
zultă din III.7.6.   □  
 ConsecinŃă 4.4. este o proprietate de unicitate a corpurilor finite. 
 4.5. ConsecinŃă. Fie K un corp finit. Atunci grupul *( , )K ⋅  este 

grup ciclic. 
 DemonstraŃie. Conform teoremei lui Wedderburn, K este corp co-
mutativ, deci *( , )K ⋅  este grup abelian. Din 3.1., rezultă că grupul 
menŃionat este grup ciclic.  □  
 4.6. Teoremă. Pentru orice număr prim p şi orice * ,n∈ℕ  există 

un corp cu np  elemente. 

 DemonstraŃie. Fie p un număr prim şi L o închidere algebrică a lui 

.pℤ  Polinomul [ ]
np

pf X X X= − ∈ℤ  are toate rădăcinile în L. De-

oarece 1,f ′ = −  rădăcinile lui f sunt distincte. Fie 

{ }( ) 0 .K L fα α= ∈ =  

 K are np  elemente. Pentru :Lα ∈  

( )nK uα α α∈ ⇔ =  

unde :u L L→  este endomorfismul lui Frobenius. 
 Dacă , ,Kα β ∈  atunci: ( ) ,nu α α=  ( ) .nu β β=  

( ) ( ) ( ) ,n n nu u uα β α β α β+ = + = +  ( ) ( ) ,n nu uα α α− = − = −  
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( ) ( ) ( ) ,n n nu u uαβ α β αβ= =  1 1 1( ) ( ) ,n nu uα α α− − −= =  0.α ≠  

Prin urmare, K este un subcorp al lui L şi .nK p=   □  

 4.7. ConsecinŃă. Fie K un corp finit cu np  elemente, .p carK=  

Atunci K are un subcorp cu dp  elemente, dacă şi numai dacă |d n  

( *,n d ∈ℕ ). 
 DemonstraŃie. Să presupunem că există un subcorp 1K  al lui K cu 

dp  elemente. Din 1 ,p K K⊆ ⊆ℤ  1[ : ] ,pK d=ℤ  [ : ]pK n=ℤ  şi din 

proprietatea de tranzitivitate a extinderilor finite, rezultă | .d n  

 Reciproc, fie *d∈ℕ  un divizor al lui n. Fie L o închidere 
algebrică a lui K. Conform teoremei 4.6., există un subcorp 1K  al lui 

L cu dp  elemente şi 

{ }1 ( ) ,dK L uα α α= ∈ =  { }( ) .nK L uα α α= ∈ =  

 Din |d n  rezultă 1 .K K⊆  □  
 

5. Problema rădăcinilor multiple ale unui polinom ireductibil 
 

 Fie K un corp comutativ şi [ ],f K X∈  un polinom ireductibil. 
Vom cerceta în ce condiŃii f poate avea rădăcini multiple. 
 Conform propoziŃiei III.6.8., f are rădăcini multiple (într-o extin-
dere a lui K), dacă şi numai dacă ( , ) 1.f f ′ /∼  Deoarece f este ireduc-

tibil, aceasta revine la | .f f ′  Deoarece ,d f d f ′>� �  rezultă 0.f ′ =  

 Fie 
0

,
n

i
i

i

f a X
=

=∑  1,n ≥  1

1

.
n

i
i

i

f ia X −

=

′ =∑  

( )0 0, 1, 1 0 0 , 1, .  sau  i if ia i n i a i n′ = ⇔ = ∈ ⇔ ⋅ = = ∈  

 Distingem două cazuri. 
I. Corpul K are caracteristica zero: 0.carK =  

În acest caz, 1 0 0.i i⋅ = ⇒ =  CondiŃia 0f ′ =  implică *
0 ,f a K= ∈  

deci f inversabil, contradicŃie cu f ireductibil în [ ].K X  Prin urmare, f 
nu poate avea rădăcini multiple. 
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II. Corpul K are caracteristică nenulă: 0carK p= ≠  (Se ştie că 
p este număr prim). 
 În acest caz, 1 0 | .i p i⋅ = ⇒  Deci, dacă | ,p i/  atunci 0ia =  şi 

2
0 2 ... [ ].p p kp p

p p kpf a a X a X a X K X= + + + + ∈  

 Putem formula: 
 5.1. Teoremă. Fie K un corp comutativ şi [ ],f K X∈  un polinom 

ireductibil. Pentru 0,carK =  polinomul f nu are rădăcini multiple. 
Pentru 0,carK p= ≠  f are rădăcini multiple dacă şi numai dacă 

[ ].pf K X∈  

 Să considerăm în continuare 0carK p= ≠  şi [ ].pf K X∈  

 Fie * ,r∈ℕ  astfel încât [ ]
rpf K X∈  şi 

1

[ ].
rpf K X
+

∈/ Există atunci 

[ ],h K X∈  astfel încât ( ).
rpf h X=  Deoarece f este ireductibil, h este 

ireductibil. Afirmăm că h nu are rădăcini multiple. Altfel, [ ]ph K X∈  

şi 
1

[ ],
rpf K X
+

∈  contradicŃie. 

 Fie d h m=�  şi L o extindere a lui K în care h are toate rădăcinile 

1,..., mβ β  (distincte). 

1

( ),
m

i
i

h X β
=

= −∏  
1

( ).
r

m
p

i
i

f X β
=

= −∏  

 Fie L′  o extindere a corpului L în care fiecare polinom 
rp

iX β−  

are o rădăcină ,iα  1, .i m∈  Deoarece 1,..., mβ β  sunt distincte, rădăci-

nile 1,..., mα α  sunt distincte. 

 Cum ,
rp

i iα β=  rezultă ( ) ,
r r r rp p p p

i i iX X Xβ α α− = − = −  adică: 

 (1)       
1

( ) .
r

m
p

i
i

f X α
=

= −∏  

 5.2. Teoremă. Dacă [ ]f K X∈  este polinom ireductibil, atunci 

toate rădăcinile lui f au acelaşi ordin de multiplicitate. 
 DemonstraŃie. În cazul 0,carK =  toate rădăcinile lui f sunt sim-
ple. În cazul 0,carK p= ≠  afirmaŃia rezultă din (1).  □  
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 Cu notaŃiile din (1), m poartă numele de grad redus al polinomu-
lui f şi r poartă numele de exponent al polinomului f sau al rădă-
cinilor lui f. Dacă r este exponentul polinomului ireductibil f, atunci 
toate rădăcinile lui f au ordinul de multiplicitate egal cu .rp  Gradul 
redus al unui polinom ireductibil este egal cu numărul rădăcinilor 
distincte ale polinomului. 
 Gradul n al polinomului ireductibil f, gradul redus m şi expo-
nentul r sunt legaŃi prin relaŃia: 

.rn mp=  

 5.3. DefiniŃie. Fie K un corp comutativ şi [ ]f K X∈  un polinom 

ireductibil. Se spune că f este separabil dacă toate rădăcinile lui f 
sunt simple. În caz contrar, se spune că polinomul f este neseparabil. 
 Din teorema 5.1., rezultă că, în cazul 0,carK =  toate polinoamele 
ireductibile din [ ]K X  sunt separabile. 

 În cazul 0,carK p= ≠  polinomul ireductibil f este neseparabil 

dacă şi numai dacă [ ].pf K X∈  
 

6. Extinderi algebrice separabile 
 

 6.1. DefiniŃie.� Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi Lα ∈  un 
element algebric peste K. Se spune că α  este separabil peste K dacă 
polinomul său minimal [ ]p K Xα ∈  este separabil. În caz contrar, se 

spune că α  este neseparabil peste K. 
 Din teorema 5.1. şi din definiŃia 5.3., rezultă că toate elementele 
algebrice peste un corp K de caracteristică 0 sunt separabile. În cazul 

0,carK p= ≠  elementul ,α  algebric peste corpul K, este nesepara-

bil peste K dacă şi numai dacă [ ].pp K Xα ∈  

  6.2. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere algebrică de corpuri. Se 
spune că extinderea L K⊇  este separabilă dacă toate elementele lui 
L sunt separabile peste K. În caz contrar, se spune că L K⊇  este o 
extindere neseparabilă. 
 Din comentariile de mai sus, rezultă că orice extindere algebrică a 
unui corp de caracteristică 0 este şi o extindere separabilă. 
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 NoŃiunea de extindere separabilă este legată de noŃiunea de corp 
perfect. 
 6.3. PropoziŃie. Corpul K este perfect dacă şi numai dacă orice 
element algebric peste K este separabil peste K. 
 DemonstraŃie. AfirmaŃia este evidentă în cazul 0.carK =  
Fie K un corp perfect de caracteristică 0p ≠  şi L Kα ∈ ⊇  un ele-

ment algebric. Să presupunem că α  este neseparabil peste K. Rezul-
tă că polinomul său minimal [ ]:pp K Xα ∈  

0

,
r

kp
k

k

p b Xα
=

=∑  1.rb =  

 Deoarece K este corp perfect, pentru orice 0, ,k r∈  există ka K∈  

astfel încât ( ) p
k k kb u a a= =  (u fiind endomorfismul lui Frobenius). 

0 0

,
pr r

p kp k
k k

k k

p a X a Xα
= =

 
= =  

 
∑ ∑  

contradicŃie cu faptul că pα  este ireductibil peste K. 
Fie acum K un corp care nu este perfect. Rezultă că endomorfismul 
lui Frobenius nu este surjectiv. Atunci, există ,b K∈  astfel încât, 

( ) ,u a b≠  .a K∀ ∈  

Conform propoziŃiei 2.2., polinomul pf X b= −  este ireductibil în 

[ ].K X  Fie K  închiderea algebrică a lui K şi Kα ∈  o rădăcină a lui 

f. Atunci, f este polinomul minimal al lui α  peste K şi ( ) .pf X α= −  

Deci, α  este neseparabil peste K.  □  
 6.4. ConsecinŃă. Orice extindere algebrică a unui corp finit este 
extindere separabilă. 
 DemonstraŃie. Rezultă din faptul că orice corp finit este perfect şi 
din 6.3.  □  
 6.5. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere algebrică separabilă şi 

( ; ).E L K∈L  Atunci, L E⊇  este extindere separabilă. 

 DemonstraŃie. Fie Lα ∈  şi [ ],p K Xα ∈  polinomul minimal al lui 

α  peste K. Deoarece α  este separabil peste K, pα  are numai rădă-

cini simple. Fie [ ],f E Xα ∈  polinomul minimal al lui α  peste E. Din 



�����

| ,f pα α  rezultă că fα  are numai rădăcini simple. Deci α  este sepa-

rabil peste E. Cum Lα ∈  este arbitrar, extinderea L E⊇  este sepa-
rabilă.  □  
 Reamintim că se spune că extinderea L K⊇  este simplă dacă 
există ,Lα ∈  astfel încât, ( ).L K α=  Elementul α  din această relaŃie 
poartă numele de element primitiv al extinderii. 
 6.6. Teoremă (a elementului primitiv). Orice extindere finită şi 
separabilă este simplă. 
 DemonstraŃie. Fie L K⊇  o extindere finită şi separabilă. 

 În cazul K corp finit, din 
[ : ]

,
L K

L K=  rezultă că şi L este finit. 

Conform 3.1., *( , )L ⋅  este grup ciclic. Dacă x este un element genera-

tor al lui * ,L  atunci ( ).L K x=  
 Rămâne să tratăm cazul K corp infinit. 
 Fie [ : ] dimKL K L n= =  şi 1( ,..., )ne e  o bază în .K L  Rezultă că 
are loc egalitatea: 

1( ,..., ).nL K e e=  
 RaŃionând prin inducŃie după n, este suficient să demonstrăm că 
dacă , ,Lα β ∈  atunci există ,Lγ ∈  astfel încât: 

( , ) ( ).K Kα β γ=  

Fie pα  şi pβ  polinoamele minimale ale lui ,α  respectiv ,β  peste K. 

Considerăm ,K  o închidere algebrică a lui K, astfel încât .K L⊇  

 Fie 1 2, ,..., ,r Kα α α α= ∈  rădăcinile lui .pα  Deoarece α  este se-

parabil peste K, 1 2, ,..., rα α α  sunt distincte. 

 Fie 1 2, ,..., ,s Kβ β β β= ∈  rădăcinile lui .pβ  Deoarece β  este se-

parabil peste K, 1 2, ,..., sβ β β  sunt distincte. 
 Fiecare ecuaŃie de forma: 

 (1)     ,i jx xα β α β+ = +  1, ,i r∈  2,j s∈  

are cel mult o rădăcină în K. 
 Deoarece K este infinit, există ,c K∈  care nu este rădăcină a 
niciunei ecuaŃii de forma (1). Fie 
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cγ α β= +  şi  ( ) ( )[ ].f p cX K Xα γ γ= − ∈  

 Din ( ) ( ) ( ) 0,f p c pα αβ γ β α= − = =  rezultă că f şi pβ  au rădăci-

na comună .β  Arătăm că β  este singura rădăcină comună. Într-ade-

văr, fie jβ  una dintre rădăcinile lui ,pβ  astfel încât: 

( ) ( ) 0.j jf p cαβ γ β= − =  

Există 1, ,i r∈  astfel încât ,j icγ β α− =  sau .i jc cγ α β α β= + = +  

Conform alegerii lui c, rezultă 1i j= =  şi .jβ β=  

 Deducem: 
( , ) .p f Xβ β−∼  

Din , ( )[ ],f p K Xβ γ∈  rezultă că ( ).Kβ γ∈  Deoarece ,cα γ β= −  

( ).Kα γ∈  Prin urmare, ( , ) ( ).K Kα β γ⊆  

Cum incluziunea inversă este evidentă, ( , ) ( ).K Kα β γ=   □  
 

7. Elemente conjugate 
 

 7.1. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi , ,Lα β ∈  ele-

mente algebrice peste K. Se spune că α  şi β  sunt conjugate peste K 

dacă au acelaşi polinom minimal peste K:   
.p pα β=  

 În extinderea ,⊇ℂ ℝ  elementele 1 i+  şi 1 i−  sunt conjugate. Po-

linomul lor minimal peste ℝ  este 2 2 2.X X− +  

 În extinderea ,⊇ℂ ℚ  elementele 3 32, 2ε  şi 23 2ε  sunt conjuga-

te peste ℚ  (ε ∈ℂ  şi 2 1 0ε ε+ + = ), deoarece polinomul lor minimal 

peste ℚ  este 3 2.X −  

 7.2. ConsecinŃă. Fie K un corp comutativ şi ,K  o închidere alge-

brică a lui K. Fie .Kα ∈  Numărul conjugaŃilor în K  ai lui α  (peste 
K) este egal cu numărul rădăcinilor distincte ale polinomului mini-
mal .pα  În cazul 0,carK =  acest număr este egal cu .d pα

�  În cazul 

0,carK p= ≠  acest număr este egal cu gradul redus al lui .pα  
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 DemonstraŃie. A se vedea paragraful 5.  □  
 Vom arăta în continuare că elementele conjugate sunt legate de 
automorfismele din grupul Galois. 

 7.3. Teoremă. Fie K un corp comutativ şi K  o închidere algebri-

că a lui K. Fie .Kα ∈  Numărul conjugaŃilor în K  ai lui α  (peste K) 
este egal cu numărul morfismelor de corpuri 

 (2)         : ( ) ,K Kσ α →  

cu proprietatea ( ) ,a aσ =  .a K∀ ∈  

 DemonstraŃie. Fie 
0

[ ],
n

i
i

i

p a X K Xα
=

= ∈∑  polinomul minimal al 

lui .α  Fie A mulŃimea morfismelor de forma (2) şi B mulŃimea con-

jugaŃilor lui α  în .K  Fie .Aσ ∈  

( ) ( )
0 0

0 ( ) ( ) ( ) .
n n

i i
i i

i i

p a a pα ασ α σ α σ α σ α
= =

 
= = = = 

 
∑ ∑  

Prin urmare, ( )σ α  este un conjugat al lui α , ( ) .Bσ α ∈  
 Definim aplicaŃia: 

: ,F A B→  ( ) ( ),F σ σ α=  .Aσ∀ ∈  

Dacă , Aσ τ ∈  şi ( ) ( ),F Fσ τ=  atunci ( ) ( ).σ α τ α=  Deoarece pentru 

orice ,a K∈  ( ) ( ) ,a a aσ τ= =  rezultă .σ τ=  Deci F este injectivă. 

Fie .Bβ ∈  Din III.7.4., rezultă că există un izomorfism 
: ( ) ( )v K Kα β→  

astfel încât ( ) ,v a a=  a K∀ ∈  şi ( ) .v α β=  

Dacă : ( )j K Kβ →  este morfismul incluziune, atunci j v Aσ = ∈�  

şi ( ) .F σ β=  Deci F este bijectivă şi .A B=   □  

 7.4. ConsecinŃă. Fie K un corp comutativ şi K  închiderea sa al-

gebrică. Elementele , Kα β ∈  sunt conjugate peste K, dacă şi numai 

dacă există ( )| ,G K Kσ ∈ ( ) .σ α β=  

 DemonstraŃie. Dacă α  şi β  sunt conjugate peste K, atunci, con-

form 7.3., există un morfism de corpuri : ( ) ,K Kσ α →  astfel încât 
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( ) .σ α β=  Conform III.9.5., există un morfism : K Kτ →  care pre-

lungeşte ,σ  ( )|G K Kτ ∈  şi ( ) ( ) .τ α σ α β= =  

 Reciproc, dacă ( ) ,σ α β= unde ( )| ,G K Kσ ∈  atunci, urmând 

calculul din demonstraŃia lui 7.3., rezultă: 

( )( ) ( ) (0) 0.p pα αβ σ α σ= = =  

Deci, β  este un conjugat al lui .α   □  
 

8. Extinderi algebrice normale 
 

 8.1. DefiniŃie. Fie L K⊇  o extindere algebrică de corpuri, unde 

.L K⊆  Se spune că L K⊇  este o extindere normală dacă din 

Lα ∈  şi ,Kβ ∈  β  conjugat cu α  peste K, rezultă .Lβ ∈  
 Deci, o extindere algebrică este normală dacă odată cu un element 
conŃine orice conjugat al acestuia peste corpul de bază. 
 Extinderea K K⊇  este extindere normală deoarece pentru orice 

,a K∈  singurul element conjugat cu a peste K este a. 

 Extinderea K K⊇  este evident extindere normală. 

 8.2. PropoziŃie. Fie L K⊇  o extindere de corpuri, .L K⊆  Sunt 
echivalente condiŃiile: 

a) L K⊇  este o extindere normală; 

b) ( )| ,G K Kσ∀ ∈  ( ) ;L Lσ ⊆  

c) ( )| ,G K Kσ∀ ∈  ( ):| | .L G L Kσ ∈  

 DemonstraŃie. " ) )"⇒a b  Fie ( )|G K Kσ ∈  şi .Lα ∈  Din 7.4., 

( )β σ α=  este un conjugat al lui α  peste K. Deoarece L K⊇  este 

extindere normală, .Lβ ∈  Deci, ( ) .L Lσ ⊆  

" ) )"⇒b c  Fie ( )| .G K Kσ ∈  Conform b), putem vorbi despre res-

tricŃia | : .L L Lσ →  Este suficient să demonstrăm că |Lσ  este surjec-

tivă. Fie y L∈  şi yp  polinomul minimal al lui y peste K. Fie 



�����

{ }( ) 0 .yA L pα α= ∈ =  

 MulŃimea A este finită, conŃine y şi, dacă ,Aα ∈  atunci ( ) .Aσ α ∈  

Deoarece restricŃia lui σ  la A este injectivă, este şi surjectivă. Există 
,x A L∈ ⊆  astfel încât ( ) .x yσ =  

" ) )"⇒c a  Fie Lα ∈  şi ,Kβ ∈  un conjugat al lui α  peste K. Con-

form 7.4., există ( )|G K Kσ ∈  astfel încât ( ) .σ α β=  Conform c), 

( ) .Lσ α ∈  □  
 8.3. PropoziŃie. Orice corp de descompunere al unui polinom 
este extindere normală a corpului de bază. 
 DemonstraŃie. Considerăm f un polinom din [ ],K X  1d f n= ≥�  

şi fie 1( ,..., )nL K Kα α= ⊆  un corp de descompunere al lui f. Dacă 

( )| ,G K Kσ ∈  atunci, pentru orice 1, ,i n∈  ( ( )) 0,if σ α =  deci există 

1, ,j n∈  astfel încât ( ) .i j Lσ α α= ∈  Rezultă ( )L Lσ ⊆  şi, conform 

8.2.b), L K⊇  este o extindere normală.  □  

 În particular, deoarece ( )3ℚ  este corp de descompunere al po-

linomului 2 3 [ ],f X X= − ∈ℚ  ( )3 ⊇ℚ ℚ  este extindere normală. 

 8.4. PropoziŃie. Dacă L K⊇  este o extindere finită şi normală, 
atunci L este corp de descompunere al unui polinom [ ].f K X∈  

 DemonstraŃie. Fie 1( ,..., )nα α  o bază în .K L  Atunci rezultă că 

1( ,..., ).nL K α α=  Fie [ ]
i

p K Xα ∈  polinomul minimal al lui iα  peste 

K, 1, .i n∈  Deoarece L K⊇  este extindere normală şi 
i

pα  are o rădă-

cină în L, rezultă că 
i

pα  are toate rădăcinile în L, 1, .i n∈  Notăm 

1

[ ].
i

n

i

f p K Xα
=

= ∈∏  

L este corp de descompunere al polinomului f.   □  
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8.5. PropoziŃie. Fie L K⊇   extindere algebrică şi ( ; ).LE L K∈  

Dacă L K⊇  este extindere normală, atunci L E⊇  este extindere 
normală. 

 DemonstraŃie. L K⊇ este extindere algebrică. Fie K  o închidere 

algebrică a lui K, astfel încât .K L⊇  K  este şi închidere algebrică a 

lui E. Fie ( )| .G K Eσ ∈  Rezultă ( )|G K Kσ ∈  şi, deoarece L K⊇  

este extindere normală, ( ) .L Lσ ⊆  Conform 8.2., L E⊇  este extin-
dere normală.  □  
 8.6. PropoziŃie. Fie L K⊇   o extindere algebrică de corpuri şi 

1 2, ( ; ).LE E L K∈  Atunci: 

a) Dacă 1E K⊇  şi 2E K⊇  sunt extinderi normale, atunci ex-

tinderile 1 2E E K⊇  şi 1 2E E K∩ ⊇  sunt normale: 

b) Dacă 1E K⊇  este extindere normală, atunci 1 2 2E E E⊇  

este extindere normală. 

 DemonstraŃie. a) Fie K  o închidere algebrică a lui K, .K L⊇  

Dacă ( )| ,G K Kσ ∈  atunci, deoarece 1E K⊇  şi 2E K⊇  sunt extin-

deri normale, 1 1( )E Eσ ⊆  şi 2 2( ) .E Eσ ⊆  Rezultă: 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )E E K E E K E E K E E E Eσ σ σ σ= ∪ ⊆ ∪ ⊆ ∪ =

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) .E E E E E Eσ σ σ∩ = ∩ ⊆ ∩  

 Deci, 1 2E E K⊇  şi 1 2E E K∩ ⊇  sunt extinderi normale. 

 b) K  este închidere algebrică şi pentru 2 .E  Dacă ( )2| ,G K Eσ ∈  

atunci 2 2( )E Eσ =  şi ( )| ,G K Kσ ∈  deci 1 1( )E Eσ ⊇  ( 1E K⊇  este 

extindere normală). Ca şi mai sus, se obŃine 1 2 1 2( ) .E E E Eσ ⊆  Deci, 

extinderea 1 2 2E E E⊇  este normală.   □  

 8.7. Teoremă. Dacă L K⊇  este o extindere finită, normală şi se-
parabilă, atunci ( | )G L K  este finit şi: 

( | ) [ : ].G L K L K=  



�����

 DemonstraŃie. Conform teoremei elementului primitiv, extinderea 
L K⊇  este simplă. Fie α  un element primitiv al său. Deci, 

( )L K α=  şi [ : ]d p L Kα =
�  

unde [ ]p K Xα ∈  este polinomul minimal al lui .α  

 Considerăm, ca de obicei, K  o închidere algebrică a lui K care 

include L. Notăm cu { }( ) 0A K pαβ β= ∈ =  mulŃimea conjugaŃilor 

lui α  peste K. Deoarece L K⊇  este o extindere normală, .A L⊆  

Cum α  este separabil peste K, .A d pα= �  Este suficient să demon-

străm că ( | ) .G L K A=  

 Fie ( )| .G L Kσ ∈  ( )σ α  este o rădăcină a lui .pα  AplicaŃia: 

( ): | ,G L K Aλ →  ( ) ( ),λ σ σ α=  ( )|G L Kσ∀ ∈  

este bine definită. 
 Dacă ( ), |G L Kσ τ ∈  şi ( ) ( ),λ σ λ τ=  atunci .σ τ=  Prin urmare, 

aplicaŃia λ  este injectivă şi ( )|G L K  este finit. 

 Dacă ,Aβ ∈  atunci, conform III.7.4., există un izomorfism 

: ( ) ( )K Kσ α β→  astfel încât ( ) ,a aσ =  a K∀ ∈  şi ( ) .σ α β=  

Din ( ) ( )K K L Kβ α⊆ ⊆ =  şi [ ( ) : ] [ ( ) : ] ,K K K K d pαβ α= = �  re-

zultă ( ) .K Lβ =  Deci, ( )|G L Kσ ∈  şi ( ) ,σ α β=  adică aplicaŃia λ  

este bijectivă. Rezultă ( | ) .G L K A=   □  

 8.8. ConsecinŃă. Fie L un corp finit şi K un subcorp al său. 
Atunci ( | )G L K  este ciclic. 

 DemonstraŃie. Fie carL p=  şi K  o închidere a lui K astfel încât 

.p K L K⊆ ⊆ ⊆ℤ  

 Fie [ : ],pd K= ℤ  [ : ],pm L= ℤ  [ : ].n L K=  

 Extinderea L K⊇  este finită, normală (fiind corp de descompu-
nere) şi separabilă (conform 6.4.). Din 8.7., rezultă: 
 (9)      ( | ) [ : ] .G L K L K n= =  
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 Fie :u K K→  endomorfismul lui Frobenius. Deoarece pL ⊇ ℤ  

este extindere normală, putem vorbi despre restricŃia 1u  a lui u la L. 

 Fie 1 .dv u=  Din demonstraŃia teoremei 4.6., rezultă ( ) ,v α α=  

.Kα∀ ∈  Prin urmare, ( )| .v G L K∈  Vom arăta că: 

( ) { }2 1| 1 , , ,..., .n
LG L K v v v −=  

 łinând seama de (9), este suficient să arătăm că .ordv n=  
 Pentru orice ,Lα ∈  ( ) ( ) .n mv uα α α= =  Deci, 1 .n

Lv =  Dacă ar 

exista i, 0 ,i n< <  astfel încât 1 ,i
Lv =  atunci, pentru orice :Lα ∈  

( ) ( ) .
dii di pv uα α α α= = =  

 Polinomul 
dipf X X= −  ar avea în L m dip p>  soluŃii, contradic-

Ńie. Deci, .ordv n=   □  
 

9. Teorema fundamentală a teoriei lui Galois 
 

 În acest paragraf sunt studiate condiŃiile în care corespondenŃele 
între laticea subgrupurilor grupului Galois şi laticea corpurilor inter-
mediare ale unei extinderi sunt bijective. 
 9.1. Teoremă. Fie L K⊇  o extindere finită, normală şi separabi-

lă. Fie ( )|G G L K= , { }( )L G H H G= ≤  şi 

( ; )L L K = { }| subcorp al lui , .⊇E E     L  E K  

Am definit : ( ) ( ; )L LF G L K→  prin 

{ }( ) ( ) , , 
HF H L L Hα σ α α σ= = ∈ = ∀ ∈  ( ).LH G∀ ∈  

 Atunci: 
a) F este bijectivă; 
b) Fie ( ).LH G∈  

  
HH G L K⇔ ⊇⊲  este extindere normală; 

c) Dacă   H G⊲  şi ,HE L=  atunci 

( ) ( ) ( )| | / | .G E K G L K G L E≃  

 DemonstraŃie. Considerăm şi cea de-a doua corespondenŃă 
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: ( ; ) ( )L LL K GΦ →  

definită prin ( ) ( | ),E G L EΦ =  ( ; ).LE L K∀ ∈  
 Pentru a) este suficient să demonstrăm relaŃiile 

( )1
L GFΦ =�  şi  ( ; )1 .

L L KF Φ =�  

 Fie ( ).LH G∈  Din definiŃiile lui Φ  şi F, rezultă: 

 (1)     ( ) ( )( ) | .HF H G L L HΦ = ⊇�  

 Deoarece extinderea L K⊇  este finită, normală şi separabilă, din 

8.7., G este finit şi ( | ) [ : ].G L K L K=  Extinderea HL L⊇  este şi ea 

finită, normală şi separabilă. Conform teoremei elementului primitiv, 
există x L∈  astfel încât ( ).HL L x=  Conform 8.7., 

( | ) [ : ]H H
xG L L L L d p= = �  

unde xp  este polinomul minimal al lui x peste .HL  

 Subgrupul H este finit. Fie H n=  şi 

{ }1 2, ,..., ,nH σ σ σ=  1 1 .Lσ =  

 Notăm:
1

( ( )) [ ].
n

i
i

f X x L Xσ
=

= − ∈∏  

 Fie Hσ ∈  şi fσ  polinomul obŃinut prin aplicarea lui σ  asupra 
coeficienŃilor lui f: 

( ) ( )
1 1

( )( ) ( )
n n

i i
i i

f X x X x fσ σ σ σ
= =

= − = − =∏ ∏�  

deoarece atunci când iσ  parcurge H şi iσ σ�  parcurge H. Prin urma-
re, coeficienŃii lui f sunt invariaŃi de automorfismele din H, adică 

[ ].Hf L X∈  În plus, ( ) 0,f x =  de unde rezultă |xp f  şi .xd p n≤�  
Deci, 

( | ) .HG L L n H≤ =  

 łinând seama şi de relaŃia (1), rezultă: 
 (2)       ( | ) .HG L L H=  

 Deci, ( )1 .
L GFΦ =�  
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 Fie acum ( ; ).LE L K∈  Din definiŃiile lui Φ  şi F, rezultă: 

( ) ( | )( ) .G L EF E L EΦ = ⊇�  

 Deci, 
( | ) .G L EK E L L⊆ ⊆ ⊆  

Cum extinderile E L⊆  şi ( | )G L EL L⊆  sunt finite, normale şi separa-
bile, 

( | ) ( | )[ : ] ( | ) ( | ) [ : ]G L E G L EL L G L L G L E L E= = =  

(a două egalitate rezultă din (2)). 
 Din proprietatea de tranzitivitate a extinderilor finite, rezultă că 

( | )[ : ] 1G L EL E =  sau ( | )G L EL E=  adică  

( ; )1
L L KF Φ =�  

şi se încheie demonstraŃia lui a). 
 Să presupunem acum că H este subgrup normal în G. Fie .HE L=  
Conform a), ( | ) .G L E H=  Pentru a demonstra că E K⊇  este extin-
dere normală, arătăm că E conŃine odată cu un element x, orice con-
jugat al acestuia peste K. 
 Fie deci x E∈  şi x′  un conjugat al său. Conform celor demon-
strate în 8.7., există ( | )G L Kσ ∈  astfel încât ( ) .x xσ ′=  

( ) ,Hx E L x xτ′ ′ ′∈ = ⇔ = .Hτ∀ ∈  

 Deoarece H este subgrup normal în G, 1 .H Hσ σ − =  
 Fie .Hτ ∈  Există Hλ∈  astfel încât 1.τ σλσ −=  

 (3)   ( )( ) ( )1( ) ( ) ( ) ( ) .x x x x xτ σ λ σ σ λ σ−′ ′ ′= = = =  

Am Ńinut seama că x E∈  şi ( | ),G L Eλ∈  deci ( ) .x xλ =  

 Din (3) rezultă x E′∈  şi prin urmare, extinderea E K⊇  este nor-
mală. 
 ImplicaŃia reciprocă de la b) şi c) vor fi demonstrate simultan. 
Fie deci ( ; )LE L K∈  astfel încât E K⊇  să fie o extindere normală. 

Fie ( | ).H G L E=  Are loc şi egalitatea .HL E=  Definim aplicaŃia: 

: ( | ) ( | ),G L K G E KΛ →  ( ) | ,Eσ σΛ =  ( | ).G L Kσ∀ ∈  
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 Deoarece E K⊇  este o extindere normală, Λ  este bine definită. 
Se verifică egalitatea: 

( ) | | | ,E E Eσ τ σ τ=� �  , ( | ),G L Kσ τ∀ ∈  
ceea ce arată că Λ  este un morfism de grupuri. 
 Vom demonstra că Λ  este morfism surjectiv. 

 Fie ( | ).u G E K∈  Fie K  o închidere algebrică a lui K astfel încât 

.K L⊇  Conform III.9.5., există ( )|G K Kτ ∈  care prelungeşte u. 

Deoarece L K⊇  este extindere normală, | ( | ).L G L Kσ τ= ∈  

( ) | | ,E E uσ σ τΛ = = =  
deci Λ  este morfism surjectiv. 
 Ne propunem să determinăm nucleul morfismului .Λ  
Fie ( | ).G L Kσ ∈  

( ) | 1 ( | ) .E EKer G L E Hσ σ σ σ∈ Λ⇔ Λ = = ⇔ ∈ =  

Deci, .Ker HΛ =  De aici rezultă   H G⊲  şi, aplicând teorema funda-

mentală de izomorfism pentru morfismul :Λ  

( ) ( ) ( ) ( )| Im | / | / | .G E K G L K H G L K G L E= Λ =≃  

 Se observă că izomorfismul de la c) este indus de aplicaŃia de res-
tricŃionare a automorfismelor din G la E.  □  
 
 Probleme propuse 
 

 1. Dacă , ( ; )LE F L K∈  şi Lα ∈  element algebric peste E, arătaŃi 

că [ ] [ ]( ) : ( ) : .α α≤EF EF E E  
 

 2. Dacă , , ( ; )LE F G L K∈  şi extinderea F E⊇  este finită, atunci  

FG EG⊇  este o extindere finită şi [ ] [ ]: : .FG EG F E≤  
 

 3. Fie L K⊇  o extindere de corpuri şi E, F două corpuri interme-

diare. Dacă [ ]:E K  şi [ ]:F K  sunt numere prime între ele, arătaŃi că: 

[ ] [ ] [ ]: : : .EF K E K F K= ⋅  
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4. Să se determine: 
 a) rădăcinile complexe de gradul 10 ale unităŃii; 
 b) rădăcinile primitive de gradul 10 ale unităŃii; 
 c) polinomul ciclotomic 10 .F  

 d) descompunerea în factori ireductibili în [ ]ℚ X  a polinomului: 
10 1.= −f X  

 

 5. Considerăm funcŃia lui Möbius, :µ ∗ →ℕ ℤ  definită prin: 

1 2
2

1, 1;

( ) ( 1) , ... ,   prime, distincte;

0, altfel (  prim, astfel ca | ).

µ
=


= − =
 ∃

s
s i

n

n n p p p p

p p n

 

 ArătaŃi că: 
 a) ( ) ( ) ( )µ µ µ=mn m n  dacă ( , ) 1;=m n  

 b) 
|

1, 1
( )

0, 1.
µ

=
= 

>
∑
d n

n
d

n
  

 c) Fie ( , )+G  grup comutativ. Considerăm funcŃiile: 
*, : →ℕf g G  astfel încât 

|

( ) ( ).=∑
d n

f n g d  

 ArătaŃi că are loc egalitatea (formula de inversiune a lui Möbius): 

|

( ) ( ) ,µ  =  
 

∑
d n

n
g n d f

d
 

 d) Dacă ( , )⋅G  este grup abelian şi funcŃiile *, : →ℕf g G  verifi-

că relaŃia 
|

( ) ( ),=∏
d n

f n g d  atătaŃi că 
( )

|

( ) .
µ

 =  
 

∏
d

d n

n
g n f

d
 

 e) Să se arate că 

( )

|

1 .

µ
 

= − 
 
∏

dn

d
n

d n

F X  

 f) Folosind e), să se calculeze în mod direct 6 ,F  10 ,F  12 ,F  15.F  
 

 6. Fie p şi q numere prime distincte. ArătaŃi că: 

( )1

,
−

=
n

n

p
pp

F F X  ( )1 1

.
− −

=
n m

n m

p q
pqp q

F F X  
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Folosind aceste relaŃii, calculaŃi 27F  şi 36 .F  
 

 7. ArătaŃi că pentru un corp finit K, grupul ( )Aut K  este abelian. 
 

 8. Să se arate că ( )4 3
2[ ]/ 1L X X X= + + ɵℤ  este un corp cu 16 ele-

mente. ConstruiŃi apoi un corp cu 8 respectiv, 27 elemente. 
 

 9. Fie K un corp finit şi .a K∈  DeterminaŃi a astfel încât polino-
mul f să fie ireductibil în [ ]K X  dacă: 

 a) 3 2 [ ],= + + ∈f X aX K X  3;=K  

 b)  4 1 [ ],= + + ∈f X aX K X  5.=K  
 

 10. Fie p număr prim şi , , ∈ℤ pa b c  cu 0.≠ ɵa  Să se rezolve în ℤ p  

ecuaŃia 2 0.+ + = ɵax bx c  În cazul în care există, găsiŃi soluŃiile ecua-

Ńiilor: ɵ �22 3 5 10,+ + =ɵ ɵx x  respectiv, 2 3 3 0,+ + =ɵ ɵ ɵx x  în 11.ℤ  
 

 11. Fie K un corp finit de caracteristică p, număr prim şi n număr 

natural. ArătaŃi că polinomul [ ]= − ∈
npf X a K X  are cel mult o ră-

dăcină în K. 
 

 12. Se consideră un corp finit K cu ( ) ,=car K p  număr prim. Să 
se arate că: 
 a) Pentru orice număr natural n, există polinoame ireductibile de 
grad n în [ ].K X  

 b) Pentru orice polinom ireductibil [ ],∈f K X  există un număr 

natural n astfel ca | .−
npf X X  

 

 13. Fie corpul finit (fixat) K, cu q elemente. 
 a) StabiliŃi numărul de polinoame ireductibile, de grad n, neaso-
ciate în divizibilitate din [ ].K X  
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 b) ArătaŃi că numărul polinoamelor unitare, ireductibile, de grad 

p, număr prim, din [ ]K X  este egal cu .
−pq q

p
 

 c) PrecizaŃi toate extinderile de grad p, număr prim, ale lui K. 
 

 14. ArătaŃi că următoarele extinderi sunt simple şi, pentru fiecare 
dintre ele, precizaŃi un element primitiv: 

 a) ( )5, 3 ;⊇ℚ ℚ  

 b)  ( )3 2, 3 .⊇ℚ ℚi  

 

 15. DemonstraŃi că o extindere finită de corpuri ⊇L K  este nor-
mală dacă şi numai dacă L este corp de descompunere al unui po-
linom [ ].∈f K X  

 

 16. Considerăm extinderile de corpuri ⊇ ⊇E L K  astfel încât 
⊇L K  este normală şi E este corpul de descompunere peste L al 

unui polinom [ ].∈f K X  ArătaŃi că ⊇E K  este extindere normală. 

 Se menŃine adevărată afirmaŃia dacă [ ]?∈f L X  Au extinderile 
normale proprietatea de tranzitivitate? 
 

 17. Să se arate că orice extindere pătratică este normală. Este ea şi 
separabilă? 

 
 18. Fie K un corp finit şi [ ],∈f K X  polinom ireductibil. ArătaŃi 

că ( )[ ]/=L K X f  este un corp de descompunere al lui f peste K. 
 

 19. PrecizaŃi care dintre următoarele extinderi sunt normale: 
 a) ( ) ,α ⊇ℚ ℚ  unde α  este o rădăcină a lui 3 2 [ ];= − ∈ℚf X X  

 b) ( ) ( ), 3, , 3 ,α ⊇ℚ ℚi i  cu α  definit ca mai înainte; 

 c) ( )3
2 2[ ]/ 1 .X X X+ + ⊇ɵℤ ℤ  
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 20. Fie K un corp finit cu sp  elemente (p număr prim, 1s ≥ ). Fie 

⊇L K  o extindere finită de grad n. Pentru 0, 1k n∈ −  definim mor-

fismele : →ku L L  prin ( ) ,=
ksp

ku x x  .∀ ∈x L  ArătaŃi că pentru orice 

k, ( )| .∈ku G L K  
 

 21. Fie K un corp finit cu sp  elemente (p număr prim şi 1≥s ) şi 

α  o rădăcină a lui [ ],f K X∈  polinom ireductibil de grad n. 

ArătaŃi că rădăcinile lui f din ( )αK  sunt: ,α  ,α
sp  

2

,α
sp  ... , 

( 1)

.
n spα
−

  
 

 22. Pentru polinomul 4 3
21 [ ],f X X X= + + ∈ɵ ℤ  stabiliŃi corpul de 

descompunere L şi precizaŃi rădăcinile sale. 
 

 23. Fie K un corp comutativ, de caracteristică p, număr prim şi 
[ ],pf X X a K X= − + ∈  un polinom ireductibil. Fie α  o rădăcină a 

lui f într-o închidere algebrică a lui K. DeterminaŃi ( )( ) | .αG K K  
 

 24. Pentru fiecare polinom [ ],f X∈ℚ  definit la următoarele sub-

puncte, notăm cu L un corp de descompunere al său şi cu fG  grupul 

Galois asociat extinderii .L ⊇ℚ  DeterminaŃi: 

,fG  ( )L fG  şi ( )ℚL ; ,L  

precizând care corpuri intermediare ( )∈ ℚL ;E L  sunt extinderi nor-

male ale lui ℚ.  

 a) 2 3 [ ];= + ∈ℚf X X  

 b) ( )( )2 22 5 [ ];= + − ∈ℚf X X X  

 c) 3 2 [ ];= − ∈ℚf X X  

 d) 4 2 [ ].= − ∈ℚf X X  
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Capitolul VI 
 

APLICAłII ALE TEORIEI LUI GALOIS 
 

 În acest capitol vom aplica elementele de teorie Galois din capi-
tolul precedent la două probleme clasice. În primul rând este vorba 
de rezolvarea ecuaŃiilor algebrice prin radicali, problemă centrală 
pentru matematica secolelor XVI – XIX. Caracterizarea ecuaŃiilor al-
gebrice rezolvabile prin radicali se face cu ajutorul grupului Galois al 
corpului de descompunere asociat acestui polinom. 
 A doua problemă tratată este aceea a constructibilităŃii cu rigla şi 
compasul. Urmărind bijecŃia obişnuită dintre punctele unui plan, în 
care s-a fixat un sistem de coordonate carteziene ortogonale şi ele-
mentele lui ,ℂ  se realizează transpunerea problemei construcŃiilor 
geometrice în domeniul extinderilor de corpuri. Pe această cale se dă 
un răspuns simplu unor probleme clasice ca: dublarea cubului, cua-
dratura cercului, trisecŃiunea unghiului, construcŃia poligoanelor re-
gulate. 
 

1. Extinderi radicale. 
 

 Fie K un corp de caracteristică zero şi K  închiderea sa algebrică. 
 Considerăm polinomul 
 (1)   [ ],nf X a K X= − ∈  1.n ≥  

 Fie Kθ ∈  o rădăcină a lui f. Se spune că θ  este un radical de or-

din n peste K. Dacă Kξ ∈  este o rădăcină primitivă de grad n a uni-

tăŃii, atunci ,iθξ  ,i∈ℕ  este de asemenea o rădăcină a lui f. Astfel, 

 (2)      1, ,..., nθ θξ θξ −  
sunt toate rădăcinile lui f. 
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 1.1. DefiniŃie. Numim extindere radicală simplă a corpului K, 
orice corp de descompunere al unui polinom 

[ ],nf X a K X= − ∈  1.n ≥  

 ( 2)⊇ℚ ℚ  este o extindere radicală simplă fiind un corp de des-

compunere al polinomului 2 2 [ ].f X X= − ∈ℚ  

 ⊇ℂ ℝ  este o extindere radicală simplă fiind un corp de descom-

punere al polinomului 2 1 [ ].f X X= + ∈ℝ  
 Orice corp de descompunere al unui polinom de gradul doi este o 
extindere radicală simplă. Într-adevăr, fie 2 [ ],f X aX b K X= + + ∈  

2 4a b∆ = −  şi Kθ ∈  astfel încât 2 .θ = ∆  Elementele 
2

a θ− ±
 sunt 

rădăcinile lui f . Corpul de descompunere al lui f coincide cu corpul 
de descompunere al polinomului 2 [ ].X K X− ∆∈  
 În particular, orice extindere de gradul doi este o extindere radi-
cală simplă. 
 Din consideraŃiile de mai sus, rezultă că orice extindere radicală 
simplă este de forma 
 (3)      ( , )K Kθ ξ ⊇  

unde n Kθ ∈  (pentru un anumit *n∈ℕ ) şi ξ  este rădăcină primitivă 
de grad n a unităŃii. 

 Pentru 
1 3

,
2

i
ε
− +
=  extinderea ( )3 2,ε ⊇ℚ ℚ  este radicală sim-

plă, fiind corpul de descompunere al polinomului 3 2 [ ].X X− ∈ℚ  
 Orice extindere radicală simplă este o extindere normală deoarece 
este corp de descompunere. 
 Deoarece θ  şi ξ  din (3) sunt elemente algebrice peste K, din (3) 
rezultă că orice extindere radicală simplă este o extindere finită, deci 
algebrică. 
 1.2. DefiniŃie. Spunem că L K⊇  este extindere radicală dacă 
există lanŃul de extinderi 
 (4)   0 1 ... sK K K K L= ⊆ ⊆ ⊆ =  
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unde 1i iK K− ⊆  este extindere radicală simplă, pentru orice 1, .i s∈  
 Din definiŃie, rezultă că extinderile radicale au proprietatea de 
tranzitivitate. 
 Orice extindere radicală este o extindere finită, deci şi o extindere 
algebrică. 
 Deoarece extinderile normale nu au proprietatea de tranzitivitate, 
nu rezultă că orice extindere radicală este o extindere normală. 
 1.3. Teoremă. Dacă L K⊇  este o extindere radicală, atunci 

există o extindere L′  a lui L astfel încât L K′ ⊇  este extindere radi-
cală şi normală. 
 DemonstraŃie. În continuare, considerăm că toate extinderile lui 
K, care sunt extinderi algebrice, sunt incluse într-o închidere alge-

brică, .K  Fie L K⊇  o extindere radicală şi (4) un lanŃ de extinderi 
radicale simple. Vom raŃiona prin inducŃie după s. 
 Pentru 1,s =  L K⊇  este extindere radicală simplă, deci şi o ex-
tindere normală. Putem lua .L L′ =  
 Presupunem afirmaŃia adevărată pentru valoarea 1s −  şi consi-
derăm extinderea radicală L K⊇  căreia îi corespunde lanŃul (4), 
pentru valoarea s. 
 Conform ipotezei de inducŃie, există o extindere 1 1,sL K −⊇  astfel 

încât 1L K⊇  este extindere radicală şi normală. 1s sK K −⊇  este ex-
tindere radicală simplă, deci 

1( , )s sK K θ ξ−=  

unde 1
n

sKθ β −= ∈  (pentru un anumit *n∈ℕ ) şi ξ  este rădăcină pri-
mitivă de grad n a unităŃii. 
 Elementul 1 1sK Lβ −∈ ⊆  este algebric peste K. Fie [ ]p K Xβ ∈  

polinomul său minimal şi 1 2, ,..., rβ β β β=  toate rădăcinile lui .pβ  

Deoarece 1L K⊇  este extindere normală, 1,i Lβ ∈  1, .i r∈  

 Fie ( ) [ ]nf p X K Xβ= ∈  şi i Kθ ∈  o rădăcină a polinomului 

,n
iX β−  

1,i r∈  cu 1 .θ θ=  Toate rădăcinile lui f sunt de forma: 
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,j
iθ ξ  1, ,i r∈  0, 1.j n∈ −  

 Fie 2L  corpul de descompunere al lui f peste K. 

2 1( , ,..., ).rL K ξ θ θ=  

2L K⊇  este o extindere normală. Notăm 

( )1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( ),L L L K L L K L L L L′ = = ∪ = =  

compozitul corpurilor 1L  şi 2 .L  Din V.8.6., rezultă că L K′ ⊇  este o 
extindere normală. 

1 1( , ,..., ).rL L ξ θ θ′ =  

1 1 1 1 1 1( ) ( , ) ... ( , ,..., ).rL L L Lξ ξ θ ξ θ θ⊆ ⊆ ⊆ ⊆  
 Deoarece fiecare dintre extinderile ultimului lanŃ este o extindere 
radicală simplă, 1L L′⊆  este extindere radicală. Dar şi 1K L⊆  este o 

extindere radicală, deci K L′⊆  este o extindere radicală. În plus, 

1 1 1 1( , ,..., ) ( , ) .r s sL L K K Lξ θ θ ξ θ−′ = ⊇ = =   □  
 

2. Grupul Galois al unei extinderi radicale 
 

 Rezultatul principal al acestui paragraf este acela că grupul Galois 
al unei extinderi radicale şi normale este rezolubil. 

 2.1. Lemă. Fie K un corp de caracteristică zero şi Kξ ∈  o rădă-

cină primitivă de grad n a unităŃii. Atunci, grupul Galois 

( )( ) |G K Kξ  

este rezolubil. 
 DemonstraŃie. Notăm ( )( ) |G G K Kξ=  şi fie .Gσ ∈  Pentru m, 

număr natural, 
1 ( ) 1.m mξ σ ξ= ⇔ =  

 Rezultă ( )( ) ( ) ,ord ord nξ σ ξ= =  adică ( )σ ξ  este, de asemenea, 

o rădăcină de grad n a unităŃii. Există * ,q∈ℕ  astfel încât ( ) qσ ξ ξ=  

şi ( , ) 1.q n =  Dacă, în plus, ( ) ,rσ ξ ξ=  atunci | ( ).ord n q rξ = −  
 Definim aplicaŃia: 

: ( ),nG Uλ → ℤ  
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prin ɵ( ) ,qλ σ =  dacă ( ) .qσ ξ ξ=  

 AplicaŃia λ  este bine definită. 
 Fie , Gσ τ ∈  astfel încât ( ) qσ ξ ξ=  şi ( ) .rτ ξ ξ=  Atunci: 

( )( ) ( ( )) ( ) .r qrσ τ ξ σ τ ξ σ ξ ξ= = =�  

 Deci, � ɵ( ) ( ) ( ).qr q rλ σ τ λ σ λ τ= = ⋅ =ɵ�  Cu alte cuvinte, λ  este un 
morfism de grupuri. 

 Dacă ( ) 1,λ σ = ɵ  atunci ( )σ ξ ξ=  şi rezultă ( )1 .K ξσ =  Prin urmare, 

λ  este un morfism injectiv. 
 Astfel, Im ( ).nG Uλ ≤≃ ℤ  Deoarece ( )( ),nU ⋅ℤ  este grup abelian, 

G este abelian, deci rezolubil.  □  

 2.2. Lemă. Fie K un corp de caracteristică zero. Fie Kξ ∈  o ră-

dăcină primitivă de grad n a unităŃii şi * ,Kθ ∈  un radical de ordin n 
peste K. Atunci, grupul Galois 

( )( , ) | ( )G G K Kξ θ ξ=  

este rezolubil. 
 DemonstraŃie. Notăm: ,n a Kθ = ∈  .nf X a= −  

 Pentru orice ,Gσ ∈  ( ) .n aσ θ =  Deoarece ( )σ θ  este, de aseme-

nea, o rădăcină a lui f, există ,m∈ℕ  astfel încât ( ) .mσ θ θξ=  Dacă 

( ) ,qσ θ θξ=  atunci | ( ).n m q−  Definim aplicaŃia: 

: ,nGλ →ℤ  

prin �( ) ,mλ σ =  dacă ( ) .mσ θ θξ=  

 AplicaŃia λ  este bine definită. 
 Dacă, în plus, Gτ ∈  şi ( ) ,rτ θ θξ=  atunci: 

( )( ) ( ( )) ( ) .r m rσ τ θ σ τ θ σ θ ξ θξ += = =�  
 Deci, 


 �( ) ( ) ( ).m r m rλ σ τ λ σ λ τ= + = + = +ɵ�  

Cu alte cuvinte, λ  este un morfism de grupuri. 
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 Dacă ( ) 0,λ σ = ɵ  atunci ( )σ θ θ=  şi rezultă ( , )1 .K ξ θσ =  Morfismul 

λ  este injectiv. 
 Astfel, Im .nG λ ≤≃ ℤ  Rezultă G abelian, deci rezolubil.  □  

 2.3. Lemă. Fie K un corp de caracteristică zero şi L K⊇  o ex-

tindere radicală simplă. Atunci, grupul ( )|G G L K=  este rezolubil. 

 DemonstraŃie. L este un corp de descompunere al unui polinom 
de forma [ ].nf X a K X= − ∈  Dacă Lθ ∈  este o rădăcină a lui f iar 

Lξ ∈  este o rădăcină primitivă de grad n a unităŃii, atunci: 
( , ).L K θ ξ=  

 ( )K Kξ ⊇  este extindere normală. Conform teoremei fundamen-
tale a teoriei lui Galois, rezultă: 

( )( , ) | ( )  H G K K Gξ θ ξ= ⊲  şi ( )/ ( ) | .G H G K Kξ≃  

 Conform 2.1. şi 2.2., grupurile H şi /G H  sunt rezolubile. 
 Rezultă că G este rezolubil.   □  
 2.4. Teoremă. Fie K un corp de caracteristică zero şi L K⊇  o 
extindere radicală şi normală. Atunci, grupul 

( )|G G L K=  

este rezolubil. 
 DemonstraŃie. Extinderea L K⊇  este o extindere finită, normală 
şi separabilă. Suntem în condiŃiile aplicării teoremei fundamentale a 
teoriei lui Galois. 
 Fie lanŃul de extinderi radicale simple: 
 (1)    0 1 ... .sK K K K L= ⊆ ⊆ ⊆ =  

 Notăm ( | ),i iH G L K=  0, .i s∈   

0 ( | ) ,H G L K G= =  ( | ) ( ).sH G L L e= =  

Deoarece 1i iK K− ⊆  este extindere normală (fiind extindere radicală 

simplă), -1  ,i iH H⊲  1, .i s∈  Prin urmare, 

 (2)   0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  
este un şir normal al lui G. Conform teoremei fundamentale a teoriei 
lui Galois, 
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1 1 1/ ( | ) / ( | ) ( | ),i i i i i iH H G L K G L K G K K− − −= ≃  1, .i s∈  

 Aplicând 2.3., rezultă că 1 /i iH H−  este grup rezolubil. 
 Grupul G este rezolubil, deoarece are un şir normal (2) cu factorii 
grupuri rezolubile.  □  
 

3. EcuaŃii algebrice rezolvabile prin radicali 
 

 3.1. DefiniŃie. Fie K un corp comutativ şi [ ],f K X∈  1.d f ≥�  

 O ecuaŃie de forma 
 (1)      ( ) 0f x =  
se numeşte ecuaŃie algebrică peste K. 
 În III.7. am văzut că există totdeauna o extindere L a lui K în care 
ecuaŃia (1) are atâtea soluŃii cât este gradul lui f. 
 În acest paragraf urmărim modul de exprimare a rădăcinilor ecua-
Ńiei (1). 
 3.2. DefiniŃie. Spunem că ecuaŃia algebrică (1) este rezolvabilă 
prin radicali dacă există o extindere radicală L a lui K care conŃine 
toate rădăcinile lui f. 
 CondiŃia ca ecuaŃia algebrică (1) să fie rezolvabilă prin radicali 
este echivalentă cu aceea că există o extindere radicală a lui K care 
include corpul de descompunere al lui f. Conform 1.3., se poate cere 
ca extinderea să fie radicală şi normală. 
 Conform celor discutate în VI.1., orice ecuaŃie de gradul doi este 
rezolvabilă prin radicali. 
 EcuaŃiile algebrice rezolvabile prin radicali se pot caracteriza fo-
losind grupul Galois al corpului de descompunere al polinomului dat. 
 3.3. DefiniŃie. Fie K corp comutativ şi [ ],f K X∈  1.d f ≥�  

Fie fL K⊇  un corp de descompunere al polinomului f. 

 Grupul ( | )f fG G L K=  poartă numele de grup Galois al polino-

mului f. 
 Aplicând teorema III.7.6., se deduce că grupul Galois al unui 
polinom este unic determinat, în afara unui izomorfism. 
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 3.4. Teoremă. Fie K corp comutativ de caracteristică zero şi 
[ ],f K X∈  cu 1.d f ≥�  Dacă ecuaŃia algebrică (1) este rezolvabilă 

prin radicali, atunci grupul Galois al polinomului f este rezolubil. 
 DemonstraŃie. Fie fL  un corp de descompunere al lui f. Deoarece 

ecuaŃia ( ) 0f x =  este rezolvabilă prin radicali, există o extindere ra-

dicală şi normală L K⊇  astfel încât .fL L⊇       

 Conform 2.4., ( | )G L K  este rezolubil. Deoarece fL K⊇  este o 

extindere normală, conform teoremei fundamentale a teoriei lui Ga-
lois, rezultă că ( | )fH G L L=  este subgrup normal în G şi 

/ ( | ) / ( | ) ( | ) .f f fG H G L K G L L G L K G= =≃  

 Grupul fG  este rezolubil ca grup factor al unui grup rezolubil. □  

 Conform teoremei 3.4., condiŃia ca grupul Galois al polinomului f 
să fie rezolubil este o condiŃie necesară ca ecuaŃia algebrică (1) să fie 
rezolvabilă prin radicali. 
 În continuare, vom arăta că această condiŃie este şi suficientă. 
 3.5. Lemă. Fie K corp comutativ de caracteristică zero şi L K⊇  
o extindere finită şi normală, astfel încât ( | )G L K  este grup ciclic de 

ordin n şi K conŃine o rădăcină primitivă de grad n a unităŃii. Atunci, 
L K⊇  este o extindere radicală simplă. 
 DemonstraŃie. Fie ( | )G G L K=  şi σ  un generator al său: 

{ }2 11 , , ,..., .n
LG σ σ σ −=  

 Fie Kξ ∈  o rădăcină primitivă de grad n a unităŃii. Pentru p∈ℤ  

şi ,Lα ∈  notăm 

 (1)     2 2 ( 1) 1( , ) ( ) ( ) ... ( )p p p n p nξ α α ξ σ α ξ σ α ξ σ α− −= + + + +  

şi numim această expresie p-rezolventa Lagrange asociată lui .α  
 Să observăm că dacă ,Kα ∈  atunci ( ) ,iσ α α=  pentru orice i şi 

( , ) 0.pξ α =  

 Vom demonstra că dacă ( , ) 0,ξ α ≠  atunci α  este un element pri-

mitiv al extinderii ,L K⊇  adică ( ).L K α=  
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 Prin reducere la absurd, să presupunem ( ) .K Lα ≠  Conform teo-

remei fundamentale a teoriei lui Galois, ( )| ( ) (1 ).KG L K α ≠  Există 

deci d un divisor pozitiv al lui n, ,d n<  astfel încât 

( ) { }2 ( 1)| ( ) ( ) 1 , , ,..., ,d d d m d
LG L K α σ σ σ σ −= =  .n md=  

( ) ,idσ α α=  pentru orice 0, 1.i m∈ −  

 Orice 0, 1j n∈ −  se scrie j id r= +  cu 0, 1,i m∈ −  0, 1.r d∈ −  
 Reevaluăm (1): 

1 1 1

0 0 0

( , ) ( ) ( )
n m d

j j id r id r

j i r

ξ α ξ σ α ξ σ α
− − −

+ +

= = =

= = =∑ ∑∑  

1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( ) 0.
d m d m

id r r r r id

r i r i

ξ ξ σ α ξ σ α ξ
− − − −

= = = =

= = =∑∑ ∑ ∑  

 Ultima egalitate rezultă din 
1

0

1
0

1

mdm
id

d
i

ξ
ξ

ξ

−

=

−
= =

−∑  

şi contrazice ipoteza ( , ) 0.ξ α ≠  

 Demonstrăm în continuare că există Lα ∈  astfel încât ( , ) 0.ξ α ≠  

  Prin reducere la absurd, să presupunem că ( , ) 0,ξ α =  pentru orice 

.Lα ∈  Extinderea L K⊇  fiind finită şi separabilă, este simplă. Fie 
θ  un element primitiv al său. 

 În particular, ( , ) 0,iξ θ =  0, 1,i n∈ −  sau 
1

0

( ) 0,
n

j j i

j

ξ σ θ
−

=

=∑  sau: 

 (2)   ( )
1

0

( ) 0,
n ij j

j

ξ σ θ
−

=

=∑  0, 1.i n∈ −  

 RelaŃiile (2) pot fi interpretate ca un sistem liniar şi omogen care 
admite soluŃia nebanală 2 1(1, , ,... ).nξ ξ ξ −  Prin urmare, determinantul 
său este nul: 
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1

1 1 1 1

1 1 ... 1

( ) ... ( )

...... ......... ... ...............

( ) ... ( )

n

n n n n

θ σ θ σ θ

θ σ θ σ θ

−

− − − −

∆ =  

 ∆  este un determinant Vandermonde şi 

( )
0 1

( ) ( ) 0.k h

h k n

σ θ σ θ
≤ < ≤ −

∆ = − =∏  

 Există h, k, 0 1,h k n≤ < ≤ −  astfel încât ( ) ( ).k hσ θ σ θ=  Deoare-

ce ( ),L K θ=  rezultă ,h kσ σ=  contradicŃie cu .ord nσ =  

 Fie în continuare Lα ∈  astfel încât ( , ) 0.ξ α ≠  Notăm ( , ).β ξ α=  

 Vom demonstra că .n Kβ ∈  

 Să aplicăm σ  relaŃiei (1): 

( )
1 1

1 ( 1) 1

0 0

( , ) ( ) ( )
n n

p jp j p j p j

j j

σ ξ α ξ σ α ξ ξ σ α
− −

+ − + +

= =

= = =∑ ∑  

1

0

( ).
n

p jp j

j

ξ ξ σ α
−

−

=

= ∑  

 Deci, 

 (3)   ( )( , ) ( , ),p p pσ ξ α ξ ξ α−=  .p∈ℤ  

 În particular, pentru 1,p =  

 (4)      1( ) .σ β ξ β−=  

 Ridicând (4) la puterea p şi împărŃind (prin 
a

b
 vom înŃelege, ca de 

obicei 1,ab−  0b ≠ ) relaŃiile (3) şi (4) rezultă: 

( , ) ( , )
.

p p

p p

ξ α ξ α
σ

β β
 

= 
 

 

 Cum σ  este un generator al lui ( | ),G L K  rezultă: 

( , )p

pp
c K

ξ α
β

= ∈  

sau: 
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 (5)    ( , ) ,p p
pcξ α β=  .p∈ℤ  

 Ridicând relaŃia (4) la puterea n se obŃine ( )n nσ β β=  şi, cu ace-
laşi argument ca mai sus, rezultă: 
 (6)      .n a Kβ = ∈  
 Din relaŃiile (5) rezultă: 

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1

( , ) ( ) ( )
n n n n n n

p p jp j jp j
p

p p p j p j

c nβ ξ α ξ σ α ξ σ α α
− − − − − −

= = = = = =

= = = + =∑ ∑ ∑∑ ∑∑  

1 1

1 0

( ) .
n n

j jp

j p

n nσ α ξ α α
− −

= =

= + =∑ ∑  

 Deci 
1

0

( ).
n

p
p

p

n c Kα β β
−

=

= ∈∑  

 Cum 0,carK =  1 0,n ⋅ ≠  deci ( ).Kα β∈  Rezultă 
( ) ( )L K K Lα β= ⊆ ⊆  

sau 
( ) .K Lβ =  

 Să considerăm polinomul [ ].nf X a K X= − ∈  RelaŃia (6) arată că 

β  este rădăcină a lui f. Cum K conŃine rădăcina primitivă ξ  de grad 
n a unităŃii, L este corpul de descompunere al lui f. 
 Deci, L K⊇  este o extindere radicală simplă.  □  
 3.6. Lemă. Fie K un corp de caracteristică zero şi L K⊇  o ex-
tindere finită şi normală, al cărei grup Galois este ciclic. 
 Atunci, există o extindere L L′ ⊇  astfel încât L K′ ⊇  este extin-
dere radicală. 
 DemonstraŃie. Fie ( | )G G L K=  şi .n G=  Se observă că, în ra-

port cu lema 3.5., s-a renunŃat la ipoteza K conŃine o rădăcină primi-
tivă de grad n a unităŃii. 

 Fie K  o închidere algebrică a lui K astfel încât L K⊆  şi Kξ ∈  

o rădăcină primitivă de grad n a unităŃii. 
 Extinderea ( ) ( )K Lξ ξ⊆  este de asemenea finită şi normală. 
 AplicaŃia: 
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( ): ( ) | ( ) ( | ),G L K G L Kξ ξΛ →  ( ) | ,Lσ σΛ =  

este bine definită şi este un morfism de grupuri. 
 Dacă ( ) 1 ,LσΛ =  atunci ( )1 ,L ξσ =   deci Λ  este morfism injectiv. 

 Ca urmare, 

( )( ) | ( )G L Kξ ξ  

este izomorf cu un subgrup al unui grup ciclic de ordin n. 
 Deci, ( )( ) | ( )G L Kξ ξ  este grup ciclic de ordin d, | ,d n  ,n md=  

*.m∈ℕ  Atunci, ( )m Kξ ξ∈  este o rădăcină primitivă de ordin d a 

unităŃii. Din lema 3.5., rezultă că ( ) ( )L Kξ ξ⊇  este o extindere 
radicală simplă. Cum 

( ) ( )L K Kξ ξ⊇ ⊇  şi ( )L Lξ ⊇  

rezultă că ( )L ξ  este o extindere radicală a lui K şi ( ) .L Lξ ⊇  

Se poate lua ( )L L ξ′ =  şi lema este demonstrată.  □  

 3.7. Teoremă. Fie K un corp de caracteristică zero şi L K⊇  o 
extindere finită şi normală, astfel încât ( | )G L K  este rezolubil. 

 Atunci, există o extindere L L′ ⊇  astfel încât L K′ ⊇  este extin-
dere radicală. 
 DemonstraŃie. Fie ( | ).G G L K=  Conform ipotezei, G este finit şi 
rezolubil. Prin urmare admite un şir normal ai cărui factori sunt gru-
puri ciclice. Fie acesta 
 (7)    0 1 ... ( )sG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ = . 

 Să notăm ,iH
iK L=  0, .i s∈  1 ,i iK K− ⊆  1, .i s∈  

0 ( | )
0 ,H G L KK L L K= = =  ( ) .sH e

sK L L L= = =  
 Se obŃine următorul lanŃ de corpuri intermediare: 
 (8)    0 1 ... .sK K K K L= ⊆ ⊆ ⊆ =  
 Conform teoremei fundamentale a teoriei lui Galois, din 

-1 ,i iH H⊲  rezultă 1i iK K −⊇  extindere normală (şi finită) şi: 

1 1 1( | ) ( | ) / ( | ) /i i i i i iG K K G L K G L K H H− − −=≃  grup ciclic, 1, .i s∈  
 Vom demonstra teorema prin inducŃie după s. 
 Pentru 1,s =  afirmaŃia se obŃine din lema 3.6. 
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 Să presupunem afirmaŃia adevărată pentru valoarea 1.s −  
 Conform ipotezei de inducŃie, există o extindere 1 1sL K −⊇  astfel 

încât 1L K⊇  este extindere radicală. Procedând ca în demonstraŃia 

lemei 3.6., se arată că ( )1 1|G LL L  este izomorf cu un subgrup al lui 

( )1| ,sG L K −  deci este ciclic. Conform lemei 3.6., există o extindere 

1L LL′ ⊇  astfel încât 1L L′ ⊇  este o extindere radicală. Din 1L L′ ⊇  şi 

1L K⊇  extinderi radicale, rezultă L K′ ⊇  extindere radicală. Evi-

dent, L L′ ⊇  şi teorema este demonstrată.  □  
 3.8. Teoremă. Fie K un corp de caracteristică zero şi [ ],f K X∈  

1.d f n= ≥�  Dacă grupul Galois fG  al polinomului f este rezolubil, 

atunci ecuaŃia algebrică 
( ) 0f x =  

este rezolvabilă prin radicali. 
 DemonstraŃie. Fie fL  un corp de descompunere al lui f. Conform 

ipotezei, ( | )f fG G L K=  este rezolubil. Extinderea fL K⊇  este nor-

mală şi finită. 
 Conform teoremei 3.7., există o extindere fL L′ ⊇  astfel încât 

L K′ ⊇  este extindere radicală. Prin urmare, ecuaŃia ( ) 0f x =  este 
rezolvabilă prin radicali.  □  
 Rezultatele anterioare pot fi reunite în următoarea teoremă: 
 3.9. Teorema fundamentală asupra rezolvării ecuaŃiilor alge-
brice prin radicali. 
 Fie K un corp de caracteristică zero şi [ ],f K X∈  1.d f n= ≥�   

EcuaŃia algebrică:  
( ) 0f x =  

este rezolvabilă prin radicali, dacă şi numai dacă grupul Galois al 
polinomului f este rezolubil. 
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4. EcuaŃia generală de grad n 
 

 Fie K un corp de caracteristică zero şi 1 2, ,..., ,nt t t  n nedeterminate 
care nu aparŃin lui K. Fie: 

1 2
1 2 1 2... ( 1) ( , ,..., )[ ].n n n n

n nf X t X t X t K t t t X− −= − + − + − ∈  

 EcuaŃia ( ) 0f x =  se numeşte ecuaŃie generală de grad n. 
 4.1. Teoremă. Cu notaŃiile de mai sus, polinomul f este ire-
ductibil şi grupul său Galois este izomorf cu .nS  

 DemonstraŃie. Fie 1 2, ,..., ,nX X X  n nedeterminate peste K şi 

1 2
0 1 2

1

( ) ... ( 1)
n

n n n n
i n

i

f X X X s X s X s− −

=

= − = − + − + −∏  

unde 1 2, ,..., ns s s  sunt polinoamele simetrice fundamentale în nedeter-

minatele 1 2, ,..., .nX X X  0 1 2( , ,..., )[ ].nf K s s s X∈  

 Arătăm că polinomul 0f  este ireductibil. Să presupunem că există 

1 2, ( , ,..., )[ ],ng h K s s s X∈  astfel încât f gh=  şi 1 .d g n≤ <�  Există 

1 2, ,..., ki i i  astfel încât 11 ... ,ki i n≤ < < ≤  1 k n≤ <  şi  

1
( )...( )

ki ig X X X X= − − =  

1 1

1( ... ) ... ( 1) ... .
k k

k k n
i i i iX X X X X X−= − + + + + −  

 Rezultă 
1 1 2... ( , ,..., ),

ki i nX X K s s s∈  contradicŃie. 

 Deoarece rădăcinile lui 0f  sunt 1 2, ,..., ,nX X X  corpul de descom-

punere al lui 0f  este  

1 2 1 1( , ,..., )( ,..., ) ( ,..., ).n n nK s s s X X K X X=  
 Prin urmare, extinderea  

1 1 2( ,..., ) ( , ,..., )n nK X X K s s s⊇  
este o extindere normală şi finită. 
 Notăm 1( ,..., )nL K X X=  şi 1 2( , ,..., ).nF K s s s=  

 Fie .nσ ∈S  Definim * : L Lσ →  prin: 

(1) (2) ( )* 1 2

1 2 (1) (2) ( )

( , ,..., )( , ,..., )
,

( , ,..., ) ( , ,..., )
nn

n n

g X X Xg X X X

h X X X h X X X
σ σ σ

σ σ σ

σ
 

= 
 

 .
g

L
h
∀ ∈  
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AplicaŃia *σ  este bine definită şi este chiar un morfism de corpuri. 
Din relaŃiile: 

* 1Le =  şi ( )* * * ,σ τ σ τ=� �  

rezultă că există * 1 1 *( ) ( ) .σ σ− −=  Prin urmare, *σ  este un automor-
fism al lui L. 
 Fie 

{ }* S .nG σ σ= ∈  

G este un grup de automorfisme ale lui L care invariază corpul F. 
 Rezultă ( | ).G G L F⊆  
 Din teorema fundamentală a polinoamelor simetrice, rezultă: 

* *
1,  ( ,..., ) .G

n

g g g
L L G K s s F

h h h
σ σ

  = ∈ = ∀ ∈ = =  
  

 

 Din teorema fundamentală a teoriei lui Galois, rezultă: 

0
( | ) ( | ) .G

fG G L F G L L G= = =  

 AplicaŃia: 
,n G→S  * ,σ σ→  ,nσ∀ ∈S  

este un izomorfism. 
 Prin urmare, 

0
.f nG ≃S  

 În continuare, vom transpune aceste proprietăŃi de la 0f  la f. 

Fie 1 2, ,..., ,ny y y  rădăcinile lui f într-o extindere a lui 1 2( , ,..., ).nK t t t   
Rezultă: 

1 1

2
1

1

...

...

n

i j
i j n

n n

t y y

t y y

t y y

≤ < ≤

= + +

=

=

∑
⋮

 

 Corpul de descompunere al polinomului f este: 

1 2 1 2 1 2( , ,..., )( , ,..., ) ( , ,..., ).n n nK t t t y y y K y y y=  
 Fie aplicaŃia: 

1 2 1 2: ( , ,..., ) ( , ,..., ),n nK t t t K s s sα →  
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1 2 1 2

1 2 1 2

( , ,..., ) ( , ,..., )
,

( , ,..., ) ( , ,..., )

def
n n

n n

g t t t g s s s

h t t t h s s s
α
 

= 
 

 1 2( , ,..., ).n

g
K t t t

h
∀ ∈  

 AplicaŃia α  este bine definită. Se arată uşor că α  este chiar un 
izomorfism de corpuri. 
 Fie 

1 2 1 2: ( , ,..., )[ ] ( , ,..., )[ ],n nK t t t X K s s s Xα →  

unicul izomorfism care extinde α  şi pentru care ( ) .X Xα =  

 Din 0( ) ,f fα =  rezultă că f este ireductibil. Din III.7.5., rezultă că 
există un izomorfism al corpurilor de descompunere ale polinoame-
lor f şi 0f : 

1 2 1: ( , ,..., ) ( ,..., )n nK y y y K X Xβ →  

care prelungeşte pe .α  
 Considerăm diagrama: 
 
 
 
 
 
 
 
unde ( )1 2 1 2( , ,..., ) | ( , ,..., ) .n nG K y y y K t t tλ∈  Rezultă: 

( )1
1 2 1 2( , ,..., ) | ( , ,..., ) .n nG K X X X K s s sβ λ β − ∈� �  

 AplicaŃia: 

( )1 2 1 2( , ,..., ) | ( , ,..., ) ( | ),n nG K y y y K t t t G L F→  1λ β λ β −→ � �  

este un izomorfism de grupuri. Rezultă: 

0
.f f nG G≃ ≃S    □  

 4.2. Teorema lui Abel şi Ruffini. EcuaŃia generală de grad n, 
5n ≥  nu este rezolvabilă prin radicali. 

 DemonstraŃie. Rezultă din teorema fundamentală 3.9. privind 
rezolvarea ecuaŃiilor prin radicali, din 4.1. şi din faptul că grupul per-
mutărilor de grad 5n ≥  nu este rezolubil.  □  

1( ,..., )nK y y λ

1β λ β −� �

1β − β

1( ,..., )nK y y

1( ,..., )nK X X
1( ,..., )nK X X
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 4.3. ObservaŃie. Invocând aceleaşi teoreme şi faptul că grupul 
permutărilor de grad 4n ≤  este rezolubil, deducem că ecuaŃia gene-
rală de grad 4n ≤  este rezolvabilă prin radicali. 
 

5. ConstrucŃii cu rigla şi compasul 
 

 În geometria elementară, în problemele de construcŃii geometrice 
se dau un număr finit de puncte, drepte, unghiuri şi cercuri şi se cer 
elemente de aceeaŃi natură. Având în vedere că o dreaptă este 
determinată de două puncte ale sale, un unghi este determinat de trei 
puncte (vârful său şi două puncte situate pe laturi) şi un cerc este 
determinat de centrul său şi un punct de pe circumferinŃă, putem 
considera că toate elementele date sunt puncte. OperaŃiile admise 
pentru determinarea elementelor cerute sunt intersecŃii de drepte şi 
(sau) cercuri determinate de punctele deja cunoscute. Este motivul 
pentru care se vorbeşte despre construcŃii cu rigla şi compasul. 
 Considerăm cunoscute următoarele construcŃii din geometria ele-
mentară: 

- construcŃia mediatoarei unui segment; 
- construcŃia bisectoarei unui unghi; 
- construcŃia perpendicularei într-un punct al unei drepte sau 

dintr-un punct pe o dreaptă; 
- construcŃia paralelei la o dreaptă printr-un punct exterior 

dreptei. 
 În continuare vom arăta că se pot stabili condiŃii necesare şi sufi-
ciente de constructibilitate folosind elemente de teorie Galois. 
 Fie π  un plan şi 1 2, ,..., rP P P  puncte fixate în plan, *.r∈ℕ  Defi-

nim un şir de mulŃimi ( ) 1
,n n≥

M  astfel: 

 a) { }1 1 2, ,..., ;rP P P=M  

 b) Pentru orice 1,k ≥  mulŃimea 1Mk+  se obŃine din ,kM  la care 
se adaugă puncte rezultate prin: 
  b1) IntersecŃia a două drepte. Fiecare din cele două drepte este 
determinată de două puncte ale mulŃimii ;kM  
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  b2) IntersecŃia dintre o dreaptă şi un cerc. Dreapta este deter-
minată de două puncte din .kM  Cercul are centrul într-un punct al 

lui kM  şi raza egală cu distanŃa între două puncte ale lui .kM  
  b3) IntersecŃia a două cercuri definite ca la b2). 
 Notăm: 

 (1)    1 2
1

( , ,..., ) .r n
n

P P P
∞

=

=∪C M  

 Un punct 1 2( , ,..., )rP P P P∈C  se spune că este constructibil cu 

rigla şi compasul din punctele 1 2, ,..., .rP P P  

 Dacă 1,r =  { }1 ,n P=M  pentru orice *n∈ℕ  şi problema nu pre-

zintă interes. 
 Mai departe, vom presupune 2.r ≥  
 În planul π  vom fixa un sistem de coordonate carteziene ,xOy  
astfel: 

- Punctul 1P  este originea sistemului de coordonate: 

- Punctul 2P  are coordonatele (1,0).  

 În acest mod, axa Ox  are ca suport dreapta 1 2 ,PP  1P  este origi-

nea, 2P  se află pe semiaxa pozitivă, distanŃa dintre 1P  şi 2P  este lua-

tă ca unitate de măsură. Axa Oy  este perpendiculară pe dreapta 1 2PP  

în punctul 1.P  
 Fie: 
 (2)      : ,θ π →ℂ  
definită prin: 

( )( , ) ,M x y x iyθ = +  ( , ) .M x y π∀ ∈  

 AplicaŃia θ  este o bijecŃie. 

 Notăm ( ) ,i iP zθ =  pentru orice 1, .i r∈  

( )1 1(0,0) 0,z Pθ= =  ( )2 2 (1,0) 1.z Pθ= =  

 Fie: 

( )1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) .r rz z z P P Pθ=C C  
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 Un număr complex 1 2( , ,..., )rz z z z∈C  se spune că este construc-

tibil cu rigla şi compasul din numerele complexe 1 2, ,..., .rz z z  

 5.1. Teoremă. MulŃimea 1 2( , ,..., )rz z zC  are proprietăŃile: 

a) este subcorp al lui ;ℂ  
b) este închisă la conjugare, adică: 

,z∀ ∈ℂ  1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., );r rz z z z z z z z∈ ⇒ ∈C C  

c) este închisă la radicali de ordinul doi, adică: 

,z∀ ∈ℂ  1,21 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., );r rz z z z z z z z∈ ⇒ ∈C C  

d) este cel mai mic subcorp al lui ℂ  care conŃine 1 2, ,..., rz z z  

şi este închis la conjugare şi la radicali de ordinul doi. 
 DemonstraŃie. a) Evident, { }1 2 1 2, ,..., ( , ,..., ).r rz z z z z z⊆C  

 Fie 1 2, ( , ,..., ).rz z z z z′ ′′∈C  Atunci, 

( ),z Mθ′ ′=  ( ),z Mθ′′ ′′=  unde 1 2, ( , ,..., ).rM M P P P′ ′′∈C  

 Dacă ,M π∈  astfel încât 1PM MM′ ′′  este paralelogram, atunci 

( ) .M z zθ ′ ′′= +  Este uşor de arătat că 1 2( , ,..., ).rM P P P∈C  Rezultă: 

1 2( , ,..., ).C rz z z z z′ ′′+ ∈  

 Dacă N este simetricul lui M ′  faŃă de 1,P  atunci ( ) .N zθ ′= −  Este 

uşor de arătat că 1 2( , ,..., ).rN P P P∈C  Rezultă 

1 2( , ,..., ).rz z z z′− ∈C  
 Pentru închiderea la produs, apelăm la forma trigonometrică. 
 Fie (cos sin ),z t i tρ′ ′ ′ ′= +  (cos sin ).z t i tρ′′ ′′ ′′ ′′= +  Atunci, 

( )cos( ) sin( ) .z z t t i t tρ ρ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= + + +  

 Dacă M π∈  astfel încât ( ) ,M z zθ ′ ′′=  atunci, raŃionând ca în ma-

nualele de liceu, se deduce că 1 2( , ,..., ).rM P P P∈C  
Rezultă: 

1 2( , ,..., ).rz z z z z′ ′′∈C  

 Dacă 0,z′ ≠  atunci, Ńinând seama că 

( )1 1
cos( ) sin( ) ,t i t

z ρ
′ ′= − + −

′ ′
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se deduce analog că 1
1 2( ) ( , ,..., ).rz z z z−′ ∈C  

 Prin urmare, 1 2( , ,..., )rz z zC  este subcorp al lui .ℂ  

b) Fie 1 2( , ,..., )rz z z z∈C  şi 1 2( , ,..., ),rM P P P∈C  cu ( ).z Mθ=  

Dacă M ′  este simetricul lui M faŃă de ,Ox  atunci ( ) .M zθ ′ =  Se de-

duce uşor că 1 2( , ,..., ).rM P P P′∈C  Rezultă 

1 2( , ,..., ).rz z z z∈C  

c) Fie 1 2( , ,..., )rz z z z∈C  şi 1 2( , ,..., ),rM P P P∈C  unde ( ).z Mθ=  

 Dacă (cos sin ),z t i tρ= +  atunci una din valorile lui z  este 

cos sin
2 2

t t
iρ  + 

 
 (cealaltă este opusa acesteia). Apelând din nou 

la un raŃionament din manualul de liceu, se deduce că punctul ,P π∈  

astfel încât ( ) cos sin ,
2 2

t t
P iθ ρ  = + 

 
 aparŃine lui 1 2( , ,..., ).rP P PC  

Rezultă 

1,2 1 2( , ,..., ).rz z z z∈C  

d) Fie K un subcorp al lui ℂ  care conŃine 1 2, ,..., rz z z  şi este închis la 
conjugare şi la radicali de ordinul doi. 

1 1 1 .K K i K∈ ⇔ − ∈ ⇒ − = ± ∈  

 Fie .z a bi K= + ∈  .z a bi K= − ∈  
 Deoarece K este subcorp al lui ,ℂ  rezultă: 

1
( ) ,

2
a z z K= + ∈  

1
( ) .

2
b z z K

i
= − ∈  

 Deducem că, pentru orice , ,a b∈ℝ  , .a bi K a b K+ ∈ ⇔ ∈  
 Trebuie să demonstrăm relaŃia 1 2( , ,..., ) .rz z z K⊆C  Dar,     

( )1 2
1

( , ,..., ) .r n
n

z z z θ
∞

=

=∪C M  

 Demonstrăm prin inducŃie după n că ( ) .n Kθ ⊆M  

 Pentru 1,n =  ( ) { }1 1 2, ,..., ,rz z z Kθ = ⊆M  din ipoteză. 

 Presupunem ( ) ,k Kθ ⊆M  pentru un anumit *.k∈ℕ  
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 Fie 1,kM +∈M  obŃinut ca la b1): { } 1 2 .M d d= ∩  

Fie 1 1 1 2 2 2( , ), ( , ) kN a b N a b ∈M  care determină 1.d  Conform ipotezei 

de inducŃie, 1 1 2 2, , , .a b a b K∈  EcuaŃia lui 1d  este: 

1 1

2 1 2 1

x a y b

a a b b

− −
=

− −
 sau 0ax by c+ + =  

unde , ,a b c K∈  (deoarece K este subcorp al lui ℂ ). 
 În mod asemănător, ecuaŃia lui 2d  este 

0a x b y c′ ′ ′+ + =  

unde , , .a b c K′ ′ ′∈  
 Coordonatele lui M sunt soluŃia 0 0( , )x y  a sistemului: 

0

0.

ax by c

a x b y c

+ + =
 ′ ′ ′+ + =

 

 Deoarece K este subcorp al lui ,ℂ  0x  şi 0y  aparŃin lui K şi 

0 0( ) .M x iy Kθ = + ∈  

 Fie acum M d∈ ∩Γ  unde d este o dreaptă determinată de două 
puncte din kM  şi Γ  este un cerc cu centrul într-un punct ,kC∈M  

de rază ,r AB=  cu , .kA B∈M  EcuaŃia lui d este de forma: 
0,ax by c+ + =  , , .a b c K∈  

EcuaŃia lui Γ  este de forma: 
2 2 0,x y mx ny p+ + + + =  , , .m n p K∈  

 Coordonatele 0 0( , )x y  ale punctului M verifică sistemul 

2 2

0

0.

ax by c

x y mx ny p

+ + =

+ + + + =

 

Deoarece K este închis la radicali de ordinul doi, rezultă 0 0, ,x y K∈  

deci 0 0( ) .M x iy Kθ = + ∈  

 Fie M ′∈Γ∩Γ  unde Γ  şi ′Γ  sunt două cercuri determinate ca 
mai sus, de ecuaŃii: 

2 2 0,x y mx ny p+ + + + =  , , .m n p K∈  
2 2 0,x y m x n y p′ ′ ′+ + + + =  , , .m n p K′ ′ ′∈  
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 Deoarece corpul K este închis la radicali de ordinul doi, rezultă 
că, coordonatele 0 0,x y  ale lui M aparŃin lui K, deci ( ) .M Kθ ∈  

 În final, ( )1 .k Kθ + ⊆M  Deci, 1 2( , ,..., ) .rz z z K⊆C □  

 Conform a), b) şi d) din 5.1., mulŃimea 1 2( , ,..., )rz z zC  a numere-
lor complexe constructibile cu rigla şi compasul include corpul: 

1 2 1 2( , ,..., ; , ,..., ).r rF z z z z z z=ℚ  

 Conform c) din 5.1., dacă 1 2( , ,..., )rE z z z⊆C  şi E E′ ⊇  este o 

extindere finită de gradul doi, atunci 1 2( , ,..., ).rE z z z′ ⊆C  

 Putem deduce o nouă caracterizare a lui 1 2( , ,..., ).rz z zC  

 5.2. Teoremă. 1 2( , ,..., )rz z z z∈C  dacă şi numai dacă: 

 (*) există extinderile 0 1 ... ,mF F F F= ⊆ ⊆ ⊆  astfel încât: 

1[ : ] 2,i iF F − ≤  1, ,i m∈  şi .mz F∈  

 DemonstraŃie. Notăm cu E mulŃimea numerelor complexe z care 
au proprietatea (*). 
 Folosind teorema 5.1., printr-un raŃionament prin inducŃie după 
m, rezultă 1 2( , ,..., ).m rF z z z⊆C  Deci, 1 2( , ,..., ).rE z z z⊆C  
 Vom demonstra şi incluziunea inversă. 
 Fie , .z z E′∈  Există extinderile: 

 (4) 0 1 ... ,mF F F F= ⊆ ⊆ ⊆  1[ : ] 2,i iF F − ≤  1, ,i m∈  .mz F∈  

0 1 ... ,sF E E E= ⊆ ⊆ ⊆  1[ : ] 2,i iE E − ≤  1, ,i s∈  .sz E′∈  

 Rezultă 1[ : ] 2,m i m iF E F E − ≤  1,i s∈  şi există extinderile: 

0 1 0 1... ... .m m m m sF F F F F E F E F E= ⊆ ⊆ ⊆ = ⊆ ⊆ ⊆  

Din , m sz z F E′∈  şi m sF E  corp, rezultă 1, , m sz z zz z F E−′ ′− ∈  ( 0z ≠ ). 

Deci, 1, ,z z zz z E−′ ′− ∈  şi, ca urmare, E este un subcorp al lui .ℂ  
 RaŃionând prin inducŃie după m, se deduce că E este închisă la 

conjugare. 

 Fie .z E∈  Există extinderile de forma (4). Notăm ( )1 .m mF F z+ =  

1[ : ] 2.m mF F+ ≤  Rezultă ,z E∈  adică E este închis la radicali de or-
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dinul doi. Evident, { }1 2, ,..., .rE z z z⊇  Conform teoremei 5.1., rezultă 

1 2( , ,..., ) .rz z z E⊆C  În final, 1 2( , ,..., ) .rz z z E=C □     
 5.3. ConsecinŃă. Dacă numărul complex z este constructibil cu 
rigla şi compasul din 1 2, ,..., ,rz z z  atunci z este algebric peste 

1 2 1 2( , ,..., ; , ,..., ).r rF z z z z z z=ℚ  

şi 2 ,t
zd p =�  pentru un anumit .t∈ℕ  

 DemonstraŃie. Fie 1 2( , ,..., ).rz z z z∈C  Există extinderile de forma 

(4). Extinderea mF F⊇  este finită, deci algebrică. Elementul mz F∈  
este algebric peste F. Din relaŃiile: 

( ) mF F z F⊆ ⊆  şi [ ( ) : ] zF z F d p= �  
rezultă 

1
1

| [ : ] [ : ] 2 ,
m

s
z m i i

i

d p F F F F −
=

= =∏�  .s m≤  

 Prin urmare, 2 ,t
zd p =�  .t s≤   □  

 Cu ajutorul consecinŃei 5.3. vom trata câteva probleme celebre de 
construcŃii cu rigla şi compasul. 
 5.4. Problema dublării cubului. EnunŃul acestei probleme este 
următorul: “Fiind dat un cub cu latura l, să se construiască (cu rigla 
şi compasul) un cub de volum dublu.” 
 Putem lua ca unitate de măsură latura l a cubului dat, 1 .l =  

 În acest caz, 1 0,z =  2 1,z =  ( )0,1;0,1 .F = =ℚ ℚ  Cubul de volum 

dublu are latura 3 2.l′ =  Dar 3 2  nu este constructibil cu rigla şi 
compasul din 0 şi 1 deoarece polinomul său minimal peste ℚ  este 

3 2,X −  al cărui grad nu este o putere a lui 2. Prin urmare, nu se 
poate construi cu rigla şi compasul, un cub cu volumul egal cu dublul 
volumului cubului dat.  □  
 5.5. Problema cuadraturii cercului. EnunŃul acestei probleme 
este următorul: “Fiind dat un cerc, să se construiască (cu rigla şi 
compasul) un pătrat cu aceeaşi arie ca şi cercul.” 
 Vom lua ca unitate de măsură raza cercului. 1 .r =  
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 În acest caz, 1 0,z =  2 1,z =  .F =ℚ  Pătratul cu aceeaşi arie cu 

cercul dat are latura .l π=  Dar π  nu este constructibil cu rigla şi 

compasul din 0 şi 1 deoarece π  nu este număr algebric peste .ℚ  
Prin urmare, nu se poate construi cu rigla şi compasul, un pătrat cu 
aceeaşi arie cu cercul dat.  □  
 5.6. Problema trisecŃiunii unghiului. EnunŃul acestei probleme 
este următorul: “Fiind dat un unghi oarecare, să se împartă acest 
unghi (cu rigla şi compasul) în trei părŃi egale.” 
 Vom arăta că nici această construcŃie, în caz general, nu se poate 
realiza cu rigla şi compasul. Este suficient să arătăm că unghiul de 

3

π
 nu se poate împărŃi, cu rigla şi compasul, în trei părŃi egale. 

 Unghiul de 
3

π
 este determinat de trei puncte care formează un 

triunghi echilateral. În acest caz, 

1 2 3

1 3
(0, 0 ), (1, 0 ), , ;

2 2
P P P

 
  
 

 

1 2 3

1 3
0, 1, .

2 2
z z z i= = = +  

ÎmpărŃirea unghiului 2 1 3P P P∡  în trei părŃi egale revine la construc-

Ńia punctului cos , s in .
9 9

P
π π 

 
 

 Notăm cos sin .
9 9

z i
π π

= +  

Trebuie stabilit dacă 1 2 3( , , ).z z z z∈C   Deoarece 3 1 2( , ),z z z∈C  este 

echivalent cu a stabili dacă 1 2( , ).z z z∈C  Şi în acest caz, .F =ℚ  

 Din relaŃia 3cos3 4cos 3cos ,t t t= −  înlocuind ,
9

t
π
=  rezultă: 

3 1
4cos 3cos 0,

9 9 2

π π
− − =  

sau cos
9

π
 este rădăcină a polinomului 
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3 3 1
[ ].

4 8
f X X X= − − ∈ℚ  

 Deoarece f este ireductibil, rezultă că f este polinomul minimal al 

lui cos .
9

π
 Din 5.3., rezultă că 1 2cos ( , ).

9
z z

π
∈/C  

Prin urmare, 1 2( , ).z z z∈/C   □  
 Din teorema 5.2., rezultă: condiŃia ca z să aparŃină unei extinderi 

de grad 2 ,t  t∈ℕ  a lui 1 2 1 2( , ,..., ; , ,..., )r rF z z z z z z=ℚ  este o condiŃie 

necesară ca z să fie constructibil cu rigla şi compasul din 1 2, ,..., .rz z z  
Vom arăta că este şi o condiŃie suficientă. 
 5.7. Lemă. Fie L K⊇  o extindere normală de subcorpuri ale lui 

,ℂ  de grad 2 ,t  *.t∈ℕ  Atunci există extinderile 

 (5)       0 1 ... ,tK K K K L= ⊆ ⊆ ⊆ =  1[ : ] 2,i iK K − =  1, .i t∈  

 DemonstraŃie. Deoarece extinderea L K⊇  este finită, normală şi 
separabilă, 

( | ) [ : ] 2 .tG L K L K= =  

 Notăm ( | ).G G L K=  Din exerciŃiul IV.2., rezultă că G este rezo-
lubil. Din IV.5.1., rezultă că G are un şir normal cu factorii ciclici. 
Factorii acestui şir normal au ordinele egale cu puteri ale lui 2. Se 
poate rafina acest şir normal, astfel încât toŃi factorii să aibă ordinul 
doi. Deci există şirul normal: 

0 1 ... ( )tG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

astfel încât 1 / 2,i iH H− =  1, .i t∈  

 Fie ,iH
iK L=  0, .i t∈  

0 ,GK L K= =  ( ) ,e
tK L L= =  1 ,i iK K− ⊆  1, .i t∈  

0 1 ... ,tK K K K L= ⊆ ⊆ ⊆ =  
 Din teorema fundamentală a teoriei lui Galois, rezultă: 

1 1
1 1

( | )
[ : ] ( | ) 2,

( | )
i i

i i i i

i i

G L K H
K K G K K

G L K H
− −

− −= = = =  1, .i t∈  □  
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 5.8. Teoremă. Numărul complex z este constructibil cu rigla şi 
compasul din numerele complexe 1 2, ,..., ,rz z z  dacă şi numai dacă 

există o extindere normală ,L F⊇  1 2 1 2( , ,..., ; , ,..., ),r rF z z z z z z=ℚ  

de grad egal cu o putere a lui 2, care conŃine z. 
 DemonstraŃie. Să presupunem că z este constructibil cu rigla şi 
compasul din 1 2, ,..., .rz z z  Conform teoremei 5.2., există extinderile 

0 1 ... ,mF F F F= ⊆ ⊆ ⊆  1[ : ] 2,i iF F − ≤  1, ,i m∈  .mz F∈  

 Repetând raŃionamentul din teorema 1.3., rezultă că există extin-
derile 

1 ... ,m m m qF F F+ +⊆ ⊆ ⊆  1[ : ] 2,j jF F − ≤  1,j m m q∈ + +  

astfel încât m qF F+ ⊇  este o extindere normală. 

 Putem lua .m qL F +=  

 Reciproc, să presupunem că există ,L F⊇  o extindere normală 

de grad 2 ,t  care conŃine z. Din lema 5.7., rezultă că există extinderile 
de forma (5). Din teorema 5.2., rezultă 1 2( , ,..., ).rz z z z∈C  □  
 

6. ConstrucŃia poligoanelor regulate 
 

 Considerăm cunoscute construcŃiile cu rigla şi compasul pentru: 
triunghiul echilateral, pătrat şi hexagonal regulat. Se pune problema 
de a caracteriza numerele naturale 3n ≥  pentru care poligonul re-
gulat cu n laturi se poate construi cu rigla şi compasul. 
 6.1. Teoremă. Poligonul regulat cu n laturi este constructibil cu 
rigla şi compasul dacă şi numai dacă n este de forma: 
 (1)     1 22 ... sn p p pα=  

unde α ∈ℕ  şi 1 2, ,... sp p p  sunt numere prime ale lui Fermat. 

 DemonstraŃie. În acest caz, 1 20, 1, .z z F= = =ℚ   Problema se re-
duce la construcŃia poligonului regulat cu n laturi, înscris în cercul cu 
centrul în 1,P  de rază 1 2 1.PP =  Dacă unul din vârfuri este plasat în 

2 (1,0),P  atunci următorul este plasat în 
2 2

cos , sin .P
n n

π π 
 
 
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Problema revine la constructibilitatea lui 
2 2

cos sini
n n

π π
ξ = +  

cu rigla şi compasul din 1z  şi 2.z     

 Dar ξ  este rădăcină primitivă de grad n a unităŃii, al cărei poli-

nom minimal este ,nF  de grad ( )nϕ  (vezi V.3.). 

 Fie 1 2
1 22 ... ;s

sn p p p αα αα=  cu 1,... sp p  numere prime distincte 3≥  

şi *,iα ∈ℕ  1, .i s∈  
1 111

1 1( ) 2 ( 1)... ( 1).s

s sn p p p pαααϕ −−−= − −  

 Să presupunem ξ  constructibil cu rigla şi compasul. Din 5.3., re-

zultă că ( )nd F nϕ=�  este o putere a lui 2. 

 Deci, 1iα =  şi 1 2 ,in
ip − =  * ,in ∈ℕ  1, .i s∈  

 Din 2 1in
ip = +  număr prim, rezultă că 2 .im

in =  Cu alte cuvinte, 
22 1

mi

ip = +  este număr prim al lui Fermat, 1, .i s∈  În final, n este de 
forma (1). 
 Reciproc, să presupunem că n este de forma (1). ( )ξ ⊇ℚ ℚ  este o 
extindere normală de grad egal cu o putere a lui 2. Din teorema 5.8., 
rezultă ξ  constructibil cu rigla şi compasul.   □  
 Din 6.1. rezultă că pentagonul regulat este constructibil cu rigla şi 

compasul, deoarece 
125 2 1= +  este un număr prim al lui Fermat. De 

asemenea, decagonul regulat este constructibil cu rigla şi compasul, 
deoarece 10 2 5= ⋅  satisface (1). 
 ConstrucŃia decagonului regulat se poate face ca în figura de mai 
jos, aplicând următorul raŃionament: 

( ) ( ) ( )

10

5
.

TOB TBO TBA

OT TB BA l

π
µ µ µ= = =

= = =

∡ ∡ ∡
 

 Din teorema bisectoarei, .
TO BO

TA BA
=  Notând 10 ,l x=  

2 1 0,x x+ − =  
1 5

.
2 2

x = − +  
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Dacă 
1

( ,0),
2

H −  atunci 
5

.
2

HD =  

 Luând 2( ,E OP∈  astfel încât ,HE HD=  

10

1 5
.

2 2
OE l AB= − + = =  

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Heptagonul regulat (poligonul regulat cu 7 laturi) nu poate fi con-
struit cu rigla şi compasul deoarece 7 nu este de forma (1). 
 Poligonul regulat cu 17 laturi este constructibil cu rigla şi com-

pasul deoarece 
2217 2 1= +  este un număr prim al lui Fermat. 

 Primul care a dat construcŃia poligonului regulat cu 17 laturi a 
fost Karl Friederick Gauss (1777 – 1855). De altfel, Gauss a fost pri-
mul care, în lucrarea sa “Disquisitiones Arithmeticae” (1801), a obŃi-
nut expresia (1) a numerelor naturale n pentru care poligonul regulat 
cu n laturi este constructibil cu rigla şi compasul. 
 
  

D

H
O E

A
B

T

2P
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Probleme propuse 
 

 1. Fie [ ],∈ℚf X  L un corp de descompunere al polinomului f şi 

,fG  grupul Galois al extinderii .⊇ℚL  DeterminaŃi: 

fG , ( )L fG  şi ( )L ; ,L ℚ  

precizând care corpuri intermediare ale extinderii ⊇ℚL  sunt ex-
tinderi normale ale lui ℚ  pentru [ ],= ∈ℚnf F X  {5,7,12}.∈n  

 

 2. Fie G un subgrup al grupului de permutări S n  ( 2n ≥ ). G se 

numeşte tranzitiv dacă pentru orice 1 ,i j n≤ ≤  există Gσ ∈  astfel ca 
( ) .i jσ =  

 Considerăm acum p, un număr prim, S pG ≤  subgrup tranzitiv 

care conŃine o transpoziŃie. ArătaŃi că, în acest caz, S .pG =  
 

 3. Fie p un număr prim şi f un polinom ireductibil de grad p din 
[ ]K X  unde .K ⊆ ℝ  Dacă f are doar două rădăcini complexe, arătaŃi 

că grupul Galois al polinomului f este izomorf cu S .p  
 

 4. ArătaŃi că, pentru orice număr prim 5,p ≥  există un polinom 

de grad p din [ ]ℚ X  pentru care grupul său Galois este izomorf cu 

S .p  
 

 5. ArătaŃi că ecuaŃia ( )( )2 24 2 2− + =x x x  nu este rezolvabilă 

prin radicali peste ℚ . 
 

 6. ExprimaŃi prin radicali 
2

cos
5

π
 şi cos .

5

π
 ObservaŃi că penta-

gonul, respectiv decagonul regulat, este constructibil cu rigla şi com-
pasul. 
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 7. ArătaŃi că 
11

cos
16

arc  se poate împărŃi în trei părŃi egale folo-

sind rigla şi compasul. 
 

 8. ExprimaŃi prin radicali 
2

cos
7

π
 şi arătaŃi că heptagonul regulat 

nu poate fi construit cu rigla şi compasul. 
 

 9. (Problema celor trei bisectoare) Se consideră triunghiul isoscel 
∆ABC  în care se cunosc cele trei bisectoare ale sale , ,a b ci i i  astfel 

încât 3=a bi i  şi .b ci i=  

 ArătaŃi că, în acest caz, triunghiul ABC∆  nu poate fi construit cu 
rigla şi compasul.  

 

 10. Dacă presupunem că se poate construi cu rigla şi compasul un 
poligon regulat cu n laturi, să se determine numerele prime p pentru 
care poligonul regulat cu kp n  laturi, 1,≥k  este şi el constructibil cu 
rigla şi compasul. 

 

 11. Fie n, număr natural, 15 33≤ ≤n . PrecizaŃi pentru ce valori 
ale lui n, se poate construi cu rigla şi compasul un poligon regulat cu 
n laturi.  
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Capitolul VII 
 

SOLUłII 
 

 Capitolul I. 
 

 1. a) Se arată uşor că funcŃia precizată este injectivă şi păstrează 
incluziunea. Pentru a verifica faptul că aplicaŃia este surjectivă, con-
siderăm un ideal arbitrar J din ( )nM A . Pentru 1 ,s t n≤ ≤  definim 

mulŃimea { }, , ,| ( ) , .s t i j s tJ x A a J x a= ∈ ∃ ∈ =  Se demonstrează că ,s tJ  

este ideal bilateral în A şi ,( ) .n s tM J J=  b) Se obŃine imediat că apli-

caŃia ( ): ( ) /n nf M A M A I→  definită prin ( ) �( ), , ,
,

( )i j i j i j
i j

f a a=  este 

morfism surjectiv de inele. Deoarece: 

�( ) ( ){ } ( ){ }, , , , , ,
,,

( ) | 0 ( ) | , , ( ),i j i j i j i j i j i j n
i ji j

Kerf a a a a I i j M I= = = ∈ ∀ =ɵ

 folosind teorema fundamentală de izomorfism, rezultă relaŃia cerută. 
 2. a) Pentru , ( ),∈a b rad A  fie , 1m n ≥  astfel încât 0,  0.= =m na b  
Atunci, 

0

( ) ( ) 0
m n

m n k k m n k
m n

k

a b C a b
+

+ + −
+

=

− = − =∑  şi ( ) 0,= =m m max a x  .∀ ∈x A  

Deci, ( )rad A  este ideal în A. 

 Fie 1 2
1 2 ... 2.mkk k

mn p p p= ≥  Rezultă: 

ɵ ( ) există 1nx rad s∈ ⇔ ≥ℤ  aşa încât � 0 | .s sx n x= ⇔ɵ  În concluzie, 

ɵ ( ) 1 2 ... |n mx rad p p p x∈ ⇔ℤ  şi atunci 
1 2

| ( ) | .
...n

m

n
rad

p p p
=ℤ  
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Inelul nℤ  are doar un singur element nilpotent (pe cel nul) dacă şi 

numai dacă 1 2 ... ,mn p p p=  deci n este liber de pătrate. 

 b) Fie ( ),a rad A∈  ( ).u U A∈  Atunci, 1(1 )a u u u a−+ = +  unde 
1b u a−=  este nilpotent. Este suficient să arătăm că 1 ( ).b U A+ ∈  De-

oarece b este nilpotent, fie k număr impar pentru care 0.kb =  Astfel, 
2 11 1 (1 )(1 ... ).k kb b b b b −= + = + − + − +  

 c)  Fie ( )[ ] .f rad A X∈  Există 1k ≥  pentru care 0.kf =  În parti-

cular, 0,k
na =  de unde na  este nilpotent. Notăm 1 = − n

nf f a X  care, 

conform a) este nilpotent. Fie 1 1k ≥  astfel încât 1
1 0kf = . ObŃinem că 

1na −  este nilpotent. Repetând acest raŃionament, într-un număr finit 
de paşi, rezultă că toŃi coeficienŃii polinomului f sunt elemente 
nilpotente. Folosind a), rezultă imediat implicaŃia reciprocă. 

 d) Presupunem că f este inversabil. Atunci, există 
0

m
i

i
i

g b X
=

=∑   

astfel încât 1.gf =  Rezultă sistemul: 

1 1

2 1 1 2

0 0

0

0

0

...........................................

1

n m

n m n m

n m n m n m

a b

a b a b

a b a b a b

a b

− −

− − − −

=
 + =

+ + =



=

 

 Astfel, 0 0,a b  sunt inversabile şi din 1
0 0+ =m

na b  obŃinem că na  

este nilpotent. Conform b), polinomul 1
n

nf f a X= −  este inversabil 
şi reluăm raŃionamentul. ImplicaŃia reciprocă rezultă din a) şi b). 

 e) Fie f divizor al lui zero. Considerăm 
0

m
i

i
i

g b X
=

=∑  polinomul ne-

nul de grad minim ( 0mb ≠ ) pentru care 0.fg =  Astfel, 0n ma b = . 

Din ( ) 0nf a g =  şi ( ) ,nd a g d g<� �  pentru a nu contrazice alegerea lui 

g, rezultă că 0.na g =  Notând 1
n

nf f a X= −  obŃinem 1 0f g =  şi 
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astfel 1 0.n ma b− =  Repetând procedeul, rezultă 0,i ma b =  pentru 

0,i n∈ , deci 0.mb f =  

 3. Fie : nπ →ℤ ℤ  surjecŃia canonică. Aplicând teorema I.3.3. de 

corespondenŃă şi propoziŃia I.5.3., rezultă că ( )P Pπ→  stabileşte o 
bijecŃie între mulŃimea idealelor prime din inelul ℤ  care include 
Ker nπ = ℤ  şi mulŃimea idealelor prime din .nℤ  Idealele prime din 

ℤ  sunt (0)  şi ,pℤ  cu p număr prim. Dintre acestea, cele care in-

clud nℤ  sunt doar cele de forma pℤ , unde p este divizor prim al lui 

n. Astfel, idealele prime din nℤ  sunt cele de forma npℤ  cu p număr 

prim, | .p n  16ℤ  are un singur ideal prim, pe 162 ;ℤ  idealele prime ale 

inelului 360ℤ  sunt 3602 ,ℤ  3603ℤ  şi 3605 .ℤ  

 4. M este ideal maximal în A dacă şi numai dacă /A M  este corp. 
Această afirmaŃie este echivalentă cu faptul că orice element nenul 
din /A M  este inversabil, adică relaŃia cerută în enunŃ. 
 5. I este ideal prim în A ⇔ /A I  este inel integru. Cum, din ipo-
teză, mulŃimea A este finită şi orice integru finit este corp, rezultă 

/A I  corp, de unde I este ideal maximal. 
 6. Fie P un ideal prim; considerăm I ideal în A astfel încât .P I�  

Din ipoteză, pentru \ ,a I P∈  există 1n ≥  astfel încât .na a=  Deoa-

rece ( )10 1na a P−= − ∈  şi P este ideal prim, rezultă 1 1 .na P I− − ∈ �  

Cum şi ,a I∈  1 .I I A∈ ⇔ =  Deci, P este ideal maximal. 
 7. a) Considerăm : [ ] /( )A X A aθ →  definit prin 0( ) ( ),f a aθ = +  

pentru 
0

[ ]
n

i
i

i

f a X A X
=

= ∈∑ . Se arată uşor că θ  este morfism surjec-

tiv de inele cu 0
0

| ( ), ( , )
n

i
i

i

Ker f a X a a n X aθ
=

 
= = ∈ ∈ = 
 
∑ ℕ  şi apli-

căm teorema fundamentală de izomorfism pentru inele. 
 b) rezultă din a), folosind consecinŃele I.5.4. şi I.5.7. 
 c) Aplicăm b) pentru ,A = ℤ  0.a =  
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 8. Fie P un ideal prim în A. Cum P A≠ , alegem \ .a A P∈  LanŃul 
descendent de ideale 2 3( ) ( ) ( ) ... ...a a a⊇ ⊇ ⊇ ⊇  este staŃionar, adică 

există 1n ≥  pentru care 1( ) ( ).n na a +=  Astfel, 1n na ba +=  unde .b A∈  

Deoarece /A P  este integru şi ɵ 0,a ≠ ɵ  � �( )1 0na ab − =ɵ ɵ  implică ɵ 1,ab =ɵ ɵ  

deci ɵ ( )/ .a U A P∈  În concluzie, /A P  este corp, de unde rezultă că 

idealul P este maximal. 
 9. Presupunem că ,⊆/ iI P  pentru orice i. Vom presupune că idea-

lele prime au fost alese astfel încât, pentru ,i j≠  ⊆/i jP P  (în caz con-

trar, unul dintre ele se poate elimina din reuniune). 

Pentru 1,i n∈  fixat considerăm idealul 
1

.
n

i j
j
j i

J I P
=
≠

= ⋅∏  Fie \ ,j j ib P P∈  

pentru toŃi j i≠  şi \ .i ia I P∈  În mod evident, 
1

.
n

i j i
j
j i

a a b J
=
≠

= ⋅ ∈∏  

Dacă ,ia P∈  rezultă i ia P∈  sau un ,j ib P∈  fals. Astfel, .⊆/i iJ P  

 Fie \ ,i i iJ Pα ∈  pentru fiecare i. Atunci, 1 2 ...α α α α= + + + ∈n I  

deoarece ,iJ I⊆ ( ) 1, .∀ ∈i n  Presupunem că există un indice 0i  pen-

tru care 
0
.iPα ∈  În acest caz, cum 

0
,k iPα ∈  pentru 0 ,k i≠  rezultă că 

0 0
,i iPα ∈  ceea ce contrazice alegerea lui 

0
.iα  Astfel, ,iPα ∉  pentru 

orice i, adică 
1

,
=

⊆/ ∪
n

i
i

I P  fals. 

 10. 1 1 .P A P S≠ ⇔ ∉ ⇔ ∈  
 P este ideal prim în A ⇔  pentru orice , ,a b A∈  ( ab P∈ ⇒ a P∈  
sau b P∈ ) ⇔  (  şi ) ( , ).a P b P ab P a b S ab S∉ ∉ ⇒ ∉ ⇔ ∈ ⇒ ∈  

 11. Se arată uşor că : [ ] SA X Aθ →  definită prin 
1

( ) ,f f
a

θ  =  
 

 

pentru orice [ ],f A X∈  este morfism de inele. Pentru Sk

b
A

a
∈  există 
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[ ]kf bX A X= ∈  astfel încât ( ) ,
k

b
f

a
θ =  deci θ  este surjectiv. 

łinând cont de teorema fundamentală de izomorfism pentru inele, 
este suficient să arătăm că ( )1 .Ker aXθ = −  

Incluziunea ( )1aX Kerθ− ⊆  este imediată. Fie 
0

.
n

i
i

i

f a X Kerθ
=

= ∈∑  

Atunci, 
1

|X f
a
−  în [ ],SA X  adică există  [ ]Sg A X∈  astfel încât 

( )1
1 .f g X af g aX

a
 = − ⇔ = − 
 

 Scriind relaŃiile dintre coeficienŃii 

polinoamelor, rezultă g ah=  cu [ ].h A X∈  Deoarece a este nondivi-

zor al lui zero, ( ) ( )1 1 .f h aX aX= − ∈ −  

 12. b) Fie :S SA Aρ →  şi ' ':
S S

A Aρ →  morfismele structurale. 

Cum ' ,S S⊇  ( )' '( ) ,
S S

s U Aρ ∈  pentru orice .s S∈  Din proprietatea 

de universalitate a inelelor de fracŃii rezultă că există morfismul de 

inele ': S S
u A A→  astfel încât ( )' '

1( ) ,
S S

a
u a s

s
ρ ρ −  = 

 
 S

a
A

s
∈  şi se 

arată că u este bijectivă. 
 

 Capitolul II 
 

 1. a) Fie α  conjugatul lui .dα  ∈  ℤ  Atunci, ( )N α αα=  şi de 

aici obŃinem ( ) ( ) ( ).N N Nαβ ααββ α β= = ⋅  

b) Dacă |α β , atunci există dγ  ∈  ℤ  astfel încât .β αγ=  Din a), 

rezultă ( ) ( )| .N Nα β  

c) łinem cont că |α β α β⇔∼  şi |β α ; aplicăm apoi b). 

d) Aplicăm c) ştiind că ( ) 1.U dα α ∈ ⇔ ℤ ∼  
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e)  Cum β αγ=  cu dγ  ∈  ℤ  şi ( ) ( )N Nα β= ± , din a) rezultă că 

( ) 1,N γ = ±  deci .α β∼  

 2. Fie 5d m ni= +  astfel încât | 3d  şi |1 5.d i+  Cum ( ) | 9N d  

şi ( ) | 6,N d  rezultă că ( ) | 3.N d  Deoarece ecuaŃia 2 25 3m n+ =  nu 

are soluŃii întregi, în inelul 5i 
 ℤ  nu există elemente a căror nor-

mă este egală cu 3. Deci, 1.d ∼  

 Presupunem că există ( )( )2 1 5 ,6 .d i+∼  Atunci, cum | 6d  şi  

( )| 2 1 5 ,d i+  obŃinem ( ) | 24N d  şi ( ) | 36,N d  deci ( ) |12.N d  

Deoarece ( )( )6 1 5 1 5 ,i i= + −  1 5i+  şi 2 sunt divizori comuni ai 

celor două elemente. Rezultă 1 5 |i d+  şi 2 | .d  Astfel, 6 | ( )N d  şi 

4 | ( ),N d  deci 12 | ( ).N d  În concluzie, ( ) 12.N d =  Pe de altă parte, 

ecuaŃia 2 25 12m n+ =  nu are soluŃii în ,ℤ  adică ( ) 12,N d ≠  pentru 

orice d din 5 .i 
 ℤ  Această contradicŃie arată că presupunerea 

făcută este falsă. 
 3. Pentru că ( )N α  este număr prim, ( ) 1N α ≠ ±  şi ( ) 0,N α ≠  de 

unde rezultă 0α ≠  şi 1.α /∼  Fie |d α . Atunci, ( ) | ( )N d N α  implică 

( ) 1N d = ±  sau ( ) ( ),N d N α= ±  adică 1d ∼  sau .d α∼  

 4. Folosind exerciŃiul II.1. pentru { }1, 3, 5 ,∈ − − −d  aflăm toate 

elementele z din , 
 ℤ d  cu ( ) 1.= ±N z  Astfel, ( ) { }[ ] 1, ,U i i= ± ±ℤ  

( ) { }3 1 ,U i  = ± ℤ  ( ) { }5 1 .U i  = ± ℤ  

 5. Presupunem că 2 2 [ ][ ]f X Y X Y= + ∈ℚ  este reductibil. Atunci, 

( )( )1 1 1 2 2 2f a X b Y c a X b Y c= + + + +  cu 1 1 1 2 2 2, , , , , .a b c a b c ∈ℚ  

 
( ) ( )

( )

2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2.

f a a X b b Y a b a b XY a c a c X

b c b c Y c c

= + + + + + +

+ + +
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Identificând coeficienŃii, vom obŃine: 1 2 0,c c= =  1
2 1 ,a a −= 1

2 1b b −=  

şi 2 2
1 1 0,+ =a b  ultima relaŃie fiind imposibilă. Astfel, f este un poli-

nom ireductibil în [ , ].X Yℚ  

 6. În [ ]iℤ , 2 (1 )(1 )i i= + −  iar 1 i±  sunt elemente ireductibile de-

oarece (1 ) 2,N i± =  număr prim. Din | 3d  rezultă { }( ) 1,3,9 .N d ∈  

EcuaŃia 2 2 3a b+ =  nu are rădăcini întregi, deci în [ ]iℤ  nu există ele-

mente de normă 3. Din cele două cazuri rămase, obŃinem 1d ∼  sau 
3d ∼ . 

 7. În i n 
 ℤ , 2 este neinversabil. Fie d a bi n= + , , ,a b∈ℤ  un 

divizor al lui 2. Atunci, { }2 2( ) 1,2,4 .N d a b n= + ∈  EcuaŃia ( ) 2N d =  

nu are soluŃii întregi; obŃinem 1d ∼  sau 2d ∼ , deci 2 este ireductibil 

în .i n 
 ℤ  Deoarece n este impar, ( )( )2 |1 1 1n i n i n+ = + −  dar 

2 | 1 ,i n±/  deci 2 nu este prim în i n 
 ℤ . 

 8. Se aplică exerciŃiul II.3. pentru 1.d = −  

 9. Fie p un număr prim, 
1

n

i
i

p q
=

=∏  unde iq  sunt elemente ireduc-

tibile în [ ]iℤ , 1, .i n∈  Pentru că 2

1

( )
n

i
i

p N q
=

=∏  şi toŃi ( ) 1,iN q ≠  re-

zultă 2.n ≤  

 10. a) Fie [ ]z i∈ℤ  un element prim. Deoarece ( ) 1,N z zz= >  el se 

poate scrie ca produs de numere prime: 1 2( ) ... .kN z p p p=  Cum z este 

element prim şi | ( ),z N z  există un număr prim ip  astfel încât | .iz p  

b) p este număr prim, deci 0p ≠  şi 1.p /∼  Fie [ ]d a bi i= + ∈ℤ , 

|d p . Atunci, { }2( ) 1, , .N d p p∈  Arătăm că, în condiŃiile din ipoteză, 

ecuaŃia 2 2a b p+ =  nu are soluŃii întregi. Pentru aceasta, observăm 

că, pentru orice numere întregi a şi b, 2 2 3(mod 4).a b+ ≡/  Rezultă 

astfel că p este element ireductibil în [ ]iℤ , deci p este prim în [ ]iℤ . 
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c) Deoarece p este prim, putem aplica teorema lui Wilson şi rezultă 

( )1 ! 1 0(mod ).p p− + ≡  Pentru 
1

1 ,
2

p
k

−
≤ ≤  (mod ).p k k p− ≡ −  Re-

laŃia anterioară se scrie sub forma 
2

1
! 1 0(mod ).

2

p
p

 −  + ≡  
  

 Astfel, 

notând 
1

!
2

p − 
 
 

 cu x (din ipoteză, rezultă că p este număr impar şi 

astfel, x este număr natural), obŃinem | (1 )(1 )p ix ix+ −  în [ ]iℤ . 

Dacă p este prim în [ ]iℤ , atunci |1p ix+  sau |1p ix− , fals. Deci, 

1 2 ... kp p p p=  unde toŃi ip  sunt primi în [ ]iℤ , iar 2.k ≥  Refăcând 

raŃionamentul de la exerciŃiul II.9., obŃinem 2.k ≤  Astfel, 2k =  şi 

1 2p p p= , de unde 1 2p p= . Să observăm că 1 2p p/∼  pentru că, în caz 

contrar, rezultă p nu este număr prim sau 2 1(mod 4).p = ≡/  

d) Din rezultatele anterioare, orice element din P este prim în [ ]iℤ . 

Reciproc, fie z prim în [ ]iℤ . Conform a), există un număr prim p aşa 

încât | .z p  Dacă 2,p =  atunci 1 .z i+∼  Pentru 4 3,p k= +  din b), 

z p A= ∈  iar pentru 4 1p k= + , din c) .z B∈  

 11. ( )21 3 3 7 .i i+ = +  Cum (7 ) 50,N i+ =  căutăm întâi divizori d 

cu ( ) 2.N d =  Atunci, 1d i+∼  şi obŃinem 7 (1 )(4 3 ).i i i+ = + −  

Din (4 3 ) 25,N i− =  rezultă că singurii săi divizori primi sunt de nor-

mă egală cu 5. Dar, [ ],d i∈ℤ  ( ) 5 1 2N d d i= ⇔ +∼  sau 1 2 .d i−∼  

Prin calcul, rezultă 1 2 | 4 3 ,i i+ −/  4 3 (1 2 )(2 ).i i i− = − +  

Astfel, 21 3 3(1 )(1 2 )(2 ).i i i i+ + − +∼  
Analog obŃinem descompunerile: 
60 90 3(1 )(1 )(1 2 )(1 2 )(2 3 ),i i i i i i+ + − + − +∼ 8 11 (1 2 )(6 ).i i i+ + −∼  
Folosind rezultatele obŃinute în exerciŃiile anterioare, se precizează, 
de fiecare dată, că factorii din descompuneri sunt primi în [ ]iℤ . 
 12. Aplicând algoritmul lui Euclid pentru numerele naturale 
nenule m şi n obŃinem şirul de relaŃii: 
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1 1

1 2 2

1 2 3 3

1 2

..................

k k k

m nq r

n r q r

r r q r

r r q+ +

= +

= +

= +

=

 

în care ultimul rest nenul este 1.kr +  Deci, 1( , ) .kd m n r += =  Atunci, 

1,m dm=  1n dn=  şi 1 1( , ) 1.m n =  RelaŃia 

( ) ( )( )11 12( 1) ( 1)...d md m d mm m d d da b a b a a b b−− −− = − + + +  

implică | .d d m ma b a b− −  În mod analog, rezultă | .d d n na b a b− −  

Fie ,c A∈  | m mc a b−  şi | n nc a b− . 

Din ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1nq r nq r r nq nq nq r rm ma b a b a a b b a b+ +− = − = − + −  rezultă 

( )1 1 1| .nq r rc b a b−  Vom arăta că ( )1, 1.nqc b ∼  Pentru aceasta, presupu-

nem că există p A∈ , prim, astfel încât |p c  şi 1| .nqp b  Atunci, |p a  

şi | ,p b  ceea ce contrazice ipoteza. Deci, c şi 1nqb  sunt relativ prime. 

ObŃinem astfel 1 1| .r rc a b−  Repetăm raŃionamentul pentru | n nc a b−  

şi 1 1| ,r rc a b−  utilizând a doua relaŃie din algoritmul lui Euclid. Într-

un număr finit de paşi, rezultă | .d dc a b−  

 13. Fie , ,a b A∈ 0b ≠  şi b b′ ∼  astfel încât ( ) ( ).b bϕ ϕ′ ′=  Atunci, 

cum 0,b′ ≠  există ,q r A∈  pentru care a b q r′= +  unde 0r =  sau 

( ) ( ).r bϕ ϕ ′<  Deoarece b bu′ =  cu 1,u ∼  obŃinem ( )a uq b r= +  cu 

0r =  sau ( ) ( ) ( ) ( ).r r b bϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′≤ < =  Deci, ϕ′  verifică a doua con-

diŃie din definiŃia inelului euclidian. Considerăm acum , \{0},a b A∈  

| .a b  Atunci, ( ).b a∈  Fie a a′ ∼  cu ( ) ( ).a aϕ ϕ′ ′=  Astfel, ( ) ( )a a′=  

şi ( ) ( ),a cϕ ϕ′ ≤  ( ) ( ).c a∀ ∈  Dacă b b′ ∼  astfel încât ( ) ( ),b bϕ ϕ′ ′=  

obŃinem ( ) ( ) ( ) ( ).a a b bϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′= ≤ =  
 14. a) Folosind relaŃiile lui Bézout, completăm tabelul următor: 
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k 0 1 2 3 4 

kt  375 -192 -9 -3 0 

ku  1 0 1 -21 64 

kv  0 1 2 -41 125 

kq  - - -2 21 3 

 
şi obŃinem: 3(375, 192) 3 375( 21) 192( 41).t− = − = − − −∼  

Cum 3 | 21,−  ecuaŃia are soluŃii întregi. Din relaŃia stabilită rezultă: 

3,d = −  21,u = −  41,v = −  1 125,a = −  1 64,b = 1 7.c = −  SoluŃiile ecu-

aŃiei sunt de forma: 147 64 ,x t= +  287 125 ,= +y t  .t∈ℤ  

b) Determinăm câturile kq  din algoritmul lui Euclid aplicat pentru 

coeficienŃii ecuaŃiei: 0 35 35r i= −  şi 1 6 12r i= − +  cu ajutorul cărora 
determinăm relaŃiile lui Bézout şi completăm tabelul: 

( )0 0

1 1

35 35 7 7 1 1
4

6 12 2 6 2 6

r t i
i i i

r t i

−  = = = − − = − − + − − +  
, 

2 4 ;q i= − −  2 0 1 2 1 7 ;r r r q i= − = − +  

( )1 1

2 2

6 12 9 3 1 2
2 ,

1 7 5 5 5 5

− +  = = = + = + + − − − +  

r t i
i i i

r t i
 

3 2 ;q i= +  3 1 2 3 3 ;r r r q i= − = −  

2 2

3 3

1 7
1 2 ,

3

r t i
i

r t i

− +
= = = − +

−
 

4 1 2 .q i= − +  4 2 3 4 0r r r q= − =  
 

k 0 1 2 3 4 

kt  35 35i−  6 12i− +  1 7i− +  3 i−  0 

ku  1 0 1 2 i− −  3 3i− +  

kv  0 1 4 i+  6 6i− −  14 7i− +  

kq  - - 4 i− −  2 i+  1 2i− +  
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Astfel, ( )35 35 , 6 12 3 .i i i− − + −∼  

Deoarece 1 7 (3 )(1 2 ),i i i− = − −  obŃinem că 3 |1 7 ,i i− −  adică ecuaŃia 

admite soluŃii în [ ].iℤ  Rezultă: 3 ,d i= −  2 ,u i= − −  6 6 ,v i= − −  

1 14 7 ,a i= −  1 3 3 ,b i= − +  1 1 2 .c i= −  SoluŃiile ecuaŃiei sunt de forma: 

( )( ) ( ) ( )1 2 2 3 3 4 3 3 3 ;x i i i z i i z= − − − + − + = − + + − +  

( )( ) ( ) ( )1 2 6 6 14 7 18 6 14 7 ;= − − − + − + = − + + − +y i i i z i i z  [ ].z i∈ℤ  

 15. a) rezultă imediat folosind definiŃia subinelului. 
b) Deoarece θ  şi 'θ  sunt rădăcinile ecuaŃiei de gradul al II-lea, re-
zultă ' .aθ θ+ = − ∈ℤ  De aici, [ ']θ θ∈ℤ  şi ' [ ]θ θ∈ℤ . 

[ ] .θ θ= ⇔ ∈ℤ ℤ ℤ  Arătăm că θ  este număr întreg dacă şi numai da-

că 2 4d a b= −  este pătrat perfect. Într-adevăr, dacă 2 24a b k− =  cu 
,k∈ℤ  k şi a au aceeaşi paritate, deci a k− ±  este număr par, adică 

.
2

a k− ±
∈ℤ  

c) łinând cont de proprietăŃile funcŃiei modul şi ale operaŃiei de con-
jugare, obŃinem că ϕ  este funcŃie multiplicativă: 

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ),z z z z z z z z z z z zϕ ϕ ϕ= = =  pentru 1 2, [ ].z z θ∈ℤ  

( )[ ] există [ ],z U i z i′∈ ⇔ ∈ℤ ℤ  1 1 ( ) ( ) 1 ( ).zz z z zϕ ϕ ϕ′ ′= ⇔ = ⇔ =  

d) Observăm că pentru ,θ= +z m n  ( ) 0 0 0.z z m nϕ = ⇔ = ⇔ = =  

( )( ) ( )2 2( ) ' ' 'z zz m n m n m n mnϕ θ θ θθ θ θ= = + + = + + + =  

2 2 .m amn bn= − +  

FuncŃia : [ ] ,N θ →ℤ ℤ  ( ) ,N z zz=  [ ],z θ∈ℤ  este o funcŃie multipli-

cativă.  Fie 1 2, [ ],z z θ∈ℤ  2 0.z ≠  1 1 2

2 22 2 ( )

z z z z

z N zz z
= =  unde am notat 

1 2 .z z z m nθ= = +  Pentru m, respectiv n, şi 2( ) 0,N z ≠  aplicăm teo-

rema împărŃirii cu rest. Rezultă că există 1 2 1 2, , ,q q r r ∈ℤ  astfel încât: 

1 2 1( ) ,m q N z r= +  2 2 2( ) ,n q N z r= +  1 2

1
( ) ,

2
r N z≤  2 2

1
( ) .

2
r N z≤  
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Atunci, 
( ) ( ) ( )2 1 2 1 21 1 2

1 2
2 2 2

( )
.

( ) ( )

N z q q r rz r r
q q

z N z N z

θ θ θ
θ

+ + + +
= = + +  

Dacă notăm 1 2 [ ]θ θ= + ∈ℤq q q  şi 
( )2 1 2

2

,
( )

z r r
r

N z

θ+
=  din relaŃia ante-

rioară, rezultă 1 2 [ ].r z z q θ= − ∈ℤ  Deci există , [ ]q r θ∈ℤ  pentru care 

1 2 .z z q r= +  Rămâne să calculăm ( )ϕ r  pentru cazul 0.≠r  

Din ( )2 2 1 2( ) ,rN z z r r θ= +  rezultă ( )( ) ( )( )2 2 1 2rN z z r rϕ ϕ θ= + , ceea 

ce este echivalent cu ( )( )2 2 2
2 2 1 1 2 2( ) ( ) .r N z N z r ar r brϕ = − +  

Astfel, 
( )

2 2
1 1 2 2

2

( ) .
r ar r br

r
N z

ϕ
− +

=  Observăm că: 

( )22 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 2

1
( ) 1 .

4
r ar r br r a r r b r N z a b− + ≤ + + ≤ + +  

 Dacă 3,a b+ <  obŃinem 2( ) ( ),r zϕ ϕ<  adică [ ]θℤ  este inel eu-

clidian. Pentru 0,a =  1b =  sau 2;b =  ecuaŃia iniŃială este de forma 
2 1 0x ± =  sau 2 2 0.x ± =  Găsim astfel inelele euclidiene [ ],iℤ  ,ℤ  

2 ,i 
 ℤ  2 . 

 ℤ  Dacă 1,a =  0b =  sau 1.b =  ObŃinem că ine-

lele 
1 3

2

i +
 
 
ℤ  şi 

1 5

2

 +
 
 
ℤ  sunt euclidiene. Atunci când 2,a =  

0,b =  inelul rezultat este .ℤ  
 16. Se procedează la fel ca la exerciŃiul precedent. 
 17. Conform exerciŃiului I.12., arătăm că 'S

A  este inel euclidian. 

A fiind integru, 'S
A  este tot integru. Folosind funcŃia asociată inelului 

A, : \ {0} ,Aϕ →ℕ  definim '

0
: \

1SN A
 → 
 

ℕ  prin 1( )
a

N a
s
ϕ  = 

 
 

cu 1

1

a a

s s
=  şi 1

1

a

s
 este fracŃie ireductibilă. Se observă că N  este bine 
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definită. Folosind exerciŃiul II.13., pentru a demonstra că 'S
A  este 

euclidian, este suficient să arătăm că funcŃia N verifică condiŃia b) 
din definiŃia inelului euclidian. 

Fie ', S

a b
A

s t
∈  cu 

0

1

b

t
≠  şi 1

1

,
a

s
 respectiv 1

1

b

t
 fracŃiile ireductibile 

corespunzătoare. Cum 1 0b ≠  şi A este euclidian, există 1 1,q r A∈  aşa 

încât 1 1 1 1a b q r= +  şi 1 0r =  sau 1 1( ) ( ).r bϕ ϕ<  

Din 1 1 1 1 1

1 1 1 1

a b t q ra

s s t s s
= = ⋅ +  rezultă că există 1 1 1

'
1 1

,  S

t q r
q r A

s s
= = ∈  pen-

tru care 
a b

q r
s t
= ⋅ + . Mai mult, dacă 1 0,r =  

0

1
r =  iar în caz contrar, 

1 1( ) ( ) ( ) .
b

N r r b N
t

ϕ ϕ  ≤ < =  
 

 

 18. Aplicăm exerciŃiul I.11. în care alegem [ ],A K X=  ,a X=  

.X Y=  ObŃinem [ , ] /( 1) [ ]SK X Y XY K X− ≃  unde { }21, , ,... .S X X=  

Deoarece inelul [ ]K X  este euclidian, din exerciŃiul II.17., rezultă ce-
rinŃa problemei. 
 19. SA  este inel integru. Fie : SA Aρ →  morfismul structural. 

Arătăm că orice ideal I din SA  este principal. A fiind principal, există 

a A∈  astfel încât 1( ) ( ).I aρ − =  Arătăm că un generator al idealului I 

este ( ) .
1

a
aρ =  Cum 1( ),a Iρ −∈  ( ) ,a Iρ ∈  deci ( )( ) .a Iρ ⊆  Pentru 

,
b

I
s
∈  ( ) ,

1 1

b b s
b I

s
ρ = = ⋅ ∈  adică 1( ).b Iρ −∈  Astfel, există ,c A∈  

astfel încât .b ca=  ObŃinem ( )( ) .
1

b a c
a

s s
ρ= ⋅ ∈  

 20. Deoarece ℤ  este inel principal, există numerele naturale k şi n 
pentru care I k= ℤ  şi .J n= ℤ  Astfel, IJ kn= ℤ  iar I J m∩ = ℤ  un-
de [ , ].m k n=  Folosind relaŃia kn md=  cu ( , ),d k n=  din I J IJ∩ =  

rezultă 1.d =  Astfel, .I J d+ = =ℤ ℤ  



�����

 21. [ ]iℤ  este inel principal, deci I este principal. Pentru a găsi un 

generator al său, calculăm (4 ,1 ).d i i+ +∼  [ ]iℤ  este şi inel eucli-
dian, deci putem aplica algoritmul lui Euclid. Procedând ca la exer-
ciŃiul II.14., rezultă relaŃiile:  

4 (1 )(2 2 )i i i i+ = + − + ; 
1 (1 ) 0.i i i+ = − +  

Astfel, d i∼  şi [ ].I i= ℤ  
 22. Reducând la absurd, presupunem că în A există un număr finit 
de elemente ireductibile neasociate în divizibilitate, 1 2, ,..., .kq q q  Fie 

şirul ( ) 1n n
a

≥
 unde 1 21 ... ,n n n

n ka q q q= +  1.n ≥  Arătăm că toŃi termenii 

şirului sunt nenuli. Presupunem că există 0 1n ≥  cu 
0

0.na =  Atunci, 

din ( )0 0 01
1 1 2 ... 1n n n

kq q q q−− =  rezultă 1 1,q ∼  fals. Presupunem acum că 

există m n≠  pentru care .m na a=  Considerăm cazul .m n<  Deoare-

ce ( )( )1 2 1 2... ... 1 0,m m m n m n m n m
m n k ka a q q q q q q− − −= ⇔ − =  obŃinem ca 

înainte 1 1,q ∼  fals. Astfel, pentru orice ,m n≠  .m na a≠  Am arătat că 

{ }| 1nM a n= ≥  este mulŃime infinită. Din ipoteză, ( )U A  este mulŃi-

me finită; există atunci cel puŃin un 0 1n ≥  pentru care 
0

1.na /∼  Deoa-

rece 
0

0na ≠  şi A este inel  factorial, fie 
0

1

,i

k

n i
i

a u q α

=

= ∏ 0,iα ≥  des-

compunerea canonică a lui 
0
.na  Dacă toŃi 0,iα =  

0
1,na ∼  fals. Fără a 

restrânge generalitatea, putem alege 1 0.α >  

Altfel, ( )0 0 01 2 11
1 1 2 1 2... ... 1,k n n n

k kq uq q q q q qαα α −− − =  de unde 1 1,q ∼  fals. 

 23. Dacă A este mulŃime infinită, pentru orice ,a A∈  polinoamele 

af X a= −  sunt ireductibile în [ ]A X  şi neasociate în divizibilitate. 

Dacă A este un integru finit, atunci A este corp. În acest caz, [ ]A X  

este inel factorial şi ( ) *[ ]U A X A=  este mulŃime finită. Putem aplica 

exerciŃiul II.22. 
 24. Fie P un ideal prim, nenul, minimal în A şi \{0}.a P∈  



� ����

Atunci, 1,a /∼  altfel ,P A=  fals (P este ideal prim). Fie 
1

i

k

i
i

a u p α

=

= ∏  

descompunerea canonică a lui a în inelul factorial A ( ( ),u U A∈  toŃi 

ip  sunt primi iar 1iα ≥ ). Din ,a P∈  u P∈/  şi P ideal prim, rezultă 

că există 1,i k∈  pentru care .ip P∈  Atunci, idealul ( )ip  este prim şi 

(0) ( ) .ip P⊆�   Din minimalitatea lui P, obŃinem ( ),iP p=  deci P 
este principal. 

 25. SA  este inel integru. Fie 
0

\ ,
1S

a
A

s
 ∈  
 

 
1

.
1

a

s
/∼  De aici, 0a ≠  

şi 1.a /∼  A fiind factorial, 
1

i

n

i
i

a u p α

=

= ∏  unde ( ),u U A∈  1iα ≥  şi ip  

sunt elemente prime în A, pentru 1, .i n∈  ObŃinem 
1

.
1

in
i

i

pa u

s s

α

=

 
=  

 
∏  

Să stabilim ce fel de element este 
1

p
 în SA , dacă p este prim în A. 

Considerăm două cazuri: (i) | ,p s/  ( ) .s S∀ ∈  Arătăm că 
1

p
 este prim 

în .SA  Dacă ( ) ,
1 S

p
U A∈  există S

b
A

t
∈  cu 

1
,

1 1

p b

t
⋅ =  adică .t pb=  

Astfel, | ,p t  fals. Deci, 
1

p
nu este inversabil. Din 1 2

1 2

,
1

b bp

t t
⋅ rezultă 

că 1 2 1 2t t bp b b t=  cu ,b A∈  .t S∈  Cum p este prim şi | ,p t/  obŃinem 

1|p b  sau 2|p b  şi astfel,  1

11

bp

t
 sau 2

2

.
1

bp

t
 (ii) există s S∈  astfel 

încât | .p s  În acest caz, fie s pc=  cu ,c A∈  Din 
1

,
1 1

p c

s
⋅ =  rezultă 

( ).
1 S

p
U A∈  Dacă pentru orice 1, ,j n∈  jp  divid elemente din S, din 
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(ii), rezultă că toŃi ( ).
1

j
S

p
U A∈  Dar ( ) ,S

u
U A

s
∈  deci 

1
,

1

a

s
∼  fals. 

Astfel, în descompunerea canonică a lui a există cel puŃin un jp  cu 

proprietatea (i). Fie 1,k n∈  astfel încât, eventual după o renumero-
tare, avem: jp  verifică (i) dacă ,j k≤  iar pentru ,k j n< ≤  jp  veri-

fică (ii). Astfel, 
1

j
j

p
q =  sunt elemente prime în SA  pentru j k≤  şi 

( )
1

.
1

jn
j

S
j k

pu
v U A

s

α

= +

 
= ∈ 

 
∏  Pentru că 

1

,i

k

i
i

a
v q

s
α

=

= ∏  inelul SA  este 

factorial. 
 26. Conform teoremei II.7.3., [ ] [ ][ ],X Y X Y=ℤ ℤ  nu este princi-

pal, deci nici euclidian (teorema II.7.2.). Din consecinŃa II.10.9., el 
este factorial. Procedând analog, obŃinem [ ]5 ,X Yℤ  nu este euclidian 

şi nici principal, dar este factorial. Deoarece [ ]6 Xℤ  nu este integru, 

el nu se încadrează în niciun tip de astfel de inele. În 5i 
 ℤ  

obŃinem ( )( )6 1 5 1 5i i= + −  şi 6 2 3.= ⋅  Se arată că factorii celor 

două descompuneri sunt elemente ireductibile, neasociate în divizi-
bilitate. Deoarece 6 nu admite o descompunere unică în factori ire-

ductibili în 5 ,i 
 ℤ  acest inel nu este factorial, deci nu este nici 

principal, nici euclidian. Pentru celelalte două inele reluăm raŃiona-
mentul. De exemplu, alegem descompunerile: 

( )( )10 2 5 6 26 6 26 ,= ⋅ = + −  în 26 
 ℤ  iar în 3 ,i 

 ℤ  consi-

derăm ( )( )24 2 1 3 1 3 .i i= = + −  

 27. Deoarece A este inel factorial, considerăm descompunerile ca-

nonice: 
1

,i

n

i
i

a u p α

=

= ∏  
1

,i

n

i
i

b v p β

=

= ∏  
1

i

n

i
i

c w p γ

=

= ∏  unde , , 1,u v w ∼  ip  
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sunt prime în A, , , 0,i i iα β γ ≥  1, .i n∈  Pentru a obŃine relaŃiile cerute, 
se foloseşte teorema II.9.3.. De exemplu, a) se reduce la a arăta că: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

max , , min , min , min ,

min , , .

i i i i i i i i i

i i i i i i

α β γ α β α γ β γ

α β γ α β γ

+ + + =

= + + +
 

 28. În inelul [ ]Xℂ  avem reprezentările: 

( )
1

0

1 ,
m

m
k

k

f X X x
−

=

= − = −∏  ( )
1

0

1 ,
n

n
l

l

g X X y
−

=

= − = −∏  

unde 
2 2

cos sin ,k

k k
x i

m m

π π
= +  0, 1;k m∈ −  

2 2
cos sin ,l

l l
y i

n n

π π
= +  

0, 1.l n∈ −  Fie ( , ),d m n=  1,m dm=  1,n dn=  unde 1 1( , ) 1.m n =  

1 1 1

2 2
,k l

k l
x y kn lm k m t

m n

π π
= ⇔ = ⇔ = ⇒ =  0, 1.t d∈ −  Astfel, 

( ) ( )
1

1 1

0 0

2 2
, cos sin 1.

d d
d

m t
t t

t t
f g X x X i X

d d

π π− −

= =

  − = − + = −  
  

∏ ∏∼  

 29. ( )
2 1

2

0

1 ,
n

n
k

k

f X X x
−

=

= − = −∏  unde cos sin ,k

k k
x i

n n

π π
= +  pen-

tru 0,2 1k n∈ −  este descompunerea canonică a lui f în [ ].Xℂ  Rădă-

cinile reale ale polinomului sunt 0 1,x =  1.nx = −  Se arată uşor că 

2k n kx x −=  pentru 0.k ≠  Atunci, descompunerea canonică a lui f în 

[ ]Xℝ  este: 

( )( ) ( )( )
1

1

1 1
n

k k
k

f X X X x X x
−

=

= − + − − =∏  

( )( )
1

2

1

1 1 2cos 1 .
n

k

k
X X X X

n

π−

=

 = − + − + 
 
∏  

 30. Considerăm 2 2 1 [ ][ ].f X Y K Y X= + − ∈  În [ ],K Y  inel facto-

rial, 1Y −  este polinom ireductibil. Arătăm că ( )2 21 | 1,Y Y− −/  apoi 

aplicăm criteriul lui Eisenstein. Dacă presupunem că ( )2 21 | 1,Y Y− −  

rezultă ( )2 21 1,Y Y− = −  deci 2 1 0 ( ) 2,K car K⋅ = ⇔ =  fals. 
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 31. Pentru a demonstra necesitatea, să presupunem că n nu este 

număr prim. Atunci, ,= ⋅n p q  cu , 1.>p q  Orice 0, 1∈ −j n  se poate 

scrie sub forma = ⋅ +j p i r  cu 0, 1∈ −i q  şi 0, 1.∈ −r p  Atunci, cum 
1 1 1 11

0 0 0 0 0

,
− − − −−

+

= = = = =

  
= = =   

  
∑ ∑∑ ∑ ∑

q p q pn
j pi r pi r

j i r i r

f X X X X  rezultă că polinomul f 

este reductibil în [ ].ℤ X  Reciproc, considerăm acum n număr prim. 
În forma iniŃială a lui f nu se poate aplica criteriul lui Eisenstein. De-
oarece : [ ] [ ],→ℤ ℤu X X  ( ) ( 1),= +u g g X  pentru orice [ ],∈ℤg X  

este izomorfism, este suficient să arătăm că ( )u f  este ireductibil în 
[ ].ℤ X   

1 1
1 1

0 2

( 1) 1
( ) ( 1) ( 1) .

nn n
k n k k

n
k k

X
u f f X X X C X n

X

− −
− −

= =

+ −
= + = + = = + +∑ ∑  

n fiind prim, |n n  şi 2 | ./n n  Arătăm că | k
nn C  pentru 1, 1.∈ −k n  

Considerăm relaŃiile != ⋅k k
n nA k C  şi | ( 1)...( 1).= − − +k

nn A n n n k  

Cum n este prim şi ( , !) 1,=n k  rezultă | ,k
nn C 1, 1.∈ −k n  În mod evi-

dent, f este polinom primitiv în [ ].ℤ X  Fiind îndeplinite toate con-

diŃiile din criteriul lui Eisenstein, rezultă că ( )u f  este ireductibil în 
[ ].ℤ X  

 32. Dacă ( ) ( )
1

1

1 1 1 ,
n

n n

n

p
p p k k

p
k

g f X X p X C X p
−

=

= + = + + − = + +∑  

observăm că polinomul f este ireductibil în [ ]X ⇔ℤ  g este ireducti-

bil în [ ]Xℤ . Arătăm că numărul prim p verifică condiŃiile criteriului 

lui Eisenstein aplicat lui g. Pentru aceasta, demonstrăm că | ,n

k

p
p C  

pentru 1 1.nk p≤ ≤ −  

( ) ( )1 ... 1 1 ( 1)
...

1 2 ... 1 1
n

n n n n n n
k

p

p p p k p p p k
C

k k k

− − + − − −
= = ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ −
. 

Pentru fiecare 1 1,j k≤ ≤ −  scriem js

jj p q=  cu js n<  şi ( , ) 1.jq p =  

Deoarece ,nk p<  tk p q=  cu t n<  iar ( , ) 1.q p = ObŃinem astfel re-
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laŃia 
1

1 1
1

| ... .
−− −

−
=

−
= ⇔∏

j

n n

n sn t k
jk k

kp p
j j

p qp
C p qq q C

q q
  Din rezultatele sta-

bilite anterior, rezultă | ,n

k

p
p C  pentru 1 1.nk p≤ ≤ −  

 33. ℤ p  este corp comutativ (p este prim). Fie : pπ →ℤ ℤ  surjec-

Ńia canonică iar : [ ] [ ]pX Xπ →ℤ ℤ  unicul morfism unitar de inele ce 

extinde π  şi ( ) .X Xπ =  Atunci, ɵ( ) [ ].p
pf X X a Xπ = − + ∈ℤ  

Deoarece ℤ p  este corp, există un corp L ce conŃine ℤ p  ca subcorp 

(rezultă deci ( ) =car L p ) în care ( )fπ  are o rădăcină α  (vezi lema 

III.7.1). Aplicând mica teoremă a lui Fermat, obŃinem că ,=ɵ ɵ
p

i i  pen-

tru orice .∈ɵ ℤ pi  Deoarece 

 ɵ ɵ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
p

p pf i i i a a i iπ α α α α α+ = + − + + = − + + − =ɵ ɵ ɵ ɵ ɵ  


, 1,..., 1α α α+ + −ɵ p  sunt toate rădăcinile lui ( )fπ  deci, în [ ]L X  are 

loc descompunerea ( )( ) 
( )( ) 1 ... 1 .f X X X pπ α α α= − − − − − −ɵ  

 Demonstrăm că ( )fπ  este ireductibil în [ ].ℤ p X  Să presupunem, 

prin reducere la absurd, că ( )fπ  este reductibil în [ ].ℤ p X  Există 

atunci [ ]∈ℤ ph X  astfel încât | ( )h fπ  şi 1 ( ).d h r p d fπ≤ = < =� �  

 Datorită unicităŃii descompunerii în factori ireductibili din [ ],L X  

există 1,..., 0, 1∈ −ri i p  pentru care : 

ɵ( ) ɵ( )1 1 ...α α= − − − −∼ rh h X i X i  în [ ].ℤ p X  

Putem considera ɵ ɵ( ) 1
1 1 ... ... [ ].α −= = − + + + + ∈ℤr r

r ph h X r i i X X  

Rezultă ,α∈ℤ pr  de unde .α ∈ℤ p  Atunci, .pα α=  
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Deoarece ( )( ) 0,fπ α = ɵ  rezultă ɵ 0,= ɵa  adică | ,p a  relaŃie ce contra-

zice ipoteza. Prin urmare, ( )fπ  este ireductibil în [ ].ℤ p X  Conform 

criteriului reducŃiei, f este ireductibil în [ ].ℤ X  

 34. Aplicăm criteriul reducŃiei. Considerăm 2:π →ℤ ℤ  surjecŃia 

canonică, pe care o extindem la morfismul 2: [ ] [ ].X Xπ →ℤ ℤ  

Notăm 5 2( ) 1.g f X Xπ= = + + ɵ  Deoarece f este polinom primitiv şi 

,d f d g=� �  rămâne să demonstrăm că g este polinom ireductibil în 

2[ ].Xℤ  Pentru aceasta, se observă că g nu are rădăcini în 2 ,ℤ  deci 
nu există în descompunerea sa canonică polinoame de gradul 1. Pre-
supunem că g admite o descompunere de forma: 

( )( )5 2 2 3 21X X X aX b X cX dX e+ + = + + + + +ɵ , 

cu 2, , , , .a b c d e∈ℤ  Identificând coeficienŃii, rezultă sistemul 

0

0

1

0

1.

a c

ac b d

ad bc e

ae bd

be

 + =

 + + =

+ + =


+ =


=

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

 

Din ultima ecuaŃie, 1b e= = ɵ ,  iar din prima .a c=  Sistemul devine: 

�

2 1

( 1) 0

0.

a d

a d

a d

 + =


+ =

+ =

ɵ

ɵ ɵ  

Astfel, dacă 0,a = ɵ  rezultă 0,d = ɵ  şi nu se verifică 2 1a d+ = ɵ ; dacă 

1,d = ɵ  1a = ɵ  şi, la fel, 2 1.a d+ ≠ ɵ  Deoarece sistemul nu are soluŃii în 

2 ,ℤ  polinomul g este ireductibil în 2[ ].Xℤ  
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Capitolul III 
 

 1. a) Din propoziŃia III.3.3., rezultă [ ] [ ] [ ]: : :p L K L E E K= = ⋅ . 

ObŃinem [ ]: 1L E =  sau [ ]: 1,E K =  adică E L=  sau .E K=  

b) Cum \ ,L Kθ ∈  ( ) .K Kθ ≠  Aplicăm a) şi rezultă ( ).L K θ=  

 2. Considerăm extinderile ( ) ( )( )2 2 3 .K⊆ ⊆ =ℚ ℚ ℚ  Pen-

tru că 2  este algebric peste ℚ  ( 2

2
2 [ ]p X X= − ∈ℚ ), din propo-

ziŃia III.4.7., obŃinem ( ) 2
2 : 2d p  = = 

�ℚ ℚ  iar { }1, 2  formează 

o bază în ( )2 .ℚℚ  3  este algebric peste ( )2 ;ℚ  se verifică uşor 

că 2

3
3p X= −  este polinomul minimal al lui 3  peste ( )2 .ℚ  

Atunci, ( )( ) ( )2 3 : 2 2  = ℚ ℚ  iar { }1, 3  este o bază a extinde-

rii ( )2 .K ⊇ℚ  O bază a extinderii K ⊇ℚ  este { }1, 2, 3, 6  şi 

[ ] ( ) ( ): : 2 2 : 2 2 4.K K   = ⋅ = ⋅ =   ℚ ℚ ℚ ℚ  Deci,  

 , , , ,  2 3 6.K a b c d a b c dα α∈ ⇔ ∃ ∈ = + + +ℚ  
 3. Aplicând criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein, se verifi-

că imediat că 2nf X= −  este ireductibil în [ ].Xℚ  Astfel, 2nα =  

este algebric peste ℚ , cu ;p fα =  obŃinem ( )2 : .n n  = ℚ ℚ  

 4. a) Dacă α  este algebric peste ℚ , fie [ ]p Xα ∈ℚ  polinomul 

său minimal. Atunci, din ( ) 0,pα α =  rezultă că α  este algebric peste 

.ℚ  Cum , , ',iα α ∈ℂ rezultă '
2

u
α α+
= ∈ℂ  şi '.

2
v

i

α α−
= ∈ℂ  Reci-

proca este imediată. 
b) Fie ( )cos sint i tα α= +  cu [0,2 ),t π∈  un număr algebric. 
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Deoarece ,α αα= ∈ℚ  rezultă că ( ),α α∈ℚ  deci ( ).u α∈ℚ  Astfel, 

( ) ( ) .u α⊆ ∩ℚ ℚ ℝ  Notăm 1.d p nα = ≥
�  Fie acum ( ) .x α∈ ∩ℚ ℝ  

Există 0 1 1, ,..., ,na a a − ∈ℚ  astfel încât 
1

0

n
k

k
k

x a α
−

=

=∑  şi .x∈ℝ  ObŃinem 

1

0

cos .
n

k

k
k

x a ktα
−

=

=∑  

Deoarece cos ( )
u

t u
α
= ∈ℚ  şi, pentru 0, 1,k n∈ −  are loc relaŃia: 

( )2 2 2 4 4 4cos cos cos sin cos sin ... cos ,k k k
k kkt t C t t C t t t− −= − + − ∈ℚ  

rezultă ( ).x u∈ℚ  

 5. a) b)⇒ Fie A un subinel al lui L, A K⊇  şi \{0}.a A∈  Deoa-

rece L K⊇  este extindere algebrică, a este algebric peste K, deci 

[ ]K a  este corp. Atunci, există 1 [ ] ,a K a A− ∈ ⊆  adică A este corp. 

b) a)⇒  Fie ,a L∈  arbitrar ales. Din ipoteză, cum [ ] ,K K a L⊆ ⊆  

rezultă că inelul [ ]K a  este corp, deci a este algebric peste K. 
 6. f are gradul 3 şi nu are rădăcini raŃionale, deci este polinom ire-
ductibil în [ ].Xℚ  Atunci .p fα =  

Astfel, [ ]( ) : 3α =ℚ ℚ  şi { }21, ,α α  este bază a extinderii. 

a) Din 3 3 1 0α α− + =  obŃinem 1 23 .α α− = −  Fie m, n, p raŃionali cu 
1 2.m n pβ α α− = + +  Din 1 1ββ − =  rezultă: 

( ) ( ) ( )2 3 41 2 2 2 2 2 2 .m m n m n p n p pα α α α= + + + − + + + − + −  

Înlocuind în relaŃie 3 3 1α α= −  şi 4 23 ,α α α= −  se obŃine sistemul: 

2 2 1

2 5 8 0

2 2 5 0

m n p

m n p

m n p

+ − =


− + =
− + − =

 

cu soluŃie unică 1,m =  
2

.
3

n p= = −  
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b) ( )β ≠ℚ ℚ  deoarece .β ∈/ ℚ  Mai mult, din ( ) : 3α  = ℚ ℚ  rezultă 

( ) ( ).β α=ℚ ℚ  De aici, 3.d pβ =
�  Astfel, 

3 2 [ ]p X sX tX v Xβ = + + + ∈ℚ  cu ( ) 0.pβ β =  

Folosind relaŃiile de la a), rezultă: 

( )2 23 3 8 4 ,β α α= − +  ( )3 23 21 78 42 .β α α= − + −  

Sistemul obŃinut din relaŃia ( ) 0pβ β =  

9 63

24 2 234

12 2 126

s t v

s t

s t

+ + =

− + = −
 − =

 

are soluŃia unică 9, 9, 9.s t v= = − = −  
 7. Considerăm , [ ]α β ∈p p K X  polinoamele minimale peste K ale 

lui ,α  respectiv .β  Atunci, ( )
1

α α
=

= −∏
n

i
i

p X  şi ( )
1

β β
=

= −∏
m

j
j

p X  

cu 1,α α= 1,β β=  reprezintă descompunerile lor canonice în [ ].K X  
Fie polinoamele: 

( )α= −f p X , ( ) ( )
1 1 1

,α β β α
= = =

= − = − −∏ ∏∏
m n m

j j i
j i j

g p X X  

1 1 1

m n m

i
j i jj j

X X
h pα α

β β= = =

   
= = −      

   
∏ ∏∏  şi 

1
.α

 =  
 

nr X p
X

 

Este evident că , [ ],∈f r K X  ( ) 0,α− =f  ( )1 0.α − =r  De asemenea, 

( ) 0α β+ =g  şi ( ) 0.αβ =h  

În încheiere, arătăm că [ ]∈g K X  (pentru a demonstra că [ ]h K X∈  

se procedează analog). Deoarece ( )
1
α β

=

−∏
m

j
j

p X  rămâne invariant la 

orice permutare a mulŃimii { }1,..., ,mβ β  g este simetric în 1,β ..., .mβ  

Aplicând teorema fundamentală a polinoamelor simetrice, rezultă 
[ ].∈g K X  
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În cazul particular, 2

2
2,= −p X  3

3

3
3= −p X  şi 1 2,α α= =  

2 2,α = −  3
1 3,β =  3

2 3,β ε=  2 3
3 3.β ε=  Rezultă:  

( ) ( )
2

1
1 1

m

j i
j i

g p X p Xα ββ α
= =

= − = − =∏ ∏  

6 4 3 26 6 12 36 1.X X X X X= − − + − +  
 8. Fie [ ] \{0},θ∈a K  ( )a f θ=  cu [ ] \{0}.f K X∈  Pentru că po-

linomul θp  este ireductibil şi | ,θ /p f  rezultă că f şi θp  sunt relativ 

prime. Există atunci , [ ]∈g h K X  astfel ca 1 .θ= ⋅ + ⋅f g p h  ObŃinem, 

1 ( ),θ= ⋅a g adică a este inversabil în [ ].θK  
 9. Aplicînd teorema fundamentală a polinoamelor simetrice pen-
tru 1[ ,..., ],∈ ng K X X  polinom simetric, există 1[ ,..., ]∈ nh K X X  

astfel ca 1( ,..., ).= ng h s s  

Deci, ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,..., .α α α α α α=n n n ng h s s  

Folosind relaŃiile lui Viète, ( )1,..., ,α α ∈k ns K  1, .∈k n  Astfel obŃi-

nem  ( )1,..., .α α ∈ng K  Analog, cealaltă situaŃie. 

 10. Fie ,Lα ∈  transcendent peste K. Deoarece ( ) ( ),K Kα α= −  

iar 1( ) ( ),K Kα α −=  elementele α−  şi 1α −  sunt transcendente peste 

K. Considerăm extinderile ( ) ( )2 .K K Kα α α⊆ + ⊆  α  fiind rădăci-

nă a polinomului ( ) ( )2 2 2 [ ],f X X K Xα α α α= + − + ∈ +  este alge-

bric peste ( )2 ,K α α+  deci extinderea ( ) ( )2K Kα α α+ ⊆  este fini-

tă. Dar, extinderea ( )K K α⊆  este infinită, deci ( )2K K α α⊆ +  

este infinită. Astfel, 2α α+  este transcendent peste K. Se procedează 
în mod analog pentru a arăta că nα  este transcendent peste K. Folo-
sind aceste rezultate, observăm că nu putem preciza natura sumei, 
respectiv produsului a două elemente transcendente: ( ) 0,α α+ − =  

1 1,αα − =  sunt algebrice peste K, dar 2 ,α α+  2 ,α  sunt transcen-
dente peste K. Fie .s a β= +  Dacă presupunem că s este algebric 
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peste K, rezultă s aβ = −  algebric peste K, fals. Deci s este trans-

cendent peste K. Se arată la fel că, pentru 0,a ≠  aβ  este transcen-
dent peste K. 
 11. ( ) ( ).K K a K X⊆ ⊆  Fie ( ) ( ) ( )[ ].F f Y ag Y K a Y= − ∈  X este 

algebric peste ( )K a  deoarece ( ) 0.F X =  Cum max( , )d F d f d g=� � �  

este suficient să arătăm că F este ireductibil (adică XF p∼ ). Deoa-
rece F este un polinom primitiv, conform lemei II.10.5., arătăm că F 
este ireductibil în [ , ].K a Y  
 Reducem la absurd şi presupunem că F este reductibil şi anume 

1 2 ,F F F=  unde 1 2, [ , ],F F K a Y∈  1 2, 1.d F d F ≥� �  Din 1ad F =�  rezul-

tă 1 1ad F =�  şi 2 0ad F =�  sau invers. Atunci, în primul caz (pentru ce-

lălalt se procedează la fel), 2 [ ].F K Y∈  Pentru că 2 |F F  rezultă că 

2 |F f  şi 2 |F g  de unde 2 1,F ∼  adică *
2 ,F K∈  fals. 

Fie ( ) \ .a K X K∈  Deoarece ( ) ( )K X K a⊇  este extindere finită, iar 

extinderea ( )K X K⊇  este infinită, rezultă că a este element trans-
cendent peste K. 
Astfel, K coincide cu închiderea sa algebrică în ( ).K X  
 12. Considerăm două situaŃii: 
 i) x este algebric peste K şi ( ) 0.g x ≠  

Din ( )K x K⊇ finită, rezultă că 
( )

( )
( )

f x
K x K

g x

 
⊇  
 

 şi 
( )

( )

f x
K K

g x

 
⊇ 

 
 

sunt extinderi finite. ObŃinem 
( )

( )

f x

g x
 este algebric peste K (s-a verifi-

cat a) pentru elementele algebrice ,x L∈ ( ) 0g x ≠  şi implicaŃia reci-
procă de la b)). 
 ii) x este transcendent peste K. 
În acest caz, morfismul : ( ) ( )xu K X K x→  este izomorfism. Cum 

( ) ( )
,

( ) ( )

f X f x
K K

g X g x

   
   
   

≃  folosind rezultatul obŃinut în exerciŃiul an-



�����

terior, obŃinem ( )( )
( ) : max , .

( )

f x
K x K d f d g

g x

  
=  

  

� �  Dar, extinderea 

( )K x K⊇  este infinită, deci extinderea 
( )

( )

f x
K K

g x

 
⊇ 

 
 este infinită. 

Astfel, 
( )

( )

f x

g x
 este transcendent peste K (am demonstrat a) pentru x 

transcendent peste K şi implicaŃia directă de la b)). 
 13. Fie Lβ ∈  o rădăcină a lui f. Atunci, .nβ α=  Dacă elementul 

β  este transcendent peste K, din exerciŃiul III.10., rezultă că nβ α=  

este transcendent peste K. Fie acum α  transcendent peste K. Dacă 
β  este algebric peste K, rezultă că α  algebric peste K şi contrazi-

cem alegerea lui .α  Deci β  este transcendent peste K. 

 14. Pentru 
( )

( )

f
a

g

π
π

=  şi ( )30b h e=  unde 232 5 2 ,f X X= + −  

257 3 (1 ) ,g X i X= − + +  15 10 6 ,h X X X= + +  aplicăm rezultatele 
obŃinute în exerciŃiile III.12 şi III.13.  
 15. Procedăm prin inducŃie matematică după n. Pentru  1,n =  ine-
galitatea este evidentă. Presupunem afirmaŃia adevărată pentru poli-
noame de grad 1n≤ −  şi arătăm că ea rămâne adevărată pentru poli-
noame de grad n. Fie [ ]f K X∈  cu .d f n=�  

 Dacă f este ireductibil, există o extindere 1 ,L K⊇  de grad n, în 

care f are o rădăcină .α  Deci ( ) 1 1[ ],f X f L Xα= − ∈  cu 1 1[ ],f L X∈  

1 1.d f n= −�  Din ipoteza de inducŃie, corpul de descompunere 2L  al 

lui 1f  are proprietatea că [ ]2 1: ( 1)!.L L n≤ −  Rezultă că 2L L=  şi 

[ ] [ ][ ]1 1: : : !.L K L L L K n= ≤  

 Presupunem acum că f este reductibil în [ ].K X  Fie [ ]g K X∈  un 

factor ireductibil al său (1 d g n≤ <� )  şi 'L K⊇  extinderea de grad 

egal cu d g�  în care g are o rădăcină .β  
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ObŃinem ( ) 1 '[ ].f X g L Xβ= − ∈  Folosind ipoteza de inducŃie, cor-

pul de descompunere L al polinomului 1g  verifică [ ]: ' ( 1)!L L n≤ −  

şi astfel, [ ]: ( 1)! !.L K n d g n≤ − <�  

 16. a) Se verifică imediat că f nu are rădăcini în 3 ,ℤ  deci în des-

compunerea sa în factori primi din 3[ ]Xℤ  nu apar factori de gradul 

1. Vedem dacă f se descompune în 3[ ]Xℤ  sub forma 1 2f f f=  unde 
2

1 3[ ],f X aX b X= + + ∈ℤ  2
2 3[ ],f X cX d X= + + ∈ℤ  sunt ireducti-

bile în 3[ ].Xℤ  Rezultă sistemul: 

0

0

0

1.

a c

b d ac

ad bc

bd

 + =

 + + =

+ =


=

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

 

Din ultima relaŃie, 1b d= = ɵ  sau ɵ2.b d= =  În primul caz, sistemul 

nu are soluŃie în 3 ,ℤ  iar în a doua situaŃie rezultă 1,a = ɵ  ɵ2.c =  

Astfel, ɵ2
1 2,f X X= + +  ɵ ɵ2

2 2 2.f X X= + +  

 Fie 1 3 1 3[ ]/( )L X f= ⊇ℤ ℤ  extinderea în care 1f  are pe �Xα =  ca 

rădăcină. Deci, ( )1 3 ,L α=ℤ  [ ]1 3 1: 2L d f= =�ℤ  şi { }1,α  este o bază 

a extinderii 1 3.L ⊇ ℤ  Cealaltă rădăcină a lui 1f  se obŃine folosind re-

laŃiile lui Viète; astfel ɵ ɵ
12 2 .Lβ α= + ∈  Verificăm dacă 2f  are rădă-

cini în 1.L  Pentru aceasta, vedem dacă există 3,a b∈ℤ  astfel încât 

( )2 0.f a bα+ =  łinând cont că 2 1 ,α α= −ɵ  obŃinem sistemul: 

ɵ

ɵ ɵ2 2

2 ( 1) 0

2 2 0.

b a b

a b a

 + + =

+ + + =

ɵ ɵ

ɵ
 

0b ≠ ɵ  (altfel 2f  are rădăcini în 3 ,ℤ  ceea ce este imposibil) şi astfel 

rezultă ɵ ɵ2 2 ,b a= +  de unde 0,a = ɵ ɵ2b =  sau 1,a = ɵ  1.b = ɵ  Rădăcinile 
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lui 2f  sunt ɵ
1 2 ,x α=  2 1 .x α= +ɵ  În concluzie, corpul de descompune-

re  este ( ) ( )3 1 2 3, , , .L x xα β α= =ℤ ℤ  

b) { }3| , ,L a b a bα= + ∈ℤ  L are 9 elemente. 

Procedăm analog pentru ( ) ɵ( ) ɵ( )21 4 2g X X X X= + + + +ɵ  şi pentru 

( ) ɵ ɵ( )2 21 2 2h X X X= + + +ɵ . 

 17. f are o singură rădăcină în 3 ,ℤ  pe ɵ2.  Astfel, ɵ( ) 12f X f= −  

cu ɵ2
1 2f X X= + +  ireductibil în 3[ ].Xℤ  În 3 1 3[ ] /( )L X f= ⊇ℤ ℤ  

1f  are o rădăcină, pe �.Xα =  În plus, [ ]3: 2L =ℤ  şi ( )3 .L α= ℤ  

Rezultă că { }1,α  este o bază a lui 
3

.Lℤ  Dacă β  este cealaltă rădă-

cină a lui 1f , obŃinem ɵ ɵ2 2 .Lβ α= + ∈  Deci, { }3| ,L a b a bα= + ∈ℤ  

este corp de descompunere al lui f. 
 Fie a b Lγ α= + ∈  o rădăcină a lui g. Din ( )1 0,f α =  ştim că 

ɵ2 1 2 .α α= +ɵ  Rezultă ( ) ɵ ɵ( ) ( )2 20 2 2 1 1 ,g a b a b a bγ α= = + + + + + +ɵ ɵ  

de unde: ɵ ɵ ɵ2 22 2 2a b a+ + =  şi ( )1 0.b a b+ + =ɵ ɵ  ObŃinem că rădăcinile 

lui g sunt ɵ
1 2 ,γ α=  2 1 .γ α= +ɵ  

 18. a) Folosim criteriul Eisenstein. EcuaŃia ( ) 0f x =  este echiva-

lentă cu 2 2 2 0y y− − =  unde 3.y x=  Rezultă 1,2 1 3.y = ±  Vom no-

ta 3 1 3,α = +  3 1 3.β = −  Rădăcinile lui f sunt rădăcinile cubice 

ale lui 1,2 :y  1 ,x α=  2 ,x αε=  2
3 ,x αε=  4 ,x β=  5 ,x βε=  2

6x βε=  

unde 
1 1

3.
2 2

iε = − +  

b) ( ) ( ), , , , 3K iα β ε α β= =ℚ ℚ  este corpul de descompunere al 

polinomului f. Din 33 1 ,Kα= − ∈  3 3 ,i K⋅ ∈  adică .i K∈  

c) 3 2αβ = − , deci 3 2 .K∈  
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d) Se arată că au loc relaŃiile: 

( )3 2 : 3,  = ℚ ℚ ( ) ( )3 32, 3 : 2 2,  = ℚ ℚ ( )3: 2, 3 2.L  = ℚ  

Cum 1 3 ,L+ ∈  folosind rezultatele obŃinute la subpunctele ante-

rioare, rezultă ( ) ( ) ( )3 3, 2, 3 , 2, , 3 .K i i Lα α α= = =ℚ ℚ  

 19. a) Pentru orice ɵ ,pk∈ℤ  avem � ɵ 0.pk k− =  łinând cont că α  

este rădăcină a lui f,  ɵ( ) ( ) ɵ ɵ( ) 0.
p

pf k a k kα α α+ = − + + − =  

b) Dacă f nu este ireductibil în [ ],K X  fie 1 [ ]f K X∈  un factor ire-
ductibil al său. Notăm cu L extinderea lui K în care f are o rădăcină 

.α  Conform a), ɵkα +  este rădăcină a lui f, pentru orice ɵ ,pk∈ℤ  deci 

în [ ]L X  avem ɵ( )
1

0

.
p

k

f X kα
−

=

= − −∏  Astfel, există 1 ,s p≤ <  � ,i pk ∈ℤ  

1,i s∈  pentru care �( )1
1

[ ].
s

i
i

f X k K Xα
=

= − − ∈∏  

Atunci, � �( )1 ... ,ss k k Kα + + + ∈  de unde .Kα ∈  În concluzie, f se 

descompune în [ ]K X  în produs de factori de gradul 1 distincŃi. 

 20. Notăm 2
1 [ ]f X a K X= − ∈  şi 2

2 [ ].f X b K X= − ∈  Deoarece 

1 2 ,f f f=  rezultă că ( ), ,L K u v=  cu u şi v elemente dintr-o extinde-

re a lui K pentru care 2 ,u a=  2 .v b=  ( )K u  şi ( )K v  sunt corpuri in-

termediare ale extinderii L K⊇  şi [ ]( ) : 2,K u K ≤  [ ]( ) : 2,K v K ≤  

[ ]: ( ) 2.L K u ≤  

 Pentru [ ]: 4,L K =  obŃinem [ ]( ) : 2,K u K =  [ ]( ) : 2,K v K =  deci 

, ,u v K∈/  adică a, b nu sunt pătrate perfecte în K. Din [ ]: ( ) 2,L K u =  

( ),v K u∈/  de unde ,uv K∈/  şi deci ab nu este pătrat perfect în K. 
 Reciproc, dacă a, b, ab nu sunt pătrate perfecte în K, polinoamele 

1f  şi 2f  sunt ireductibile în [ ].K X  Dacă presupunem că 2f  este re-

ductibil în ( )[ ],K u X  fie x uα β= +  o rădăcină a sa din ( ).K u  Din 
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2 2 2 2x b b a uα β αβ= ⇔ − − =  şi ,u K∈/  rezultă 0α =  sau 0.β =  

Dacă 0,α = obŃinem ab pătrat perfect în K, iar pentru 0,β =  b este 
pătrat perfect în K, adică în fiecare caz este contrazisă ipoteza. 
Deci, 2f  este ireductibil în ( )[ ]K u X  şi obŃinem că 

[ ] [ ][ ]: : ( ) ( ) : 2 2 4.L K L K u K u K= = ⋅ =  

 21. Fie L extindere pătratică a lui K, deci [ ]: 2.L K =  Conform 

exerciŃiului III.1., fie \L Kα ∈  aşa încât ( ).L K α=  Rezultă că poli-

nomul pα  este de forma 2 [ ].p X aX b K Xα = + + ∈  

 i) Presupunem ( ) 2.car K ≠  
2 2

2 1 4
0 0,

2 4

b a
a b aα α α

− + + = ⇔ + + = 
 

 de unde rezultă că α  

este rădăcină pentru pα ⇔
1

2
aβ α= +  este rădăcină a polinomului 

2 [ ]f X c K X= − ∈  cu 
2 4

.
4

a b
c

−
=  f este ireductibil în [ ]K X  (altfel 

Kα ∈ ) şi ( ) ( ).K Kα β=  

 ii) Presupunem ( ) 2.car K =  

Pentru 0,a ≠  ( ) ( )22 1 1 20 0.a b a a baα α α α− − −+ + = ⇔ + + =  Astfel, 

α  este rădăcină pentru 1p aα γ α −⇔ =  este rădăcină a polinomului 

ireductibil 2 [ ]f X X c K X= + − ∈  unde 2 .c ba−= −  Cum ( ),L K γ=  
L este corpul de descompunere al lui f. 
Dacă 0,a =  pα  este de forma cerută. 
 22. Considerăm polinomul: 

( ) ( )1
1 1

1

... ( 1) ,..., [ ].
n

n n n
i n n

i

f X X X s X s K s s X−

=

= − = − + + − ∈∏  

Corpul său de descompunere este: 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1,..., ,..., ,..., ,...,n n n nE X X K X X s s K X X L= = = , 

deci L E⊇  este extindere finită. Deoarece f este ireductibil în [ ]E X  

şi ( ) 0,nf X =  rezultă 
nXf p=  şi ( ) : .nE X E n  =   
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 Vom demonstra prin inducŃie după n că [ ]: !.L E n=  

 Pentru 2,n =  ( )1 2,K X X  este corpul de descompunere al lui 

( )2
1 2 1 2, [ ];g X s X s K s s X= − + ∈  deci ( ) ( )1 2 1 2, : , 2.K X X K s s  =    

 Presupunem afirmaŃia adevărată pentru 1n −  nedeterminate, adi-

că ( ) ( )1 1 1 1,..., : ,..., ( 1)!n nK X X K t t n− −  = −   unde 1 1,..., nt t −  sunt poli-

noamele simetrice fundamentale în 1 1,..., nX X − . Arătăm că ea rămâne 
adevărată şi pentru n nedeterminate. Fie : 

( )
1

1 2 1
1 1 1

1

... ( 1) .
n

n n n
i n

i

f X X X t X t
−

− − −
−

=

= − = − + + −∏  

Din ( )1 ,nf f X X= −  obŃinem: 

1 1 ,ns t X= +  1n n ns t X−=  şi 1 ,k k k ns t t X−= +  2, 1.k n∈ −  

Fie ( ) ( )( )1 1 1,..., .n n nE E X K X t t −= =  Aplicăm ipoteza de inducŃie şi 

obŃinem ( ) ( )1 1 1 1( ) ,..., : ( ) ,..., ( 1)!n n n nK X X X K X t t n− −  = −   unde am 

înlocuit K cu corpul ( ).nK X  În final, din ( )1 1: ,..., nE K s s n  =   şi 

din ( ) ( )( )1 1 1 1( ) ,..., ,...,n n n nK X t t K s s X E− = =  rezultă [ ]: !.L E n=  

 23. Reducem la absurd şi presupunem corpul ( )K X  algebric în-

chis. În acest caz, polinoamele ireductibile din ( )[ ]K X Y  sunt toate 

de gradul 1. Deci, 2 ( )[ ]f Y X K X Y= − ∈  este reductibil. Fie 
g

h
α =  

o rădăcină a sa din ( )K X  cu , ( ),g h K X∈  0,h ≠  ( ), 1.g h ∼  Atunci, 
2 2 .g h X=  Din această relaŃie rezultă că polinomul 2g  care are gra-

dul un număr par este egal cu polinomul 2 ,h X  de grad impar, ceea 
ce este imposibil. 
 24. Vom proceda prin reducere la absurd şi presupunem că există 

\ ,L Kα ∈  element algebric peste K. Atunci, [ ],p K Xα ∈  polinomul 

său minimal, are gradul 2.≥  Din ipoteză, pα  este polinom ireduc-

tibil în [ ]L X  ceea ce contrazice faptul că el are pe α  rădăcină în L. 
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 25. Fie ( )i i I
E

∈
 o familie de elemente din aL . Atunci, 0 i

i I

K E
∈

=∩  

este un corp intermediar extinderii. Fie Lα ∈  algebric peste 0 .K  

Cum, pentru fiecare i, 0 ,iK E⊆  α  este algebric peste ,iE  ( ) .i I∀ ∈  

Fiecare iE  este algebric închis în L, deci 0 .Kα ∈  Astfel, 0 aK ∈L  şi 

0 inf .i
i I

K E
∈

=  Fie 1K  închiderea algebrică în L a corpului generat de 

.i
i I

E
∈
∪  Atunci, 1 .aK ∈L  Dacă considerăm acum aF∈L  astfel încât 

,iE F⊆  pentru fiecare i, rezultă 1 ,K F⊆  deci 1 sup .i
i I

K E
∈

=  Pentru 

cazul particular, alegem K =ℚ  şi .L =ℂ  

 26. Fie 'ℂ  corpul numerelor algebrice. ( )2 .′ ⊇ℂ ℚ  

'ℂ  este corp algebric închis şi ( )2′ ⊇ℂ ℚ  este extindere algebrică. 

Deci 'ℂ  este o închidere algebrică a lui ( )2 .ℚ  

 27. Din relaŃia 
!

1 1
,

5 5
≤

n n
 pentru ∈ℕn  şi din criteriul compara-

Ńiei, rezultă că seria 
!

0

1

5

∞

=
∑ n
n

 este convergentă, deci .α ∈ℝ  

 Presupunem că ,α ∈ℚ  deci ,α =
p

q
 unde *, .∈ℕp q  Fie * ,∈ℕk  

ales arbitrar. Din ! !
! !

0 1

1
5 5 ,

5

∞
−

−
= = +

⋅ = +∑ ∑
k

k k n

n k
n n k

p q q  rezultă 

! !
1

1
,

5

∞

−
= +

∈∑ ℕ
n k

n k

q  *.∀ ∈ℕk  

Dar,  

! ! ( 1)! ! ! ( 1)! ! !
1 1 0

1 1 1 5
0 1

5 5 5 5 5 5 4

∞ ∞ ∞

− + − − + ⋅ ⋅
= + = + =

< = < = ⋅ <∑ ∑ ∑n k k k n k k k n k k
n k n k n

q q q
q  

pentru k suficient de mare, ceea ce contrazice relaŃia anterioară. 
Deci, .α ∈/ ℚ  
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 Să presupunem acum că 'α ∈ℂ  (α  este algebric şi, deoarece 
,α ∈/ ℚ  1α = >

�d p r ). Aplicând criteriul lui Liouville, există 0>c  

astfel încât, ( ) , ,∀ ∈ℤp q  0,>q  să avem .α − >
r

p c

q q
 

Alegem * ,∈ℕk  arbitrar şi 
! !

0

1
.

5 5=

= =∑
k

n k
n

p p

q
 Rezultă: 

! ! !
1

1
,

5 5 5
α

= +

− = >∑
k

k n k r
n k

p c
 

de unde obŃinem că 
! !

1

1
,

5

∞

−
= +

< ∑ n k r
n k

c  pentru orice *.∈ℕk  Dar, pentru 

k suficient de mare, 

! ! !( 1 ) ! ( 1)! !( 1 )
1 1

1 1 1 1 5
,

5 5 5 5 4

∞ ∞

− + − − + + −
= + = +

= < ⋅ <∑ ∑n k r k k r n k k k r
n k n k

c  

ceea ce contrazice relaŃia anterioară. 
 Prin urmare, α  este transcendent.  
  
 Capitolul IV 
 

 1. Se arată prin calcul că operaŃia definită este asociativă, are 
element neutru pe (1,0) ( )e M A= ∈  şi orice element ( , ) ( )a b M A∈  

este inversabil, inversul său fiind dat de ( )1 1, .a ba− −−  Definim apli-

caŃia : ( ) ( )f M A U A→  prin ( )( , ) ,f a b a=  ( , ) ( ).a b M A∈  Deducem 

uşor că f este un morfism surjectiv de grupuri iar nucleul său 

{ }(1, ) |Kerf b b A= ∈  este izomorf cu ( ), ,A +  grupul abelian subia-

cent structurii de inel a lui A. Astfel, Kerf  este grup rezolubil. 
 Aplicând teorema fundamentală de izomorfism pentru grupuri, 

( ) / ( ).M A Kerf U A≃  Cum ( )( ),U A ⋅  este grup abelian, ( ) /M A Kerf  

este şi el rezolubil. În final, aplicăm teorema IV.4.1. şi rezultă ( )M A  
grup rezolubil. 
 2. a) Conform ecuaŃiei claselor de elemente conjugate, 
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( ) : ( )
∈

= +∑
a S

G Z G G C a  

unde S este un sistem de reprezentanŃi pentru clasele de elemente 
conjugate care nu aparŃin centrului şi ( )C a  este centralizatorul ele-

mentului a. Atunci, ( ) ≠C a G  şi | : ( ) ,p G C a  pentru oricare .∈a S  

De aici, | ( ) ,p Z G  deci ( ) 1.Z G >  Astfel, ( ) ( ).≠Z G e  

b) Procedăm prin inducŃie matematică după n. Pentru 1,=n  G este 
grup ciclic, deci abelian şi astfel, rezolubil. Presupunem că orice 
grup finit cu kp  elemente, <k n  este rezolubil şi considerăm un p – 

grup G  cu .= nG p  Folosind a), rezultă că ( )Z G  şi / ( )G Z G  sunt p 

– grupuri cu mai puŃin de np  elemente. Conform ipotezei de induc-
Ńie, aceste grupuri sunt rezolubile, de unde rezultă că G este grup 
rezolubil. 
 3. Considerăm şirurile rezolubile: 

1 0 1 ... ( )mG H H H e= ⊇ ⊇ ⊇ =  şi 2 0 1 ... ( ).nG K K K e= ⊇ ⊇ ⊇ =  

Putem alege .m n=  Atunci, pentru 1,i n∈  avem: 

1 ,i iH H −⊲  1 ,i iK K −⊲  iar 1 /i iH H−  şi 1 /i iK K−  sunt factori abelieni. 
În aceste condiŃii: 

-1 1  ,i i i iH K H K −× ×⊲  ( ) ( )1 1 1 1/ / / ,i i i i i i i iH K H K H H K K− − − −× × ×≃  

pentru 1, .i n∈  Cu alte cuvinte, şirul 

1 2 0 0 1 1 ... ( )n nG G H K H K H K e× = × ⊇ × ⊇ ⊇ × =  
este rezolubil. 

 4. { }2 1 11, , ,..., , , ,...,n n
nD σ σ σ ρ σρ σ ρ− −=  unde σ  este rotaŃia de 

unghi 
2

n

π
 în jurul centrului O iar ρ  este simetria în raport cu una 

din axele de simetrie ale lui .nP  1,nσ =  2 1,ρ =  1 .nρσ σ ρ−=  

Fie ( ),H σ=  grup ciclic. Deoarece ( : ) 2,nD H =   .nH D⊲  Factorii H 

şi 2/nD H ≃ ℤ  sunt abelieni, deci şirul (1)nD H⊇ ⊇  este rezolubil.  
 5. a) evident. b) şi c) rezultă prin calcul direct; de exemplu, pentru 

b): [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 1 1 1 1 1, , .x y z x x z x yzy z x xzx z xy z xy z
−− − − − − − −= =  
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 6. a) Definim : / ( ) / ( )f G Z G G Z G× →C  prin ɵ ɵ( , ) [ , ],f x y x y=  

, ,x y G∈  unde { }[ , ] | , .x y x y G= ∈C  Arătăm că f este bine definită. 

Fie ,u v G∈  astfel încât ɵ ɵx u=  şi ɵ .y v= ɵ  Atunci, 1 1, ( ).xu yv Z G− − ∈  
ObŃinem: 

ɵ ɵ

ɵ

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( , ) [ , ] ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( )( ) [ , ] ( , ).

f x y x y xyx y xu u yv vu ux v vy

uv xu ux yv vy u v u v f u v

− − − − − − − −

− − − − − −

= = = =

= = = ɵ
 

Evident, f este surjectivă. Astfel, 2/ ( ) / ( ) .G Z G G Z G n≤ × =C  

b) Prin calcul, rezultă ( )( ) [ ]1 1 1 1 1, , ,
kk k

yxy y y xyx y y y x y y− − − − −  = =   

pentru *.k∈ℕ  Deoarece / ( ) ,G Z G n=  [ ], ( ),
n

x y Z G∈  deci: 

[ ] [ ] [ ]

( ) [ ]( )

1 11 1 1 1 1 1

112 1 2 1 2 1

, , ,

, , , .

n n n

nn

x y xyx x y y xyx xyx y x y y

xy x y y x y y x y yxy y

+ −− − − − − −

−−− − − −

= = =

   = =    
 

 7. a) Deoarece [ ] [ ]1
, , ,x y y x

−
=  rezultă că elementele lui 'G  sunt 

produse finite de comutatori ai unor elemente din G. 
b) evident, vezi exerciŃiul IV.5.a). 
c) Fie , .x y G∈  y este conjugat cu x a G⇔∃ ∈  cu 1.y axa−=  Din 

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ),Gyxy zxz z y x x z y z y C x− − − − −= ⇔ = ⇔ ∈  

rezultă că ɵ ( ): ( ) .Gx G C x=  

De asemenea, ɵ 1 1, [ , ] .y x y axa a G yx a x G− − ′∈ ⇔ = ∈ ⇔ = ∈  
ObŃinem în final, 

ɵ ( ): ( ) / ( ) .
( ) /G G

G

G G
x G C x G G G C x

C x G G
′ ′= ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤

′
 

d) Fie S, .nσ τ ∈  ObŃinem [ ] A
1 1, nσ τ στσ τ− −= ∈ , deci,  S A .n n

′ ⊆  

Dacă 2,≤n  S n  este grup comutativ, deci S ( ).n e′ =  Pentru 3,≥n  

fie , , 1, ,∈i j k n  distincte. [ ] 1 1( ), ( ) ( )( )( ) ( ) ( ),ij ik ij ik ij ik ijk− −= =  deci 

S n  conŃine toate ciclurile de lungime 3. Arătăm că aceste cicluri for-



�����

mează un sistem de generatori pentru A n  şi, ca urmare, ′⊆A S ,n n  

adică ′ =S A .n n  Ştim că orice pemutare pară se descompune în pro-
dus de un număr par de transpoziŃii. Astfel, este suficient să demon-
străm că produsul a două transpoziŃii este un produs de cicluri de 

lungime 3. Pentru aceasta, fie , , , 1, ,∈i j k l n  distincte. ObŃinem: 
( )( ) ( ),ik ij ijk=  = =( )( ) ( )( )( )( ) ( )( ).ik jl ik ij ij jl ijk ijl  

e) Fie , , 1,i j k n∈  şi , 1, \ { , , },s t n i j k∈  distincte. A( ), ( ) nsij tik ∈  şi 

[ ] 1 1( ), ( ) ( )( )( ) ( ) ( ).sij tik sij tik sij tik ijk− −= =  Deci ′∈A( ) .nijk  Deoa-

rece ciclurile de lungime 3 generează A ,n  rezultă A A .n n
′ =  

 8. Deoarece comutatorii generează subgrupul ,′G  este suficient să 

arătăm că ( )[ , ] ,′∈f x y G  , .∈x g G  Această afirmaŃie rezultă din 

( ) ( ) [ ]1 1 1 1[ , ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) .f x y f xyx y f x f y f x f y f x f y− − − −= = =  

Pentru a rezulta ( ) ,f G G′′ =  impunem condiŃia ca f să fie surjectiv. 

Atunci, pentru orice , ,∈z t G  există , ∈x y G  cu ( ) ,=f x z  ( ) .=f y t  

Deci, [ ] ( ), [ , ] .=z t f x y  

 9. a) Pentru ,∈a G  fie : ,→af G G  1( ) ,−=f x axa  ,x G∀ ∈  auto-

morfismul interior al lui G asociat lui a. Cum  ,H G⊲  ( ) .=af H H  

Astfel, restricŃia : →af H H  este tot un automorfism. Din exerciŃiul 

IV.8., ( ) ( ) ,′ ′ ′= =a af H f H H  deci  .H G′⊲  

b) aplicăm a) pentru .=H G  
 10. a) Fie ,  .g G h H∈ ∈  1 1 1 [ , ] ' ;− − −= = ∈ ⊆ghg ghg h h g h h G H H  

deci  .H G⊲  Din [ ] [ ]1 1, , ,− − ′= = ⊆ ⊆xH yH xHyHx Hy H x y H G H H  

pentru , ,∈x y G  rezultă /G H  este abelian. Pentru ,′=H G  grupul 

/G G′  este abelian. 
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b) Fie , .∈x y G  /G H  find abelian, [ ] [ ], , ,= =H xH yH x y H  deci 

[ ], .∈x y H  Deoarece comutatorii [ ],x y  formează un sistem de gene-

ratori pentru ,′G  rezultă '.H G⊇  
 ObservaŃie. Din b) rezultă că G′  este cel mai mic subgrup H al lui 
G pentru care /G H  este abelian. Ca urmare, dintre toate grupurile 
factor abeliene / ,G H  /G G′  are cardinalul cel mai mare.  
 11. a) Presupunem că G este grup rezolubil şi considerăm un şir 
rezolubil al său: 0 1 ... ( ).= ⊇ ⊇ ⊇ =nG H H H e  Folosind inducŃia ma-

tematică, arătăm că ( ) ,⊇ k
kH G  pentru orice 1, .∈k n  Pentru 1,=k  

din 1 0 H H⊲  şi 0 1/H H  abelian, aplicând exerciŃiul IV.10. a), rezultă 
(1)

1 .⊇H G  Pentru 2,≥k  presupunem ( 1)
1 .−
− ⊇

k
kH G  Din 1 k kH H −⊲  

şi 1 /k kH H−  grup abelian, rezultă ( ) ( )( 1) ( )
1 .−
−

′′⊇ ⊇ =k k
k kH H G G  

Deci, ( ) ,⊇ k
kH G  pentru orice 1, .∈k n  Astfel, ( )( ) ,= ⊇ n

ne H G  adică 
( ) ( ).=nG e  

Reciproc, fie n astfel încât ( ) ( ).=nG e  Vom arăta că lanŃul descen-

dent de subgrupuri  (0) (1) ( )... ( )= ⊇ ⊇ ⊇ =nG G G G e  este un şir rezo-
lubil al lui G, deci grupul G este rezolubil. Pentru aceasta, din exer-

ciŃiul IV.9., (1)  G G⊲  şi, în general, ( ) ( 1) ,k kG G −⊲  1, .∈k n  Astfel, şi-

rul considerat este şir normal al lui G (de fapt, cum (1)  G G⊲  implică 
(2)  G G⊲ , etc., toŃi ( )  kG G⊲ ). Conform exerciŃiului IV.8.a), (1)/G G  

este abelian. Mai mult, grupurile ( 1) ( )/ ,k kG G−  1, ,∈k n  sunt abeliene. 
Astfel, şirul iniŃial este rezolubil. 
b) Reluăm raŃionamentul făcut la a) şi obŃinem că ( ) ,⊇ k

kH G  pentru 

1, .∈k r  În particular, ( ) ( ).=rG e  Cum 0n  este cel mai mic număr na-

tural cu această proprietate, 0.≥r n  
c) Grupurile abeliene cu mai mult de un element au gradul de 
rezolubilitate 1. Grupul S 3  este rezolubil şi ⊇S A3 3.  A3  fiind 
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abelian, A ′ =3 ( ).e  Prin urmare, =S
(2)

3 ( )e  şi gradul de rezolubilita-

te al lui S 3  este 2. 

 12. Folosind exerciŃiul anterior, arătăm că S ( ) ( ),r

n e≠  pentru ori-
ce număr natural r. Acest rezultat se obŃine din exerciŃiul IV.7. d) şi 
e), deoarece, S A

( ) ,k

n n=  pentru orice 5≥n  şi 1.≥k  
 13. a) Presupunem că G este grup nilpotent, având şirul central 

1 0... ( ).n nG H H H e−= ⊇ ⊇ ⊇ =  

 Prin inducŃie matematică, arătăm că ( ),i iH Z G≤  pentru 0, .i n∈  

0 0( ) ( ).H e Z G= =  Fie 1.i ≥  Presupunem ( )i iH Z G≤  şi demonstrăm 

că 1 1( ).i iH Z G+ +≤  Fie 1,ix H +∈  .y G∈  Din 1 / ( / ),i i iH H Z G H+ ≤  re-

zultă [ ] [ ], , ,i i i ixH yH x y H H= ∈  deci [ ], ( ).ix y Z G∈  Atunci,  

( ) ( )1 1( ) / ( ) / ( ) ( ) / ( ).i i i i i iH Z G Z G Z G Z G Z G Z G+ +≤ =  

ObŃinem 1 1 1( ) ( ).i i i iH H Z G Z G+ + +≤ ≤  

 Deci ( ),i iH Z G≤  pentru 0, .i n∈  În particular, ( ),n nG H Z G= ≤  

adică ( ).nG Z G=  

 Reciproc, fie şirul 1 0( ) ... ( ) ( ) ( ),nG Z G Z G Z G e= ⊇ ⊇ ⊇ =  unde n 

este un număr natural. Din modul de definire al subgrupurilor ( ),iZ G  
rezultă că acest şir este central, deci G este grup nilpotent. 
b) Conform a), dacă G este grup nilpotent, putem considera şirul 

central 1 0( ) ... ( ) ( ) ( ).nG Z G Z G Z G e= ⊇ ⊇ ⊇ =  Pentru 0, 1,i n∈ −  din 

1( ) / ( ) ( / ( )),i i iZ G Z G Z G Z G+ =  rezultă că factorii şirului sunt grupuri 
abeliene, deci grupul G este rezolubil. 
 Am arătat în IV.2. că S 3  este grup rezolubil. ObŃinem uşor că 

( ) { }S =3 .Z e  Astfel, în acest caz, nu există un număr natural n astfel 

încât ( )S S=3 3nZ  şi, conform a), S 3  nu este grup nilpotent. Am 

arătat că există grupuri rezolubile care nu sunt nilpotente, deci afir-
maŃia reciprocă de la b) este falsă. 
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Capitolul V�
�

 1. Fie [ ]α ∈p E X  şi [ ]α ∈g EF X  polinoamele minimale ale lui 

α  peste E, respectiv EF. Deoarece [ ]α ∈p EF X  şi ( ) 0,α α =p  rezul-

tă că | .α αg p Astfel, [ ] [ ]( ) : ( ) : .α αα α= ≤ =� �EF EF d g d p E E  

 2. Presupunem că [ ]: =F E n  şi considerăm { }1 2, ,..., ne e e  o bază a 

lui .E F  Atunci, ( )1,... .= nF E e e  Notăm ( )1,... ,i iE E e e=  1, .i n∈  

0 1 ...= ⊆ ⊆ ⊆ =nE E E E F reprezintă un lanŃ de extinderi finite. For-

măm şirul de extinderi 0 1 ... .= ⊆ ⊆ ⊆ =nEG E G E G E G FG  Deoarece 

( )1 1 ,+ +=i i iE G E G e  pentru 0, 1,∈ −i n  aplicând exerciŃiul V.1., rezultă 

[ ] ( ) ( ) [ ]1 1 1 1: : : : .+ + + +=   ≤   =   i i i i i i i i i iE G E G E G e E G E e E E E  Aşadar,  

[ ] [ ] ( ) [ ]
1 1

1 1
0 0

: : : : .
− −

+ +
= =

= ≤   = ∏ ∏
n n

i i i i i
i i

FG EG E G E G E e E F E  

 3. Observăm că ( ) ( ) ;FK K F K K F F= ∪ = =  la fel, .=EK E  

Notăm [ ]: =E K m  şi [ ]: .F K n=  Aplicând exerciŃiul V.2., rezultă: 

[ ] [ ] [ ]: : := ≤EF F EF FK E K  şi [ ] [ ] [ ]: : : ,= ≤EF E EF EK F K  

deci ⊇ ⊇EF F K  şi ⊇ ⊇EF E K  sunt extinderi finite. Considerăm 
relaŃia: 
 (1)   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]: : : : : .= ⋅ = ⋅EF K EF E E K EF F F K  

 Astfel, [ ]| :m EF K  şi [ ]| : .n EF K  Din ipoteză, ( , ) 1,m n =  de unde 

[ ]| :mn EF K  adică [ ]: .≤mn EF K  

 Tot din (1), rezultă şi [ ]: .≤EF K mn  

  4. a) cos sin ,
5 5

π π
ξ= + = k

k

k k
x  cu cos sin

5 5

π π
ξ = + i  şi 0,9.∈k  

b) ,ξ k { }1,3,7,9 .∈k  

c) 
10

4 3 2
10

1 2 5

1
1.

−
= = − + − +

X
F X X X X

F F F
 

d) Descompunerea este dată de 10
1 2 5 101 .− =X F F F F  
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 5. b) Fie 
1

α

=

=∏ i

k

i
i

n p  descompunerea lui 2≥n  în factori primi. 

MulŃimea divizorilor d ai lui n pentru care ( ) 0dµ ≠  este: 

{ }
1 2 1 21, ... |1 ... ;  1 .

ti i i tp p p i i i k t k≤ < < < ≤ ≤ ≤  

Rezultă: 

| 1 1 1

( ) (1) ( ) ( ) ( ) ...
k

i i j i j l
d n i i j k i j l k

d p p p p p pµ µ µ µ µ
= ≤ < ≤ ≤ < < ≤

= + + + + +∑ ∑ ∑ ∑   

  2 2 3 3
1... ( ... ) 1 ( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1)k

k k kp p k C Cµ+ + = + − + − + − + + − =  

  (1 1) 0.k= − =  

c) ( ) ( )
1

1

1 1
| | ||

( ) ( ) ( )µ µ µ  = = = 
 

∑ ∑ ∑ ∑
nd n d n dd nd
d

n
d f d g d d g d

d
 

1

1

1
| |

( ) ( ) ( ).µ
 
 

= = 
 
 

∑ ∑
nd n d
d

d g d g n  

d) analog cu c). 
e) Fie * *, : [ ] ,f g X→ℕ ℚ  ( ) 1,nf n X= −  ( ) .ng n F=  

RelaŃia 
|

1n
d

d n

X F− =∏  se scrie 
|

( ) ( ).
d n

f n g d=∏  Aplicând d), rezultă 

( )

|

( )
d

d n

n
g n f

d

µ
 =  
 

∏  sau ( )

|

( 1) .
n

dd
n

d n

F X µ= −∏  

f) Din e) obŃinem: 

( )( )
( )( )

66
( ) 2

6 2 3
|6

1 1
( 1) 1,

1 1
dd

d

X X
F X X X

X X
µ

− −
= − = = − +

− −
∏  etc. 

 6. ( ) ( )1(1) ( )
( )

|

( 1) 1 1
µ µ

µ −

= − = − − =∏
n

n n

n

n

p p
d p pd

p
d p

F X X X  
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( ) ( )
1

1

1

1

1

−

−

−

−
= =

−

n

n

n

p
p

p
pp

X
F X

X
, ( )3

9 18 9
27 33

1.= = = + +F F F X X X  

 7. K fiind corp finit, grupul *( , )⋅K  este ciclic. Fie a un generator 

al său. Atunci, { }2 20,1, , ,..., .−= nK a a a  

Fie ( ).f Aut K∈  (0) 0,f =  (1) 1.f =  Se observă că f este complet de-

terminat de ( ).f a  Deoarece 0,≠a  rezultă că *( ) .∈f a K  

 Fie 1 2, ( )∈f f Aut K  cu 1
1( ) ,= kf a a 2

2 ( ) ,= kf a a  1 21 , 2.≤ ≤ −k k n  

 Atunci, ( ) ( ) ( )2 1 2
1 2 1 2 1( ) ( ),= = =� �k k kf f a f a a f f a  ,a K∀ ∈  deci 

1 2 2 1=� �f f f f  şi astfel grupul ( )Aut K  este comutativ.  

 8. Se demonstrează că 4 3
21 [ ]f X X X= + + ∈ɵ ℤ  este ireductibil, 

deci L este corp. Cum [ ]2: 4,L d f= =�ℤ  
[ ]2: 4

2 2 16.= = =
ℤ

ℤ
L

L  

Pentru un corp cu 8 elemente, putem alege 2[ ]/( )L X g= ℤ  unde po-

linomul 3
21 [ ]g X X X= + + ∈ɵ ℤ  este ireductibil. 

În mod analog, se arată că 3[ ] /( )L X h= ℤ  este un corp cu 27 de ele-

mente pentru ɵ ɵ3
32 2 [ ],= + + ∈ℤh X X X  polinom ireductibil. 

 9. a) Cum 3,d f =�  f este ireductibil în [ ]K X  ⇔  f nu are rădă-

cini în K. Deoarece 3,=K  rezultă 3 ,=x x  ( ) .∀ ∈x K  Astfel, 

( ) 0,  ( 1) 2 0,  .f x x K a x x K≠ ∀ ∈ ⇔ + + ≠ ∀ ∈  Rezultă 2.=a  

b) (0) 0≠f  şi * ,x K∀ ∈  4 1.=x  Determinăm valorile lui a pentru 

care f nu are rădăcini în K, adică ( ) 2 0,= + ≠f x ax *( ) .∀ ∈x K  ObŃi-

nem 0.=a  Dar, în acest caz, ( )( )4 2 21 2 3= + = + +f X X X  este re-

ductibil. Rezultă că, pentru orice ,∈a K  f este reductibil în [ ]K X . 

 10. Considerăm 3≥p  (cazul în care 2p =  este imediat). În acest 

caz, ( ) 2= ≠ℤ pcar p  şi obŃinem ( )2 22 4 .+ = −ax b b ac  

 Dacă 2 4−b ac  nu este pătrat în ,ℤ p  ecuaŃia nu are soluŃii în .pℤ  
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 Pentru 2 4 0,− =b ac soluŃiile ecuaŃiei sunt ( ) 1

1 2 2x x b a
−

= = −  iar 

dacă există ∈ℤ pk  astfel încât 2 24 ,− =b ac k  ( )( ) 1

1,2 2 .
−

= − ±x b k a  

 Pentru prima ecuaŃie, ɵ ɵ( ) ɵ( )2 2
22 3 5 0 4 3 5 4+ − = ⇔ + = =ɵ ɵ ɵ ɵ ɵx x x  şi re-

zultă 1 1,= ɵx 2 3.= ɵx  În  al doilea caz, ecuaŃia nu are soluŃii, deoarece 
2 4 8− = ɵb ac  nu este pătrat în 11.ℤ  

 11. Fie : ,→u K K  endomorfismul lui Frobenius. Atunci, pentru 

orice ,∈x K  ( ) .=
nn pu x x  Dacă presupunem că polinomul f are două 

rădăcini α  şi β  în K, rezultă ( ) ( ).α β α β= = ⇔ =
n np p n na u u  Cum 

u este morfism injectiv, .α β=  

 12. = sK p  cu 1.≥s  a) Rădăcinile lui [ ]= − ∈
snpf X X K X  for-

mează un subcorp L al lui K  cu snp  elemente. Notăm cu x un gene-

rator al grupului ciclic *( , ).L ⋅  Astfel, ( ).=L K x  Din [ ]: ,=L K n  re-

zultă .=�

xd p n  

b) Fie [ ],∈f K X  polinom ireductibil de grad m şi ∈x K  o rădăcină 

a sa. Atunci, din ( ) ,= smK x p  rezultă că 0,− =
smpy y  pentru orice 

( ).∈y K x  Deoarece ,∼ xf p  obŃinem că | ,−
npf X X  unde .=n sm  

 13. a) Din ,q K=  rezultă că există *s∈ℕ  astfel încât .sq p=  

Notăm: 

{ }0[ ] |  unitar i ireductibil,  nI f K X f d f n= ∈ =]  şi .=n nN I  

 Ca în exerciŃiul V.12., obŃinem că, pentru ∈ nf I  şi ,α ∈K  o ră-

dăcină a lui f, corpul ( )α=fL K  are nq  elemente. Deoarece rădă-

cinile lui [ ]− ∈
snpX X K X  formează un subcorp L al lui K  tot cu 

nq  elemente, obŃinem că { }| 0 .= = ∈ − =
nq

fL L x K x x   
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 Din | ,−
nqf X X  rezultă că toate rădăcinile lui f sunt distincte şi 

L  conŃine toate rădăcinile lui f.  Notăm { }| ( ) 0 .fA x K f x= ∈ =  

 Repetând raŃionamentul pentru un alt polinom ,∈ ng I  rezultă că 

=f gL L  şi, deoarece în K  există un singur subcorp cu un număr 

dat de elemente, .=f gL L  

 Dacă f şi g au o rădăcină comună, ,α  Ńinând cont că polinomul 
minimal αp  este unic, rezultă .=f g  Astfel, pentru ,≠f g  

.∩ =∅f gA A  

 ConsecinŃa V.4.7. precizează că, pentru | ,d n  

{ }| 0 .′ = ∈ − = ⊆
dqL x K x x L  

 Procedând analog, obŃinem că pentru ,∈ dh I  cu | ,d n  L conŃine 
toate rădăcinile lui h. 
Fie .β ∈L  Cum extinderile ( )β⊇ ⊇L K K  sunt finite şi [ ]: ,=L K n  

există | ,d n  aşa încât [ ]( ) : ,β =K K d  adică .β =
�d p d  

Aşadar, pentru ,β ∈L  există | ,d n  ,∈ dh I  astfel încât ( ) 0.β =h  

 Din rezultatele obŃinute până acum, 
|

.
∈

=∪∪
d

h
d n h I

L A  

 Deoarece am arătat că reuniunea este disjunctă, 
|

.= ⋅∑n
d

d n

q d N  

Pentru funcŃiile *, : ,→ℕ ℤf g  definite prin ( ) ,= nf n q  ( ) ,= ng n nN  
*,n∀ ∈ℕ  avem 

|

( ) ( ).
d n

f n g d=∑  Aplicăm formula de inversiune a lui 

Möbius (vezi exerciŃiul V.5.c)). Rezultă 
|

1
( ) .µ= ∑

n

d
n

d n

N d q
n

 

b) În cazul în care ,=n p  ( )1
.= −p

pN q q
p

 

c) Extinderile de grad p ale lui K sunt de forma ( )αK  cu α  o rădă-

cină a unui polinom ireductibil de grad p din [ ].K X  
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 14. Extinderile sunt finite şi separabile, deci sunt simple. a) Ră-

dăcinile lui 2

5
5= −p X  sunt 5,±  iar cele ale lui 2

3
3= −p X  

sunt 3.±  Căutăm ∈ℚc  care nu este soluŃie pentru niciuna din ecu-

aŃiile 5 3 5 3.+ = ± −c c  Rezultă 0.c ≠  Alegem 1=c  şi găsim 

3 5γ = +  un element primitiv al extinderii. 

b) Rădăcinile polinomului 2

3
3= +

i
p X  sunt 1 3x i=  şi 2 3,= −x i  

iar 3

3

2
2= −p X  are rădăcinile 3

1 2,=y  3
2 2 ,ε= ⋅y  23

3 2 .ε= ⋅y  

 Determinăm ∈ℚc  pentru care 1 1 ,+ ≠ +i jx cy x cy  cu {1,2}i∈  şi 

{2,3}.∈j  Rezultă 0.≠c  Astfel,  33 2γ = +i  este element primitiv 
al extinderii. 
 15. Rezultă din propoziŃiile V.8.3. şi V.8.4.. 
 16. ( )1 2, ,...,= nE L x x x  este corpul de descompunere al lui f şi fie 

⊇ ⊇K E K  o închidere algebrică a lui K. Considerăm ( )|G K Kσ ∈  

şi arătăm că ( ) .σ ⊆E E  Extinderea ⊇L K  fiind normală, ( ) .σ ⊆L L  

Cum σ  este un K- automorfism al lui ,K  σ  permută rădăcinile lui f. 
Astfel, ( ) ,E Eσ ⊆  adică ⊇E K  este extindere normală. 

Considerăm acum 2 2 [ ],= − ∈f X L X  unde ,=ℚK  ( )2=ℚL  şi 

( )4 2 .=ℚE  Extinderea ⊇L K  este normală (L este corpul de des-

compunere al polinomului 2 2 [ ]− ∈ℚX X ) iar E este corpul de des-
compunere al lui f (deci tot extindere normală). Cu toate acestea, ex-

tinderea ( )4 2 ⊇ℚ ℚ  nu este normală, deoarece polinomul ireduc-

tibil 4 2 [ ]X X− ∈ℚ  nu are toate rădăcinile în ( )4 2 .ℚ  

 Astfel, am arătat că extinderile normale nu au proprietatea de 
tranzitivitate. 
 17. Aplicăm rezultatul obŃinut în exerciŃiul III. 21. şi obŃinem că 
aceste extinderi sunt normale. O extindere pătratică ⊇L K este sepa-
rabilă dacă polinomul ireductibil al cărui corp de descompunere este 
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L, este separabil. Acest fapt se verifică în toate cazurile, mai puŃin 
atunci când ( ) 2=car K  şi 2 [ ].= − ∈f X a K X  

 18. [ ]/( )L K X f=  este corp finit, 
[ : ]L K d f

L K K= =
�

 în care f 

are o rădăcină, pe .α  De fapt, ( ).α=L K  Deoarece extinderile de 
corpuri finite sunt normale, polinomul ireductibil f va avea toate ră-
dăcinile în L. Astfel, L este un corp de descompunere al lui f peste K. 
 19. a) Extinderea nu este normală deoarece polinomul ireductibil f 
are o rădăcină în ( ) ,αℚ  dar nu le are pe toate. 

b) Extinderea este normală deoarece ( ) ( )3, 3, , 3, 2α =ℚ ℚi i  este 

corpul de descompunere al polinomului f peste ( ), 3 .ℚ i  

c) Se arată uşor că polinomul 3
21 [ ]X X X+ + ∈ɵ ℤ  este ireductibil şi 

apoi aplicăm exerciŃiul V.18. 
 20. ( )0 1 | .= ∈Lu G L K  Fie : →u L L  endomorfismul lui Frobe-

nius. Pentru orice ,∈x L  1( ) ( ).
sp su x x u x= =  Deoarece L este corp 

finit, u este automorfism, deci 1 ( ).∈u Aut L  Pentru ,  ,
spx K x x∈ =  de 

unde 1( ) .=u x x  Rezultă astfel, ( )1 | .∈u G L K  DemonstraŃia se înche-

ie arătând că 1 ,= k
ku u  pentru 2 1.≤ ≤ −k n  

 21. Conform exerciŃiului V.18., ( )αK  este un corp de descompu-

nere pentru f.  Mai mult, ( ) .α = snK p  Fie ( )( ) | .G G K Kα=  

Din exerciŃiul V.20., rezultă că 1 ,ku G∈  1 1,k n≤ ≤ −  1 ,su u=  unde 

( ( ))u Aut K α∈  este endomorfismul lui Frobenius. Astfel, G n=  şi 

{ }11 ( ) 1 11 , ,..., .n
K nG u u uα

−= = ≃ ℤ  

Din V.7.4., toate rădăcinile lui f sunt de forma 1 ( ),ku α  0 1.k n≤ ≤ −  
 ObŃinem astfel că 

,α  1( ) ,α α=
spu  

22
1 ( ) ,α α=

spu  ... , 
( 1)1

1 ( )
n sn pu α α
−− =  

sunt toate rădăcinile lui f. 
 22. Se arată că polinomul este ireductibil în 2[ ].ℤ X  
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Din exerciŃiul V.18., 2 2[ ]/( )L X f= ⊇ℤ ℤ  este corp de descompune-

re al lui f. �α = ∈X L  este o rădăcină a lui f. Aplicând exerciŃiul V.21. 
pentru 2,=p  1,=s  4,n =  obŃinem că ,α  2 ,α  4α  şi 8α  sunt rădă-
cinile lui f. 

 23. ( ) ( ) ( ) 0,α α α+ = − + + − =p pf j a j j  1, 1.∈ −j p  Astfel, ră-

dăcinile lui f sunt , 1,..., 1pα α α+ + −  şi ( )αK  este corp de descom-

punere pentru f, deci ( )α ⊇K K  este normală. Extinderea este şi se-

parabilă deoarece rădăcinile lui f sunt distincte. Din [ ]( ) :α =K K p  

rezultă că extinderea este finită. În final, ( )( ) | .α= ≃ ℤ pG G K K  

Ştim că orice σ ∈G  permută rădăcinile lui f. Fie 0 ,σ ∈G  definit prin 

0 ( ) 1.σ α α= +  ObŃinem { }10 ( ) 0 01 , ,...,ασ σ σ −= = p
KG . 

 24. Deoarece L este corpul de descompunere al lui f, ⊇L K  este 
finită şi normală. Corpurile având caracteristica egală cu 0, extinde-

rea este şi separabilă. Astfel, [ ]: .=fG L K  

a) ( )3=ℚL i  şi { }1, 3i  este o bază în .K L  Rezultă 

{ } 21 ,f LG σ σ= = ≃ ℤ  

unde σ ∈ fG  este definit prin ( )3 3.σ = −i i  

b) ( )5, 2=ℚL i  şi [ ]: 4.= =fG L K  Atunci, fG  este izomorf cu 

grupul 4ℤ  sau cu K ,  grupul lui Klein. 

 Pentru a defini automorfismele ,σ ∈ fG  precizăm valorile posibi-

le ale lui ( ),σ α  pentru fiecare element adjuncŃionat ,α  Ńinând cont 

de faptul că ( )σ α  este un conjugat al lui .α  Reunim rezultatele în 
tabelul următor: 
 

 1L  1σ  2σ  1 2σ σ  

3i  3i  3i  3−i  3−i  

5  5  5−  5  5−  
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 ObŃinem ( )22 2
1 2 1 2 1σ σ σ σ= = = L  şi, cum orice grup de 4 elemente 

este comutativ, 1 2 2 1.σ σ σ σ=  În acest caz, K .fG ≃  

Toate subgrupurile proprii ale lui fG  sunt ciclice şi anume: 

{ }1 11 , ,LH σ=  { }2 21 , ,LH σ=  { }3 1 21 , .LH σ σ=  

Astfel, ( ) { }=L 1 2 3( ), , , , .f fG e H H H G  

 Cum fG  este comutativ, subgrupurile sale sunt normale, aşadar 

HE L= ⊇ℚ  sunt extinderi normale. Observăm că ( ) 13 .⊆ℚ i E  De-

oarece [ ]1 : 2,E =ℚ  rezultă ( )1 3 .=ℚE i  În mod analog, obŃinem că 

( )2 5 ,=ℚE  ( )3 15=ℚE i  de unde, 

( ) { }L 1 2 3; , , , , .L E E E L=ℚ ℚ  

c) ( )33, 2 ,=ℚL i  [ ]: 6.=ℚL   Atunci, 6≃ ℤfG  sau S 3.fG ≃  

 Cele 6 automorfisme sunt definite în tabelul următor unde am 

notat 
1 3

2

i
ε
− +
= : 

 

 1L  1σ  2
1σ  2σ  1 2σ σ  2

1 2σ σ  
3 2  3 2  3 2ε  2 3 2ε  3 2  3 2ε  2 3 2ε  

3i  3i  3i  3i  3−i  3−i  3−i  
 

ObŃinem 3
1 1 ,Lσ =  2

2 1 ,Lσ =  2
2 1 1 2 .σ σ σ σ=  

De exemplu, pentru a verifica ultima relaŃie, deoarece ( )1σ ε ε=  şi 

( ) 2
2 ,σ ε ε=  rezultă ( ) ( ) ( ) ( ) 23 3 3 3

2 1 2 2 22 2 2 2σ σ σ ε σ ε σ ε= = =  

iar ( ) ( )2 1 23 3 3.σ σ σ= = −i i i  

 Astfel, S 3.fG ≃  

{ }21 1 11 , , ,LH σ σ=  { }2 21 , ,LH σ=  { }3 1 21 , ,LH σ σ=  { }2

4 1 21 ,LH σ σ=  
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sunt toate subgrupurile proprii ale lui .fG  

 Să determinăm acum corpurile intermediare ale extinderii.  

 Cum ( ) 1
13 ⊆ =ℚ Hi L E  şi [ ] ( )1 : 2 3 : ,E i = =  ℚ ℚ ℚ  rezultă 

( )1 3 .=ℚE i  În mod analog, se obŃine ( )3
2 2 .=ℚE  

 Să observăm că ( )2 23 3
1 2 2 2,σ σ ε ε=  deci ( )2 3

32 .ε ⊆ℚ E  Cum 

( )2 3 2 : 3,ε  = ℚ ℚ  ( )2 3
3 2 .ε=ℚE  La fel, ( )3

4 2 .ε=ℚE  

 Din exerciŃiul V.17, rezultă că extinderea 1E ⊇ℚ  este normală şi, 
din exerciŃiul V.19., obŃinem că celelalte extinderi nu sunt normale. 

d) ( )4 2, ,=ℚL i  [ ]: 8.=ℚL  Grupul fG  este format din următoarele 

automorfisme: 
 

 1L  1σ  2σ  2
2σ  3

2σ  2 1σ σ  2
2 1σ σ  3

2 1σ σ  
4 2  4 2  4 2  4 2i  4 2−  4 2−i  4 2i  4 2−  4 2−i  
i  i  −i  i  i  i  −i  −i  −i  

unde, 2
1 1 ,σ = L  4

2 1 ,Lσ =  3
1 2 2 1.σ σ σ σ=  

 Astfel, fG  este izomorf cu grupul diedral 4 .D  

 Subgrupurile proprii ale lui G sunt: 

{ } { } { } { }σ σ σ σ σ σ= = = =2

1 1 2 2 3 2 1 4 1 21 , , 1 , , 1 , , 1 , ,L L L LH H H H  

{ } { } { }σ σ σ σ σ σ σ σ σ= = =2 2 3 2 2

5 2 1 6 2 2 2 7 1 2 2 11 , , 1 , , , , 1 , , , ,L L LH H H  

{ }σ σ σ σ σ= 2 3

8 2 1 2 2 11 , , , .LH  

Procedând ca înainte, rezultă ( )1 4
1 2 ,= =ℚHE L  ( )6

6 .= =ℚHE L i  

Se observă că ( ) ( )( )2
2 2 4
2 22 2 2,σ σ= =  aşadar ( ) 22, .⊆ℚ Hi L  

Din ( ) 22, : 4 : ,   = =   ℚ ℚ ℚHi L  rezultă ( )2
2 2, .= =ℚHE L i  

Cum ⊇ℚL  este extindere simplă, găsim 4 2θ = +i  un element pri-

mitiv al ei şi notăm 4
2 1( ) (1 ) 2.α θ σ σ θ= + = + i � 
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Din ( )2 1 ,σ σ α α=  rezultă ( ) 3 .α ⊆ℚ HL  Considerăm lanŃul de extin-

deri ( ) ( ) 32 .α⊆ ⊆ ⊆ℚ ℚ ℚ Hi L  

 Rădăcinile polinomului ireductibil ( )[ ]2 2 2 2g X i i X= − ∈ℚ  

sunt , .α α−  Deci, ( )αℚ  este corp de descompunere al lui g peste 

( )2 .ℚ i  Deoarece 

( )2 : 2,  = ℚ ℚi  ( ) ( ): 2 2,α  = ℚ ℚ i  3
3: / 4,HL G H  = = ℚ  

rezultă ( )3
3 .α= =ℚHE L  Analog, ( )4 4

4 (1 ) 2 .= = −ℚHE L i  

 Din definiŃia morfismului 2
2 1,σ σ  ştim că ( ) 54 2 .⊆ℚ Hi L  Pentru a 

obŃine 5 ,E  observăm că ( )4 2ℚ i  este corp de descompunere pentru 

polinomul ireductibil ( )[ ]2 2 2 .h X X= + ∈ℚ  Atunci, 

( ) ( ) ( )4 2 : 2 2 : 2   = =   ℚ ℚ ℚ ℚi  şi ( )5 4
5 2 .HE L i= =ℚ  

Pentru celelalte subgrupuri obŃinem: 

( )7
7 2HE L= =ℚ  şi ( )8

8 2 .HE L i= =ℚ  

 Dintre aceste corpuri intermediare, cum 6 7,  E E  şi 8E  sunt extin-

deri pătratice ale lui ,ℚ  ele sunt normale. 
 2E  este extindere normală a lui ℚ  deoarece 2E  este corp de des-

compunere al polinomului 2 2( 1)( 2) [ ].f X X X= + − ∈ℚ   

1 ⊇ℚE  nu este extindere normală deoarece polinomul ireductibil 

[ ]4 2X X− ∈ℚ  cu toate că are rădăcini în 1,E  nu le are pe toate. La 

fel, se motivează că extinderea 5 ⊇ℚE  nu este normală. 

 Extinderile 3 ⊇ℚE  şi 4 ⊇ℚE  nu sunt normale. Pentru a stabili 

acest rezultat, arătăm că 3H  şi 4H  nu sunt subgrupuri normale ale 

lui .fG  Această afirmaŃie rezultă în urma unui calcul de forma: 

( )1
2 2 1 2 1 2 3.Hσ σ σ σ σ σ− = ∈/  
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 Capitolul VI 
 

 1. În fiecare din aceste cazuri, ( ),ξ=ℚL  unde ξ  este o rădăcină 

primitivă de grad n a unităŃii. Considerăm : ( )λ → ℤf nG U , definit 

prin ɵ( ) ,λ σ = q  dacă ( ) ,σ ξ ξ= q  conform demonstraŃiei lemei VI.2.1.  

ObŃinem că fG  este izomorf cu Im ,λ  subgrup al grupului ( ).ℤnU  

 Grupul fG  fiind comutativ, toate subgrupurile sale sunt normale, 

deci corpurile intermediare sunt extinderi normale. 
a) ξ  fiind rădăcină primitivă de ordin 5 a unităŃii, [ ]( ) : 4,ξ =ℚ ℚ  

cum 4 3 2
5 1 [ ].ξ = = + + + + ∈ℚp F X X X X X  Atunci, ( )*

5 , .⋅≃ ℤfG  

 Deoarece ɵ2  este un generator al grupului ciclic ( )*
5 , ,⋅ℤ  vom 

defini ,σ ∈ fG  un generator pentru ,fG  prin 2( ) .σ ξ ξ=  

 Astfel, { }2 31 , , , .f LG σ σ σ=  { }21 ,σ= LH  este singurul său sub-

grup propriu, care este evident, subgrup normal. 
Fie ( )2 4 .α ξ σ ξ ξ ξ= + = +  Din ( )2 ,σ α α=  ( ) .α ⊆ℚ HL  Fie lanŃul 

de extinderi finite: ( ) ( )4 .HLξ ξ ξ⊆ + ⊆ ⊆ℚ ℚ ℚ  

Ştim că ( ) : 2.HL Hξ  = = ℚ  Deoarece ( )ξℚ  este corp de descom-

punere al polinomului ( )2 4 1ξ ξ− + +X X  peste corpul 4( ),ξ ξ+ℚ  

rezultă ( ) ( )4: 2.ξ ξ ξ + = ℚ ℚ  4( )ξ ξ= +ℚHL  este singurul corp 

intermediar, diferit de L şi de ,ℚ  al extinderii. 
b) Fie ξ  o rădăcină primitivă de ordin 7 a unităŃii cu 7 [ ],∈ℚF X  
polinomul său minimal. Procedând analog primului subpunct, obŃi-

nem că fG  este grup ciclic, izomorf cu ( )*
7 , 3 .⋅ = ɵℤ  Un generator al 

grupului Galois, ,σ ∈ fG  este definit de relaŃia 3( ) .σ ξ ξ=  Deci, 

{ }2 3 4 51 , , , , , .σ σ σ σ σ=f LG  
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 { }2 4
1 1 , ,σ σ= LH  şi { }32 1 ,σ= LH  sunt singurele sale subgrupuri 

proprii. 
 2 4 2 4( ) ( )θ ξ σ ξ σ ξ ξ ξ ξ= + + = + +  este invariat de subgrupul 1H  

(folosim 7 1ξ =  şi 6 1Lσ = ). Prin urmare, 1( ) .θ ⊆ℚ HL  
Considerăm polinomul 

( )
( ) ( ) ( )

2 4 3 2 4 2

3 5 6 7 3 2

( )( )( )

1 1 [ ].

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ θ θ θ

= − − − = − + + +

+ + + − = − − + − ∈ℚ

g X X X X X

X X X X X
 

 Deoarece 3=�d g  şi g nu are rădăcini în ( ),θℚ  g este ireductibil 

în ( )[ ],θℚ X  deci ( ) ( ): 3.ξ θ  = ℚ ℚ  Din 1
1( ) : 3,HL Hξ  = = ℚ re-

zultă 1
1( ) .θ = =ℚ HL E  

 Analog, 2 6
2 ( ).ξ ξ= = +ℚHE L  

c) Dacă ξ  este rădăcină de ordinul 12 a unităŃii, 4 2
12 1= − +F X X  

este polinomul său minimal şi astfel,  [ ]( ) : 4.ξ= =ℚ ℚfG  

 Rădăcinile polinomului ciclotomic 12F  sunt 5 7 11, , , .ξ ξ ξ ξ  Ştim că 

orice σ ∈ fG  permută rădăcinile lui 12 .F  Deoarece 12( ) ,= ℤfG U  

morfismul injectiv 12: ( ),λ → ℤfG U  definit la începutul exerciŃiului, 

prin ɵ( ) ,λ σ = q  ( ) ,σ ξ ξ= q ( ,12) 1,q =  este  izomorfism. 

 { }1 2 1 21 , , ,σ σ σ σ=f LG  unde 5 7
1 2( ) ,  ( )σ ξ ξ σ ξ ξ= =  este izomorf 

cu grupul lui Klein. Subgrupurile proprii sunt: 

{ }1 11 , ,σ= LH  { }2 21 , ,σ= LH  { }3 1 21 , .σ σ= LH  

 Deoarece 5
1 1( )α ξ σ ξ ξ ξ= + = +  este invariat de 1,H  rezultă că 

1
1( ) .α ⊆ℚ HL  Polinomul ( ) ( )2 5

11 [ ]g X X Xξ ξ α= − + − ∈ℚ  are ca 

rădăcină pe ξ  (se arată că 6 1ξ = − ), deci ( ) ( )1: 2.ξ α  = ℚ ℚ  Cum 

şi ( ) 1: 2,ξ  = ℚ HL  obŃinem ( )1
1 .α=ℚHL  

 În mod analog, ( )3
2 ,HL α=ℚ  unde ( ) 11

2 1 2 .α ξ σ σ ξ ξ ξ= + = +  
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 Din 7
2 ( ) ,σ ξ ξ ξ= = −  rezultă că 2 2

2 ( ) ,σ ξ ξ=  deci  ( ) 22 .HLξ ⊆ℚ  

Un corp de descompunere al polinomului ( )2 2 2 [ ]X Xξ ξ− ∈ℚ  este 

( ) ,ξℚ  de unde ( ) ( )2: 2.ξ ξ  = ℚ ℚ  Din ( ) 2: 2,HLξ  = ℚ  rezultă 

că ( )2 2 .HL ξ=ℚ  

 2. DemonstraŃia parcurge mai multe etape: 
 (i) Fie ( )1 2i i  o transpoziŃie din G. Notăm cu m ( )m p≤  numărul 

maxim pentru care ( ) ( ) ( )1 2 1 3 1, ,..., .mi i i i i i G∈  Pentru orice 1 , ,q r m≤ ≤  

din ( ) ( )( )( )1 1 1q r q r qi i i i i i i i G= ∈  rezultă ( ) .q ri i G∈  

 (ii) Fie acum 1 ,j p≤ ≤  { }1,..., mj i i∈/  şi arătăm că ( ) .qji G∈/  

Într-adevăr, dacă presupunem ( ) ,qji G∈  cum ( ) ( )( )( )1 1 1 ,q q qi j i i ji i i=  

rezultă ( )1i j G∈  ceea ce contrazice alegerea lui m. 

 (iii) Pentru că orice permutare din S p  se scrie ca produs de trans-

poziŃii, pentru a arăta că S pG =  este suficient să demonstrăm că G 

conŃine orice transpoziŃie din S p  adică, .m p=  

 Procedăm prin reducere la absurd şi presupunem că .m p<  Există 

atunci 11 ,j p≤ ≤  { }1 1,..., .mj i i∈/  G fiind grup tranzitiv, există Gσ ∈  

astfel încât 1 1( ) .i jσ =  

 Pentru 1 ,k m≤ ≤  notăm ( )k ki jσ =  şi arătăm că 

{ } { }1 1,..., ,..., .m mi i j j∩ =∅  

Dacă presupunem { }∈ 1,..., ,t mj i i  rezultă ( ) σ σ −= ∈11 1( ) ,t tj j i i G  ceea 

ce contrazice (ii) 
Pentru că cele două mulŃimi sunt disjuncte, obŃinem 2 .m p≤  

 Dacă 2 ,m p<  repetăm procedeul şi alegem: 

11 ,k p≤ ≤  { } { }1 1 1,..., ,..., .m mk i i j j∈ ∪/  

G fiind tranzitiv, există Gτ ∈  pentru care 1 1( ) .i kτ =  

Notând ( ) ,s si kτ =   1 ,s m≤ ≤  obŃinem: 
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{ } { }( ) { }1 1 1,..., ,..., ,..., .m m mi i j j k k∪ ∩ =∅  

Astfel, 3 .m p≤  

 Continuând raŃionamentul, există 1,l >  număr natural, pentru care 
,ml p=  deci p nu este număr prim, fals. Astfel, presupunerea făcută 

este greşită. Aşadar, .m p=  

 3. Fie 1,..., pα α  rădăcinile lui f . Din ipoteză, putem considera 1,α  

2 ,α ∈ℂ  3 ,..., .pα α ∈ℝ  Cum ,K ⊆ ℝ  2 1.α α=  Corpul de descompu-

nere al lui f este 1( ,..., ).pL K α α=  Fie ( )G G L K=  grupul Galois 

asociat extinderii şi { }α α= 1,..., .pA  Notăm cu S A  grupul de permu-

tări al mulŃimii A. Se verifică imediat că aplicaŃia ϕ →S: AG  

definită prin ϕ σ σ=( ) ,A  ,Gσ∀ ∈  este un morfism injectiv de gru-

puri. Deoarece ≃S S ,p A  pentru a încheia demonstraŃia, este sufi-

cient să arătăm că ϕ  este surjectiv, adică ϕ =≃ SIm .AG  

 Definim ( ),u Aut∈ ℂ  ( ) ,u a bi a bi+ = −  ,a b∀ ∈ℝ  şi .Lv u=  

 Din 1 2( ) ,v α α= 2 1( )v α α=  şi ( ) ,j jv α α=  3 ,j p≤ ≤  obŃinem că 

ϕ =( ) Av v  este o transpoziŃie. Cu alte cuvinte, Imϕ  conŃine o trans-

poziŃie. Arătăm acum că Imϕ  este subgrup tranzitiv. Fie α α ∈, .i j A   

 Deoarece elementele sunt conjugate (ele au acelaşi polinom mi-
nimal), există Gσ ∈  pentru care avem ( ) ,i jσ α α=  deci Imϕ  este 

tranzitiv. Astfel, putem aplica rezultatul exerciŃiului anterior pentru 
Imϕ şi va rezulta că ϕ =SIm .A  

 4. Fie m, număr natural par, nenul şi 1 2 2... kn n n −< < <  numere în-

tregi pare, unde 3k >  este impar. Considerăm polinomul 

( )( )( ) ( )2

1 2 2... .kf X m X n X n X n −= + − − −  

Polinomul are 2k −  rădăcini reale. Aplicând teorema lui Rolle, f are 

cel puŃin 3k −  extreme, dintre care 
3

2

k −
 sunt maxime şi 

3

2

k −
 sunt 

minime. Deoarece 2m ≥  şi 1 2 2, ,..., kn n n −  sunt numere pare, rezultă 
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că, pentru orice h , număr impar, avem ( ) 2.f h >  Astfel, valorile lui 

f în punctele de maxim sunt 2.>  

Notăm 2.g f= −  Atunci, g are cel puŃin 
3

2

k −
 maxime şi 

3

2

k −
 mi-

nime iar valorile lui g în punctele de maxim sunt 0.>  Pentru că sunt  
3

2

k −
 maxime şi 

3

2

k −
 minime, rezultă că g are cel puŃin  3k −  ră-

dăcini. Din 2( ) 2kg n − = −  şi lim ( ) ,
x

g x
→∞

= ∞  obŃinem că g mai are o ră-

dăcină reală 2.kn −>  Astfel, g are cel puŃin 2k −  rădăcini reale. Cum 

,d g k=�  g va avea cel mult două rădăcini complexe. 

Fie 1 2, ,..., kα α α  toate rădăcinile lui g. Identificând coeficienŃii în 

relaŃia 2,g f= −  obŃinem: 
2

1 1

,
k k

i j

i j

nα
−

= =

=∑ ∑  
1 1 2

.i j s t

i j k s t k

n n mα α
≤ < ≤ ≤ < ≤ −

= +∑ ∑  

Atunci, 
2 2

2 2

1 1 1 1

2 2 .
k k k

i i i j j

i i i j k j

n mα α α α
−

= = ≤ < ≤ =

 
= − = − 
 

∑ ∑ ∑ ∑  

Pentru o valoare suficient de mare a lui m,  
2

2 2

1 1

2 0.
k k

i j

i j

n mα
−

= =

= − <∑ ∑  

 În acest caz, g va avea 2 rădăcini complexe (conjugate) şi 2k −  
rădăcini reale. 
� Arătăm că polinomul g este ireductibil în [ ].Xℚ  Pentru aceasta, 

scriem polinomul f sub forma 1

1 1 0...k k

kf X a X a X a−
−= + + + +  unde 

ia  sunt numere pare, 0, 1.i k∀ ∈ −  

 Cum 0 1 2 2... ka mn n n −= −  şi 3,k >  obŃinem 04 .a  

 Astfel, 1

1 1 0... ( 2)k k

kg X a X a X a−
−= + + + + −  are toŃi coeficienŃii 

pari (mai puŃin cel dominant) şi 04 | ( 2).a −/  

 Aplicând criteriul lui Eisenstein, g este ireductibil în [ ].Xℚ  

 Acum, dacă alegem ,k p=  cu p număr prim, 3,p >  din exerciŃiul 

VI.3., rezultă ( ) S1( ,..., ) .p pG α αℚ ℚ ≃  
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 5. Polinomul 

( )( )2 2 5 34 2 2 2 8 2 [ ]= − + − = − − − ∈ℚf X X X X X X X  

este ireductibil (se aplică criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein, 

pentru 2=p ). Deoarece ( )( )2 2( ) 2 5 4 ,′ = − +f x x x  folosind şirul lui 

Rolle, rezultă că f are doar două rădăcini complexe. De asemenea, 
5,=�d f  număr prim. Conform exerciŃiului VI.3., Grupul Galois 

asociat polinomului este izomorf cu S 5 ,  deci nu este rezolubil. 

Astfel, ecuaŃia ( ) 0f x =  nu este rezolvabilă prin radicali. 

 6. Fie 
2 2

cos sin
5 5

π π
ξ = + i  o rădăcină primitivă de ordin 5 a uni-

tăŃii. Cum 4 2 2
cos sin ,

5 5

π π
ξ = − i  avem 4 2

2cos .
5

π
ξ ξ+ =  

La fel, 2 3 42cos 1 .
5

π
ξ ξ ξ ξ− = + = − − −  

Deoarece 2 3 4 1ξ ξ ξ ξ+ + + = −  şi 4 2 3( )( ) 1,ξ ξ ξ ξ+ + = −  rezultă că 

2
2cos

5

π
 şi 2cos

5

π
−  sunt rădăcini ale polinomului 

( )( )4 2 3 2( ) ( ) 1g X X X Xξ ξ ξ ξ= − + − + = + −  

care este ireductibil în [ ].Xℚ  

De aici, 
2 1 5

cos ,
5 4

π − +
=  

1 5
cos .

5 4

π +
=  Folosind primul criteriu 

de constructibilitate, deducem că 
2

cos
5

π
 şi cos

5

π
 se pot construi cu 

rigla şi compasul, deoarece polinoamele lor minimale sunt de grad 

egal cu 2. Astfel, 22 2
sin 1 cos

5 5

π π
= −  şi sin

5

π
 sunt constructibile 

cu rigla şi compasul.  

Unghiul de măsură 
2

5

π
 este determinat de punctele 1 2 3, ,P P P  unde 1P  

este originea sistemului de coordonate carteziene xOy  ales în plan, 
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2 (1,0)P  şi 3

2 2
cos ,sin .

5 5

π π 
 
 

P   Pentru unghiul de măsură ,
5

π
 este 

necesar punctul 4 cos ,sin .
5 5

π π 
 
 

P  Astfel, 3P  şi 4P  se pot construi cu 

rigla şi compasul din 1P  şi 2.P  Segmentele 2 3P P  şi 2 4P P  reprezintă 
laturile pentagonului, respectiv a decagonului regulat. 

 7. Unghiul 
11

cos
16

α = arc  este determinat de punctele: 

1(0,0),P  2 (1,0),P  3 (cos ,sin ).α αP  

 Pentru a stabili dacă unghiul α  se poate împărŃi în trei părŃi egale 

cu rigla şi compasul, vedem dacă punctul cos ,sin
3 3

α α 
 
 

P  se poate 

construi cu rigla şi compasul din punctele 1 2 3, , .P P P  În acest caz, 

1 0,=z 2 1,=z 3

11 3 15
cos sin .

16 16
α α= + = +z i i  

Deoarece ( )C3 1 2, ,z z z∈  arătăm că ( )C 1 2, .z z z∈  Avem .=ℚF  

RelaŃia 3cos 4cos 3cos ,
3 3

α α
α = −  arată că cos

3

α
 este rădăcină a po-

linomului ( )( )3 211 1
4 3 4 1 16 4 11 .

16 16
= − − = + − −f X X X X X  

 Astfel, polinomul minimal al lui cos
3

α
 este: 

216 4 11 [ ].= − − ∈ℚg X X X  

  Pentru că 2,=�d g  ( )C 1 2cos , .
3

z z
α
∈  

 8. Fie 
2 2

cos sin
7 7

π π
ξ = + i , rădăcină primitivă de ordinul 7 a uni-

tăŃii. Pentru a construi cu rigla şi compasul un heptagon regulat, tre-

buie să poată fi posibilă construcŃia unghiului de 
2

7

π
 folosind rigla şi 



� ����

compasul. Verificăm dacă ( )C 1 2, .z zξ ∈  Cum 6 2
2cos ,

7

π
ξ ξ+ =  re-

zultă 6 2
( ) cos .

7

π
ξ ξ  + =  

 
ℚ ℚ  

 Aplicând VI.1.b), 6( ) : 3.ξ ξ + = ℚ ℚ  Astfel, polinomul minimal 

al lui 
2

cos
7

π
 peste ℚ  este de grad 3, adică 

2
cos

7

π
 nu se poate con-

strui cu rigla şi compasul, deci ( )C 1 2, .z zξ ∈/  

 Pentru a putea exprima prin radicali pe 
2

cos ,
7

π
 căutăm polino-

mul minimal g al lui 6 .ξ ξ+  Acesta este ireductibil, unitar, de grad 

3. Orice altă rădăcină a sa este de forma 6( ),σ ξ ξ+  .Gσ ∈  Din exer-

ciŃiul VI.1.b), grupul Galois G  al polinomului 7F  este ciclic, generat 

de ,σ ∈G  definit prin 3( ) .σ ξ ξ=  

Deoarece 3 6 6( )σ ξ ξ ξ ξ+ = +  şi g nu are rădăcini multiple, rădăcini-
le lui g sunt: 

6 ,ξ ξ+  6 3 4( )σ ξ ξ ξ ξ+ = +  şi 2 6 2 5( ) .σ ξ ξ ξ ξ+ = +  
Astfel, 

( )( )( )6 6 2 6( ) ( ) ( )g X X Xξ ξ σ ξ ξ σ ξ ξ= − + − + − + =  
3 2 2 1= + − −X X X  

este polinomul minimal al lui 6 .ξ ξ+  

 Cum 
2

2cos 0,
7

π  = 
 

g  folosind formulele lui Cardano, putem ex-

prima 
2

cos
7

π
 prin radicali. 

 9. Fie p semiperimetrul triunghiului. Dacă ′AA  este bisectoarea 
unghiului A, cu ,′∈A BC  lungimea segmentului [ ]′AA  este dată de: 
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2 sin sin

2 2 .
cos cos

2 2

=
−a

B C
p

i
A B C

 Analog, 
2 sin sin

2 2 .
cos cos

2 2

=
−b

C A
p

i
B C A

 

 Din enunŃ, ≡∡ ∡B C  şi 2 .π+ =A B  Atunci, 

3 sin cos 3sin .
2

−
= ⇔ =a b

C A
i i B A  

Cum sin sin 2=A B  şi 
3

cos sin ,
2 2

−
=

C A B
 obŃinem 

3
sin 6cos .

2
=

B
B  

 Notând sin ,
2

α =
B

 relaŃia devine 3 23 4 6(1 2 )α α α− = −  adică α  

este rădăcină a lui 3 24 12 3 6= − − +f X X X , polinom ireductibil în 

[ ]ℚ X  (se aplică criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein pentru 

3=p ). Deoarece 3,=�d f ( )C 1 2, .z zα ∈/  Astfel, triunghiul ABC∆  

nu poate fi construit cu rigla şi compasul. 
 10. Deoarece poligonul regulat cu n laturi se poate construi cu 
rigla şi compasul, 1 22 ...= t

mn p p p  unde ∈ℕt  iar ,ip  1 ,≤ ≤i m  sunt 
numere prime Fermat distincte. Pentru ca şi poligonul regulat cu 

kp n  laturi, 1,≥k  să fie construibil cu rigla şi compasul, kp n  trebuie 

să se scrie sub aceeaşi formă. Astfel, 2p =  este singura valoare care 

convine pentru orice 1,k >  iar pentru cazul în care 1,k =  2p =  sau 

p poate fi orice număr prim Fermat diferit de fiecare ,ip  1 .i m≤ ≤  

 11. Trebuie să determinăm numerele de forma 1 22 ...= t
mn p p p  cu 

∈ℕt  iar ,ip  1 ,≤ ≤i m  numere prime Fermat distincte, 15 33.n≤ ≤  

Singurele numere Fermat 33≤  sunt 3, 5, 17. Astfel, pentru ca poli-
gonul regulat cu n laturi să se poată construi cu rigla şi compasul, 

{ }15,16,17,20,24,30,32 .n∈  
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NOTAłII 
 
 

|a b  a divide b 

a b∼  a asociat în divizibilitate cu b  
( )a  idealul principal generat de a 

1( ,..., )na a  cel mai mare divizor comun al elementelor 1,..., na a �

1[ ,..., ]na a  cel mai mic multiplu comun al elementelor 1,..., na a �

/a s  fracŃie�
A n  grupul altern (al permutărilor pare) de grad n��

( )Aut L  grupul automorfismelor corpului L�
/A I  inelul factor al inelului A prin idealul său bilateral I �

SA  inelul de fracŃii al inelului A relativ la sistemul S 

  
car(A) � caracteristica inelului A�
card(M) � cardinalul mulŃimii M �

( )c f  conŃinutul polinomului f �

( )1,...,C nP P  mulŃimea punctelor din plan constructibile cu rigla şi 
compasul din punctele 1,..., .nP P  

( )1,...,C nz z  mulŃimea numerelor complexe constructibile cu rigla 
şi compasul din numerele 1,..., .nz z  

( )C a  centralizatorul elementului a 

′ℂ  corpul numerelor algebrice 
  
d f�  gradul polinomului f 

nD  grupul diedral de ordin n 

Df  derivata formală a polinomului f 
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1 2E E  compozitul corpurilor 1E  şi 2E  
  

nF  al n – lea polinom ciclotomic 

  
( )nGL R  grupul liniar de grad n peste R 

( | )G L K  grupul Galois al extinderii L K⊇  

fG  grupul Galois al polinomului f 

( : )G H  indicele subgrupului H în grupul G 

G′  subgrupul derivat (comutant) al grupului G 
( )nG  al n – lea comutant al grupului G 

  
  H G⊲  H este subgrup normal al grupului G 

  
Im f  imaginea morfismului f 
I J+  suma idealelor I şi J 
IJ  produsul idealelor I şi J 
  
Kerf  nucleul morfismului f 

[ ]K M  subinelul generat de mulŃimea M peste corpul K 

( )K M  subcorpul de adjuncŃionare a mulŃimii M la corpul K 

[ ]K X  inelul polinoamelor cu coeficienŃi în corpul K 

( )K X  corpul fracŃiilor raŃionale  

K  închiderea algebrică a lui K 

  
[ : ]L K  gradul extinderii L K⊇  

HL  subcorpul intermediar format din elementele corpului 
L, invariate de toate automorfismele din subgrupul H 

K L  L este spaŃiu vectorial peste K 

( )L A  laticea idealelor bilaterale ale inelului A 

( ; )L A Kerf  laticea idealelor bilaterale ale inelului A, care includ 
Kerf   

( ; )L L K  laticea subcorpurilor intermediare între L şi K 
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( )L G  laticea subgrupurilor grupului G 

  
| |M  cardinalul mulŃimii finite M 

( )nM R  inelul matricelor pătratice de ordin n cu elemente din 
inelul R 

  
orda  ordinul elementului a 
  
pθ  polinomul minimal al elementului algebric θ  

  
( )S A  mulŃimea subinelelor inelului A 

( ; )S A Kerf  mulŃimea subinelelor inelului A, care includ Kerf   

( )S M  grupul permutărilor mulŃimii M 

S n  grupul permutărilor de grad n 

  
( )U A  grupul multiplicativ al unităŃilor inelului A 

nU  grupul multiplicativ al rădăcinilor de grad n ale uni-
tăŃii 

  
ɵx  clasa elementului x 

[ , ]x y  comutatorul elementelor x şi y 

  
[ ]iℤ  inelul întregilor lui Gauss 
( )Z G  centrul grupului G 

nℤ  inelul claselor de resturi modulo n 

  
( , )pξ α  p – rezolventa Lagrange asociată lui α  

( )nϕ  indicatorul lui Euler pentru numărul natural n 
 

 


