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Prefata

In cartea de fata sunt studiate doud teme importante: proprietati
aritmetice ale inelelor si extinderi de corpuri (cu aplicatii).

Primul capitol prezintd notiuni si rezultate generale de teoria ine-
lelor, ca: ideale, inele factor, teoreme de izomorfism, inele §i corpuri
de fractii. Pentru importanta pe care o au 1n capitolele urmatoare, o
atentie deosebita se acorda idealelor prime si maximale.

Capitolul al doilea trateaza proprietatile aritmetice ale inelelor ca-
re privesc: relatia de divizibilitate in inele comutative, cel mai mare
divizor comun si cel mai mic multiplu comun, descompunerea 1n fac-
tori primi (ireductibili). Generalizand proprietati ale inelului Z al in-
tregilor rationali, sunt definite trei clase importante de inele: inelele
euclidiene, inelele principale si inelele factoriale. Desi pornesc de la
un lucru simplu (exprimarea celui mai mare divizor comun ca o com-
binatie liniard de elementele date), relatiile lui Bézout (stabilite initial
in inelele euclidiene) deschid calea unor algoritmi numerici cu diver-
se aplicatii. Aceleasi relatii Bézout exista si in inelele principale, fara
a mai dispune 1nsa de o metoda de calcul a lor. Inelele factoriale sunt
caracterizate de proprietatea ca elementele nenule i neinversabile se
descompun in produse de elemente prime. Merita subliniat faptul ca
proprietatea de inel factorial se transmite de la inelul coeficientilor la
inelul de polinoame.

In capitolul al III-lea, sunt studiate extinderile de corpuri, urma-
rind doud directii principale. Pe de o parte se urmareste extinderea
unui corp de baza la un corp in care un polinom are toate radacinile.
Se ajunge 1n acest mod la notiunea de corp de descompunere al unui
polinom si inchidere algebrica. Pe de altd parte, se urmareste pro-
prietatea elementelor unei extinderi de a fi radacini ale unor polinoa-
me cu coeficienti in corpul de baza, degajandu-se in acest mod notiu-
nile de element algebric si element transcendent. Este pus in evidenta
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corpul numerelor algebrice (al elementelor algebrice ale extinderii
C 2 Q) care face obiectul teoriei algebrice a numerelor.

Capitolul IV contine o scurta sinteza privind grupurile rezolubile.
Sunt analizate special grupurile de permutari pentru legitura pe care
o au in capitolele urmatoare cu rezolvarea ecuatiilor prin radicali.

In capitolul V apar elementele de teorie Galois. Sunt stabilite con-
ditii in care corespondenta intre laticea < (L;K) a corpurilor inter-
mediare in extinderea L o K si laticea Z(G) a subgrupurilor gru-
pului Galois asociat este o bijectie. In acest context, sunt studiate: ra-
dacinile primitive ale unitdtii, corpurile finite, extinderile algebrice
normale si extinderile algebrice separabile.

Urmatorul capitol cuprinde doud aplicatii importante ale teoriei
Galois. Prima dintre acestea se refera la rezolvarea ecuatiilor algebri-
ce prin radicali. Folosind teorema fundamentald a teoriei Galois, se
stabilesc conditii necesare si suficiente ca o ecuatie algebrica sa fie
rezolvabild prin radicali. In particular, se obtine teorema lui Abel si
Ruffini privind nerezolubilitatea prin radicali a ecuatiei generale de
grad n>5. A doua aplicatie se refera la stabilirea unor conditii nece-
sare si suficiente de constructibilitate cu rigla si compasul. Se obtine
in acest mod un raspuns elegant la problemele clasice de constructi-
bilitate.

Fiecare capitol este urmat de un numar insemnat de probleme care
permit aprofundarea notiunilor si rezultatelor studiate. In ultima parte
a cartii sunt date solutiile acestor probleme.

Continutul cartii acopera programa disciplinei Algebra III din
anul II al domeniului matematica. Cele doud teme studiate — pro-
prietatile aritmetice ale inelelor si extinderile de corpuri — sunt strans
legate de programa de matematica din Invataméantul preuniversitar si
de aceea sunt esentiale in pregétirea viitorului profesor de matema-
tica. Cartea poate constitui de asemenea un suport util pentru pregati-
rea examenelor de definitivat, de obtinere a gradelor didactice sau de
ocupare a unui post in invatamant.

Autorii



Capitolul I
INELE. NOTIUNI GENERALE

1. Inele si morfisme de inele

1.1. Definitie. Spunem cd multimea nevida A, inzestrata cu doud
legi de comporzitie interna, “*” si “#” are o structura de inel, daca:
- (4, %) are o structura de grup abelian;
- (A4,#) are o structurd de semigrup;
- #este distributiva (la stanga i la dreapta) fata de *.

In conditiile definitiei 1.1., spunem simplu (4, * #) este un inel.
Daca nu se pot crea confuzii, operatiile unui inel sunt notate + si - .
Elementul neutru al grupului (4,+) se noteaza cu 0. Simetricul unui

element a in raport cu + se noteaza cu —a §i se numeste opusul lui a.

Daca operatia “- 7 are element neutru, atunci acesta se numeste
element unitate si se noteaza de obicei cu 1. In acest caz se spune ca
(4,+, ) este un inel unitar. Elementele simetrizabile in raport cu -
intr-un inel unitar se mai numesc elemente inversabile sau unitati.
Multimea unitétilor inelului unitar 4 se noteaza cu U(A4). Operatia -
induce pe U(A) o structura de grup, numit grup multiplicativ al uni-
tatilor inelului A.

Se spune ca inelul 4 este nenul dacé are cel putin doud elemente.
Se spune ca inelul 4 este comutativ daca - este comutativa.

In orice inel 4, a-0=0-a=0, pentru orice a din 4. Se spune ci
elementul a din 4 este un divizor la stanga (dreapta) al lui zero daca
existd be 4\ {0}, astfel incat a-b=0 (respectiv b-a=0). Elemen-
tul 0 este un divizor la stinga si la dreapta al lui zero.



1.2. Definitie. Un inel comutativ, unitar, nenul si fara divizori ai
lui zero diferiti de zero se numeste domeniu de integritate sau inel
integru.

Multimea Z a numerelor intregi este un domeniu de integritate in
raport cu operatiile obisnuite de adunare si de inmultire si avem
U(Z)={-1,1}.

Multimea o7 (R) a matricelor cu n linii, n coloane si elemente
reale este un inel unitar, necomutativ si cu divizori ai lui zero pentru
n>1. Grupul multiplicativ al unitatilor acestui inel se noteazd cu
GL, (R) sise numeste grup liniar general de grad n peste R.

Se noteazd Z[i]={zeC|3m,neZ, z=m+ni}. Adunarea si in-
multirea numerelor complexe induc pe Z[i] o structurd de inel, cu-
noscut sub numele de inelul intregilor lui Gauss. Aplicatia:

N:Z[i]>N, N(m+ni)=m’+n’
este numitd normd. Folosind relatia N(z,z,)=N(z,)N(z,) deducem
ca U(Z[i]) ={-11,—ii}.

1.3. Definitie. Un inel K, unitar, nenul cu U(K)= K\ {0} se nu-

meste corp.

Multimile Q,R,C au o structurd de corp in raport cu operatiile
obisnuite de adunare si de Inmultire.

1.4. Definitie. Fie A, B doud inele in care operatiile sunt notate +
si -. O aplicatie f:A— B se numeste morfism de inele daca

pentru orice a,b e A, au loc relatiile:
fla+b)=f(a)+ f(D)
f(ab) = f(a)f(b).

Un morfism de inele este in particular un morfism al grupurilor
aditive subiacente. Rezulta f(0)=0 si f(—a)=—f(a), Yae A.

Daca (A,+,-) este un inel, atunci aplicatia identica 1, este un
morfism de inele, numit morfismul identic.

Daca f:A—> B si g:B— C sunt morfisme de inele, atunci
g o f este un morfism de inele.



Se spune cd morfismul de inele f:A4— B este un izomorfism,
daca existd un morfism de inele g:B — A, asfel incat, go f =1, si
fog= 1,.

Un morfism de inele este izomorfism daca si numai daca este
bijectiv.

Daca A4, B sunt inele unitare atunci se spune cd morfismul de inele
f:A— B este morfism unitar daca f(1)=1.

1.5. Definitie. Fie A un inel comutativ si unitar. Fie p: A— B un

morfism unitar de inele. Se spune ca B este o A-algebra de morfism
structural p daca p(a)b=bp(a), pentru orice ac A §i be B.

Dacd A4 este un inel comutativ si unitar, atunci o7 (A4) este 0 4 -
algebrd de morfism structural p: 4 — o7/ (A4), p(a)=al,.
Fie B, C doua 4 - algebre, de morfisme structurale p: 4 — B si

7:A— C. Un morfism de A-algebre este un morfism unitar de ine-
le f:B— C astfelincat, 7= fop.

2. Subinele si ideale

2.1. Definitie. Fie (A,+,-) un inel si A' o submultime nevida a
lui A. Se spune ca A' este un subinel al inelului A, dacd operatiile
lui A induc pe A' o structura de inel.

Se verifica usor ca A’ este subinel al lui 4 dacd si numai daca
pentru orice a,be A', a—be A si abe A'.

In particular, daci A’ este un subinel al lui 4, atunci 4’ este un
subgrup al grupului (4,+).

Subinelele inelului (Z,+,-) al numerelor intregi sunt de forma
nZ, unde n e N.

Pentru orice inel 4, {0} si A sunt subinele ale lui A.
Fie f: 4 — B un morfism de inele. Multimea:

Imfz{beB|EIaeA,f(a)=b}

este un subinel al lui B, numit imaginea morfismului f.



Multimea:
Kerf:{aeA|f(a)=O}
este un subinel al lui 4 numit nucleul morfismului f .
Daca A4, i<, sunt subinele ale inelului 4, atunci ﬂA,. este un
iel
subinel al lui A4.

Daca M este o submultime a inelului 4, atunci intersectia tuturor
subinelelor lui 4 care includ M se numeste subinel generat de mul-
timea M.

2.2. Propozitie. Multimea </(A) a subinelelor inelului A for-
meazd o latice completa in raport cu relatia de incluziune.

Demonstratie. Fie A, i €I, o familie de subinele ale lui 4.
inf(A4),., = ﬂA,. iar sup(4,) este subinelul generat de UAI.. O

iel iel

Se demonstreaza usor si urmdtorul rezultat:

2.3. Propozitie. Fie [ : A— B un morfism surjectiv de inele. Fie

(A, Kerf) = {A'| A'este subinel al lui A, A' > Kerf}.
Atunci aplicatia:
F .7 (A,Kerf) — & (B)
definita prin F(A")= f(A4"), pentru orice A'e /' (A,Kerf), este un
izomorfism de multimi ordonate.

2.4. Definitie. Fie (A,+,-) un inel §i I o submultime nevida a lui

A. Se spune ca I este un ideal sting al lui A, daca:
1) a—-bel, pentru orice a,bel,
2) xael, pentru orice x € A, si orice a€l.
Daca I satisface conditia 1) si conditia:
3) axel, pentruorice acl §i xe€ A,
atunci se spune ca I este un ideal drept al lui A.
Un ideal stang care este §i ideal drept se numeste ideal bilateral.

Intr-un inel comutativ, notiunile de ideal stang, ideal drept si ideal
bilateral coincid. In acest caz se spune simplu, ideal.

Idealele inelului (Z,+,) suntde forma nZ unde neN.
Se observa ca orice ideal (stang sau drept) este si un subinel.



Reciproca nu este adevaratd. Multimea matricelor din o# (R)
care au 0 pe prima linie este un subinel al lui (o7 (R),+,-) dar nu

este un ideal stang.

Pentru orice inel 4, multimile {0} si 4 sunt ideale bilaterale ale
lui 4, numite ideale improprii. Celelalte ideale se numesc ideale
proprii.

Daca f:4— B este un morfism de inele, atunci Kerf este un
ideal bilateral al lui A. Morfismul f* este injectiv, daca si numai daca
Kerf = {O}

Daca (K,+,-) este un corp, atunci K nu are ideale proprii.

Reciproc, daca (A,+,-) este un inel unitar nenul, in care singu-

rele ideale stangi si drepte sunt {0} si A, atunci A este corp.

Prin morfism de corpuri se intelege un morfism unitar al inelelor
subiacente.

Orice morfism de corpuri f:K — L este injectiv. Intr-adevar,

Kerf este un ideal al Iui K. Din f(1)=1#0 rezultd Kerf # K, deci
Kerf ={0} si feste injectiv.

Se deduce usor cé intersectia unei familii de ideale stangi (drepte
sau bilaterale) este un ideal stang (drept sau bilateral).

Daca M este o submultime a inelului 4, atunci intersectia ideale-
lor stangi (drepte sau bilaterale) ale Iui 4 care includ M se numeste
ideal sting (drept sau bilateral) generat de multimea M.

Un ideal stang (drept sau bilateral) generat de un singur element
se numeste ideal principal.

Toate idealele inelului Z sunt ideale principale.

Notam cu Z(4), (Z,(4), Z(A)) multimea idealelor stangi
(drepte sau bilaterale) ale inelului A4.

2.5. Propozitie. Pentru orice inel A, multimile Z(A), (Z,(A),

Z(A)) sunt latice complete in raport cu relatia de incluziune.
Demonstratia este analoaga celei de la propozitia 2.2.



Daca {/,} . este o multime de ideale stangi ale inelului 4, atunci

idealul stang generat de Ult se numeste suma idealelor stangi
teT

{1,},_, si se noteaza ) I,. Aseminitor se defineste suma unei
tel

multimi de ideale drepte sau bilaterale.

Dacd T ={1,2}, atunci /,+1, ={a+blael bel,}.

Fie 7 si J doui ideale stangi (drepte sau bilaterale) ale inelului A.
In general, multimea M ={ab|ael ,belJ } nu este un ideal stang

(drept sau bilateral) al lui 4. Prin produs al idealelor stangi (drepte
sau bilaterale) / si J se intelege idealul sting (drept sau bilateral)
generat de multimea M.

2.6. Propozitie. Fie f : A— B un morfism surjectiv de inele §i

(A, Kerf) ={I|I ideal bilateral al lui A, I o Kerf}.
Atunci aplicatia
F:Z(A,Kerf)— Z(B)
definita prin F(I)= f(I), pentru orice I din < (A,Kerf), este un

izomorfism de multimi ordonate.
Demonstratia este analoaga celei de la propozitia 2.3.

3. Inel factor. Teoremele de izomorfism

Fie (A,+,-) un inel si / un ideal bilateral al sau. in particular, /

este un subgrup normal al lui (A4,+,-). Putem vorbi despre grupul
factor A/I={§c|xeA}, ;c=x+1={x+h|hel}.

Dacd x'ex si y'e 3/, atunci exista /,k € I asa incat x'=x+h,
y'=y+k. Rezulta:
Xy =xy+hy+xk+hk=xy+lexy+I
deoarece / € I. Rezulta ca aplicatia:

A A

AT AT = A/, (x}) Xy =y
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este bine definitd. Se verific usor ca (A4/1,+,) este un inel. Acest
inel poartd numele de inel factor al inelului A prin idealul sau bila-

teral 7. Elementul neutru al lui A4/7 este 0= 1. Aplicatia canonica
T:A—> All
definitd prin 7z(x) = X, pentru orice x€ A4 este un morfism surjectiv
de inele al carui nucleu este Kerr =1.
Daca A este inel unitar, atunci A4/ este inel unitar si 1 este ele-
mentul unitate. Daca 4 este inel comutativ, atunci 4// este inel co-

mutativ.
Pentru A=7Z si I =nZ, inelul factor Z/nZ se noteaza Z, si se

numeste inelul claselor de resturi modulo n.
3.1. Teorema fundamentald de izomorfism. Daca f:4— B

este un morfism de inele, atunci existd un izomorfism
0:A/Kerf > Imf .

Demonstratie. Kerf este ideal bilateral in 4. Daca y e x+ Kerf,
atunci exista h € Kerf, astfel incat y =x+h.
FO) =)+ f(h)= f(x).
Prin urmare, 6: A/ Kerf > Im f, 6(;): f(x), Vxe A, este bine
definita. Se verifica usor cd @ este un morfism surjectiv de inele.
Daci x e Ker6, atunci 0(x)= f(x)=0, deci xe Kerf si x=0. Prin
urmare, & este si morfism injectiv, deci este izomorfism. ]
3.2. Teorema a doua de izomorfism. Fie (A4,+,") un inel, A" un
subinel si I un ideal bilateral al lui A. Atunci:
a) A'+I1= {a + h|a ed he ]} este un subinel al lui A;
b) A'NI este un ideal bilateral al lui A',
c) Exista un izomorfism
O:A'/(ANI)—>(A+I)/1.
Demonstratie. Afirmatia a) se verificd prin calcul direct. b) Este
evident ca [ este si ideal bilateral al lui A"+ 1.
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Fie f:A4'—>(A'+1)/1, f(x)=x+1, pentru orice xe A'. Se veri-
ficd usor ca f este un morfism de inele. Vy e(A'+1)/1,3xed si
h el astfel incat y =x+ h. Rezultd )A/:)Ac+ h=x= f(x). Deci feste
un morfism surjectiv si Im f=(A'+1)/1. Dacd xe Kerf, atunci

xed si x=0=1I, deci xe A'I. Rezulta Kerf=A'NI si prin
urmare A' NI este un ideal bilateral al lui 4. Pentru c) se aplica

teorema fundamentald de izomorfism lui . o
3.3. Teorema corespondentei. Fie f: A— B un morfism surjec-

tiv de inele. Aplicatia:
F:Z(A,Kerf)—> <Z(B),F(I)=f(I), VI e < (A4,Kerf),
este un izomorfism de multimi ordonate.

In plus, daca I € < (A,Kerf) si J=f(), atunci A/I=B/J.

Demonstratie. Notatiile sunt cele din propozitia 2.6. Prima parte a
teoremei rezulta chiar din 2.6. Pentru partea a doua, fie / un ideal din
(A, Kerf) si J=F(). Fie

g:A—>B/J, g(x)zf(x)+J, Vx e A.
g este un morfism surjectiv de inele si Kerg =1. In continuare se
aplicd morfismului g teorema fundamentala de izomorfism. o

3.4. Teorema a treia de izomorfism. Fie (A,+,-) un inel oareca-
re si I, J doua ideale bilaterale ale lui A, ICJ. Atunci J/I este un
ideal bilateral al lui A/l si exista un izomorfism:

(A/D)I(JIT)y=AlJ.

Demonstratie. Fie 7:A— A/ surjectia canonicd. Kerz =1 de
unde, J e ¥ (A,Kerrx). Aplicand teorema 3.3., F(J)=xn(J)=J/1
este un ideal bilateral al lui A/ si A/J =(A/1)/(J/]). ©

3.5. Aplicatie. Fie neN". Sa se determine idealele §i inelele
factor ale lui 7.,.

12



Fie 7:7Z — Z, surjectia canonica. Dacd J este un ideal in Z ,
din 3.3., J=x(I) unde [ este un ideal al lui Z si [ o Kerx =nZ.
Deci [ =mZ si m|n. Jzﬂ(l)z(mZ)/(nZ).

Conform 3.4., Z,/J =(Z/nZ)/(mZ/nZ) =7/ mZ="1.,.

3.6. Propozitie. In inelul 7.,, n>1:

U(2,)={x[emn=1}.
Demonstratie. Daci x e U (Z,), atunci exista yeZ, astfel incat

)ACJA/ =1. Rezulta xy—lenZ, sau JheZ, astfel incat xy —1=nh.
Din xy—nh=1, rezultd (x,n)=1.
Reciproc, fie x €Z, astfel incat (x,n)=1. Existd u,veZ, astfel
incat wx+vn=1. Rezultd x-u=1 si )AceU(Zn). o

3.7. Consecinta. Fie n>1. Atunci |U(Zn)

= g(n).
Demonstratie. Functia ¢ este indicatorul lui Euler si noteaza nu-

marul numerelor naturale mai mici decat » si prime cu n. Se aplica
propozitia 3.6. O

3.8. Teorema lui Euler. Fie neN" si a€Z, (n,a)=1. Atunci:
(1) a”" =1(modn).
Demonstratie. Din 3.6. rezulta ZzeU(Zn). (U(z,),") este grup

A (n) N
cu ¢(n) elemente. Rezulta a = 1, ceea ce este totuna cu (1). o

3.9. Mica teorema a lui Fermat. Dacad p este un numar prim §i a
este un numar intreg nedivizibil cu p, atunci:

a” =1(mod p).
Demonstratie. Se aplica 3.8. tinand seama cd ¢(p)=p—-1. O
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4. Caracteristica unui inel

Fie (4,+,") un inel unitar al carui element unitate il notam cu e.

Aplicatia
p:Z—>A, p(m)=me, VmeZ,

este un morfism unitar de inele. Kerp este un ideal in Z. Exista
neN, astfel incat Kerp =nZ. Numarul n poartad numele de carac-
teristica a inelului A4 si se noteaza carA.

Apar doua situatii. R

I. Morfismul p este injectiv. In acest caz, Kerp ={0}. Deci

(D) carAzO@(VmeZ, mezO:m:O)

Inelul A4 contine in acest caz un subinel /mp izomorf cu Z care

poate fi identificat cu Z. Insusi inelul Z al numerelor intregi are
caracteristica egala cu zero.

II. Morfismul p nu este injectiv. Kerp=nZ si neN". Inelul

A are o caracteristicd nenuld.

2) card=n=0 <> n=min{meN'|me=0}.
Aplicand teorema fundamentala de izomorfism pentru inele,

Z,=7/Kerp=Impc A

Inelul 4 contine un subinel izomorf cu inelul Z, al claselor de res-
turi modulo 7.

Insusi inelul Z, (n#0) are caracteristica egala cu n.

4.1. Propozitie. Dacda A este un domeniu de integritate cu carac-
teristica nenuld, atunci carA este un numar prim.

Demonstratie. Fie carA=n 0. Sa presupunem ca exista p si g
numere naturale, astfel incat n=pg, 1< p<n.

ne=0<:>(pe)(qe)=0<:>pe=0 sau ge =0,
contradictie cu (2). Prin urmare, n este numar prim. O
Sa consideram acum K un corp comutativ. In particular, K este un

domeniu de integritate.
In cazul carK =0, K contine un subinel izomorf cu Z:
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{me|m EZ} .
K fiind corp, va contine si multimea elementelor de forma
{(me)(ne)_1 |mn eZ, n# 0}.

care formeaza un subcorp izomorf cu Q. Deci:
Orice corp de caracteristica 0 include un subcorp izomorf cu Q.
In cazul carK = p#0, p este numar prim si Imp =7, este corp.

Deci:
Orice corp de caracteristica nenula p include un subcorp izomorf
cu Z,.

Corpurile Q, R, C, R(X) au caracteristica 0.
Corpul Z, cu p numdr prim are caracteristica p.

5. Ideale prime si ideale maximale

Acest paragraf este consacrat studiului a doud tipuri de ideale
importante in teoria inelelor.
5.1. Definitie. Fie A un inel comutativ si unitar iar P un ideal al
sau, diferit de A. Spunem ca P este un ideal prim, daca:
Ya,be A, abe P=>aecP sau beP.
in inelul intregilor rationali, (2) =27 este un ideal prim deoare-

ce, daca produsul a doud numere ntregi este un numar par, atunci cel
putin unul dintre cele doud numere este par.

Intr-un inel integru A4, idealul (0) este prim deoarece 4 nu are
divizori ai lui zero diferiti de 0. Este adevarata si reciproca: dacd 1n
inelul comutativ, unitar, nenul 4, idealul (0) este ideal prim, atunci 4
este inel integru.

5.2. Propozitie. Fie A un inel comutativ unitar si P un ideal al
sau, diferit de A. P este ideal prim al lui A, daca si numai dacad,
pentru orice doud ideale I 5i J ale lui A :

IJcP=IcP sau JCP.

Demonstratie. “=>"" Fie P un ideal prim al lui 4 si 7, J ideale ale
lui 4, astfel incat IJ < P. Prin reducere la absurd, sa presupunem ca
niciunul dintre idealele / si J nu este inclus in P . Existd ae [\ P si
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beJ\P. Din abelJ c P si P ideal prim, rezultd a € P sau be P,

contradictie.
“<"Fie a,be A astfel incat ab € P. Notam [ =(a) si J =(b).

IJ=(ab)c P. Rezulta I c P sau Jc P, deci ae P sau beP.P
este ideal prim. O

Propozitia urmatoare aratd cum se comporta idealele prime in ra-
port cu imaginile directe §i reciproce prin morfisme.

5.3. Propozitie. Fie A, B doua inele comutative unitare gi
f:A— B un morfism unitar. Atunci:

a) Dacd P' este ideal prim in B, atunci P= f~'(P') este
ideal prim in A;
b) Daca f este morfism surjectiv, P este ideal prim in A §i
P o Kerf, atunci P'= f(P) este ideal prim in B.

Demonstratie. a) P= f~'(P") = {a cA|f(a)e P'}. Deoarece feste
morfism de inele si P’ este ideal in B, rezultd ca P este ideal in 4. Sa
presupunem P = A. Atunci le P, f(1)=1eP’, adicdi P'=B, con-
tradictie. Fie a,be A cu abe P. Rezulta f(ab)= f(a)f(b)e P
Deoarece P’este ideal prim, f(a)e P' sau f(b)eP'. Deci aeP
sau b e P. P este ideal prim 1n 4.
b) P'=f(P)= { f (a)|a € P}. Deoarece f este morfism surjectiv si P
este ideal in 4, P’ este ideal in B. Vom presupune ca P’ = B. Rezul-
td 1e P'. Atunci existd a € P astfel incat f(a)=1= f(1). Se obtine:
fa-1)=0, a-1=ceKerf c P, l=a—ceP si P=A, contradic-
tie. Deci P'# B.
Fie x,y € B, astfel incat xy € P". Deoarece feste morfism surjectiv,
existd a,b € A, astfel incat x = f(a), y= f(b). Atunci,

xy = f(a)f(b)= f(ab).

Existd de asemenea c € P, astfel incat xy = f(c).
flab)=f(c)=>ab—c=heKerf cP=>ab=h+ceP.
Deoarece P este ideal prim in A4, rezultd a € P, deci x= f(a)e P',
sau be P, deci y= f(b) e P'. P’ este ideal prim in B. O
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5.4. Consecinta. Fie A un inel comutativ unitar §i P un ideal al
lui A. Sunt echivalente conditiile:
a) P este ideal prim in A,
b) A/P este inel integru.
Demonstratie. Fie 7: A — A/ P surjectia canonica. 7 este mor-
fism surjectiv si Kerz = P. Conform 5.3., P este ideal prim in 4 daca

si numai daca (6) este ideal prim in A4/P. Ultima conditie este

echivalentd cu 4/ P este inel integru. O

5.5. Definitie. Fie A un inel comutativ unitar si M un ideal al lui
A, diferit de A. Se spune ca M este ideal maximal al lui A daca
pentru orice ideal I al lui A:

MclI=M=1I sau l=A.

Cu alte cuvinte, un ideal maximal este un element maximal in
multimea idealelor lui 4, diferite de 4 (in raport cu relatia <).

Un corp comutativ K nu are decat idealele (0) si K. Deci (0) este
ideal maximal. Reciproc, daca Intr-un inel comutativ unitar K, (0)
este ideal maximal, atunci K este corp.

5.6. Propozitie. Fie A, B inele comutative unitare §i f:A— B

un morfism unitar surjectiv. Atunci:
a) Daca M este un ideal maximal al lui A si M o Kerf,

atunci (M) este ideal maximal in B;

b) Daca M' este ideal maximal in B, atunci f~'(M') este
ideal maximal in A.
Demonstratie. Cu notatiile din teorema 3.3., aplicatia
F:Z(A,Kerf)—> Z(B), F(I)= f(I),
este un izomorfism de multimi ordonate. Prin acest izomorfism, ele-
mentele maximale ale multimilor (A4, Kerf') \{A} si Z(B)\{B} se
corespund. i
5.7. Consecinta. Fie A un inel comutativ unitar si M un ideal al
lui A . Sunt echivalente conditiile:
a) M este ideal maximal in 4;
b) A/M este corp.
Demonstratie. Fie 7: A— A/ M surjectia canonicd. 7 este mor-
fism surjectiv si Kerz =M. Conform 5.6., M este maximal in 4, da-
17



ca si numai daca (6) este ideal maximal iIn 4/M. Ultima afirmatie
este echivalentd cu A/ M este corp. O

5.8. Consecinta. Fie A un inel comutativ unitar si M un ideal
maximal al lui A. Atunci, M este ideal prim in A.

Demonstratie. Din M ideal maximal in 4, rezultd A/M corp,
deci A/ M este inel integru si ca urmare M este ideal prim. O

Sa observam ca reciproca pentru 5.8. nu este adevarata. Astfel, (0)
este ideal prim in inelul 7Z dar nu este ideal maximal.

6. Existenta idealelor maximale

Scopul acestui paragraf este acela de a demonstra ca in orice inel
comutativ, unitar, nenul existd ideale maximale. Reamintim ca multi-

mea ordonatid (M ,S) este inductivd daci orice parte a sa nevida, to-
tal ordonatd este majorati. in demonstratie este necesari urmitoarea
axiomd, numita in teoria multimilor, Lema lui Zorn:

Orice multime ordonatd, inductiva are elemente maximale.

6.1. Teorema (Lema lui Krull). Fie A un inel comutativ unitar §i
1 un ideal al lui A, diferit de A. Atunci exista un ideal maximal M al
lui A, astfel incat M o 1.

Demonstratie. Notam > = {J|J ideal al lui 4, J 21, J # A}.
2 este nevida deoarece [ €2’ Afirmam ca 2 este inductiva in
raport cu relatia .

Fie {/,},.; o parte nevida a lui 7, total ordonata.

Notam /' :Ult. Se arata ugor ca /' este ideal al lui 4. Evident

tel
I' o 1. Daca I'= A, atunci existd ¢ €T astfel incat 1 € /,. Rezulta ca

I, = A, contradictie. Prin urmare, I'# 4, si I' € 7.
Evident, /" este un majorant pentru {/,}, , si ca urmare 7 este

inductiva. Conform lemei lui Zorn, in &” exista elemente maximale.
Fie M €2 un element maximal. M este un ideal in 4, diferit de A4 si
Mol
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Fie H un ideal al lui 4, astfel incat H o M. Daca H # A, atunci
H e i cum M este maximal in & rezulta H =M. Deci M este
ideal maximalinA4. O

6.2. Consecinta. Fie A un inel comutativ, unitar, nenul. Atunci in
A existad ideale maximale.

Demonstratie. In teorema 6.1. seia 1 ={0}. o

7. Inele si corpuri de fractii

in acest paragraf se urmdreste ca, pentru un inel dat A4, sa se
construiascd o “extindere” In care anumite elemente din 4 sa devina
elemente inversabile. Extinderea se realizeaza cu ajutorul notiunii de
A - algebra. Daca B este o A - algebra de morfism structural injectiv
p:A— B, atunci A=1Im p si A poate fi privit ca un subinel al lui B.

Sa consideram mai intadi K un corp comutativ si a,be K, b#0.
Ecuatia hx=a are in K o singuri solutie si anume x=ab . Prin
analogie cu notatia folositd pentru numere rationale, o expresie de
forma ab™' o vom nota cu a/b si o vom numi fractie. Pe a il vom
numi numardtor, iar pe b il vom numi numitor. Doua fractii a/b si
c/d sunt egale dacd si numai dacd ab ' =cd ', adici ad =bc.
Tinand seama de proprietatile operatiilor din K, sd deducem regulile
de calcul cu fractii:

alb+c/d=ab™” +cd™ = (ad + bc)(bd)f1 (ad + bc)/(bd)

alb-c/d=(ab")(cd™)=(ac)(bd) " =(ac)/(bd)

Remarcim ci se pot considera fractii a/b=ab™' cu pastrarea re-
gulilor de calcul si in cazul in care a, b sunt elemente ale unui inel
comutativ si unitar R si b U(R). in particular, b nu poate fi un
divizor al lui zero.

Pornind de la aceste observatii, fiind dat un inel comutativ si uni-
tar R vom cauta sa construim o extindere a lui R in care elementele
anumitei submultimi S sé fie inversabile.
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7.1. Definitie. Fie R un inel comutativ si unitar i S o submultime
a sa. Se spune ca S este un sistem multiplicativ daca operatia multi-
plicativa a lui R induce pe S o structura de monoid.

Cu alte cuvinte, S este un sistem multiplicativ al lui R daca:

-1esS;
-s,teS=>stels.

Multimea numerelor intregi impare este un sistem multiplicativ al
lui Z. In acelasi inel, multimea puterilor pozitive ale lui 2 este un
sistem multiplicativ.

Multimea tuturor nondivizorilor lui zero din inelul comutativ si
unitar R este un sistem multiplicativ.

7.2. Teorema (de existenta a inelelor de fractii). Fie R un inel
comutativ si unitar i S un sistem multiplicativ al sau format din
nondivizori ai lui zero. Existd o R-algebrd R, de morfism structural
injectiv p: R — R, astfel incat:

a) VseS,p(s)eU(Ry);
b) VaeR;,JaecR,IseS, astfel incat a = p(a)- p(s) .

Demonstratie. Pe produsul cartezian RxS definim urmatoarea
relatie :

(a,s) ~ (b,t) daca si numai daca at = bs.

Relatia ~ este o relatie de echivalentd. Deoarece proprietatea de
reflexivitate si cea de simetrie sunt imediate, vom verifica numai
proprietatea de tranzitivitate. Fie (a,s),(b,t),(c,u) € Rx S astfel incat

(a,s)~(b,t) si (b,t)~(c,u). Din relatiile at =bs si bu =ct rezultd
atu =bsu = cst. Deoarece ¢t nu este divizor al lui zero, se obtine
au =cs, sau, (a,s)~ (c,u).

Clasa de echivalenta a perechii (a,s) o vom nota a/s si 0o vom
numi fractie. Prin urmare

a —
EZ(G,S):{(b,lL)|(G,S)N(b,t)}.
Se observa ca pentru orice a € R §i s,t €S, gza_t‘
s st

Multimea factor (a claselor de echivalentd) o vom nota R :
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a
R, ={—|aeR, seS}.
s
Dupa modelul operatiilor cu fractii intr-un corp comutativ, defi-
: a .b
nim, pentru — §1 76 R
s

a b _at+bs a b _ab
s t st st st
Deoarece S este sistem multiplicativ, din s, €S rezulta st €S .
Sa demonstram mai Intai ca operatiile sunt bine definite.
Fie (a,,s,) ~(a,s) si (b,,t,)~ (b,t). Deducem :
as =as, bt =bt
astt, = a,stt,,  bt;ss, = btss,
(at + bs)s,t, =(a,t, +b,s, )st
(at + bs, st) ~ (alt1 +b,s,,8,t )
adica operatia aditiva este bine definitd. In mod analog se arata ca
operatia multiplicativa este bine definita.
Sa verificam asociativitatea operatiei aditive pe R;.

. abec
Fie —,—,—€eR;.
st u
a b c a b ¢ at+bs ¢ a bu+ct
—t—|+—=—+|—+— | +—=—+ 2=
s u s t u st u tu

s
- (at+bs)u+cst _ atu +(bu+ct)s

Stu Stu
& [(at + bs)u + cts]stu = [atu + (bu + ct)s]stu.
Ultima egalitate rezulta din proprietatile operatiilor pe R.
Prin calcul se deduce ¢i (Ry,+) este un grup abelian in care ele-

0 . .. a
mentul neutru este n iar opusa fractiei — este (—a)/s.
s
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Tot prin calcul se deduce ca (RS,-) este un monoid comutativ in

1 . e .
care — este elementul unitate. Sa verificam distributivitatea operatiei

C e g . abc
multiplicative fatd de cea aditiva. Pentru —,—,— € Ry :
st u
a bc ac b c at+bs ¢ actu+bcsu
_J’__ _:_._+_._C> pp—} 3
s t)u s u tu st u stu

(at+bs)c _ actu + besu

> (:)(aters)c-stu2 =(actu+bcsu)stu.

Stu Stu
Ultima egalitate rezulta din proprietatile operatiilor pe R .
Prin urmare R are o structurd de inel comutativ si unitar in raport
cu operatiile +si -.

Fie p:R— R, p(a):%. Se aratd usor cd p este un morfism

unitar si injectiv de inele. Deoarece R este comutativ, rezultd ime-
diat cd R este o R-algebra in raport cu morfismul p.

Fie seS. p(s)z%, %eRS si T'EZEZ%' Deci p(s)eU(R,) si

p(s)f1 :% , adica se verifici a). Fie % € R, . b) rezultd din relatia:
a

a_4.
1

=pa)-p(s)’. o

Ml»—t

Deoarece morfismul p din teorema 7.2. este injectiv, rezultd ca
R=1Imp . Prin acest izomorfism identificam fiecare element a € R

. . a . < - . .
Cu 1maginea sa p(a) =T. Prin aceastd identificare, pentru a € R si

o (sjl 1 a al 4
S =| — :—) —_—=—-—=q-S
1 s s 1 s

Inelul R din teorema 7.2. poarta numele de inel de fractii al ine-

. . e n . . e - -1
lului R, cu numitori in S si se mai noteaza si S~ R.
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Daca S este multimea tuturor nondivizorilor lui zero din R, atunci
R, se numeste inel total de fractii al lui R.

Fie acum R un domeniu de integritate si S=R1{0}. Consideram

. . . 1
ﬁERS\{O}; atunci a#0 si ieRS. Din £.2=%E _ 1 renulta
s a s a as

. a . . ..
cd —eU(Ry). Prin urmare R este un corp, numit corp de fractii al
s

domeniului de integritate R.

in particular, corpul de fractii al lui Z este corpul Q al numere-
lor rationale.

Daca se considerd un corp comutativ K, atunci corpul de fractii al
domeniului de integritate K[X] se noteazd K(X) si se numeste

corp al fractiilor rationale cu coeficientii in K, in nedeterminata X.
f
K(X):{gv,geK[X], g#0
Operatiile +si - iIn K(X) sunt definite ca in orice inel de fractii.

7.3. Observatie. Fie K un corp comutativ, S=K", p :K - K{,

-1
p(a) =%. Pentru orice = ¢ K, a4 =% = p(as™"). Deci p este un
s s
izomorfism. Prin urmare, corpul de fractii al unui corp comutativ este
izomorf cu corpul initial.

7.4. Teorema (Proprietatea de universalitate a inelelor de frac-
tii). Fie R un inel comutativ i unitar, S un sistem multiplicativ al sau
format din nondivizori ai lui zero. Atunci:

(*) Daca B este o R-algebra de morfism structural w:R — B,
astfel incat, pentru orice s€ S, y(s)eU(B), atunci exista un unic

morfism de R- algebre u:R; — B.

Demonstratie. Faptul ca u este morfism de R-algebre presupune
cd urmatoarea diagrama este comutativa:

RL/RS
W\l z/u
B
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. . . a
Daca existd un astfel de morfism, atunci, pentru orice — € Ry
S

(@)= 22 ulo@) o) =w@y v )

s
Deci existenta lui  implica unicitatea Iui u. Sa ludm ca definitie a
unei aplicatii u: R, — B relatia

a _
u(;) =y(a)-w(s)".
Sd aratam ca u este bine definita. Daca (a,,s,) ~ (a,s), atunci:

as, = a,s, y(@w(s) =y (@ )w(s), y@w(s)" =y(a)w(s)’
(elementele de forma w(r), » € R comuta cu orice elemente din B).

. s : . .ab
Sa ardtdm ca u este morfism unitar de inele. Fie —,— € R;.
st

u(£+2j:u[attbsjzl//(awbs)‘l//(st)1 =
N

s t
= (v @y @)+ B (s))w(s) v =

(@ (s + B () = u(§j+ u(?j

u(3-9j=u[“—bj=w(ab>-w<sr>l -
s t St

— (@ (s () = u(gju(éj

t

qu —y () ) =1,

Relatia u o p =y rezulta din definitia lui u. [

7.5. Consecinta. Fie K un corp comutativ, R un subinel unitar al
sau. Atunci K include un subcorp izomorf cu corpul de fractii al lui
R.
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Demonstratie. Deoarece K este corp comutativ, R nu are divizori
ai lui zero, deci R este un domeniu de integritate si putem vorbi
despre corpul sau de fractii. Consideram diagrama:

RL/RS

j\1 L’///u
K

unde p este morfismul din constructia corpului de fractii Rg iar j
este morfismul incluziune.

Pentru orice s €S =R\{0}, j(s)=s € U(K). Din teorema 7.4. re-
zulta ca existd un morfism u de R-algebre care face diagrama comu-
tativd. Cum Rj este un corp, u este injectiv. Deci Ry = Imu si Imu

este subcorp in K. [J
Sa aplicam consecinta 7.5. pentru Z[i], subinel al lui C.

Subcorpul Iui C izomorf cu corpul de fractii al lui Z[i] este for-
mat din elemente de forma:

. Nl mp+ng . np—mq
(m+ni)(p+qi) ' S d +1 g

m,n, p,q €7, p2 +q2 #0,

si coincide cu Q[i]={a+bi|a,beQ}.

In final vom demonstra ci proprietatea a) din teorema 7.2. si pro-
prietatea de universalitate (*) din teorema 7.4. determina inelul de
fractii Ry pana la un izomorfism.

7.6. Teorema (unicitatea inelelor de fractii). Fie R un inel co-
mutativ §i unitar, S un sistem multiplicativ al sau, format din nondi-
vizori ai lui zero. Daca C este o R-algebra de morfism structural
7 :R— C astfel incdt :

a) pentru orice s€ S, y(s)eU(C);
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(*) Daca B este o R-algebra de morfism structural v :R — B,
astfel incat, pentru orice s€S, w(s)eU(B), atunci exista un unic
morfism de R-algebre u:C —> B;
atunci C = R, (izomorfism de R-algebre).

Demonstratie. Din a) si din teorema 7.4. rezultd urmatorul mor-
fism u de R-algebre:

R#{RS

Aplicand (*) pentru B = Ry, rezultd urmdtorul morfism v de R-
algebre:

R L/C
b

L
|4
RS

Din u-p=y si v-y=p rezultd v-u-p=p. Din unicitatea
morfismului de R-algebre din teorema 7.4. si din diagrama comuta-
tiva:

rezultd v-u =1, . Analog u-v=1.. Prin urmare, u este un izomor-
fism de R - algebre. [
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Probleme propuse

1. Fie A un inel si »>1 un numar natural. Pentru fiecare ideal bi-
lateral / al lui 4 definim:

M, (I)={(a,)eM,(4)|a, eI1<i,j<n}.
Demonstrati ca:
a) M, (I) este un ideal bilateral In M, (A) si functia 1 > M (1)

este o bijectie ce pastreaza relatia de incluziune intre multimea idea-
lelor bilaterale ale Iui 4 si multimea idealelor bilaterale ale lui
M, (4).

b) M, (A)/M,(I)=M,(A/I).

2. Fie A un inel comutativ si unitar.
a) Notdm cu rad(A) multimea elementelor nilpotente din 4. Sa

se arate ca rad(A) este ideal In A si sd se determine numarul ele-
mentelor nilpotente din inelul Z, unde n>2. Deduceti ca Z, este
inel redus (rad(A)={0}) daca si numai daca n este liber de patrate
(adica n#1 si nnu se divide prin patratul niciunui numar prim).

b) Aratati cd suma a doud elemente din 4, unul nilpotent iar cela-
lalt inversabil, este element inversabil in inelul 4.

¢) =) aX erad(A[X])< a, €rad(A), pentru 0<i<n.
i=0

d) =) aX eUAX]) < a,€U(A4), a erad(Ad), 1<i<n.
i=0

e) f € A[X] este divizor al lui zero In A[X] daca si numai daca
existd a € A\ {0} astfel incat af =0.

3. Sa se determine idealele prime ale inelului Z, unde n>2. Caz
particular, Z ., Z,, .

4. Fie A4 un inel comutativ unitar. Aratati cad M este ideal maximal
in A daca si numai daca pentru orice a€ A\M existd be A astfel
incat l—abe M.
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5. Aratati ca orice ideal prim al unui inel comutativ, unitar, finit
este ideal maximal.

6. Fie 4 un inel comutativ, unitar, astfel incat pentru orice a € 4

existd n>1 astfel incat a" =a. Aratati ca orice ideal prim in 4 este
si maximal.

7. Fie A un inel comutativ, unitar §i a € 4. Demonstrati ca:

a) A X]/(X,a)=A/(a);

b) (X,a) este ideal prim (respectiv ideal maximal) in A[ X'] daca
si numai daca (a) este ideal prim (respectiv ideal maximal) in 4;

¢) (X) este ideal prim dar nu este maximal in inelul Z[X].

8. Consideram A4 un inel comutativ, unitar, care verifica conditia
lanturilor descendente. Atunci, orice ideal prim in 4 este si maximal.

9. In inelul comutativ, unitar 4 consideram idealul 7 si idealele
prime B, P,.., P. Daca IgUE, aratati ca exista iel,_n, astfel

i=1
incat [ c P.

10. Fie P un ideal 1n inelul comutativ, unitar A, cu P # A . Notam
S = A\ P. Aratati ca § este sistem multiplicativ dacd si numai daca P
este ideal prim in 4.

11. Fie A un inel comutativ, unitar, @ € A un nondivizor al lui
zerosi S={l,a,a’,a’,...}. Aritati ci: 4, = A X]/(aX -1).

12. in inelul comutativ, unitar 4 considerim S < A4, un sistem

multiplicativ format din nondivizori ai lui zero. Notim cu S multi-
mea tuturor divizorilor elementelor din S. Aratati ca:

a) S este sistem multiplicativ format din nondivizori ai lui zero
si S oS (spunemci S este saturatul sistemului S).
b) Ay =4,.
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Capitolul I
PROPRIETATI ARITMETICE ALE INELELOR

Studiul aritmeticii numerelor intregi pune in evidenta trei proprie-
tati remarcabile:

0.1. Teorema impartirii cu rest. Oricare ar fi numerele in-
tregi a si b, b#0, exista §i sunt unice numerele intregi q si r astfel
incat a=bq+r si OSr<|b|.

0.2. Teorema. Oricare ar fi idealul I in inelul 7, al numere-
lor intregi, exista n €N, astfel incdt I este idealul generat de n, deci
1 =(n)=nZ.

0.3. Teorema fundamentala a aritmeticii. Oricare ar fi nu-
marul intregn (n#0, n#1, n#—1), exista o descompunere a lui n
de forma:

n=ep..pl
unde ¢ =1 sau ¢=-1,keN', a,eN", iel,k, p,,....p, sunt nume-
re prime distincte. In plus, aceastd descompunere este unicd, in afa-
rd de ordinea factorilor.

Fiecare dintre aceste proprietati are numeroase implicatii 1n sta-
bilirea altor rezultate privind inelul numerelor intregi. Este motivul
pentru care conditiile din teoremele 0.1., 0.2., 0.3., au servit ca model
pentru definirea unor clase de inele. Aceste clase fac obiectul capito-
lului de fata.

Inelele cu care se lucreaza in acest capitol sunt presupuse a fi co-
mutative §i unitare.
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1. Relatia de divizibilitate. Relatia de asociere in divizibilitate

In acest paragraf (4,+,-) este un inel.

1.1. Definitie. Fie a,be A. Se spune cd a divide b si se noteaza
a|b, dacd exista c € A, astfel incdat b=ac.

In conditiile definitiei anterioare, se spune ca b este un multiplu al
lui @ iar daca b # 0, se spune ca a este un divizor al lui b.

Cum 1in orice inel, a-0=0, pentru orice a € 4, rezultd a|0 si 0

este multiplu al oricarui element. Expresia a este divizor al lui zero
se foloseste numai in conditiile definitiei 1.4. din capitolul 1.

1.2. Propozitie. Relatia de divizibilitate pe un inel A este o relatie
de preordine, fard a fi in general o relatie de ordine sau o relatie de
echivalenta.

Demonstratie. Se verificd usor ca relatia de divizibilitate este re-
flexiva si tranzitiva, deci este o relatie de preordine. In general, rela-
tia de divizibilitate nu este antisimetricd. De exemplu, in inelul Z,

2|—2 si —2|2 dar 2= —2. Deci | nu este o relatie de ordine. De ase-

menea, | nu este o relatie simetrica. In acelasi inel Z, 2|6 dar 6 nu

divide 2. Deci | nu este o relatie de echivalentd. O
Se pot verifica usor urmatoarele proprietati ale relatiei de divizi-
bilitate:

) 1|a, pentru orice a € 4;

o —a|a, pentru orice a € A,

. a|b §i c|d = ac|bd, pentru orice a,b,c,d € 4,
° a|b = ac|bc, pentru orice a,b,c € A4;

° a|b si a|c = a|(b+c), pentru orice a,b,c € 4;

. |b zeln:aZc pentru orice a,b,,....b,,c,,....c, € A.

i7i

Cum idealul generat de un element este format din multimea mul-
tiplilor acelui element, este normal sa existe o stransa legaturd intre
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relatia de divizibilitate si idealele generate de elementele corespun-
zatoare.
1.3. Propozitie. Fie a,b € A. Sunt echivalente conditiile:

1) alb;
i) (a)2(D).

Demonstratie. Sa presupunem ca a|b. Rezulta b €(a), de unde

(b) = (a) (idealul generat de b fiind cel mai mic dintre idealele care
contin b). Reciproc, sa presupunem ca (a)2(b). Rezulta b e (a),
deci a|b. o

Relatiei de divizibilitate, ca relatie de preordine, i se poate asocia
in mod natural o relatie de echivalenta.

1.4. Definitie. Fie a,b € A. Spunem ca a si b sunt asociate in di-
vizibilitate si notam a~b daca a|b Si b|a.

In inelul Z[i] al intregilor lui Gauss (1+i) ~ (1—i) deoarece:

1+i=i(1-i) si 1-i=—i(1+1),

deci (1+0)|(1-i) si (1-D)|(1+0).

In inelul K[X] unde K este corp comutativ, f ~cf pentru orice
feK[X]si ceK". Intr-adevar, flcf sidin f=c'(¢f) rezultd si

o |f-
Din 1.3. si 1.4. rezultd imediat:
1.5. Consecinta. Fie a,b e A. Sunt echivalente conditiile:
1) a-~b;
i) (a)=(b).

1.6. Propozitie. Relatia de asociere in divizibilitate pe inelul A
este o relatie de echivalenta.

Demonstratie. Proprietatea de reflexivitate a relatiei ~ rezulta din
proprietatea de reflexivitate a relatiei |. Proprietatea de simetrie a re-
latiei ~ rezulta din definitie. Proprietatea de tranzitivitate a relatiei ~
se deduce din proprietatea de tranzitivitate a relatiei |. m

Relatia de asociere In divizibilitate fiind o relatie de echivalenta
determind pe inelul A clase de echivalenta. In anumite situatii este
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convenabild utilizarea unui sistem de reprezentanti pentru aceste
clase (vezi paragraful 9).
1.7. Propozitie. Fie u € A. Sunt echivalente conditiile:

a) uelU(A),
b) u-~1;
c) (u)=4;

d) u|a, pentru orice a € A.
Demonstratie. Daci u este inversabil in 4, atunci existd u™' € 4,
astfel incat uu™' =1, sau u|1. Deci, a)=b). Implicatia b) = c) re-

zultd din 1.5., idealul generat de 1 fiind intregul inel A. Daca
(u) = A, atunci orice element a € A este un multiplu al lui «, deci

u|a. Prin urmare, ¢) = d). Daca presupunem adevarata d), in parti-

cular u|l, deci existd ve A4 astfel incat uv=1 sau ueU(A4). o

Echivalenta conditiilor a) si b) din proprietatea anterioard ne per-
mite sa folosim notatia mai comoda a ~1 in locul expresiei a este
element inversabil al inelului A4.

1.8. Propozitie. Fie A un inel integru §i a,b € A. Sunt echivalente
conditiile:

a) a~b;
b) exista u e U(A), astfel incat b=ua.

Demonstratie. Daca a =0, atunci b=0 si se poate lua u=1.
Daca a#0, atunci din a ~b rezulta ca existd u, v in A astfel incat
b=ua si a=vb. De aici, a =vua. Cum 4 este inel integru si a =0,
rezultd 1=uv, deci uecU(A).

Daca exista u € U(A), astfel incat b =ua, atunci a|b. Din relatia
a=u"'b rezultd b|a, deci a ~ b. o

Propozitia 1.8. ne permite sa descriem clasele de asociere in divi-
zibilitate in diferite inele.

In inelul Z, clasa de asociere in divizibilitate a lui @ € 4 cuprin-
de elementele a si —a.
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Deoarece U(Z[i]) ={1,—1,i,—i}, in inelul Z[i], clasa de asociere
in divizibilitate a lui z cuprinde elementele z,—z,iz,—iz.
In inelul K[X], K corp comutativ, clasa de asociere in divizibili-

tate a polinomului f'cuprinde toate polinoamele de forma c¢f, ce K".
Consideratii analoage se pot face si pe alte inele. Astfel, pentru
Z[i\/g] = {m + ni\/g|m,n € Z}
inzestrat cu structura de inel integru in raport cu adunarea si inmul-

tirea numerelor complexe, se defineste functia
N:Z[iﬁ]—)N, N(m+n\/§)=m2 +5n°.
Functia N numita si in acest caz normad, verifica proprietati ase-
manatoare normei din inelul Intregilor lui Gauss.

Se deduce U (Z[i\/g }) ={1,-1}, deci elementele asociate in divizi-

bilitate cu zeZ[i\/g] sunt z §i —z.

2. Cel mai mare divizor comun. Cel mai mic multiplu comun

In acest paragraf, inelele vor fi presupuse domenii de integritate.
2.1. Definitie. Fie a, b, d, elemente ale inelului A. Se spune ca d
este un cel mai mare divizor comun al elementelor a si b daca sunt
indeplinite conditiile:
1) d|a sid|b;

2) pentru orice d' € A, din d'|a sid'

b, rezulta d'|d.

Prima conditie aratd ca d este un divizor comun pentru elementele
a si b. A doua conditie arata ca orice alt divizor comun al elemen-
telor a si b este si un divizor al lui d. Daca privim relatia de divi-
zibilitate ca relatie de preordine, atunci 1) arata ca d este un minorant

pentru {a,b} iar 2) aratd ca d este un cel mai mare minorant pentru
{a,b}. Deci d este un inf {a,b}.
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Nu 1n orice inel, orice doud elemente au un cel mai mare divizor
comun. Totusi, in caz de existentd, putem vorbi despre o anumita
unicitate a acestuia.

2.2. Propozitie. Fie a, b doua elemente ale inelului A pentru care
exista un cel mai mare divizor comund € A. Fie d, € A. Atunci d,
este un cel mai mare divizor comun pentru a §i b daca i numai daca
d~d,.

Demonstratie. S& presupunem mai Intdi cd d, este un cel mai
mare divizor comun pentru a i b. Deci:

1) d|a si d,|b;

2") pentru orice d' € A, din d'|a sid

b, rezultd d'|d,.
Conditia 1") aratd ca in 2) se poate lua d' =d, sirezulta d, |d .
Conditia 1) arata cd in 2') se poate lua d'=d si rezultd d|dl. Deci,

d~d,.

Sd presupunem acum d, ~d. Din d1|d si din 1) rezulta d1|a si
d, |b. Fie d' e A, astfel incat d'|a si d’|b. Din 2) rezulta d'|d. Cum
d |a’1 , rezultd d '|d1. Prin urmare, d, este un cel mai mare divizor co-

mun pentruasi b. 0O

Pentru cel mai mare divizor comun al elementelor a si b, atunci
cand exista, se foloseste notatia (a,b). Datoritd propozitiei 2.2., fap-
tul ca d este un cel mai mare divizor comun pentru a si b il notam
prin d ~ (a,b).

Definitia 2.1. se poate extinde In mod natural la un numar finit de
elemente.

2.3. Definitie. Fie a,,...,a,,d € A, n>2. Se spune ca d este un

cel mai mare divizor comun al elementelor a,,...,a,, daca:
- d|a,., ieln;
- pentru orice d' € A, din d'|a,, i€l,n, rezulta d'|d.

Se noteaza d ~(a,...,a,).
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2.4. Propozitie. Fie A un inel in care orice doua elemente au un
cel mai mare divizor comun. Atunci orice n elemente din A, n>2, au
un cel mai mare divizor comun.

Demonstratie. Rationdm prin inductie dupa n. Presupunem ca
orice n—1 elemente din 4 (n>2) au un cel mai mare divizor co-
mun.

Fie a,,...,a, € A. Conform ipotezei de inductie exista

d, ~(a,..,a,,) sid~(d,a,).
Din d|d] si afl|a1 A
d
Fie d'e 4, astfel incat d’|ai , i€l,n. Rezulta d’|d1 si apoi d'|d.
Deci, d ~ (a,,...,a, ,a,). O
Din demonstratia propozitiei 2.4. a rezultat si relatia:
((al,...,anfl),an ) ~(a,,....a, ;,a,).

2.5. Definitie. Fie a,b elemente ale inelului A. Se spune ca a si b
sunt relativ prime daca 1 este un cel mai mare divizor comun pentru
asib, 1~ (a,b).

Se observa cd doud elemente sunt relativ prime dacd si numai
daca singurii divizori comuni ai elementelor a si b sunt elementele
inversabile.

2.6. Propozitie. Fie a,b doua elemente ale inelului integru A, nu
ambele nule, pentru care exista d ~(a,b). Fie a,,b, € A, astfel incat

a

rezulta d|a1 "

a, ,. De asemenea,

n-12

a, .

n

a=da,, b=db,. Atunci, a, §i b, sunt relativ prime.

Demonstratie. Fie u un divizor comun pentru a, si b,. Din u|a1
si u|b1 rezulta du|da1 =a si alu|a’b1 =b. Cum d ~ (a,b), rezulta ca
du|d. Existd ve A, astfel incat d =duv. Deoarece a si b nu sunt

ambele nule, rezultd d #0 si 1=uv. Deci, ueU(A) si a,, b sunt
relativ prime. O
2.7. Propozitie. Fie A un inel integru si a,b,c € A astfel incat
exista (a,b) si (ca,cb). Atunci:
(ca,cb) ~ c(a,b).
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Demonstratie. Daca a=b=0 atunci (ca,cb) ~ c(a,b) ~ 0. La fel,
daca ¢ =0, atunci (ca,cb) ~ c(a,b) ~ 0.
In continuare presupunem c¢# 0 iar a si b nu sunt ambele nule. Fie
d ~(a,b) si d, ~(ca,ch). Conform ipotezelor, d #0 si d, #0. De
asemenea:

a=da', b=db', a'.\b'e 4, (a',b")~1
ca=da, cb=db, a,beAd, (a,b)~1

Din d|a rezultd cd|ca. Analog, cd|cb. Cum (ca,ch)~d,, rezultd

caf|dl . Existd u € 4, astfel incat d, = cdu. Vom arata ca u e U(A).
Au loc relatiile:
ca=cda', ca=da, =cdua,, cda'=cdua,, a' =ua,, u|a'.
Analog, u|b’. Cum (a',b") ~1, rezultd u € U(A).
Din d, = cdu, rezultd d, ~ cd. m
in demonstratia propozitiei 2.7., este esentiala ipoteza de existenta
a celui mai mare divizor comun pentru ambele perechi de elemente.

Altfel, rezultatul nu se pastreazi, aga cum se constatd din urmatorul
exemplu:

In inelul Z[i\/g], (3,1 + z\/g) ~1, dar elementele 2(1 + z\/g) si6
nu au un cel mai mare divizor comun (verificarea acestor afirmatii
constituie un exercitiu pentru cititor).

2.8. Consecinta. Fie A un inel integru in care orice doud ele-
mente au un cel mai mare divizor comun. Fie a,b,c € A astfel incat

a|bc si (a,b) ~1. Atunci, a|c.
Demonstratie. Din ipoteze si din propozitia anterioara, rezulta
(ca,cb) ~ c(a,b) ~ c. Cum a|ca, a|cb, rezulta a|c. m]

2.9. Consecinta. Fie A un inel integru in care orice doud ele-
mente au un cel mai mare divizor comun §i a,b,c € A astfel incat

a|c, b|c si (a,b) ~1. Atunci, ab|c.

Demonstratie. Existd c, € A astfel incat ¢ = ac,.
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Din b|acl si (a,b) ~ 1, conform consecintei precedente, rezulta b|cl.
De aici, ab|acl =c. O

2.10. Definitie. Fie A un inel integru si a,b,m € A. Se spune ca m
este un cel mai mic multiplu comun pentru a §i b, daca sunt inde-
plinite conditiile:

- a|m i b|m;
- pentru orice m' € A, din a|m' Si b|m', rezulta m|m'.

Considerand relatia | ca o relatie de preordine pe A rezulta ca m
este un sup{a,b}.

Nu 1n orice inel integru, orice doud elemente au un cel mai mic
multiplu comun. Dacé pentru elementele a,b e 4, existd un cel mai
mic multiplu comun m, atunci m, € 4 este de asemenea un cel mai
mic multiplu comun pentru a si b dacd si numai dacad m ~ m,.

Pentru cel mai mic multiplu comun al elementelor a si be A4,
atunci cand exista, se foloseste notatia [a,b].

Definitia celui mai mic multiplu comun se poate extinde in mod
natural la un numar finit de elemente.

2.11. Definitie. Fie A un inel integru si a,,...,a,,me A, n>2. Se
spune ca m este un cel mai mic multiplu comun pentru elementele

a a , daca:

1oty s

n?

-a|\m,iel,n;
- pentru orice m' € A, din ai|m', iel,n, rezulta m|m'.

Ca si in cazul celui mai mare divizor comun, din existenta celui
mai mic multiplu comun pentru orice doua elemente, rezulta existen-
ta celui mai mic multiplu comun pentru orice numar finit de elemen-
te si are loc relatia:

[[al,...,anf]],an] ~la,,...,a, ,a,].
Asa cum va rezulta din propozitia urmatoare, conditiile de exis-

tenta a celui mai mare divizor comun si a celui mai mic multiplu co-
mun sunt echivalente.
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2.12. Propozitie. Fie A un inel integru. Sunt echivalente condi-
tiile:

a) pentru orice doud elemente din A exista un cel mai mare
divizor comun;

b) pentru orice doua elemente din A exista un cel mai mic
multiplu comun;

c) intersectia oricaror doud ideale principale din A este un
ideal principal in A.

Demonstratie. "a) = b)" Fie a,be 4 si d ~(a,b). Este suficient
sd tratim cazul d # 0. Rezultd a=dd’, b=db’, (a',b")~1.

Notam m =da'b’ si demonstram m ~ [a,b]. Din m =ab' =ba’' re-
zultd alm si blm. Fie acum m'e A4 astfel incat a|m’ si bjm’. Obti-
nem m = ab’|m’b’ si m :ba’|m’a’. Deci

m|(m'a',m’b') ~m'(a',b)y~m',
adica m|m’. Prin urmare, m ~[a,b].
"b)=a)" Fie a,be 4 si m~|a,b]. Este suficient sa tratim cazul in
care a si b sunt nenule. Existd a',b' € A astfel incat m =aa’' =bb'.
Din a|ab si b|ab rezulta m|ab, deci existd d e A astfel incat
ab =dm. Vom demonstra ca d ~ (a,b).

Din ab=md =aa'd si d #0 rezultd b=d'd, deci d|b. Analog
se deduce d |a.

Fie acum d'e 4 astfel incat d’|a s d’|b. Exista a,,b, € A astfel
incat a=d'a,, b=d'b. Notam m, =abd’. Din m, = ab, = ba, rezul-
ta a|m1 si b|ml. Cum m ~[a,b], rezulta m|m1. Existd ce A4 astfel
incat m, =mc. Au loc relatiile: d'mc=d'm, =ab=md. Cum m #0,
rezultd d'c=d sau d'|d. Deci, d ~ (a,b).

"b)=c)" Fie (a), (b) doua ideale principale ale inelului 4. Fie
m ~[a,b]. Vom demonstra ca (a) N (b) =(m).
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Daca xe(a)n(b), atunci xe(a) si xe(b), deci a|x si b|x.
Cum m ~|[a,b], rezulta m|x si xe€(m). Daca xe(m), atunci m|x
i cum a|m, b|m, rezulta a|x si b|x. Deci, x € (a) N (b).
"c)=>b)" Fie a,be 4 si (a)(b)=(m). Din m € (a) rezulta a|m.
Analog rezulta b|m. Daca a|m’ si b|m’ atunci m' € (a) N (b) = (m),
deci m|m’. Prin urmare, m ~[a,b]. O

Din demonstratia propozitiei 2.12. rezulta si:
2.13. Consecinta. Fie A un inel integru in care orice doud
elemente au un cel mai mare divizor comun. Fie a,be A, d ~(a,b)

sim~|la,b]. Atunci, ab ~md.

3. Elemente ireductibile si elemente prime

Vom clasifica elementele unui inel integru dupa multimea divizo-
rilor acestora.

Daca a =0, atunci d |a,pentn1 orice d € A.

Daca ueU(A) si d|u, atunci d e U(A).

Cum elementele inversabile divid orice element, rezulta ca 0 este
cel mai bogat in divizori iar elementele inversabile sunt cele mai
sarace.

Ficacum ae 4, a#0 si a¢U(A).

Pentru a’€ A, a'~a, a' este un divizor al lui a.

Se spune ca elementele inversabile si elementele asociate in divi-
zibilitate cu a sunt divizori improprii ai lui a. Ceilalti divizori, daca
existd, se numesc divizori proprii.

3.1. Definitie. Fie A un inel integru §i q € A, un element nenul §i

neinversabil. Se spune ca elementul q este ireductibil daca satisface
conditia:
- pentru orice d € A, din d|q rezulta d ~q sau d ~1.
In caz contrar se spune cd elementul q este reductibil in A.
Cu alte cuvinte, un element nenul si neinversabil din 4 este ire-
ductibil in 4 daca nu are decat divizori improprii.
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Exemple. 1". Elementul 2 este ireductibil in inelul Z al intregilor
rationali. Intr-adevar, 2 este nenul si neinversabil in Z si singurii
divizori ai Iui 2 sunt —1, 1, 2, —=2. Trebuie s remarcam ca acelasi
element 2 este reductibil in inelul Z[i] al intregilor lui Gauss. Intr-
adevar, 1+ i|2 =(1+)(A-17), 1+i¢U(Z[i]) si 1+i nu este asociat in
divizibilitate cu 2.

2° Fie K un corp comutativ. Vom ardta ca orice polinom
f eK[X] de gradul 1 este ireductibil in K[X]. Intr-adevar, f #0,
fe¢U(K[X])=K". Daca he K[X] si h|f, atunci existd g e K[X]
astfel incat f =gh. Rezultd d°h=0 sau d'h=1. Daca d°h=0,
atunci he K" =U(K[X]). Daca d°h=1, atunci d°g=0 si geK",
deci h~ f.

Se deduce usor ca daca elementul g € 4 este ireductibil in 4 si
q'€ A, q' ~q, atunci ¢’ este ireductibil in 4.

3.2. Propozitie. Fie A un inel integru si q € A, q ireductibil in A.
Atunci, pentru orice a € A, exista (q,a).

Demonstratie. Fie a e A. Daca g|a, atunci g ~(g,a). Dacd g nu
divide a, atunci vom arata ca (g,a)~1, adica elementele ¢ si a sunt
relativ prime. Fie d un divizor comun al lui ¢ si a .Din d |q si q ire-
ductibil rezultd d ~ g sau d ~1. Cazul d ~ g nu este posibil deoare-
ce conduce la ¢
(g,a)~1. o

3.3. Propozitie. Fie A un inel integru §i q € A, nenul §i neinver-

a, contrar ipotezei facute. Deci d ~1. Prin urmare,

sabil. Sunt echivalente conditiile:
a) q este ireductibil;
b) pentru orice a,be A, din q=ab rezulta (q~a si b~1)
sau(g~b si a~1).

Demonstratie. "a) =b)" Presupunem ¢ ireductibil si fie a,b € 4
astfel incat g =ab. Cum a si b sunt divizori ai lui ¢, rezultd (a ~ ¢
sau a~1)si(b~q sau b~1). Daca a~1 si b~1, atunci g ~1,
40



ceeace contrazice ipoteza. Deci cel putin unul dintre elementele a si
b este asociat 1n divizibilitate cu g.
Daca a~gq, atunci exista ueU(A) astfel incdt g=au. Din

g=ab si a#0, rezultd b=u ~1.

Asemanadtor, in cazul b ~ g rezultd a ~1.
"b) = a)" Sa presupunem ca elementul ¢ satisface conditia b). Fie d
un divizor al lui g. Exista ¢ € 4 astfel incat g = dc. Conform lui b),
rezultd d ~ g sau d ~ 1. Prin urmare, g este ireductibil. o

Conditia b) din propozitia anterioara aratd ca un element ireducti-
bil se poate scrie doar ca produs de divizori improprii. Este motivul
pentru care elementele ireductibile se mai numesc elemente nede-
compozabile.

3.4. Propozitie. Fie A un inel integru care nu este corp si q € A.

Sunt echivalente conditiile.:
a) q este ireductibil in A;
b) (q) este maximal in multimea idealelor principale proprii

ale lui A.
Demonstratie. "a)=b)" Presupunem ¢ ireductibil in 4. Din

g # 0 rezultd (q)# (0). Din ¢ neinversabil rezultd (¢) # A. Deci (q)
este un ideal propriu in 4. Fie (d) un ideal principal propriu in 4
astfel incat (¢) = (d). Rezulta d|q. Cum g este ireductibil, rezulta
d~q sau d ~1. Daca d ~ ¢, atunci (d)=(g). Cazul d ~1 nu este
posibil deoarece (d)# A. Prin urmare, (q) este maximal in multi-

mea idealelor principale proprii ale lui 4.
"b)=a)" Presupunem ca (q) satisface conditia b). Cum (gq) este

ideal propriu, rezultd (q)# A si (q)#(0). Deci, g #1 si g#0. Fie
d € A, astfel incat d |q. Prin urmare, (g) < (d). Daca (d) este ideal
impropriu, atunci (d)= A4, deci d ~1. Daca (d) este ideal propriu,
atunci, din proprietatea de maximalitate a lui (¢) rezultd (gq)=(d),
deci d ~ g. Prin urmare ¢ este ireductibil in 4. o

3.5. Definitie. Fie A un inel integru si p € A, un element nenul §i

neinversabil. Se spune cd p este element prim in A daca:
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- pentru orice elemente a,b e A, din p|ab rezultd p|a sau p|b.

Exemple. 1°. In inelul Z al intregilor rationali, 2 este un element
prim. Intr-adevir, 2 este nenul si neinversabil si daca produsul a doua
numere Intregi este un numar par, atunci cel putin unul din factori
este numar par.

2°. Daca A este un inel integru, atunci X este element prim in
inelul A[X]. Intr-adevar, X #0 si X ¢ U(A[X])=U(A). Conside-

ram f =Zn:a,.X sl g:iij 7 doua polinoame din A[X] astfel
i=0 Jj=0
incat X | fg. Rezultd ca termenul liber al polinomului fg este nul,
deci ayb, =0. Deoarece 4 este inel integru, obtinem a,=0 sau
b, =0. Astfel, X|f sau X|g.
Se poate verifica usor cd dacd pe A este un element prim si
p, €4, p, ~ p, atunci p, este element prim in 4.

3.6. Propozitie. Fie A un inel integru si p un element prim in A.
Atunci p este element ireductibil in A.
Demonstratie. Conform ipotezei, p este nenul i neinversabil in A.

Fie a,be A astfel incat p=ab. Rezulta p|ab si, cum p este prim,
rezulta p|a sau p|b. Sa consideram cazul p|a. Obtinem p~a si

b ~1. La fel se trateaza cazul p|b. Deci p este ireductibil In 4. o
Reciproca propozitiei 3.6. nu este in general adevarata.
Astfel, in inelul Z[i\/g ] , 3 este ireductibil si nu este prim.

intr-adevar, N(3)=9. Daci d ez[iﬁ] si d

3, atunci N(d)|N(3).
Deci N(d)€{1,3,9}. Daca N(d)=1, atunci d ~1. Dacd N(d)=9,

atunci rezultad d ~3. Cazul N(d)=3 nu este posibil deoarece ecua-
tia m”> +5n> =3 nu are solutii in Z. Deci 3 este element ireductibil

in Z[i\/g J Totusi, 3 nu este element prim 1n acest inel. Intr-adevar,
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3‘(1+2i\/§)(1—2i\/§) =21 dar 3 nu divide nici pe 1+2ix/5 nici pe

1-2i5.

3.7. Propozitie. Fie A un inel integru in care orice doua elemente
au un cel mai mare divizor comun. Atunci orice element ireductibil
in A este prim in A.

Demonstratie. Fie ¢ un elemente ireductibil in 4. g este nenul si

neinversabil. Fie a,b e 4, astfel incat q|ab. Stim ca (g,a)~1 sau
(9.a) ~q.
Daca (g,a) ~ g, atunci q|a.

Daci (¢,a) ~ 1, atunci (¢b,ab) ~b. Cum ¢|gb si g|ab, rezultd

q|b.

Deci g este element prim in 4. o

Din propozitiile 3.6. si 3.7. rezulta ca in inelele integre in care ori-
ce doua elemente au un cel mai mare divizor comun, elementele
prime coincid cu elementele ireductibile.

Deoarece in inelul Z[i\/g } exista elemente ireductibile care nu

sunt prime, nu orice doud elemente ale acestui inel au un cel mai
mare divizor comun.
3.8. Propozitie. Fie A un inel integru si p € A\{0}. Sunt echiva-

lente conditiile:
a) p este element prim;
b) (p) esteideal prim in A.

Demonstratie. "a) = b)" Presupunem p element prim in 4. Din p
neinversabil, rezultda (p)# A. Fie a,be A, astfel incat ab € (p).

b, deci

Rezulta p|ab si, cum p este prim in A4, rezultd p|a sau p
ae(p) sau be(p). Deci (p) este ideal prim in A.
"b)=a)" Presupunem (p) ideal prim in 4. Din (p)# A rezulta p

neinversabil. Fie a,b € A4, astfel incat plab. Rezultd ab e (p). Cum
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(p) este ideal prim, rezulta a € (p) sau be(p), de unde p|a sau

p|b. Deci p este element prim in 4. O

in particular, rezulta ci in inelul Z al intregilor rationali, idealele
prime sunt (0) si (p) cu p numdr prim.

3.9. Propozitie. Fie A un inel integru si p un element prim in A.
Atunci p este prim §iin A X].

Demonstratie. Remarcim mai intdi cd dacd f = Zal.X e A X]

i=0

si a € A, atunci a| f daca si numai daca a|a,., i eO,_n. Deoarece p
esteprimind, p#0 si peU(A)=U(4X]).
Fie f :ZaiX‘ si g =ijX-’ doud polinoame din A[X] care ve-

i=0 =0

n+m

rificd p|fg. Deoarece fg=Y ¢, X*, ¢, =Y ab,
k=0

i+j=k
p|fg <:>p|ck , kem.

Sa presupunemca p | f si p|g. Exista ie(),_n sij e(),_m astfel
incat p | a, respectiv p | b;. Notam cu i, si j, cei mai mici indici cu
aceasta proprietate. Din relatiile:

Ciovso = Z a,.bj =...+a,.0_lbj0+1 +a[0bj0 +al.0+1bjn_1 +...

i+ j=io-+Jo
pla,, i€0,i,=1, plb,, je0,j,—1, ple,.,.
rezulta pla,b,. Cum p este prim in 4, rezulta pla, sau plb,,
contrar alegerii indicilor i, si j,.

Prin urmare, p| f sau p| g. Decipeste primin A[X]. ©
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4. Inele euclidiene

4.1. Definitie. Fie A un inel integru si @: A\{0} > N. Se spune
ca A este inel euclidian in raport cu functia ¢ daca sunt indeplinite
conditiile:

a) Pentru orice a,be A\{0}, din a|b rezulta ¢(a) < p(b);

b) Pentru orice a,be A cu b#0, exista q si rin A, astfel incat:

a=bqg+r si(r=0 sau (r)<e(b)).

Prin analogie cu inelele uzuale, ¢ din conditia b) poartd numele de
cdt iar r poartd numele de rest.

Exemple. 1°. Pe inelul Z al intregilor rationali consideram func-
tia valoare absolutd, ¢(x)= |x|, ¢:7Z\{0} > N. Functia ¢ satisface
evident conditia a). Din teorema impartirii cu rest pentru numerele
intregi a si b, b#0, rezultd existenta si chiar unicitatea numerelor
intregi g si r, astfel Incat:

a=bg+r si OSr<|b|.
Din ultima relatie rezulta |r| < |b|, deci Z este un inel euclidian in

raport cu functia valoare absoluta.
Se observa cd dacd pentru g si r se formuleazd conditiile

a=bg+r si |r|<|b|, atunci, In general, ¢ si » nu mai sunt unice.
Astfel, pentru @ =43 si b=5, au loc relatiile:
43=5-8+3 si |3| <9
dar si relatiile:
43=5-9+(-2) si |-2|<]3|.

Prin urmare, existd doud perechi (g,r) care satisfac b), anume
(8,3) si (9,-2).

2°. Fie K un corp comutativ si K[.X] inelul polinoamelor in ne-
determinata X, cu coeficienti in K. Fie functia grad,

o K[ X1\ {0} >N, o(f)=d°f, VfeK[X]\{0}.

Daca f,ge K[X]\{0} si f|g, atunci d°f <d"g, deci conditia

a) este indeplinita. Din teorema impartirii cu rest pentru polinoamele
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cu coeficienti Intr-un corp comutativ, rezultd: existd si sunt unice
polinoamele g si », numite cdt, respectiv rest, astfel incat:

f=gq+rsi(r=0saud’ f<dg).
Este indeplinita si conditia b), deci (K [X],d ) este inel euclidian.

3°. Vom arata ca inelul Z[i] al Intregilor lui Gauss este un inel

euclidian in raport cu functia norma:
N:Z[i]—> N,
N(m+ni)=m* +n’, pentru orice m+ ni € Z[i].

Fie a=m+ni si b=s+ti doud elemente nenule din Z[i] astfel
incat a|b. Rezulta N(a)|N(b), ambele elemente apartindnd lui N,
deci N(a)< N(b).

Daca presupunem b # 0, atunci:

a _m+ni

—= —=x+iy, unde x,y Q.
b s+t

Exista un numdr intreg g, astfel incat |x - q1| < %, anume ¢, =[x]
sau g, =[x]+1. Fie u=x—g¢q, |u| S%. Analog, existd g,, un numar
intreg, astfel incat |y - q2| < % Fie v=y—gq,, |v| < 3
%qu +ig, +u+iv<s a=>b(q, +iq,)+b(u+iv)

Notam:
q=4q, +iq, €Z[i], r=b(u+iv)=a—->bg eZ[il].
Deci a =bg +r. Daca r #0, atunci:

N(@)= NB)N(u +iv) = Nb)u* +v*) < N(b)% < N(b).

Fiind indeplinite ambele conditii din definitia 4.1., Z[i] este inel
euclidian in raport cu functia norma N.

Conditia b) din definitia 4.1. implica o serie de proprietati impor-
tante ale inelelor euclidiene.

46



4.2. Lema. Fie A un inel integru §i a,b,q,r € A astfel incadt
a =bq +r. Atunci, exista cel mai mare divizor comun al elementelor
a §i b daca si numai daca exista cel mai mare divizor comun al
elementelor b si r. In acest caz:

(a,b) ~ (b,7).

Demonstratie. Presupunem ca existd d ~ (a,b). Deci d|a si d|b.
Din r=a—bq rezulta d |r. Deci d este un divizor comun pentru b si
r. Fie acum d'e€ A astfel incat d’|b si d’|r. Din a=bg+r rezultd
d’|a. Cum d ~ (a,b), rezulta d'|d. Deci d ~ (b,r). Elementele a si
r au un rol analog in relatia a=bg+r deoarece se poate scrie
r=b(—q)+a. Caurmare, din d ~ (b,r), rezultd d ~ (a,b). ©

4.3. Teorema. Daca (A,¢) este un inel euclidian, atunci pentru

orice doua elemente din A exista cel mai mare divizor comun.
Demonstratie. Fie a,b doud elemente din A.
Daca =0, atunci (a,b) ~ a.
Daca b # 0, atunci existd gq,,r, € A astfel incat:
ey a=bq,+r, si(r,=0 sau o(r,) <@()).
Cazul in care un rest este 0 va fi tratat unitar mai tarziu.
Daca r, #0, atunci existd ¢,,r, € 4 astfel incat:

@) b=rgy+r, i (r,=0 sau p(r;) <p(1)).
Daca r, # 0, atunci existd ¢q,,r, € A astfel incat:
) r,=rg, +1, §i (1, =0 sau p(r) <p(r)).

Daca r, #0, atunci existd q,,,,7,,, € 4 astfel incat:

(k) 1y =1l + Vg 81 (1, =0 sau o(n,,) <@(r;) ).
Observam ca in multimea N a numerelor naturale au loc relatiile:
P(b)> p(1y) > p(13) >...> (1) > p(1,,) 2 0.
Relatii de forma (k) se pot obtine atat timp cat 7, # 0. Deoarece
orice mulfime nevidd de numere naturale are un prim element (N
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este bine ordonatd), rezultd ca existd un rang n, astfel incat r,,, =0.

Vom scrie atunci ultimele doua relatii de forma (k):
(I’l—l) r—Z:rn—lqn+rn

(n) Bt =191

Inegalitatile din relatiile (k) sunt necesare pentru a demonstra ca
existd doar un numar finit de relatii de acest fel.

Din relatia (n) rezulta ca exista cel mai mare divizor comun al ele-
mentelor 7, sir,sir, ~(r_.r7,).

Din relatiile (n—1), (n), ... ,(2), (1), aplicand succesiv lema 4.2.,
rezulta:

n~(rn) ~ (1t ) ~ o~ (1y,1) ~ (b,1;) ~ (a,b). o
Pentru uniformizarea scrierii relatiilor (1), (2),...,(n), vom nota

a=r,, b=r.

4.4. Definitie. Fie (A,(p) un inel euclidian §i a,b e A. Relatiile

(D), (2), ..., (n), din teorema 4.3., poarta numele de Algoritmul Iui
Euclid pentru elementele a §i b.

Din demonstratia teoremei 4.3., rezulta ca cel mai mare divizor
comun al elementelor a §i b este ultimul rest nenul din algoritmul lui
Euclid, pentru elementele a si b.

4.5. Consecinta. Intr-un inel euclidian, orice element ireductibil
este si un element prim.

Demonstratie. Rezulta din propozitia 3.7. si din teorema 4.3. O

Fie A un inel integru. Problema daca inelul 4 poate fi inzestrat cu
o structura de inel euclidian revine la a stabili daca existd o functie

¢:A\{0} > N astfel Incat (A,(o) sa fie un inel euclidian. Pentru a
ardta ca un anumit inel nu este euclidian, de obicei, se arata ca acesta

nu indeplineste o anumitd conditie necesara. Astfel inelul Z[i\/g ]

nu este euclidian deoarece elementul 3 este ireductibil dar nu este
prim.

Teorema 4.3. aratd ca se poate afla cel mai mare divizor comun
pentru doud elemente a, b, ale unui inel euclidian aplicand algoritmul
lui Euclid, prin “impartiri succesive”.
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In cazuri concrete poate interesa numirul de impartiri succesive
care trebuie efectuate pentru a afla (a,b). Din demonstratia teoremei
4.3. rezulta ca ¢@(b) poate fi folosit pentru majorarea numarului de
impartiri din algoritmul lui Euclid. In cazul inelului Z al intregilor
rationali are loc:

4.6. Teorema. (a lui Lamé) Fie a,beN’, a>b. Numarul de im-
partiri in algoritmul lui Euclid pentru elementele a §i b nu depdseste
de 5 ori numarul cifrelor din scrierea in baza 10 a lui b.

Demonstratie. Pentru aceasta, avem nevoie de cateva consideratii
ajutatoare.

Fie (f,),., sirul lui Fibonacci, definit prin:

h=h=1st =+ S, n22.
1++/5

4.7.Lema. f, >a"", pentru n>3, unde a = 5

1+\/§J2 )
= .

Demonstratie. Rationam prin inductie.

1+2\B:a, f4:3>(

fi=2> 5

Presupunem f, > a?, pentru i €3,k, k>4,
fk+1 = fk +fk71 >a +a' 7 =a (a+1)= a" ot =", o

Revenim la demonstratia teoremei 4.6.
Fie:

(k) Ty =hilen s k€ln, ry=a, n,=b, r,,, =0,

n+l
algoritmul lui Euclid pentru numerele naturale a si b, b#0. Au loc
relatiile:

g, >1, pentru i € 2,n;
qn+l 2 2 (altfel’ rn*l = r” )’

n21= 1

}/;1—1 = rnan 2 2f‘2 = f;a
Presupunem:
(*) r_.>f., pentru i €0,k.
Rezulta:
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ity = ok @npsr T g 2 Jiia t S = Jreas
Prin urmare, (*) are loc pentru toate valorile i € 0,n. In particular,
_ n-1
b=rz2f_ >a"".

Daca b are s cifre in scrierea sa in baza 10, atunci b <10°. Deci,

a"' <10° & (n—1)lga < s. Deoarece % <lga, rezulti n—1<S5s.

Cum 7 si s sunt numere naturale, n <35s, relatie ce demonstreaza
teorema lui Lamé. m

Evident, aplicarea algoritmului lui Euclid pentru doud numere
intregi revine la aplicarea acestuia pentru doud numere naturale. De
asemenea, in rolul lui » din teorema se poare alege cel mai mic dintre
cele doud numere.

Se poare aborda si problema inversa: fiind dat neN’, exista
doud numere naturale a si b astfel incat aplicarea algoritmului lui
Euclid pentru a si b sd necesite exact n Tmpartiri?

Raspunsul este dat de:

4.8. Teorema. Daca (f,),., este sirul lui Fibonacci, atunci apli-
carea algoritmului lui Euclid pentru termenii f, , si f,, (n=1) ne-
cesitd exact n impartiri.

Demonstratie. Sirul lui Fibonacci este strict crescator, incepand
cu al doilea termen. Relatiile:

Joor=Foa 1+ 1, 0<f, < f
Joa =F 1+ fis 0< [ < Sy
fi= 1+ 0, 0< o< ]y
fi=1-2

reprezintd exact cele n impartiri din algoritmul lui Euclid pentru nu-
merele f ., s1 f,,. m
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Din demonstratia teoremei 4.8. rezulta totodata ca f, este cel mai
mare divizor comun al termenilor f ., si f,,,. Prin urmare, oricare
doi termeni consecutivi ai sirului lui Fibonacci sunt relativ primi.

5. Relatiile lui Bézout

Fie (A,go) un inel euclidian si a,b € A, b#0. Fie

(k) ny=hde e, keln, n=a, =0, 1, =
algoritmul lui Euclid pentru elementele a si b.
Vom ardta ca toate resturile 7, se reprezintd ca niste combinatii

0,

liniare de a si b, cu coeficienti in 4. In particular, cel mai mare
divizor comun r, al elementelor a si b va admite o astfel de repre-
zentare. Aceste relatii se vor dovedi deosebit de utile in diversi algo-
ritmi.

5.1. Teorema. Fie (A,q)) un inel euclidian si a,be A, b#0. Fie
secventa de vectori (W,)ooicnis W, =(t,,u,,v, )€ A, definitd recu-
rent astfel:

w, =(a,1,0), w, =(b,0,1),

(1) Wt = Wiy = Qe Wi k€ln
unde g, (k em) sunt caturile din algoritmul lui Euclid pentru
elementele a si b (relatiile (k), k € I,_n ). Atunci:

(B,) t, =1, =u,a+v,b, ke0,n+1.

Demonstratie. Rationdm prin inductie dupa k.

Pentru k=0:t,=a=r,=1-a+0-b=ua+vyb.
Pentru k=1:¢, =b=r=0-a+1-b=ua+vpb.
Presupunem ca relatiile (B,) au loc pentru k O_,z
Wit = Wi = G W = (U5 V) = 4oy (8 u;,v,) =

= = Gl Uiy = Gl Vi — GV -
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Deci:
La =Ly =9l =0 — 4 =Ty
Uy =U — 40l
Viet =Viet =4V
Vi =l =T =l =u,a+V,b—gq,, (wa+vbh) =

= —qu)a+ v, —q,,v)b=u a+v,b.

i+l

Rezulta ca relatiile (B,) sunt adevarate pentru k € 0,n+ 1L

In particular, cel mai mare divizor comun d al elementelor a si b
se exprimd prin d =r, =u,a+v,b.
b. O

Relatiile (B,), k €0,n+1 poartd numele de relatiile lui Bézout.

Ultima dintre relatiile (B,) se scrie: 0=r,,, =u, ,a+v

n+l

Coeficientii u, si v, din relatiile lui Bézout, poarta numele de
coeficienti Bézout.

Intr-un inel euclidian oarecare, determinarea relatiilor lui Bézout
pentru elementele a si b presupune cunoasterea caturilor g, din algo-

ritmul lui Euclid.

In cazul inelului Z al intregilor rationali, algoritmul lui Euclid si
relatiile lui Bézout se pot construi simultan. Este suficient sa obser-
vimcd, in Z,din ,_, =1q,,,+1.,, $1 0<r,, <r, rezultd:

r, r r
k-1 k+1 : k+1
= =gt @ €L s1 0< =<1,

e T T
Prin urmare,

@) o = {r—}
7

Determinarea relatiilor lui Bézout decurge astfel:
- vectorii w, si w, sunt definiti in enuntul teoremei 5.1.;

- se determina catul g, conform relatiei (2);

- se calculeaza vectorul w, conform relatiei (1);

- se repetd relatiile (2) si (1) atat timp cat 7, # 0.
Calculele se pot sistematiza intr-un tabel de forma:
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k|0 |1 2 k| - n | n+l
t lalb] g t, t |0

u | 110 u Uy u, U,
Ve |0 1] v Vi Y Vil
4q; q, 4q; 4q, 9011

Exemple. 1°. Fie a =243, b="75.

kK | 0 1 2 3 4
(| 243 | 75 [ 18 | 3 0
w, | 1 0 I | 4 [ 25
v, | 0 I |3 [ 13| -8l
7 | - - 3 4|6

Completarea tabelului, incepand cu coloana pentru k=2, s-a
facut astfel:

243
q, = ‘:?:| =3
t,=t,—q,t, =243-75-3=18
u, =u,—q,u, =1-0-3=1
v, =v, —q,v,=0-1-3=-3, etc.
In particular,
d=(243,75)=r,=t,=3=-4-243+13-75
O=r,=t,=25-243-81-75.
In cazul inelului Z[i] al intregilor lui Gauss, determinarea catu-
rilor se face astfel:

g .

4L = x+iy, unde x,y €Q.
v
k

oA 1 . 1 .
Se aleg m,n € Z astfel incat |x—m| SE si |y - n| SE (dupa cum am
aratat in I1.4., numerele m si n nu sunt in general unice). Se obtine
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qp. =m+ni

iar celelalte calcule decurg ca si in cazul inelului Z.
2°.Fie a=-3+23i, b=1+15i ininelul Z[i].

k 0 1 2 3 4 5
t, | =3+23i | 1+15i | =5-7i | 3+3i 1—i 0
u, 1 0 1 1+ 3+2i 7-8i
v, 0 1 -2 —1-2i | 4-4i | —13+10i
q, - - 2 —1-i -2 3i
Completarea tabelului s-a facut astfel:
hh _ty _—3+230 171 ﬁi n_ 14150 55 34
r ¢ 1+15i 113 113 r, —=5-=T7i 37 37
xzﬂ,m=2, x—m|£l x—_—ss,mz—l

113 2 37

34 1 34

=——,n=0, [y—n|<— =——, n=-1
7 113 |y | 2 4 37
g,=m+ni=2 q,=-1-i
h_o-T o, 1 ro 343
ro 343 3 = =3

r, 1-i

x——21,m——2 x=0,m=0
y=—§,n=0 y=3,n=3
Q4:—2+O-i q5:3l

In particular,
(=3+230,1+15i) ~1-i =3+ 2i)(-3+23i) + (-4 - 4)(1 +150).
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6. Ecuatii liniare in inele euclidiene

Fie (4,9) un inel euclidian. Consideram ecuatia liniara:

(D ax+by=c
unde a,b,c € A. Se pune problema daca ecuatia (1) are solutii n 4 si,
in caz afirmativ, s se determine aceste solutii.

6.1. Propozitie. Ecuatia (1) are solutii in A daca si numai daca:

(a,b)|c.

Demonstratie. Presupunem ci (1) are solutii si fie (x,,y,)€ 4’ o
solutie. Atunci, ax, + by, =c. Daca d ~ (a,b), atunci d |c.

Reciproc, sa presupunem cd (a,b) ~d|c. Fie u si v coeficientii
Bézout astfel incat: d =au +bv si ¢, € A4 astfel incat ¢ =dc,. Cum

c=cua+cyvb,

obtinem ca (c,u,c,v) este o solutie a ecuatiei (1). O

Daca a=b=0, ecuatia (1) are solutii daca si numai daca ¢=0.
In acest caz, orice pereche (x,y)e 4> este o solutie pentru (1).

In continuare, vom presupune ca a §i b nu sunt ambii nuli.
6.2. Propozitie. Daca ecuatia (1) are solutii in A, atunci, orice

solutie a acestei ecuatii este de forma:
xX=cu+bt
(2)
y=cv—at, ted
unde d ~(a,b), a=da,, b=db,, c=dc,, d=ua+vb.
Demonstratie. Se verifica usor ca (2) este solutie pentru (1), ori-
care ar fi 1 € 4.

Reciproc, fie (x,y) € 4> o solutie pentru (1). Atunci, ax+ by =c.
Deoarece acu +bc,v =c, rezulta:
a(x—cu)+b(y—cv)=0.
Din a=da,, b=db,, d #0, rezulta:
a,(x—cu)+b(y—cv)=0.
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Pentru cd (a,,b) ~1, rezultd b, |(x—cu). Fie te€ A astfel incat
x—cu=>bt. Deci, x=cu+bt si y=cyv—aj. m

Exemple. 1°. Sa se rezolve in Z ecuatia:

243x+ 75y =21.
d =(243,75)=3]|21. Conform exemplului 1° de la IL.5.,
3=—4-243+13-75, u=-4, v=13, a, =81, b =25, ¢, =7.
Solutiile Intregi ale ecuatiei sunt de forma:

x=—4-7+25¢
{y=13-7—81t, tel.
2°. Sa se rezolve In Z[i] ecuatia:
(-3+23)x+(1+15)y=2+4i.

Folosind relatiile obtinute in exemplul IL.5. 2", rezulta:
(-3+23i,1+15i) ~1—i|2+4i.
1-i=G+2)(-3+23))+(-4-4i)(1+15i), u=3+2i, v=—4-4i,
a=-3+23i=(1-i)(-13+10i), a,=-13+10i,
b=1+15i=(1-i)(-7+8i), b =-7+8i,
c=2+4i=(1-i)(-1+3i), ¢, =—-1+3i.

Solutiile ecuatiei sunt de forma:

x=0CB+2))(-1+3i)+ (-7 +8i)t
{y =(—4-4)(-1+3i))—(-13+10), teZ[i].

7. Inele principale

Se stie ca daca H este un subgrup al grupului aditiv Z al intregi-
lor rationali, atunci existd n € N astfel incat

(1) H =nZ.

In particular, orice ideal al inelului intregilor rationali Z este de
forma (1), adica este generat de un singur element.

Un ideal 7 al unui inel 4, generat de un singur element, a, poarta
numele de ideal principal.

7.1. Definitie. Fie A un inel integru. Se spune ca A este inel prin-
cipal, daca orice ideal I al lui A este ideal principal.
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Exemple. 1°. Inelul Z al intregilor rationali este inel principal.

2°. Fie K un corp comutativ. Singurele ideale ale Iui K sunt
0=(0) si K=(1). Cum K este si inel integru, K este inel principal.

Teorema urmatoare ne va permite sd dam si alte exemple de inele
principale.

7.2. Teorema. Daca A este inel euclidian, atunci A este inel
principal.

Demonstratie. Fie A inel euclidian in raport cu ¢: A\ {0} > N.

Demonstratia este analoaga aceleia prin care se arata ca orice sub-
grup al lui Z este de forma (1).

Fie [ un ideal al lui 4.

Daca I ={0}, atunci / =(0) este un ideal principal.

Daca [ #{0}, multimea M :{go(x)|x el \{0}} este nevida. De-
oarece M < N si (N,<) este bine ordonata, in M existd un prim ele-
ment. Fie acesta @(a). Deci, ael, a#0, ¢(a)<@(x), pentru orice
xel\{0}.

Din a €1, rezultd (a) < 1.

Fie xel. Cum (4,¢) este inel euclidian si a #0, existd ¢g,7 € 4
astfel Incat:

x=aq+r si(r=0 sau p(r)<p(a)).
Daca r#0, atunci r=x—aqg el si ¢(r)<@(a), contrar alegerii lui
a.Deci, r=0 si x=aq €(a). Rezultd I c (a) si, in final, I =(a).

Cum 4 este inel integru si orice ideal al sau este principal, rezulta
cd inelul 4 este principal. o

Conform teoremei 7.1., se poate completa lista exemplelor de
inele principale cu:

Inelul ZJ[i] al intregilor lui Gauss este inel principal.

Inelul K[X] al polinoamelor cu coeficienti intr-un corp comuta-
tiv K este un inel principal.

Exista si inele integre care nu sunt principale.

7.3. Teorema. Fie A un inel integru care nu este corp. Atunci,
A[X] nu este inel principal.
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Demonstratie. Deoarece A este inel integru si nu este corp, exista
a€A, a#0, a¢gU(A).

Fie I idealul generat in A[X] de multimea {a, X} :

I =aA[X ]+ XA X]={ah + Xh,|h ,h, € ALX]}.

Vom demonstra ca I nu este ideal principal.

Prin reducere la absurd, sa presupunem ca existd f € A[ X ] astfel
incat I =(f).

Din a €1, rezulta ca exista g € 4 X] astfel incat a = fg. Cum 4
este integru si a =0, rezultd d° f =0, deci f € A\{0}.

Din X €/, rezulta ca existd s € A X] astfel incat X = fh.

Notand cu b, coeficientul lui X din polinomul /4, din ultima egali-
tate, rezultd 1= fb, adicd f eU(A4)=U(A[X]). Prin urmare,

I=(f)=AX]

Rezultd 1€/, deci exista A ,h, € A{X] astfel incat 1 =ah, + Xh,.

Daca notdm cu ¢, termenul liber al lui /4, din ultima relatie obti-
nem cd 1=ac, deci, a € U(A), contrar alegerii lui a.

In consecinta, I nu este inel principal si, ca urmare, 4[X] nu este
inel principal. o

7.4. Consecinta. Urmadtoarele inele nu sunt principale:

a) Z[X];
b) A[X,,..X, ], n=1, unde A este un inel integru care nu

este corp,
c) K[X,,...X,], n>2, unde K este corp comutativ.

Demonstratie. a) rezultd direct din teorema 7.3. b) rezultd din
teorema 7.3. si din faptul cd daca A este inel integru care nu este
corp, atunci si A[X,,...,X,], cu n>1, este inel integru care nu este

corp. ¢) rezultd din teorema 7.3. si din faptul cd pentru K corp comu-
tativ, K[ X] este inel integru care nu este corp. mi

7.5. Teorema. Fie A un inel principal. Pentru orice doud elemen-
te a §i b din A, exista (a,b) si [a,b]. Daca d ~ (a,b), atunci exista
u,ve A astfel incat d =ua+ vb.
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Demonstratie. Intr-un inel principal, intersectia oriciror doui
ideale principale este, evident, tot un ideal principal. Conform propo-
zitiei 2.12., orice doud elemente din 4 au un cel mai mare divizor co-
mun si un cel mai mic multiplu comun.

Se poate totusi da si o demonstratie directd, care pune 1n evidenta
si alte aspecte.

Fie a,b € A. Cum 4 este inel principal, existd d € A astfel incat:

(2) (@) +(b) = (d).

Vom demonstra ca d ~ (a,b).

Din (a) < (d) rezultd d|a. Analog, d |b.

Din relatia (2) rezulta ca existd u,v e 4 astfel incat

3) d =ua+vb.

Dacd d'€ A si d'|a, d'|b, atunci, evident d'|d. O

Din teorema 7.5., rezultd ca si in inelele principale existd coe-
ficienti Bézout (elementele u si v din relatia (3)).

Totusi, spre deosebire de inelele euclidiene in care coeficientii
Bézout se pot calcula efectiv, pornind de la algoritmul lui Euclid, in
inelele principale, in general, nu exista un algoritm efectiv de calcul
pentru acesti coeficienti.

Remarcam, de asemenea, ca relatia (2) mai poate fi scrisa si:

()= ({a,b}),
relatie care justificd notatia celui mai mare divizor comun, d ~ (a,b).

7.6. Consecinta. Intr-un inel principal, orice element ireductibil
este prim.

8. Descompunere in factori in inelele principale

In acest paragraf, vom demonstra ci, intr-un inel principal, orice
element nenul si neinversabil se descompune in produs de elemente
ireductibile (sau elemente prime).

8.1. Lema. Intr-un inel principal, orice sir crescdtor de ideale
este stationar.
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Demonstratie. Consideram un sir crescitor de ideale (/,),.,. Ast-

n>1*

fel, 7, = 1,,,, Vn=1. Notim I =|_JI,.
n=1
Demonstram ca [ este ideal in 4. Fie a,be . Existd n,meN"
astfel incat ael, si bel . Pentru a fixa ideile, fie m <n. Rezulta
a,bel . Decia-bel cI. Daca xe A, atunci, xacl, 1.
Deoarece A4 este inel principal si I este ideal in A, existd cel
astfel incat / =(c). Din c e/ rezultd cd existd n, eN", cel, .

Deci,
I=()cl, <1, c..cl,,,c...cl
Prin urmare,
I, =1, ,=.=1,,,=.
adicd sirul (/,),., este stationar. m

8.2. Teorema. Daca A este inel principal, atunci orice element
nenul si neinversabil din A se descompune in produs de elemente
prime.

Demonstratie. Vom rationa prin reducere la absurd. Sa presupu-
nem ca existd a € A, astfel incat:

(*) “a#0, a¢U(A), a nu se reprezintd ca produs de elemente

prime (ireductibile)

in particular, a nu poate fi ireductibil. Exista b,c € A, astfel incat:

a=bc, atb, atc, b+1, c+1.
Se obtine 1n acest fel sirul crescator de ideale:
(@)c(a)c...c(a)c(a,,) ...
care nu este stationar, contrar lemei 8.1. Prin urmare, ipoteza facuta
este falsa. Deci, orice element nenul si neinversabil al inelului princi-
pal 4 se poate scrie ca produs de elemente prime (ireductibile). o

Se observa ca teorema 8.2. asigurd existenta descompunerilor in
factori primi (pentru elementele nenule si neinversabile ale inelelor
principale). O teorema de unicitate se poate stabili chiar pe un cadru
mai general.
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8.3. Teorema. Fie A un inel integru, p,,...,p, € A, elemente pri-
me §i q,,...,q, € A, elemente ireductibile astfel incat:

(1) PiPy-Pr = 4195
Atunci,
r=s siexistd o permutare o € < astfel incdt p, ~q,, 1€ Lr.

Demonstratie. Vom rationa prin inductie dupa numarul » al facto-
rilor primi din descompunerea (1).

Pentru r=1, p, =¢q,q,..q,. Deoarece elementul prim p, este si
ireductibil iar factorii ¢, nu sunt inversabili, rezultd s =1 si p, =g,.

Presupunem adevaratd afirmatia din teorema 8.3. pentru des-
compuneri in care numarul de factori primi este » —1, » >1. Demon-

stram ca afirmatia raméne adevaratd si pentru descompuneri in care
numarul de factori primi este . Fie deci:

(1) PiPs--Dy = 41454,
unde p,,..., p, sunt elemente prime si ¢,,...,q, elemente ireductibile.

In particular, 2. 14,.9,--9,. p, fiind prim, exista j el,_s astfel in-
cat p,|q;. Pentru a nu complica scrierea, presupunem (schimbéand
eventual ordinea factorilor din descompunere) j =s. Deci, p, |q,.

Din g, ireductibil s1 p +1 rezulta p ~gq . Fie ueU(A) pentru
care p, =uq.,. Inlocuind in relatia (1) si tinand cont ci 4 este inel in-
tegrusi p # 0, rezultd:

() Pr-Dy2Pry = 44,5 (g 1)

Deoarece g, ,u este element ireductibil (g, ,u ~ ¢, ), descompu-
nerii (2) i se poate aplica ipoteza de inductie. Rezultd cd r—1=s5-1
(deci r=s) si, efectudnd o permutare a factorilor, factorii din cele
doud descompuneri sunt asociati in perechi. Pentru a simplifica scrie-

rea, putem presupune (schimband eventual ordinea factorilor intr-una
dintre descompuneri si renumerotand) ca

P~ s Py ~Y4 s Pry ~ 4 ¥~ 4,y

61



Adaugand relatia p, ~ g, se obtin toate afirmatiile din enunt, teo-

rema fiind complet demonstrata. i

Intr-un inel principal, elementele ireductibile si elementele prime
coincid. in concluzie, elementele nenule si neinversabile ale unui inel
principal se descompun in produse de factori primi si aceste descom-
puneri sunt unice in afara de ordinea factorilor si de asocierea 1n divi-
zibilitate.

In particular, aceeasi proprietate o au si elementele nenule si nein-
versabile ale inelelor euclidiene.

Sa observam ca rezultatul din teorema 8.3. nu se pastreaza daca
presupunem ca factorii celor doud descompuneri sunt elemente ire-

ductibile. Astfel, in inelul integru Z[i\/g ], are loc relatia:
3-7=(1+205)(1-2i/5)

in care toti factorii sunt ireductibili dar 3 1+ 2i5 si3+1- 2i/5.
Asa cum vom vedea 1n paragraful urmaitor, existda si inele care nu
sunt principale si in care elementele nenule si neinversabile se pot
descompune in produse de elemente prime.

9. Inele factoriale

9.1. Definitie. Fie A un inel integru. Se spune ca A este inel fac-
torial daca orice element nenul §i neinversabil din A este produs de
elemente prime.

Exemple. 1°. Inelul Z al intregilor rationali este un inel factorial.
Acest fapt rezulta direct din teorema fundamentala a aritmeticii.

2°. Daca A este un inel principal, atunci 4 este inel factorial. in
particular, inelele euclidiene sunt inele factoriale. Acest fapt rezulta
din teorema 8.2.

3°. Inelele Z[i] si K[X] (unde K este corp comutativ) sunt inele

factoriale deoarece sunt inele euclidiene.

Alte exemple importante de inele factoriale vor rezulta din conse-
cinta 10.9.

Din teorema 8.3. rezulta:
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9.2. Consecinta. Descompunerea in factori primi a unui element
nenul si neinversabil intr-un inel factorial este unicd, mai putin
ordinea factorilor si asocierea in divizibilitate a acestora.

Datorita unicitatii descompunerilor in factori primi, este posibila
o “standardizare” a reprezentarii elementelor unui inel factorial.

Fie (p,),.,, un sistem complet de reprezentanti pentru clasele de
echivalentd formate din elemente prime.

Asadar, oricare ar fi p € A, prim, exista si este unic i e/, astfel
incat p ~ p,. Deci existd u € U(A) astfel incat:

(1 p=up,.

Fie ae 4, a#0, a+1. Daca A4 este inel factorial, atunci a este
produs de elemente prime. Dacd pentru fiecare factor prim al lui a
facem 1nlocuiri de forma (1) se obtine:

2) a =upf i ...pf’*
unde ueU(A), i, €1, ¢, GN*,jel,_k.

Pentru uniformizarea descompunerilor (2), vom lua ¢o; =0 pen-

truiel\{i,.., i} sipunem:

3) a=u[] p"
iel
unde, ca de obicei, H pl= H pl.
iel iel
a,;#0

Extindem aceasta scriere, cu conventia obisnuitd, la cazul unei
multimi vide de indici: [ ] p =1.
iel
In acest mod, orice element a € 4\ {0} admite o reprezentare de
forma (3).
Relatiile de forma (3) poartd numele de descompuneri canonice
ale elementelor nenule ale unui inel factorial.

Daca
ul [ pf =v[ ] P!,

iel iel

63



unde u,veU(4), «;,pB; €N, din consecinta 9.2., rezulta cd o, = 3,

iel. De aici, rezultd u =v.

Prin urmare, In descompunerea canonica (3), exponentii ¢, € N si
factorul u € U(A) sunt unic determinati.

9.3. Teorema. Fie A un inel factorial, a,be A\{0}. Fie

azqul.“', b:Vle.ﬂ'
iel iel
descompunerile canonice ale lui a §i b. Atunci:
l.alb< a, < p, pentruorice i€l
2.exista d ~(a,b) si d ~ Hpimin{a,,ﬂ;};
iel
3.exista m~[a,b] si m~ Hpimax(ai,ﬂ,}'
iel

Demonstratie. 1) Daca a|b, existda ¢ e A\ {0} astfel incat b = ac.

Fie c=w[ | p/" descompunerea canonic a lui c. Din relatia b=ac
iel
rezultd B =a,+y, 2, icl.
Reciproc, daca «, < S, atunci b = a‘vu’Ile. %, deci a|b.
iel
2) Fie d =Hp,.'“i“{“"’m. Din 1), rezultd d |a si d|b. Fie d'e 4,
iel
astfel incat d'|a si d'|b. Fie d'=wH pl" descompunerea canoni-
iel

cialui d’' (din a=0 rezultd d'#0). Din d'|a, rezultd conform 1),
7, <a,, iel. Analog, y,<p, iel. Deci, y,<min{e,,,}, i€l,
adica d'|d.

3) Se rationeaza analog cu 2). mi

Se observa ca modurile de calcul de la 2) si 3) pentru cel mai
mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun, intr-un inel
factorial, coincid cu modul de calcul stabilit in clasele elementare
pentru cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun in
multimea numerelor naturale.

9.4. Consecinta. Intr-un inel factorial, orice element ireductibil
este prim.
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Demonstratie. Rezulta din teorema 9.3. si din propozitia 3.7. o

Avand in vedere definitia 9.1. si consecinta 9.4. se pune problema
daca inelele factoriale ar putea fi definite ca inele integre in care
orice element nenul si neinversabil este produs de elemente ireducti-
bile. Raspunsul la aceastd problema este negativ. Vom folosi un con-
traexemplu.

9.5. Lemi. In inelul Z[i\/g ], orice element nenul si neinversabil

este un produs de elemente ireductibile.
Demonstratie. Fie z=m+ ni\/g € Z[i\/g], z#0, z+1.

Vom rationa prin inductie dupid N(z)=m> +5n>. Valoarea mini-
ma a lui N(z), In acest caz, este 4.

Daci N(z)=4 si de Z[iﬁ ] d|z, atunci N(d)|4 de unde
N(d)e{l,2,4}. Dacd N(d)=1, atunci d ~1. Egalitatea N(d)=2
este imposibild. Daca N(d)=4= N(z), atunci d ~ z. Prin urmare, z
este element ireductibil.

Presupunem ca elementele lui Z[i\/g ] de norma cuprinsd in
[4,n—1], n=5, sunt produse de elemente ireductibile.

Fie z e Z[i\/g ] cu N(z)=n. Daca z este ireductibil, nu mai este

nimic de demonstrat. Altfel, exista z,,z, € Z[i\/g ] astfel Incat

z=zz,, z; +1, z, #1.

Rezultd 4 < N(z,), N(z,) <n. Conform ipotezei de inductie, z, si
z, sunt produse de elemente ireductibile, deci z este produs de ele-
mente ireductibile. mi

Totusi, inelul Z[i\/g ] nu este un inel factorial in sensul definitiei
9.1., deoarece contine elemente ireductibile care nu sunt prime.

Conditia:
() “Orice element nenul i neinversabil al lui A este un produs de

elemente ireductibile”
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ramane o conditie necesara ca un inel sa fie factorial, fard a fi si o
conditie suficienta. Se poate completa aceastd conditie pentru a obti-
ne conditii necesare si suficiente.
9.6. Teorema. Fie A un inel integru. Sunt echivalente conditiile:
1) A este inel factorial;
2) («) si orice element ireductibil este prim,

3) (@) siorice doua elemente au un c.m.m.d.c;
4) (a) si descompunerea unui element nenul §i neinversabil

in factori ireductibili este unicd in afara de ordinea factorilor §i de
asocierea in divizibilitate.
Demonstratie. "1) = 3)" rezultd din teorema 9.3.. "3)=2)" re-

zulta din propozitia 3.7.. "2) =1)" este evidentd. "1) = 4)" rezulta

din 9.1.519.2..
"4)=2)" Fie g€ A4, un element ireductibil. Va trebui s demon-

stram cd dacd a,be 4 si q|ab, atunci ¢g|a sau ¢ |b.

Daca unul dintre elementele a si b este zero sau inversabil, atunci
implicatia este evidenta.

Altfel, a=gq,..q,, b=gq,,..q,, unde g, sunt elemente ireducti-
bile, jel,r+s.

Din q|ab, rezulta ca existd c € A pentru care ab=cq, iar ¢ #0
si ¢+ 1 (altfel, unul dintre elementele a, b este zero sau inversabil).

Prin urmare, ¢ =g¢,...q, unde ¢ sunt ireductibile, i el,_t. Deci,

GGy =41,
Datoritd unicitatii descompunerii, rezulta ca existd jel,»+s ast-

fel incat g ~ g;. Daca j<r, atunci ¢ |a iar daca j>r, atunci q|b.

Prin urmare, g este element primin 4. O
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10. Factorialitatea inelelor de polinoame

Principalul rezultat al acestui paragraf consta in faptul ca proprie-
tatea de inel factorial se transmite de la inelul 4 la inelul A4 X] al po-

linoamelor.

Reamintim mai intai cateva proprietéti.

Daca A este inel integru, atunci si A[.X] este inel integru si:

UA[X])=U(4).

Daca p este element prim in inelul integru A, atunci p este ele-
ment prim si 1n inelul 4] X] (propozitia 3.9.).

De asemenea, se deduce usor ca dacd ae 4 si f € A[X], atunci
a| f dacd si numai daca a divide toti coeficientii lui f.

10.1. Definitie. Fie 4 un unel factorial 5i [ = ZaiXi e A X].

i=0

Cel mai mare divizor comun al coeficientilor polinomului f poarta
numele de continut al polinomului f si se noteaza c(f).

c(f)~(ay.a,....a,).

Se spune cd f este polinom primitiv daca c(f) ~1.

De exemplu, f=6X*+3X>+8X +10 este un polinom primitiv
in Z[ X].

Daca f e A/ X]\{0} (4 inel factorial), atunci:

(1) f=c(N 1
unde f, este un polinom primitiv, de acelasi grad cu f.

Daca f € A[X] si a € 4, tinand cont de propozitia 2.7., obtinem:

(2) c(af) ~a-c(f).

10.2. Lema. (Gauss) Produsul a doua polinoame primitive este
un polinom primitiv.
Demonstratie. Fie f,g e A[X], doua polinoame primitive. Sa presu-
punem ca fg nu este primitiv.

Din ¢(fg)#0 si c(fg)¢£U(A), cum A este inel factorial, rezulta
ca existd p e A4, prim astfel incat p|c(fg). Rezultd p| fg. Conform
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propozitiei 3.9., amintite mai sus, p este prim si in A[X], deci p| f
sau p|g. Rezultd c(f) ¢ U(A) sau c(g) ¢ U(A), contradictie. O

10.3. Consecinta. Fie A un inel factorial 5si f,g € A[ X]. Atunci,

(3) c(fg) ~ e(f)-e(g).

Demonstratie. Daca f =0 sau g =0, atunci:

c(fg) ~0~c(f)-c(g).

Daca f#0 si g#0, atunci f=c(f)-f, g=c(g)-g,, unde f
si g, sunt polinoame primitive. Conform lemei 10.2., f, g, este si el
polinom primitiv. Rezulta:

c(fg) =c(c( (@) fg)) ~ c()e(@)elfg) ~ c(f)e(g). ©

10.4. Lema. Fie A un inel factorial, f,ge A[X] si ae A\{0}.
Daca f este polinom primitiv si f |ag, atunci f|g.

Demonstratie. Din f |ag, rezultd ca existd s € A[ X] astfel incat:

@) ag = fh.

Conform consecintei 10.3.,

c(h) ~ c(f)e(h) ~ c(fh) ~ c(ag) ~ ac(g).
Introducédnd un factor inversabil u, ales convenabil, putem scrie:
h=c(h)h, =uac(g)h,
unde A, € A[X].

Inlocuind in (4), obtinem ag = fuac(g)h. Cum A[X] este inel
integru si a # 0, rezultd g = fuc(g)h, deci, f|g. mi

Fie 4 un inel factorial si K corpul de fractii al lui 4.

Cum A[X]c K[X] si K[X] este inel euclidian, este convenabil

sa transferam unele proprietati aritmetice din inelul A[X] in K[X].

10.5. Lema. Fie A un inel factorial §i K corpul sau de fractii.
Fie f e A[X], un polinom de grad >1. Sunt echivalente afirmatiile:

a) feste polinom ireductibil in A[X];
b) feste polinom primitiv in A[X] si ireductibil in K[ X].
Demonstratie. "a)=b)" Sa presupunem ca f este ireductibil in
A[X]. Cum f=c(f)-f, st d’ f21, rezultd c(f)~1, decifeste po-
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linom primitiv in A[X]. Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca /'
este reductibil In K[.X]. Existd atunci g,4 € K[ X] astfel incat

5) f=gh, d°g>1, d°h>1.

Deoarece g e K[X] si K este corpul de fractii al lui 4, exista
a € A\{0} astfel incat ag € A[X] (a poate fi, de exemplu, cel mai

mic multiplu comun al numitorilor coeficientilor lui g). Analog, exis-
td be A\{0} astfel incat bh € A[ X]. Din relatia (5) rezulta:

(6) abf = (ag)(bh) = c(ag)g,bh
unde g, € A[X], d'g, =d’g si g, este polinom primitiv.
Deci, g, |abf In A[X]. Conform lemei 10.4., rezulta:

gl fsi0<dg<df,
contrar ipotezei ca f este ireductibil in A[X]. Rezultd ca f este ire-

ductibil in K[.X].
"b) = a)" Sa presupunem acum ca f este ireductibil In K[X] si este
primitivin A[X]. Fie f =gh unde g,he A[X].

Daca d°g =0, atunci

1~c(f) ~ ge(h),

deci geU(A)=U(A[X)).

Analog, daca d°h =0, atunci heU(A4)=U(A[X]).

Daca d'g>1 si d°h>1 rezultd ca f este reductibil in K[X],
contrar ipotezei facute.

Deci, din f=gh, cu g,he A[X], rezulta g~1 sau h~1 (in
A[X1]). Prin urmare, feste ireductibil n A[ X]. mi

10.6. Consecinta. Fie f €Z[X] un polinom primitiv cu d°f >1.
Polinomul f este ireductibil in Z| X] daca si numai daca este ireduc-
tibil in Q[ X].

10.7. Lema. Daca A este un inel factorial, atunci orice element
ireductibil in A[X] este prim in A[X].

Demonstratie. Fie f € A[ X ], un element ireductibil.
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Daca d°f =0, feste ireductibil in 4. Cum 4 este inel factorial, f'
este prim in A4, deci prim in A4[ X].

Consideram acum cazul d°f >1. Conform lemei 10.5., f este
polinom primitiv in A4[ X] si ireductibil In K[X] unde K este corpul
de fractii al lui 4. Fie g,he A[X], astfel incat f|gh. iIn particular,
flgh in K[X]. Deoarece K[X] este inel euclidian si f este ireduc-
tibil in K[ X, feste primin K[X]. Deci, f|g sau f|h in K[X].

Sd consideram cd f'|g in K[X]. Exista g, € K[X] astfel Incat
g=g,f. Fie ae A\{0}, ag, € A[X]. Atunciag = f(ag,) sau f|ag
in A[X].

Deoarece f este polinom primitiv in 4[ X], conform lemei 10.4.,
rezultacd f|g in A X].

Cazul f|h in K[X] se trateazd in mod analog.

Prin urmare, f'este polinom primin A[X]. o

Putem, in sfarsit, sd prezentam principalul rezultat al acestui pa-
ragraf.
10.8. Teorema. Daca A este un inel factorial, atunci A[X] este

inel factorial.
Demonstratie. Din A4 inel integru, rezulta A[ X ] inel integru.

Avand in vedere lema 10.7. si teorema 9.6., este suficient sa
demonstram ca orice element nenul si neinversabil al inelului A[ X |

este un produs de elemente ireductibile.

Fie feAX], f#0 si feU(A[X])=U(A4). Vom rationa prin
inductie dupa d” f.

Daca d°f =0, feste element nenul si neinversabil al inelului 4.
Cum 4 este inel factorial, f este produs de elemente prime 1n A, deci
prime in A[X].

Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru polinoame de grad
mai mic decitnsifie fe A[X] cud f=n.
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Din f=c(f)-f,, cum c(f)e A\{0}, rezultd ca c(f) este inver-
sabil sau i se aplicd rationamentul din prima parte. Rdmane s stu-
diem polinomul primitiv f, cu d"f, =n.

Daca f, este polinom ireductibil, demonstratia se incheie.

Altfel, existd g,h e A[X], astfel incat f, =gh, g,heU(A[X]).
Deoarece f, este polinom primitiv, d°g, d’h>0. Astfel, d°g<n si
d’h <n. Conform ipotezei de inductie, g si 4 sunt produse de ele-
mente ireductibile iIn A[X]. Deci f, (sif) este produs de elemente
ireductibile in A[ X]. o

10.9. Consecinta. Daca A este inel factorial, atunci A[X,,...,X,]
este inel factorial, pentru orice n>1.

Demonstratie. Se rationeaza prin inductie dupa n, folosind teore-
ma 10.8. si tinand cont ca:

AX,,..X, ]=4X,,..X 1[X,] m

10.10. Consecinta. Fie K corp comutativ. Atunci K[X,,...,X,]

este inel factorial, pentru orice n>1.

Demonstratie. Afirmatia rezultd din consecinta 10.9., tindnd cont
cd inelul K[X] este inel factorial. mi

10.11. Consecinta. Daca A este inel factorial, atunci in inelul
A X,,...X,], (n=1) orice doua elemente au un cel mai mare divi-
zor comun §i orice element ireductibil este prim.

Demonstratie. Afirmatia se obtine ca rezultat al consecintei 10.9.
si teoremei 9.6. O

10.12. Observatie. Fie 4 un inel principal care nu este corp. Con-
form teoremei 7.3., A[X] nu este inel principal. Pe de alta parte, 4
este inel factorial, deci si A[X] este inel factorial.

Fie f,ge A X]. Exista d ~(f,g).

Totusi, in general, nu existd u,ve A[X] astfel incat d =uf +vg.
Intr-adevar, existenta coeficientilor Bézout u si v ar atrage dupa sine
egalitatea (f)+(g)=(d).

Aceasta ultima egalitate este falsd. De exemplu, in conditiile demon-
stratiei teoremei 7.3., pentru
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g=acA\({0}LU)) si =X,
obtinem d ~ 1, dar (a)+(X) = A[ X].
Prin urmare, intr-un inel factorial, orice doua elemente au un cel
mai mare divizor comun dar, in general, nu exista coeficienti Bézout.

11. Criterii de ireductibilitate

Fie 4 un inel factorial. Inelul A[X] este, de asemenea, inel facto-

rial (teorema 10.8.). Deci, orice polinom f cu coeficienti in 4, nenul
si neinversabil, este un produs de polinoame ireductibile in A[ X].

Totusi, descompunerea efectivd a lui f in factori ireductibili este
in general o problema foarte dificild, chiar daca in 4 existd un
algoritm de descompunere in factori primi.

In aceste conditii, este util chiar a putea recunoaste daca anumite
polinoame sunt ireductibile. In continuare, vor fi prezentate cateva
conditii suficiente de ireductibilitate.

11.1. Propozitie. Fie A un inel factorial. Fie f = Zal_Xi e A[ X1,
i=0
n>1, peA unelement primsi ke N°, k<n. Daca:
pla, ie€0,k-1;
plag
Pl >
atunci exista un factor ireductibil al lui f; de grad > k.
Demonstratie. Deoarece A este inel factorial, A[.X] este inel fac-

torial, deci f se descompune in A[X] in produs de factori ireducti-
bili:

(1 f=htaetss
unde f; =a,+a,X +..+qa, X" € ALX], pentru iel,r.

Deoarece p e 4 este element prim, idealul (p) este prim in 4,

deci A= A/(p) este inel integru.
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Fie u: A[X] —>Z[X ] morfismul unitar de inele care prelungeste
surjectia canonica 7 : A4 >4 si u(X)=X. Notand u(g) =§, pentru
orice g € A[X], din relatia (1) rezulta:

) f=ffore ]

In inelul factor Z, a=0 daci si numai daca p|a.

Conform ipotezelor:

f=a,X"+.+aX"eAX], a #0.
Deoarece A este inel integru, X este prim in Z[X ]. Din X |7 si din
(2), rezulta ca existd i el,_r, astfel ncat X |7l.. Putem presupune,
X | 71, ceea ce este echivalent cu ‘;1\0 =0, sau pla,.

Cazul k =1 este nesemnificativ, evident exista cel putin un factor
ireductibil al lui £, de grad >1.

Ne referim mai departe la cazul & >2, deci X* |7 si k>2.

Daca existd j>1, astfel incat X |7j, atunci ;j\o =6, sau pla.
Rezultd p*|ayy-...-a;-...-a,,=a,, contrar ipotezei. Deci, X* |71.
De aici rezulta d°71 >k sau 71 =0.

Daca 71=O, atunci 7=O, deci &; :6, contradictie.

Astfel, 71 #0 si d°71 > k. Prin urmare, d°f, > k. m

Exemplu. Polinomul

f=3X"+5X+6X° +2X -2
este ireductibil in Z[ X].

Intr-adevar, Z este inel factorial iar elementele p=2 si k=3
satisfac conditiile din propozitia 11.1.. Prin urmare, f are un factor
ireductibil f, e Z[X] cu d°f, 23. Dacd d°f, =3, atunci fare si un
factor ireductibil de gradul 1, deci o rddacina rationala. Dar, £1, £2,

1

i__,
3

2 e e . . e e
ig nu sunt radacini ale lui f; deci f nu are radacini rationale.
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Prin urmare, d° f, =4. Deoarece f este polinom primitiv in Z[X],
rezultd f = f,, deci feste ireductibil in Z[.X].

11.2. Consecinta. (Criteriul lui Eisenstein) Fie A un inel facto-
rial §i = ZaiXi e A{X], n=1, un polinom primitiv.

i=0
Presupunem ca exista p € A un element prim astfel incat:
pla, i€0,n—-1;
rla,;
Pl -
Atunci, f este polinom ireductibil in Al X].

Demonstratie. In propozitia 11.1. luam k = si rezulta ci fare un
factor ireductibil f, € A{X] cu d°f, =n. Deoarece f este polinom
primitiv, rezultd f ~ f,. m

Daca 1n ipoteza criteriului lui Eisenstein omitem conditia ca f sa

fie polinom primitiv, atunci concluzia devine: f este polinom ireduc-
tibil in K[.X], K fiind corpul de fractii al lui 4.

Intr-adevir, din propozitia 11.1., rezulti ¢i fare in A[X] un fac-
tor ireductibil f, de grad n. Deci, f =af,, ae A\{0}. Conform le-
mei 10.5., factorul f, este ireductibil in K[X]. Deoarece f ~ f, in
K[X], feste ireductibil in K[.X].

Este cunoscut faptul ca in C[X], singurele polinoame ireductibile
sunt cele de gradul 1. De asemenea, in R[.X], singurele polinoame
ireductibjle sunt cele de gradul 1 si cele de gradul 2 cu discriminant
negativ. In Q[X], nu are loc un rezultat asemanator.

11.3. Consecinta. Pentru orice n e N*, existd un polinom ireduc-
tibil in Q[ X1, de grad n.

Demonstratie. Polinomul f = X"-2eZ[X] satisface conditiile
din criteriul lui Eisenstein pentru p =2, deci f este ireductibil in
Z[X] siin Q[X]. m
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11.4. Propozitie. (Criteriul reductiei) Fie A un inel factorial si B
un inel integru. Fie u:A— B un morfism unitar de inele §i

u: A[X]— B[X] unicul morfism de inele care prelungeste u gsi
;(X) =X. Fie f € A[X] un polinom primitiv de grad >1. Daca:
;(f) este ireductibil in B[ X] si dﬂ(f) =d’f,
atunci f este ireductibil in A[X].
Demonstratie. Prin reducere la absurd, presupunem cad f este
reductibil in A[ X|. Deoarece feste polinom primitiv, rezulta:
f=gh, gheAX], d°g>1, d’h>1.
Au loc relatiile:
u(f)=u(g)u(h)
d'f=du(f)=du(g)+d u(h)<dg+d’h=d’f.
Rezultd d°u(g)=d’g>1 si d'u(h)=dh=1, deci u(f) este reduc-
tibil in B[ X], contrar ipotezei.
Prin urmare, f'este polinom ireductibil in A[X]. ©

Criteriul lui Eisenstein si criteriul reductiei oferd conditii suficien-
te ca un polinom sa fie ireductibil. Aceste conditii nu sunt in general

si conditii necesare. Astfel, polinomul f =X+ X +2eZ[X] este
ireductibil, dar nu satisface conditiile din criteriul lui Eisenstein,
pentru niciun numar prim p.

11.5. Propozitie. Fie A un inel factorial si f € A[X]| un polinom
primitiv, d°f €{2,3}. Fie K corpul de fractii al lui A. Polinomul f
este ireductibil in A[ X] daca si numai daca nu are radacini in K.

Demonstratie. Presupunem ca f este reductibil in A[ X]. Deoarece
f este polinom primitiv si d°f €{2,3}, fare un factor ge A X] de
gradul 1, g=aX +b, a=0. Rezultd ci f are in K ridicina —a'b.
Prin urmare, dacad f nu are radacini In K, atunci f este ireductibil in
A[X].

Sa presupunem ca f are o radacind o € K. Atunci, X —a| f, deci
feste reductibil in K[X]. Cum 4 este inel factorial, rezultad ca f este
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reductibil in A[X]. Prin urmare, dacd f este ireductibil in A[X],
atunci fnu are radaciniin K. O

Exemplu. Polinomul f=X’+X+1 este ireductibil in Z[X].
Intr-adevir, f este polinom primitiv si nu are ridacini in Q. Conform
propozitiei 11.4., feste ireductibil in Z[ X] (deci si in Q[X]).

Probleme propuse

1. Fie inelul Z[\/E]z{m+n\/§|m,neZ} unde d €Z este un

intreg liber de patrate. Pentru o =m+ nld e Z[\/Z ], definim nor-
ma sa ca fiind N(a)=m’—dn’.

Aratati ca pentru orice @, ff € Z[\/g ] :

a) N(af)=N(a)-N(p);

b) a| = N(a)|N(p);

¢) @~ p=N(a)=+N(B);

d) an(Z[ﬁ])@N(a)zil;

e) a|B si N(a)=%N(p) implicd a ~ f.

2. Aratati ca in inelul Z[i\/g], (3,1+i\/§) ~1, dar elementele 6

si 2(1 +iy5 ) nu au un cel mai mare divizor comun.

3. Fie a e Z[\/E }, unde d este Intreg liber de patrate. Aratati ca

daca N (a) este numadr prim, atunci « este ireductibil in Z[\/E ]

4. Determinati elementele inversabile din inelele: Z[i], Z[i\/g ],
z| 5 |
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5.Sd se arate ci X+ Y7 este ireductibil in Q[.X,Y].

6. Sa se arate cd 2 este reductibil in Z[i], dar 3 si 1+ sunt ire-
ductibile.

7. Fie n>3, numar natural impar astfel Incat JneZ. Aratati ca

2 este ireductibil, dar nu este prim in Z[i\/; ]

8. Fie z e Z[i] cu N(z) numar prim. Atunci, z este prim in Z[i].

9. Sa se arate ca un numar prim se descompune in Z[i] in produ-
sul a cel mult doi factori primi.

10. Arétati ca:

a) Orice element prim din ZJ[i] este divizor al unui numar prim
din Z;

b) Orice numar prim p de forma p =4k +3 este prim in Z[i];

¢) Orice numar prim p de forma p =4k +1 este produsul a doua
elemente prime din Z[i] care nu sunt asociate in divizibilitate, dar
sunt conjugate unul celuilalt;

d) Aratati ca orice element prim al inelului Z[i] este asociat 1n
divizibilitate cu un element al multimii P = {1 + i} UAUB unde 4
este multimea numerelor naturale prime de forma p=4k+3 iar B
reuneste toti divizorii primi in Z[i] ai numerelor naturale prime de
forma p=4k+1.

11. Sa se descompund in factori primi in Z[i] elementele:
21+3i, 60+90i, 8+11i.

12. Fie 4 un inel euclidian. Daca a,b € A sunt relativ prime si

m,n € N, aritati ci (a'” -b".a" —b")~ a’ —b* unde d = (m,n).
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13. Fie A un inel integru si ¢:4\{0} > N o functie ce verifica
proprietatea ca pentru orice a,be A, b#0, existd g,re A astfel
incat a =bg+r unde =0 sau @(») < @(b). Definim:

¢ 1 A\{0} > N prin ¢ (x) = inf {p(y)}.

Aritati cd (A, (p‘) este inel euclidian.

14. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii:
a) 375x—-192y =21 1in Z;
b) (35-35)x+(-6+12i)y=1-"7i in Z[i].

15. Fie a,beZ si @ o ridicini a ecuatiei x” +ax+b=0.
Aratati ca:

a) Z[6] este subinel al lui C si Z[0] 2 Z.

b) Z[8]= Z[H'], unde @' este cealaltd ridicini a ecuatiei. Preci-
zati cand Z[0]=Z.

¢) Pentru d =a’ —4bh <0 sau d >0 dar nu pitrat perfect, definim
functia:

:Z[0] >N, p(z)=|z7|, unde z=a+b0 5i z=a+b0.

Aratati cd ¢ este o functie multiplicativa si caracterizati cu ajutorul
ei elementele inversabile ale inelului Z[6].

d) Determinati o conditie suficientd pentru a si b astfel incat ine-
lul (Z[6].p) si fie euclidian.

16. Aratati ca Z[\/g ] si Z[i\/z] sunt inele euclidiene.

17. Daca A4 este inel euclidian iar S este un sistem multiplicativ
din A4 format din nondivizori ai lui zero, atunci inelul corespunzator
de fractii, 4, este inel euclidian.
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18. Fie K un corp comutativ. Aratati cd inelul K[X,Y]/(XY -1)
este euclidian.

19. Fie 4 un inel principal si S un sistem multiplicativ din A4 for-
mat din nondivizori ai lui zero. Ardtati ca inelul corespunzitor de
fractii, A, este inel principal.

20. Daca [ si J sunt ideale in Z astfel incat L/ =1nJ, demon-
stratica [ +J =7Z.

21. Determinati in Z[i] un generator al idealul 7 =(4+i,1+1).

22. Fie A un inel factorial care nu este corp si care are un numar
finit de elemente inversabile. Aratati cd in inelul 4 exista o infinitate
de elemente ireductibile neasociate in divizibilitate. Caz particular,
A=7[i].

23. Daca A este integru, atunci A4[ X| are o infinitate de elemente
ireductibile neasociate.

24. Aratati ca Intr-un inel factorial, idealele prime nenule minima-
le sunt principale.

25. Daca A este un inel factorial i S este un sistem multiplicativ
din 4 format din nondivizori ai lui zero, atunci, inelul de fractii A
este inel factorial.

26. Precizati care dintre urmatoare inele sunt euclidiene, princi-
pale sau factoriale:

Z[X,Y], Z,[x.Y], Z,[x], Z[i5), Z[26 |, 2] i3],

27. Fie A un inel factorial si a,b,c € A\{0}. Aratati ca:
a) [a,b,c](a,b)(b,c)(a,c) ~ abc(a,b,c);

b) ([a.bl.c)~[(a.c).(b.c)];
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c) [(a,b),(b,c),(a,c)]~([a,b],[b,c],[a,c]).

28. Determinati in Z[X] un cel mai mare divizor comun pentru

polinoamele X” —1 si X" —1 unde m,neN".

29. Descompuneti in factori ireductibili in R[X], respectiv 1n
C[X], polinomul X*" 1, n>1.

30. Fie K un corp de caracteristica diferitd de 2. Aratati ca poli-
nomul X? +Y? —1 este ireductibil in K[.X,Y].

31. Si se arate cd polinomul f=X""+X""+..+X+1 este
ireductibil in Z[ X] daca si numai daca »n este numar prim.

32. Pentru p numar prim si #» un numar natural, aratati ca polino-
mul f=X" + p—1 este ireductibil in Z[X].

33.Fie f=X"-X+aeZ[X], unde p este numar prim si p [ a.
Atunci, feste ireductibil in Z[ X].

34. Si se arate ci polinomul f =X’ —5X7+1 este ireductibil in
7IX].
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Capitolul 111
EXTINDERI DE CORPURI

Fie (L,+,) un corp si K un subcorp al sau.

Se spune ca L este o extindere a lui K.

De exemplu:

Corpul complex C este o extindere a corpului real R.

Corpul real R este o extindere a corpului numerelor rationale Q.
Corpul K(X) al fractiilor rationale cu coeficienti in corpul comu-

tativ K, in nedeterminata X, este o extindere a corpului K.
In acest capitol, corpurile vor fi presupuse comutative.

1. Subinel generat de o multime peste un corp

Fie L o K o extindere de copuri si € € L. Orice subinel al lui L
care include K U {@}, contine produsele de forma af', ac K, i e N,
deci contine expresii de forma:

(1) S a0

unde neN, a, €K, i€0,n.

Notdm

)  K[01={beL[Ff eK[X], b= f(O)} ={f(0)|f € K[X]}.
Elementele multimii K[&] sunt de forma (1).

1.1. Propozitie. K[0] este subinel al lui L care include K U {6} .

Demonstratie. Pentru f=ae K, f(#)=acK[f]. Daca f=X,
atunci f(0)=6 e K[0]. Deci, K[0]2 K U {6}.
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Fie b,,b, € K[0]. Existd f, € K[X], astfel incat b, = f,(0), iel,2.
Deoarece

b —b, = () - [,(0)=(/, — /,)(0) e K[],

bb, = £,(0)1/,(8)=(/./,)(0) € K[6],
K[O] este subinel al lui L. O

Propozitia 1.1. ne permite sd ddm urmatoarea definitie:
1.2. Definitie. Fie L © K o extindere de corpuri si 6 € L. K[0]

definit in relatia (2) poarta numele de subinel generat de 0 peste K.
Din comentariile facute la inceputul paragrafului, rezulta ca inelul
K[#] este cel mai mic dintre subinelele lui L care includ K U {6}.
1.3. Consecinta. Fie L DK o extindere de corpuri si 6 € L.
Amnci, K[0]1= (| H.
H subinel al lui L
HoKU{6}

Exemple. 1. In extinderea R 5 Q, fie 6= V2. Daci considerim
f= Za,.Xl. e Q[X], atunci, f(\/i) = Za,. (\/5)1 =a+b2, unde a
i=0 i=0

si b sunt numere rationale. Se deduce:
Q[ﬁ] - {a +b\2|a,be Q}.

Sa extindem constructia de mai sus la un numar oarecare de ele-
mente.

Fie L © K o extindere de corpuri si 6,,...,6, € L. Notdm
(3)  K[6,....0,]={be L|Ff €K[X,,...X,], b= f(F,....0,)}

={f(0,....0)|f eK[X,,...X,]}.
Casiincazul n=1, K[6,,...,0,] este un subinel al lui L care include
Kui6,...0}. K[0,..,0] va fi numit subinelul generat de
8,,...,0, peste K. In plus, K[6,,...,0,] este cel mai mic dintre subine-
lele lui L care includ K U {4,,...,0,} si

K[6,....6,1= (] H.

H subinel al lui L
H>oKu{é,,....0,}
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2°. In extinderea R 2 Q, fie 6, =2 si o, =/3.
Q[V23]={r(v2.3)|f ex. 11} =
={a+b\/§+c 3 +dx/g|a,b,c,d EQ}.

Daca notdim M =1{6,,....,6,} — L, unde L o K este o extindere de
corpuri, atunci in loc de K[4,,...,0,] vom scrie K[M]. Se observa ca
dacd M, si M, sunt doud submultimi finite ale lui L iar M, c M,,
atunci K[M,]c K[M,].

Constructia de mai sus poate fi extinsa la cazul unei multimi in-

finite.
Fie L o K o extindere de corpuri §i M < L. Definim:

4 KiM]= ] KIM']
M Foits

1.4. Propozitie. Fie L © K o extindere de corpuri si M < L.
K[M] definit de (4) este un subinel al lui L care include K U M.

Demonstratie. Din (4), rezulta imediat K[M ] oK U M.

Daca b,,b, € K[M], atunci existad submultimile finite M, si M,
ale lui M, astfel incat b, € K[M,], i€l,2.
Cum K[M,]c K[M, UM,], pentru iel,_2, rezulta:

b —b,,bb, e KM, UM, K[M].

Prin urmare, K[M ] este subinel al lui L. mi

1.5. Definitie. Fie L © K o extindere de corpuri si M c L.

K[M] definit de (4) se numeste subinel generat de multimea M
peste corpul K.

Din relatia de definitie (4), rezultd si faptul ca subinelul K[M]
este cel mai mic dintre subinelele Iui L care includ KU M. Prin
urmare:

KM= (] H.

H subinel al lui L
HoKuM
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Tot din relatia (4) rezulta si relatia:
(5) K[M]= {f(el,...,e,,) neN".0,...0,eM,f eK[Xl,...,Xn]}.

2. Corp de adjunctionare

Constructia din acest paragraf este asemanitoare celei de la 1.
Deosebirea este aceea ca in loc de subinele vom considera sub-

corpuri.

Fie L © K o extindere de copuri si 8 € L.

Orice subcorp al lui L care include K {f}, va contine si ex-
presii de forma

(M) 19

g(0)

unde f,geK[X] si g(8)=0.

Notdm

3f.g€K[X], g(0)#0, b:@}:
g(0)

Q) K@= {b el

_1/0
_{g(g) |f.g eK[X], g(0) = 0}.

2.1. Propozitie. K(6) este un subcorp al lui L care include
Kui{b}.

Demonstratie. Din (2), rezultd cd multimea K () este corpul de
fractii al inelului K[@]. In particular, K(#) 2 K[0]. o

2.2. Definitie. Fie L o K o extindere de corpuri si 8 € L. K(0)
definit in relatia (2) poarta numele de corp de adjunctiune a lui 0

laK.
Din comentariile de la inceputul paragrafului, rezulta:
K(0) este cel mai mic dintre subcorpurile lui L care includ

K u{6}. Prin urmare,

(3) K@= () H

H subcorp al lui L
HoKu{d}
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Exemplu. in extinderea R o Q, pentru 0= J2:

Q(ﬁ)={%‘a,b,c,d eQ, c+d\/§¢0}:

={u+v\/§|u,ve(@} =Q[\/§].
2.3. Definitie. Se spune ca extinderea LK este simpli daca

exista O e L astfel incat L= K(0). Elementul 0 din aceasta egali-

tate se numeste element primitiv al extinderii.
Extinderea C >R este simpld deoarece C=R(i). Un element

primitiv al extinderii este numarul complex i. Mai exista si alte ele-
mente primitive ale extinderii ca: —i, 1+1i, etc.
Extinderea K(X)2 K, K corp comutativ, este tot o extindere

. 1 .. o
simpld, X, 1- X, 5% fiind elemente primitive ale sale.

Fie L oK o extindere de corpuri si 6,,...,6, € L. Notdm

1(,--.6,)

4) K(6,,...0,) =
&) K(6,--6) {g(el,---,en)

|f,g eK[X,,...X,].2(6,,....0,) # O}.
Din (4), rezultd cd multimea K(6,,...,0,) este corpul de fractii al
inelului K[4,...,0,]. K(6,,...,6,) poartd numele de corp de adjunc-
tionare a elementelor 0,,...,0, la K.
Tot din relatia (4) rezulta: K(6,,...,0,) este cel mai mic dintre
subcorpurile lui L care includ KU {6,,...,0,} si
K@,..0)= () H.

H subcorp al lui L
H2oKuig,,....0,}

Notand M =1{6,,...,6,}, vom scrie si K(6,,...,0,) = K(M).
Daca M, si M, sunt doud submultimi finite ale lui L iar M, c M,
atunci K(M ) < K(M,).

2.4. Definitie. Se spune ca extinderea LK este de tip finit,
daca exista o submultime finita M a lui L, astfel incat L =K(M).
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Fie L o K o extindere de corpuri §i M o submultime oarecare a
lui L. Definim:

(5) Ko=) k).
M'cM
M' finita
2.5. Propozitie. Fie L © K o extindere de corpuri si M L.
K(M) definit de (5) este un subcorp al lui L care include K U M.
Demonstratie. Din (5), rezulta imediat K(M)2> K U M.
Daca b,,b, € K(M), atunci existd submultimile finite M, si M,
ale lui M, astfel incat b, e K(M,), iel,2.

Cum K(M,)c K(M, VU M,), pentru iel,2, si KM, UM,) este

corp, rezulta:
b —b,, bb,, b~ (b £0)e K(M, UM,) = K(M).

Prin urmare, K(M) este subcorp al lui L. mi

2.6. Definitie. Fie L o K o extindere de corpuri i M < L.
Corpul K(M) definit de relatia (5) se numeste corp de adjunctio-
nare a multimii M la K.

Din (5) si din propozitia 2.5., rezulta:

e K(M) este cel mai mic dintre subcorpurile lui L care includ

KuM.
« KM= () H.
H subcorp al lui L
HoKuM

e K(M) este corpul de fractii al lui K[M].
2.7. Propotzitie. Fie L © K o extindere de corpuri si M|, M,
submultimi ale lui L. atunci:
a)Daca M, cM,, atunci K(M,)c K(M,);
b) K(M, OM,)=K(M,)(M,).
Demonstratie. a) rezulta direct din definitia 2.4.
b) Din M, c M, UM,, conform a), K(M,)c K(M, uM,). Cum si
M,cM OM,, iar K(M )(M,) este cel mai mic subcorp al lui L
care include K(M,)UM,, rezulta K(M,)(M,)< K(M, U M,).
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Reciproc, din K UM, UM,)c K(M,)(M,), rezultd celalata in-
cluziune: K(M, U M,)c K(M)(M,).
Prin urmare, K(M,)(M,)=K(M,vM,). O

3. Gradul unei extinderi. Extinderi finite

Fie L o extindere a corpului K. L poate fi organizat in mod natural
cu o structurd de spatiu vectorial peste K, astfel:
- grupul abelian (L,+) este grupul subiacent al corpului (L,+,-);
- legea de compozitie externa
KxL—>L, (a,x)—>ax, aek, xel,

este restrictia operatiei multiplicative
LxL—L, (a,b)—>ab, a,belL.
Din axiomele structurii de corp a lui L, rezulta:
a(x+y)=ax+ay,
(a+b)x=ax+bx,
a(bx) = (ab)x,
Ix =x,
oricare ar fi a,b € K si oricare ar fi x,y € L.

]Peci, L este spatiu vectorial peste K.

In spatiul vectorial L, se poate vorbi despre dimensiune.

3.1. Definitie. Fie L o K o extindere de corpuri. Dimensiunea
spatiului vectorial L se numeste grad al extinderii L © K si se no-
teaza [L: K. Se spune ca extinderea L o K este finitd daca gradul
sdu este finit:

[L:K]=dim ;L =n<oo.
In caz contrar, extinderea L > K este infinitd si se noteaza
[L:K]=o0.

Extinderea K o K, unde K este un corp comutativ oarecare, este
finita si are gradul [K : K]=1. Intr-adevar, {1} este evident o bazi in
K, deci dim K =1. Reciproc, din dim L =1 si ind, {1} rezulta
cd {l} esteobazdin L, deci L= {a-1|a eK} =K.
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Extinderea C>R este finita si are gradul 2. Este suficient sa

aritam ci {1,i} este o bazi a spatiului vectorial ,C. Intr-adevar,
VzeC, 3! a,beR, astfel incat z=a-1+b-i.

Deci, [C:R]=dim, C=2.

Extinderea K(X)> K este infinitd (K este un corp comutativ
oarecare). Este suficient sa observam ca multimea

{LX,X2 X0,

este liniar independenta peste K.

3.2. Propozitie. Orice extindere finita este o extindere de tip finit.
Demonstratie. Fie L > K o extindere finitd de grad n=dim , L.

Fie (e,...,e,) obazd alui , L. Au loc relatiile:
L= {Za,.e,. ‘ai ek, iel,_n} cK(e,....,e,) = L.
i=1

Rezultd L =K(e,,...,e,), deci L © K este o extindere de tip finit. O

Se observa ca reciproca propozitiei 3.2. nu este adevaratd. Extin-
derea K(X)2 K (K corp comutativ) este o extindere de tip finit,

chiar simpld, dar nu este extindere finita.

3.3. Propozitie. (tranzitivitatea extinderilor finite) Fie extinde-
rile de corpuri E 2 L §i L oK. Extinderea E 2 K este finita daca
si numai dacd extinderile E > L si L > K sunt finite. In acest caz:

[E:K]=[E:L][L:K].

Demonstratie. Sa presupunem ca extinderea £ D K este finita.
Deci, dim . E =n <co. Deoarece L este subspatiu al lui £, dim L
este finita, deci L o K este extindere finitd. Orice baza (finitd) a lui
« E este un sistem de generatori al lui , £, decisi £ D L este extin-

dere finita.
Reciproc, presupunem ca £ > L si L © K sunt finite.

Fie [E:L]=p=dim E si (y,..,y,) obazaalui  E.
Fie [L:K]=q=dim, L si (x,,...,x,) obazdalui , L.
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Fie z e E. Deoarece (y,,...,y,) obazd alui  E, existd b,,...,b, € L,

astfel incat:
)4
(1) z=) by,
j=1

Din bj el, jeﬁ si (xl,...,xq) baza in L, rezultd cd existd

a;,.-»a, €K, astfel incat

@) by =2 a;%;.

Inlocuind (2) in (1), rezulta:
P 4
z=2.24,%;
j=1 i=1

Prin urmare, (x,. Y; )iei formeaza un sistem de generatori in  E.
Jeblp

Fie ¢, €K, iel,q, jelp astfel Incat:

q p
3) Zch.jx[yj =0.
i=l j

J=1
Relatia (3) se mai poate scrie:

(4) i(fcaxijj =0.

j=1
q _
Deoarece Zcijxi el, jelLp st (»,..,y,) este o bazd in  E,

i=1
rezulta:

q I
(5) zcijxi =0, jel,p.
i=1

Din ind(x,,...,x,) sidin(5), rezultd ¢, =0, iclgq, jelp.

Prin urmare, ind (x[ y; )iei si, In final, (x[ y; )ieg formeaza o baza
jel,p Jjel,p
in  E. Inparticular, £ © K este extindere finita si

[E:K]=dim, E=pg=[E:L][L:K]. O
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3.4. Propozitie. Fie L © K o extindere finita, de grad n. Atunci:
cardL =(cardK)".
Demonstratie. Fie (e,,...,e,) o bazd a lui ;L. Pentru orice yeL
existd si sunt unici ¢,,...,c, € K astfel incat y:Zc,.el.. Rezulta ca

i=1
aplicatia

n
K"—>L, (¢,....c,) > ch.e,.
i=l1

este o bijectie. Prin urmare, cardL =(cardK)'. o

4. Elemente algebrice si elemente transcendente

Fie L o K o extindere de corpuri si € € L. Relatia (2) din IIL.1.,
sugereaza definirea unei aplicatii:

(1) u,: K[X]— K[0],

@) u,(f) = f(0), Vf eK[X].

Daca f,g e K[ X], atunci:

uy(f +8)=(f +8)O) = f(0)+g(O) =u,(f) +u,(g),
1y (f2)= (f2)(0) = £(0)(0) =, (f )y (8)-

Prin urmare, u, este un morfism de inele. Din aceeasi relatie (2),
II.1., rezultd ca morfismul u, este surjectiv.

Vom considera in continuare doua cazuri, dupa cum u, este sau
nu injectiv.

Cazul 1. Morfismul u, este injectiv. Afirmatia este echivalenta
cu Keru, =(0) sau cu a spune ca singurul polinom f'din K[X] pen-
tru care u,(f) =0 este polinomul nul.

4.1. Definitie. Fie L oK o extindere de corpuri si @€ L. Se
spune ca elementul 0 este transcendent peste K (sau algebric inde-

pendent peste K) daca:
VfeK[X], f()=0= f=0.
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In general, demonstrarea transcendentei unui element este dificila
si vom reveni asupra acestei probleme in II1.10.

Numarul real 7 (raportul dintre lungimea unui cerc si lungimea
diametrului sdu) este transcendent peste Q. Acest fapt a fost demon-
strat pentru prima datd de catre Lindemann in anul 1882.

Numarul real e :liig(lJr%j este transcendent peste Q. Acest
fapt a fost demonstrat pentru prima data de catre Hermite in 1873.

Cazul II. Morfismul u, nu este injectiv. Aceastd conditie este
echivalentd cu Keru, #(0), sau cu a spune cd existd polinoame ne-
nule f e K[X], astfel incat f(6)=0.

4.2. Definitie. Fie LD K o extindere de corpuri si @< L. Se
spune ca elementul 0 este algebric peste K (sau algebric dependent
peste K) daca:

If € K[ X]\{0}, astfel incat f(6)=0.

Fie ae K. Pentru ca f =X —-aeK[X]\{0}, verificd f(a)=0,
rezulta ca a este algebric peste K.

Numirul v/2 €R este algebric peste Q. Intr-adevir, exista poli-
nomul /=X -2eQ[X]\{0} cu f(+2)=0.

_ Orice numar complex este algebric peste corpul numerelor reale.
Intr-adevér, daca x=a+bieC, a,beR, atunci:
f=X>=-2aX +a*+b* eR[X]\{0} si f(x)=0.

Fie @€ L, arbitrar ales, algebric peste K. Deoarece Keru, # (0)

este ideal in K[X'] iar K[X] este inel principal, Keru, este un ideal

principal, generat de un polinom nenul. Acest generator este unic de-
terminat daca punem in plus conditia ca el sa fie polinom unitar.
4.3. Definitie. Fie 6 un element algebric al extinderiiL D K.

Numim polinom minimal al lui 6 peste K un polinom p, < K[X]
care satisface conditiile:

a) p,(0)=0;

b) VfeK[X], f(0)=0=p,|[;
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¢) p, este polinom unitar.
Conditiile a) si b) aratd ca p, este un generator al lui Keru, iar

conditia ¢) determind p, in mod unic.
Pentru 0=2eR > Q, polinomul minimal al lui V2 peste Q
este p; =X —2eQ[X]. Intr-adevar, p;(v2)=0. Fie feQ[X]

pentru care f(ﬁ):O. Atunci f(—\/a)zO si
(x=V2)(x+v2)=x"-27.

Pentru un numér complex z=a+bi cu b#0, polinomul mini-
mal al lui z peste R este p. = X° —2aX +a’ +b* e R[X]. Se verifi-
cd p.(z)=0. Fie f eR[X], astfel incat f(z)=0. Atunci f(;) =0.
Prin urmare, (X—z)(X—;) =X*-2aX+a*+b*|f.

Conditia b) din definitia 4.3. aratd ca polinomul minimal al
elementului @, algebric peste K, este de grad minim printre polinoa-

mele nenule cu coeficienti in K care admit pe 6 ca radacina.
4.4. Propozitie. Fie 6 un element algebric al extinderii L 2 K.

Polinomul minimal p, al lui @ peste K este ireductibil in K[ X].
Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, cd p, este
reductibil peste K. Exista g,h e K[X] astfel incat:
p,=8h, d'g<d’p, sidh<d’p,.
Din 0= p,(0)=g(0)h(0) rezulta g(0)=0 sau h(d)=0, contradic-
tie cu faptul ca p, este de grad minim printre polinoamele nenule cu

coeficienti in K care admit pe 6 ca radacina.
Se poate da si o alta demonstratie care pune in evidenta si alte
aspecte. Sa aplicim teorema fundamentald de izomorfism morfis-

mului surjectiv de inele u, din (1), tindnd seama ca Imu, = K[0] si
Keru, =(p,). Rezulta:
3) K[X1/(py) = K[0].
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Cum K[#], ca subinel al corpului comutativ K, este domeniu de in-
tegritate, din (3) rezultd ca (p,) este ideal prim nenul al lui K[X].
Astfel, p, este polinom ireductibil in K[X]. m]

4.5. Propozitie. Fie L © K o extindere de corpuri, 8 € L §i fun
polinom ireductibil si unitar din K[ X] astfel incat f(0)=0. Atunci,
S =p,

Demonstratie. Din ipoteze si din conditia b) a definitiei 4.3.
rezultd p, | f. Deoarece f este ireductibil si p, #1, rezulta p, ~ f.
Cum ambele polinoame sunt unitare, rezultd f = p,,. O

4.6. Propozitie. Fie L © K o extindere finita si 6 € L. Atunci, 6
este algebric peste K.

Demonstratie. Fie [L:K]=dim ,L=n<o0. Cele n+1 elemente
1,0,6°,...,0" € L sunt liniar dependente peste K. Prin urmare, existi

¢, e K, i€0,n, nu toate nule astfel incat:
4) ¢y l+e@+c,@ +..+c,0" =0

Fie f= ZC[X,. € K[X]\{0}. Din relatia (4) rezulta f(8)=0 si
i=0

astfel @ este algebric peste K. O
4.7. Propozitie. Fie L o K o extindere de corpuri si @€ L un
element algebric peste K. Atunci:

a) K[0]=K(0);
b) Extinderea K(0) > K este finita si [K(0):K]=d"p,, unde
p, este polinomul minimal al lui 6 peste K.
Demonstratie. a) Revenim la relatia (3) din demonstratia propo-
zitiei 4.4.:
3) K[X1/(py) = K[0].
Deoarece polinomul p, este ireductibil in inelul principal K[.X],
idealul (p,) este maximal si, ca urmare, K[X]/(p,) este corp.
K[0] este astfel corp si coincide cu corpul sau de fractii K(6).

Pentru a demonstra b), fie n =d"p,. Este suficient sa aratam ca:
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(5) {1.0.6....6""}
formeazd o bazd in  K(6). Fie be K(0)=K[0]. Exista atunci f din
K[X] astfel incat b= f(6). Deoarece p,#0, existd si sunt unice
q,r € K[X] astfel incat f'=p,q+r si d'r<d’p,=n.
b=f(0)=q@)p,(0)+r@)=r@)=a, +ab+..+a, 0"
unde a,,a,,...,a, , € K. Rezulta ca (5) este un sistem de generatori in
«K(0). Fie ¢,,c,,....,c, , € K astfel incat

(6) 0 =o.
i=0

n—1
Notam g = Zc,.X,. € K[ X]. Din (6) rezulta ca g(8)=0. Deoare-

i=0

ce d'g<d’p, si p, este de grad minim printre polinoamele nenule

care admit @ ca radacind, rezultd g=0. Deci, ¢, =0, i€0,n—1 si
elementele (5) sunt liniar independente peste K. Prin urmare, (5) este
o bazd in , K(6). Atunci, extinderea K(6) 2 K este finita, de grad
n=d’p,. O
4.8. Propozitie. Fie L o K o extindere de corpuri §i @ €L un
element transcendent peste K. Atunci:
K[0]=K[X].
In particular, extinderea K(0) o K este infinitd.
Demonstratie. Deoarece € este transcendent peste K, morfismul
(1 u, : K[X]— K[0],
) uy(f)=f(0), Vf € K[X]
este un izomorfism de inele. Pentru ca
uy(cf) =(fNO)=cf (O) = c-uy(f), YVceK, Vf eK[X]
este si un izomorfism de K-spatii vectoriale. Atunci,
dim , K[f]=dim , K[ X]=co.
Cum K[6@] este subspatiu al spatiului vectorial , K(&), rezulta
dim K(8) =00 sideci K(0) 2 K este extindere infinitd. O
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4.9. Consecinta. Fie L DK o extindere de corpuri §i 0,...,0,

elemente din L, algebrice peste K. Atunci:
a) K[6,...01=K(,,...,.0,);
b) K(b,....,60,) D K este extindere finita.

Demonstratie. Rationdm prin inductie dupa n. Pentru n=1, afir-
matiile rezulta din propozitia 4.7. Presupunem a) si b) adevarate pen-
tru orice n elemente algebrice peste K, n>1.

Fie 0,,...,0,,0, ., € L algebrice peste K. Conform ipotezei de inductie,
K[b,...0 1=K (0,,...,0,) siextinderea K(6,,...,0,) o K este finita.

Din 6, algebric peste K rezulta 6 , algebric peste K(6,...,6,)

si, conform 4.7.,

@) K[6,....,6,116,.,1=K(@6,,....6,)8,.,) si
(®) K(@,....0,)0,.)2K(b,...,0,) este extindere finita.
Rezulta:

K16,....0,.0,,1=K[6,.....6,16,.,1= K(6,.....6,)[6,.,]1=
=K(6,...0,)0,.)=K(@8,...6,,0..).

Din ipoteza de inductie b) si din (8), rezultd ca K(4,,...,6,,0,,,) 2K
este extindere finita. o

Notiunea de dependenta algebrica poate fi extinsd la un numar
oarecare de elemente.

4.10. Definitie. Fie L D K o extindere de corpuri si 6,,...,0, ele-
mente din L.

Se spune ca elementele 0,,...,0, sunt algebric dependente peste
K daca existd f e K[X,,..,X,1\{0} astfel incit f(6,,...,0,)=0. In
caz contrar, spunem cd elementele 6,,...,0, sunt algebric indepen-
dente peste K.

Se spune ca multimea M c L este algebric dependenti peste K

daca exista o submultime finita a lui M, algebric dependenta peste K.
In caz contrar, se spune ci M este algebric independentii peste K.

Pentru orice numar real a, numerele reale sina si cosa sunt
algebric dependente peste Q. Intr-adevar, pentru
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(X, X,)=X"+X,"-1eQ[X,,X,]\{0},
f(sina,cosa)=0.
Fie L © K o extindere de corpurisi M c L.
Daca M este algebric dependentd peste K si M, c L, M, DM,
atunci M, este algebric dependenta peste K.
Daca M este algebric independentd peste K si M, c M, atunci
M, este algebric independenta peste K.

5. Extinderi algebrice si extinderi transcendente

5.1. Definitie. Fie L oK o extindere de corpuri. Se spune cd
Lo K este extindere algebricd daca orice element al lui L este
algebric peste K. In caz contrar, se spune ci LD K este extindere
transcendentd.

Extinderea C >R este o extindere algebrica deoarece orice nu-
mar complex este algebric peste R.

Extinderea R > Q este transcendentd deoarece existd numarul
real 7 care este transcendent peste Q.

5.2. Propozitie. Daca LK este o extindere finitd, atunci
extinderea L D K este algebrica.

Demonstratie. Rezulta direct din 4.6. mi

5.3. Propozitie. (tranzitivitatea extinderilor algebrice) Fie ex-
tinderile de corpuri E D L si L D K. Atunci, extinderea E 2 K este
algebrica daca §i numai daca extinderile E > L §i L D K sunt alge-
brice.

Demonstratie. Sa presupunem ca extinderea E D K este alge-
brica. Atunci, orice element al lui E este algebric peste K. In parti-
cular, orice element al lui L este algebric peste K, deci L > K este
extindere algebrica. Fie 0 € E. Cum E o K este extindere algebrica,
existd un polinom nenul f e K[X]c L[X] astfel incat f(8)=0.
Prin urmare, € este algebric si peste L, deci £ o L este extindere
algebrica.
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Reciproc, sa presupunem ca extinderile £ > Lsi L o K sunt al-

gebrice. Fie 8 € E. Din @ algebric peste L rezulta ca exista
f=a,+aX+..+a X" el[X]\{0}

astfel incat f(8)=0. Deoarece a,,a,,...,a, € L sunt algebrice peste

K, rezulta, conform 4.9., ca extinderea:

(1) L'=K(a,,a,,...,a,) 2K
este finitad. Evident, & este algebric peste L. Conform 4.7., extin-
derea:

) L@l
este finitd. Din relatiile (1), (2) si din propozitia 3.3., rezulta ca extin-
derea L'(f)2 K este finita, deci algebrica, conform 5.2. Astfel, 8
este algebric peste K. Cum & este un element oarecare din £, rezulta
cd E o K este extindere algebrica. O

5.4. Propozitie. Fie L © K o extindere de corpuri si

3) L'= {9 € L|9 este algebric peste K} .

Atunci, L' este subcorp al lui L, care include K.

Demonstratie. Dacd a € K, atunci a este radacina polinomului
nenul /=X —ae K[X] si a este algebric peste K. Rezulta K < L'.
Fie acum «,f € L'. Conform 4.9., extinderea K(«, ) o K este fini-
ta. Conform 5.2., ea este si algebrica. Prin urmare, orice element x
din K(a,p) este algebric peste K. Din «,f e K(a,p) si K(a,pf)
subcorp al lui L, rezultd cd a— B, aff si o' (daci a #0) apartin
lui K(a,f). In particular, a— B, af si a' (daci a #0) sunt al-
gebrice peste K, deci apartin lui L'. Rezultd ca L' este subcorp al lui
L. m]

Fie L o K o extindere de corpuri si L' subcorpul definit in (3).
Se pot cauta elemente ale lui L, algebrice peste L'. Vom arata ca nu
se mai obtin elemente noi.

5.5. Propozitie. Fie L © K o extindere de corpuri si L' subcor-
pul definit de relatia (3). Daca O €L si 6 este algebric peste L',
atunci e L.
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Demonstratie. Din @ algebric peste L' rezultd ca L'(6) 2 L' este
extindere finita, deci algebrica. Extinderea L'> K este algebrica,
conform definitiei lui L. Din 5.3., rezulta cd L'(#) 2 K este alge-
brica. Prin urmare, € este algebric peste Ksi e L. mi

Ultima propozitie justificad urmatoarea definitie.

5.6. Definitie. Fie L D K o extindere de corpuri. Multimea L' a
elementelor lui L, algebrice peste K se numeste inchidere algebricd
aluiKin L.

Din definitie, rezulta ca extinderea L > K este algebricd daca si
numai daca L coincide cu inchiderea algebricé a lui K in L.

6. Proprietati ale radacinilor polinoamelor

Notiunile de element algebric si element transcendent s-au degajat
in paragrafele anterioare in functie de proprietatea acestora de a fi
sau nu radacini ale unor polinoame nenule cu coeficienti intr-un corp
de bazi K. In paragrafele urmitoare vom urmdri problema inversa.
Fiind dat un polinom f € K[X], K corp comutativ, are f radacini in
K? Daca da, atunci cat poate fi numarul acestora? Daca nu, atunci
existda o extindere L a lui K in care f are radacini? O parte din rezul-
tate raman adevarate chiar pe un cadru mai general al polinoamelor
cu coeficienti intr-un inel comutativ.

Este cunoscut rezultatul:

6.1. Propozitie. Fie A un inel comutativ §i unitar. Fie f € A X]
si ae A. Atunci:

a) Restul impartirii lui fla X —a este egal cu f(a);
b) X —a| f daca si numai daca a este raddacina a lui f.

Daca a este o radacind a lui f € A[X], conform b), existd g in
A[X] astfel incat f =(X —a)g. La randul sau, g poate avea radaci-

na a. In acest caz, (X —a)*| f. In general, este posibil si avem rela-
tia (X —a)'| f, k>2. Totusi, k<d"f.
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6.2. Definitie. Fie A un inel comutativ si unitar, f € A[X],ae€ A

si keN". Se spune ca a este radacina multiplia de ordin k a lui f
daci (X —a)* | f si (X =a)"" | f.

Daca a este o radacind multipla de ordin £ a lui £, rezultd ca exista
g € A[X], astfel incat ' =(X —a)'g. Se observi ci g(a)#0 deoa-

k+1

rece g(a)=0= (X —a)"" | f, contradictie.

Reciproc, daci f =(X —a)* g si g(a)#0, atunci a este o radici-
na multipld de ordin & a lui f.

Deci, conditia:

f=(X-a) g siga=0

este o conditie necesara si suficientd ca a sa fie rddacina multipla de
ordin k pentru f.

6.3. Propozitie. Fie A un inel integru, f,ge A[X] si ae A.

Daca a este raddcina de ordin k pentru f si de ordin [ pentru g,
atunci a este radacina multipla de ordin k +1 pentru fg.

Demonstratie. Existd f,,g, € A{X] astfel incat f=(X—-a)"f,
g=(X-a)g si fi(a)20, g (a)=0. Rezulta:

fe=(X-a)" fig, si (fig)(a)= f(a)g,(a) 0.

Prin urmare, a este radacina multipla de ordin &k +/ pentru fg. o

Propozitia 6.3. rimane adevarati si pentru k=0 sau /=0. In
acest caz, prin a este radacina de ordin 0 pentru f vom intelege cad a
nu este radacina pentru f.

6.4. Propozitie. Fie A un inel integru si f € A[X]. Daca a;, € A
este raddacind de ordin k, pentruf, ie I,_r (a,,...,a, distincte), atunci
exista g € Al X] astfel incat:

f=(X-a)" (X ~a)g.
Demonstratie. Rationam prin inductie dupd r. Pentru » =1, afir-

matia rezulta din definitia 6.2.
Presupunem afirmatia adevarata pentru o valoare »—1, »>1. Fie

a,....a, ,a, €A, radacini multiple de ordine %,,...,k, .k, respectiv.
Conform ipotezei de inductie, existd 4 € A[ X] astfel incat:
99



f=(X-a)".(X-a_)"h

Din f(a,)=0 si 4 inel integru, rezultd h(a,)=0. Fie k ordinul
de multiplicitate al lui a, pentru 4. Deoarece a, nu este radacina
pentru (X —a,)"...(X —a,_)", conform 6.3., rezulti ci a, este ra-
dacind multipla de ordinul &k pentru /. Deci, k =k, . Rezulta:

h=(X-a)gsi f=(X-a)"..(X-a,_)"(X-a) g o

Convenim ca, atunci cand numaram radacinile unui polinom, fie-
care radacind multiplad sd o socotim de atatea ori cét este ordinul sau
de multiplicitate.

6.5. Propozitie. Fie A un inel integru si [ € A{X]\{0}. Atunci f
are in A cel mult atdtea raddcini cat este gradul sau.

Demonstratie. Cu notatiile din propozitia 6.4., daca a,,...,a, sunt

toate radacinile din 4 ale lui f, de ordine de multiplicitate k,...,k,,
atunci k, +...+k <d'f. O

Se poate observa ca propozitia 6.5. nu mai raméne adevarata daca
A nu este inel integru. Astfel, pentru polinomul f = X’ ~le 74 X]

obtinem: f(l) 0, f(3) 0, f(5) 0, f(7) 0.
Fie 4 un inel comutativ si unitar si f = Za X' e A X].

i=0
Polinomul

Df = Zn:ia[Xi"l
i=l1

poartd numele de derivata formald a polinomului f.
Urmand notatiile de la analiza matematica, vom nota Df = .

Prin calcul direct, rezulta:
D(f +g)=Df +Dg, D(cf)=cDf,
pentru orice f,g € A X] siorice ¢ € A. Folosind relatia:
DX =(@i+ )X =(DX)X + X' (DX'),
se deduce si

D(fg)=(Df)g+ f(Dg), Df" =nf""(Df),
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pentru orice f,g € A[X] siorice neN.

Derivata formala are un rol important in studiul radacinilor mul-
tiple.

6.6. Propozitie. Fie A un inel integru de caracteristica zero. Fie
feAX]. Daca ae A este radacina multipla de ordinul k pentru f,

k >1, atunci a este raddcind multipld de ordinul k —1 pentru f’.
Demonstratie. Din ipotezi, rezulti f =(X —a)* g si g(a)#0.
f=k(X-a)"'g+(X-a) g =(X-a)"" [kg +(X - a)g'].
Daci notam 4 =kg + (X —a)g’, atunci f'=(X —a)* "' h. Deoarece 4
este inel integru de caracteristicd zero, /(a)=(k-1)g(a)=0. Deci, a

este radacind multipla de ordinul k-1 alui f'. o

6.7. Consecinta. Fie A un inel integru de caracteristica zero. Fie
feAX]. Daca aec A este radacina multipla a lui f, de ordin k, cu

k>1, atunci: f(a)= f'(a)=..f*"(a)=0 si f*(a)=0.

Facem observatia ca pentru inele de caracteristica diferita de zero,
daca a este radacina de ordinul & pentru /', atunci a este radacina si
pentru /', fara a mai putea preciza ordinul sdu de multiplicitate.
Astfel, in Z,[X], polinomul f =X*—1=(X —1)’ are radacina tripla
a:i, dar /'=0.

Totin Z,[X], polinomul g=X"* - X = X(X - i)3 are radacina tripla
a=1 si g'=f=(X —i)3 are din nou pe 1 radicina tripla.

Din calculele facute In demonstratia propozitiei 6.6., rezulta ca

pentru un inel integru A4, de caracteristica nenuld, daca a este
radacind multipld de ordinul £ a lui f € A[X], atunci f'=0 sau a

este radacind a lui /', de ordin >k —1.

6.8. Propozitie. Fie A un inel integru si fe A X], d'f>1.
Daca f are o radacina multipla in A, de ordin mai mare decadt 1,
atunci (f, f")+1. Reciproc, daca (f,f")~d, d°'d>1 sid are ra-
ddcini in A, atunci f are radacini multiple in A.
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Demonstratie. Daca a este o radacina multipla de ordinul £ >1, a
lui £, atunci
X =a) | f" 51 (X =)' | £, deci (X —a)' ' [(f, /) 1.
Reciproc, fie ae€ A4 o radacina a lui d ~(f,f’). Din f(a)=0,
rezultd f=(X —-a)g, ge A X].
Cum f'=g+(X —-a)g' si f'(a)=0, se obtine g(a)=0, deci exista
he A[X), astfel incat g =(X —a)h. In final, f =(X —a)*h sia este
radacina multipld a lui fde ordin > 2. mi
6.9. Propozitie. Fie B un inel integru si A un subinel al sdu.
Fie f = ic,.Xi, n =1 un polinom care are toate radacinile a,,...,a,
i=0
in B (simple sau multiple). Atunci,
c (o +a,+..+a,)=—c,,
c (oo, +ao,+..+a, a,)=c,,

(1

c,a,a,..a,=(-1)"c,.
Demonstratie. Din propozitia 6.4., rezulta:
S =¢,(X—a)(X-a,)).(X-a,)=
=c X"—c(a +a,+.+a)X"" +
+e, (aa, +aa, +..+a, a)X" " —. .+ (=) caa,.aq,.

Comparand cu expresia lui f, rezulta relatiile (1) numite relatiile
lui Viete. o

6.10. Consecinta. Fie K un corp comutativ si f € K[ X] un poli-
nom de grad n>1. Fie L o extindere a lui K in care f are toate rada-
cinile a,,...,a,. Atunci, iai, z aa;, .., aa,..a, K.

i=1 I<i<j<n

Demonstrafie. Dacd f =Y ¢, X' € K[X], din (1), rezulta:

i=0

n

e _ =
da=——c,c ek, Y aa =c . €k,..,
i=1

1<i<j<n

102



aa,.a,=(-1)cc'eK. O

6.11. Consecinta. Fie K un corp comutativ si f € K[X] un poli-
nom de grad n>1. Fie L o extindere a lui K in care f are toate rada-
cinile a,,...,a,. Fie g€ K[X,,...,X, ], un polinom simetric. Atunci,

g(ay,....a,)eK.

Demonstratie. Din teorema fundamentald a polinoamelor sime-
trice, rezultd cd exista he K[X,...,X, ], astfel incat g =h(s,,...,s,)
unde s,,...,s, sunt polinoamele simetrice fundamentale.

Conform 6.10.:

s(a,...a)=0+..+a, eK; s,(a,...a)= Z o, €K;...,

1<i<j<n
s (a,...,a)=a,.a, K.
Rezulta ca:
gla,,...a,)=h(s(a,,....a,),s,(a,....a,),...s (a,...a,)) e K. O

7. Corp de descompunere al unui polinom

Fie K un corp comutativ §i f € K[ X], un polinom de grad n>1.

In paragraful precedent am vazut ca daca polinomul f are rada-
cinile ¢,...,, € K, atunci f admite reprezentarea

f=aX-a)X-a,).(X-a,)
unde a € K*. Reciproc, daca f'se descompune in K[X] in produs de
factori liniari:

r=TT@x+5)

unde a,,b, €K, a,#0, iel,n, atunci f are toate radacinile in K, si

anume o, =-a,'b, ie 1,n. Prin urmare, posibilitatea descompunerii
in K[X] a unui polinom fin factori liniari este echivalenta cu exis-
tenta in K a tuturor radacinilor lui f (atitea radacini, cat este gradul
lui f). Nu totdeauna un polinom f € K[X], d°f =n=>1, are toate ra-
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dacinile in K. Se pune atunci problema géasirii unei extinderi L a lui
K, astfel incat f'sa aiba in L toate radacinile.
Consideram mai intdi cazul in care polinomul f este ireductibil si
este cunoscutd o extindere L a lui K in care f are o radidcinad 6.
Aplicatia:
uy : K[X]1—> K[0], u,(g)=g(0), VgeK[X],
este morfism surjectiv de inele al carui nucleu este Keru, =(p,), cu
P, polinomul minimal al lui 8. Deoarece f este ireductibil in K[.X]
si f(0)=0, rezulta f ~ p,. Deci, Keru, =(f). Din teorema funda-
mentala de izomorfism pentru inele, rezulta ca exista un izomorfism:
v:K[X]/(f)— K[0], v(g)=g(0), VgeK[X]

In particular, v()A( )=6. Dar K[X]/(f) poate fi construit chiar

fara a cunoaste extinderea L 1n care f are o radacina.
7.1. Lema. Fie K un corp comutativ §i [ € K[X], un polinom

ireductibil. Atunci, L=K[X]/(f) este un corp, extindere finita a lui
Ksi 0= X este o raddcind a lui f.
Demonstratie. Deoarece f este polinom ireductibil si K[X] este
inel principal, (f') este ideal maximal si K[ X]/(f) este corp.
Aplicatia:
K > K[X1/(f)=L, a—>a, YaeKk,

este un morfism (unitar) de corpuri, deci este un morfism injectiv.
Prin acest morfism, K este izomorf cu imaginea lui. Identificand

a= Zl, Yaek,
K devine subcorp al lui L.

Sdnotdim @ =X e L. Dacd f =) aX', a,#0, atunci:

fO=Y a0 =Y aX =7 =(/)=0=0

adicd 6 este o radicini a lui /. In particular, elementul & € L este al-
gebric peste K, K[@]= K () este extindere finitd a lui K de grad egal
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cu d'p,=d"f. Elementele lui L sunt de forma g, g e K[X]. Daca

g=Y b.X’, atunci:
=0

j=0 j=0
Prin urmare, L= {g(0)|g € K[X]} =K][#] si deci L oK este extin-

dere finitd cu [L: K]=d"f. m
Daca polinomul din lema 7.1. are gradul 1, atunci [L: K]=1, deci

L =K, rezultat normal deoarece, in acest caz, radicina lui f apartine
lui K.
7.2. Teorema. Fie K un corp comutativ si f € K[ X], un polinom

de grad >1. Atunci, exista o extindere a lui K in care f are toate ra-
dacinile.

Demonstratie. Rationdm prin inductie dupa gradul lui f-

Daca n=d° f =1, atunci fare toate radacinile (una) in K.

Presupunem afirmatia adevarata pentru polinoame de grad <n,
(n>1)sifie feK[X], un polinom de grad n.

Inelul K[X] este inel factorial. Fie f,, un factor ireductibil al lui
/. Conform lemei 7.1., L, = K[X]/(f,) este un corp, extindere finitd a
lui K, in care f, are o rddacind @. Elementul 6 este si o radacina a
lui f'si, In L,[X],

f=(X-0)g, dg=n-1.
Conform ipotezei de inductie, exista o extindere L D L, in care g

are n—1 radacini (distincte sau nu). Astfel, in corpul L, polinomul f
are n radacini. i
7.3. Definitie. Fie K un corp comutativ §i f € K[X], un polinom

de grad n>1. Fie L 2K o extindere in care f are n radacini (dis-
tincte sau nu): a,,...,ca,. Corpul K(a,,...,a,) poarta numele de corp
de descompunere al polinomului f.
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Corpul de descompunere al polinomului f € K[X] este o extin-
dere minimald a corpului K peste care f se descompune in factori

liniari.

Exemple. 1°. Polinomul f'=X*+3eQ[X] are in C ridicinile
+ix/3. Prin urmare, un corp de descompunere al lui f'este:

Q(iv3,-i3)=Q(V3).
2°. Sa determindm un corp de descompunere pentru polinomul:
f=X'+ X+ X +2eZ,[X].

Mai intai, descompunem fin factori ireductibili. Deoarece f nu are
rdddcini in Z,, fnu are factori ireductibili de gradul 1.

Cautam o descompunere 1n produs de factori de gradul 2:

=X’ +aX +b)(X* +cX +d); a,b,c,d eZ,.

Efectuand produsul si tinand seama de expresia initiald a lui f; se

obtine sistemul:

a+c=1
b+d+ac=0
ad +be =1
bd =2.
O solutie a acestui sistem este a = i, b= ﬁ, c= 6, d=1. Deci,
f:(X2 +X+§)(X2 +i).
Factorul f,=X"+X +2 este ireductibil in Z,[X], astfel ca
L=7,[X]1/(f)
este un corp, extindere de gradul 2 a lui Z;, in care 6 = X este o ri-
dacind a lui f,. Dacd L'D> L este o extindere in care f, are si o a

doua radacina g, atunci 8+ = -1=2.
Prin urmare, = 2-0=2+20eL estea doua ridacini a lui I

Cercetdm dacd factorul f, = X +1 are radcini in L.
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Se stie ca elementele 1 si ¢ formeazi o bazad in L ca spatiu vec-
torial peste Z,. Dacd u+v0, u,veZ,, este o radacind a lui f,,

atunci (u +v0)’ +1=0. Efectuand calculele si tinand seama ca
0> +0+2=0,
rezulta sistemul:
ﬁv(u +v)= 0
u’ +v +1=0.
Solutiile sistemului sunt (i,ﬁ) si (i,i) Factorul f, arein L rada-
cinile 1+20 si 2+ 6.
Prin urmare, corpul L contine toate radacinile lui f:
o, §+§6, i+§6’, 2+6.
Astfel, L este corp de descompunere al polinomului f. Peste L, f se
descompune 1n factori liniari:

f:(X—e)(X—ﬁ—29)()(—1-29)()(-2-9):

Din consideratiile de mai sus, rezulta si
L={u+v0lu,veZ,|="17,(0).
Prin urmare, L este un corp cu 9 elemente.

Teorema 7.2. aratd existenta corpurilor de descompunere pentru
un polinom.

In continuare vom urmari si demonstrim unicitatea acestora.
7.4. Lema. Fie u:K — K, un izomorfism de corpuri. Fie
u:K[X]— K[X],
unicul izomorfism de inele care prelungeste u, astfel incdt
L_t(X)ZX. Fie f eK[X] un polinom ireductibil si f, =L_l(f). Fie
L>K o extindere in care f are o radacina 6. Fie L, D K, o extin-
dere in care f, are o radacina 6,. Atunci existd un izomorfism
v:K(0) - K,(6)
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care prelungeste u si astfel incat v(0)=0,.
Demonstratie. Consideram diagrama:

K[X]—Y - K[6]
;l J
u
K[X]—%—K|][6]
unde u, si u, sunt morfismele canonice. Din

(g 2u) () =10 (1) = £,8) =0,

rezulta Ker(u, o;) 2 (f). Deoarece feste ireductibil, (f) este ideal
maximal in K[X]. Cum u, ou nu este morfismul nul, rezulta:

(1) Ker(u, ou)=(f) = Keru,.
Din proprietatea de universalitate a inelului factor, rezultd ca exista
un morfism v: K[0] —> K\[6] astfel incat vou, =u, ou. Din (1) si
din u, ou surjectiv, rezultd v izomorfism.
Pentru aeK:

v(a) = v(ug (a)) =u, (;(a)) = ;(a) =u(a),
adica v prelungeste pe u. In plus,
V() =v(uy (X)) =1, (u(X)) =1, (X)=6.  ©

7.5. Lema. Fie u:K —> K, si ;:K[X]—>K1[X] izomorfismele
din lema 7.4. Fie f € K[X] un polinom de grad n>1 si f, =;(f).
Fie L > K o extindere in care f are radacinile 0,,...,0, si L, DK, o
0.

>“n

extindere in care f, are raddcinile 0, ,...
Atunci exista un izomorfism
v:K(6,...6,) > K, ....0,))
care prelungeste u §i astfel incdt (renumerotdnd eventual radacinile)
w6)=6, ieln.
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Demonstratie. Rationam prin inductie dupa ».
Pentru n=1, daci f=aX +beK[X], a#0, atunci &=—a"'b.
fi=u(a)X +u(d), 6, = —u(a) " 'u(b)=u(b).
K@)=K, K (6)=K,, v=u.
Presupunem afirmatia adevarata pentru valori mai mici decat n si
consideram d°f =n. Fie g un factor ireductibil al lui f, g, =E(g)
este un factor al lui f,. Putem presupune (eventual, printr-o renume-

rotare) cd g(6,)=0 si g,(6/)=0.
Din lema 7.4., rezulti ci existd un izomorfism v, : K(6,) — K,(6)
care prelungeste u si astfel incat v,(6,)=6, .
Fie v_l:K(Ql)[X ]—>Kl(¢9l')[X ] izomorfismul care prelungeste v, si
astfel incat v_l(X )= X. In particular, v_l extinde si izomorfismul u.
In K(O)[X], f=(X-6)h, d’h=n—1. Aplicand v, :
fi=u()=w(N)=(X =0k, h=v).

Conform ipotezei de inductie, exista un izomorfism:

!

viK(60)(6:0,) > K (8 )(0) 6,
care prelungeste v, (deci prelungeste u) si astfel Incat
wWO)=0',ie2n o

7.6. Teorema. Fie K un corp comutativ §i f € K[X] un polinom
de grad n>1. Fie K(a,,...,a,) si K(B,,....5,) doud corpuri de des-
compunere ale lui f. Atunci existda un izomorfism

viK(aey,...a,) > K(B,....5,)

astfel incat v(a)=a, VaeK i v(a,)=p,, ieln (efectudnd even-
tual o renumerotare a radacinilor).

Demonstratie. In lema 7.5., luam:

K =K siu=1,, L=K(e,,....,t,), L, =K(f,,....3))

si rezultd toate concluziile teoremei. mi
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8. Corpuri algebric inchise

Fie K un corp comutativ.

in paragraful anterior, am aritat ci pentru orice polinom f din
K[X], de grad n>1, exista o extindere L a lui K in care f are toate
radacinile. Ne intereseazd dacd existd corpuri K astfel incat, pentru
orice polinom f, sa putem lua L = K. Aceasta revine la conditia:

K contine toate elementele algebrice peste K, din orice extindere a
lui K.

Conform definitiei 5.6., inchiderea algebrica a lui K in extinderea
sa L este un subcorp al lui L format din elementele algebrice peste K.

8.1. Definitie. Fie K un corp comutativ. Se spune: K este corp
algebric inchis daca pentru orice extindere L a lui K, K coincide cu
inchiderea algebrica a sa in L.

Pentru moment, este mai usor sa dam exemple de corpuri care nu
sunt algebric inchise.

Astfel, corpul Q al numerelor rationale nu este corp algebric in-

chis. Intr-adevir, elementul J2eR D Q este algebric peste Q dar

V2¢0.

8.2. Propozitie. Fie K un corp comutativ. Sunt echivalente con-
ditiile:
a) K este corp algebric inchis;
b) VfeK[X], d°f=1=fare toate radacinile in K;
c) VfeK[X], df=21=fsedescompune in K[X] in pro-
dus de factori liniari;
d) VfeK[X], fireductibil = d° f =1.

Demonstratie. "a)=d)" Fie f e K[X], ireductibil. Fie Lo K
astfel incat da € L, f(a)=0. Elementul o este algebric peste K.
Deoarece K este corp algebric inchis, rezultd o € K.

In K[X], X—«a]f. Din f polinom ireductibil, rezulta f ~ X —«,
deci d°f =1.
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"d)y=c¢)" Fie feK[X], d"f>1. Deoarece K[X] este inel facto-

rial, f/ este produs de polinoame ireductibile (prime), care, conform
d), au gradul 1.
"¢c)=Db)" Un polinom f e K[X], de grad n>1, este, conform c),

un produs de n factori de gradul 1. Fiecare dintre acesti factori are o
radacind in K.

"b)=a)" Fie L o extindere a Iui K si @ € L un element algebric
peste K. Fie f e K[X]\{0} astfel incat f(«)=0. Conform b), rezul-

td « € K. Deci, K este corp algebric inchis. O
Putem extinde exemplele de corpuri care nu sunt algebric inchise.
Corpul R al numerelor reale nu este corp algebric inchis deoare-

ce polinomul f = X’ +1 nu are radicini in R.

8.3. Propozitie. Fie K un corp finit. Atunci K nu este corp alge-
bric inchis.

Demonstratie. Fie K ={0,1,as,...,a,}. Polinomul
f=X(X-)(X-a).(X-a,)+1
apartine lui K[X] si f(a)=1#0, Vae K. Deci fnu are radacini In
K si K nu este corp algebric inchis. O
Asa cum vom arata 1n continuare, corpul C al numerelor comple-
xe este corp algebric inchis. Toate demonstratiile acestei afirmatii fo-
losesc si rezultate de analiza matematica.
8.4. Lema. Fie f e C[X] degrad n>1 si z,€C.
Daca f(z,)#0, atunci exista he C astfel incat:
|/ (2o + )| <[ £ (2))]-
Demonstratie. f(z,+ h) admite reprezentarea:
Sz +h)=A4,+Ah+..+ AR
unde 4, €C, ie0,n. In plus, 4, = f(z,). Fie

k=min{i[l<i<n, 4 %0} si h=tif(z,)/ 4,

unde ¢€[0,1] iar 4—f(z,)/ 4, este una dintre cele k valori ale

radicalului complex.
Notam:
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B~ 4 (TGO A) « k<s<n

(2o + 1) =| f(z) =" f(2)) +1'B,, +..+1"B,| <
SA=1)f )|+ 1| B |+t 1" |B,| =| f(20)| + g(O)*
B, R[t].

unde g(t) = —|f(zo)| + t|Bk+1| o+t
Functia polinomiald g asociati lui g, g:[0,1]—> R este continua

si g(0)= —| f (zo)| <0.Rezulta ca exista ¢, € (0,1] astfel Incat
8(ty)=g(t,) <0.

Pentru hy =t,%/—f(z,)/ 4, ,

|f(Zo +h0)| S|J[(Zo)|"'g(l‘o)tok <|f(Zo)|~ o

n
- . i . .
8.5. Lema. Fie f=2al.X eC[X], a,#0. Fie sirul (z,),,, de
i=0
numere complexe astfel incdt ‘zp‘ — 0. Atunci
‘f(zp)‘—>oo (cand p — ).
Demonstratie.
n
‘f(zp)‘ =la,z, +...+alzp+a0‘=
n a 1 a 1
=|an”zp‘ I+ — L — >
a, z, a, z,
n a 1 a 1
Zan‘zp -2 —— . = —— |>w.o
@ ‘ZP‘ % ‘Zp

8.6. Teorema fundamentala a algebrei (d’Alembert - Gauss)
Orice polinom cu coeficienti complecsi, de grad >1 are cel putin o

radacina complexa.
Demonstratie. Fie feC[X], d"f=n>1. Multimea
A={f(2)||zeC}cR

este marginitd inferior. Fie m =inf 4.
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Vom ardta cd existd z, € C, astfel incat | f (zo)| =m. Existd un sir
(z,),» de numere complexe, astfel incat

(1) £z, > m.

Sa presupunem ca sirul (z,),,, este nemarginit. Exista atunci un

subsir al sau (z, ),., astfel incat

z, ‘ — o, Din lema 8.5., rezulta ca
‘f(zp )‘ — oo, contradictie cu (1).

Prin urmare, sirul (z,),,, este marginit. Fie (z, ),,, un subsir
convergent al sdu, z, — z,. Deoarece functia polinomiala jN‘ aso-
ciata lui f'este continud, f(z, ) > f(z,). Din (1) rezulta m = | f (zo)|.

Vom ardta ca f(z,)=0.

Daca f(z,)# 0, atunci conform lemei 8.4., existd 4 € C astfel Incat
| /(2o + h)| <| f(z,)| = m, contradictic.

Prin urmare f(z,)=0 siteorema este demonstratd. O

8.7. Consecinta. Fie f € C[X], un polinom de grad >1. Atunci f
are in C exact n raddcini (distincte sau nu).

Demonstratie. Rationam prin inductie dupa ».

Daci n=1, f=aX+b, a,beC, a#0. a=—a'beC este ri-
dacina a lui 1.

Presupunem afirmatia adevarata pentru polinoame de grad <n,
n>1. Fie f eC[X] de grad n. Conform teoremei 8.6., exista o € C

astfel incat f=(X-a)g, ge€C[X] si d°g=n-1. Din ipoteza de
inductie, rezulta ca g are in C n—1 radacini: «,,a,,...r,. Ca urma-
re, fare in C nradacini: o, =, ,,a5,...2,,. m

Din 8.6. si 8.7., rezultd ca C este corp algebric inchis.

Existenta unui corp algebric inchis pune 1n evidenta si alte corpuri
algebric inchise.

8.8. Propozitie. Fie K un corp comutativ si L un corp algebric
inchis, L o K. Fie
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L= {0 € L|0 algebric peste K}.

Atunci, L' este un corp algebric inchis.

Demonstratie. Conform propozitiei 5.4., L' este subcorp al lui L.
Fie f e L'[X], un polinom de grad >1. in particular, f e L[X].

Deoarece L este corp algebric inchis, f are toate radacinile in L.
Conform propozitiei 5.5., acestea apartin lui L'. Deci, L' este corp
algebric inchis. o

9. inchiderea algebrici a unui corp

Vom ardta in continuare cd orice corp comutativ are o extindere
care este corp algebric inchis.
9.1. Lema. Fie K un corp comutativ. Atunci exista K, oK, o

extindere a lui K astfel incat, orice polinom f e K[X] de grad >1
are cel putin o radacina in K,.

Demonstratie. Fie P={feK[X]‘d°fZl}. Fiecarui polinom f
din P i asociem o nedeterminatd X ,. Fie 4 inelul polinoamelor cu

coeficienti in K si in nedeterminatele (X f)f . Fie 7 idealul lui 4 ge-

nerat de multimea { f(X f)| fe P}.

Afirmam cd [ # 4. Altfel, 1! si 3f,,....f, €P, 3g,,....g, €4,
astfel incat:

(1) > & /iX,)=1

Fie L o extindere a lui II<_ in care fiecare polinom f, are o radacina

a;, iel,n. Inlocuind in (1) nedeterminatele X , cu a; sicelelalte

nedeterminate cu 0, rezultd 0 =1, contradictie. Deci, I # A.
Conform lemei lui Krull, existd un ideal maximal M, M o 1.
Fie K, = A/M, K, este corp. Aplicatia

K—>K, a>a, Vaek,
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este un morfism de corpuri, deci este un morfism injectiv. Prin acest
morfism, corpul K se identificd cu imaginea sa si devine subcorp al
lui X,.

Fie f e K[X] de grad >1. Prin urmare, f e P si f(X, )eM.
Pentru az)/(\f € K,, obtinem f(a):f()@):f(()):& m

9.2. Teorema. Fie K un corp comutativ. Atunci existd o extindere
LK, astfel incat L este un corp algebric inchis.

Demonstratie. Conform 9.1., exista o extindere K, a lui K astfel
incat orice polinom cu coeficienti in K, de grad >1, are o radacina in
K,. Presupunem construit corpul K,, pentru un anumit i>1. Con-
form 9.1., existd o extindere K, , D K,, astfel incat:

*) VieK[X], dfz21 = JaeckK,,, f(a)=0.
Obtinem in acest mod lantul de extinderi:

2) KcKc.cK cK, c..
astfel incat, pentru orice i >1, are loc proprietatea (*).

Fie L= UKI.. Pe L vom defini o structura astfel:

i=1
dacd a,f € L, atunci existd i, j e N', astfel incat o € K., pe K.
Putem presupune i < j. Atunci, a,feK,.
Definim a+ 8 si aff cain corpul K. Este usor de verificat ca

cele doud operatii pe L sunt bine definite si (L,+,-) este un corp co-
mutativ. Vom arata ca L este corp algebric inchis.
. _ j . S s
Fie f—zoan eL[X], n=1, a,#0. Este suficient sa ardtam
=

cd f are o raddcind in L. Existd i,,i,...,i, e N" astfel incat a, ek, ,
je0,n. Fie i =max {iy,i,...i,{. Atunci, f € K,[X]. Conform (*),

are oradacindin K,,, c L. O

In continuare vom cere ca extinderea L a corpului K, din teorema
9.2., sa fie si extindere algebrica.
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9.3. Definitie. Fie K un corp comutativ. Numim inchidere alge-
bricd a lui K, o extindere K o K, astfel incat:

a) K este corp algebric inchis;

b) K D K este extindere algebrica.

Corpul C al numerelor complexe este o inchidere algebrica a
corpului R al numerelor reale. Intr-adevar, C este corp algebric in-
chis si Co R este o extindere algebrica.

Fie K o inchidere algebrica a lui K. Fie L un subcorp al lui K
care include K. Deoarece extinderea K o L este algebrica, K este si
o inchidere algebrica a lui L.

9.4. Teorema. Orice corp comutativ are o inchidere algebrica.

Demonstratie. Fie K un corp comutativ. Conform 9.2., exista o
extindere L o K astfel incat L este algebric inchis. Fie

3) L'= {9 € L|9 este algebric peste K}.

Conform 8.8., L’ este corp algebric inchis. Din (3), rezulta ca extin-
derea L' > K este algebrica. Prin urmare, L' este o inchidere alge-
bricialuiK. o

In continuare urmarim sia demonstram unicitatea inchiderii alge-
brice.

9.5. Lema. Fie K un corp comutativ si L ,L, doud extinderi ale
sale astfel incat L DK este extindere algebrica si L, este corp
algebric inchis. Fie E un subcorp al lui L,, EDK. Fie u:E—L,,
un morfism de corpuri astfel incat u(a) = a, pentru orice a € K.
Atunci, exista un morfism w:L, — L, care prelungeste u.

Demonstratie. Fie

4 P= {(F,v)|F subcorp al lui L, F 2 E, v prelungeste u}

P este nevida, deoarece (E,u)e P. Daca (F},v,) si (F,,v,)€P,
atunci definim:

5)  (B.w)S(F.v,) e FCF siv, prelungeste v,

Este usor de verificat ca relatia < definitd de (5) este o relatie de
ordine. Vom arata cd multimea (P,<) este inductiva.
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Fie {(F v.)}ie[ o parte total ordonata a lui P. Notdm F =UE.. Se

%70
iel

aratd usor cd F este un subcorp al lui Z,. Definim v: F — L, astfel:

dacd a e F, existd i € I, astfel incat a € F,. Punem v(a)=v,(«).
Se aratd usor ca aplicatia v este bine definita si este un morfism de
corpuri. In plus, (F,v)e P. Este clar cd (F,v) este un majorant

pentru familia {(Fl.,vl.)} L Prin urmare, (P,<) este o multime in-

ductiva. Conform lemei lui Zorn, in P existd elemente maximale.
Fie (F;,v,) un element maximal al lui P. Vom ardtaca F, =L .

Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca existd « € L, \ F,. Deoa-
rece extinderea L, D K este algebrica, si extinderea L, D F| este
algebrica. Fie p, € F;[ X] polinomul minimal al lui a.
Fie v_O:FO[X 1= v, (F))[X] izomorfismul de inele care prelungeste
v, si v_O(X) =X. Fie ¢ =v_0(pa) eV, (F)[X]c L,[ X]. Deoarece cor-
pul L, este algebric inchis, polinomul g are o rddacina £ in L,.
Conform 7.4., existd un izomorfism v: F (a) = v,(F,)(f) < L, care
prelungeste v, si v(a)= /.
Rezulta astfel,
(E)(a),v) ePsi (Fo(a),v) > (Fo,vo),

contradictie. Deci, Fy =L, silema este demonstratd. o

9.6. Teorema. Fie L, si L, doud inchideri algebrice ale corpului
comutativ K. Atunci, exista un izomorfism w:L — L,, astfel incdt
w(a)=a, pentru orice a€ K.

Demonstratie. In lema 9.5., luam:

E=K siu:K—>1L,, u(a)=a, Vaek.

Rezultad cd existd un morfism de corpuri w:L, — L,, care prelun-
geste u. w(L,) este subcorp al lui L,, izomorf cu L. Prin urmare,
w(L,) este corp algebric inchis.
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Fie feL,.Deoarece L, DK este extindere algebrica, B este alge-
bric peste K. Fie p, e K[X]< w(L)[X] polinomul minimal al lui
B. Deoarece w(L,) este corp algebric inchis, p, are toate radacinile

in w(L,). Deci, few(L). Rezultd w(L,)=L, si ca urmare, w este
un izomorfism. Pentru orice a € K, w(a)=u(a)=a. i

10. Corpul numerelor algebrice

in acest paragraf, ne ocupam de extinderea C o Q.

10.1. Definitie. Un numar complex, algebric peste corpul nume-
relor rationale se numeste numar algebric. Un numar transcendent
peste Q se numeste simplu, numdr transcendent.

Multimea numerelor algebrice va fi notata conform relatiei (3) din
1IL.5. cu C".

Conform propozitiei 5.4., inchiderea algebrica C" alui Q in C
este subcorp al lui C care include Q.

Se spune simplu: C' este corpul numerelor algebrice.

Studiul corpului numerelor algebrice face obiectul teoriei algebri-
ce a numerelor §i printre izvoarele sale se numara si cercetarile legate
de marea teorema a lui Fermat.

10.2. Propozitie. Multimea C' a numerelor algebrice este numd.-
rabila.

Demonstratie. Are loc egalitatea:

C'={zeC[3f e Z[X]\{0}, f(2)=0}.
Daca f eZ[X], atunci vom nota cu s(f) suma valorilor absolute

ale coeficientilor lui £ Daci m,n e N, atunci notim:
R ={fenxl|df=m,s(f)=n.

Fiecare multime 77 este finita.

m,n

Pentru f eZ[X]\{0} vom nota:
A, ={aeC|f(a)=0}.
Fiecare multime 4, este finita.
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Din egalitatea:

rezultd ca C' este cel mult numarabila (o reuniune numarabila de
multimi finite este cel mult numarabild).
Cum, C'oQ, rezulta cd C' este numarabila. o

10.3. Consecinta. Multimea numerelor transcendente este nenu-
marabila.

Demonstratie. Deoarece C este nenumarabilad si C' este numara-
bila, rezultd ca multimea numerelor transcendente, C\ C’, este nenu-
marabild. O

Demonstratia faptului cad un numar complex este transcendent
este, In general, dificild. Abia in 1844, Liouville a dat un criteriu care
oferd o conditie necesard ca un numar real sa fie algebric. Numerele
reale care nu satisfac aceasta conditie sunt numere transcendente.

10.4. Criteriul lui Liouville. Fie o € R, o raddcina a unui poli-

nom ireductibil f e€Z[X], cu d°f =r>2. Atunci existd o constantd
¢ >0, astfel incat, pentru orice p,q €7, g >0, sa rezulte

o t]sc
q| 49

Demonstratie. Aratam mai Intdi ca « ¢ Q. Daca, prin reducere la
absurd, ¢ € Q, atunci X —a| f si feste reductibil in Q[ X], deci in
Z[ X]. Contradictie.

Fie p,gqeZ, q>0.

) 1 1
Daca a—£ > 1, atunci a—£ >——.
q q| 2 ¢
Sa consideram cazul |« _P <1.

q

Dind'f=rsi f{ﬁ}to, rezulta:
q
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1
2—.

5]

Fie o, = a,a,,...,a, toate rddacinile lui f(in C).

Cum f=aH(X—a,-), aeZ’, rezultd f{ﬁj:a (E—a,}.

(M

i=1 q s1\9q
Pentru i > 2,
ﬁ—ai <t -a +|a|+|ai|<1+|a|+|al.|
q
si astfel,
) ‘f(£j<a£—a r (1+|a|+|a,.|)=‘£—a-M.
q q i=2 q

Din (1) si (2) rezulta:
L_q

-M>Lr.
q

q

< .11 .
Daca notdm ¢ =min{—,— ¢, atunci
2 M

g P

q
pentru orice p,geZ, ¢>0. O

C
>_r’

q

Probleme propuse

1. Fie L o K o extindere de corpuri cu [L: K]= p, numar prim.
Sa se arate ca:

a) Dacd E este un subcorp al lui L si £ 2K, atunci £ =L sau
E=K.

b) Orice element e L\K este element primitiv al extinderii,
adica L = K(6).

2. Fie K = Q(\/E,\/g) Determinati:
120



a) [K:Q];

b) o baza a extinderii K ©Q si forma elementelor lui K.

3. Aritati ci pentru orice ne N, existd o extindere de grad n a
corpului Q.

4. Fie & =u +iv un numar complex. Aratati ca:
a) a este algebric peste Q < u si v sunt algebrice peste Q;

b) Dacd o este algebric peste Q si |a| € Q, atunci are loc relatia:

Q@) "R =Q(u).

5. Fie L © K o extindere de corpuri. Aratati cd urmatoarele con-
ditii sunt echivalente:

a) L o K este extindere algebrica;

b) Orice subinel al lui L care include K este corp.

6. Fie o o radicini a polinomului /=X’ -3X +1eQ[.X].
Consideram elementul B =1+ 2a —2a” din Q().

a) Determinati o' si #' in Q(a).

b) Aflati polinomul minimal al Iui # peste Q.

7. Fie L o K o extindere de corpuri si «, S L algebrice peste
K. Sa se demonstreze, printr-un rationament direct, cda o+ f, af,

—a si a”' (dacd a #0) sunt algebrice peste K.
Aplicatie: Determinati polinomul minimal peste Q al elementului

V2 +33.

8. Fie L oK o extindere de corpuri si €€ L algebric peste K.
Printr-un rationament direct, sa se arate cd inelul K[#] este corp.

9. Fie K un corp comutativsi f e K[X] cu d°f=n>1. FieL o
extindere a lui K in care f are toate rddacinile «,a,,...,a,. Se consi-
dera polinomul simetric g € K[X,,X,,...X,].
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Aratati cd g(a,,,,...a,) € K. Analog, pentru fractia simetrica
heK(X,,X,,..X,).

10. Fie L o K o extindere de corpuri §i «,f,a€ L, unde a,f

sunt transcendente peste K si a este algebric peste K. Precizati, daca

este posibil, natura elementelor:

—a, a’', a+a’, ' (n=22), a+pf, aff, a+p, ap.

S (X)
gX
K(X), cu g#0 si a¢ K. Atunci, [K(X):K(a)]=rnax(d°f,d°g).

In particular, aratati c corpul K este algebric inchis in K (X).

11. Fie K un corp comutativ §i a = o fractie ireductibila din

12. Fie L o K o extindere de corpuri si f,g € K[X], polinoame
relativ prime, cu g # 0. Aratati ca:

a) Extinderea K (%} < K(x) este finita, (V)xeL, g(x)#0.
g(x

S
g(x)

b) xe L este transcendent peste K < este transcendent

peste K.

13. Fie f=X"-ael[X], n>1, unde L este o extindere a cor-

dente peste K daca si numai daca « este transcendent peste K.

14. Stiind ca e si 7 sunt numere transcendente, precizati natura

2 +rifs-22> .
V7 -2B+A+i)7 i b=e+3e+e.

15. Fie K corp comutativ, f € K[X] cu d'f=n=>1 si L corpul
de descompunere pentru polinomul f. Atunci, [L: K] < n!.

numerelor a =
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16. Fie f=X*+1eZ,[X].

a) Construiti un corp de descompunere L pentru f.
b) Precizati forma elementelor lui L si card(L).
Aceleasi cerinte pentru polinoamele:

g=X'+ X+ X*+4X +3eZ [ X];
h=X* 42X’ +2X +2e€Z,[X].

17. Pentru polinomul f =X>+2X?+2eZ,[X], determinati un
corp de descompunere. Aflati apoi in corpul construit, radacinile po-
linomului g =2X’ +X+ieZ3[X].

18. Fie f=X°-2X’-2eQ[X] si K corpul de descompunere al

lui f. Atunci:
a) feste ireductibil In Q[X] si radicinile sale sunt radacinile cu-

bice ale lui 1£+/3.
b) {ﬁ,z\/?,i} cK.
%GK.
d) Fie L:Q(Q/E,i,\/g). Aratati ca [L:Q]=12 si ca, adjunctio-

nand la L o radacind cubica a unui element din L, se obtine corpul K.

19. Fie f=X?—-X+aeK[X] unde K este un corp comutativ,

de caracteristica p, numar prim. Aratati ca:
a) Dacd o este o radédcind a lui f intr-o extindere a corpului K,

atunci o +k este radacind a lui £, pentru orice k€Z .

b) In K[X], f este ireductibil sau se descompune in produs de
factori distincti, de gradul 1.

20. Fie K un corp de caracteristica diferita de 2 si a,be K. Fie L,
corpul de descompunere al polinomului f = X* —(a+b)X> + ab.
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Aritati ca [L:K|=4 < a, bsi ab nu sunt pétrate perfecte in K.

21. Aratati ca extinderile patratice ale unui corp comutativ K sunt
corpuri de descompunere ale unor polinoame ireductibile din K[ .X]

de forma:
i) f=X*—a, daci car(K)#2;
ii) f=X"—asau f=X>+X—a, dacd car(K)=2.

22. Fie L=K(X,,..,X,) corpul fractiilor rationale in nedetermi-
natele X,,...,X,, cu coeficienti in corpul comutativ K. Ardtati ca L
este o extindere finitd a corpului £=K(s,,...,s,) unde s,,...,s, sunt

polinoamele simetrice fundamentale in X ,..., X, si sd se determine
gradul sau.

23. Aratati ca pentru un corp comutativ K, corpul K(X) nu este
algebric inchis.

24, Fie Lo K o extindere de corpuri. Dacd orice polinom
feK[X] ireductibil, raméne ireductibil in L[X], atunci K este
corp algebric inchis 1n L.

25. Pentru L © K, o extindere de corpuri, consideram multimea:

<, ={E e Z(L;K)| E algebric inchis in L} .
Aratati cd (Z,,<) este o latice completd.

Caz particular: multimea subcorpurilor lui C, algebric inchise in
C, este o latice completa (in raport cu < ).

26. Aratati ca Inchiderea algebrica a lui @(ﬁ ) in C coincide cu
corpul numerelor algebrice.

0

< - . 1
27. Sa se arate ca numarul o = Z? este transcendent.
n=0
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Capitolul IV
GRUPURI REZOLUBILE

Grupurile rezolubile joaca un rol important in caracterizarea ecua-
tiilor algebrice rezolvabile prin radicali. In acest capitol sunt prezen-
tate proprietitile de bazi ale grupurilor rezolubile. In particular, se
studiazd cazul grupurilor finite, al grupurilor de permutéri si al p-
grupurilor (rezultatele referitoare la p-grupuri se regasesc in cadrul
problemelor propuse).

1. Siruri normale de subgrupuri

Fie (G,-) un grup si H un subgrup al sau.

Reamintim ca se spune ca H este subgrup normal al lui G si se
noteazd H< G daca

(D xH = Hx, VxeG.

Cu alte cuvinte, un subgrup este normal atunci cand clasele sale
de resturi la stdnga coincid cu clasele de resturi la dreapta.

In mod evident, (e)< G si G< G.

Conditia (1) este echivalenta cu conditia:

2) xhx'eH, VxeG si Vhe H.

Dacd f:G — G’ este un morfism de grupuri, atunci Kerf < G.

Fie </, grupul de permutari de grad n si o/ subgrupul permuta-
rilor pare sau grupul altern de grad n. Daca o €/, §i 7 €/ atunci
oro” eco/. Deci, o/, 4 ..

1.1. Definitie. Fie (G,-) un grup. Numim gir normal al lui G o

secventd de subgrupuri ale lui G de forma
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3) G=H,oH >..0H_ =(e)
unde H, < H,_, pentru orice i el,s. Numdrul s se numegte lungimea
sirului normal (3) iar grupurile factor H,_,/H,, i el,_s se numesc

Sfactorii sirului normal.
G Do (e) este totdeauna un sir normal de lungime 1 si singurul sau

factor este G/(e)=G.

Daca H< G, atunci G 2 H Do (e) este un sir normal de lungime
2 avand factorii G/ H si H/(e)=H.

In particular, &/ Dot/ D(e)este un sir normal de lungime 2
avand factorii <7 /o7 =7, si o7 /(e) = oZ,.

Studiem in continuare imaginile directe §i reciproce ale sirurilor
normale prin morfisme de grupuri.

1.2. Propozitie. Fie (G,-) un grup si

3) G=H,oH >..0H_ =(e)
un sir normal al sau.

Fie f:G—)E un morfism surjectiv de grupuri §i Fizf(Hl.),
ie G Atunci,

4) G=H,2oH,2..2H, =(e)
este un sir normal al lui G. In plus, pentru orice i€l,s, existd un
morfism surjectiv de grupuri

f:H, /H,—>H,_/H,.

Demonstratie. Deoarece f este surjectiv, f(G) =G =FO. Imagi-

nea unui subgrup printr-un morfism de grupuri este de asemenea un

subgrup. Deci, ﬁ, sunt subgrupuri ale lui 5, pentru iel,_s. Mai
mult, imaginea unui subgrup normal printr-un morfism surjectiv este
un subgrup normal. Deci, H, < H,. In general, considerand restric-

tia lui fla H, | cu valori in H, | rezulta ca ﬁ, <H,_, iel,s. Evi-

dent, E =f(H,)= @. Rezulta ca (4) este un sir normal al lui G.
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Fie acum i €l,s, o valoare fixatd si f:H_/H —H_/H, apli-
catia definitd prin f,(xH,)= f(x)H,, YxeH,_,.

Daca y e xH,, atunci existad s e H, astfel incat y = xh.

JOH, = f(x)f(WH, = f()H,,
ceea ce aratd cd f, este bine definita.
Daca x,y e H,_ |, atunci
JiGeH, - yH) = f,(vH) = f () H; = f(x) f(0)H; =
=f(0)H, - f(VH, = f,(xH)) f,(yH,),
adicd f, este morfism de grupuri.

Fie zH, e€H,_/H,. Rewlti zeH,_ =f(H,_), deci existi
xeH,_, astfel incat z= f(x) si zH, = f,(xH,) ceea ce demonstrea-
za surjectivitatea lui f,. O

Conform propozitiei 1.2., imaginea unui sir normal printr-un mor-
fism surjectiv de grupuri este un sir normal de aceeasi lungime. In

plus, intre factorii celor doua siruri normale exista anumite morfisme
canonice.

1.3. Propozitie. Fie f:G —> G un morfism de grupuri. Fie
4) G=H,oH,2..0H, =(e)

un gir normal al grupului G.

Pentru i €0,s senoteazi H,= [~ (Fl) Atunci,
(3) G=H,oH o..oH =Kerf D(e)
este un sir normal al grupului G. In plus, pentru orice i el,_s, existd
un morfism injectiv de grupuri
f'H_/H, —>H /H,.
Demonstratie. Hy= [ (FO) =7 (5) =G.
H =f" (E) =7 (@) = Kerf. Cum imaginea reciproci a unui

subgrup normal printr-un morfism de grupuri este tot un subgrup
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normal, rezulta ca (3") este un sir normal al grupului G. Sirul (3")
are, in g_eneral, lungimea mai mare cu 1 decét lungimﬂiru_lui 4).
Fie i el,s, o valoare fixatd. Definim f,:H, //H, - H, ,/H, prin
fGH )= f(0OH,, VxeH,,.
Din xeH, = f" (K), rezultd f(x)eH,_,, deci:

S(H, € H,_,/H,.

Daca yexH,, atunci existd h e H, astfel incat y=xh. Ca si in
demonstratia propozitiei 1.2., rezultd f (x)ﬁ,.: f( y)ﬁi, cu alte cu-
vinte, aplicatia f, este bine definita. Se aratd de asemenea usor ca f;
este morfism de grupuri.

Fie xH, € Kerf.. Deci, f,(xH,)= f(x)H, = H,. De aici rezulti ci
f(x)eH, sau xeH, = [ (Fl) si xH, = H, (elementul neutru al
lui H, ,/H,;).Caurmare, f;, este un morfism injectiv de grupuri. o

Din propozitia 1.3., rezultd cd imaginea reciproca a unui sir nor-
mal printr-un morfism de grupuri, completata cu (e), este un sir nor-

mal de lungime mai mare cu 1 decét lungimea sirului initial. Cele
doud siruri normale au aceeasi lungime dacd morfismul initial este
injectiv.

1.4. Observatie. Presupunem cd morfismul f din propozitia 1.3.
este surjectiv. In acest caz, vom arita ca morfismele /; sunt chiar
izomorfisme.

Fie y EE. Deoarece f este surjectiv, existd x € G, astfel Incat
f(x)=y. Atunci, xe H,_, si f,(xH,)= f(x)H, = yH, ceea ce justi-
fica surjectivitatea lui f;. Cum f;, i el,_s, sunt si morfisme injecti-
ve, rezultd ca sunt izomorfisme.
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2. Siruri rezolubile. Grupuri rezolubile

2.1. Definitie. Se spune ca sirul normal

3) G=H,oH >..0H =(e)
al grupului G este rezolubil daca toti factorii sai sunt abelieni.
Se spune ca G este grup rezolubil dacd admite cel putin un sir nor-
mal rezolubil.

Este evident cd orice grup abelian G este rezolubil, sirul normal
G o (e) fiind rezolubil.

De importantd deosebitd se vor dovedi grupurile neabeliene dar
rezolubile.

Astfel, 7, care nu este abelian, este rezolubil. Intr-adevar, sa
consideram sirul normal:

5) % 20 2(e).
Atunci,

|(§§/ o§/3| =(c4 109 ) =2, deci /oo =7, care este abelian.

oo/, /(e) = oo = 7, care este de asemenea abelian.

Sa ardtdm ca si 7, este grup rezolubil. Pentru aceasta consideram
secventa de subgrupuri:

(6) &, 2%, D H 2 (e)
unde H = {e, (12)(34),(13)(24), (14)(23)} .

H este un subgrup al lui o7, izomorf cu grupul lui Klein, deci
abelian.
Mai mult, dacd o € o si (ij)(hk) € H, atunci se verificd egalitatea:

o)k =(o(i).0())(o(h).ok)) e H.
Deci, H < o<,

|@Z/O%|=(@Z:o%)=|t§|| =2=d, /Y =1,
=74
o<, 1 H| = (e, ;H):'T;f"' =3=c,/H=17,.

Prin urmare, (6) este un sir rezolubil si <7, este grup rezolubil.
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3. Nerezolubilitatea grupurilor </ pentru n>5

Pentru studiul grupurilor ¢/, n>5, demonstram mai intai urma-
torul rezultat ajutator.
3.1. Lema. Fie G un subgrup al lui </, n>5 si H <G astfel

incat G/ H este abelian. Daca G contine toate ciclurile de lungime
3, atunci H contine toate ciclurile de lungime 3.

Demonstratie. Fie i, j,k el,_n, distincte. Cum n>15, rezulta ca
exista s,f € I,_n, distincte si diferite de i, j, k. in G are loc egalitatea:
(jis)™ (kit)" (jis)(kit) = (ijk).

Trecand la clase In grupul G/H si tindnd seama de proprietatea
de comutativitate a acestuia rezulta (y/;) —e=H , deci (ijk)e H.
Cum i, j,k sunt arbitrare, H contine toate ciclurile de lungime 3. o

3.2. Teorema. Grupul </, al permutdrilor de grad n>5 nu este
rezolubil.

Demonstratie. Prin reducere la absurd, sa presupunem ca <7, este
rezolubil si fie

o =H,DH D>..0H_ =(e)
un sir rezolubil al lui 7. <, contine toate ciclurile de lungime 3,
H <H,=c/, si </,/H, este abelian. Rezulta, conform lemei 3.1.,
cd H, contine toate ciclurile de lungime 3.

Presupunem cé pentru un argument k >1, H, , contine toate ci-
clurile de lungime 3. Cum H, <H, , si H, /H, este grup abelian,
rezultd cd H, contine toate ciclurile de lungime 3.

In definitiv, H, contine toate ciclurile de lungime 3, ceea ce con-

travine relatiei H, = (e). Prin urmare, < nu este rezolubil. o
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4. Grupuri rezolubile. Proprietati generale

Revenim la studiul grupurilor rezolubile oarecare.

4.1. Teorema. Fie G un grup oarecare si H < G. Grupul G este
rezolubil daca si numai daca grupurile H si G/ H sunt rezolubile.

Demonstratie. Sa presupunem mai intai ca grupul G este rezolubil
si fie

3) G=H,oH 2..0H =(e)
un sir rezolubil. Fie j:H —» G, j(x)=x, xe€ H, morfismul inclu-

ziune. Notaim H.' = '(H,)=H, " H, i€0,s. Conform propozitiei
1.3., sirul
(7 H=H) oH/  o..0H  =Kerj=(e)

este un sir normal al grupului A. In plus, pentru orice i €1,s, exista
un morfism injectiv de grupuri f,:H, '/H' — H, /H,.
Deoarece (3) este rezolubil, factorii H, ,/H, sunt abelieni, deci

H,'/H' =Imy, sunt grupuri abeliene. Astfel, (7) este sir rezolubil

si ca urmare, H este grup rezolubil. Se observa in plus ca un sir rezo-
lubil pentru H se obtine Intersectdnd H cu fiecare termen al unui sir
rezolubil al lui G.

Sa consideram surjectia canonica @:G — G/ H si sd notam, ca in

propozitia 1.2, ﬁl.:(p(H ), €0,s. Rezultd
(8) G/H=H,oH,..0H, =(e)

este un gir normal pentru G/H si, in plus, pentru fiecare iel,s,

exista un morfism surjectiv de grupuri f,: H, ,/H, = E/ E,

Cum factorii H, |/ H, sunt abelienti, E/ Fl sunt de asemenea
abelieni, deci (8) este un sir rezolubil si G/ H este grup rezolubil.

Pentru reciprocd, sa presupunem ca H si G/H sunt grupuri
rezolubile. Fie

9) H=H/2oH 2..0H' =(e)
un sir rezolubil al lui H si
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(10) G/H=H,>H,>..0H, =(e)
un sir rezolubil al lui G/ H. Aplicand propozitia 1.3. pentru surjectia
canonicd ¢:G — G/H sinotaind H,=¢"' (E),

(11) G=H,oH >..0H, >(e)
este un sir normal al lui G. Conform observatiei 1.4., morfismele
fiH_/H — E/ﬁl sunt izomorfisme si ca urmare H, /H,
sunt grupuri abeliene pentru i € 0,7. In concluzie,

G=H,2H 2..0H =H=H, 2H' 2..0H/'=(e)

este un sir rezolubil al lui G. o

4.2. Consecinta. Fie G un grup. G este rezolubil daca si numai
daca are un sir normal cu factorii grupuri rezolubile.

Demonstratie. Daca G este rezolubil, atunci G are un sir rezolubil.
Factorii acestui sir sunt abelieni, deci sunt grupuri rezolubile.

Reciproc, sa presupunem ca G are un sir normal

3) G=H,oH >..0H_ =(e)
cu factorii grupuri rezolubile. Vom demonstra prin inductie dupa s,
ca G este rezolubil.

Pentru s =2 se aplica teorema 4.1.

Presupunem afirmatia adeviarata pentru valoarea s —1 si demon-
stram ca este adevarata si pentru valoarea s, s >2. Conform ipotezei
de inductie, rezulta ca H, este rezolubil. Atunci,

G=H,oH 2(e)

este un sir normal cu factorii rezolubili. Conform teoremei 4.1., G
este rezolubil. o

5. Cazul grupurilor finite

5.1. Teorema. Fie G un grup finit. G este rezolubil daca si numai
daca are un sir normal cu factorii grupuri ciclice.

Demonstratie. Daca G admite un sir normal cu factorii ciclici,
acel sir normal este rezolubil (orice grup ciclic este abelian), deci G
este rezolubil.
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Implicatia reciproca o demonstram prin inductie dupa |G|

Daca |G| =2, atunci G este ciclic i G 2 (e) este un sir normal cu
factorii ciclici.

Presupunem afirmatia adevarata pentru grupuri cu mai putin de »
elemente si fie G un grup rezolubil cu n elemente, n > 2. Fie (3) un
sir rezolubil pentru G. Putem presupune, H, # G.

Tratdm mai intai cazul in care H, # (e).
Atunci H, si G/H, sunt grupuri rezolubile (conform teoremei 4.1.)
si |H1|<n, |G/H1|<n. Conform ipotezei de inductie, H, si G/H,
admit siruri normale cu factorii ciclici. Fie acestea
H =K,2K 2..2K, =(e)

GIH =L,2L,2..21L, =(e).

Fie ¢:G — G/ H, surjectia canonici. Notdim L' =¢ (L), i€ L.

Atunci,

G=L 2L 2..20L =H, 2(e)
este un sir normal. Ca si in demonstratia teoremei 4.1., rezulta
L /L=L/L, ielt
Astfel,
G=L0' ;)LI' Q...;)Ll' =K, 0K, 2..0K, =(e)

este un sir normal cu factorii grupuri ciclice.

Sa consideram cazul H, = (e).
Sirul (3) se reduce in acest caz la G o (e) si ca urmare, G este abe-
lian. Fie xe G\{e} si H =(x). Daca H =G, atunci G este ciclic si
G o (e) satisface conditia ceruta. Daca H # G, atunci se repeta ra-
tionamentul de mai sus pentru 4, =H. 0O
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Probleme propuse
1. Fie M (A)=U(A4)x A4, unde 4 este un inel comutativ, unitar. Pe
M (A) definim operatia:
(a,b) *(c,d) = (ac,bc + d), a,ceU(A), b,deA.
Aratati ca (M (A),*) este un grup rezolubil.

2. Fie p un numir prim. Un grup finit de ordin p”, unde ne N’
se numeste p — grup. Aratati ca:
a) Dacid (G,-) este un p — grup, atunci Z(G) # (e).
b) Orice p — grup este rezolubil.

3. Fie G, si G, doud grupuri rezolubile. Ardtati ca produsul lor

direct, G, xG,, este si el un grup rezolubil.

4. Fie D, grupul diedral de grad n (grupul de simetrie al lui P,
un poligon regulat cu » laturi), n >2. Aratati cd D, este grup rezo-
lubil, pentru orice n > 2.

5. Fie (G,) un grup si x,y € G. Definim comutatorul elemente-
lor x 51y ca fiind expresia [x, y] =xyx"'y~'. Aritati cd pentru orice
x,y,z € G se verifica relatiile:

a) xy=yx<:>[x,y]=e;

b) [xy,z] = x[y,z]x’l [x,z];

c) [x, yz] = [x,y]y[x,z]y_l.

6. Fie G un grup astfel incat (G:Z(G))=n, n>1. Aratati ca

a) in G existi cel mult n* comutatori diferiti;
n—1

b) [x,y]'Hl = [x,yz}[y’lxy,y} , pentru orice x,y €G.
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7. Definim G' subgrupul derivat al grupului G (sau comutantul
lui G) ca fiind subgrupul generat de multimea comutatorilor lui G:

G'= <{[x,y] |x,ye G}>
Subgrupul derivat al lui G se mai noteazi cu G sau [G,G].
Atunci:
a) Stabiliti o reprezentare a elementelor lui G';
b) Arétati ca G este grup comutativ daca si numai dacd G'= (e);
¢) Daca G este finit, atunci |G/ G'|<|C,(x)| unde x€G si Cg(x)

este centralizatorul Iui x In G (subgrupul lui G format din toate ele-
mentele grupului G care comuta cu x);

d) Determinati subgrupul derivat al grupului <, pentru n>1;

e) Ardtati cd pentru n > 5, subgrupul derivat al lui o7 este o7 .

8. Fie [:G —> G un morfism de grupuri. Aratati ca f(G") < G.
Stabiliti ce conditie suplimentara trebuie impusa lui fpentru a obtine
egalitate in relatia precizata.

9.Fie Gun grup si H < G. Aratati ca:
a) H' «4G;
b) G' < G.

10. Fie H un subgrup al grupului G. Atunci:
a) Dacd H o G', demonstrati cd H <G si grupul factor G/ H

este abelian. Ce fel de grup este G/G'?
b) Daca H <G si G/H este grup abelian, aratatica H 2 G'.

11. Fie G un grup. Pentru fiecare numar natural n definim
recursiv subgrupurile G ale lui G astfel:

G =G si G"Y = |:G(”),G(n):| — (G(n) ), , pentru n>0.

G poarti numele de al n-lea comutant al grupului G. Aritati ci:
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a) G este rezolubil daca si numai daca exista » numar natural ne-
nul pentru care G = (e).

b) Fie G un grup rezolubil iar n, cel mai mic numar natural pen-
tru care G =(e) (n, se va numi grad de rezolubilitate al lui G).

Daca consideram sirul rezolubil (e)=H, <... < H, < G, atunci
G” <H,, 1<i<r. Inparticular, r>n,.

c) Stabiliti care este gradul de rezolubilitate al unui grup abelian
G care are mai mult de un element si al grupului .

12. Folosind caracterizarea grupurilor rezolubile de la exercitiul
anterior, sa se demonstreze ca <7, nu este rezolubil pentru n>5.

13. Un sir normal G=H, o H, ,>... D H D> H,=(e) al grupu-
lui G se numeste central daca H,/H, ,<Z(G/H,_,), pentru i e 1,n.

Grupul G se va numi grup nilpotent.
a) Pentru grupul G construim recursiv sirul (Z,(G)) _  astfel:

n=0
Zy(G)=(e) §i Z,,,(G)/Z,(G)=Z(G/Z,(G)), n=1.
Aratati cd G este grup nilpotent daca si numai dacd existd neN
astfel incat Z (G)=G.

b) Demonstrati ca orice grup rezolubil este nilpotent. Afirmatia
reciproca este adevarata?
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Capitolul V
ELEMENTE DE TEORIE GALOIS

In acest capitol apare ideea de bazi a teoriei lui Galois si anume,
studiul proprietétilor unor extinderi de corpuri cu ajutorul unui grup
de automorfisme asociat extinderii. Dacad L o K este o extindere de
corpuri comutative, atunci cu <(L;K) se noteaza laticea subcorpu-
rilor intermediare intre L si K. Dacd G este grupul Galois de auto-
morfisme asociat extinderii L > K, atunci Z(G) noteazi laticea
subgrupurilor lui G.

In V.9., teorema fundamentata prezintd conditii in care, intre cele
doua latice se stabileste o bijectie. Pentru a ajunge aici a fost nece-
sara studierea in paragrafele precedente a extinderilor normale si se-
parabile, precum si stabilirea unor rezultate ajutatoare privind rada-
cinile primitive ale unitatii si corpurile finite. Teorema fundamentala
a teoriei lui Galois va constitui instrumentul de baza folosit in capi-
tolul urmator pentru studiul rezolvarii ecuatiilor prin radicali.

1. Grup Galois al unei extinderi. Corespondente Galois

Fie M o multime oarecare. Prin permutare a multimii M se inte-
lege orice functie bijectivd o : M — M. Multimea tuturor permutari-
lor multimii M, notatda </'(M), formeaza un grup in raport cu com-
punerea functiilor, numit grupul permutarilor multimii M.

in continuare considerim L un corp comutativ si notim multimea
automorfismelor corpului L cu Aut(L). Evident, Aut(L) < &/ (L).

Daci 0,7 € Aut(L), atunci o7 e Aut(L) si o' € Aut(L).
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Deci, Aut(L) este un subgrup al lui </'(L). Aut(L) poartd nume-
le de grup al automorfismelor corpului L.

Sa presupunem, in plus, cd L este o extindere a corpului K si sa
notam

(1) G(L|K)={o e Aut(L)|Va e K, o(a)=a}.
Daca 0,7 € G(L|K), atunci, o(a)=a, 7(a)=a, Vae K.
(cor)a)=0(r(a))=c(a)=a si c'(a)=a, VacKk.

Prin urmare, coreG(L|K) si o' € G(L|K). Deci, G(L|K)
este un subgrup al lui Aut(L).

Grupul G(L|K) definit de relatia (1) poarta numele de grup
Galois al extinderii L o K.

Exemple. 1°. Fie L un corp oarecare si P subcorpul sdu prim
(P=Q sau P= Z, pentru un anumit p prim).
Daca o € Aut(L), atunci o(1)=1. De aici, se deduce ca o(a)=a,
Va e P. Prinurmare, G(L| P)= Aut(L).
2°. Sa consideram extinderea C >R si o€ G(C|R). Pentru orice
aeR, o(a)=a. Dacd z=a+bieC, atunci:

o(z)=c(a)+o@)o(b)=a+a(@)b
~-1=0(-1)=0c(@*)=0c(i)’.

Rezultd o (i) ==i. Daca o(i)=i, atunci o =1.

Daca o(i) = —i, atunci, pentru orice z=a+bi € C,
o(z)=c(a+biy=a-bi=z

cu alte cuvinte, o este aplicatia de conjugare.

G(C|R) contine doua elemente si este izomorf cu (Z,,+).

Pentru extinderea de corpuri L o K, fixata, sa notam

G=G(L|K)

si cu < (G) multimea subgrupurilor lui G. Relatia "< " este o relatie
de ordine pe Z(G). Mai mult, < (G) este o latice completa in ra-
port cu relatia "c". Pentru o familie oarecare (H,)

ale lui G:
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inf(H,),., zﬂHiv sup(H,),, :<UH1'>‘

iel iel
Pentru aceeasi extindere L © K notam:
Z(L;K)={E|E subcorp al lui L, Eo K}
multimea subcorpurilor intermediare Intre L si K. Relatia de incluziu-
ne este o relatie de ordine pe < (L;K). Mai mult, < (L;K) este o la-
tice completa 1n raport cu relatia "< ". Daca (E,),_, este o familie de
corpuri intermediare, atunci:
inf(E)),., =()E,, sup(E),., = K(UEIJ.
iel iel
In cazul 1=1{1,2}, K(E1 uEZ) se mai noteaza simplu E E, sise
numeste compozit al corpurilor E, i E,.

Intre cele doua latice definite mai sus se stabilesc, in mod natural,
doua aplicatii.

Fie
) F:2(G)—> Z(L;K)
definita prin:
(3) F(H)={aeL|o(a)=a, Vo eH|.

Este clar ci F(H) > K. Se foloseste si notatia F(H)=L".

Dacd a,feL” si a#0, atunci, pentru orice o € H :
ola-p)=o(@)-o(f)=a-f=a-LeF(H)
o(apf)=oc(a)o(f)=af = aff € F(H)
olaN=o(a)' =a' =>a' e F(H).

Deci, F(H) este un subcorp al lui L care include XK si aplicatia '

este bine definitd. Ca aplicatie intre doud mulfimi ordonate, F este
antimonotona, adica:

VH,H,eZ(G), H cH,= F(H)2F(H,).
A doua aplicatie este definita astfel:
4 O:Z(L;K)—> Z(G)
&) D(E)=G(L|E), VE € Z(L;K).
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Aplicatia @ este bine definitd deoarece din L o £ D K rezulta:
G(L|E)c G(L|K).
in general, daca EE, € Z(L;K), atunci,
E, CE, = ®(E,) 2 O(E,),
cu alte cuvinte, si aplicatia @ este antimonotona.
Tinand seama de definitii, rezulta:

G(L|L"Y2H, VH e Z(G)
L°"® S E VE e Z(L;K).
sau
(6) (d)oF)(H)QH, VH € Z(G)
@) (Fod))(E)QE, VE € Z(L;K).
Aplicatiile F'si @ definite de relatiile (2) — (5) poartd numele de
corespondente Galois. In V.9. vom prezenta conditii in care cele do-
ua aplicatii sunt una inversa celeilalte.

2. Endomorfismul lui Frobenius. Corpuri perfecte

Fie K un corp comutativ de caracteristica p. Definim aplicatia:
(D) u:K—->K, u(a)=a", Vaek.
Daca a,b e K, atunci:

u(ab) =(ab)’ =a’b” =u(a)u(b),

p-1
u(a+b)=(a+b)’ =a” +ZC§a”’kbk +b?” =a” +b" =u(a) +u(b).
k=1

Am tinut seama ca p este numar prim §i p | Cllj pentru kel, p—1.

Prin urmare, u este morfism (unitar) de corpuri.
Morfismul definit in relatia (1) poartd numele de endomorfismul
lui Frobenius.

Deoarece u este endomorfism si u* =uouo...ou este endomorfism.
%/—/

k factori
k . . v o«
Cum u"(a)=a” , Va e K, din proprietatea de morfism rezulti ci
intr-un corp de caracteristica p:
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(a+b)?” =a” +b", Va,beK, VkeN.

Se stie ca orice corp K de caracteristicd p contine un subcorp
izomorf cu Z ,. Se poate presupune chiar ¢ Z , este subcorp al lui
K. Conform micii teoreme a lui Fermat:

P _ —
a’=a, VYael, sau u(a)=a, Vacl,.

Reciproc, dacd @ € K si u(a)=a, atunci a” = a, sau a este o ra-
dacind a polinomului f = X” — X € K[X]. Deoarece f nu poate avea
mai mult de p radécini in K i toate elementele lui Z , sunt radacini
ale lui f; rezultd a € Z ,.

Prin urmare, subcorpul 7, al lui K coincide cu mulfimea elemen-
telor lui K invariate de endomorfismul lui Frobenius.

Ca orice morfism de corpuri, u este injectiv. Prin urmare,

Ya,be K, a” =b” = a=>h.

2.1. Definitie. Fie K un corp comutativ. Se spune despre K ca

este corp perfect dacda, carK =0 sau carK = p#0 si endomorfis-

mul lui Frobenius este izomorfism.

Toate corpurile de caracteristica zero sunt corpuri perfecte.

In cazul corpurilor finite, din injectivitatea lui u rezulta si surjecti-
vitatea lui u. Deci, corpurile finite sunt perfecte.

Fie K un corp algebric inchis de caracteristicd p = 0. Pentru orice
be K, polinomul f=X”-beK[X] are radacinile in K. Existd
a e K, astfel incat f(a)=0 sau u(a)=>b. Prin urmare, u este surjec-
tiv. Deci, corpurile algebric inchise sunt corpuri perfecte.

In plus, revenind la polinomul £, din f(a)=0, rezulti b=a’ deci
f=(X—-a)’ siastfel, fare o radacind multipla de ordinul p.

2.2. Propozitie. Fie K un corp de caracteristica p care nu este
corp perfect. Daca be K \Imu, atunci polinomul f=X"—-b este
ireductibil in K[ X].

Demonstratie. Fie K inchiderea algebricid a lui Ksi o € K ora-
dacina a lui £. Ca si mai sus, rezultd f =(X —a)”. Deoarece K[X]
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este inel factorial, f este produs de factori ireductibili. Putem presu-
pune ca acesti factori ireductibili sunt unitari. Fiecare dintre acesti
factori este polinom minimal al lui . Notand cu s numarul factori-

lor, f=p,. Rezulta p=d’f =s-d’p,. Cum p este numdr prim, re-
zultd s=p sau s=1. Dacd s=p, atunci p, =X —a € K[X], deci
b=a” elmu, contradictie.

Rezultad, s =1 si f = p, este ireductibil iIn K[X]. mi

3. Radacini primitive ale unitatii

Fie K un corp comutativ. Vom incepe cu o proprietate pe care o

au subgrupurile finite ale lui K.
3.1. Propozitie. Fie K un corp comutativ si G un subgrup finit al

lui (K",). Atunci, G este ciclic.
Demonstratie. Fie n= |G| sin=p“..p% descompunerea in fac-
tori primi a lui n ( p, # p, pentru i# j ). Este suficient sa ardtdm ca

in subgrupul G existd un element de ordin n.

n

Fie i el,_r, o valoare fixatd. Polinomul f =X » —1eK[X] are

D;

n n

@

x,” #1. Notdam y, =x," .

1

Vom arita ca elementul y, are ordinul p,“.

Din y/" =x"= xl.‘G‘ =1, obtinem ordy, | p. Deci, ordy, = p/,
k<ea, Dacd k<a,, atunci x[;" =( y[”"k )p“alilik =1, contradictie cu
alegerea lui x,. Deci, k =q; si ordy, = p*.

Cu elementele y,,...,y, determinate ca mai sus, notdm y = y,...y,.
Deoarece G este grup comutativ si (ordy,.,ordyj)zl, pentru i# j,
ordy=ordy, -...-ordy, =n. Rezulta G=(y). O
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Fie in continuare K un corp comutativ algebric inchis si 7 e N".
In cazul carK = p # 0, presupunem in plus, p | n.

Polinomul f = X" -1 are in K exact » radacini. In ipoteza facuta,
f'=nX"" are in K numai ridicina 0. Polinoamele fsi /' nu au ra-

(1) U, ={aek|a" =1,

U,, fiind multimea radacinilor lui fin K, are exact n elemente.

Dacd a,feU,, atunci (aff)" =a"p" =1 si (') =(a")" =1,
adicd afeU,, a”' €U,.

Prin urmare, U, este un subgrup al lui (K',").

U, poartd numele de grup multiplicativ al raddacinilor de grad n
ale unitatii, din corpul algebric inchis K.

Conform 3.1., U, este grup ciclic.

Un generator & al grupului U, poartd numele de raddcind primi-
tiva de gradul n a unitditii.

U, ={L&E,..&.

Din proprietitile grupurilor finite se stie ci elementul &* este si
el un generator al grupului U, dacd si numai dacad (n,k)=1.

Prin urmare, exista exact ¢(n) radacini primitive de grad n ale
unitatii, unde functia ¢ este indicatorul lui Euler.

Vom considera in continuare, in locul lui K, corpul C al numere-
lor complexe. U, poartd in acest caz numele de grup multiplicativ al

raddcinilor complexe de grad n ale unitditii.

U, = {coszk—”-l—isinzk—”‘k e0,n —1}.
n n

O radacina primitiva de grad » a unitatii este, in acest caz,
2r .. 27
& =cos—+isin—.
n n
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Mai sunt radacini primitive de grad » ale unitatii, toate puterile
£ cu (mk)=1.

Daca & este o radacind complexa, primitiva de grad » a unitatii,
atunci (&) poartd numele de al n — lea corp ciclotomic. Denumirea
provine de la faptul ca imaginile geometrice ale elementelor lui U,

taie cercul unitate din planul complex 1n n parti egale.

Radacinile unitatii sunt numere algebrice. Putem vorbi despre po-
linomul lor minimal.

3.2. Teorema. Fie & o raddacina primitiva complexa de grad n a

unitatii si f polinomul minimal al lui & peste Q. Atunci:
a) feZX];
b) Daca f(n)=0, atunci n este raddacina primitiva de grad
n a unitatii,
c) Daca n este o radacina primitiva de grad n a unitdtii,
atunci f(n)=0;
d) d'f =p(n);
e) [Q():Q]=gp(n).
Demonstratie. a) & este o radacind a polinomului X" —1e€ Z[X].
Prin urmare, f| X" —1. Deoarece Z[X] este inel factorial, X" —1
se descompune in Z[X] in produs de factori ireductibili. Putem pre-

supune ca toti acesti factori sunt unitari. Datoritd unicitatii descom-
punerii in factori, f coincide cu unul din factori.
b) Daca n este o alta radacina a lui f, atunci conform II1.7.4., exista

un izomorfism Q(&) — Q(77) care invariaza elementele lui Q si du-
ce & in 7. In particular, " =1< 75" =1, meN.

Rezulta ord& =ordn =n, deci i este radacina primitiva de grad
n a unitatii.
c) Fie 7 alta radacind primitivd de grad » a unitatii si g polinomul
minimal al lui 77 peste Q. Trebuie demonstrat ca f = g.

Deoarece f'si g sunt polinoame ireductibile unitare, este suficient
sd demonstram ca (f,g)+1. Presupunem, prin reducere la absurd,
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ca (f,g)~1. Din f|X" -1 si g| X" —1, rezulta ca existd 4, poli-
nom din Z[X], astfel incat

(2) X" 1= fgh.

Deoarece 77 este radacind primitiva de grad » a unitatii, exista £,
1<k<n-1, (k,n)=1, astfel incat n=&*.

Repetand eventual rationamentul, este suficient sd tratim cazul
n =¢&7 unde p este numar prim si p / n.

Fie g,=g(X"). Din g,(&)=g(n)=0, rezultd ca f|g,. Deci
exista f, € Z[X], astfel incat g, = ff,. Fie 7:Z — Z, surjectia ca-
nonica si E ZX]— Z [ X] unicul morfism de inele care extinde 7

cu proprietatea ca ;(X )= X. Pentru un polinom oarecare ¢ € Z[ X ],
notim ¢ = 7_r(t). Din relatiile de mai sus, rezulta:
X'=1=f-g-hsig,=f"f.
Datorita teoremei lui Fermat, a” =a, VaeZ » si
_ - = —
g,=8X") =g =f-/.

Rezulta ca f si g au radacini comune, deci X" —1 are radacini

multiple. Dar, (X 8 —i) =n-1-X"" are numai radicina 0 care nu

cutd, (f,g)~1 este falsa. Prin urmare, f =g.
d) Conform b) si c), gradul Iui f este egal cu numarul radacinilor
primitive de grad » ale unitatii, deci d° f = @(n).
e) [Q(¢):Q]=d"f = p(n). O
3.3. Definitie. Polinomul minimal al unei raddacini primitive de

grad n a unitatii se numeste al n — lea polinom ciclotomic si se no-
teaza cu F,.

Deoarece U, ={l}, F,=X—1.
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Deoarece U, ={-1,1} si —1 este radacind primitiva de gradul doi
a unitatii, F, =X +1.

Deoarece U, ={l,&,&°}, unde &’ +&+1=0, ¢€C si ¢ este o
radacind primitiva de gradul 3 a unitatii, F, = X* + X +1.

3.4. Consecinti. Fie n e N". Atunci:

(3) X" =1=[]F.-

dln
(in ultima egalitate, ca si in continuare, consideram numai divizorii
Ppozitivi).

Demonstratie. Dacd d |n, atunci F, | X" —1. Daca d, si d, sunt
doi divizori distincti ai lui n, atunci F,; si F, nu au radacini comu-
ne, deci (Fdl Fy, ) ~1. Rezulta HFd | X" —1. Reciproc, fie fun fac-

dln
tor ireductibil In Z[X], unitar, al lui X" -1 si & o radicina a lui f.

Din " =1 rezultd orda =d |n. a este o radacind primitiva de grad

d a unitdtii si /' =F,. Rezultd X" —1=]]F,. O
dln
3.5. Consecinti. Fie ne N'. Atunci:
n= Z(p(d ).
d|n
Demonstratie. Din (3), rezultd n = Zd F, = Zqo(d ). O
d|n d|n

4. Corpuri finite

Structura de corp finit are o serie de proprietati remarcabile.
4.1. Propozitie. Fie L un corp finit si K un subcorp al sau.
Atunci:
2] =[&[".
Demonstratie. Deoarece L este corp finit, K este corp finit §i ex-
tinderea L DK este finitd. Fie [L:K]=n si (e,...,e,) 0 bazd in

« L. Pentru y e L, exista si sunt unici ¢,...,c, € K astfel incat
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Rezulta ca aplicatia:

K"—>L, (¢,....c,) > Zc,.ei
i=1
:|Kn :|K|[L:K].
4.2. Consecinta. Fie K un corp finit. Exista un numar prim p §i
neN’", astfel incat

este o bijectie. Deci, |L| = ‘K"

|K|=p".
Demonstratie. Fie p =carK. Deoarece K este corp finit, p este
numar primsi K 27 ,. Fie n=[K:Z ]. Din 4.1, rezulta:

n
n

|K | =‘Z .| =p". O
Consecinta 4.2. este o proprietate de cardinalitate a corpurilor
finite. Nu pentru orice numar m poate exista un corp cu m elemente.

Daca exista un astfel de corp, atunci, obligatoriu m este de forma p”"

cup primsi neN'". Vom vedea in continuare ci relatia m = p" este
si o conditie suficientd de existentd a unui corp finit cu m elemente.
4.3. Teorema lui Weddeburn. Orice corp finit este comutativ.
Demonstratie. Fie K un corp finit. Notam
C:{a eK|ax:xa,VxeK}.
C este subcorp al lui K, numit centrul lui K.
Dacd p =carK, atunci C include subcorpul prim Z , al lui K.

Corpul K este comutativ daca si numai daca C =K.
Fie [K : C]=n. Sa presupunem ca n >1. Aplicam ecuatia claselor

pentru grupul (K',-) unde K =K \{0}:
(4) \K* =\c" + Y (K :C(a)")

aes
unde S este un sistem de reprezentanti ai claselor de elemente conju-

gate care nu apartin centrului (peste tot * inseamnd excluderea ele-
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mentului 0) iar C(a)= {y € K|ay = ya}. C(a) este de asemenea un
subcorp al lui K, C(a)2C si C(a)# K pentru a ¢ C.
Notam [C(a):C]=d(a). Din Cc C(a)c K rezultd d(a)|n. Pentru
a¢C, d(a)<n. Fie g =|C|. Din 4.1., rezulta

[K|=¢", |C(@)]=q"".

(K" :C(a)) = Kl g >1, pentru a ¢ C
| c@] ¢ -1 |
Din (4) rezulta:
" "1
) q —1=q—1+Z§<T-
ae$S q _1

Daca F, este al n —lea polinom ciclotomic, atunci din F, | X" —1
in Z[ X], rezulta

(6) E(Dlq" -1
Dacd d(a)<n, atunci X““ —1 si F, nu au radicini comune,

deci (X ~1,F,)~1. Rezultd F, |% in Z[X] si

"1
%) Fn(cmh.
Din (5), (6) si (7), rezultd F,(q)|q—1.
Vom arata cd ultima relatie nu este posibila.
Daca n=2, atunci F, =X +1, F,(9)=q+1]q-1.

Daca n>2 si & este o radacind a lui F,, atunci &=a+Dbi,

aeR, beR'. Inplus, |¢|=va’ +b* =1, deci |d| <1.

lg—¢|=|g-a-bi|=\g* —2ag+1>q-1.

®) F=TTx-9.
¢

in (8) & parcurge radicinile primitive de grad » ale unitatii.
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F@|=]Tla-¢>q-1.

¢
Deci F (q)fg—1. Ipoteza n>1 ne-a condus la o contradictie.
Rezulta n=1, K =C si K corp comutativ. O
4.4. Consecinta. Doud corpuri finite cu acelasi numadr de elemen-
te sunt izomorfe.
Demonstratie. Fie K un corp finit. Conform teoremei 4.3., K este

corp comutativ. Fie n = |K . (K",) este grup cu n—1 elemente.

Pentru orice xe K, x" ' =1.

Rezulta ca toate elementele lui K sunt radacini ale polinomului
f=X"-XeZ,[X] unde p=cark.

Prin urmare, K este corp de descompunere pentru f. Acum 4.4. re-

zulta din 111.7.6. m
Consecinta 4.4. este o proprietate de unicitate a corpurilor finite.

4.5. Consecintii. Fie K un corp finit. Atunci grupul (K ,-) este
grup ciclic.

Demonstratie. Conform teoremei lui Wedderburn, K este corp co-
mutativ, deci (K ,-) este grup abelian. Din 3.1., rezultd ci grupul
mentionat este grup ciclic. ©

4.6. Teorema. Pentru orice numdr prim p §i orice ne N, existd
un corp cu p" elemente.

Demonstratie. Fie p un numar prim si L o Inchidere algebrica a lui
Z,. Polinomul f=X?* '—XeZ ,[X] are toate radacinile in L. De-
oarece f'=-1, radacinile lui f'sunt distincte. Fie

K={aeL|f(a)=0}.
Kare p" elemente. Pentru € L:
aeKou"(a)=a
unde u: L — L este endomorfismul lui Frobenius.

Daca a,f €K, atunci: u"(a)=«a, u"(S)=p.

W (a+ B)=u"(@)+u" (B)=a+ B, u'(-a)=—u"(a)=-a,
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' (af)=u" ()" (B)=af, u"(a)=u"(a)' =a™, a=0.
Prin urmare, K este un subcorp al lui L si |K | =p". mi

4.7. Consecinta. Fie K un corp finit cu p" elemente, p =cark.
Atunci K are un subcorp cu p° elemente, dacd si numai dacd d |n
(n,d eN").

Demonstratie. Sa presupunem ca existd un subcorp K, al lui K cu
p® elemente. Din Z,cK cK, [K :Z,]=d, [K:Z,]=n sidin
proprietatea de tranzitivitate a extinderilor finite, rezulta d | n.

Reciproc, fie d e N’ un divizor al lui n. Fie L o inchidere
algebrica a lui K. Conform teoremei 4.6., existd un subcorp K, al lui

Lcu p? elemente si
K, ={a eL‘ud(a)za}, Kz{a eL‘u”(a)za}.

Din d|n rezultd K, c K. O

5. Problema radacinilor multiple ale unui polinom ireductibil

Fie K un corp comutativ si f € K[X], un polinom ireductibil.

Vom cerceta 1n ce conditii / poate avea radacini multiple.
Conform propozitiei I11.6.8., f are radacini multiple (intr-o extin-
dere a lui K), dacd si numai daca (f, /') #1. Deoarece f este ireduc-

tibil, aceasta revine la f'| f'. Deoarece d° f >d° f', rezultd ' =0.

Fie [ = iain, nzl, f'= Zn:ia[X"‘l.
i=0 i=1

f'=0ia,=0,iclne (i-1=0saua =0), icln.
Distingem doua cazuri.
I. Corpul K are caracteristica zero: carK = 0.
In acest caz, i-1=0=i=0. Conditia f'=0 implici f=a,eK,
deci f'inversabil, contradictie cu fireductibil in K[X]. Prin urmare, /'
nu poate avea radacini multiple.
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1. Corpul K are caracteristica nenula: carK = p#0 (Se stie ca
p este numar prim).

In acest caz, i-1=0=> p|i. Deci, dacd p[i, atunci a, =0 si

f=a,+a, X" +a, X?’ +..+a, X" eK[X"].

Putem formula:

5.1. Teorema. Fie K un corp comutativ si [ € K[ X], un polinom
ireductibil. Pentru carK =0, polinomul f nu are raddacini multiple.
Pentru carK = p #0, f are raddacini multiple daca §i numai daca

feK[X"].

Sa consideram 1n continuare carK = p#0 si f e K[X"].

Fie r e N', astfel incat f e K[X” |si f¢K[X” ].Existi atunci
he K[X], astfel incat f =h(X""). Deoarece f este ireductibil, / este
ireductibil. Afirmam ca 4 nu are radacini multiple. Altfel, 2 e K[ X*]
si feK[X - ], contradictie.

Fie d°h=m si L o extindere a lui K in care 4 are toate radacinile
B,.... 5, (distincte).

n=TTC-p). F =TI =),

Fie L' o extindere a corpului L in care fiecare polinom X” — S,

1
are o raddcind «,, iel,m. Deoarece f,,..., 3, sunt distincte, radaci-

nile ¢,,...,a, sunt distincte.

m

Cum o/ =, rezulti X" - =X" —a/ =(X—-a,)”, adici:

(M) F=T1x-ay".

5.2. Teorema. Daca f € K[X] este polinom ireductibil, atunci

toate radacinile lui f au acelasi ordin de multiplicitate.
Demonstratie. In cazul carK =0, toate radacinile lui f sunt sim-

ple. In cazul carK = p #0, afirmatia rezulta din (1). ©
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Cu notatiile din (1), m poartd numele de grad redus al polinomu-
lui f'si » poartd numele de exponent al polinomului f sau al rada-
cinilor lui £ Daca r este exponentul polinomului ireductibil £, atunci
toate radacinile Iui £ au ordinul de multiplicitate egal cu p”. Gradul
redus al unui polinom ireductibil este egal cu numarul radacinilor
distincte ale polinomului.

Gradul n al polinomului ireductibil f, gradul redus m si expo-
nentul 7 sunt legati prin relatia:

n=mp".
5.3. Definitie. Fie K un corp comutativ §i f € K[X] un polinom

ireductibil. Se spune ca f este separabil daca toate radacinile lui f
sunt simple. In caz contrar, se spune cd polinomul f este neseparabil.

Din teorema 5.1., rezulta ca, in cazul carK =0, toate polinoamele
ireductibile din K[X] sunt separabile.

In cazul carK = p#0, polinomul ireductibil f este neseparabil
daca si numai daca f e K[X7”].

6. Extinderi algebrice separabile

6.1. Definitie. Fie L > K o extindere de corpuri si ¢ €L un
element algebric peste K. Se spune ca a este separabil peste K daca
polinomul sau minimal p, € K[X] este separabil. In caz contrar, se
spune ca « este neseparabil peste K.

Din teorema 5.1. si din definitia 5.3., rezulta ca toate elementele
algebrice peste un corp K de caracteristica O sunt separabile. In cazul
carK = p# 0, elementul «, algebric peste corpul K, este nesepara-
bil peste K daca si numai dacd p, € K[X"].

6.2. Definitie. Fie L > K o extindere algebrica de corpuri. Se
spune ca extinderea L D K este separabili daca toate elementele lui
L sunt separabile peste K. In caz contrar, se spune ci Lo K este o

extindere neseparabila.
Din comentariile de mai sus, rezulta ca orice extindere algebrica a
unui corp de caracteristica 0 este si o extindere separabila.
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Notiunea de extindere separabild este legatd de notiunea de corp
perfect.

6.3. Propozitie. Corpul K este perfect daca si numai dacd orice
element algebric peste K este separabil peste K.

Demonstratie. Afirmatia este evidenta 1n cazul carK =0.
Fie K un corp perfect de caracteristica p#0 si € L 2K un ele-

ment algebric. Sa presupunem cd « este neseparabil peste K. Rezul-
ta cd polinomul sdu minimal p, € K[X"]:
P, =2.bX", b =1
k=0
Deoarece K este corp perfect, pentru orice k €0,r, existd a, € K

astfel incat b, =u(a,)=a,” (u fiind endomorfismul lui Frobenius).

7 7 p
p, = Zak”X"” :[Zakaj ,
k=0 k=0
contradictie cu faptul cd p, este ireductibil peste K.

Fie acum K un corp care nu este perfect. Rezulta ca endomorfismul
lui Frobenius nu este surjectiv. Atunci, exista be K, astfel incat,
u(a)#b, YVaeKk.

Conform propozitiei 2.2., polinomul f = X? -5 este ireductibil in
K[X]. Fie K inchiderea algebrica a lui K si e K o radicini a lui
f- Atunci, f'este polinomul minimal al lui & peste Ksi f =(X —a)”.

Deci, a este neseparabil peste K. O

6.4. Consecinta. Orice extindere algebricd a unui corp finit este
extindere separabild.

Demonstratie. Rezulta din faptul ca orice corp finit este perfect si
din6.3. O

6.5. Propozitie. Fie L o K o extindere algebrica separabila si
E e Z(L;K). Atunci, L D E este extindere separabila.

Demonstratie. Fie a € L si p, € K[ X], polinomul minimal al lui
a peste K. Deoarece o este separabil peste K, p, are numai rada-
cini simple. Fie f, € E[X], polinomul minimal al lui & peste E. Din
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f., | p,, rezultd ca f, are numai rddécini simple. Deci a este sepa-
rabil peste £. Cum « € L este arbitrar, extinderea L o E este sepa-
rabild. O

Reamintim ca se spune cd extinderea L > K este simpld daca
existd a € L, astfel incat, L = K(«). Elementul  din aceasta relatie
poartd numele de element primitiv al extinderii.

6.6. Teorema (a elementului primitiv). Orice extindere finitd si
separabild este simpla.

Demonstratie. Fie L © K o extindere finita si separabila.

In cazul K corp finit, din |L| =|K|[L3K]

, rezultd ca si L este finit.
Conform 3.1., (L,-) este grup ciclic. Daci x este un element genera-
toral lui L', atunci L = K(x).

Rémane sa tratdm cazul K corp infinit.

Fie [L:K]=dim,L=n si (e,..,e,) o bazd In L. Rezultd ca
are loc egalitatea:

L=K(e,..,e,).

Rationand prin inductie dupé n, este suficient sd demonstram ca

dacd «, f € L, atunci exista y € L, astfel incat:

K(a,B)=K(7).
Fie p, si p, polinoamele minimale ale lui «, respectiv 3, peste K.
Consideram E, o inchidere algebrica a lui K, astfel incat K oL
Fie o, =a,a,,...,a, EE, raddcinile lui p,. Deoarece o este se-
parabil peste K, «,,a,,...,a, sunt distincte.
Fie B, =4.0,,....0, e K, radicinile lui py- Deoarece [ este se-

parabil peste K, £,,f,,..., 5, sunt distincte.
Fiecare ecuatie de forma:

(D) a+xf=a,+xp;, iel,_r, jeﬂ
are cel mult o radacina in K.

Deoarece K este infinit, existd ce K, care nu este radiacinid a
niciunei ecuatii de forma (1). Fie
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y=a+cfsi f=p,(y—cX)eK(y)[X].

Din f(B)=p,(y —cp)=p,(a)=0, rezultd ca fsi p, au radaci-
na comuni f3. Aritim ci S este singura ridicind comuna. Intr-ade-
var, fie f; una dintre radacinile lui p,, astfel incat:

fB)=p,(y—cp;)=0.
Existd i e I,_r, astfel incat y —cf8, =, sau y=a+cf=a, +cpf;.
Conform alegerii lui ¢, rezulta i = j =1 si B, = f.
Deducem:
(Pg> /)~ X =P
Din f,p, e K(y)[X], rezulta ca feK(y). Deoarece a=y—cp,

o € K(y). Prinurmare, K(a, ) < K(y).
Cum incluziunea inversa este evidentd, K(«, )= K(y). i

7. Elemente conjugate

7.1. Definitie. Fie L © K o extindere de corpuri §i o, €L, ele-
mente algebrice peste K. Se spune ca a si [ sunt conjugate peste K
daca au acelagsi polinom minimal peste K:

Po = Pg-

In extinderea C SR, elementele 1+i si 1—i sunt conjugate. Po-
linomul lor minimal peste R este X* —2X +2.

In extinderea C o Q, elementele 3/5,3/58 si 32&* sunt conjuga-
te peste Q (eeC si &” +&+1=0), deoarece polinomul lor minimal
peste Q este X° —2.

7.2. Consecinta. Fie K un corp comutativ i K, o inchidere alge-

brici a lui K. Fie oo € K. Numdrul conjugatilor in K ailui a (peste
K) este egal cu numarul radacinilor distincte ale polinomului mini-

mal p,. In cazul carK =0, acest numar este egal cu d° D, In cazul

carK = p #0, acest numar este egal cu gradul redus al lui p,.
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Demonstratie. A se vedea paragraful 5. o
Vom ardta in continuare ca elementele conjugate sunt legate de
automorfismele din grupul Galois.

7.3. Teorema. Fie K un corp comutativ §i K o inchidere algebri-

cd a lui K. Fie a € K. Numdrul conjugatilor in K ailui a (peste K)
este egal cu numarul morfismelor de corpuri

) o:K(@)—>K,
cu proprietatea o(a)=a, Vae K.
Demonstrafie. Fie p, =Y a,X'eK[X], polinomul minimal al
i=0
lui a. Fie A multimea morfismelor de forma (2) si B multimea con-

jugatilor Iui & in K. Fie ce A

0=0(p,(@))= [ij:ia,a(a)f:pa(o(a)).

Prin urmare, o(«) este un conjugat al lui «, o(@) € B.

Definim aplicatia:

F:A—> B, F(o)=0(a), VoeA.
Daca o,7€ 4 si F(o)=F(r), atunci o(a) =7(x). Deoarece pentru
orice ae K, o(a)=1(a)=a, rezultd o =7. Deci F este injectiva.
Fie f e B. Din II1.7.4., rezulta ca exista un izomorfism
v:K(a)— K(p)

astfel incat v(a)=a, VaeK si v(a)=p.
Daca j:K(p) — K este morfismul incluziune, atunci o =joved
si F(o)=p. Deci F este bijectiva si |A| = |B| O

7.4. Consecinta. Fie K un corp comutativ §i K inchiderea sa al-

gebrica. Elementele a,f € K sunt conjugate peste K, daca si numai
daca exista o € G(E | K), o(a)=p.
Demonstratie. Daca o si [ sunt conjugate peste K, atunci, con-

form 7.3., existd un morfism de corpuri o: K () — K, astfel incat
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o(a)= . Conform IIL.9.5., exista un morfism 7 :K > K care pre-
lungeste o, 7€ G(E | K) si 7(a)=0(a)=p.

Reciproc, dacd o(a)=f,unde o< G(E|K ), atunci, urmand
calculul din demonstratia lui 7.3., rezulta:

p.(B)=c(p,(a))=0c(0)=0.

Deci, £ este un conjugat al lui a. i

8. Extinderi algebrice normale

8.1. Definitie. Fie L © K o extindere algebrica de corpuri, unde
LQE. Se spune cad LD K este o extindere normald daca din

ael si feK, B conjugat cu a peste K, rezulta f € L.

Deci, o extindere algebrica este normala daca odata cu un element
contine orice conjugat al acestuia peste corpul de baza.

Extinderea K © K este extindere normala deoarece pentru orice

a € K, singurul element conjugat cu a peste K este a.
Extinderea K D K este evident extindere normala.

8.2. Propozitie. Fie L o K o extindere de corpuri, L c K. Sunt
echivalente conditiile:
a) L DK este o extindere normala;

b) VaeG(f|K), o(l)ycL;
c) vUeG(E|K), ol.eG(L|K).
Demonstratie. "a) = b)" Fie O'EG(E|K) si ael. Din 7.4.,

[ =0o(x) este un conjugat al lui a peste K. Deoarece L o K este
extindere normala, g € L. Deci, o(L) c L.

"b)=<¢)" Fie o€ G(E | K ) Conform b), putem vorbi despre res-
trictia o |,: L — L. Este suficient sa demonstrdm ca o |, este surjec-

tiva. Fie ye L si p, polinomul minimal al lui y peste K. Fie
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A:{aeL\py(a)zo}.

Multimea A este finita, contine y si, dacd « € 4, atunci o(«) € A4.

Deoarece restrictia lui o la 4 este injectiva, este si surjectiva. Exista
xe Ac L, astfel Incat o(x)=y.

"c)=>a)" Fie el si f ek, un conjugat al Iui a peste K. Con-
form 7.4., existd o € G(E|K ) astfel incat o(a)= . Conform c),

o(a)el. o
8.3. Propozitie. Orice corp de descompunere al unui polinom
este extindere normala a corpului de baza.

Demonstratie. Consideram f un polinom din K[X], d'f=n>1
st fie L=K(a,,...,2,) cK un corp de descompunere al lui f. Daca
o€ G(E | K ), atunci, pentru orice i € I,_n, f(o(a;)) =0, deci exista
J el,_n, astfel incat o(¢;)=a; € L. Rezulta o(L)c L si, conform
8.2.b), L © K este o extindere normald. o

In particular, deoarece @(\/5 ) este corp de descompunere al po-
linomului f=X>-3eQ[X], Q(\/g ) D Q este extindere normala.

8.4. Propozitie. Daca L o K este o extindere finita si normala,
atunci L este corp de descompunere al unui polinom f € K[ X].

Demonstratie. Fie (c,...,a,) o bazd in L. Atunci rezultd ca
L=K(e,...,a,). Fie p, € K[X] polinomul minimal al lui ¢, peste

K, iel,n. Deoarece L © K este extindere normald si p, are o rada-

cind in L, rezultd cd p, are toate radacinile in L, i €1, n. Notam

f=I1r. <Kix1

L este corp de descompunere al polinomului £. O
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8.5. Propozitie. Fie L © K extindere algebrica si E € Z(L;K).
Daca L oK este extindere normald, atunci L D E este extindere
normald.

Demonstratie. L o K este extindere algebrica. Fie K o inchidere
algebrica a lui K, astfel incat K SL K este si inchidere algebrica a
ui E. Fie o€ G(K | E). Rezultd o€ G(K |K) si, deoarece LK

este extindere normala, o(L) < L. Conform 8.2., L D E este extin-

dere normala. o
8.6. Propozitie. Fie L > K o extindere algebrica de corpuri §i

EE, € Z(L;K). Atunci:
a) Daca E, oK si E, oK sunt extinderi normale, atunci ex-
tinderile E.E, DK si E, N E, DK sunt normale:
b) Daca E, DK este extindere normala, atunci EE,DE,
este extindere normala.
Demonstratie. a) Fie K o inchidere algebricd a lui K, KoL

Daca o e G(E|K), atunci, deoarece £, D K si E, DK sunt extin-

deri normale, o(E,) C E| si o(E,) C E,. Rezulta:

o(EE,)= 0'(K(E1 v Ez)) c K(O'(El) Uo(E,))cK(E, VE,)=EE,
o(E,NE,)=0(E)No(E,)cE NE,.

Deci, E.E, DK si E,nE, K sunt extinderi normale.

b) K este inchidere algebrica si pentru E,. Daca o e G(E|E2),
atunci o(E,)=E, si o€ G(E | K), deci o(E)DE, (E, 2K este
extindere normald). Ca si mai sus, se obtine o(E\E,)c E,E,. Deci,
extinderea E\E, D E, este normala. O

8.7. Teorema. Daca L o K este o extindere finita, normald si se-
parabila, atunci G(L|K) este finit si:

|G(L|K)|=[L:K].
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Demonstratie. Conform teoremei elementului primitiv, extinderea
L o K este simpla. Fie ¢ un element primitiv al sau. Deci,

L=K(a)sid'p,=[L:K]
unde p, € K[X] este polinomul minimal al lui a.

Consideram, ca de obicei, K o inchidere algebricad a lui K care
include L. Notdm cu 4= { pe E| p,(B)= 0} multimea conjugatilor
lui a peste K. Deoarece L o K este o extindere normald, A4c L.
Cum « este separabil peste K, |A| =d’p,. Este suficient sd demon-
strdm ¢ |G(L|K)|=|4].

Fie 0e G(L|K). o(a) este o radacind a lui p,. Aplicatia:

A:G(LIK)—> A4, Mo)=0o(a), VoeG(L|K)
este bine definita.

Daca o,7€G(L|K) si A(o)=A(r), atunci o =7. Prin urmare,
aplicatia A este injectivd si G(L|K) este finit.

Daca g € A, atunci, conform III.7.4., existd un izomorfism
o:K(a)—> K(pf) astfel incat o(a)=a, YaeK si o(a)=p.
Din KcK(f)cL=K(a) si [K(f):K]=[K(a):K]=d'p,, re-
zulta K(fB)=L. Deci, ceG(L|K) si o(a)=/f, adica aplicatia A

este bijectiva. Rezulta |G(L | K )| = |A| O

8.8. Consecintd. Fie L un corp finit si K un subcorp al sau.
Atunci G(L|K) este ciclic.

Demonstratie. Fie carlL = p si K o inchidere a lui K astfel incat
Z , S Kclc K.

Fie d=[K:Z,], m=[L:Z,], n=[L:K].

Extinderea L > K este finita, normala (fiind corp de descompu-

nere) si separabild (conform 6.4.). Din 8.7., rezulta:
9) |G(L|K)|=[L:K]=n.
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Fie u:K — K endomorfismul lui Frobenius. Deoarece L 27,
este extindere normala, putem vorbi despre restrictia u, a lui u la L.

Fie v=u". Din demonstratia teoremei 4.6., rezulti v(«)=a,
Va € K. Prinurmare, ve G(L|K). Vom arita ci:

G(L|K)= {lL,v,vz,...,v"_l}.

Tinand seama de (9), este suficient sa aratam ca ordv = n.

Pentru orice €L, V'(a)=u"(a)=a. Deci, v" =1,. Daca ar
exista i, 0 <i<n, astfel incat v' =1 ,» atunci, pentru orice a € L:

a=v(a)=u"(a)=a"".

Polinomul f=X » _X araveain L p" > p“ solutii, contradic-

tie. Deci, ordv=n. O

9. Teorema fundamentala a teoriei lui Galois

In acest paragraf sunt studiate conditiile in care corespondentele
intre laticea subgrupurilor grupului Galois si laticea corpurilor inter-
mediare ale unei extinderi sunt bijective.

9.1. Teorema. Fie L o K o extindere finitd, normala si separabi-

la. Fie G=G(L|K), Z(G)={H|H <G} si
Z(L;K)={E|E subcorp al lui L, E>K}.
Am definit F :Z(G)— < (L;K) prin
F(H)=L"={acL|o(a)=a, VoeH}, VH e Z(G).

Atunci:
a) F este bijectiva,
b) Fie H e Z(G).

H <G < L oK este extindere normald;
¢) Daci H<G si E=L", atunci
G(E|K)=G(L|K)/G(LI|E).
Demonstratie. Consideram si cea de-a doua corespondenta
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O:Z(L;K)—> Z(G)

definita prin ®(E)=G(L|E), VE € Z(L;K).
Pentru a) este suficient sa demonstram relatiile
DoF=1,4 81 Fo®=1,,4.

Fie H € Z(G). Din definitiile lui ®@ si F, rezulta:

(1) (®oF)(H)=G(L|L")2H.

Deoarece extinderea L o K este finitd, normala §i separabild, din
8.7., G este finit §i |G(L|K)|=[L:K]. Extinderea Lo L" este si ea
finita, normala si separabila. Conform teoremei elementului primitiv,
existi x € L astfel incat L= L"(x). Conform 8.7.,

G L)|=[L:L"]=d"p,
unde p, este polinomul minimal al lui x peste L”.
Subgrupul H este finit. Fie |H| =n si

H={o0,,0,,..,0,}, 0,=1,.

Notam: /=] [(X —o,(x)) e L[ X].
i=1
Fie oe H si f, polinomul obtinut prin aplicarea lui o asupra
coeficientilor lui f:

n

£ =TT e a)@) =T [(X ~,() = f

i=1
deoarece atunci cand o, parcurge H'si o oo, parcurge H. Prin urma-
re, coeficientii lui f/ sunt invariati de automorfismele din H, adica
fel"[X]. Inplus, f(x)=0, de unde rezultd p.lfsidp <n
Deci,
\G(L|LH)\ <n=|H|.

Tinand seama si de relatia (1), rezulta:

(2) G(L|L"Y=H.

Deci, ®o F =1,
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Fie acum E € ¥ (L;K). Din definitiile lui @ si F, rezulta:
(Fod)(E)=L""" o E.
Deci,
KcEcI’ L.

LG(L\E)

Cum extinderile £ < L si < L sunt finite, normale §i separa-

bile,
[L:L7M9])=|G(L| L) =|G(L | E)|=[L: E]
(a doua egalitate rezulta din (2)).
Din proprietatea de tranzitivitate a extinderilor finite, rezulta ca

[L°HP E]=1 sau L°“P = E adica
Fo®=1,y,
si se incheie demonstratia lui a).

Sa presupunem acum ci H este subgrup normal in G. Fie E = L".
Conform a), G(L|E)= H. Pentru a demonstra cd £ 2 K este extin-

dere normald, aratdim cd E contine odata cu un element x, orice con-
jugat al acestuia peste K.

Fie deci xe€ E si x" un conjugat al sdu. Conform celor demon-
strate in 8.7., existd o € G(L|K) astfel incat o(x)=x".

YeE=I" or(x)=x,VreH.

Deoarece H este subgrup normal in G, cHo ™' = H.

Fie r € H. Existdi Ae H astfel incat 7 =clo ™.

3) 7(x) = 0(1(0"1 (x'))) =o(A(x))=0(x)=x"
Am tinut seamacd xe E si A e G(L|E), deci A(x)=x.

Din (3) rezulta x'€ E si prin urmare, extinderea £ D K este nor-
mala.

Implicatia reciproca de la b) si ¢) vor fi demonstrate simultan.
Fie deci E € Z(L;K) astfel incat £ o K sa fie o extindere normala.

Fie H =G(L|E). Are loc si egalitatea L” = E. Definim aplicatia:
A:G(L|K)—>G(E|K), A(o)=0]|,, VoeG(L|K).
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Deoarece E D K este o extindere normala, A este bine definita.
Se verifica egalitatea:
(oo7) |E: o |E °T |E7 Vo,reG(L|K),
ceea ce aratd cd A este un morfism de grupuri.
Vom demonstra cd A este morfism surjectiv.

Fie ue G(E|K). Fie K o inchidere algebrica a lui K astfel Incat
K o L. Conform IIL9.5., existd reG(E|K) care prelungeste u.

Deoarece L D K este extindere normala, o =7|,€ G(L|K).
A(O-) =0 |E:T |E:u7
deci A este morfism surjectiv.
Ne propunem sa determinam nucleul morfismului A.
Fie 0 e G(L|K).
ceKerAh & A(o)=0|,=1, ©0ceG(L|E)=H.
Deci, KerA = H. De aici rezultda H <4 G si, aplicand teorema funda-
mentald de izomorfism pentru morfismul A:
G(E|K)=ImA=G(L|K)/H=G(L|K)/G(L|E).
Se observa ca izomorfismul de la c) este indus de aplicatia de res-
trictionare a automorfismelor din G la E. mi

Probleme propuse
1. Daca E,F € Z(L;K) si a €L element algebric peste E, aratati
cd [EF(a): EF]|<[E(a):E].

2.Dacd E,F,G e Z(L;K) siextinderea F o E este finita, atunci
FG 2 EG este o extindere finita si [FG: EG|<[F :E].

3. Fie L o K o extindere de corpuri si £, F doua corpuri interme-
diare. Daca [E: K] si [F: K| sunt numere prime intre ele, aratati ca:
[EF:K]=[E:K]-[F:K].
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4. Sa se determine:

a) radacinile complexe de gradul 10 ale unitatii;

b) radacinile primitive de gradul 10 ale unitatii;

¢) polinomul ciclotomic F;.

d) descompunerea in factori ireductibili in Q[X] a polinomului:

f=X"-1.

5. Consideram functia lui Mobius, g:N* — Z definita prin:

1, n=1I;
u(n)=4(=1", n=pp,..p,, p, prime, distincte;
0, altfel (3p prim, astfel ca p” | n).

Aratati ca:
a) p(mn)=p(m)u(n) daca (m,n)=1;
I, n=1
b d)=
) %ﬂ( ) {O, n>1.

¢) Fie (G,+) grup comutativ. Consideram functiile:

f,g:N' > G astfel incat f(n)=)_ g(d).

d|n
Aratati cd are loc egalitatea (formula de inversiune a lui Mébius):
n
g = ud)f (Ej’
dln

d) Daci (G,-) este grup abelian si functiile f,g:N" — G verifi-

w(d)
carelatia f(n)=]]g(d), atatati ci g(n) =[] f[ﬁj :

dln dln d

0 u(d)
€) Sa se arate cd F, =H£Xd —lj .

d|n

f) Folosind e), sa se calculeze in mod direct F,, F,,, F,,, Fs.

6. Fie p si ¢ numere prime distincte. Aratati ca:
F, =F,(x"), F, . =F,(x""").
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Folosind aceste relatii, calculati F,, si Fj.

7. Aratati ca pentru un corp finit K, grupul Aut(K) este abelian.

8. Si se arate ca L:ZZ[X]/(X4 +X° +i) este un corp cu 16 ele-

mente. Construiti apoi un corp cu 8 respectiv, 27 elemente.

9. Fie K un corp finit si a € K. Determinati a astfel incat polino-
mul f'sa fie ireductibil in K[X] daca:

a) f=X’+aX+2eK[X], |K|=3;

b) f=X'+aX+1eK[X], |K|=5.

10. Fie p numar prim si a,b,c € Z,cua# 0. Si se rezolve in Z,

ecuatia ax” +bx+c=0. In cazul in care existi, gisiti solutiile ecua-

tiilor: 2x” +3x+5=10, respectiv, x’ +3x+3=0, in Z,,.

11. Fie K un corp finit de caracteristica p, numar prim si # numar

natural. Aritati ci polinomul f =X” —aeK[X] are cel mult o ri-
dacind 1n K.

12. Se considera un corp finit K cu car(K) = p, numar prim. Sa

se arate ca:

a) Pentru orice numar natural », existd polinoame ireductibile de
grad nin K[X].

b) Pentru orice polinom ireductibil f € K[X], existd un numar

natural n astfel ca [ | X* - X.
13. Fie corpul finit (fixat) K, cu ¢g elemente.

a) Stabiliti numarul de polinoame ireductibile, de grad n, neaso-
ciate in divizibilitate din K[X].
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b) Aréatati cd numadrul polinoamelor unitare, ireductibile, de grad

p_
p, numdr prim, din K[X] este egal cu 9 -9

c) Precizati toate extinderile de grad p, numar prim, ale lui K.

14. Aratati cd urmatoarele extinderi sunt simple si, pentru fiecare
dintre ele, precizati un element primitiv:

2) Q(v5.3) 2@
b) Q(¥2,43)2@.

15. Demonstrati cad o extindere finitd de corpuri L > K este nor-

mala dacad §i numai dacad L este corp de descompunere al unui po-
linom f € K[X].

16. Consideram extinderile de corpuri £ > L 2> K astfel incat
Lo K este normald si £ este corpul de descompunere peste L al
unui polinom f € K[ X]. Ardtati cd £ D K este extindere normala.

Se mentine adevaratd afirmatia dacd f e L[X]? Au extinderile
normale proprietatea de tranzitivitate?

17. Sa se arate ca orice extindere patratica este normala. Este ea si
separabila?

18. Fie K un corp finit i f € K[X], polinom ireductibil. Aratati
ca L=K[X]/ ( f ) este un corp de descompunere al lui fpeste K.

19. Precizati care dintre urmatoarele extinderi sunt normale:
a) Q(a)2Q, unde « este o radacinda lui /=X’ -2eQ[X];

b) @(i,x/g,a)g@(i,x/g), cu « definit ca mai inainte;

c) ZZ[X]/(X3 +X+i) =y
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20. Fie K un corp finit cu p* elemente (p numar prim, s >1). Fie

L o K o extindere finitd de grad n. Pentru k €0,n—1 definim mor-
fismele u, : L — L prin u,(x) = x”", VxeL. Aritati ci pentru orice
k, u, e G(L|K).

21. Fie K un corp finit cu p’ elemente (p numar prim si s >1) si
o oraddacind a lui f € K[ X], polinom ireductibil de grad n.

- ¢ e e 1w e . . s 2s (n-1)s
Aratati ca radacinile lui fdin K(«) sunt: «, o’ , a” , ..., a”

22. Pentru polinomul f = X*+ X* +1eZ,[X], stabiliti corpul de
descompunere L si precizati radacinile sale.

23. Fie K un corp comutativ, de caracteristicad p, numar prim i
f=X"-X+aeK[X], un polinom ireductibil. Fie & o radacina a
lui fIntr-o inchidere algebrica a lui K. Determinati G(K (0)| K )

24. Pentru fiecare polinom f € Q[X], definit la urmatoarele sub-
puncte, notdm cu L un corp de descompunere al sau si cu G, grupul

Galois asociat extinderii L D Q. Determinati:
G, Z(G,) si Z(L;Q),

precizand care corpuri intermediare E € 7 (L;Q) sunt extinderi nor-
male ale lui Q.

a) f=X"+3eQ[X];

b) f=(X"+2)(X* -5)eQ[X];

©) f=X"-2eQ[X];

d f=X"-2eQ[X].
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Capitolul VI
APLICATII ALE TEORIEI LUI GALOIS

In acest capitol vom aplica elementele de teorie Galois din capi-
tolul precedent la doud probleme clasice. In primul rand este vorba
de rezolvarea ecuatiilor algebrice prin radicali, problema centrald
pentru matematica secolelor XVI — XIX. Caracterizarea ecuatiilor al-
gebrice rezolvabile prin radicali se face cu ajutorul grupului Galois al
corpului de descompunere asociat acestui polinom.
compasul. Urmérind bijectia obisnuitd dintre punctele unui plan, in
care s-a fixat un sistem de coordonate carteziene ortogonale si ele-
mentele lui C, se realizeaza transpunerea problemei constructiilor
geometrice in domeniul extinderilor de corpuri. Pe aceasta cale se da
un raspuns simplu unor probleme clasice ca: dublarea cubului, cua-
dratura cercului, trisectiunea unghiului, constructia poligoanelor re-
gulate.

1. Extinderi radicale.

Fie K un corp de caracteristica zero si K inchiderea sa algebrica.
Consideram polinomul

(D) f=X"—aeK[X], n>1.

Fie O K o radicina a lui f- Se spune ca @ este un radical de or-
din n peste K. Daca & e K este o radicind primitiva de grad » a uni-
tatii, atunci O£, i e N, este de asemenea o ridicind a lui £, Astfel,

() 0,05,....05™!
sunt toate radacinile lui f.
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1.1. Definitie. Numim extindere radicald simpla a corpului K,
orice corp de descompunere al unui polinom

f=X"-acK[X], n>1.
Q(\/E) D@ este o extindere radicala simpla fiind un corp de des-
compunere al polinomului £ = X>-2eQ[X].
C o R este o extindere radicald simpla fiind un corp de descom-
punere al polinomului f = X>+1eR[X].

Orice corp de descompunere al unui polinom de gradul doi este o
extindere radicala simpla. Intr-adevar, fie f=X*+aX +be K[X],

A=a*—-4b si Oe K astfel incat 6> =A. Elementele — sunt

radacinile lui /. Corpul de descompunere al lui f coincide cu corpul
de descompunere al polinomului X* —A € K[.X].

In particular, orice extindere de gradul doi este o extindere radi-
cala simpla.

Din consideratiile de mai sus, rezultd ca orice extindere radicala
simpla este de forma

3) K(0,0) 2K
unde 0" € K (pentru un anumit 7€ N") si & este radicina primitiva
de grad » a unitatii.

—1+i\/§

Pentru ¢ = — extinderea Q(%/E ,5) 2 Q este radicala sim-

pla, fiind corpul de descompunere al polinomului X° —2 e Q[ X].

Orice extindere radicala simpla este o extindere normald deoarece
este corp de descompunere.

Deoarece € si & din (3) sunt elemente algebrice peste K, din (3)
rezulta cé orice extindere radicala simpla este o extindere finita, deci
algebrica.

1.2. Definitie. Spunem ca Lo K este extindere radicala daca
exista lantul de extinderi

4) K=K,cK c..cK =L
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unde K, | C K, este extindere radicala simpla, pentru orice i €l,s.

Din definitie, rezultd ca extinderile radicale au proprietatea de
tranzitivitate.

Orice extindere radicald este o extindere finita, deci i o extindere
algebrica.

Deoarece extinderile normale nu au proprietatea de tranzitivitate,
nu rezultd ca orice extindere radicala este o extindere normala.

1.3. Teoremia. Daca Lo K este o extindere radicald, atunci
existd o extindere L' a lui L astfel incdt L' o K este extindere radi-
cala si normala.

Demonstratie. In continuare, consideram ci toate extinderile lui
K, care sunt extinderi algebrice, sunt incluse intr-o inchidere alge-
brica, K. Fie L o K o extindere radicald si (4) un lant de extinderi
radicale simple. Vom rationa prin inductie dupa s.

Pentru s=1, L 2 K este extindere radicald simpla, deci si o ex-
tindere normald. Putem lua L'=L.

Presupunem afirmatia adevaratd pentru valoarea s—1 §i consi-
derdam extinderea radicald L o K careia ii corespunde lantul (4),
pentru valoarea s.

Conform ipotezei de inductie, exista o extindere L, D K_,, astfel

incat L, © K este extindere radicald si normald. K D K | este ex-

tindere radicala simpla, deci

K, =K, ,(0,9)
unde 0" = Be K, (pentruun anumit neN")si & este ridicina pri-
mitiva de grad » a unitatii.

Elementul feK <L, este algebric peste K. Fie p, € K[X]
polinomul sau minimal si S, = f,f,,..., B, toate radacinile lui p,.
Deoarece L, © K este extindere normala, S €L, ielr

Fie f=p,(X")eK[X] si 6, €K oridicind a polinomului

X"-B,
iel,r cu 0, = 0. Toate radacinile lui f'sunt de forma:

171



08, ielr, jeln—1
Fie L, corpul de descompunere al lui f'peste K.
L, =K(.,6,..,0.).
L, o K este o extindere normald. Notdm
L'=LL, = K(Ll ULz) =K(L)(L,) =L(L,),
compozitul corpurilor L, si L,. Din V.8.6., rezultd cd L'> K este o
extindere normala.
L'=L(.6,..0.).
LcL&cLé.0)c..cL(&.b,...0,).
Deoarece fiecare dintre extinderile ultimului lant este o extindere
radicald simpla, L, c L' este extindere radicala. Dar si K ¢ L, este o

extindere radicala, deci K = L' este o extindere radicala. In plus,
L'=L(,6,.,0)0K (£,6)=K =L O

2. Grupul Galois al unei extinderi radicale

Rezultatul principal al acestui paragraf este acela ca grupul Galois
al unei extinderi radicale si normale este rezolubil.

2.1. Lema. Fie K un corp de caracteristica zero si & € K o rada-

cind primitiva de grad n a unitatii. Atunci, grupul Galois
G(K()|K)

este rezolubil.

Demonstratie. Notim G =G(K(£)|K) si fie o€G. Pentru m,
numar natural,

"=l o(é)" =1.

Rezultd ord(&)=ord(o(£))=n, adicd o(&) este, de asemenea,
o radicind de grad » a unititii. Existd ¢ e N, astfel incat o(&) = &
si (g,n)=1. Daca, in plus, o(&)=<¢", atunci ord& =n|(g—r).

Definim aplicatia:

A:G->U(Z,),
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prin A(o)= &, daca o(&)=¢47.
Aplicatia A este bine definita.
Fie 0,7 € G astfel incat o(&)=¢&7 si (&) =<&". Atunci:
(ger)()=0(z(§)=0(5")=¢".

Deci, A(Gor)=qr=q-r=A(c)A(r). Cu alte cuvinte, A este un
morfism de grupuri.

Daca A(o) :i, atunci o(§)=¢ sirezultd o =1y, Prin urmare,
A este un morfism injectiv.

Astfel, G=ImA<U(Z,). Deoarece (U(Z,),") este grup abelian,
G este abelian, deci rezolubil. O

2.2. Lema. Fie K un corp de caracteristicd zero. Fie & € K o ri-
ddcina primitiva de grad n a unitatii §i 6 € F, un radical de ordin n
peste K. Atunci, grupul Galois

G=G(K(£.0)|K())
este rezolubil.

Demonstratie. Notam: 0" =ae K, f=X"-a.

Pentru orice o€ G, o(0)" =a. Deoarece o(0) este, de aseme-
nea, o radacina a lui f, exista m e N, astfel incat o(8)=65". Daca
o(0) =657, atunci n|(m — q). Definim aplicatia:

A:G>Z,,
prin A(o)= ;1, daca o(0)=65".
Aplicatia A este bine definita.
Daca, in plus, 7€ G si 7(0)=6&", atunci:
(oor)(@)=0(r(0))=0(0)5" =05

Deci,

Moor)=m+r=m+r=Aic)+ 7).

Cu alte cuvinte, 4 este un morfism de grupuri.
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Daca A(O'):(A), atunci o(0) =0 sirezultd o =1, ,. Morfismul
A este injectiv.

Astfel, G=ImA<Z, . Rezulta G abelian, deci rezolubil. o

2.3. Lema. Fie K un corp de caracteristica zero si LK o ex-
tindere radicald simpla. Atunci, grupul G = G(L | K ) este rezolubil.

Demonstratie. L este un corp de descompunere al unui polinom
de forma f=X"—-aeK[X]. Daca @ L este o radicind a lui fiar
& e L este o radacina primitiva de grad » a unitatii, atunci:

L=K(6,%).

K(&) 2 K este extindere normala. Conform teoremei fundamen-
tale a teoriei lui Galois, rezulta:
H=G(K(,,0)|K(E))<G si G/H=G(K(E)|K).
Conform 2.1. si 2.2., grupurile H si G/ H sunt rezolubile.
Rezulta ca G este rezolubil. i
2.4. Teorema. Fie K un corp de caracteristica zero si Lo K o
extindere radicala si normala. Atunci, grupul

G= G(L | K )

este rezolubil.

Demonstratie. Extinderea L D K este o extindere finita, normala
si separabila. Suntem in conditiile aplicarii teoremei fundamentale a
teoriei lui Galois.

Fie lantul de extinderi radicale simple:

1) K=K,cK c..cK =L

Notam H, =G(L|K,), i€0,s.

H,=G(L|K)=G, H =G(L|L)={(e).

Deoarece K, , < K, este extindere normald (fiind extindere radicala
simpld), H, < H,,, iel,_s. Prin urmare,

2 G=H,oH >..0H =(e)
este un sir normal al lui G. Conform teoremei fundamentale a teoriei
lui Galois,
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H_/H =G(L|K,_ )/ G(L|K)=G(K, |K,_), icl,s.
Aplicand 2.3., rezultd ca H, ,/H, este grup rezolubil.

Grupul G este rezolubil, deoarece are un sir normal (2) cu factorii
grupuri rezolubile. o

3. Ecuatii algebrice rezolvabile prin radicali

3.1. Definitie. Fie K un corp comutativ §i f e K[X], d°f =>1.
O ecuatie de forma

(1 f(x)=0
se numeste ecuatie algebricd peste K.

In I11.7. am vizut ci exista totdeauna o extindere L a lui K in care
ecuatia (1) are atatea solutii cat este gradul lui f.

In acest paragraf urmarim modul de exprimare a radicinilor ecua-
tiei (1).

3.2. Definitie. Spunem ca ecuatia algebrica (1) este rezolvabili
prin radicali daca exista o extindere radicala L a lui K care contine
toate raddacinile lui f.

Conditia ca ecuatia algebricd (1) sa fie rezolvabila prin radicali
este echivalentd cu aceea ca existd o extindere radicald a lui K care
include corpul de descompunere al lui /. Conform 1.3., se poate cere
ca extinderea sa fie radicala si normala.

Conform celor discutate in VI.1., orice ecuatie de gradul doi este
rezolvabila prin radicali.

Ecuatiile algebrice rezolvabile prin radicali se pot caracteriza fo-
losind grupul Galois al corpului de descompunere al polinomului dat.

3.3. Definitie. Fie K corp comutativ si f € K[X], d°f >1.
Fie L, © K un corp de descompunere al polinomului f.
Grupul G, =G(L, |K) poarta numele de grup Galois al polino-

mului f.
Aplicand teorema III.7.6., se deduce ca grupul Galois al unui
polinom este unic determinat, in afara unui izomorfism.
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3.4. Teorema. Fie K corp comutativ de caracteristica zero §i
feK[X], cu d°f>1. Daca ecuatia algebrica (1) este rezolvabila
prin radicali, atunci grupul Galois al polinomului f este rezolubil.

Demonstratie. Fie L, un corp de descompunere al lui /. Deoarece
ecuatia f(x)=0 este rezolvabila prin radicali, existd o extindere ra-
dicala si normala L o K astfel incat L o L,.

Conform 2.4., G(L|K) este rezolubil. Deoarece L, 2 K este o
extindere normala, conform teoremei fundamentale a teoriei lui Ga-
lois, rezultd ¢ H =G(L|L,) este subgrup normal in G si

G/H=G(L|K)/G(L|L,)=G(L,|K)=G,.

Grupul G, este rezolubil ca grup factor al unui grup rezolubil. o

Conform teoremei 3.4., conditia ca grupul Galois al polinomului f
sd fie rezolubil este o conditie necesara ca ecuatia algebrica (1) sa fie
rezolvabila prin radicali.

In continuare, vom arata cd aceasta conditie este si suficienta.

3.5. Lema. Fie K corp comutativ de caracteristica zero si L o K
o extindere finitd si normala, astfel incat G(L|K) este grup ciclic de
ordin n i K contine o raddcind primitiva de grad n a unitatii. Atunci,
L o K este o extindere radicald simpla.

Demonstratie. Fie G=G(L|K) si o un generator al sau:

G= {1L,O',O'2,...,O'"’1}.

Fie £ € K o radacind primitiva de grad » a unitatii. Pentru p e Z
si o € L, notim

() (& a)=a+Ec(a)+ &0 (a)+..+E 70" (a)
si numim aceasta expresie p-rezolventa Lagrange asociatdi lui c.

Sa observam cd dacd a € K, atunci o'(«)=a, pentru orice i si
(&7, a)=0.

Vom demonstra ca daca (&,a)#0, atunci a este un element pri-
mitiv al extinderii L o K, adica L=K(«).
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Prin reducere la absurd, sa presupunem K(a)# L. Conform teo-
remei fundamentale a teoriei lui Galois, G(L|K(a))# (1 ). Existd
deci d un divisor pozitiv al lui n, d < n, astfel incat

G(L|K(@)=(c")={1,.0".6",...c" |, n=md.

o (a) = a, pentru orice i € 0,m —1.

Orice je0,n—1 sescriec j=id+r cuieOm—-1, re0,d—1

Reevaluam (1):
-1d-1

(Ea)= "Zé o a)=3 S E4 e (@) =

i=0 r=0

3

]
=}

-1 m-1

Z?’df o' (@) Z§ o (0!)25”’

r=0 i=0
Ultima egalitate rezulta din

Z g,d é;md 1

si contrazice ipoteza (&, a) #0.

Demonstram in continuare ci exista a € L astfel incdt (&,a) # 0.

Prin reducere la absurd, sa presupunem ca (£, «) =0, pentru orice
a € L. Extinderea L o K fiind finitd si separabild, este simpla. Fie
6 un element primitiv al sau.

n—1 ) ) )
In particular, (£,6)=0, i€0,n—1, sau Y &/o/(6)=0, sau:
j=0
n—1

) 251(0 (e)) 0, ic0,n—L

Relatiile (2) pot ﬁ interpretate ca un sistem liniar §i omogen care
admite solutia nebanald (1,£,&£%,..6""). Prin urmare, determinantul
sdu este nul:
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1 1 |

o a(0) .. o)

en—l 0_(0);’1—1 O_n—l (e)n—l
A este un determinant Vandermonde si

A= T (f@-o"®)=0.

0<h<k<n-1
Existd &, k, 0<h <k <n-—1, astfel incat ¢*(6)=0c"(6). Deoare-
ce L=K(0), rezulta o" =o*, contradictie cu ordo = n.
Fie in continuare « € L astfel incat (&,) # 0. Notam S = (&, ).
Vom demonstra ca f" € K.
Sa aplicam o relatiei (1):

o((€@) =L 0" @ =£ "3 £ o @) =

j=0

=7y 70l (@)

J

Il
(=

Deci,

3) o((&a)=£"(&"a), pel.
In particular, pentru p =1,

“4) c(P=¢"p.

Ridicénd (4) la puterea p si impartind (prin % vom intelege, ca de

obicei ab™', b= 0) relatiile (3) si (4) rezulta:
a[@p’“)j _(&a)

B’ B’
Cum o este un generator al lui G(L | K), rezulta:
_(5;;0:) =c,eK
sau:
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(6)) (c"a)y=c,p", pel.
Ridicand relatia (4) la puterea n se obtine o(S")= " si, cu ace-
lasi argument ca mai sus, rezulta:

(6) f'=ack.

Din relatiile (5) rezulta:
n—=1 n-1 n=1 n-1

Zc pr —Z(é” @)= > &0 (@)=, 3 £"0" (@) +na =
p=0 j=0 p=0 j=1

_ZO' (a)Zg”’Jrna na.
Jj=1
Deci

na = ni:cpﬁ"’ e K(p).

Cum carK =0, n-1#0, deci a € K(f). Rezulta
L=K(a)cK(p)cL
sau
K(p)=L.

Sa consideram polinomul f = X" —a e K[X]. Relatia (6) arata ca
f este radacina a lui - Cum K contine rddacina primitivd & de grad
n a unitatii, L este corpul de descompunere al lui /-

Deci, L o K este o extindere radicala simpla. ©

3.6. Lema. Fie K un corp de caracteristica zero si LK o ex-
tindere finita si normala, al carei grup Galois este ciclic.

Atunci, exista o extindere L' > L astfel incdt L' o K este extin-
dere radicala.

Demonstratie. Fie G=G(L|K) si n =|G|. Se observa cad, in ra-
port cu lema 3.5., s-a renuntat la ipoteza K contine o rddacind primi-
tiva de grad » a unitatii.

Fie K o inchidere algebrica a lui K astfel incat L ¢ K si £e K
o radacina primitiva de grad » a unitatii.

Extinderea K(&) < L(&) este de asemenea finita si normala.

Aplicatia:
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A:G(L(OIK(E) > G(LIK), Ao)=0],,
este bine definita si este un morfism de grupuri.
Dacd A(o)=1,, atunci o=1,,, deci A este morfism injectiv.

Ca urmare,
G(LE) K ()
este izomorf cu un subgrup al unui grup ciclic de ordin .

Deci, G(L()|K(&)) este grup ciclic de ordin d, d |n, n=md,
meN'". Atunci, " € K(£) este o radicini primitivd de ordin d a
unitatii. Din lema 3.5., rezulta cd L(£) D K(&) este o extindere
radicala simpla. Cum

L&) 2K(©) 2K si L)L
rezultd ca L(¢&) este o extindere radicald a lui K'si L(&) o L.
Se poate lua L' = L() si lema este demonstratd. o

3.7. Teorema. Fie K un corp de caracteristica zero si Lo K o
extindere finita si normald, astfel incat G(L| K) este rezolubil.

Atunci, existd o extindere L' o L astfel incdt L' o K este extin-

dere radicala.

Demonstratie. Fie G =G(L|K). Conform ipotezei, G este finit si
rezolubil. Prin urmare admite un sir normal ai carui factori sunt gru-
puri ciclice. Fie acesta

@) G=H,oH o..0H =(e).

Sinotim K, =L, ie0,s. K_ cK,, iel,s.
Ky=L" =" =K, K =L"=L[“=L.
Se obtine urmatorul lant de corpuri intermediare:
®) K=K,cK c..cK =L.
Conform teoremei fundamentale a teoriei lui Galois, din
H,<H, , rezultd K, DK, , extindere normala (si finitd) si:

i-1°
G(K,|K,_)=G(L|K._)/G(L|K,)=H,_, /H, grup ciclic, i e1,s.
Vom demonstra teorema prin inductie dupa s.
Pentru s =1, afirmatia se obtine din lema 3.6.
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Sa presupunem afirmatia adevarata pentru valoarea s —1.
Conform ipotezei de inductie, existd o extindere L, © K, astfel

incat L, D K este extindere radicald. Procedand ca in demonstratia
lemei 3.6., se aratd ¢cd G(LL, |L,) este izomorf cu un subgrup al lui
G(L|K,,), deci este ciclic. Conform lemei 3.6., existd o extindere
L'o LL, astfel incat L' o L, este o extindere radicald. Din L' L, si
L oK extinderi radicale, rezultd L'> K extindere radicala. Evi-
dent, L' © L si teorema este demonstratd. O

3.8. Teorema. Fie K un corp de caracteristica zero si f € K[ X],
d’f =nz1. Daca grupul Galois G, al polinomului f este rezolubil,

atunci ecuatia algebrica
f(x)=0
este rezolvabila prin radicali.
Demonstratie. Fie L, un corp de descompunere al lui /. Conform

ipotezei, G, =G(L, | K) este rezolubil. Extinderea L, © K este nor-
mala si finita.

Conform teoremei 3.7., existd o extindere L’QLf astfel Incat
L' > K este extindere radicald. Prin urmare, ecuatia f(x)=0 este

rezolvabila prin radicali. O

Rezultatele anterioare pot fi reunite In urméatoarea teorema:

3.9. Teorema fundamentalid asupra rezolvirii ecuatiilor alge-
brice prin radicali.

Fie K un corp de caracteristica zero si [ € K[X], d"f=n2>1.
Ecuatia algebrica:

f(x)=0

este rezolvabila prin radicali, daca si numai daca grupul Galois al
polinomului f este rezolubil.
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4. Ecuatia generala de grad n

Fie K un corp de caracteristica zero si ¢,,t,,...,t,, n nedeterminate

care nu apartin lui K. Fie:
f=X" =t X"+, X" =+ (=1)'t, € K(t,t,, 0t [ X].
Ecuatia f(x)=0 se numeste ecuatie generaldi de grad n.
4.1. Teorema. Cu notatiile de mai sus, polinomul f este ire-
ductibil si grupul sau Galois este izomorf cu <7,.

Demonstratie. Fie X, X,,...,X,, n nedeterminate peste K si

n

fi=][(X—X)=X"—s X" +5,X"2 —_+(=1)"s,

i=1
unde s,,s,,...,s, sunt polinoamele simetrice fundamentale in nedeter-
minatele X, X,,... X, . f, € K(s,,8,,....5,)[X].

Aratam ca polinomul f; este ireductibil. Sa presupunem ca exista
g,heK(s,,s,,....s, )[X], astfel incat f=gh si 1<d"g<n. Exista
iy,iy,....,5, astfel Incat 1<i <...<i <n, 1<k<n si

g=(X _Xil )-(X _Xik )=
=X (X, 4 A X)X T (D)X, X
Rezulta X, ..X, € K(s,,s,,...,s,), contradictie.
Deoarece radacinile lui f;, sunt X, X,,... X,
punere al lui f; este
K(s,,8,,..» 8 NX,,.... X, )=K(X|,....X,).
Prin urmare, extinderea
K(X,,...X,)2K(s,,8,,....8,)
este o extindere normala si finita.
Notam L =K(X,,...,X,) si F =K(s,,5,,....5,).

Fie o /. Definim ¢ : L — L prin:

G*(g(Xl,Xz,...,Xn)jz g(XO'(l)’XD'(2)"“9XO'(ﬂ))’ VEEL
X, X,,..X,) h(XU(])’Xo'(Z)’""Xo'(n)) h

corpul de descom-
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Aplicatia o este bine definiti si este chiar un morfism de corpuri.
Din relatiile:
e =1, si (aor)* =0 o7,

rezultd cd existd (o )" =(o')". Prin urmare, o este un automor-
fism al lui L.

Fie

G={0*|aeSn}.

G este un grup de automorfisme ale lui L care invariaza corpul F.

Rezulta G G(L|F).

Din teorema fundamentala a polinoamelor simetrice, rezulta:

[f=18cllo" [gj =§, Vo G =K(s,...,8,)=F".
h h) h

Din teorema fundamentala a teoriei lui Galois, rezulta:
G,=G(L|F)=G(L|L")=G.

Aplicatia:
& -G, co—>0, Voed,
este un izomorfism.
Prin urmare, G, =7,
In continuare, vom transpune aceste proprietiti de la f, laf.
Fie y,,¥,,...,»,, radacinile lui fintr-o extindere a lui K(¢,¢,,...,t,).
Rezulta:

L=y t+..+y,
L= Z Yi¥j
1<i<j<n

tn :yl“‘yn

Corpul de descompunere al polinomului f'este:
K@ttt Y (V15 Y500 ¥,) =K (V)5 Vseens V)
Fie aplicatia:
a:K(t,t,,...t,) > K(s,,5,,....8,),
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t,t,...t ) %
o Elitnty) |2 8055, ’S”), VE K (t,ty,..0t,).
h(tl,tz,---,tn) h(Sl,Sz,...,Sn) h

Aplicatia o este bine definita. Se aratd usor cd « este chiar un
izomorfism de corpuri.

Fie

a:K(t,t,,...t JX]—>K(s,,S,,....5,)[X],
unicul izomorfism care extinde « si pentru care E(X )=X.

Din a( f)=f,, rezultd ca f este ireductibil. Din III.7.5., rezulta ca
existd un izomorfism al corpurilor de descompunere ale polinoame-
lor f'si f,:

BiK(y,ys5sy,) > KX, X,)
care prelungeste pe «.

Consideram diagrama:

KOy y,)—— 2 K303

p l s
KXo X)) P22 P g x o x )

unde A€ G(K(y,, V500, K(t,15,...,1,)). Rezulta:
Boiof eG(K(X,,X,y,... X,) | K(5,,5,,...,8,)).-

Aplicatia:

G(K(3sYsses Y | K(t1s55008,)) > G(L|F), A= fodof
este un izomorfism de grupuri. Rezulta:

G, =G, =c,. o

4.2. Teorema lui Abel si Ruffini. Ecuatia generala de grad n,
n =5 nu este rezolvabila prin radicali.

Demonstratie. Rezulta din teorema fundamentala 3.9. privind

rezolvarea ecuatiilor prin radicali, din 4.1. si din faptul cd grupul per-
mutarilor de grad n > 5 nu este rezolubil. O
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4.3. Observatie. Invocand aceleasi teoreme si faptul ca grupul
permutarilor de grad n <4 este rezolubil, deducem ca ecuatia gene-
rala de grad n <4 este rezolvabila prin radicali.

5. Constructii cu rigla si compasul

In geometria elementara, in problemele de constructii geometrice
se dau un numdr finit de puncte, drepte, unghiuri si cercuri si se cer
elemente de aceeati naturd. Avand in vedere cd o dreaptd este
determinatd de doud puncte ale sale, un unghi este determinat de trei
puncte (varful sau si doud puncte situate pe laturi) si un cerc este
determinat de centrul sdu si un punct de pe circumferintd, putem
considera ca toate elementele date sunt puncte. Operatiile admise
pentru determinarea elementelor cerute sunt intersectii de drepte si
(sau) cercuri determinate de punctele deja cunoscute. Este motivul
pentru care se vorbeste despre constructii cu rigla si compasul.

Consideram cunoscute urmatoarele constructii din geometria ele-
mentara:
constructia mediatoarei unui segment;
constructia bisectoarei unui unghi;
constructia perpendicularei intr-un punct al unei drepte sau
dintr-un punct pe o dreapta;
constructia paralelei la o dreaptd printr-un punct exterior
dreptei.

In continuare vom arita ci se pot stabili conditii necesare si sufi-
ciente de constructibilitate folosind elemente de teorie Galois.

Fie 7 unplansi P,P,...,P. puncte fixate In plan, r € N". Defi-
nim un sir de multimi (7 )n21 , astfel:

2) /(= {B.P,...P}:

b) Pentru orice k =1, multimea o7, se obtine din o7, la care

se adauga puncte rezultate prin:
bl) Intersectia a doua drepte. Fiecare din cele doua drepte este
determinata de doua puncte ale multimii o7 ;
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b2) Intersectia dintre o dreaptd si un cerc. Dreapta este deter-
minatd de doud puncte din o#. Cercul are centrul intr-un punct al
lui o7 siraza egala cu distanta intre doud puncte ale lui o7.

b3) Intersectia a doud cercuri definite ca la b2).
Notam:

(1) € (B,P,....R)=| o,
n=1

Un punct Pe¢(B,P,...,P) se spune ca este constructibil cu
rigla si compasul din punctele P ,P,,...,P.

Dacd r=1, o/ ={R}, pentru orice neN" si problema nu pre-
zinta interes.

Mai departe, vom presupune 7 > 2.

in planul 7 vom fixa un sistem de coordonate carteziene xOy,

astfel:

- Punctul £, este originea sistemului de coordonate:

- Punctul P, are coordonatele (1,0).

In acest mod, axa Ox are ca suport dreapta PP,, P, este origi-
nea, P, se afld pe semiaxa pozitiva, distanta dintre F, si P, este lua-
ta ca unitate de masurd. Axa Oy este perpendiculara pe dreapta BP,
in punctul A.

Fie:

) 0:7—C,
definita prin:

H(M(x,y)) =x+iy, VM(x,y)er.

Aplicatia @ este o bijectie.

Notam @(P) = z,, pentru orice i € I,_r

z,=0(F(0,0))=0, z, =0(P,(1,0))=1.

Fie:

C(2)52y5e0r2,) = 9(%(1’1,132,,13,))

186



Un numar complex z € ¢(z,z,,...,z,) S€ spune ca este construc-
tibil cu rigla si compasul din numerele complexe z,,z,,...,z, .
5.1. Teorema. Multimea ¢ (z,,z,,...,z,) are proprietdtile:
a) este subcorp al lui C,;
b) este inchisa la conjugare, adica:
VzeC, z€€(z,2,,0.r2,) = ze C(2,,2y502,);
¢) este inchisa la radicali de ordinul doi, adica:
VzeC, z2€%(2,2y2,) V212 €€(2,,2,..,2,);
d) este cel mai mic subcorp al lui C care contine z,,z,,...,z,
si este inchis la conjugare si la radicali de ordinul doi.
Demonstratie. a) Evident, {ZI,ZZ,...,Zr} CC(2),2552,)
Fie z',z" € ¢ (z,,2,,...,z,). Atunci,
z'=0(M"), z"=6(M"), unde M',M" ¢ (B,P,....P).

Daca M e, astfel incat PM'MM" este paralelogram, atunci
O(M)=z"+z". Este usor de ardtatca M € ¢ (B,P,...,P). Rezulta:
z'+2"€%(z,2y,...,2,).

Daca N este simetricul lui M’ fata de P, atunci §(N)=—-z". Este
usor de ardtatcd N € ¢(B,P,,...,P). Rezultd
-2 €€ (z2,,25,...,2,).
Pentru inchiderea la produs, apelam la forma trigonometrica.
Fie z' = p'(cost’ +isint’), z"= p"(cost” +isint"). Atunci,
2’2" = p'p"(cos(t' +¢") +isin(t' +1")).
Dacd M ez astfel incat (M) =z'z", atunci, rationand ca in ma-
nualele de liceu, se deduce ca M € ¢ (B,P,,...,P.).
Rezulta:
22" €€ (2,255 2,).
Daca z'#0, atunci, tinind seama ca

1_ L,(cos(—t') + isin(—t')) ,
e,

'
z
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se deduce analog cd (z')" € € (z,,2,,...,2,).

Prin urmare, ¢(z,,z,,...,z,) este subcorp al lui C.
b) Fie ze¢(z,,2,,...,2,) $i M € ¢ (B,P,,....,P.), cu z=0(M).
Daca M' este simetricul lui M fata de Ox, atunci O(M") =z. Se de-
duce usorca M'e¢(B,P,,...,P.). Rezulta

ze C(2)52y5e0012,)-

c) Fie ze¢(z,,z,,...,2,) si M € ¢ (B,P,....,P), unde z=6(M).

Daca z= p(cost+isint), atunci una din valorile lui Jz este

t .t . .
\/; (coszwt i smaj (cealalta este opusa acesteia). Apeland din nou
la un rationament din manualul de liceu, se deduce ca punctul P e 7,
astfel incat O(P) = \/;[cosé + isinéj, apartine lui ¢ (B,P,,...,P.).
Rezulta
Jzis e C(2)52y5e0r2,).
d) Fie K un subcorp al lui C care contine z,,z,,...,z, si este inchis la
conjugare si la radicali de ordinul doi.
leK & —-leK=+-1=%icK.
Fie z=a+bicK. z=a-bicK.
Deoarece K este subcorp al lui C, rezulta:
a:l(z+2)e1<, b:i(z—E)eK.
2 2i

Deducem ca, pentru orice a,beR, a+biceK < a,beK.
Trebuie sd demonstram relatia ¢'(z,,z,,...,z,) < K. Dar,

C(2)2y5r2,) =06’(0%Zn )-

n=1

Demonstram prin inductie dupa n ca (o7, )= K.

Pentru n=1, O(c#)={z,z,,...z,} < K, din ipoteza.

Presupunem 6(o7; ) = K, pentru un anumit k e N,
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Fie M eo#,,, obtinutcalabl): {M}=d, Nd,.
Fie N,(a,,b,),N,(a,,b,) e o care determind d,. Conform ipotezei
de inductie, a,,b,,a,,b, € K. Ecuatia lui d, este:
ﬂ:y;bl sau ax+by+c=0
a,—a, b,—b
unde a,b,c € K (deoarece K este subcorp al lui C).
In mod asemandtor, ecuatia lui d, este
ax+by+c'=0
unde a',b',c' e K.
Coordonatele lui M sunt solutia (x,,y,) a sistemului:
ax+by+c=0
{a'x +by+c'=0.
Deoarece K este subcorp al lui C, x, si y, apartin lui K si
OM)=x,+iy, e K.

Fie acum M ed nT unde d este o dreaptd determinatd de doua
puncte din o7, si I' este un cerc cu centrul intr-un punct C e o7,
derazd r = 4B, cu A,B eo#. Ecuatia lui d este de forma:

ax+by+c=0, a,b,cek.
Ecuatia lui I' este de forma:

x>+ y +mx+ny+p=0, mn,pek.
Coordonatele (x,,y,) ale punctului M verificd sistemul
ax+by+c=0

{xz +y +mx+ny+p=0.
Deoarece K este inchis la radicali de ordinul doi, rezulta x,,y, € K,
deci O(M)=x, +iy, € K.

Fie M eT'nT" unde T si I'" sunt doud cercuri determinate ca
mai sus, de ecuatii:

x4+ Yy +mx+ny+p=0, mn,pek.
X+ y +m'x+n'y+p' =0, m',n' p'ek.
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Deoarece corpul K este inchis la radicali de ordinul doi, rezulta
cd, coordonatele x,,y, ale lui M apartin lui K, deci O(M) € K.
In final, (o7, )= K. Deci, ¢(z,,z,,...z,) = K. 0O
Conform a), b) si d) din 5.1., multimea ¢(z,,z,,...,z,) a numere-
lor complexe constructibile cu rigla si compasul include corpul:
F=@(zl,Zz,...,zr;z_l,z_z,...,Z).
Conform c) din 5.1., dacd E c ¢(z,z,,...,z,) si E'DFE este o
extindere finita de gradul doi, atunci £’ c ¢ (z,,z,,...,Z,).
Putem deduce o noua caracterizare a lui ¢'(z,,z,,...,z,).
5.2. Teoremai. z € ¢ (z,,z,,...,z,) dacd si numai daca:
(*)  exista extinderile F = F, c F, c...Cc F,, astfel incat:
[F:F <2, ielm, si zeF,.
Demonstratie. Notam cu £ multimea numerelor complexe z care
au proprietatea (*).
Folosind teorema 5.1., printr-un rationament prin inductie dupa
m,rezultd F < ¢(z,z,,...,z,). Deci, EC€¢(z,z,,...,2,).
Vom demonstra si incluziunea inversa.
Fie z,z' € E. Exista extinderile:

(4 F=F,cFc..cF, [F:F, <2 ielm, z€eF,.
F=E,cE c..cE, [E:E_ <2, icls, z'€E..
Rezultd [F E :F E. ]1<2, i el,s si exista extinderile:
F=FcFc..clF =FECFEcC.cFE.
Din z,z'€ F,E, si F, E, corp, rezultd z—z',zz',z"' e F,E, (z#0).

Deci, z—z',zz',z”" € E si, ca urmare, E este un subcorp al lui C.

Rationand prin inductie dupd m, se deduce cd E este inchisa la
conjugare.

Fie z € E. Exista extinderile de forma (4). Notdm F,,, = F, (\/; )

[F,, :F,]<2. Rezulta \Jz € E, adici E este inchis la radicali de or-
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dinul doi. Evident, £ o {zl,zz,...,zr}. Conform teoremei 5.1., rezulta
“(2,,2y,.,2,) C E. In final, ¢ (z,,z,,...,2,)=E. 0O

5.3. Consecinta. Daca numdarul complex z este constructibil cu

rigla si compasul din z,,z,,...,z,, atunci z este algebric peste
F=Q(Zl,22,...,Zr;z_1,z_2,...,2).
si d’p.=2", pentru un anumit t € N.

Demonstratie. Fie z € ¢(z,,z,,...,z,). Existd extinderile de forma
(4). Extinderea F, D F este finita, deci algebricad. Elementul ze F,
este algebric peste F. Din relatiile:

FcF(z)cF, si[F(z):Fl=d'p,
rezulta

& p.|IF, : F1=][IF,: F,1=2", s<m.
i=1

Prin urmare, d°p_ =2', t<s. o

Cu ajutorul consecintei 5.3. vom trata cateva probleme celebre de
constructii cu rigla si compasul.

5.4. Problema dublarii cubului. Enuntul acestei probleme este
urmatorul: “Fiind dat un cub cu latura I, sa se construiasca (cu rigla
si compasul) un cub de volum dublu.”

Putem lua ca unitate de masura latura / a cubului dat, / = 1.

in acest caz, z,=0, z,=1, F= Q(O,l;ﬁ,i) =(Q. Cubul de volum

dublu are latura /'=</2. Dar ¥/2 nu este constructibil cu rigla si
compasul din 0 si 1 deoarece polinomul sdu minimal peste Q este

X? -2, al cirui grad nu este o putere a lui 2. Prin urmare, nu se
poate construi cu rigla si compasul, un cub cu volumul egal cu dublul
volumului cubului dat. o

5.5. Problema cuadraturii cercului. Enuntul acestei probleme
este urmatorul: “Fiind dat un cerc, sa se construiasca (cu rigla si
compasul) un pdtrat cu aceeasi arie ca §i cercul.”

Vom lua ca unitate de masura raza cercului. » = 1.
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in acest caz, z,=0, z,=1, F=Q. Patratul cu aceeasi arie cu
cercul dat are latura / =+/7. Dar \/z nu este constructibil cu rigla si
compasul din 0 si 1 deoarece J7 nu este numar algebric peste Q.
Prin urmare, nu se poate construi cu rigla si compasul, un patrat cu
aceeasi arie cu cercul dat. O

5.6. Problema trisectiunii unghiului. Enuntul acestei probleme
este urmatorul: “Fiind dat un unghi oarecare, sa se imparta acest
unghi (cu rigla si compasul) in trei parti egale.”

Vom ardta ca nici aceastd constructie, in caz general, nu se poate
realiza cu rigla si compasul. Este suficient sa aratdm cd unghiul de

74 N : . NP
EY nu se poate Tmparti, cu rigla si compasul, 1n trei parti egale.

. p/a . . <
Unghiul de EY este determinat de trei puncte care formeaza un
triunghi echilateral. in acest caz,

1£]

Pl(O,O),P2(1’0)3P3 [5, 2

NG

z,=0,z,=1,z, = —+i—.
1 2 3 2 2
Impartirea unghiului £ P, P, P, in trei parti egale revine la construc-
. . T .7 . T .. T
tia punctului P (cos R sin ?j Notdm z = cos ry + isin 'y

Trebuie stabilit daca z € ¢(z,,z,,2,). Deoarece z, € ¢ (z,,z,), este
echivalent cu a stabili dacd z € ¢ (z,,z,). Siinacest caz, F =Q.

. . n . T -
Din relatia cos3t =4cos’ t—3cost, inlocuind ¢t = ?, rezulta:

4cos3£—3cos£—l=0,
9 9 2

T I . .
sau cosg este radacina a polinomului
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f=X —%X—ée@[)(].

Deoarece f este ireductibil, rezulta ca f este polinomul minimal al
: T . T,
lui cosg. Din 5.3., rezultd ca cosg ¢ ¢ (z,,2,).

Prin urmare, z ¢ ¢ (z,,z,). O

Din teorema 5.2., rezultd: conditia ca z s& apartina unei extinderi
degrad 2', teN alui F=Q(z,z,,...,2,;2,,2,,...,Z,) este o conditie
necesara ca z sa fie constructibil cu rigla si compasul din z,,z,,...,z,.

Vom arata ci este si o conditie suficienta.
5.7. Lema. Fie L o K o extindere normala de subcorpuri ale lui

C, degrad 2', te N". Atunci existd extinderile

(5) K=K,cK,c..cK =L, [K:K =2 ielt.

Demonstratie. Deoarece extinderea L D K este finitd, normala si
separabila,

|G(L|K)|=[L:K]=2"

Notam G =G(L|K). Din exercitiul IV.2., rezulta ca G este rezo-
lubil. Din IV.5.1., rezultd ca G are un sir normal cu factorii ciclici.
Factorii acestui sir normal au ordinele egale cu puteri ale lui 2. Se
poate rafina acest sir normal, astfel Tncat toti factorii sa aiba ordinul
doi. Deci exista sirul normal:

G=H,oH >..0H,=(e)
H_/H]|=2, ielt.
Fie K, = L™, ie0,z.
K,=L°=K, K,=I=L, K, cK,, ielt.
K=K,cK c..ckK, =L,
Din teorema fundamentala a teoriei lui Galois, rezulta:

G(L|K; H. —
=| (Z] H)| =| H| =2, iel,t. O

G@LIK)|  |H]

astfel incat

[Ki :Ki—l] :|G(K[ |Ki—l)|
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5.8. Teorema. Numarul complex z este constructibil cu rigla §i
compasul din numerele complexe z,,z,,...,z., daca si numai daca

exista o extindere normala LOF, F=Q(zl,zz,...,z,,;z_l,Z,...,Z),
de grad egal cu o putere a lui 2, care confine z.

Demonstratie. Sa presupunem ca z este constructibil cu rigla si
compasul din z,z,,...,z,. Conform teoremei 5.2., existd extinderile

F=F cFc..cF, [F:F_,]<2 iclm, zeF,.
Repetand rationamentul din teorema 1.3., rezultd ca existd extin-
derile
F cF .  c..cF [F/.:FH]S2, jem+lm+gq

m+l = m+q?2

astfel incat F g2 F este o extindere normala.

m+

Putemlua L=F

m+q*°
Reciproc, sa presupunem ca exista L O F, o extindere normala
de grad 2', care contine z. Din lema 5.7., rezulta ca exista extinderile
de forma (5). Din teorema 5.2., rezultd z € ¢(z,,z,,...,z,). O

6. Constructia poligoanelor regulate

Consideram cunoscute constructiile cu rigla si compasul pentru:
triunghiul echilateral, patrat si hexagonal regulat. Se pune problema
de a caracteriza numerele naturale n>3 pentru care poligonul re-
gulat cu n laturi se poate construi cu rigla si compasul.

6.1. Teorema. Poligonul regulat cu n laturi este constructibil cu
rigla si compasul daca si numai daca n este de forma:

(D) n=2%pp,..p,
unde a €N si p,,p,,...p, sunt numere prime ale lui Fermat.
Demonstratie. In acest caz, z,=0,z,=1, F=Q. Problema se re-

duce la constructia poligonului regulat cu » laturi, inscris in cercul cu
centrul in £, de razd FBP, =1. Dacd unul din varfuri este plasat in

P,(1,0), atunci urmatorul este plasat in P ( cos 2—”, sin 2—”j .
n n
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. ot . 2 . . 2rm
Problema revine la constructibilitatea Iui & = cos — + isin —
n n

curigla si compasul din z, si z,.
Dar & este radacind primitiva de grad » a unitatii, al cérei poli-
nom minimal este £, de grad ¢(n) (vezi V.3.).
Fie n=2"p“ p,”..p,"; cu p,,...p, numere prime distincte >3
si ,eN’, iel,s.
p(n)=2""p“ " (p,=D..p, " (p, - 1).
Sa presupunem ¢& constructibil cu rigla si compasul. Din 5.3., re-

zultd ca d°F, = ¢(n) este o putere a lui 2.

Deci, . =1si p,—1=2", n.eN’, iel,s.
Din p, =2" +1 numadr prim, rezultd cd n, =2". Cu alte cuvinte,

D, = 2%" 41 este numar prim al lui Fermat, i e L_s in final, n este de
forma (1).

Reciproc, sa presupunem ca 7 este de forma (1). Q(£) 2 Q este o
extindere normala de grad egal cu o putere a lui 2. Din teorema 5.8.,
rezultd & constructibil cu rigla si compasul. mi

Din 6.1. rezulta ca pentagonul regulat este constructibil cu rigla si
compasul, deoarece 5= 22 41 este un numir prim al lui Fermat. De
asemenea, decagonul regulat este constructibil cu rigla si compasul,
deoarece 10=2-5 satisface (1).

Constructia decagonului regulat se poate face ca in figura de mai
jos, aplicand urmatorul rationament:

1(LTOB) = u(£TBO) = u( £TBA) =%

OT =TB=BA=1,.

Din teorema bisectoarei, 10 _ & Notéand /, = x,
TA BA

1 5

X +x-1=0, x=——+—.
2 2
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1 .
Daca H(—E,O), atunci HD =§.

Luand E €(OP,, astfel incat HE = HD,

1 5

OE =——+~>=1, = 4B.
2 2

D
[0 E
H } P,
T
B
A

Heptagonul regulat (poligonul regulat cu 7 laturi) nu poate fi con-
struit cu rigla si compasul deoarece 7 nu este de forma (1).
Poligonul regulat cu 17 laturi este constructibil cu rigla si com-

pasul deoarece 17 = 2% +1 este un numar prim al lui Fermat.

Primul care a dat constructia poligonului regulat cu 17 laturi a
fost Karl Friederick Gauss (1777 — 1855). De altfel, Gauss a fost pri-
mul care, 1n lucrarea sa “Disquisitiones Arithmeticae” (1801), a obti-
nut expresia (1) a numerelor naturale n pentru care poligonul regulat
cu n laturi este constructibil cu rigla si compasul.
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Probleme propuse

1. Fie feQ[X], L un corp de descompunere al polinomului fsi
G, grupul Galois al extinderii L 2 Q. Determinati:
G,. Z(G,) si Z(L;Q),
precizand care corpuri intermediare ale extinderii L >Q sunt ex-
tinderi normale ale lui Q pentru f=F, e Q[X], ne{5,7,12}.

2. Fie G un subgrup al grupului de permutari </, (n>2). G se
numeste tranzitiv daca pentru orice 1<i, j<n existd o € G astfel ca
o()=].

Considerdm acum p, un numar prim, G <c7, subgrup tranzitiv
care contine o transpozitie. Aratati c, in acest caz, G =7,.

3. Fie p un numar prim si f un polinom ireductibil de grad p din

K[X] unde K cR. Daci fare doar doud radacini complexe, aratati
ca grupul Galois al polinomului feste izomorf cu <7,.

4. Aratati ca, pentru orice numar prim p >S5, existd un polinom
de grad p din Q[.X] pentru care grupul sau Galois este izomorf cu
.

P
5. Ardtati ca ecuatia x<x2 —4)<x2 +2)=2 nu este rezolvabila

prin radicali peste Q.

T — 27 . T .
6. Exprimati prin radicali cos? si cosg. Observati ca penta-

gonul, respectiv decagonul regulat, este constructibil cu rigla si com-
pasul.
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DT 11 IS D
7. Aratati ca arc cosE se poate imparti in trei parti egale folo-

sind rigla si compasul.

S . 27 . .
8. Exprimati prin radicali cos7 si aratati ca heptagonul regulat
nu poate fi construit cu rigla si compasul.

9. (Problema celor trei bisectoare) Se considera triunghiul isoscel
AABC in care se cunosc cele trei bisectoare ale sale i ,i,,i. astfel
incat i, =3i, sii, =i.

Aratati ca, Tn acest caz, triunghiul AABC nu poate fi construit cu
rigla si compasul.

10. Daca presupunem ca se poate construi cu rigla si compasul un
poligon regulat cu n laturi, sa se determine numerele prime p pentru

care poligonul regulat cu p“n laturi, k >1, este si el constructibil cu
rigla si compasul.

11. Fie n, numar natural, 15<n<33. Precizati pentru ce valori
ale lui n, se poate construi cu rigla si compasul un poligon regulat cu
n laturi.
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Capitolul VII
SOLUTII
Capitolul 1.

1. a) Se arata usor ca functia precizata este injectiva si pastreaza
incluziunea. Pentru a verifica faptul ca aplicatia este surjectiva, con-
siderdm un ideal arbitrar J din M (A4). Pentru 1<s,/<n definim

multimea J, = {x €Al ;)el,x= as,t}. Se demonstreaza ca J,

este ideal bilateral in 4 i M, (J,)=J. b) Se obtine imediat ca apli-
catia f : M, (A) —> M, (A/I) definita prin f((ai,j),-,j):(‘;;)_ ~este

L]
morfism surjectiv de inele. Deoarece:
Kerf = {(ai,j)i,j | (ai,j )i ; = (0)1 j} = {(ai,j)i,j | a;; € [7(v)iaj} = Mn(]),
folosind teorema fundamentald de izomorfism, rezulta relatia ceruta.
2. a) Pentru a,b e rad(A), tfie m,n>1 astfel incat a” =0, b" =0.

Atunci,

(a=b)"" = z Ct, a"(=b)""™* =0si (ax)" =a"x" =0, Vxe A.
k=0
Deci, rad(A) este ideal in A.
Fie n=p" p,"..p " >2. Rezulti:

o~

xerad(Z,) < existis>1 asa incat x' =0< n|x’. In concluzie,
n

;cerad(Zn) & pp,--p, | X siatunci |rad(Z,)|= :
p1p2"'pm
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Inelul Z, are doar un singur element nilpotent (pe cel nul) daca si

numai daca n= p,p,...p,, deci n este liber de patrate.

b) Fie aecrad(A), ueU(A). Atunci, a+u=u(l+u"'a) unde
b=u""a este nilpotent. Este suficient si aritim ci 1+ b e U(A). De-
oarece b este nilpotent, fie k numir impar pentru care b* =0. Astfel,
1=1+b" =(1+b)1=b+b* —...+ D).

c) Fie f erad(A[X]). Existd k >1 pentru care f* =0. In parti-
cular, a* =0, de unde a, este nilpotent. Notdim f, = f —a, X" care,
conform a) este nilpotent. Fie k, >1 astfel incat £ =0 . Obtinem ci
a, , este nilpotent. Repetand acest rationament, intr-un numar finit
de pasi, rezultd cd toti coeficientii polinomului f sunt elemente
nilpotente. Folosind a), rezultd imediat implicatia reciproca.

d) Presupunem ca f este inversabil. Atunci, exista g:ibiX !

i=0
astfel incat gf =1. Rezulta sistemul:

anbm = O

anbmfl + anflbm = 0

anbm—Z + an—lbm—l + an—me = 0
ayb, =1

Astfel, a,,b, sunt inversabile si din a,""'h, =0 obtinem ci a,
este nilpotent. Conform b), polinomul f, = f —a, X" este inversabil
si reludm rationamentul. Implicatia reciproca rezulta din a) si b).

e) Fie fdivizor al lui zero. Consideram g = Zb,.X " polinomul ne-
i=0

nul de grad minim (b, # 0) pentru care fg =0. Astfel, a b, =0.
Din f(a,g)=0 si d’(a,g) <d’g, pentru a nu contrazice alegerea lui

g, rezultd cad a,g=0. Notind f, =f —a,X" obtinem f,g=0 si
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astfel a, b, =0. Repetand procedeul, rezultd ab, =0, pentru
ie0,n,deci b f=0.

3. Fie #:Z — Z, surjectia canonica. Aplicand teorema 1.3.3. de
corespondenta si propozitia 1.5.3., rezultd ca P — 7 (P) stabileste o

bijectie intre multimea idealelor prime din inelul Z care include
Kerr =nZ si multimea idealelor prime din Z,. Idealele prime din

Z sunt (0) si pZ, cu p numar prim. Dintre acestea, cele care in-
clud nZ sunt doar cele de forma pZ, unde p este divizor prim al lui
n. Astfel, idealele prime din Z, sunt cele de forma pZ, cu p numar
prim, p|n. Z,, are un singur ideal prim, pe 2Z ; idealele prime ale
inelului Z,,, sunt 2Z.,,, 3Z, $1 5Z,.

4. M este ideal maximal in 4 daca si numai dacd A/ M este corp.
Aceastd afirmatie este echivalenta cu faptul ca orice element nenul
din 4/ M este inversabil, adica relatia cerutd in enunt.

5. T este ideal primin 4 < A/ este inel integru. Cum, din ipo-
teza, multimea A este finitd si orice integru finit este corp, rezulta
A/l corp, de unde / este ideal maximal.

6. Fie P un ideal prim; consideram / ideal in 4 astfel incat PG 1.

Din ipoteza, pentru a €[\ P, existd n>1 astfel incat a" = a. Deoa-
rece 0= a(a”’1 - 1) € P si P este ideal prim, rezultd a"' —1e PC I.
Cumsi ael, 1el < I = A. Deci, P este ideal maximal.

7. a) Consideram 6: A[X]— A/(a) definit prin 6(f)=a, +(a),

pentru f = ZaiX "€ A[X]. Se aratid usor ci @ este morfism surjec-
i=0

tiv de inele cu Kerf = {f = ZaiXi la, €(a),ne N} =(X,a) siapli-
i=0

cam teorema fundamentala de izomorfism pentru inele.
b) rezulta din a), folosind consecintele 1.5.4. si 1.5.7.
c) Aplicam b) pentru 4=7Z, a=0.
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8. Fie Pun ideal prim in 4. Cum P # A4, alegem a € A\ P. Lantul
descendent de ideale (a)2(a’)2(a’)2...D2... este stationar, adici

existd n>1 pentru care (a")=(a""). Astfel, " =ba""" unde be A.

Deoarece A/ P este integru si a+ 6, a" (L;B —i) =0 implica ab= i,
deci ae U(A/P). In concluzie, A/P este corp, de unde rezultd ci

idealul P este maximal.
9. Presupunem ca / ¢ P, pentru orice i. Vom presupune ca idea-

lele prime au fost alese astfel incat, pentru i # j, F, & P, (in caz con-
trar, unul dintre ele se poate elimina din reuniune).

Pentru i el,_n fixat consideram idealul J, =1- HP] Fie bj ep \P,

J=1
J#i

pentrutoti j#i si @, €\ P. Inmod evident, a=aq, ﬁb, eJ,.
J=l
J#i

Dacd a e F, rezultd a; € P, sauun b, € F, fals. Astfel, J, ¢ P.

Fie a, € J,\ P, pentru fiecare i. Atunci, a=a, +a, +...+a, €l
deoarece J, 1, (V)i el,_n. Presupunem cd exista un indice i, pen-
tru care a € F, . In acest caz, cum o, € F,, pentru k #1i,, rezultd ca
o, € B, ceea ce contrazice alegerea lui ¢, . Astfel, o ¢ F, pentru
orice i, adica I ¢ LnJPi, fals.

10. P¢A<:>11$1P<:>1€S.

P este ideal prim in 4 < pentru orice a,b€ A, (abe P= ac P
sau beP) <= (agPsibgP=>abg P)=(a,beS=>abel).

11. Se aratd usor ca 0:A[X]— A definitd prin 6(f)= f(lj,
a
. . b .
pentru orice f € A[X], este morfism de inele. Pentru —- € 4 exista
a
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b
>

f=bX" e A[X] astfel incat O(f)= deci @ este surjectiv.
a

Tinand cont de teorema fundamentald de izomorfism pentru inele,
este suficient sd ardtam ca Kerf =(aX —1).

Incluziunea (aX —1)< Ker® este imediatd. Fie /=) a,.X' € Ker6.

i=0

. 1 . S . A
Atunci, X ——|f In Ag[X], adica existd ge A;[X] astfel incat
a

f= g[X
polinoamelor, rezultd g =ah cu h e A[X]. Deoarece a este nondivi-
zor al lui zero, f=h(aX —1)e(aX —-1).

12. b) Fie pg:A4d—> 45 51 p,:A—> A, morfismele structurale.

—lj Saf =g (aX - 1). Scriind relatiile dintre coeficientii
a

Cum S o8, py(s)el (AS, ), pentru orice s €S. Din proprietatea

de universalitate a inelelor de fractii rezulta ca existd morfismul de
. . A . a -1 a .
inele u:A; — A astfel inct u = =Py (a)pg(s)7", EEAS si se
arata ca u este bijectiva.

Capitolul II

1. a) Fie a conjugatul lui @ € Z[\/E] Atunci, N(a)= aa side
aici obtinem N(af)=aapff=N(a) N(B).
b) Daca a| f, atunci existd y € Z[\/E ] astfel incat £ =ay. Din a),

rezulta N(a) | N(ﬂ)
c) Tinemcontcd o ~ f< a| f si f|a; aplicam apoi b).

d) Aplicam c) stiind cd « € U(Z[\/E]) S a-~1.

203



e) Cum B=ay cuy EZ[\/E:I si N(a) = iN(,B) , din a) rezulta ca
N(y)==l1, deci a~ p.

2. Fie d =m+ni~/5 astfel incat d |3 si d|1+i/5. Cum N(d)|9
si N(d)|6, rezulti ci N(d)|3. Deoarece ecuatia m’ +5n° =3 nu
are solutii intregi, in inelul Z[i\/g ] nu exista elemente a caror nor-

ma este egala cu 3. Deci, d ~ 1.

Presupunem ca exista d~(2(1+i\/§),6). Atunci, cum d |6 si
d|2(1+i\/§), obtinem N(d)|24 si N(d)|36, deci N(d)|12.
Deoarece 6=(1+i\/§)(1—ix/§), 1+i+/5 si 2 sunt divizori comuni ai
celor doud elemente. Rezultd 1+iv/5 |d si 2|d. Astfel, 6| N(d) si
4| N(d), deci 12| N(d). In concluzie, N(d)=12. Pe de alti parte,
ecuatia m” +5n” =12 nu are solutii in Z, adici N(d)#12, pentru
orice d din Z[i\/g]. Aceastd contradictie aratd ca presupunerea

facuta este falsa.

3. Pentru ca N(«a) este numar prim, N(a)#=x1 si N(a)#0, de
unde rezultd a #0 si o +1. Fie d | . Atunci, N(d)| N(a) implica
N(d)==1 sau N(d)==N(x), adica d ~1 sau d ~ a.

4. Folosind exercitiul II.1. pentru d e{—l,—3,—5}, aflam toate

elementele z din Z[\/g], cu N(z) ==1. Astfel, U(Z[i]) = {il,ii} ,
U(z[iW3])={x1}, u(z[i5])= {21},
5. Presupunem ci f =X’ +Y? e Q[X][Y] este reductibil. Atunci,
f=(a X +bY +¢)(a,X +b,Y +¢,) cu a,,b,c,,a,,b,,c, Q.
f=aa,X* +bb,Y* +(ab, +ab ) XY +(ac, +a,c,) X +

+(be, +b,c, )Y +cic,.

204



IdentificAnd coeficientii, vom obtine: ¢, =c, =0, a,=a,"', b, =b"'
si a’+b’ =0, ultima relatie fiind imposibild. Astfel, f este un poli-
nom ireductibil iIn Q[X,Y].

6.1n Z[i], 2=(1+i)(1-i) iar 1+i sunt elemente ireductibile de-
oarece N(1£i)=2, numir prim. Din d |3 rezulta N(d)<{1,3,9}.
Ecuatia a® +b° =3 nu are ridicini intregi, deci in Z[i] nu existi ele-

mente de norma 3. Din cele doud cazuri rdmase, obtinem d ~1 sau
d-~3.

7.In Z[i\/;] , 2 este neinversabil. Fie d =a+bi\/;, a,beZ, un
divizor al lui 2. Atunci, N(d)=a’ +b’ne{1,2,4}. Ecuatia N(d)=2
nu are solutii Intregi; obtinem d ~1 sau d ~ 2, deci 2 este ireductibil
in Z[i\/;]. Deoarece n este impar, 2|1+n =(1+i\/;)(1—i\/;) dar

2 )(111\/;, deci 2 nu este prim in Z[i\/;] .

8. Se aplica exercitiul I1.3. pentru d =—1.

9. Fie p un numar prim, p = qu. unde ¢, sunt elemente ireduc-
i=1

tibile in Z[i], iel,n. Pentru ci P’ ZHN(%) sitoti N(q,)#1, re-
i=1
zultd n<2.

10. a) Fie z € Z[i] un element prim. Deoarece N(z)= zz>1, el se
poate scrie ca produs de numere prime: N(z) = p,p,...p,. Cum z este
element prim §i z| N(z), existd un numdr prim p, astfel incat z| p,.
b) p este numar prim, deci p#0 si p+1. Fie d =a+bieZ[i],
d|p.Atunci, N(d)e {1, J2 pz}. Aratam ca, 1n conditiile din ipoteza,
ecuatia a” +b> = p nu are solutii intregi. Pentru aceasta, observim

cd, pentru orice numere intregi a si b, a> +b” #3(mod4). Rezulti
astfel ca p este element ireductibil in Z[i], deci p este prim in ZJ[i].
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c¢) Deoarece p este prim, putem aplica teorema lui Wilson s§i rezulta

(p—1)+1=0(mod p). Pentru 1<k < pT_l, p—k =—k(mod p). Re-
-1 2
latia anterioara se scrie sub forma KPTJ'} +1=0(mod p). Astfel,

A -1 o < .. . .
notand (ij' cu x (din ipoteza, rezultd ca p este numar impar si

astfel, x este numar natural), obtinem p |(1+ix)(1—ix) in Z[i].
Daca p este prim In ZJ[i], atunci p|l+ix sau p|l—ix, fals. Deci,
p=pp,..p, unde toti p, sunt primi in Z[i], iar k >2. Refacand
rationamentul de la exercitiul 11.9., obtinem k£ <2. Astfel, k=2 si
p=pp,,deunde ;1 = p,.Sd observam ca p, + p, pentru cd, in caz
contrar, rezultd p nu este numar prim sau p =2 # 1(mod4).
d) Din rezultatele anterioare, orice element din P este prim in ZJ[i].
Reciproc, fie z prim in Z[i]. Conform a), existd un numar prim p asa
incat z|p. Dacd p=2, atunci z~1+i. Pentru p=4k+3, din b),
z=peA iarpentru p=4k+1,dinc) zeB.

11. 21+3i=3(7+i). Cum N(7+i)=50, ciutdm intéi divizori d
cu N(d)=2. Atunci, d ~1+1i si obtinem 7+i=(1+i)(4-3i).
Din N(4-3i)=25, rezulta ca singurii sai divizori primi sunt de nor-
ma egala cu 5. Dar, d €Z[i], N(d)=5<d~1+2i sau d ~1-2i.
Prin calcul, rezulta 1+2i J4—-3i, 4-3i=(1-2i)(2+i).
Astfel, 21+ 3i ~3(1+)(1-2i)(2 +1).
Analog obtinem descompunerile:
60+90i ~ 31+ ) -1+ 21)(1—26)(2 + 3i), 8+11i ~ (1+2i)(6 —1i).
Folosind rezultatele obtinute in exercitiile anterioare, se precizeaza,
de fiecare data, ca factorii din descompuneri sunt primi in Z[i].

12. Aplicand algoritmul lui Euclid pentru numerele naturale
nenule m si n obtinem sirul de relatii:
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m=nq, +1
n=nq, +n
n=ng;+thn

Ty = Vi

in care ultimul rest nenul este 7, ,,. Deci, d =(m,n)=r,,,. Atunci,

m=dm,, n=dn, si (m,n,)=1. Relatia

a" -b" =(ad —bd)(a"('”"” +q M 2p +...+bd('”‘*”)
implici a’ —b"|a" —=b". In mod analog, rezultdi a‘ —b"|a" —b".
Fie ce 4, c|a”" —b" si c|a" —b".
Din " —b" =a"""" —p"""" =q" (a”q‘ -b" )+b’“’1 (a’1 —b”) rezultd
clb" (a" -b" ) Vom ardta ca (c,b””1 ) ~1. Pentru aceasta, presupu-

nem ca existd p € 4, prim, astfel incat p|c si p|b™. Atunci, p|a
si p|b, ceea ce contrazice ipoteza. Deci, ¢ si b"" sunt relativ prime.
Obtinem astfel ¢|a" —b". Repetam rationamentul pentru c|a" —b"
si ¢|a’ —b", utilizdnd a doua relatie din algoritmul lui Euclid. Intr-
un numar finit de pasi, rezulta c|a’ —b*.

13. Fie a,be A, b#0 si b'~b astfel incat ¢'(b)=@(b"). Atunci,
cum b'#0, existd g,r€ A pentru care a=>b'g+r unde r=0 sau
@(r) <p(b'). Deoarece b'=bu cu u~1, obtinem a=(ug)b+r cu
r=0 sau @'(r)<o(r)< ") =¢'(b). Deci, ¢' verificd a doua con-
ditie din definitia inelului euclidian. Consideram acum a,b € A\ {0},
a|b. Atunci, be(a). Fie a’'~a cu ¢'(a)=¢(a’). Astfel, (a)=(a")
si @'(a)<p(c), (Y)ce(a). Daca b'~b astfel incat ¢'(b)=p(b"),
obtinem ¢'(a) =g¢(a’) < p(b') = ¢'(b).

14. a) Folosind relatiile lui Bézout, completam tabelul urmator:
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k[ 0 1 2 3 4
(, | 375 192 9 | 3 | 0
w | 1 0 1| 21 | o4
v, | 0 1 2 | 41 | 125
a9 | - -2 |2t |3

si obtinem: (375,-192) ~ ¢, = -3 =375(-21) -192(-41).

Cum -3|21, ecuatia are solutii intregi. Din relatia stabilita rezulta:
d=-3, u=-21, v=-41, a,=-125, b =64, ¢, =-7. Solutiile ecu-
atiei sunt de forma: x =147 +64¢, y=287+125¢, teZ.

b) Determinam caturile g, din algoritmul lui Euclid aplicat pentru

coeficientii ecuatiei: 7, =35-35i si r, =—6+12i cu ajutorul carora
determinam relatiile lui Bézout i completam tabelul:
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_:_0:35_351':—Z—Zi:(—4—i)+(l—lij,
notp —6+12i 2 6 2 6
q,=-4-1i; r,=1,—1q,=-1+7i,
L:f_l:‘“lzf:2+§i:(2+i)+[_l_3,-j,
rnot 1+7i 5 5 55

q,=2+i; n=r—-rq,=3-1
r_z_t_2:—1+7z:_1+2’
r, oty 3—i

q,=—1+2i. r,=r,-149,=0

k 0 1 2 3 4
t, | 35=35 | —6+12i | —1+7i 3-i 0
u, 0 1 —2-i 343§
v 0 1 4+ —-6-6i | -14+7i
q, - - —4—i 2+i —-1+2i




Astfel, (35-35i,-6+12i)~3—i.

Deoarece 1—-7i=(3—i)(1—-2i), obtinem ca 3—i|1-7i, adica ecuatia
admite solutii in Z[i]. Rezulta: d =3—-i, u=-2—i, v=—-6-06i,
a,=14-7i, b =-3+3i, ¢, =1-2i. Solutiile ecuatiei sunt de forma:
x=(1-2i)(-2—i)+(-3+3i)z=—4+3i+(-3+3i)z;
y=(1-2i)(-6—6i)+(—-14+7i)z=—18+6i +(-14+7i)z; zeZ[i].

15. a) rezulta imediat folosind definitia subinelului.

b) Deoarece & si @ sunt ridicinile ecuatiei de gradul al Il-lea, re-
zultd 0+6 =-aecZ. Deaici, O Z[0'] si 0§ €Z[0].

Z[0]=Z < O eZ. Aratamca @ este numar intreg daca si numai da-
cd d =a* —4b este patrat perfect. Intr-adevar, daca o’ —4b=k" cu
k eZ, k si a au aceeasi paritate, deci —a £k este numar par, adica
—atk

2
c¢) Tinand cont de proprietatile functiei modul si ale operatiei de con-
jugare, obtinem ca ¢ este functie multiplicativa:

eZ.

o(z,z,) :‘21222122‘ 2‘212_1“225‘ =@(z))¢(z,), pentru z,,z, € Z[0].
ze U(Z[i]) oexistiz e Z[i], 1=z ©1=p(2)p(z") < 1=¢(2).
d) Observam ca pentru z=m+n6, ¢p(z)=0<z=0<m=n=0.
o(z)= |zE|=|(m + né’)(m + nH')| = ‘mz +n°00'+ mn(6+ 9')‘ =
=‘m2 —amn+bn2‘.

Functia N:Z[0]>Z, N(z)= z;, z € Z[0], este o functie multipli-

R 7, zz z
cativa. Fie z,,z,€Z[0], z, #0. L="2= unde am notat

z, z,z, N(z,

z= zlz_2 =m+n6. Pentru m, respectiv n, si N(z,)# 0, aplicim teo-

rema Impartirii cu rest. Rezulta cd exista ¢q,,q,,7,7, € Z astfel Incat:

b

1 1
m=q,N(z,)+r, n=q,N(z,)+r,, |r1|SE|N(ZZ) r2|SE|N(ZZ)|.
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N(zz)(q1 +q2t9)+(rl +r2t9) —(q 0)+ n+n0
- 1 2

Atunci, 4 .
N(z,)

Z N(z,)

z,(r,+1,0)
N(z,)
rioard, rezultd » =z, — z,q € Z[0]. Deci exista g,r € Z[0] pentru care

Daca notam g =¢q, +q,0 €Z[0] si r= , din relatia ante-

z, = z,q +r. Ramane sa calculam ¢(r) pentru cazul r # 0.

Din rN(z,) =z, (1; +1,0), rezultd p(rN(z,))=¢(z, (5 +10)), ceea
ce este echivalent cu (r)(N(z, ))2 = |N(zz)”r12 —arr, + brzz‘.

1 —anr, + brzz‘

Astfel, o(r)= ‘ |N(Z )|
2

‘rlz —anr, + brzz‘ < ‘rlz‘ + |a||r1||r2| + |b”r22‘ < %|N(22)|2 (1 + |a| + |b|)

. Observam ca:

Daca |a|+|b| <3, obtinem ¢(r)<¢(z,), adicd Z[0] este inel eu-

clidian. Pentru a =0,

b| =1 sau |b| =2; ecuatia initiala este de forma
x**1=0 sau x> +2=0. Gisim astfel inelele euclidiene Z[i], Z,
Z[ix/z], Z[ﬁ] Daca |a|:1, |b|:O sau |b|:1. Obtinem ca ine-
lele Z{IJF;\B} si Z{Hz\/g} sunt euclidiene. Atunci cand |a|:2,

b =0, inelul rezultat este Z.
16. Se procedeaza la fel ca la exercitiul precedent.
17. Conform exercitiului .12., aratam ca 4, este inel euclidian.

4 fiind integru, A este tot integru. Folosind functia asociata inelului
A, :A\{0} >N, definim N: A, \{%}—)N prin N(gjzgo(al)
s

a a . q
cu —=— st —

s S s,

este fractie ireductibila. Se observa cd N este bine
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definita. Folosind exercitiul II.13., pentru a demonstra ca AS, este

euclidian, este suficient sd ardtim ca functia N verificd conditia b)
din definitia inelului euclidian.
.ab b 0 . a . b o "
Fie —,—e A4, cu —#— §i —, respectiv — fractiile ireductibile
st t 1 s, A
corespunzatoare. Cum b, # 0 si 4 este euclidian, exista ¢g,,7; € A asa
incat @, =bq, + 1, si 1, =0 sau @(r,) <@(b)).
.a a bt n C e t r
Din £=4 -2 0 B el ca existd q zl—ql, r=—€ 4, pen-
s s s s s, s,

a b ) . 0. .
tru care —=—-g+7. Mai mult, dacd r, =0, r = T iar In caz contrar,
s t

N <o) < (b)) = N@

18. Aplicam exercitiul I.11. in care alegem A=K[X], a=X,
X =Y. Obtinem K[X,Y]/(XY—1)=K[X]; unde §={1,X,X°,..}.
Deoarece inelul K[X] este euclidian, din exercitiul I1.17., rezulta ce-

rinta problemei.
19. 4, este inel integru. Fie p:A4 — 4A; morfismul structural.

Aratam ca orice ideal / din A4 este principal. 4 fiind principal, exista

a € A astfel incat p~'(I)=(a). Ardtim ci un generator al idealului /

este p(a)= % Cum aep '(I), p(a)el, deci (p(a))c . Pentru

ber pby= % _b % el, adicd be p'(I). Astfel, existi ce 4,
s s
A A . b a c
astfel incat b = ca. Obtinem — = T3¢ (p(a)).
s s

20. Deoarece Z este inel principal, exista numerele naturale £ si n
pentru care [ =kZ si J=nZ. Astfel, IJ =knZ iar I NJ =mZ un-
de m =[k,n]. Folosind relatia kn =md cu d =(k,n), din InJ =1J
rezultd d =1. Astfel, /+J =dZ =7.
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21. Z[i] este inel principal, deci / este principal. Pentru a gasi un
generator al sdu, calculdm d ~ (4+i,1+1i). Z[i] este si inel eucli-
dian, deci putem aplica algoritmul lui Euclid. Procedand ca la exer-
citiul I1.14., rezulta relatiile:

4+i=(1+)(2-20)+1i;
1+i=i(1-i)+0.
Astfel, d ~i si I =7Z]i].

22. Reducand la absurd, presupunem ca in 4 existd un numar finit

de elemente ireductibile neasociate in divizibilitate, ¢,,q,,...,q,. Fie

sirul (a, )n21 unde a, =1+¢,"¢,"...q,", n=>1. Aratam ca toti termenii
sirului sunt nenuli. Presupunem ca existd n, 21 cu a, =0. Atunci,
din g, (—ql””’qu”O...qk”O ) =1 rezultd g, ~1, fals. Presupunem acum ca
exista m #n pentru care a, =a,. Consideram cazul m <n. Deoare-
ce a,=a,< (ql'"qz'”...qk”’)(ql”"”qz”"”...qk”’”’ —1) =0, obtinem ca
inainte g, ~1, fals. Astfel, pentru orice m # n, a, #a,. Am aratat ca
M ={a,|n>1} este multime infinitd. Din ipotezd, U(A4) este multi-
me finitd; exista atunci cel putin un n, 21 pentru care a, +1. Deoa-

k
rece a, #0 §i A4 este inel factorial, fie a, :qul.""‘, a, >0, des-
i=1

compunerea canonicd a lui a, . Daca toti ¢, =0, a, ~1, fals. Fard a

restrange generalitatea, putem alege «;, > 0.

Altfel, g, (uqlal’lqz”‘z...qk“* —q,""'q,"..q," ) =1, de unde ¢, ~1, fals.
23. Daca 4 este multime infinita, pentru orice a € 4, polinoamele

f, =X —a sunt ireductibile In A[X] si neasociate in divizibilitate.
Daci A este un integru finit, atunci 4 este corp. in acest caz, A[X]

este inel factorial §i U(A4[X])=4" este multime finita. Putem aplica

exercitiul 11.22.
24. Fie P un ideal prim, nenul, minimal in 4 §i a € P\ {0}.
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k
Atunci, a +1, altfel P = A, fals (P este ideal prim). Fie a = uH p

i=l1

descompunerea canonica a lui a in inelul factorial 4 (u € U(A), toti
p, sunt primi iar ¢, 21). Din ae€ P, u ¢ P si P ideal prim, rezulta

cd existd i €,k pentru care p, € P. Atunci, idealul (p,) este prim si
(0) & (p,) < P. Din minimalitatea lui P, obtinem P =(p,), deci P
este principal.

25. A este inel integru. Fie %e Ay \{%}, %% % De aici, a#0

n

si a+1. A fiind factorial, a =qu,.“' unde ueU(4), a, 21 si p,
i=1

n a’
N . T . a u ,
sunt elemente prime in A4, pentru i € l,n. Obtinem — =—H[%) .
S8
Sa stabilim ce fel de element este % in 4, daca p este prim in 4.

Consideram doud cazuri: (i) p[s, (V)se€S. Ardtam ca ? este prim

L

in 4. Daca 1

eU(4y), existd ?eAS cu

~ | o

:%, adica ¢ = pb.

1

P b— . b—z, rezulta

Astfel, p|t, fals. Deci, %nu este inversabil. Din
tl t2

cd tt,bp=bb,t cu be 4, teS. Cum p este prim si p [¢, obtinem

. b b .
plb, sau plb, si astfel, P12 sau %—2 (ii) existd se S astfel
tl t2
o 5 . pc 1 <
incat p|s. In acest caz, fie s=pc cu ce 4, Din T-—zi, rezulta
s

? €U (4y). Daca pentru orice j € La, p ; divid elemente din S, din
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. P . 1
(i), rezultd ci toti %EU(AS). Dar ZeU(AS), deci £~I’ fals.
s s

Astfel, in descompunerea canonicd a lui a exista cel putin un p; cu
proprietatea (i). Fie ke 1,_n astfel incat, eventual dupa o renumero-
tare, avem: p, verifica (i) daca j <k, iar pentru k< j<n, p, veri-

fica (ii). Astfel, g, =% sunt elemente prime in A; pentru j<k si

n ) % k
v :% 11 {%j eU(4y). Pentru ca %: v[ 4", inelul 4 este
J=k+1 i=1

factorial.

26. Conform teoremei 11.7.3., Z[X,Y]|=Z[X][Y] nu este princi-
pal, deci nici euclidian (teorema I1.7.2.). Din consecinta 11.10.9., el
este factorial. Procedand analog, obtinem Z [X Y ] nu este euclidian

si nici principal, dar este factorial. Deoarece Z [X ] nu este integru,
el nu se incadreazi in niciun tip de astfel de inele. In Z[i\/g}
obtinem 6 =(1+i\/§)(1—i\/§) si 6=2-3. Se aratad ca factorii celor

doua descompuneri sunt elemente ireductibile, neasociate in divizi-
bilitate. Deoarece 6 nu admite o descompunere unica in factori ire-

ductibili in Z[i\/g ], acest inel nu este factorial, deci nu este nici

principal, nici euclidian. Pentru celelalte doua inele reludm rationa-
mentul. De exemplu, alegem descompunerile:

10=2-5=(6+\/%)(6—\/%), in Z[\/%] lar In Z[i\/g], consi-
deram 4=22=(1+i\/§)(1—i\/§).

27. Deoarece A este inel factorial, consideram descompunerile ca-

n n n
nonice: a = qu[“‘ , b= va[ﬂ" , c= pr/" unde u,v,w~1, p,

i=1 i=1 i=1
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sunt prime in 4, «,, 5,7, 20, i<l,n. Pentru a obtine relatiile cerute
se foloseste teorema 11.9.3.. De exemplu, a) se reduce la a arata ca:
max(al., l.,;/i)+ min(ai, ,.)+ min(ai,}/l.) +min(ﬂi,}/,.) =
=a,+f +y,+min(a,,B.7,).
28. In inelul C[.X] avem reprezentrile:

m—1 n—1
sz’”—le(X—xk), g:X"—I:H (X-y),
k=0 =0

2k . . 2km 2Irx 2rx
unde x, =cos——+isin—, ke0,m—1; y, =cos—+isin—,
m m n n
le0,n—1. Fie d =(m,n), m=dm,, n=dn,, unde (m ,n)=1.
xkzy,czkﬁ—zlﬂ < kny =Im = k=mt, 1€0,d —1. Astfel,
m n

d—1 d—1
(f,g)~H(X—xml,)= [X—(cosziTﬁﬂ'sinziT”D:Xd—l.
2n—1

29. f=X"-1=]](X -x,), unde x, =cosk—”+isink—”, pen-
k=0 n n

tru k£ €0,2n—1 este descompunerea canonica a lui fin C[X]. Rada-

cinile reale ale polinomului sunt x, =1, x, =—1. Se aratd usor ca
X, =x,,, pentru k=#0. Atunci, descompunerea canonicd a lui /' in
R[X] este:

f=(x-1)(X+1 ]‘i X -x) (X -x,)=
k=1
n-1

=(X-1)(X +1) H X’ - 2005—X+1j
=1

30. Consideram f = X’ +Y2 —1eK[Y][X]. In K[Y], inel facto-

rial, Y —1 este polinom ireductibil. Aratdm ca (Y —1)2 Y? -1, apoi
aplicam criteriul lui Eisenstein. Daca presupunem ca (Y - 1)2 |Y? -1

rezultd (Y —1)" =¥ —1, deci 2-1, =0 < car(K) =2, fals.
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31. Pentru a demonstra necesitatea, sd presupunem cid n nu este

numar prim. Atunci, n=p-¢q, cu p,q >1. Orice je€0,n—1 se poate

scrie sub forma j=p-i+r cuie0,g—1 si r€0,p—1. Atunci, cum

n— -1 p-1 -1 -1
f= ZiX-’ = qZ:pZ:Xp”’ :(qZZX’”}(pZ:X’ } rezultd cd polinomul f
j=0 i=0 r=0 i=0 r=0

este reductibil in Z[X]. Reciproc, consideram acum » numar prim.

in forma initiald a lui fnu se poate aplica criteriul lui Eisenstein. De-
oarece u:Z[X]—>Z[X], u(g)=g(X+1), pentru orice geZ[X],
este izomorfism, este suficient s& ardtam cd u(f) este ireductibil in
Z[X].

u(f):f(X+1):nzl:(X+1)" :w:)("*‘ +"2ch"*1 +n.

k=0 X =

n fiind prim, n|n si n® [n. Arataim ca n|C' pentru keln—L.
Consideram relatiile A* =k C' si n| A =n(n—-1)...(n -k +1).

Cum n este prim si (n,k!)=1, rezulta n| Cf, ke l,n——l in mod evi-
dent, f este polinom primitiv in Z[X]. Fiind indeplinite toate con-
ditiile din criteriul lui Eisenstein, rezultd ca u(f) este ireductibil in
Z[X].

R ) -1
32.Daca g=f(X+1)=(X+1)" +p-1=X" +p2c1f,,x" +p,
k=1

observam ca polinomul f este ireductibil in Z[X]<> g este ireducti-
bil in Z[ X]. Aratam ca numarul prim p verifica conditiile criteriului

lui Eisenstein aplicat lui g. Pentru aceasta, demonstram ca p| Cﬁ" ,

pentru 1<k < p" —1.

oo PP )P k) proprot i mGemD)

7’ 1-2-..-k ko1 k-1
Pentru fiecare 1< j <k —1, scriem j=psqu cus; <nsi(q;,p)=1

Deoarece k< p", k=p'q cu t<n iar (g, p)=1.0Obtinem astfel re-
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latia C*, =
P

n—t k-1 n=sp )
P P p 1PN Pl qql...qk_lCij,,. Din rezultatele sta-
- j

q
bilite anterior, rezultd p | C]/;, pentru 1<k < p" —1.

1

33. Z,, este corp comutativ (p este prim). Fie 7:Z —Z , surjec-
tia canonicd iar 7:Z[X]—Z [X] unicul morfism unitar de inele ce
extinde 7 si 7(X)=X. Atunci, 7(f)= X" - X +aeZ [X].
Deoarece Z, este corp, exista un corp L ce contine Z, ca subcorp
(rezulta deci car(L)= p) in care z(f) are o rddacind o (vezi lema

A

IIL.7.1). Aplicdnd mica teorema a lui Fermat, obtinem ca i=i , pen-
tru orice i€ Z ,- Deoarece
2(fNa+i)=(a+i) —(a+i)+a=(a" —a+a)+(i —i)=0,

a,o +i,...,a + p/—\l sunt toate radacinile lui ;(f) deci, in L[ X] are
loc descompunerea 7z(f)= (X - a)(X -a —i)(X —a— p/—\l)

Demonstram ca 7_r( f) este ireductibil in Z [X]. S& presupunem,
prin reducere la absurd, ca ;( f) este reductibil in Z [X]. Exista
atunci h e Z [ X] astfel incat 4| z(f) si 1<d°h=r<p=d°z(f).

Datoritd unicitatii descompunerii in factori ireductibili din L[ X],

exista i,...,i, €0, p—1 pentru care :
h~h=(X-a=i).(X-a-i)nZ,[X].
Putem considera h=h = X" —(romtiA1 +...+i:)X”1 +..€Z ,[X].

Rezultd ra €Z ,, de unde a €Z ,. Atunci, a” =a.
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Deoarece 7_r( ) =6, rezultd a =0, adicd p|a, relatie ce contra-
zice ipoteza. Prin urmare, 7_r( JS) este ireductibil in Z [X]. Conform

criteriului reductiei, f este ireductibil in Z[ X ].

34. Aplicam criteriul reductiei. Considerdm 7 :Z — 7Z, surjectia
canonicd, pe care o extindem la morfismul 7 A X]->Z,[X].
Notdm g = ;( N=X"+X"+ 1. Deoarece f este polinom primitiv si
d°f =d"g, ramane sa demonstram cd g este polinom ireductibil in

Z,[X]. Pentru aceasta, se observa ca g nu are radacini in Z,, deci

nu exista in descompunerea sa canonica polinoame de gradul 1. Pre-
supunem cd g admite o descompunere de forma:

X +X° +i=(X2 +az)(+b)()(3 +cX? +dX+e),
cu a,b,c,d,eeZ,. Identificand coeficientii, rezulta sistemul
a+c=0
ac+b+d=0
ad +bc+e=1
ae+bd =0
be=1.

Din ultima ecuatie, b =e =1 , iar din prima a = c. Sistemul devine:
a+d=1
a(d +1)=0
a+d=0.
Astfel, daca a= 6, rezultd d = 6, si nu se verificd a” +d =i; daca

d =i, a -1 si, la fel, a® +d # i Deoarece sistemul nu are solutii in
Z,, polinomul g este ireductibil in Z,[ X].
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Capitolul ITT

1. ) Din propozitia I11.3.3., rezultd p=[L:K|=[L:E]-[E:K].
Obtinem [L:E]=1 sau [E:K]=1, adicd E=L sau E=K.
b) Cum 8 L\ K, K(0)# K. Aplicam a) si rezultd L = K(6).

2. Considerim extinderile Q @(ﬁ ) c @(ﬁ )(Ji ) =K. Pen-
tru ca 2 este algebric peste Q (p; =X* —2eQ[X]), din propo-
zitia 111.4.7., obtinem [@(\E ): QJ =d'p; =2 iar {2} formeaza
o bazd in ;Q(2). V3 este algebric peste Q(2); se verifica usor
¢d p; =X’ ~3 este polinomul minimal al lui v/3 peste Q(JE )
Aunci, [ Q(v2)(v3):Q(V2)] =2 iar {1,/3) este o bazi a extinde-
tii K 5Q(v2). O bazi a extinderii K 5Q este {1,V2,43,46] si
[K:@]:[K:@(ﬁ)“@(ﬁ):@]=2.2=4. Deci,

aeK <3abe,deQ, a=a+bV2+c3+dv6.
3. Aplicand criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein, se verifi-

ca imediat cd f = X" -2 este ireductibil iIn Q[ X]. Astfel, =12
este algebric peste Q, cu p, = f; obtinem [Q((/E):QJ =n.
4. a) Daca o este algebric peste Q, fie p, e Q[X] polinomul

sau minimal. Atunci, din p, (5) =0, rezulta ca a este algebric peste

+a . a—a

— . a .
Q. Cum a,a,ieC',rezulta u = eC'siv= e C'. Reci-

2i
proca este imediata.

b) Fie a = |a|(cost +isint) cu t€[0,27), un numar algebric.
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Deoarece |a| —qae Q, rezulta ca ae Q(@), deci u e Q(). Astfel,
Q(u) c Q(ax) "R. Notdm d°p, =n=>1. Fie acum x € Q(a) N R.

n—1
.o ~ ~ k . .
Exista a,,a,,...,a, , €Q, astfel incat x = E a,a” si xeR. Obtinem
k=0

x= nf‘ak |a|k coskt.

k=0

Deoarece cost = |l;7| € Q(u) si, pentru k e m, are loc relatia:
coskt =cos’ 1 — C} cos*? tsin’ 1+ C/ cos* * £sin* 1 —...e Q(cos?),
rezultd x e Q(u)

5. a) = b) Fie 4 un subinel al lui L, A2 K si a€ A\{0}. Deoa-
rece L DK este extindere algebricd, a este algebric peste K, deci
K[a] este corp. Atunci, existd a~' € K[a] < 4, adici A4 este corp.
b)=a) Fie ae L, arbitrar ales. Din ipotezd, cum K < K[a]c L,
rezultd cd inelul K[a] este corp, deci a este algebric peste K.

6. fare gradul 3 si nu are radacini rationale, deci este polinom ire-
ductibil in Q[X]. Atunci p, = f.

Astfel, [Q(a):Q]=3 si {l,a,az} este bazi a extinderii.

a) Din @’ —=3a+1=0 obtinem ' =3—a”. Fie m, n, p rationali cu

L' =m+na+ pa’. Din B =1 rezulti:
l=m+(2m+n)a+(-2m+2n+p)a’ +(-2n+2p)a’ -2pa’.

Inlocuind in relatie o’ =3 —1 si a* =3a® —a, se obtine sistemul:

m+2n—-2p=1
2m—-5n+8p =0
—2m+2n-5p=0
cu solutie unicd m =1, nzpz—%
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b) Q(B)=Q deoarece S ¢Q. Mai mult, din [Q(a) : @] =3 rezulta
Q(ﬂ) = Q(a). De aici, d°p, =3. Astfel,
=X’ +sX? +1X +veQ[X] cu p,(B)=0.
Folosind relatiile de la a), rezulta:
B =3(3-8a+4a’), B =3(-21+78a—42a").
Sistemul obtinut din relatia p,(8)=0

9s+t+v=63
—24s+2t=-234
12s =2t =126

are solutia unicd s =9, =-9,v=-9.
7. Consideram p,, p, € K[X] polinoamele minimale peste K ale
lui a, respectiv f. Atunci, p, =[[(X-«,) si p, =H(X—,Bj)
i=1 j=1
cu a=a, = p,, reprezintd descompunerile lor canonice in E[X ].
Fie polinoamele:

f=po(-X).g= Hpa(x )-TTI1(x -5 -a)

i=1 j=1

h= Hm( J ]:[H[——aJsimX"pa(%j-

Este evident ca f,re K[X], f(-a)=0, r(a'l)z 0. De asemenea,
g(a+pB)=0si h(ap)=

In incheiere, aratim ca g € K[X] (pentru a demonstra ci / € K[X]

se procedeaza analog). Deoarece H ) (X - ﬁj) ramane invariant la
j=1

orice permutare a multimii { By ﬂm}, g este simetricin f,..., B,.

Aplicand teorema fundamentald a polinoamelor simetrice, rezulta

geK[X].
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In cazul particular, pﬁ=X2—2, p%=X3—3 si a:O(l:\/E’
0!2=—\/§, ﬂ1={/§, ﬂzzei/g, ,83=82{/§. Rezulta:

g =11r.(x=5)Tp, (X -a)-

=X°-6X*"-6X"+12X° -36X +1.

8. Fie a e K[0]\{0}, a=f(0) cu feK[X]\{0}. Pentru ci po-
linomul p, este ireductibil si p, | f, rezultd ca f'si p, sunt relativ
prime. Exista atunci g,h e K[X] astfelca 1= f- g+ p, - h. Obtinem,
1=a-g(0), adica a este inversabil In K[&].

9. Aplicind teorema fundamentald a polinoamelor simetrice pen-
tru geK[X,,...,X,], polinom simetric, existd heK[X|,..,X,]

astfel ca g = h(s,,...,s,).
Deci, g(at),...a,) =h(s, (. @, )08, (@102, ))-
Folosind relatiile lui Viéte, s, (a,,...,e, )€K, keln. Astfel obti-
nem g(a,,....,a,)€ K. Analog, cealalta situatie.

10. Fie a €L, transcendent peste K. Deoarece K(a)=K(-a),
iar K(a)=K(a™"), elementele — si a”' sunt transcendente peste

K. Consideram extinderile K K (az + a) c K(a). a fiind radaci-
nd a polinomului /= X*+ X — (a2 + a) € K(a2 + a)[X], este alge-
bric peste K(a2 + a), deci extinderea K(a2 + a) c K(a) este fini-
ta. Dar, extinderea K — K (a) este infinitd, deci K c K (a2 + a)

este infinitd. Astfel, a” + a este transcendent peste K. Se procedeazi
in mod analog pentru a ardta cd " este transcendent peste K. Folo-
sind aceste rezultate, observdm cd nu putem preciza natura sumei,
respectiv produsului a doua elemente transcendente: o +(—a) =0,

aa”' =1, sunt algebrice peste K, dar a+a’, o, sunt transcen-

dente peste K. Fie s=a+ f. Daca presupunem ca s este algebric
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peste K, rezultd [ =s—a algebric peste K, fals. Deci s este trans-
cendent peste K. Se arata la fel ca, pentru a#0, af este transcen-
dent peste K.

11. KcK(a)cK(X). Fie F=f(Y)—ag(Y)eK(a)[Y]. X este
algebric peste K(a) deoarece F(X)=0. Cum d°F =max(d" f,d"g)
este suficient sd aratdm ca F este ireductibil (adica F ~ p, ). Deoa-
rece F este un polinom primitiv, conform lemei 11.10.5., ardtdm ca F
este ireductibil in K[a,Y].

Reducem la absurd si presupunem ca F este reductibil i anume
F=FF,, unde F,F,eKl[a,Y], d’'F,,d’F, >21. Din d° F =1 rezul-
ta d° F, =1 si d’ F, =0 sau invers. Atunci, in primul caz (pentru ce-
lalalt se procedeaza la fel), F, € K[Y]. Pentru cd F, |F rezultd ca
F,|f si F,|g deunde F, ~1, adicd F, e K, fals.

Fie a e K(X)\ K. Deoarece K(X)2 K(a) este extindere finita, iar
extinderea K(X) > K este infinitd, rezultd ca a este element trans-

cendent peste K.
Astfel, K coincide cu inchiderea sa algebrica in K(X).

12. Consideram doua situatii:
1) x este algebric peste K si g(x) #0.

Din K(x) 2K finitd, rezulta cd K(x) 2K [M] si K [&] oK
g(x) g(x)

S ()
g(x)
cat a) pentru elementele algebrice xe L, g(x)=0 si implicatia reci-

sunt extinderi finite. Obtinem este algebric peste K (s-a verifi-

proca de la b)).
ii) x este transcendent peste K.
In acest caz, morfismul u :K(X)— K(x) este izomorfism. Cum

K (&j =K (Mj, folosind rezultatul obtinut in exercitiul an-
g(X) g(x)
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terior, obtinem {K (x):K (%H = max(d °f,d° g). Dar, extinderea
g(x

pACY]

K(x) 2 K este infinita, deci extinderea K (
g(x)

j D K este infinita.

Astfel, S éx; este transcendent peste K (am demonstrat a) pentru x
g(x
transcendent peste K si implicatia directa de la b)).
13. Fie f e L oradicind a lui f. Atunci, f" = «. Daca elementul

p este transcendent peste K, din exercitiul I11.10., rezultd cd " =«

este transcendent peste K. Fie acum « transcendent peste K. Daca
[ este algebric peste K, rezultd cd « algebric peste K si contrazi-

cem alegerea lui . Deci f este transcendent peste K.
14. Pentru az% si b:h(%) unde f=+2+3/5X-2X2,
g(r
g =\/7—€/§X+(1+i)X2, h=X"+ X"+ X°, aplicim rezultatele
obtinute Tn exercitiile I11.12 si I11.13.
15. Procedam prin inductie matematica dupa »n. Pentru n =1, ine-

galitatea este evidentd. Presupunem afirmatia adevarata pentru poli-
noame de grad <n—1 si ardtdm ca ea ramane adevarata pentru poli-

noame de grad n. Fie f e K[X] cu d°f =n.

Daca f este ireductibil, existd o extindere L, © K, de grad n, in
care fare o radacind a. Deci [ =(X —a)f, e L[X], cu f, € L[X],
d’f, =n—1. Din ipoteza de inductie, corpul de descompunere L, al
lui f, are proprietatea ca [L,:L ]<(n—1)!. Rezultd cd L,=L si
[L:K]=[L:L][L :K]<n!

Presupunem acum ca f este reductibil in K[.X]. Fie g€ K[X] un
factor ireductibil al sdu (1<d°g<n) si L'D K extinderea de grad

egal cu d°g 1n care g are o radacina £.
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Obtinem [ =(X —f)g, € L'[X]. Folosind ipoteza de inductie, cor-
pul de descompunere L al polinomului g, verificd [L:L']<(n—-1)!
si astfel, [L:K] <(mn-Dld°g<n!.

16. a) Se verificd imediat cd f nu are radacini in Z,, deci in des-
compunerea sa in factori primi din Z,[X] nu apar factori de gradul
1. Vedem daca f'se descompune in Z,[X] sub forma f = f,f, unde
fi=X’+aX+beZ,[X], f,=X"+cX+d eZ,[X], sunt ireducti-
bile in Z,[X]. Rezulta sistemul:

a+c=0

b+d+ac=0

ad +bc=0

bd =1.
Din ultima relatie, b=d —1 sau b=d=2. In primul caz, sistemul
nu are solutie in Z,, iar in a doua situatie rezultad a = i, c=2.
Astfel, =X+ X+2, f,=X +2X+2.

Fie L, =7,[X]/(f,) 2Z, extinderea in care f, are pe « =X ca
radacind. Deci, L, =Z,(a), [L,:Z,]=d"f, =2 si {l,a} este o bazi
latiile lui Viete; astfel S = 2420 € L,. Verificim daca f, are rada-
cini in L,. Pentru aceasta, vedem daca existd a,beZ, astfel incat
f>(a+ba)=0. Tinand cont ca a” = 1-a, obtinem sistemul:

ﬁb(a +b+ i) =0
{az +b*+2a+2=0.
) (altfel f, are radacini in Z,, ceea ce este imposibil) si astfel

rezulti b=2+ ﬁa, de unde a = 6, h=2 sau a= i, b=1. Radicinile
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lui f, sunt x, = 2a, X, =1+a. In concluzie, corpul de descompune-
re este L=7,(a,B,x,x,)=Z;(a).
b) L={a+ba|a,beZ,}, Lare9 elemente.

Procedim analog pentru g =(X+i)(X+21)(X2 +X+§) si pentru
hz()(2 +i)(X2 +§X+§).
17. f are o singura radacind in Z,, pe 2. Astfel, fz()(—i)f1

cu fi=X’ +X +2 ireductibil in Z,[X]. in L= Z X1/ f) 22,
f are o radicind, pe a@=X. in plus, [L:Z,]=2 si L=7Z,(a).
Rezultd ca {l,a este o bazd a lui , L. Daca f8 este cealalta rada-
cind a lui f,, obtinem ﬂ=§+§a e L. Deci, L ={a+ba |a,b eZ3}
este corp de descompunere al lui £,

Fie y=a+baelL o radicind a lui g. Din f,(a)=0, stim ca
o> =1+2a. Rezultd O:g(;/):(ﬁa2 +2b +a+i)+b(a+b+i)a,
de unde: 24° +2b* +a=2 si b(a +b +i) =0. Obtinem ci radicinile
lui g sunt y, =§a, 7, =l+a.

18. a) Folosim criteriul Eisenstein. Ecuatia f(x)=0 este echiva-
lenti cu y* —2y—2=0 unde y=x". Rezultd N, =1t V3. Vom no-
ta a =41+ NE) , B=31- V3. Radicinile lui f sunt radacinile cubice
alelui y,: x,=a, x,=ae, x,=ag’, x,=p, x;=Pe, x,=p¢

unde & =—l+li\/§.
2 2

b) K=Q(a,ﬁ,5)=@(0{,ﬂ,i\/§) este corpul de descompunere al

polinomului £ Din V3=a’ 1€k, if3-+/3 €K, adicd ieK.
c) aﬂz—i/z,deci Q/EGK.
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d) Se arata ca au loc relatiile:
048] [ola)0fé] -2 [el¢E.)]-2
Cum 1++/3 €L, folosind rezultatele obtinute la subpunctele ante-
rioare, rezultd K = Q(a,%/ii\/g) = @(a,%/ii,x/g) =L(a).

19. a) Pentru orice lAceZp, avem kA” —k=0. Tinand cont ca «
este radacind a lui f, f(a +lAc) = (a” —a+ a) +(]A€,, —lAc) =0.
b) Daca f nu este ireductibil in K[X], fie f € K[X] un factor ire-

ductibil al sau. Notdm cu L extinderea lui K in care f are o radacina

a. Conform a), « +k este rddacina a lui £, pentru orice k €Z ,, deci

pl ~ ~
in L[X] avem f=H(X—a—k). Astfel, existd 1<s<p, k,eZ,,
k=0

iel,_s pentru care f =li[(X—a—l€.)eK[X].
i=1

Atunci, sa+(l€l +...+l/c:)eK, de unde aeK. In concluzie, f se

descompune In K[X] 1n produs de factori de gradul 1 distincti.

20. Notdm f; =X’ -aeK[X] si f,=X"-be K[X]. Deoarece
f =1/, rezulti ca L=K(u,v), cuu siv elemente dintr-o extinde-
re a lui K pentru care u° =a, v’ =b. K(u) si K(v) sunt corpuri in-
termediare ale extinderii Lo K si [K(u):K]|<2, [K(v):K]<2,
[L:K(u)]<2.

Pentru [L:K]=4, obtinem [K(u):K|=2, [K(v):K]=2, deci
u,v¢ K, adica a, b nu sunt patrate perfecte in K. Din [L: K (u)]=2,
vé¢ K(u), de unde uv ¢ K, si deci ab nu este patrat perfect in K.

Reciproc, daca a, b, ab nu sunt patrate perfecte in K, polinoamele
f, st f, suntireductibile in K[.X]. Dacd presupunem cd f, este re-

ductibil in K(u)[X], fie x=a + fu o radacina a sa din K(u). Din
227



x’=bob-—a’—af’=2afu si u¢K, rezulti =0 sau B=0.
Daca o =0, obtinem ab patrat perfect in K, iar pentru f =0, b este
patrat perfect in K, adici 1n fiecare caz este contrazisa ipoteza.

Deci, f, este ireductibil In K(u)[X] si obtinem ca

[L:K]=[L:Kw)]|[Ku):K]=2-2=4.
21. Fie L extindere patratica a lui K, deci [L:K ] =2. Conform
exercitiului III.1., fie « € L\ K asaincit L = K(«). Rezulta ca poli-
nomul p, este de forma p, = X* +aX +be K[X].

i) Presupunem car(K) # 2.

4b —a®

2
a2+aa+b:0c>[a+%aj + =0, de unde rezulti ci «

C s < 1 N . .
este rdddcind pentru p, < =« +§a este radacina a polinomului

2_
f=X*-ceK[X] cu c=2 4b

. feste ireductibil in K[.X] (altfel
aeK)si K(a)=K(p).

i) Presupunem car(K) =2.
Pentru a#0, ¢’ +ac+b=0< (Oca’1 )2 + (och1 ) +ba? =0. Astfel,
o este radicind pentru p, <>y =aa”' este ridicind a polinomului
ireductibil /=X’ +X -ceK[X] unde c=-ba. Cum L=K(y),

L este corpul de descompunere al lui f.
Daca a=0, p, este de forma ceruta.

22. Consideram polinomul:
f= ﬁ(X —X)=X"=s X"+ +(-1)'s, €K(s,....5,)[X].
i=1

Corpul sau de descompunere este:

E(X,... X,)=K(X,,... X,)(5)5008,) =K (X,,... X,) =L,
deci L o E este extindere finitd. Deoarece f este ireductibil in E[.X]
si f(X,)=0, rezulta f=p, si[E(X,):E]=n.
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Vom demonstra prin inductie dupd n ca [L: E]=n!

Pentru n=2, K(X,X,) este corpul de descompunere al lui
g=X" =5 X+s,eK(s,s5,)[X]; deci [ K(X,,X,):K(s,,5,)]=2.

Presupunem afirmatia adevarata pentru n —1 nedeterminate, adi-
cid [K(X, X, ): K (fset,y) | =(n=D)! unde 1,,....t, , sunt poli-
noamele simetrice fundamentale in X ,..., X, . Aratdm ca ea ramane
adevarata si pentru n nedeterminate. Fie :

n—1
H=l](X-X)=X""—t X"+ +(-1)"",,
i=1

Din f = f,(X - X,), obtinem:
s, =t,+X,, s, =t X sis =t +t_ X, ke2n-1.

Fie E, =E(X,)=K(X,)(t,..t,,). Aplicim ipoteza de inductie si
obtinem | K(X,)( Xl,...,XH):K(Xn)(zl,...,tn,1 ]=(-1)! unde am
inlocuit K cu corpul K(X,). In final, din [ E :K(s,....s,)|=n si
din K(X,)(t,-st, )= K(55.08, ) (X, )= E, rezultd [L: E]=n!

23. Reducem la absurd si presupunem corpul K(X) algebric in-
chis. In acest caz, polinoamele ireductibile din K(X)[Y] sunt toate

de gradul 1. Deci, f =Y’ - X e K(X)[Y] este reductibil. Fie « =%

o raddcina a sa din K(X) cu g,he K(X), h+0, (g,h)~1. Atunci,
g’ =h*X. Din aceasti relatie rezulti ci polinomul g° care are gra-

dul un numar par este egal cu polinomul /#°X, de grad impar, ceea
ce este imposibil.

24. Vom proceda prin reducere la absurd si presupunem ca exista
a € L\K, element algebric peste K. Atunci, p, € K[X], polinomul
sau minimal, are gradul >2. Din ipotezd, p, este polinom ireduc-
tibil iIn L[ X] ceea ce contrazice faptul ci el are pe o radacina in L.
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25. Fie (E, )l_d o familie de elemente din <, . Atunci, K, =ﬂE,.
iel

este un corp intermediar extinderii. Fie o €L algebric peste K.
Cum, pentru fiecare i, K, C E,, a este algebric peste E,, (V)iel.
Fiecare E, este algebric inchis in L, deci o € K. Astfel, K, € Z, si
K, =i_nIf E,. Fie K, inchiderea algebrica in L a corpului generat de
UE,.. Atunci, K, € Z,. Daca consideram acum F €, astfel incat
iel

E c F, pentru fiecare i, rezultd K, c F, deci K, =supE,. Pentru
iel

cazul particular, alegem K =Q si L=C.
26. Fie C' corpul numerelor algebrice. C' o Q(\/E )

C"' este corp algebric inchis si C' o @(ﬁ ) este extindere algebrica.

Deci C' este o Inchidere algebrica a lui Q(\/E )

. N | e
27. Din relatia FS?, pentru neN si din criteriul compara-

=1
tiei, rezulta ca seria 27 este convergenta, deci a € R.
n=0

Presupunem ca a €@Q, deci a:E, unde p,qeN’". Fie keN’,
q

ales arbitrar. Din p -5 —qZSk""' +q Z —, rezultd
n=0 n=k+1
= 1 *
q Z WEN’ VkeN .
n:k+15. .
Dar,
_ - 1 g ~1_4q 5
0< ank;I 5;1' P 5(k+1)' i nz+ gni=(k)! 5k oy 5n Sk-k! 'Z<1

pentru £ suficient de mare, ceea ce contrazice relatia anterioara.
Deci, a ¢ Q.
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Sa presupunem acum cd @ € C' («a este algebric si, deoarece
a¢Q, d’p,=r>1). Aplicand criteriul lui Liouville, existd ¢ >0

astfel incét, (V) p,q€Z, ¢>0, siavem | _P >%.
qg| 4
' : .p =1 p
Alegem k e N, arbitrar si —=Z r=—7. Rezulta:
q n:O 5”. 5(.
k
p 1 c
a-_al= T Thr
Sk. ngl 5n. Sk.r

de unde obtinem ca c < Z , pentru orice k € N'. Dar, pentru

nl=k'r
n=k+1 5

k suficient de mare,

0 1 B 1 0 1 1 5
z gni—klr T gkik+=r) z 5=+t < 5Ckr1=r) ’Z<Ca
n

n=k+1 =k+1
ceea ce contrazice relatia anterioara.
Prin urmare, a este transcendent.

Capitolul IV

1. Se aratd prin calcul cd operatia definitd este asociativa, are
element neutru pe e=(1,0) e M(A) si orice element (a,b) e M(A)

este inversabil, inversul siu fiind dat de (a'l,—ba‘l). Definim apli-

catia f:M(A)—>U(A) prin f((a,b))=a, (a,b)eM(A4). Deducem
usor cd f este un morfism surjectiv de grupuri iar nucleul sau
Kerf ={(1,b)|be A} este izomorf cu (4,+), grupul abelian subia-
cent structurii de inel a lui 4. Astfel, Kerf este grup rezolubil.
Aplicand teorema fundamentala de izomorfism pentru grupuri,
M(A)/ Kerf =U(A). Cum (U(A),-) este grup abelian, M (A4)/ Kerf
este si el rezolubil. In final, aplicim teorema IV 4.1. si rezulta M (4)

grup rezolubil.
2. a) Conform ecuatiei claselor de elemente conjugate,
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|G| =|2(G)|+>|G: C(a)|

unde S este un sistem de reprezentanti pentru clasele de elemente
conjugate care nu apartin centrului si C(a) este centralizatorul ele-

mentului a. Atunci, C(a)#=G si p| |G : C(a)|, pentru oricare a € S.
De aici, p||Z(G)|, deci |Z(G)|>1. Astfel, Z(G) # (e).
b) Proceddm prin inductie matematica dupa n. Pentru n=1, G este

grup ciclic, deci abelian si astfel, rezolubil. Presupunem ca orice
grup finit cu p* elemente, k <n este rezolubil si considerim un p —

grup G cu |G| = p". Folosind a), rezultd ca Z(G) si G/Z(G) sunt p

— grupuri cu mai putin de p” elemente. Conform ipotezei de induc-
tie, aceste grupuri sunt rezolubile, de unde rezultd cd G este grup
rezolubil.

3. Consideram sirurile rezolubile:

G =H,oH >..0H,=(e) 51 G,=K, 2K, 2..0K, =(e).

Putem alege m =n. Atunci, pentru i €1,n avem:
H<H,_,, K<K, , iar H_/H, si K,_,/K, sunt factori abelieni.
In aceste conditii:
H xK, <H, xK, |, (H[—l XK[—l)/ (Hi XKi): H_/H xK_ /K,
pentru i I,_n Cu alte cuvinte, sirul
G xG,=H,xK,DH xK >..0H, xK, =(e)
este rezolubil.

n—1

4. Dn={1,0,0‘2,...,0”'1,p,op,...,a p} unde o este rotatia de

. 2T, oo . -
unghi — 1in jurul centrului O iar p este simetria in raport cu una
n

din axele de simetrie ale lui P. " =1, p’ =1, po=c""p.
Fie H = (o), grup ciclic. Deoarece (D, :H)=2, H<D,. Factorii H
si D /H =7, sunt abelieni, deci sirul D, o H o (1) este rezolubil.

5. a) evident. b) si ¢) rezultad prin calcul direct; de exemplu, pentru
-1

b): x[y,z]x’1 [x,z]zx(yzy’lz’l)x*(xzx’lz’l)=(xy)z(xy) z .
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6. a) Definim f:G/Z(G)xG/Z(G)— % prin f(x,y)=[x,],
x,y€G, unde ¢ ={[x,y]|x,y€G}. Ardtim ca f este bine definita.
Fie u,ve G astfelincat x=u si y=v. Atunci, xu™, "' e Z(G).
Obtinem:

Sy =leyl=xn "y =G (v v o () =

= uv(e ) Yooy v =[uv] = £ (u.v).

Evident, f este surjectiva. Astfel, [¢]<|G/Z(G)xG/Z(G)|=n".

b) Prin calcul, rezulta [yxy’l,y]k = (y(xyx’ly’1 )y’1 )k = y[x,y]k v,
pentru k e N'. Deoarece |G/ Z(G)|=n, [x,y] €Z(G), deci:

n-1 _1

Lo y]™ = oo™ [ y] v =0 ox Ty [ p] " 7 =
=(0ix "y )(y[x,y]"*1 y’l) =[xy o]

7. a) Deoarece |x, y]f1 =[y.x], rezultd ca elementele lui G' sunt

produse finite de comutatori ai unor elemente din G.
b) evident, vezi exercitiul IV.5.a).

¢) Fie x,y €G. y este conjugat cux <> 3JaeG cu y=axa '. Din
wy =z S yx=x(z"y) oz ye Cy(x),
rezultd ci ‘x‘ =(G:C, ().

A

De asemenea, yex < y=axa ,acG < yx' =[a,x]eG.
Obtinem in final,

4=(G:co)<|o] < 9. Lol =|G/6<|C, ().
¢ IC,(x)| " ]G/G| ¢

d) Fie 0,7 e/, Obtinem [o,7]=0r0 "'t e o7, deci, < c .
Dacd n<2, </ este grup comutativ, deci </ =(e). Pentru n>3,
fie i,/,k €l,n, distincte. [(i7), (k)] = (i) ik)(f) " (ik) ™" = (ijk), deci
<. contine toate ciclurile de lungime 3. Aratam ca aceste cicluri for-
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- . . . !
meaza un sistem de generatori pentru o</ si, ca urmare, o7 <</, ,

.o ! y . o . - N

adicd </, =o/. Stim cd orice pemutare pard se descompune in pro-
dus de un numar par de transpozitii. Astfel, este suficient sa demon-
stram ca produsul a doud transpozitii este un produs de cicluri de

lungime 3. Pentru aceasta, fie i, j,k,/ € 1,n, distincte. Obtinem:
(ik)(Fj) = (ik), (k)G = (i)E )T = (GR)EGD).

e) Fie i,j,kel,n si s,tel,n\{i,j,k}, distincte. (sif),(tik) e si

[(sif), (tik)] = (sij )ik )(sif)~ (tik)™" = (ijk). Deci (ijk)ecoZ . Deoa-

rece ciclurile de lungime 3 genereazi <7, rezulti oo/ =cc7.

8. Deoarece comutatorii genereaza subgrupul G’, este suficient sa

aratim ¢ f([x,y])e G, x g € G. Aceasti afirmatie rezulti din
Lyl =f(0xy")= L@ O =[ £ @, £ )],

Pentru a rezulta f(G') = 5’, impunem conditia ca f'sa fie surjectiv.
Atunci, pentru orice z,t € 5, exista x,yeG cu f(x)=2z, f(y)=t.
Deci, [z,¢]= f([x,»]).

9.a)Pentru aeG, fie f,:G—>G, f(x)=axa', VxeG, auto-
morfismul interior al lui G asociat lui a. Cum H< G, f (H)=H.
Astfel, restrictia Z :H — H este tot un automorfism. Din exercitiul
V8., f,(H)=f.(H)=H', deci H'< G.

b) aplicam a) pentru H =G.

10. a) Fie geG, he H. ghg' =ghg”'h'h=[g,hlhe G'H c H;
deci H< G. Din [xH,yH|=xHyHx 'Hy"'H =[x,y|H cG'H c H,
pentru x,y e G, rezulta G/H este abelian. Pentru H =G', grupul
G/G' este abelian.
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b) Fie x,yeG. G/H find abelian, H =[xH,yH]=[x,y]|H, deci
[x,y]€ H. Deoarece comutatorii [x,y] formeazi un sistem de gene-

ratori pentru G, rezultd H >G'.

Observatie. Din b) rezultd ca G’ este cel mai mic subgrup H al lui
G pentru care G/H este abelian. Ca urmare, dintre toate grupurile
factor abeliene G/ H, G/G' are cardinalul cel mai mare.

11. a) Presupunem ca G este grup rezolubil si consideram un sir
rezolubil al sau: G=H ;> H, ©...0 H, =(e). Folosind inductia ma-
tematicd, aratim ca H, > G", pentru orice k €l,n. Pentru k=1,
din H, < H s1 H,/H, abelian, aplicand exercitiul IV.10. a), rezultd

H, 2 G". Pentru k>2, presupunem H, , 2G"". Din H, < H,
si H,_,/H, grup abelian, rezultd H, o (H,_, ), Q<G(’H>) =G".

Deci, H, G, pentru orice k €1,n. Astfel, (¢)=H, oG, adici
G = (e).

Reciproc, fie n astfel incit G =(e). Vom arita ci lantul descen-
dent de subgrupuri G=G” 2G" 5...2G"™ =(e) este un sir rezo-
lubil al lui G, deci grupul G este rezolubil. Pentru aceasta, din exer-
citiul IV.9., G"< G si, in general, G¥'<a G*™, keln. Astfel, si-
rul considerat este sir normal al lui G (de fapt, cum G < G implici
G4 G, etc., toti G¥'< G). Conform exercitiului IV.8.a), G/G"
este abelian. Mai mult, grupurile G*™/G®, k e1,n, sunt abeliene.
Astfel, sirul initial este rezolubil.

b) Reluim rationamentul ficut la a) si obtinem ca H, > G"*, pentru
ke 1,_r In particular, G =(e). Cum n, este cel mai mic numar na-
tural cu aceastd proprietate, » > n,.

¢) Grupurile abeliene cu mai mult de un element au gradul de
rezolubilitate 1. Grupul <7 este rezolubil si </, Dc4. o fiind
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abelian, o</ = (e). Prin urmare, <> = (e) si gradul de rezolubilita-
te al lui <7 este 2.

12. Folosind exercitiul anterior, aritim ci </ # (e), pentru ori-
ce numar natural r. Acest rezultat se obtine din exercitiul IV.7. d) si
e), deoarece, <" =7, pentru orice n>5 si k>1.

13. a) Presupunem ca G este grup nilpotent, avand sirul central

G=H oH, >..0H,=(e).

Prin inductie matematica, aratam cd H, < Z,(G), pentru i € 0,n.
H,=(e)=Z,(G). Fie i 21. Presupunem H, <Z.(G) si demonstram
cd H,,<Z,(G).Fie xeH,,, yeG.Din H,,/H, <Z(G/H,), re-
zultd [xH,,yH,|=[x,y|H, € H,, deci [x,y]e Z,(G). Atunci,

(H Zl.(G))/Zl.(G) < Z(G/Z,.(G)) =72..(G)/ Z,(G).

i+l
Obtinem H, < H, ,Z(G)<Z  (G).

i+l — i+l
Deci H,<Z,(G), pentru i€0,n. In particular, G = H, <Z(G),
adicd G=Z7,(G).
Reciproc, fie sirul G=Z7, (G)2...2Z,(G) 2Z,(G)=(e), unde n
este un numar natural. Din modul de definire al subgrupurilor Z,(G),

rezulta ca acest sir este central, deci G este grup nilpotent.
b) Conform a), dacd G este grup nilpotent, putem considera sirul

central G=Z,(G)2..2Z,(G) 2 Z,(G)=(e). Pentru i €0,n—1, din
Z,.,.(G)/ Z(G)=2Z(G/Z,(G)), rezulta cd factorii sirului sunt grupuri
abeliene, deci grupul G este rezolubil.

Am aratat in IV.2. cd </ este grup rezolubil. Obtinem usor ca

Z(c#)={e}. Astfel, in acest caz, nu exista un numar natural n astfel
incat Z,(c%)=c% si, conform a), <%, nu este grup nilpotent. Am

aratat cd existd grupuri rezolubile care nu sunt nilpotente, deci afir-
matia reciproca de la b) este falsa.
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Capitolul V

1. Fie p, € E[X] si g, € EF[X] polinoamele minimale ale lui
a peste E, respectiv EF. Deoarece p, € EF[X] si p,(a)=0, rezul-
taca g, |p,.Astfel, [EF(a):EF|=d’g,<d’p, =[E(a):E].

2. Presupunem cd [F : E|=n si considerdm {e,,e,,....e,} o bazia
lui ,F. Atunci, F = E(e,,..e,). Notam E, = E(e,,...e,), i€l,n.
E=E,cE c..cE, =F reprezintd un lant de extinderi finite. For-
mam sirul de extinderi EG =E,Gc E,Gc...c E G =FG. Deoarece
E,,.G=EG(e,,), pentru i € 0,n—1, aplicand exercitiul V.1., rezulta

|E..G:EG]=[EG(e,):EG]|<[E (e.,):E |=[E, :E]. Asadar,

[FG:EG] :ﬁ[EMG:E,G] Sﬁ[E,(e,.H):EI.] =[F:E]

3. Observ;l ca FK =K(F CJOK) =K(F)=F;lafel, EK =E.
Notam [E:K]=m si [F:K]=n. Aplicand exercitiul V.2., rezulta:
[EF:F|=[EF :FK|<|[E:K] si [EF :E|=[EF :EK|<[F:K],
deci EF D F oK si EF D E 5 K sunt extinderi finite. Consideram
relatia:

(1) [EF :K]|=[EF:E]-|[E:K|=[EF :F]-[F:K].

Astfel, m|[EF:K] si n|[EF:K]. Din ipotez, (m,n)=1, de unde
mn |[EF : K| adicd mn<[EF :K].

Tot din (1), rezultd si [EF : K|<mn.

4.a) x, =cosk?ﬁ+sink?ﬂ=§k, cu §=COS%+iSin% si ke@.
b) &, ke{1,3,7,9}.

X" -1
" FEF,
d) Descompunerea este datd de X' —1=F,F,F,F,.

) F, X' -X+ X -X+1.
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5.b) Fie n= H p,” descompunerea lui n>2 in factori primi
i=1

Multimea divizorilor d ai lui n pentru care u(d)#0 este:

{Lp,pwp, 1S5 <iy <..<i, <k; 1<t<kf.

Rezulta:
dZﬂ(d) #(1)+ZN(P )+ <Z<kﬂ(pp )+ <Zl<kﬂ(p,p D) F ot
' +...+,u(pl...pk):1+(1—I<1J)k+Ck2(—1) :ZE(—D Fo+ (=D =
=(1-1*=0.
c) ;u(d)f[ j %y(d)zg ‘;‘nﬂ(d)g(dl#
:Z\: D u(d) |g(d,) = g(n).
i iy

d) analog cu c).
e)Fie f,g:N > Q[XT, f(n)=X"-1, gn)=
Relatia X" —1=] [ F, sescrie f(n)=]]g(d). Aplicand d), rezulta

dln d|n
p(d) "
g(n)= Hf( j sau F, = (x4 -1)"".
d|n d|n
f) Din e) obtinem:
3 X°-1)(x-1)
F,= Xd—l”(d)z( =X’ -X+1, etc.

dip"

6. F, =H(Xp7" — 1)@ :(Xpn _l)n(n(Xp,,,l _1)#(17)
P
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=W:FP(XI’ ) Fy=Fy =E(X°)= X"+ X" +1.

7. K fiind corp finit, grupul (K,-) este ciclic. Fie @ un generator
al sdu. Atunci, K = {O,l,a,az,...,a”’z}.
Fie f e Aut(K). f(0)=0, f(1)=1. Se observa ca f este complet de-
terminat de f'(a). Deoarece a # 0, rezultici f(a)eK .

Fie f, f, € Aut(K) cu fi(a)=a", f,(a)=a", 1<k, k,<n-2.

Atunci, (fief,)(@)=f(a")=a" =(f,° /;)(a), VaeK, deci
fiofy = 1,0 f, siastfel grupul Aut(K) este comutativ.

8. Se demonstreaza ¢ f = X'+ X +1eZ,[X] este ireductibil,
deci L este corp. Cum [L:Z,]=d" [ =4, |L| :|Zz|[L:ZZ] =2*=16.
Pentru un corp cu 8 elemente, putem alege L =7,[X]/(g) unde po-

linomul g=X>+X +le Z,[X] este ireductibil.
In mod analog, se arati ca L = Z,[ X]/(h) este un corp cu 27 de ele-
mente pentru h= X" + 2X+2eZ ,[X], polinom ireductibil.

9.a) Cum d°f =3, feste ireductibil in K[X] < fnu are rada-
cini in K. Deoarece |K | =3, rezulti x’ =x, (V)xeK. Astfel,
f(x)#0, Vxe K< (a+D)x+2#0, Vxe K. Rezultd a =2.

b) f(0)#0 si VxeK , x'=1. Determinim valorile lui @ pentru
care fnu are radicini in K, adici f(x)=ax+2#0, (V)xeK . Obti-
nem a =0. Dar, In acest caz, [ = X' +1= (X2 + 2)()(2 + 3) este re-

ductibil. Rezulta ca, pentru orice a € K, feste reductibil In K[.X].
10. Considerdim p >3 (cazul in care p =2 este imediat). In acest

caz, car(Zp)zp #2 si obtinem (2ax+b)2 =b’ —4ac.

Dacid b* —4ac nu este pitrat in Z ,» ecuatia nu are solutiiin Z .
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Pentru b* —4ac = 0, solutiile ecuatiei sunt x, = x, =—b(2a) " iar
daca existd k € Z , astfel incat b* —4ac =k*, x, =(-b=k)(2a) .

Pentru prima ecuatie, W+ -5=0 (le + §)2 =5= (21)2 si re-
zultd x, :i, X, = 3. in al doilea caz, ecuatia nu are solutii, deoarece
b* —4ac =8 nu este patrat in Z,,.

11. Fie u: K — K, endomorfismul lui Frobenius. Atunci, pentru
orice xe K, u"(x)=x". Daca presupunem ca polinomul fare dou
radicini @ si B in K, rezulti a=a’ =" <u"(a)=u"(f). Cum
u este morfism injectiv, a = f.

12. |K|=p’ cu s>1. a) Radacinile lui /' =X"" - X e K[X] for-
meaza un subcorp L al lui K cu p"" elemente. Notdm cu x un gene-
rator al grupului ciclic (L',-). Astfel, L=K(x). Din [L:K]|=n, re-
zultd d°p_=n.

b) Fie f € K[X], polinom ireductibil de grad m si x e K o radacind

sm

a sa. Atunci, din |K (x)| =p™, rezulti cd y” —y=0, pentru orice

y e K(x). Deoarece f ~ p_, obtinemca f| X7 - X, unde n=sm.
13.a) Din g = |K |, rezulti ci existd s € N astfel incat ¢ = p°.
Notam:
I, = { f €K[X]| f unitar si ireductibil, d° f = n} si N, =|1,].

Ca in exercitiul V.12., obtinem ca, pentru el si ez, o ra-

ddcind a lui f; corpul L, =K(a) are q" elemente. Deoarece rada-
cinile lui X”" — X € K[X] formeaza un subcorp L al lui K tot cu

q" elemente, obtinem ca L, =L = {x eK|x" —x= 0;,
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Din f|X? — X, rezultd ci toate radicinile lui f sunt distincte si
L contine toate radacinile lui /. Notam 4, = {x ek | f(x)= O}.

Repetand rationamentul pentru un alt polinom g e/ , rezulta ca
‘Lf‘ :‘Lg‘ si, deoarece 1n K existd un singur subcorp cu un numar
dat de elemente, L ;=L,.

Daca f'si g au o radacind comund, ¢, tinand cont cd polinomul
minimal p, este unic, rezultd f = g. Astfel, pentru f # g,

A4,NA,=D.
Consecinta V.4.7. precizeaza ca, pentru d | n,
L':{xez|x’/ —x=0} cL.

Procedand analog, obtinem ca pentru ~2e€/,, cu d|n, L contine
toate radacinile lui A.
Fie e L. Cum extinderile L > K(f) 2K sunt finite si [L:K]|=n,
existd d |n, asaincat [K(f):K|=d, adicid d°p,=d.
Asadar, pentru feL, existd d |n, hel,, astfel incat h(f)=0.

Din rezultatele obtinute pana acum, L = U U A4,.
dln hel,

Deoarece am ariatat ca reuniunea este disjuncti, ¢" = Zd “N,.
d|n

Pentru functiile f,g:N" —Z, definite prin f(n)=q", g(n)=nN,,
VneN', avem f(n)= Z 2(d). Aplicam formula de inversiune a lui

dln

. . . 1 .
Mobius (vezi exercitiul V.5.c)). Rezultd N, = —Z wu(d)g“.
N gn
P

b) In cazul in care n=p, N =l(q” —q).
p

c¢) Extinderile de grad p ale lui K sunt de forma K(«) cu a o rada-
cind a unui polinom ireductibil de grad p din K[.X].
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14. Extinderile sunt finite si separabile, deci sunt simple. a) Ra-
dacinile lui p;=X"*-5 sunt +5, iar cele ale lui ps=X"-3
sunt ++/3. Cautim c e @ care nu este solutie pentru niciuna din ecu-
atiile 5+ 3 =45 — /3. Rezulta ¢ #0. Alegem c=1 si gasim
Y= V3 ++/5 un element primitiv al extinderii.

b) Radacinile polinomului p, ; = X >+3 sunt x, = i3 sl x, = —i\/g,
far p,; = X* -2 are radacinile y, =32, y,=%2-¢, y,=2-£

Determindm ¢ € Q pentru care x, +cy, #x, +cy;, cu ie{l,2} si

j€1{2,3}. Rezulta ¢ #0. Astfel, y=iv3+ Y2 este element primitiv

al extinderii.
15. Rezulta din propozitiile V.8.3. 51 V.8.4..

16. E=L(x,,X,,....x,) este corpul de descompunere al lui fsi fie
K 2 E>K oinchidere algebrica a lui K. Considerdam o € G(E | K )

si aratam cd o(E) < E. Extinderea L o K fiind normala, o(L) < L.

Astfel, o(E)c E, adica E o K este extindere normala.

Considerim acum f = X>—+/2 e [[X], unde K =Q, L =Q(\/§) si
E= Q((‘/E ) Extinderea L o K este normala (L este corpul de des-

compunere al polinomului X> -2 e Q[X]) iar E este corpul de des-
compunere al lui f(deci tot extindere normald). Cu toate acestea, ex-

tinderea Q((‘/E ) 2 Q nu este normala, deoarece polinomul ireduc-

tibil X* —2 e Q[X] nu are toate ridicinile in Q((‘/E )

Astfel, am aratat ca extinderile normale nu au proprietatea de
tranzitivitate.

17. Aplicam rezultatul obtinut in exercitiul III. 21. si obtinem ca
aceste extinderi sunt normale. O extindere patratica L o K este sepa-
rabild daca polinomul ireductibil al carui corp de descompunere este
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L, este separabil. Acest fapt se verificd in toate cazurile, mai putin
atunci cand car(K)=2 si =X’ -aeK[X].

18. L=K[X]/(f) este corp finit, |L|:|K| :|K|d°f in care f
are o radicind, pe «. De fapt, L =K(a). Deoarece extinderile de

corpuri finite sunt normale, polinomul ireductibil ' va avea toate ra-
dacinile in L. Astfel, L este un corp de descompunere al lui fpeste K.
19. a) Extinderea nu este normald deoarece polinomul ireductibil f

[L:K]

are o raddcind in Q(«), dar nu le are pe toate.

b) Extinderea este normald deoarece Q(i,\/g ,a) = Q(i,\/g ,%/5 ) este
corpul de descompunere al polinomului fpeste @(i,\/g )

¢) Se arati usor ci polinomul X° + X +le Z,[X7] este ireductibil si
apoi aplicam exercitiul V.18.
20. uy=1, € G(L|K). Fie u:L— L endomorfismul lui Frobe-

nius. Pentru orice xeL, u,(x)=x" =u’(x). Deoarece L este corp

finit, u este automorfism, deci u, € Aut(L). Pentru x e K, x” =x, de
unde u,(x) = x. Rezulta astfel, u, € G(L|K). Demonstratia se inche-
ie aratand cd u, =u/, pentru 2<k<n-1.

21. Conform exercitiului V.18., K(«) este un corp de descompu-
nere pentru /. Mai mult, |K(a)| =p". Fie G=G(K(a)|K).
Din exercitiul V.20., rezultd ca ulk €G, 1<k<n-1, u, =u’, unde

u € Aut(K(ar)) este endomorfismul lui Frobenius. Astfel, |G| =n si
G={(u)= {IK(Q),ul,...,ul’H} =7,

Din V.7.4., toate radacinile lui f'sunt de forma u,"(a), 0<k<n-—1.
Obtinem astfel ca
a, u(a)=a’, ul(a)= a” ., u' ()= a’"”
sunt toate radacinile lui f.
22. Se arata ca polinomul este ireductibil in Z,[ X].
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Din exercitiul V.18., L=7,[X]/(f) 2 Z, este corp de descompune-
realluif. a= X eL este o radacini a lui f- Aplicand exercitiul V.21.
pentru p=2, s=1, n=4, obtinemcd «, a’, a' si &' sunt rida-
cinile lui f.

23. fla+j)=(a" —a+a)+(j” - j)=0, jel,p—1 Astfel, ri-
dacinile lui f'sunt o, +1,...,a+ p—1 si K(a) este corp de descom-
punere pentru f; deci K(x) o K este normald. Extinderea este si se-
parabila deoarece radacinile lui f sunt distincte. Din [K(a):K]=p

rezultd ¢4 extinderea este finitd. In final, G=G(K(a)|K)=Z

P

o,(@)=a+1. Obtinem G =(c,)= {1K(a),o.0,m,o_éﬂ} ‘

24. Deoarece L este corpul de descompunere al lui f;, L > K este
finitd i normald. Corpurile avand caracteristica egala cu 0, extinde-

rea este si separabila. Astfel, |G,|=[L:K].
2) L=Q(ix3) si {1,iV3] este o bazain , L. Rezulta
G, =(o)={l,.0} =2,
unde o€ G, este definit prin o(iv/3) = —iv/3.
b) L=Q(5.iv2) si |G,|=[L:K]=4. Atunci, G, este izomorf cu
grupul Z, sau cu X, grupul lui Klein.

Pentru a defini automorfismele o € G, precizam valorile posibi-
le ale lui o(ar), pentru fiecare element adjunctionat «, tinand cont
de faptul ca o(«) este un conjugat al lui . Reunim rezultatele in
tabelul urmétor:

1L O-l 0-2 O-l 0-2
W3 | W3 | w3 | i3 | i3
R R A S
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Obtinem o7 = o7 =(0,0,)’ =1, si, cum orice grup de 4 elemente
este comutativ, 0,0, = 0,0,. In acest caz, G, =cX.
Toate subgrupurile proprii ale lui G, sunt ciclice si anume:

H, ={1L,O'1}, H, :{IL,O'Z}, H, ={1L,0'10'2}.

Astfel, (G, )={(e),H,,H,,H,,G |.

Cum G, este comutativ, subgrupurile sale sunt normale, asadar
E =1" 5Q sunt extinderi normale. Observim ci @(i\/g ) C E,. De-
oarece [E, :Q]=2, rezulta E, = Q(i\/g ) In mod analog, obtinem ca
E, =Q(\/§), E, =Q(z\/§) de unde,

Z(L;Q)={Q,E,,E,.E,,L}.

c) L =Q(i\/§,3/§), [L:Q]=6. Atunci, G, =Z, sau G, =c¥,.

Cele 6 automorfisme sunt definite In tabelul urmator unde am

—1+i\/§
2

notat ¢ =

2 2
1, o o, o, 0,0, 0,0,

3|3 | i3 | i3 | =3 | -3 | -3

: 3 _ 2 _ _ 2
Obtinem o,” =1,, o,” =1,, o0,0,=0,0,.

De exemplu, pentru a verifica ultima relatie, deoarece o, (5) =g si
o,(¢)=¢’, rezultd o,0, (%)zaz(ei/z)=0'2(6)02(3/5)=823/5
iar 0,0, (i3 ) =0, (W3) =-ivf3.
Astfel, G, = .
H, :{IL’O-I’O-IZ}’ H,={1,,0,}, H,={l,,000,}, H, :{1La012‘72}
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sunt toate subgrupurile proprii ale lui G,.

Sa determinam acum corpurile intermediare ale extinderii.

Cum Q(i\/g) L™ =E si [E:Q] :2:[(@(1'\/5):@], rezultd
E = @(i\/g). In mod analog, se obtine E, = @(3/5)

S observam ca 0102( [) £3/2, deci Q ( 2%/_) C E,. Cum
[@(52%5) @} 3, B =0Q(£32). Lafel, E,=Q(£42).

Din exercitiul V.17, rezulta ca extinderea E, Q) este normala si,

din exercitiul V.19., obtinem ca celelalte extinderi nu sunt normale.
d) L= Q( ) [L:Q]=8. Grupul G, este format din urmatoarele

automorfisme:

2 3 2 3
1, o, o, o o, 0,0, | 0,0, | 0,0,

210 |0 | dh | 0| -dp|&h | 5| ik

—i i i i —i —i —i

unde, o} =1,, o) =1,, 0,0,=0,0,.
Astfel, G, este izomorf cu grupul diedral D,.
Subgrupurile proprii ale lui G sunt:
H ={1,,0,}, H,={l,,0;}, H,={l,,0,0,}, H,={l,,0,0,},

H; :{IL’O-ZZO-I}’ Hy :{1L’o-2’0_22’o-;}’ H, :{IL’O-I’O-ZZ’O-ZZO-I}’

H, ={1L,0'20'1,0'22,0'230'1}.

Procedand ca inainte, rezultd E, = L = Q(% ), E,=L" =Q(i).
Se observi ci o, (ﬁ)zaj ((‘\‘/5)2)=x/§, asadar Q(\/E,i)gLHz.
Din [Q(\/E,i):(@}=4=[LHZ :QJ, rezulti E, = L™ =Q(\/5,i).
Cum L o Q este extindere simpla, gasim 8 =i +4/2 un element pri-

mitiv al i si notim a =60+ 0,0, (0) = (1+1)Y2.
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Din 0,0,(a)=a, rezulta Q(a)< L™. Consideram lantul de extin-
deri Qc @(i\/z) cQ(a)cL™.

Radicinile polinomului ireductibil g=X>-2iv2 e Q(iv2)[X]
sunt a,—a. Deci, Q(a) este corp de descompunere al Iui g peste

Q(i\/g ) Deoarece

[o(2):e]=2 [Q(a):Q(i2)]=2 [ :Q]-[c/H,|=4,
rezulta E, =L =Q(a). Analog, £, =L =Q((1-)¥2).

Din definitia morfismului o70;, stim ca Q(i42)< L. Pentru a
obtine E,, observam ca Q(ii‘/i ) este corp de descompunere pentru

polinomul ireductibil /=X ++2 e Q(v2)[X]. Atunci,

[Q(i42):0(v2)]|-| @(v2):|-2 si B = 1" ~q(i42).
Pentru celelalte subgrupuri obtinem:
E, =" =Q(\2) si E,=L" =Q(i2).
Dintre aceste corpuri intermediare, cum E, E, si E; sunt extin-

deri patratice ale lui Q, ele sunt normale.
E, este extindere normald a lui Q deoarece E, este corp de des-

compunere al polinomului f =(X*+1)(X* -2)eQ[X].
E, 5Q nu este extindere normald deoarece polinomul ireductibil
X*-2eQ[X] cu toate ci are radicini in E,, nu le are pe toate. La
fel, se motiveaza ca extinderea £; D (Q nu este normala.

Extinderile £, >Q si £, 2 Q nu sunt normale. Pentru a stabili
acest rezultat, aratam cd H, si /H, nu sunt subgrupuri normale ale
lui G,. Aceastd afirmatie rezultd in urma unui calcul de forma:

o, (0,0,)0, =00, ¢ H,.
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Capitolul VI

1. In fiecare din aceste cazuri, L =Q(&), unde & este o radicini
primitiva de grad » a unitatii. Consideram A:G, > U(Z,), definit
prin A(o)= (}, dacd o(&)=¢7, conform demonstratiei lemei VI.2.1.
Obtinem ca G, este izomorf cu Im A, subgrup al grupului U(Z,).

Grupul G, fiind comutativ, toate subgrupurile sale sunt normale,

deci corpurile intermediare sunt extinderi normale.
a) & fiind raddcina primitivd de ordin 5 a unititii, [Q(&):Q]=4,

cum p, =F, = X*+X’+ X’ + X +1eQ[X]. Atundi, G, =(Z;,").

59
Deoarece 2 este un generator al grupului ciclic (Z’;,‘), vom
defini o € G, un generator pentru G, prin o(§) = £
Astfel, G, ={1L,O',62,63}. H={1L,0'2} este singurul sdu sub-

grup propriu, care este evident, subgrup normal.
Fie a=¢+0° (5) =&+ &% Din o (a) =a, Q(a) < L". Fie lantul

de extinderi finite: Q < Q(f +& ) cl’ c Q(f)
Stim ca [Q(ﬁ) : LH] =|H|=2. Deoarece Q(&) este corp de descom-
punere al polinomului X’ — (f +& ) X +1 peste corpul Q(&+EY),
rezultd [Q(é’) : @(§ +& )] =2. I =Q(£+ &%) este singurul corp
intermediar, diferit de L si de QQ, al extinderii.
b) Fie & o rddédcina primitiva de ordin 7 a unitatii cu F, € Q[X],
polinomul sdu minimal. Procedand analog primului subpunct, obti-
nem cd G, este grup ciclic, izomorf cu (Z’;,-) = <§> Un generator al
grupului Galois, o € G, este definit de relatia o(&) = £ Deci,

Gf ={1L,0',0'2,0'3,0'4,0'5}.
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H, = {IL,02,04} si H,= {ll,cr}} sunt singurele sale subgrupuri
proprii.

O=E+0°(E)+0H(E)=E+E + & este invariat de subgrupul H,
(folosim & =1 i 6° =1, ). Prin urmare, Q(8) < L™.
Consideram polinomul

g=(X =X &)X -&H =X —(£+&E+& )X+

HE+E+E)X - =X -0X* -(1+0) X -1 Q(0)[X].

Deoarece d°g =3 si g nu are radacini in Q(0), g este ireductibil
in Q(0)[X], deci [Q(&):Q(0)]=3.Din [Q(&): L" |=|H,|=3,re-
zulta QO)=L" =E,.

Analog, E, =L =Q(& +&°%).
c) Daca ¢& este radacind de ordinul 12 a unitatii, £, = X" — X +1
este polinomul sau minimal si astfel, ‘G /»‘ = [Q(f) : Q] =4.

Radicinile polinomului ciclotomic F, sunt &,&°,&E7, & Stim ca

morfismul injectiv A: G, > U(Z,,), definit la inceputul exercitiului,
prin A(o)= (}, o(&)=¢&1, (¢,12) =1, este izomorfism.

G,={1,,0,,0,,0,0,} unde 0,(§)=¢&’, 0,(£)=¢" este izomorf
cu grupul lui Klein. Subgrupurile proprii sunt:

H ={1,,0,}, H,={1,,0,}, H,={1,,0,0,}.

Deoarece @, =& +0,(£)=E+E este invariat de H,, rezultd cad
Q(a,) < L™. Polinomul g= X’ —(§ +& )X —-1eQ()[X] are ca
radicind pe & (se aratd ci £° =-1), deci [Q(f):@(al)] =2. Cum
si [Q(ﬁ):LHljzl obtinem L =Q(«,).

In mod analog, L> =Q(a,), unde @, =&+ 0,0,(&) =&+ &M
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Din 0,(&)=¢&" =~¢£, rezultd i 0,(£7) =&, deci Q(&)c L™,
Un corp de descompunere al polinomului X> - & e Q(éz)[){ ] este
Q(&), de unde [@(g);@(gZ)] =2. Din [Q(&):L" | =2, rezulta
ca L =Q(&).

2. Demonstratia parcurge mai multe etape:

(i) Fie (iji,) o transpozitie din G. Notam cu m (m< p) numdrul
maxim pentru care (i, ),(ii;),....(i,i, ) € G. Pentru orice 1< gq,r <m,
din (4,3, )= (i, ) (i) (i, ) € G rezulta (i, ) €G.

(ii) Fie acum 1< j< p, jé{i,...,i,} siaratam cd ( )QEG
Intr-adevar, daca presupunem (jiq ) €G, cum (i j)= (zlzq )(]zq )(zliq ),
rezultd (i,j)€G ceea ce contrazice alegerea lui m.

(iii) Pentru ca orice permutare din <7, se scrie ca produs de trans-
pozitii, pentru a ardta ¢ G =</, este suficient s demonstrim cd G
contine orice transpozitie din </, adicd, m= p.

Procedam prin reducere la absurd si presupunem ca m < p. Exista
atunci 1< j, < p, j, ¢{i,....i,}. G fiind grup tranzitiv, existd o €G
astfel incat o (i) = j,.

Pentru 1<k <m, notam o(i,) = j, siardtdm ca

{119 9 } {Jh 7jm}=®'
Daca presupunem j, € {i,,...,i, |, rezultd (j,j,)=o(ii)o™ €G, ceea

ce contrazice (ii)
Pentru ca cele doud multimi sunt disjuncte, obtinem 2m < p.

Daca 2m < p, repetam procedeul si alegem:

1<k <p9 k é{ll’ -1 } {]1’ ’jm}'
G fiind tranzitiv, existd 7 € G pentru care 7(i,) = k.
Notand 7(i)) =k,, 1<s<m, obtinem:
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({isensiy ) O ireees fin}) O sk, } = .
Astfel, 3m < p.

Continuand rationamentul, exista / > 1, numar natural, pentru care
ml = p, deci p nu este numar prim, fals. Astfel, presupunerea facuta
este gresitd. Asadar, m = p.

3. Fie a,,...,a, radacinile lui /. Din ipoteza, putem considera ¢,
a,eC, Qssees X, € R. Cum KcR, «a, :El. Corpul de descompu-
nere al lui feste L=K(a,..,a,). Fie G =G(L|K) grupul Galois
asociat extinderii si 4 = {al,...,ap}. Notam cu <, grupul de permu-
tari al multimii 4. Se verificd imediat ca aplicatia ¢:G — <,
definita prin ¢(o) = a| +» Vo eG, este un morfism injectiv de gru-
puri. Deoarece 7, =</, pentru a incheia demonstratia, este sufi-
cient sd aratam cd ¢ este surjectiv, adicd G =Img =c7,.

Definim u € Aut(C), u(a+bi)=a—bi, Va,beR si v= u|L.

Din w(a,)=a,, v(a,)=a, si v(a;)=a;, 3<j<p, obtinem ca
p(v)= v| , este o transpozitie. Cu alte cuvinte, Im¢ contine o trans-
pozitie. Ardtdm acum ca Im¢ este subgrup tranzitiv. Fie ¢, € 4.

Deoarece elementele sunt conjugate (ele au acelasi polinom mi-
nimal), existd o €G pentru care avem o(¢,)=¢,, deci Img este
tranzitiv. Astfel, putem aplica rezultatul exercitiului anterior pentru
Im ¢ si va rezulta calmep = /,.

4. Fie m, numar natural par, nenul si n, <n, <...<n,_, numere in-
tregi pare, unde k >3 este impar. Consideram polinomul

2
f =(X +m)(X—n1)(X—n2)...(X—nk_z).
Polinomul are k& —2 radacini reale. Aplicand teorema lui Rolle, fare

sunt

sunt maxime §i

cel putin k —3 extreme, dintre care

minime. Deoarece m=>2 si n,,n,,...,n,_, sunt numere pare, rezulta
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cd, pentru orice /1 , numar impar, avem |f(h)|>2. Astfel, valorile lui
fin punctele de maxim sunt > 2.

Notam g = f —2. Atunci, g are cel putin k= mi-

maxime §i

nime iar valorile lui g in punctele de maxim sunt > 0. Pentru ca sunt

? maxime $i minime, rezultd ca g are cel putin k-3 ra-
dacini. Din g(n, ,)=-2 si lim g(x)=o, obtinem cd g mai are o ra-
X—0

dacina reald >n, ,. Astfel, g are cel putin k£ —2 radacini reale. Cum

Fie ¢,,a,,...,a, toate radicinile lui g. Ident1ﬁcand coeficientii in
relatia g= -2, obtinem'

Sa=Sn., S aa =3 nnim
i=1

Jj=1 I<i<j<k 1<s<t<k-2
k
Atunci, Y a} = Za —2 > aaq, —Zn —2m.
i=1 i=1 I<i<j<k
k k=2

Pentru o valoare suficient de mare a luim, Y o’ =Y n; —2m<0.
i=1 j=1
In acest caz, g va avea 2 radacini complexe (conjugate) si k —2
radacini reale.

Aratam ca polinomul g este ireductibil in Q[.X']. Pentru aceasta,
scriem polinomul f'sub forma f = X" +a,_ X" +..+aX +a, unde
a; sunt numere pare, Vie m

Cum g, =-mnn,...n,_, si k>3, obtinem 4|a0.

Astfel, g=X*+a,_ X" +...+aX +(a,—2) are toti coeficientii
pari (mai putin cel dominant) si 4 f (a, —2).

Aplicand criteriul lui Eisenstein, g este ireductibil in Q[ X].

Acum, daca alegem k = p, cu p numar prim, p >3, din exercitiul
VL3., rezultd G(Q(al,...,ap)|@) =,
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5. Polinomul
f=X(X"-4)(X*+2)-2=X"-2X"-8X -2eQ[X]
este ireductibil (se aplica criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein,
pentru p =2). Deoarece f'(x)=(x*—2)(5x" +4), folosind sirul lui
Rolle, rezultd ca f are doar doud radacini complexe. De asemenea,
d°f =5, numar prim. Conform exercitiului VL3., Grupul Galois
asociat polinomului este izomorf cu <%, deci nu este rezolubil.
Astfel, ecuatia f(x) =0 nu este rezolvabila prin radicali.

. 2r L2 . .
6. Fie £ = cos? + ismT o radacina primitiva de ordin 5 a uni-

. 2 .2 2
tatii. Cum &* =cos?ﬁ—ism?ﬂ, avem &+ &° =2cos?ﬂ.

La fel, —200s%=§2 +E =-1--&4

Deoarece &+ & +E + & =—1 si (E+ENE +E)=~1, rezultd ci

2005% si —ZCOS% sunt radacini ale polinomului
g=(X-(E+&)(X (& +&))=X"+ X -1

care este ireductibil in Q[X].

.. 2z —1+\/§
De aici, cos?=—,

oS
4 5

. Folosind primul criteriu

7r_1+\/§
4

de constructibilitate, deducem ca cosz?ﬂ si cos% se pot construi cu
rigla si compasul, deoarece polinoamele lor minimale sunt de grad
egal cu 2. Astfel, sin%Z =, [1—cos’ 2?” si sin% sunt constructibile
curigla si compasul.

Unghiul de masura 2?” este determinat de punctele £, P, P, unde A,
este originea sistemului de coordonate carteziene xOy ales in plan,
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2z 2 .
P,(1,0) si P, (cos s s1n?”j. Pentru unghiul de masura %, este

necesar punctul [’4(00575[ sm;} Astfel, P, si P, se pot construi cu
rigla si compasul din £, si P,. Segmentele PP, si PP, reprezintd
laturile pentagonului, respectiv a decagonului regulat.

7. Unghiul  =arc cos% este determinat de punctele:

FB(0,0), P,(1,0), P(cosa,sina).
Pentru a stabili daca unghiul & se poate imparti in trei parti egale

cu rigla si compasul, vedem daca punctul P(cos%,sin%} se poate

construi cu rigla si compasul din punctele 1,P2 ,P,. In acest caz,

ENE
16
Deoarece z, e%’(zl,zz), ardtam ca z € ¢ (z,,z,). Avem F =Q.

=0, z, =1, z, —cosa+zsma—

: o a . a .
Relatia cosa =4cos’ —— 3cos§, arata ca cos? este radacina a po-

111
li | 4X° -3X ——=—(4X+1)(16X* —4X —11).
inomului f = > 16( + )( )

Astfel, polinomul minimal al lui cos% este:
g=16X"-4X -11eQ[X].
Pentruca d°g =2, cos% €€ (z,2,).
8. Fie £ = c05277Z +1i sin27” , radacina primitiva de ordinul 7 a uni-
tatii. Pentru a construi cu rigla si compasul un heptagon regulat, tre-

buie sa poata fi posibild constructia unghiului de 277[ folosind rigla si
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) " 2
compasul. Verificam daca & € ¢'(z;,z,). Cum &+&° = 200577[, re-

zultd Q(&+ &%) = Q(cos%).
Aplicand VI.1.b), [Q(§ +&%: Q] =3. Astfel, polinomul minimal

al lui c0527” peste QQ este de grad 3, adica 005277[ nu se poate con-
strui cu rigla si compasul, deci & ¢ % (z,,z,).
. . L 2 .
Pentru a putea exprima prin radicali pe cos7, cautam polino-

mul minimal g al lui &+ &°. Acesta este ireductibil, unitar, de grad
citiul VI.1.b), grupul Galois G al polinomului F, este ciclic, generat
de o € G, definit prin o(&)=¢&°.
Deoarece o (& +E°) =&+ E° si g nu are radicini multiple, radicini-
le lui g sunt:
§+¢°, o(§+8) =+ s o’ (E+EN) =87+
Astfel,

g=(X-(E+&) (X -o(+&9))(X-07(E+£9)=

=X +X°-2X-1

este polinomul minimal al lui &+ &°.

Cum g(2 cos27ﬂj =0, folosind formulele lui Cardano, putem ex-

. 2r . _—
prima cos7 prin radicali.

9. Fie p semiperimetrul triunghiului. Dacd A4’ este bisectoarea
unghiului 4, cu A" € BC, lungimea segmentului [AA'] este data de:
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. B . C . C . A4

2psin—sin— 2psm5sm5
L= p-c Analog b ==
COS—COS COS—COS
2 2 2 2

Din enunt, XB=xC si A+2B=x. Atunci,

i, =3i, < sin Bcos =3sin 4.

Cum sin A =sin2B si cos

= sin%, obtinem sinﬁ =6cosB.

. B . . .
Notand o = sin—, relatia devine 3a —4a’ = 6(1-2a”) adicd o

este radicind a lui £ =4X° —12X° -3X +6, polinom ireductibil in
Q[X] (se aplica criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein pentru
p=3). Deoarece d°f =3, é%)(zl,zz). Astfel, triunghiul AABC
nu poate fi construit cu rigla i compasul.

10. Deoarece poligonul regulat cu n laturi se poate construi cu
rigla si compasul, n=2"p p,...p, unde teN iar p,, 1<i<m, sunt
numere prime Fermat distincte. Pentru ca si poligonul regulat cu
p'n laturi, k >1, si fie construibil cu rigla si compasul, p*n trebuie
sd se scrie sub aceeasi forma. Astfel, p =2 este singura valoare care
convine pentru orice k >1, iar pentru cazul in care k=1, p=2 sau
p poate fi orice numdr prim Fermat diferit de fiecare p,, 1<i<m.

11. Trebuie sa determindm numerele de forma n=2'p p,...p, cu
teN iar p,, 1<i<m, numere prime Fermat distincte, 15 <n <33.

Singurele numere Fermat <33 sunt 3, 5, 17. Astfel, pentru ca poli-
gonul regulat cu n laturi sa se poatd construi cu rigla si compasul,
ne{15,16,17,20,24,30,32}.
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al numerelor algebrice 118
algebric inchis 110
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de adjunctionare 84, 86
de descompunere 105
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perfect 141
criteriul lui Eisenstein 74
lui Liouville 119
reductiei 75

derivata formala 100

INDEX

descompunere canonica 63
divizor 30
al lui zero 5
comun, cel mai mare 33, 34
impropriu 39
propriu 39

ecuatia claselor 147
ecuatie algebrica 175
generald de grad n 182
rezolvabila prin radicali 175
element algebric 91
ireductibil 39
nedecompozabil 41
prim 41,
primitiv 85, 154
reductibil 39
separabil 152
transcendent 90
elemente algebric dependente 95
independente 95
conjugate peste un corp 155
endomorfismul lui Frobenius 140
exponent al unui polinom 152
extindere algebrica 96
algebricd normala 157
algebrica separabila 152
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extindere de corpuri 81
de tip finit 85
finita 87
infinita 87
radicald 170
radicala simpla 170
simpla 85
transcendenta 96

factorii unui sir normal 126
fractie 20

formula de inversiune a lui
Mobius 165

functia lui Mobius 165

grad al unei extinderi 87
de rezolubilitate 136
redus al unui polinom 152
grup al automorfismelor 138
al permutarilor 137
al unitatilor inelului 5
diedral 134, 232
Galois al unei extinderi 138
Galois al unui polinom 175
general liniar de grad n 6
multiplicativ al radacinilor
de grad » ale unitatii 143
nilpotent 136
rezolubil 129
tranzitiv 197

ideal bilateral 8
drept 8
generat de o multime 9
impropriu 9
maximal 17
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principal 9, 56

propriu 9

stang 8
indicatorul lui Euler 13
inel 5

al claselor de resturi 11

al Intregilor lui Gauss 6

de fractii 22

euclidian 45

factor 11

factorial 62

integru 6

principal 56

redus 27

total de fractii 23
imaginea unui morfism 7
izomorfism de inele 7
inchidere algebrica 98, 116

lungimea unui sir normal 126
lema lui Gauss 67
lui Krull 18
lui Zorn 18

morfism de A4-algebre 7
de corpuri 9
de inele 6
multiplu 30
comun, cel mai mic 37
multime inductiva 18
algebric dependenta 95
algebric independenta 95

norma 6, 33
nucleul unui morfism 8



numar algebric 118
constructibil cu rigla si
compasul 187
Fermat 194
liber de patrate 27
transcendent 118
numere relativ prime 35

p —grup 134
p —rezolventd Lagrange 176
permutare a unei multimi 137
polinom ciclotomic 145
minimal al unui element
algebric 91
primitiv 67
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a extinderilor finite 88
a extinderilor algebrice 96
proprietatea de universalitate
a inelelor de fractii 23
punct constructibil cu rigla si
compasul 186
problema
celor trei bisectoare 198
cuadraturii cercului 191
dublarii cubului 191
trisectiunii unghiului 192

radical de ordin # 169
nilpotent al unui inel 27
radacind multipla 99
primitiva a unitatii 143
relatie de asociere in
divizibilitate 31

relatie de divizibilitate 30
relatiile lui Bézout 52

lui Viete 102
rest 45

saturatul unui sistem

multiplicativ 28
sistem multiplicativ 20
subgrup derivat 135
subgrup normal 125
subinel 7

generat 8, 82, 83
suma de ideale 10

sir al lui Fibonacci 49
normal de subgrupuri 125
central de subgrupuri 136
rezolubil 129

teorema corespondentei 12
d’ Alembert — Gauss 112
de existentd a inelelor de
fractii 20
de unicitate a inelelor de
fractii 25
elementului primitiv 154
fundamentald a aritmeticii 29
fundamentala a teoriei lui
Galois 161
fundamentala asupra
rezolvérii ecuatiilor
algebrice prin radicali 181
fundamentald de izomorfism
pentru inele 11
impartirii cu rest 29
lui Abel si Ruffini 184
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teorerma lui Euler 13
lui Fermat 13
lui Lamé 49
lui Wedderburn 147
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alb
a~b

(a)
(a,,...,a,)
la,...,a,]
als

Aut(L)
All

car(A)
card(M)
c(f)
(PP
(215002, )

C(a)
C/

d°f

Df

NOTATII

a divide b

a asociat 1n divizibilitate cu b

idealul principal generat de a

cel mai mare divizor comun al elementelor a,,...,a,
cel mai mic multiplu comun al elementelor a,,...,a,
fractie

grupul altern (al permutarilor pare) de grad n
grupul automorfismelor corpului L

inelul factor al inelului 4 prin idealul sau bilateral /
inelul de fractii al inelului A4 relativ la sistemul S

caracteristica inelului 4
cardinalul multimii M
continutul polinomului f

multimea punctelor din plan constructibile cu rigla si
compasul din punctele B,...,P,.

multimea numerelor complexe constructibile cu rigla
si compasul din numerele z,,...,z,.

centralizatorul elementului a

corpul numerelor algebrice

gradul polinomului f
grupul diedral de ordin n

derivata formald a polinomului f
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GL,(R)
G(L|K)
Gy
(G:H)
G

G(ﬂ)

H<«G

Im f
I1+J
J

Kerf
K[M]
K(M)
K[X]
K(X)
K
[L:K]
LH

L
Z(A)
Z(4;Kerf)

Z(L;K)
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compozitul corpurilor E, si E,
al n — lea polinom ciclotomic

grupul liniar de grad » peste R

grupul Galois al extinderii L o K

grupul Galois al polinomului f

indicele subgrupului H in grupul G
subgrupul derivat (comutant) al grupului G
al n — lea comutant al grupului G

H este subgrup normal al grupului G

imaginea morfismului f

suma idealelor 7 si J
produsul idealelor 7 gi J

nucleul morfismului f

subinelul generat de multimea M peste corpul K
subcorpul de adjunctionare a multimii M la corpul K
inelul polinoamelor cu coeficienti in corpul K
corpul fractiilor rationale

inchiderea algebrica a lui K

gradul extinderii L o K

subcorpul intermediar format din elementele corpului
L, invariate de toate automorfismele din subgrupul H
L este spatiu vectorial peste K

laticea idealelor bilaterale ale inelului 4

laticea idealelor bilaterale ale inelului 4, care includ
Kerf

laticea subcorpurilor intermediare intre L §i K



Z(G)
| M |
M, (R)

orda

Po

S (A)
' (A;Kerf")
(M)

U(A)

laticea subgrupurilor grupului G

cardinalul multimii finite M

inelul matricelor patratice de ordin n cu elemente din
inelul R

ordinul elementului a

polinomul minimal al elementului algebric 6

multimea subinelelor inelului 4

multimea subinelelor inelului 4, care includ Kerf
grupul permutarilor multimii M

grupul permutérilor de grad n

grupul multiplicativ al unitatilor inelului 4

grupul multiplicativ al radacinilor de grad » ale uni-
tatii

clasa elementului x

comutatorul elementelor x si y

inelul intregilor lui Gauss
centrul grupului G
inelul claselor de resturi modulo n

p —rezolventa Lagrange asociata lui «

indicatorul lui Euler pentru numarul natural »
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