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Prefaţă 
        
 

Această nouă lucrare apare ca o continuare firească a lucrării 
[6]; ambele reprezintă de fapt  aplicaţii la lucrările [4, 5].  
       Dacă [6] conţine aplicţii legate de structurile algebrice 
fundamentale de grup, inel şi corp, actuala lucrare conţine aplicaţii 
legate de spaţii vectoriale. 
        Cele aproape 200 de probleme (împreună cu soluţiile complete) 
sunt structurate pe 6 paragrafe în concordanţă cu structura lucrărilor 
[4,5]. 
        Lucrarea se adresează în primul rând studenţilor de la facultăţile 
de matematică-informatică, oferind ,,material” pentru seminarizarea 
cursurilor de algebră liniară.  
        Ea poate fi utilizată în egală măsură şi de studenţii politehnişti 
ca şi de profesorii de matematică din învăţământul preuniversitar. 
         Primele 4 paragrafe pot fi utilizate şi de elevii claselor a XI-a şi 
a XII-a pentru pregătirea tradiţionalelor concursuri de matematică de la 
noi. 
        Sperăm că şi de data aceasta am oferit cititorilor noştri o lucrare 
utilă şi de calitate. 
 
 
 
 
 
Craiova, 13.10.2002                                                              Autorii  
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Index de notaţii şi abrevieri 
 
a.î.                     : astfel încât 
⇒(⇔)               : implicaţia (echivalenţa) logică 
(∀) ((∃))           : cuantificatorul universal (existenţial) 
x∈A                  : elementul x aparţine mulţimii A 
A⊆B                 : mulţimea A este inclusă în mulţimea B 
A⊊B                 : mulţimea A este inclusă strict în mulţimea B 
A∩B                 : intersecţia mulţimilor A şi B 
A∪B                 : reuniunea mulţimilor A şi B 
A \ B                 : diferenţa mulţimilor A şi B 
A∆B                  : diferenţa simetrică a mulţimilor A şi B 
P(M)                 : familia submulţimilor mulţimii M 
CMA                  : complementara în raport cu M a mulţimii A 
A×B                  : produsul cartezian al mulţimilor A şi B 
|M|                     :  cardinalul mulţimii M ( dacă M este finită |M|  
                                reprezintă numărul elementelor lui M)   
1A                      : funcţia identică a mulţimii A 
ℕ(ℕ*)               : mulţimea numerelor naturale (nenule) 
ℤ(ℤ*)                : mulţimea numerelor întregi (nenule) 
ℚ(ℚ*)              : mulţimea numerelor raţionale (nenule) 
ℚ+*                  : mulţimea numerelor raţionale strict pozitive 
ℝ(ℝ*)               : mulţimea numerelor reale (nenule) 
ℝ+*                   : mulţimea numerelor reale strict pozitive 
ℂ(ℂ*)                : mulţimea numerelor complexe (nenule) 
δij                       : simbolul lui Kronecker ( adică 1 pentru i = j şi 0 
                                pentru i ≠ j) 
|z|                       : modulul numărului complex  z 
K                       :  vom desemna în general un corp comutativ 
Kn                      : K × ... × K (de n ori)  
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m | n                      : numărul întreg m divide numărul întreg n 
[m,n]                     : cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale m 
                                şi  n 
c.m.m.m.c.             : cel mai mic multiplu comun  
(m,n)                      : cel mai mare divizor comun al numerelor naturale 
                                m şi n 
c.m.m.d.c.              : cel mai mare divizor comun  
m ≡ n ( mod p)      : m este congruent cu n modulo p ( adică p | m-n) 
ℤn                           : mulţimea claselor de resturi modulo numărul 
                                natural n (n ≥ 2) 
Mn(K)                    : mulţimea matricelor pătratice de ordin n cu 
                                elemente din  mulţimea K 
Mm,n(K)                 : mulţimea matricelor cu m linii şi n coloane, cu 
                                 elemente din mulţimea K 
In(On)                     : matricea unitate ( nulă) de ordin n ( n ≥ 2) 
tr(M)                      : urma matricei pătratice  M 
det(M)                    : determinantul matricei pătratice M 
M-1                         : inversa matricei pătratice M 
Mt                           : transpusa matricei pătratice M 
M*                          : adjuncta matricei pătratice M 
rang(M)                  : rangul matricei M 
GLn(K)                   : grupul liniar de grad n peste corpul K 
SLn(K)                    : grupul special de grad n peste corpul K 
Sn                            : mulţimea permutărilor asupra unei mulţimi cu n 
                                 elemente 
H ≤ G                    : H este subgrup al grupului G 
 
V1≈ V2                    : K-spaţiile vectoriale V1şi V2 sunt izomorfe 
HomK(V1,V2)          : mulţimea aplicaţiilor liniare de la V1 la V2 
EndK(V) :                : mulţimea endomorfismelor lui V                                             
dimK(V)                  : dimensiunea lui V peste K 
Ker(f)                      : nucleul lui f 
Im(f )                      : imaginea lui f 
rang(f)                     : rangul lui f 
V1 + V2                   : suma K-spaţiilor vectoriale V1 şi V2  
V1 ⊕ V2                   : suma directă a K-spaţiilor vectoriale V1 şi V2  
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Pf                             : polinomul caracteristic al lui f 
PM                            : polinomul caracteristic al matricei M 
Vλ                           : spaţiul vectorial al vectorilor proprii corespunzători 
                                 valorii proprii λ 
PPL                         : problemă de programare liniară  
A[X]                       : inelul polinoamelor într-o nedeterminată cu   
                                 coeficienţi  în inelul comutativ A  
 f~                           : funcţia polinomială ataşată polinomului f∈A[X] 
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A. ENUNŢURI. 

 
§1. Matrice. Determinanţi. Inversa unei matrice.  

Rangul unei matrice. 
 
 

1.1. Fie A∈Mn(ℂ) iar A  matricea ce se obţine din A înlocuind 
fiecare element prin conjugatul său. Să se demonstreze că:  

(i) ( ) )det(det AA = ; 

(ii) 0)det()det( 2 ≥=⋅ AAA ; 

(iii) Dacă A, B∈Mn(ℝ) şi AB=BA, atunci det(A2+B2)≥0;  
(iv) Dacă A∈Mn(ℝ), atunci det(A2+In )≥0.  
 

1.2. Fie A= 







dc
ba ∈M2(ℂ). Să se arate că :  

(i) A verifică ecuaţia matriceală X2-(a+d)X+det(A)I2 = O2; 
(ii) Dacă există k≥2 a.î. Ak = O2 şi A≠O2 atunci A2 = O2. 

 

1.3. Fie A= 







dc
ba ∈M2(ℂ). Să se arate că pentru orice n≥1 

există xn, yn∈ℂ a.î. An = xnA+ynI2 cu x1 = 1, x2 = a+d, y1 = 0, y2 = -det(A) 
iar pentru n≥2, xn+1 = x2xn+y2xn-1 şi yn = y2xn-1.  

Aplicaţie. Să se calculeze An (n≥2) pentru A= 







− 11

11
, 

A= 







− 41

21
 şi A= 







 −
31
11

. 

 



 8  

1.4. Să se determine A= 







c
ba

1
∈M2(ℤ) a.î. det(A3-A2) = 1. 

 
1.5. Fie n∈ℕ, n≥3. Să se determine X∈M2(ℝ) a. î.: 

                                         Xn + Xn-2 = 







−

−
11
11

. 

 
 1.6. Fie A∈Mn(ℝ) cu proprietatea că A2 = In. Să se demonstreze 
că pentru orice X∈Mn(ℝ), există Y, Z∈Mn(ℝ) unice a. î. X = Y + Z, 
AY = Y şi AZ = -Z. 
 

1.7. Fie A, B∈Mn(ℝ) (n≥2) a.î. A2+B2 = On.  
Să se demonstreze că :  
(i) Dacă n = 4k cu k∈ℕ*, atunci det(AB-BA)≥0;  
(ii) Dacă n = 4k+2 cu k∈ℕ*, atunci det(AB-BA)≤0;  
(iii) Dacă n = 4k+1 sau 4k+3 cu k∈ℕ*, atunci det(AB-BA) = 0. 
  
1.8. Fie A, B∈M2(ℝ). Să se arate că dacă ABAB = O2, atunci 

BABA = O2. Este rezultatul adevărat în M3(ℝ)?   
 
1.9. Fie A, B∈Mn(ℂ) şi α∈ℂ.  
Să se arate că :  
(i) tr(A±B) = tr(A) ± tr(B); 
(ii) tr(αA) = αtr(A); 
(iii) tr(AB) = tr(BA); 
(iv) Dacă U∈Mn(ℂ) este inversabilă, atunci tr(UAU-1) = tr(A).  
  
1.10. Dacă A, B∈Mn(ℂ) şi A+B = AB, atunci AB = BA. 
 

1.11. Fie A = 
















bac
acb
cba
∈M3(ℂ). 
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            (i) Calculând în două moduri det(A) să se deducă egalitatea: 
a3+b3+c3-3abc = (a+b+c)( a2+b2+c2-ab-bc-ca); 

(ii) Utilizând (i) să se deducă faptul că produsul a două numere 
de forma a3+b3+c3-3abc (cu a, b, c∈ℤ) este de aceeaşi formă. 

 
1.12. Fie a, b, c, a´, b´, c´∈ℂ. 
(i) Să se demonstreze că 

 bcacabcba
bc
ab
ca

cb
ac
ba

−−−++=−= 222

1
1
1

1
1
1

; 

(ii) Utilizând (i) să se deducă identitatea: 
 ))(( 222222 cbcabacbabcacabcba ′′−′′−′′−′+′+′−−−++ = 

                                                 = A2+B2+C2 –AB-AC-BC,  
unde A = aa´+bc´+cb´, B = ac´+bb´+ca´, C = ab´+ba´+cc´. 

  
1.13. Fie A∈Mm(ℂ), B∈Mm,n(ℂ) şi C∈Mn(ℂ). Să se 

demonstreze că 

)det()det(det
,

CA
CO
BA

mn
⋅=








 

(unde On,m∈Mn,m(ℂ) este matricea cu toate elementele egale cu zero). 
 
1.14. Fie A, B, C∈Mn(ℂ). Să se demonstreze că 

)det()det()1(det BA
CB
AO nn ⋅⋅−=







 . 

 
1.15. Fie A, B∈Mn(ℂ). Să se demonstreze că 

2)det(det iBA
AB
BA

+=






 −
. 
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1.16. Fie M = 



















−
−

−
−−−

abcd
badc

cdab
dcba

∈M4(ℂ).  

Să se demonstreze că det(M) = ( a2+b2+c2+d2 )2. 
  

1.17. Fie x1, x2, x3, x4∈ℂ şi  

         A(x1, x2, x3, x4) = 



















−−
−−

−−

1234

2143

3412

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 

(i) Să se arate că det A(x1, x2, x3, x4) = 22
4

2
3

2
2

2
1 )( xxxx +++ ; 

(ii) Dacă mai avem y1, y2, y3, y4∈ℂ, atunci  
          A(x1, x2, x3, x4) · A(y1, y2, y3, y4) = A(z1, z2, z3, z4), 

cu z1 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4  
     z2 = x1y2 - x2y1 + x3y4 - x4y3 
     z3 = x1y3 - x2y4 - x3y1 + x4y2 
     z4 = x1y4 + x2y3 - x3y2 - x4y1; 

(iii) Să se deducă din (ii) identitatea lui Euler: 
)( 2

4
2
3

2
2

2
1 xxxx +++ )( 2

4
2
3

2
2

2
1 yyyy +++ = 2

4
2
3

2
2

2
1 zzzz +++ . 

 
1.18. Dacă a, b, c, d∈ℂ, atunci  

(i)  

dcba
c
b
a

011
101
110

 = a2+b2+c2-2ab-2bc-2ac+2d; 

(ii)   
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0
1111

1111
1111
1111

dcba
d
c
b
a

−
−

−
−

 = -4[a2+b2+c2+d2-2(ab+ac+ad+bc+bd +cd)]. 

 
1.19. (Chio) Să se arate că pentru orice n∈ℕ, n≥3 şi a11≠0 

avem: 

     

nnn

n

nnnn

n

n

n

n

n

nnn

n

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aaa

aa

1

111

31

1311

21

1211

331

111

3331

1311

3231

1211

221

111

2321

1311

2221

1211

2
11

1

111

...

............

...

...

1

...
.........

...
⋅=

−
      

(unde aij∈ℂ). 
 
1.20. Fie A1, A2,…, An mulţimi finite. Notăm cu aij numărul de 

elemente ale mulţimii Ai∩Aj, i, j=1, …, n. Dacă A este matricea 
njiija ≤≤ ,1)(  să se arate că det(A)≥0. 

 
1.21. Fie njiija ≤≤ ,1)(  o matrice de ordinul n, definită astfel:       

aij = max(i, j), oricare ar fi i, j = 1, 2, …, n. Să se calculeze det(A). 
 
1.22. Fie njiija ≤≤ ,1)(  o matrice de ordinul n, definită astfel:          

aij = min(i, j), oricare ar fi i, j = 1, 2, …, n. Să se calculeze det(A). 
 
1.23. Fie njiija ≤≤ ,1)(  o matrice de ordinul n, definită astfel:         

aij = | i-j |, oricare ar fi i, j = 1, 2, …, n. Să se calculeze det(A). 
 
1.24. Fie A o matrice pătratică de ordinul 3, ale cărei elemente 

sunt –1 şi +1. Să se arate că: 
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(i) det(A) este un număr par; 
(ii) Să se determine valoarea maximă (respectiv minimă) pe care 

o poate lua det(A). 
 
1.25. Fie A o matrice pătratică de ordinul 3, ale cărei elemente 

sunt 0 şi 1. Să se determine valoarea maximă pe care o poate lua det(A). 
 
1.26. Fie njiija ≤≤ ,1)(  o matrice de ordinul n, a. î. aij∈{-1, +1}, 

oricare ar fi i, j=1, 2, …, n. Să se arate că det(A) este un număr întreg 
multiplu de 2n-1. 

1.27. Să se calculeze valoarea maximă (respectiv minimă) a 
determinanţilor de ordinul 4 ale căror elemente sunt –1 şi +1. 
 

1.28. Să se rezolve în M2(ℂ) ecuaţia Xn = 







64
32

 (n≥2). 

 
 1.29. Fie A∈Mn(ℂ) inversabilă. Să se demonstreze că             
(At)-1 = (A-1)t. 

 
1.30. Dacă A∈Mn(ℂ) este inversabilă şi simetrică, atunci şi A-1 

este simetrică. 
 
1.31. Fie A∈M2(ℂ) pentru care există k∈ℕ, k≥2, a. î. Ak = O2. 

Să se demonstreze că det(I2+A+…+Ak-1) = 1. 
 

 1.32. O matrice A∈Mn(ℂ) se zice involutivă dacă A2 = In şi 
idempotentă dacă  A2 = A. Să se demonstreze că: 

(i) Dacă A este idempotentă atunci 2A-In este involutivă; 

(ii) Dacă A este involutivă atunci  )(
2
1

nIA +  este idempotentă. 

1.33. Fie A∈M3(ℝ) ce are elementele de pe diagonala principală 

egale cu 
2
1  iar suma elementelor de pe fiecare linie şi fiecare coloană 

egală cu 1.  
Să se arate că det (A) > 0. 
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1.34. Fie A∈Mn(ℝ) şi X∈Mn(ℝ) ce are toate elementele egale. 

Să se arate că det (A+X)·det(A-X) ≤ det2(A). 
 
1.35. Dacă A, B∈M2(ℂ), atunci   
          (∗) det (A+B)+det(A-B) = 2[det(A)+det(B)]. 
Reciproc, dacă avem n≥2 a.î. (∗) este verificată pentru orice   

A, B∈Mn(ℂ), atunci n = 2. 

1.36. Fie A= 







dc
ba ∈M2(ℂ) cu a≠d, b≠c, b≠0, c≠0. Să se 

demonstreze că, dacă pentru numărul natural n≥1 notăm                       

An = 








nn

nn

dc
ba

, atunci 
da
da

c
c

b
b nnnn

−
−

== , pentru orice n≥1. 

 

1.37. Fie matricea A= 







106
53

. Să se demonstreze că pentru 

orice n≥2 există matricele X, Y∈M2(ℂ) nenule, distincte şi a. î.               
A = Xn + Yn. 
  

1.38. Fie A∈Mn(ℝ) a.î. A3 = A+In. Să se demonstreze că 
det(A)>0. 
 

1.39. Fie n∈ℕ, n≥2 şi A∈Mn(ℝ) a. î. pentru un k∈ℕ* să avem 
Ak = A+In. Să se demonstreze că:  
            (i) Pentru k impar avem det(A) > 0; 
            (ii) Pentru k par şi n impar concluzia de la punctul (i) nu mai este 
neapărat adevărată. 
 

1.40. Să se demonstreze că, dacă A, B, C∈Mn(ℝ), iar aceste 
matrice comută între ele, atunci det(A2+B2+C2-AB-BC-CA)≥0. 
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1.41. Fie A, B∈M2(ℝ) a. î. det(AB+BA)≤0. Să se arate că 
det(A2+B2)≥0. 

 
1.42. Dacă A, B∈Mn(ℂ) şi α∈ℂ, atunci det(αIn+AB) =               

= det(αIn+BA), iar apoi să se deducă faptul că dacă P∈ℂ[X], atunci     
det P(AB) = det P(BA). 

 
1.43. Fie B∈M2(ℝ) a. î. B2 = O2. Arătaţi că pentru orice 

A∈M2(ℝ) au loc inegalităţile: det(AB+BA)≥-1 şi det(AB-BA)≤1. 
 
1.44. Fie A, B∈M2(ℝ). Să se calculeze det(A) ştiind că sunt 

îndeplinite condiţiile: 
(i) 

0))1(det(...)det()det()det( 21 =−+++++−++ BCABCABCABA n
n

n
nn  

(ii) det(B2+I2) = 0. 
 
1.45. Fie A∈M2(ℝ). Arătaţi că următoarele afirmaţii sunt 

echivalente:  
(i) există p∈ℕ* a. î. Ap = O2; 

(ii) există a, b∈ℝ a. î. A = 







−+−
+

⋅
bb
bb

a
cossin1
sin1cos

. 

      
 1.46. Fie A, B, C∈Mn(ℂ), B fiind inversabilă. Să se 
demonstreze că următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 (i) ABC = AB + BC; 
 (ii) CB-1A = CB-1 + B-1A. 

  
1.47. Fie A∈M2(ℝ), A≠λI2, pentru orice λ∈ℝ. Să se arate că 

ecuaţia X -1 · X t = A admite soluţii X∈M2(ℝ) dacă şi numai dacă există 
p∈ℝ-{2) a. î. A2+I2 = pA. 

 
1.48. Fie A∈M2(ℝ) cu det(A) = d ≠ 0, a. î. det(A+dA*) = 0. Să 

se arate că det(A-dA*) = 4. 
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1.49. Fie A= 







dc
ba ∈M2(ℝ) cu a+d >2. Să se arate că oricare 

ar fi n∈ℕ*, An≠I2. 
 
1.50. Fie A, B, C∈M2(ℝ), matrice care comută două câte două, 

a. î. numerele det(A), det(B), det(C) sunt nenule şi nu au toate acelaşi 
semn. Să se demonstreze că det(A2+B2+C2) > 0. 

 
1.51. Fie A∈M2(ℝ), A≠O2 cu proprietatea că există a∈ℝ* a. î. 

A+At=aI2. Să se arate că oricare ar fi m∈ℤ există b∈ℝ (care depinde 
de m) a. î. Am+(At)m=bI2.  

 
1.52. Fie matricele nenule A0, A1, …,An∈M2(ℝ), n≥2 cu 

proprietăţile: A0≠aI2, a∈ℝ şi A0Ak = AkA0, pentru orice k∈{1, …, n}. 
Să se arate că:  

(i) 0det
1

2 ≥






∑
=

n

k
kA ; 

(ii) Dacă 0det
1

2 =






∑
=

n

k
kA  şi A2≠aA1, pentru orice a∈ℝ, atunci 

2
1

2 OA
n

k
k =∑

=
. 

 
1.53. Să se arate că pentru orice A∈M2(ℂ) există C∈M2(ℂ) cu 

proprietatea  A* = C ·At ·C-1 şi să se determine toate matricele C∈M2(ℂ) 
care au această proprietate.  
 

1.54. Fie A∈Mn(ℚ) a. î. 0)2det( =+ n
n IA . Să se demonstreze 

că: 
                            det(A-In) = det(A) + (det(A+In))n. 
 
1.55. Se consideră mulţimea matricelor 
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

















































=∈= −−

−

1432

211

121

321

...
...............

...

...

...

),(

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

ACMAAM nnn

nn

n

n   

şi B∈Mn(ℂ). Să se arate că AB = BA, oricare ar fi A∈M dacă şi numai 
dacă B∈M. 
  
 1.56. Să se arate că dacă A, B∈Mn(ℂ) sunt două matrice 
inversabile cu proprietatea că AB + BA = On şi există a, b, c, d∈ℂ a. î. 
aIn+bA+cB+dAB = On, atunci   a = b = c = d = 0. 
  

1.57. Fie n∈ℕ, n≥2. Pentru orice matrice A∈Mn(ℂ), notăm cu 
m(A) numărul tuturor minorilor săi nenuli. Să se arate că:  

(i) m(In) = 2n-1;  
(ii) dacă A∈Mn(ℂ) este nesingulară, atunci m(A)≥ 2n-1. 
 
1.58.  Fie A, B∈Mn(ℝ), asemenea în Mn(ℂ) (adică există o 

matrice inversabilă P∈Mn(ℂ) a. î. AP = PB). Să se demonstreze că A şi 
B sunt asemenea şi în Mn(ℝ). 

 
1.59. Fie matricele A, B∈Mn(ℂ), care verifică relaţiile:  

AB = BA, A1997 = In, B1998 = In. 
 Să se arate că matricea A + B + In este inversabilă. 

 
1.60. Fie A un inel comutativ unitar şi n∈ℕ, n≥2. Notăm 

GLn(A) = {M∈Mn(A) | det(M) este un element inversabil în A} 
SLn(A) = { M∈Mn(A) | det(M) = 1}. 

 Să se demonstreze că: 
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            (i) GLn(A) şi SLn(A) sunt grupuri relativ la înmulţirea 
matricelor, SLn(A) este subgrup al lui GLn(A) şi pentru orice X∈GLn(A) 
şi orice Y∈SLn(A) avem X-1YX∈SLn(A); 
 (ii) Dacă K este un corp finit cu p elemente, atunci GLn(K) are  
                                        (pn-1)(pn-p)…(pn-pn-1) elemente; 

 (iii) Dacă U, V∈M2(ℤ), U= 







10
11

, V= 







11
01

, atunci 

UV∈SL2(ℤ) şi pentru orice M∈SL2(ℤ)  există matricele T1, …, Tr∈{U, 
V} şi numerele t1, …, tr∈ℤ a. î. rt

r
t TTM ⋅⋅= ...1

1  ;  

 (iv) Dacă mai considerăm şi W∈M2(ℤ), W= 






−
10
01

, atunci 

W∈GL2(ℤ) şi pentru orice M∈GL2(ℤ)  există matricele                       
R1, …, Rs∈{U, V, W} şi numerele r1, …, rs∈ℤ a. î. sr

s
r RRM ⋅⋅= ...1

1  .   

1.61. Fie A∈M3,2(ℂ), B∈M2,3(ℂ) a. î. AB=














 −

200
200
211

.  

Să se calculeze det(BA). 
 
1.62. Demonstraţi că dacă n-1 linii ale unui determinant D de 

ordin n≥4 au elementele în progresie aritmetică, atunci D = 0. 
 
1.63. Fie p şi q două numere reale a. î. p2-4q < 0. Să se arate că 

dacă n este un număr natural impar şi A∈Mn(ℝ), atunci  
                                   A2+pA+qIn ≠ On. 
 
1.64. Fie A∈Mn(ℝ) o matrice a. î. An = αA, unde α∈ℝ, α≠±1. 

Să se arate că matricea B = A+In este inversabilă. 
 
1.65. Fie x1, x2, …, xn∈ℝ distincte două câte două a. î. 

2
...21

π
=+++ nxxx . Se defineşte matricea A∈Mn(ℂ), A=(akp)1≤k,p≤n, 
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unde )sin()cos( pkpkkp kxxikxxa −+−= , k, p∈{1, …, n}. Să se arate 

că det(A)∈ℝ dacă şi numai dacă n este impar. 
 
1.66. Fie A, B∈Mk(ℝ) cu AB =BA. Să se arate că det(A+B)≥0 

dacă şi numai dacă det(An+Bn) ≥ 0, oricare ar fi n∈ℕ*. 
 
1.67. Să se determine matricele A∈Mn(ℂ) cu proprietatea     

(A*)* = A. 
 

  
1.68. Să se arate că produsul a două matrice simetrice este o 

matrice simetrică dacă şi numai dacă matricele comută. 
 
1.69. O matrice A = (aij)∈Mn(ℂ) se numeşte ortogonală dacă 

A·At = In. Arătaţi că pentru ca o matrice pătratică să fie ortogonală este 
necesar şi suficient ca să aibă loc una dintre următoarele relaţii: 

a) ij

n

k
kjkiaa δ=∑

=1
, pentru orice 1≤i, j≤n 

b) ij

n

k
jkik aa δ=∑

=1
, pentru orice 1≤i, j≤n. 

  
1.70. Fie A= ( )

nj
miija

≤≤
≤≤

1
1 ∈Mm,n(ℝ). Să se arate că rang(A)≤1 dacă 

şi numai dacă există x1, x2, …, xm∈ℝ şi y1, y2, …, yn∈ℝ a. î. aij = xiyj, 
oricare ar fi (i, j)∈{1, 2, …, m}×{1, 2, …, n}. 

 
1.71. Să se discute după valorile parametrului real λ rangul 

matricei: 

















−
−

−
=

16101
512
211

λ
λ

A  . 

 
1.72. Să se calculeze rangul matricei:  
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

















−
−
−
−

=

446125
22363
02242
20121

A . 

  
1.73. Fie A∈Mm,n(ℂ) iar B∈Mn,m(ℂ) cu m>n.  
Să se demonstreze că det(AB) = 0. 
   

§2. Spaţii vectoriale  
 

2.1. Fie V = { x∈ℝ | x > 0}.  
Definim ⊕ : V×V → V şi ⊙ : ℝ×V → V prin x⊕y = xy oricare 

ar fi x, y∈V, şi α⊙x = xα, oricare ar fi x∈V, α∈ℝ. 
(i) Să se arate că V este un ℝ spaţiu vectorial; 

 (ii) Să se determine o bază a lui V şi dimensiunea lui V peste ℝ. 
  

2.2. (i) Să se arate că mulţimea V = {a+b 2 +c 3  | a, b, c∈ℚ} 
este un spaţiu vectorial peste corpul ℚ al numerelor raţionale faţă de 
operaţiile obişnuite de adunare a două numere reale şi de înmulţire a 
unui număr real cu un număr raţional. 

(ii) Acelaşi lucru pentru V = { a + b 3 2  + c 3 4  | a, b, c∈ℚ}. 
 
2.3. Fie V un K – spaţiu vectorial. Dacă α∈K* şi x∈V iar        

αx = 0, atunci x = 0. 
 

2.4. Fie k şi K două corpuri a.î. k ⊆K iar k este subcorp al lui K.  
Să se demonstreze că grupul (K,+) devine în mod canonic          k -
spaţiu vectorial. 

 
2.5. Să se arate că vectorii 1, 3 2 , 3 4  sunt liniar dependenţi în 

ℝ privit ca ℝ - spaţiu vectorial şi liniar independenţi în ℝ privit ca       
ℚ - spaţiu vectorial. 
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2.6. Fie Ms,n(ℂ) = { A∈Mn(ℂ) | At = A} şi   
              Mas,n(ℂ) = {A∈Mn(ℂ) | At = - A}. 
(i) Să se arate că Ms,n(ℂ) şi Mas,n(ℂ) sunt subspaţii vectoriale ale 

lui Mn(ℂ); 
(ii) Să se determine câte o bază a acestora şi să se arate că                    

dimℂ Ms,,n(ℂ) = 2
)1( +nn  iar dimℂMas,n(ℂ) = 2

)1( −nn ; 

 (iii) Să se arate că Mn(ℂ) = Ms,n(ℂ) ⊕  Mas,n(ℂ). 

2.7. Să se arate că V = 








∈







−

Rcba
ac

ba
,, este subspaţiu 

vectorial al lui M2(ℝ) iar apoi să se determine o bază şi dimensiunea lui 
V. 
 

2.8. Fie a1 = (a11,…,a1n),…, an = (an1,…,ann)∈ℂ n.  
Atunci {a1,…,an} este bază în ℂn dacă şi numai dacă 

                              

nnn

n

aa

aa

...
..........

...

1

111

≠0. 

 
2.9. Să se determine α∈ℝ a.î. vectorii a1 = (1, 2,  1, -1),                 

a2 = (3, α, 2, 0), a3 =  (4, -2, 2, 2), a4 =  (3, -4, 1, 3) din ℝ4 să genereze: 
(i) un subspaţiu vectorial de dimensiune 4; 
(ii) un subspaţiu vectorial de dimensiune 3. 

 
2.10. Să se determine α, β∈ℝ a.î. matricele:      

                     







1
01

α
, 








β1
12

, 






 −
21
10

din M2(ℝ)          

să fie liniar independente. 
 
2.11. În spaţiul vectorial real ℝ4 se dau vectorii a1 = (1, 1, 0, 2) 

şi a2 = (1, -1, 2, 0). Să se  completeze aceştia până la o bază a lui ℝ4. 



 21  

 
2.12. (Grasmann) Fie V un K- spaţiu vectorial de dimensiune 

finită iar V1 şi V2 două subspaţii vectoriale ale sale. 
 Să se arate că : 

dimK(V1+ V2) = dimKV1 + dimKV2 – dimK(V1∩V2). 
 

2.13. Fie V un spaţiu vectorial de dimensiune n iar V1 ,V2 două 
subspaţii vectoriale ale sale de dimensiune p şi q respectiv, cu p + q > n.  

Să se arate că V1 şi V2 au în comun cel puţin un element nenul. 
 
2.14. (i) Să se arate că mulţimea: 
 M1 = { A = (aij)1≤i,j≤3∈M3(ℝ) | aij = 0 pentru i > j} 

este  un subspaţiu vectorial al lui M3(ℝ); 
 (ii) Să se determine o bază pentru M1 şi dimℝM1; 
 (iii) Să se găsească câte o bază pentru subspaţiile Ms,3(ℝ)∩M1 şi 
Ms,3(ℝ) + M1. 
 

2.15. Fie V un K - spaţiu vectorial şi x1, x2, x3∈V a.î.        
indK{x1, x2, x3}. Să se arate că indK{x1 + x2, x2 + x3, x3 + x1}. 

 
2.16. Fie F(ℝ) = {f : ℝ → ℝ}. 
(i) Să se arate că F(ℝ) devine în mod canonic spaţiu vectorial 

real, definind pentru f,g∈F(ℝ) şi α ∈ℝ: 
f + g, αf : ℝ → ℝ prin (f +g)(x) =  f(x) + g(x), (αf)(x) = αf(x), 

oricare ar fi x∈ℝ; 
(ii) Dacă λ1, λ2, …, λn ∈ℝ sunt distincte două câte două, atunci 

funcţiile {x→e 1λ x, …, e nλ x} sunt liniar independente în F(ℝ); 
(iii) Acelaşi lucru pentru mulţimile de funcţii: 
a) { x→sin x, cos x}; 
b) {x→1, sin x,  cos x}; 
c) {x→1, cos x, cos 2x, …, cos nx}; 
d) {x→sin x, sin 2x, …, sin nx}; 
e) {x→1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x,…, sin nx, cos nx}; 
f) {x→1, sin x, sin2x, …, sinnx}; 
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g) {x→1, cos x, cos2x, …, cosnx}, n ≥ 1. 
 
2.17. Fie V un spaţiu vectorial peste K, de dimensiune finită       

n ≥ 2, iar V1,V2 subspaţii vectoriale ale lui V, V1 ≠ V2, dimKV1 =             
= dimKV2 = n-1. Să se arate că V1+V2 = V şi dimK(V1∩V2) = n-2. 
 

2.18. Fie V1, V2 două subspaţii de dimensiuni finite ale spaţiului 
vectorial V;  B1 = {a1,…,ap}, B2 = {b1,…,bq}, B3 = {a1,…,ap,b1,…,br}       
(r ≤ q), baze, respectiv, ale subspaţiilor V1, V2, V1 + V2.  

Dacă bi = ∑
=

p

j
ij

1
α aj + ∑

=

r

j
ij

1
β bj, r+1 ≤ i ≤ q, sunt scrierile 

vectorilor br+1,…,bq în baza B3, atunci vectorii ci = ∑
=

p

j
ij

1
α aj, r+1 ≤ i ≤ q, 

constituie o bază a subspaţiului V1∩V2. 
 

2.19. Folosind rezultatul din problema anterioară să se 
determine o bază a lui V1∩V2 unde V1 şi V2 sunt subspaţii ale lui ℝ4 cu 
bazele B1 = {a1,a2,a3}, B2 = {b1,b2,b3}, respectiv, unde a1 = (1,1,0,0),                  
a2 = (0,1,1,0), a3 = (0,0,1,1), b1 = (1,0,1,0), b2 = (0,2,1,1), b3 = (1,2,1,2). 
 

2.20. Fie V1 şi V2 două subspaţii vectoriale ale lui ℝn de 
dimensiuni finite, având bazele B1={a1,…,ak}⊆V1 şi B2 = {b1,…,bl}⊆V2        
(k, l ≤n). 
  Să se pună în evidenţă un algoritm care să permită construirea, 
pornind de la B1 şi B2, a unor baze pentru V1+V2 şi V1∩V2.                

Să se determine câte o bază pentru subspaţiile V1+V2 şi V1∩V2 
în fiecare din cazurile: 

(i)    a1 = (1, 2, 1), a2 = (1, 1, -1), a3 = (1, 3, 3), 
        b1 = (2, 3, -1), b2 = (1, 2, 2), b3 = (1, 1, -3); 
(ii)   a1 = (1, 2, 1, -2), a2 = (2, 3, 1, 0), a3 = (1, 2, 2, -3),  
        b1 = (1, 1, 1, 1), b2 = (1, 0, 1, -1), b3 = (1, 3, 0, -4); 
(iii)  a1 = (1, 1, 0, 0), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (0, 0, 1, 1),  
        b1 = (1, 0, 1, 0), b2 = (0, 2, 1, 1), b3 = (1, 2, 1, 2). 
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2.21. În ℝ3 considerăm vectorii: a1 = (1, 2, -1), a2 = (0, 1, 1),          
a3 = (-1, 0, 1),  b1 = (1, 2, 3), b2 = (1, -1, 0), b3 = (2, -1, 0). 

(i)  Să se arate că B1 = {a1, a2, a3}, B2 = {b1, b2, b3} formează o 
bază pentru ℝ3; 

(ii) Să se scrie matricele de trecere de la B1 la B2 şi de la B2 la 
B1; 

(iii) Dacă x = (1, 1, 1)∈ℝ3 să se determine coordonatele lui x în 
raport cu bazele B1 şi B2. 
 

2.22. Să se calculeze cu ajutorul lemei substituţiei rangul 
matricei:                    

 A = 



















−
−
−
−

446125
22363
02242
20121

. 

 
2.23.  Să se discute cu ajutorul lemei substituţiei (după 

parametrul real α) rangul matricei: 

  A = 



















−
−

−
−

243
2115
0314
2121

α
α

. 

 
2.24. Fie a1 = (1, 2, 3), a2 = (-1, 1, 1), a3 = (-1, 0, 1) şi                  

x = (1, 3,-1) din ℝ3. Cu ajutorul lemei substituţiei să arate că vectorii 
{a1,a2,a3} formează o bază pentru ℝ3 iar apoi să se determine 
coordonatele lui x în această nouă bază. 
 

2.25. Să se calculeze cu ajutorul lemei substituţiei inversa 
matricei: 

  A = 
















−

−

101
110
121

∈M3(ℝ). 
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2.26. Fie n ≥ 1 un număr natural şi notăm cu Vn mulţimea 

polinoamelor cu coeficienţi din ℂ, de grad cel mult n. 
 (i) Să se demonstreze că în raport cu operaţiile uzuale (adunarea 
polinoamelor, respectiv înmulţirea unui polinom cu un scalar complex) 
Vn este un ℂ- spaţiu vectorial de dimensiune n+1; 
 (ii) Să se demonstreze că pentru α∈ℂ fixat, mulţimea                   
B = {1, X-a, (X-a)2, …,(X-a)n} este o bază a spaţiului vectorial Vn; 
 (iii) Să se determine coordonatele lui f în raport cu baza de la 
(ii). 
 

2.27. Fie (α1,…,αt,β)∈ℂt+1 (t ≥ 1). Să se arate că mulţimea       
M = {f : ℂ → ℂ | α1f(1) + …+ αtf(t) = β} înzestrată cu adunarea 
obişnuită a funcţiilor şi înmulţirea unei funcţii cu un număr complex, 
formează un ℂ- spaţiu vectorial dacă şi numai dacă β = 0. 
 

2.28. Fie p un număr prim şi n un număr natural. Considerăm 
mulţimile: 

Vn = {f∈ℤp[X] | grad f ≤ n} , V′ = { f′ | f∈V} 
(unde prin f′ înţelegem derivata formală a polinomului f). 
 (i) Să se arate că Vn este un ℤp - spaţiu vectorial, iar V′ este un 
subspaţiu al lui Vn; 
 (ii) Să se determine dimensiunile celor două spaţii vectoriale  Vn 
şi V′. 
 

2.29. Se notează cu S mulţimea tuturor şirurilor (xn)n≥0 de 
numere complexe care verifică recurenţa liniară de ordin k: 
  akxn+k+ ak-1xn+k-1 + …+ a1xn+1 + a0xn = 0, oricare ar fi n∈ℕ. 
 Presupunem că  ecuaţia caracteristică  asociată : 
                              akrk + ak-1rk-1 + … + a1r + a0 = 0   
are rădăcinile simple r1, r2,…,rk∈ℂ. 
 (i) Să se demonstreze că în raport cu operaţiile uzuale ( 
adunarea şirurilor, respective produsul dintre un şir şi un număr 
complex) S este un spaţiu vectorial complex ; 
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 (ii) Fie (xn)n≥0∈S un şir fixat. Notând cu (A1, A2,…,Ak) soluţia 
sistemului: 

  















=+++

=+++

=+++
=+++

−
−−−

1
1

2
1

21
1

1

2
2

2
2

21
2

1

12211

021

...

..................................
...

...
...

kk
k

k
kk

kk

kk

k

xArArAr

xArArAr

xArArAr
xAAA

 

 
să se demonstreze că pentru orice n∈ℕ, avem : 

  xn = A1r n
1  + A2r

n
2  + …+Akr n

k . 
 (iii) Să se deducă, pe baza celor de la (ii), că mulţimea                  
B = {(r n

1 )n≥0, (r n
2 )n≥0,…,(r n

k )n≥0} este o bază a spaţiului vectorial S. 
  
2.30. Fie A∈Mn(ℂ) (n≥2). Să se demonstreze că A se poate 

scrie sub forma A = XY – YX ( cu X,Y∈Mn(ℂ) ) dacă şi numai dacă 
tr(A) = 0. 

 
§3. Aplicaţii liniare. 

 
3.1. Dacă V şi V´ sunt K-spaţii vectoriale, atunci f : V→V´ este 

aplicaţie liniară dacă şi numai dacă pentru orice α, β∈K şi x, y∈V avem 
f(αx+βy) = αf(x)+βf(y). 

 
3.2. Fie V un K-spaţiu vectorial. Sunt echivalente următoarele 

afirmaţii: 

(i) dim V = 1; 

(ii) pentru orice f∈EndK(V) există α∈K a.î. f(x) = αx. 

 
3.3. Dacă V şi V´ sunt două K-spaţii vectoriale, atunci pentru      

f : V→V´ aplicaţie liniară sunt echivalente: 
(i) f este funcţie injectivă; 
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(ii) f transformă orice sistem de vectori liniar independenţi din 
V în sistem de vectori liniar independenţi din V´; 

(iii) Ker(f) = {0}; 
(iv) Pentru oricare K-spaţiu vectorial V´´ şi g, h : V´´→V 

aplicaţii liniare, din f∘g = f∘h ⇒ g = h. 
Observaţie. Această problemă ne permite să numim 

monomorfisme aplicaţiile liniare injective. 
 
3.4. Dacă V şi V´ sunt două K-spaţii vectoriale, atunci pentru     

f : V→V´ aplicaţie liniară sunt echivalente: 
(i) f este funcţie surjectivă; 
(ii) Im(f) = V´; 
(iii) Pentru oricare K-spaţiu vectorial V´´ şi g, h : V´→V´´ 

aplicaţii liniare, din g∘f = h∘f ⇒ g = h. 
Observaţie. Această problemă ne permite să numim 

epimorfisme aplicaţiile liniare surjective. 
 
3.5. Fie ℝn[X] = {P∈ℝ[X] | grad(P) ≤ n} şi  

D : ℝn[X] →ℝn-1[X], D(P) = P´, P∈ℝn[X] 

I : ℝn[X] →ℝn+1[X], I(P) = ∫
X

dttP
0

)(~ , P∈ℝn[X]. 

Să se arate că D şi I sunt aplicaţii liniare şi să se pună în 
evidenţă matricele lor în raport cu bazele canonice. 
 
3.6. Fie diagrama comutativă de K-spaţii vectoriale:   
 
                                MMM gf ′′→→′  
 
 
 
                                 NNN vu ′′→→′  

 
cu cele două linii exacte  (adică Ker(g) = Im(f) şi Ker(v) = Im(u)).  

Să se arate că: 

α β γ
→ 
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 (i) Dacă α, γ şi u sunt monomorfisme, atunci β este 
monomorfism; 
 (ii) Dacă α, γ şi g sunt epimorfisme, atunci β este epimorfism; 
 (iii) Dacă β este epimorfism şi u şi γ sunt monomorfisme, atunci 
α este epimorfism. 
 
 3.7. În raport cu baza canonică din ℝ3 se defineşte f : ℝ3→ℝ3 
prin  
           f(x1, x2, x3) = (x1-2x3, x1+3x2+2x3, -x1+x2+x3), (x1, x2, x3)∈ℝ3.   

(i) Să se arate că f∈End(ℝ3); 
(ii) Să se scrie matricea lui f  în raport cu bazele canonice; 
(iii) Să se arate că B = {b1, b2, b3} unde b1 = (1, -1, 1),              

b2 = (2, 1, -1), b3 = (1, 2, -1) formează o nouă bază pentru ℝ3 şi apoi să 
se scrie matricea lui f  în raport cu noua bază B. 

3.8. O aplicaţie liniară f : ℝ4→ℝ4 are în raport cu bazele 

canonice ale lui ℝ4  matricea M = 



















− 1113
31374
1312
1531

. Să se determine 

câte o bază şi dimensiunile pentru Ker(f) şi Im(f). 
 
3.9. Fie f, g∈End(ℝ2). Dacă matricea lui f  în raport cu baza 

a1=(1, 2), a2=(2, 3) este A= 







34
53

 iar matricea lui g în raport cu baza 

b1=(3, 1), b2=(4, 2) este B= 







96
64

 să se scrie matricele aplicaţiilor f+g, 

f∘g în raport cu baza {b1, b2}  (vectorii ai şi bi, i = 1, 2 sunt scrişi în 
raport cu baza canonică a lui ℝ2). 
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3.10. Fie f : ℝ3 → ℝ4 o aplicaţie liniară a cărei matrice în raport 

cu bazele canonice din ℝ3 şi ℝ4 este A = 



















−−
−−

−−−
−

513
238
321
125

. Se cere:  

(i) Să se determine rangul lui f; 

(ii) Să se precizeze baza şi dimensiunea pentru Ker(f) şi Im(f); 

(iii) Să se determine o bază şi dimensiunea pentru subspaţiul 
vectorial f(V) al lui ℝ4 unde V = {(x1, x2, x3)∈ℝ3 | x1 + x2 + x3 = 0}. 

 
3.11. Fie f:ℝ4→ℝ4 o aplicaţie liniară a.î. f(e1+e2)=(1, 1, -1, -1) 

                                                                  f(e1-e2) = (-1, -1, 1, 1) 

                                                                  f(e3+e4) = (-1, 1, -1, 1)  

                                                                  f(e3-e4) = (1, -1, 1, -1)  

unde {e1, e2, e3, e4} este baza canonică din ℝ4. Să se determine: 

(i) Matricea lui f  în raport cu bazele canonice; 

(ii) O bază şi dimensiunile pentru Ker(f) şi  Im(f). 

 
3.12. Fie V un K-spaţiu vectorial şi V1, V2 subspaţii vectoriale 

ale lui V a.î. V = V1⊕V2. Definim pi : V → Vi, pi(x) = xi, i = 1, 2 oricare 
ar fi x = x1 + x2, x1∈V1, x2∈V2. Să se arate că: 

(i) pi∈End(V), i =1, 2; 

(ii) Ker(p1) = V2, Ker(p2) = V1, Im(p1) = V1, Im(p2) = V2; 

(iii) p1∘p2 = p2∘p1 = 0; 

(iv) 1
2
1 pp = , 2

2
2 pp = ; 

(v) p1+p2 = 1V.  
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3.13. Fie z0 = a+ib∈ℂ fixat. Definim f : ℂ→ℂ prin f(z) = z·z0, 

pentru orice z∈ℂ. Să se arate că f∈End(ℂ) şi să se scrie matricea sa în 
raport cu baza {1, i}. 

 
3.14. Fie V un K-spaţiu vectorial şi f∈End(V).  
Să se arate că  V´ = {g∈End(V) | f∘g = 0} este un subspaţiu 

vectorial al lui End(V). 
 
3.15.  Fie a1 = (1, 0, 2, 2), a2 = (0, 1, 1, -1)∈ℝ4 iar {e1, e2, e3, e4} 

baza canonică a lui ℝ4. Dacă notăm V1 = <{e1, e2}> şi V2 = <{a1, a2}>, 
atunci ℝ4 = V1 ⊕ V2. 

 
3.16. Fie V un K-spaţiu vectorial şi f∈End(V). Să se 

demonstreze că  V = Ker(f) + Im(f)  dacă şi numai dacă Im(f) = Im(f∘f). 
  

3.17. Fie V un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită. 
(i) Dacă dimKV = 2n∈ℕ*, să se construiască o aplicaţie liniară 

f∈End(V) a.î. Im(f) = Ker(f); 
 (ii) Este posibilă o astfel de construcţie dacă dimensiunea lui V 
este număr impar? 
 
 3.18. Fie V un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită n ≥1. 
Daţi exemplu de o aplicaţie liniară f : V → V pentru care nu are loc 
egalitatea V = Ker(f) ⊕ Im(f).                            
   

3.19. Fie V un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită n≥1. Să 
se dea exemplu de două endomorfisme f, g∈End(V), f ≠ g  a.î.         
Im(f) = Im(g) şi Ker(f) = Ker(g).  
 
 3.20. Fie V, W două K-spaţii vectoriale, W de dimensiune finită 
iar f, g∈ HomK(V, W).  Să se arate că:  

dim Im(f+g) ≤ dim Im(f) + dim Im(g). 
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3.21. Fie V un K-spaţiu vectorial iar  
               End(V) = {f:V→V | f aplicaţie liniară}. 
Pentru f, g∈End(V) definim f+g, f∘g : V→V prin (f+g)(x) =       

= f(x)+g(x) şi (f∘g)(x) = f(g(x)), x∈V. Să se arate că (End(V), +, ∘) 
devine astfel inel unitar. 

 
3.22. Fie V şi W două K-spaţii vectoriale iar  
                HomK(V, W) = {f:V→W | f aplicaţie liniară}. 
Pentru f, g∈ HomK(V, W) şi a∈K definim f+g, af : V→W prin 

(f+g)(x) = f(x)+g(x) şi (af)(x) = af(x), x∈V. Să se arate că în felul acesta 
HomK(V, W) devine în mod canonic K-spaţiu vectorial. 
 

3.23. Fie K un corp comutativ, V(K) clasa K-spaţiilor vectoriale 
şi N∈V(K) fixat.  

Definim hN, hN : V(K)→V(K) prin hN(X) = HomK(N, X) 
respectiv, hN(X) = HomK(X, N). Dacă X, Y∈V(K) şi f∈HomK(X, Y), 
definim hN(f):hN(X)→hN(Y) şi hN(f):hN(Y)→ hN(X) prin hN(f)(α) = f∘α 
şi respectiv hN(f)(β) = β∘f, pentru orice α∈hN(X) şi β∈hN(Y). Să se 
arate că: 
 (i) hN(f) şi hN(f) sunt aplicaţii liniare; 

(ii) hN duce monomorfisme în monomorfisme pe când hN duce 
epimorfisme în monomorfisme; 

(iii) Dacă în V(K) avem şirul exact scurt de aplicaţii liniare 
                   00 →′′→→′→ MMM gf  

atunci şi şirurile:       
(1) 0)()()(0 )()( →′′ → →′→ MhMhMh NghNfhN NN

 
    (2)  0)()()(0 )()( →′ → →′′→ MhMhMh N

fh
N

gh
N

NN  
sunt exacte în V(K). 
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 3.24. Fie V un ℝ sau ℂ-spaţiu vectorial iar f, g∈End(V) a.î. f, g 
şi f+g sunt proiectori. Să se arate că Im(f+g) = Im(f) ⊕ Im(g) şi 
Ker(f+g) = Ker(f) ∩ Ker(g). 

 
            3.25. Dacă V este un K-spaţiu vectorial de dimensiune n, atunci 
V ≈ Kn  ( izomorfism de K-spaţii vectoriale). 
 
            3.26. Fie k un corp finit de caracteristică p > 0. Să se 
demonstreze că numărul elementelor lui k este de forma pn  cu n∈ℕ*. 
 

3.27. Să se demonstreze că grupurile (ℝ,+)  şi  (ℂ,+) sunt 
izomorfe. 
 

 
§4. Sisteme de ecuaţii liniare. Vectori şi valori proprii. 

 
 4.1. Fie P = a0+a1X+...+anXn∈ℂ[X] ( n ≥ 1 ) pentru care există 
x1, ..., xn+1∈ℂ diferite două câte două a.î. P~ (x1) =  ... = P~ (xn+1) = 0, 
( P~  fiind funcţia polinomială ataşată lui P).  

Să se arate că a0 = a1 =...= an = 0. 
 
 4.2. Să se demonstreze că dacă P∈ℝ[X], grad(P) = n şi 

0)(~1

0

=∫ dxxPx k , 0 ≤ k ≤ n, atunci P = 0.  

Să se deducă de aici că: 

                   0

12
1...

3
1

2
1

1
1

...............
2

1...
4
1

3
1

2
1

1
1...

3
1

2
11

≠

++++

+

+

nnnn

n

n

.  
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 4.3. Să se discute după α, β∈ℝ sistemul 

                                            








=++
=++++

=++

42
72)1()1(

4

321

321

321

xxx
xxx

xxx

β
βα

α
. 

   
 4.4. Fie a, b∈ℝ. Să se demonstreze că sistemul 









=+++
=−
=−

14321

43

21

xxxx
bxx
axx

are soluţii strict pozitive ⇔ | a | + | b | < 1.  

 
 4.5. Să se demonstreze că dacă a, b, c∈ℤ, atunci sistemul 















++=

++=

++=

azcybxz

bzaycxy

czbyaxx

2
1
2
1
2
1

 

admite numai soluţia banală x = y = z = 0. 
 
 4.6. Să se determine soluţiile de bază ale sistemului omogen 









=++−
=+−+
=−+−

024
023
032

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

. 

 
 4.7. Dacă a, b, c, d∈ℝ nu sunt toate nule, atunci sistemul  











=−−+
=+−−
=−+−
=+++

0
0
0
0

atbzcydx
btazdycx
ctdzaybx
dtczbyax

 

admite numai soluţia banală. 
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4.8. Să se găsească condiţii necesare şi suficiente pentru ca 
suma a două soluţii ori produsul unei soluţii printr-un număr α ≠ 1 să fie 
din nou o soluţie a aceluiaşi sistem de ecuaţii liniare. 

 
4.9. Să se găsească condiţii necesare şi suficiente pentru ca o 

combinaţie liniară dată, de soluţii ale unui sistem neomogen de ecuaţii 
liniare, să fie din nou o soluţie a acestui sistem. 

 
4.10. (i) Să se găsească condiţii necesare şi suficiente pentru ca 

sistemul de ecuaţii 








=++
=++

=++

0
0

0

333

222

111

cybxa
cybxa
cybxa

 să aibă soluţie unică; 

(ii) Aceeaşi problemă pentru sistemul  aix + biy + ci = 0, 1≤i≤ n. 
 
4.11. (i) Să se găsească condiţii necesare şi suficiente pentru ca 

sistemul de ecuaţii 











=+++
=+++
=+++

=+++

0
0
0

0

4444

3333

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa
dzcybxa

dzcybxa

 să aibă soluţie unică; 

(ii) Aceeaşi problemă pentru sistemul  aix + biy + ciz + di  = 0,    
1 ≤ i ≤ n. 

 
4.12. Dacă a, b, c, d∈ℝ, să se găsească condiţii necesare şi 

suficiente pentru ca sistemul de ecuaţii liniare  














+++=
+++=
+++=
+++=
+++=

duczbyaxv
czbyaxdvu
byaxcvduz
axbvduczy
avduczbyx

 

să aibă soluţii nenule. 
 
4.13. Să se găsească condiţii necesare şi suficiente pentru ca 
sistemul de ecuaţii liniare cu coeficienţi reali 
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









=−+−
=−−+
=+−−
=+++

0
0
0
0

tdzeycx
dtzfybx
etfzyax
ctbzayx

λ
λ

λ
λ

 

să aibă soluţii nenule. 
 
4.14. Fie a1, a2, …, an numere reale distincte două câte două 

(n∈ℕ, n≥2) şi fie matricea A=
















n
nnn

n

aaa

aaa

...1
.......

...1

2

1
2
11

. Dacă notăm cu 

Aj matricea care se obţine din A suprimând coloana ce conţine puterile 
de ordin j ale lui a1, a2, …, an (j∈{0, …, n}), să se demonstreze că, 
det(Aj) = ∏∑

≤<≤
− −

nlk
kljn aaaaa

1
21 )(... , pentru orice j = 0, …, n. 

 
4.15. Fie numerele reale λ, ai, bi, ci, (i = 1, 2, 3) a.î. 

a1λ2 + b1λ + c1 = a2λ2 +b2λ + c2  = a3λ2 + b3λ + c3 . 
Să se arate că:  

                 

33

22

11

33

22

11
2

33

22

11

1
1
1

1
1
1

1
1
1

ba
ba
ba

cb
cb
cb

ca
ca
ca

⋅=  .  

 
4.16. (i) Fie A∈Mn(ℝ). Să se arate că dacă AAt = On, atunci     

A = On; 
(ii) Fie A, B, C∈Mn(ℝ). Să se arate că dacă BAAt = CAAt, 

atunci BA = CA; 
(iii) Fie A∈Mm,n(ℝ) cu proprietatea că există A´∈Mn,m(ℝ) a.î. 

AA´A = A. Să se arate că ecuaţia matriceală AX = B, unde B∈Mm,1(ℝ) 
este compatibilă dacă şi numai dacă AA´B = B. În acest caz să se arate 
că mulţimea soluţiilor ecuaţiei considerate este:  

{A´B+Y-A´AY | Y∈Mn,1(ℝ)}. 
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4.17. Să se arate că: 
(i) Dacă A∈Mn(ℂ) este singulară (det(A) = 0), atunci există 

B∈Mn(ℂ), nenulă, a.î. AB = BA= On; 
(ii) O matrice A∈Mn(ℂ) este singulară dacă şi numai dacă 

există o matrice B∈Mn(ℂ), nenulă, a.î. pentru orice p∈ℕ*,  
                            (A+B)p = Ap + Bp. 

 
4.18. Să se determine vectorii şi valorile proprii ai matricelor: 

(i) 







21
12

, (ii) 







25
43

, (iii) 







− 0
0
a

a
 (a≠0), 

(iv) 
















−
−
−

863
964
652

, (v) 



















−−
−

−
−

2112
1012
2410
1201

. 

  
 4.19. Fie A∈Mn(ℂ) o matrice ale cărei valori proprii sunt λ1, …, 
λn. Fie, de asemenea, f∈ℂ[X], f = a0Xk + a1Xk-1 + …+ ak-1X + ak şi 
notăm f(A) = a0Ak + a1Ak-1 +…+ ak-1A + akIn.  

Să se arate că det(f(A)) = f(λ1)…f(λn). 
 
 4.20. Fie A∈Mn(ℂ) o matrice ale cărei valori proprii le 
presupunem cunoscute. Să se determine valorile proprii ale matricelor:  

(i) A-1 (dacă există);  
(ii) A2;  
(iii) Ak (k∈ℕ*);  
(iv) a0Ak +a1Ak-1 +…+ ak-1A + akIn, unde a0, a1, …, ak∈ℂ. 

 
 4.21. Fie A∈Mn(ℂ) (n≥2) cu valorile proprii distincte două câte 
două. Să se indice un procedeu de a calcula Ak, pentru k∈ℕ*.  

Aplicaţie. A = 







21
12 ∈M2(ℂ), A = 

















−
−
−

863
964
652
∈M3(ℂ). 
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4.22. Folosind teorema Cayley-Hamilton să se calculeze inversa 

matricei 

A = 














 −

122
201
131

. 

 
4.23. Fie V un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită şi             

f, g∈EndK(V) a.î. g∘f  = 1V. Să se arate că pentru orice h∈EndK(V), 
aplicaţiile liniare g∘h∘f  şi h au aceleaşi valori proprii. 

 
4.24. Fie V un K-spaţiu vectorial şi f, g∈EndK(V) a.î. f∘g = g∘f. 

Să se arate că: 
(i) Orice subspaţiu propriu al lui f (adică Vλ={x∈V | f(x) = λx}, 

cu λ valoare proprie a lui f ) este invariant în raport cu g; 
(ii) Im(f) şi Ker(f) sunt subspaţii vectoriale ale lui V invariante 
în raport cu g. 
 
4.25.  Fie A1, …, Am∈Mn(ℝ). Să se demonstreze că 

0)...det( 11 ≥++ m
t
m

t AAAA .  
Să se deducă de aici că dacă A1, …, Am sunt simetrice, atunci  

0)...det( 22
1 ≥++ mAA .    

 
4.26. Fie A∈Mn(ℂ), n ≥ 2. Să se demonstreze că det(A+B) =    

= det(A) + det(B) pentru orice B∈Mn(ℂ) pentru care AB = BA, dacă şi 
numai dacă An = On. 

 
4.27. Fie A∈M2(ℚ). Să se demonstreze că det(2A2-90A+13I2)= 

=0 dacă şi numai dacă 2A2-90A+13I2 = O2. Rămâne adevărată afirmaţia 
dacă A∈M2(ℝ)? 

 
4.28. Fie a∈(0, 1) ∩ ℚ şi matricea A∈Mn(ℤ), n ≥ 2. Să se 

determine matricea X∈Mn,1(ℝ) a.î. AX = aX. 
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4.29. Fie Γ o parte stabilă a mulţimii Mn(ℤ) în raport cu 

adunarea şi înmulţirea a.î. -In∈Γ. Să se arate că: 
(i) Dacă U∈Γ şi det(U) = ±1, atunci U-1∈Γ; 
(ii) Dacă U∈Γ şi det(U) = 0, atunci există V∈Γ, V ≠ On a.î.   

UV = VU = On. 
 
4.30. Determinaţi numerele n∈ℕ* pentru care există                 

A, B∈Mn(ℂ) a.î. (AB - BA)2 = In. 
 
4.31. Fie a1, a2, ..., an numere naturale nenule. Dacă notăm         

dij = (ai, aj), i, j = 1,..., n. Să se arate că 0)det( ,1 ≥≤≤ njiijd . 
 
4.32. Fie A, B, C, D∈Mn(ℂ), A şi C inversabile.  
Dacă AkB = CkD, pentru orice k∈ℕ*, să se arate că B = D. 

 
4.33. Fie V, W două K-spaţii vectoriale de dimensiuni n şi 

respectiv m iar f∈HomK(V, W), g∈HomK(W, V).  
Să se arate că (-1)n λn Pf∘g(λ) = (-1)m λm Pg∘f(λ).  
Să se deducă faptul că dacă V este un ℝ sau ℂ spaţiu vectorial 

de dimensiune finită iar f, g∈End(V) atunci f∘g şi g∘f au acelaşi 
polinom caracteristic.   
 

4.34. Fie A = (aij)∈Mn(ℂ) o matrice de rang 2 (n>2). Să se 
demonstreze că există numerele pi, qi, ri , si∈ℂ a. î. aij = piqj + risj, pentru 
orice i, j∈{1, 2, …, n}. 
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§ 5. Programare liniară. * 

 
5.1. Să se scrie sistemul de restricţii  









≥+−+
=++−
≤−−+

12343
1052

6432

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

sub forma unui sistem de restricţii de acelaşi semn ≤. 
 
 5.2. Să presupunem că variabilele din problema 5.1. au semnele 
x1 ≥ 0, x2 oarecare, x3 ≤ 0, x4 ≥ 0. Să se scrie restricţiile din problema 
5.1. sub forma ≤ cu toate variabilele pozitive. 
 
 5.3. Să se arate că mulţimea Xp a soluţiilor posibile a unei PPL 
este convexă. 
 Consecinţă: Dacă Xp conţine cel puţin două puncte diferite, 
atunci conţine o infinitate de puncte. 
 
 5.4. Să se scrie sub formă canonică următoarele PPL: 
 

 (i)  















+−+=

≥≤≥
≥−++−
=++−
≤+−+

4321

4321

4321

4321

4321

23[max]

0,0,,0
623

12522
10232

xxxxf

xxoarecarexx
xxxx
xxxx
xxxx

  

 

(ii)  















+−+=

≥≥≤
=−++
≥+−−

≤−+−

4321

4321

4321

4321

4321

232[min]

0,,0,0
1023
652

42

xxxxf

xoarecarexxx
xxxx
xxxx

xxxx
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* Acest paragraf (împreună cu soluţiile problemelor propuse) 
este redactat în cea mai mare parte după lucrarea [15]. 
 

5.5. Să se scrie sub formă standard următoarele PPL: 
 

 (i)  















++−+=

≥≤≤≥
≥−+++

=−+−+
≤+−+−

54321

54321

54321

54321

54321

2432][

0,0,,0,0
14522

832
1022

xxxxxfopt

xxoarecarexxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

  

 

(ii)  














+−+=

≥
≤+++

≤+++
≤+++

4321

4321

4321

4321

4321

23[max]
0,,,

1432
1222

102

xxxxf
xxxx

xxxx
xxxx

xxxx

 

 

(iii)  














−++=

≥
≥++−

≥+++
≥+−+

4321

4321

4321

4321

4321

232[min]
0,,,

1032
1222

62

xxxxf
xxxx

xxxx
xxxx

xxxx

 

 

(iv)  















++−+=

≤≥≥≥
−≥++−−−

=++−+
≤−++−

54321

54321

54321

54321

54321

232[max]

0,0,,0,0
153

122
10

xxxxxf

xxoarecarexxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx
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(v)  
















+−=

≥≤
≥+−
≤+−
=+−
≥++

321

321

321

321

321

321

354[min]

0,,0
542
453
232
632

xxxf

xoarecarexx
xxx
xxx
xxx
xxx

 

 
 5.6. Să se determine matriceal soluţiile de bază ale următoarelor 
PPL: 

(i)  











++++=
≥

=+−−+
=−−++

54321

54321

54321

54321

322[max]
0,,,,

432
22

xxxxxf
xxxxx

xxxxx
xxxxx

  

 

(ii)  











+++=
≥

=−++
=+−+

4321

4321

4321

4321

523[min]
0,,,

1222
822

xxxxf
xxxx

xxxx
xxxx

  

 

(iii)  











++=
≥

=++
=++

321

321

321

321

432[max]
0,,

2042
1022

xxxf
xxx

xxx
xxx

 

  
 5.7. Să se rezolve grafic următoarele PPL: 
 

 (i)  











+=
≥

≤+
≥+

21

21

21

21

53[max]
0,

1
632

xxf
xx

xx
xx
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(ii)  














+=

≤≤

≥+
≥+

21

21

21

21

23[max]
3
2,0

22
22

xxf

xx

xx
xx

 

 

(iii)  
















+=
≥

≤−
≥+

≥+
≤+

21

21

21

21

21

21

52[max]
0,

332
24

1
1243

xxf
xx

xx
xx

xx
xx

 

 

(iv)  
















+=
≥

≤+−
≤−
≥+

≤+

21

21

21

21

21

21

43[max]
0,

22
1
1

1243

xxf
xx

xx
xx
xx

xx

 

 

(v)  














+=
≥

≤+−
≤−
≥+

21

21

21

21

21

53[max]
0,

2
2
1

xxf
xx

xx
xx
xx
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 5.7. Să se rezolve cu ajutorul algoritmului simplex următoarele 
PPL: 
 

(i)  











+++=
≥
=++
=++

4321

4321

432

431

432[max]
0,,,
102
82

xxxxf
xxxx
xxx
xxx

 

 

(ii)  











+++=
≥
=++
=++

4321

4321

432

431

432[max]
0,,,
123
82

xxxxf
xxxx
xxx
xxx

 

 

(iii)  











+++++=
≥

=++++
=++++

654321

654321

65432

65421

105432[max]
0,,,,,

1832
122

xxxxxxf
xxxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

 (iv) 














−++=

≥
≤+−

≤+−
−=++−

4321

4321

431

431

4321

52[max]
0,,,

3532
53

222

xxxxf
xxxx

xxx
xxx

xxxx

 

  

 (v)  














++=

≥
≤++

≤++
≤++

321

321

321

321

321

32[max]
0,,

52
2052
1532

xxxf
xxx

xxx
xxx
xxx
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§6. Forme biliniare. Forme pătratice. 

6.1. Fie V un K- spaţiu vectorial de dimensiune finită n ≥ 1, iar 
b:V×V→K o formă biliniară nenulă. Să se arate că există două aplicaţii 
liniare f,g:V→K a.î. b(x,y) = f(x)g(y), pentru orice x,y∈V, dacă şi 
numai dacă rangul lui b este 1. 

 
6.2. Pentru un spaţiu vectorial real V notăm: 

B(V) ={b:V×V→ℝ b este formă biliniară },  
Bs(V) = {b∈B(V) b este simetrică pe V} iar  
Bas(V) = {b∈B(V) b este antisimetrică pe V}.  

Să se arate că: 
 (i) B(V) devine în mod canonic spaţiu vectorial real în raport cu 
operaţiile canonice de adunare a formelor biliniare şi de înmulţire a lor 
cu un număr real; 
 (ii) Bs(V) şi Bas(V) sunt subspaţii vectoriale ale lui B(V); 
 (iii) B(V) = Bs(V) ⊕ Bas(V). 

 
6.3. Fie V un spaţiu vectorial real. Să se arate că b∈Bas(V) dacă 

şi numai dacă b(x,x) = 0 pentru orice x∈V. 
 

6.4. Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune finită n ≥ 1 iar 
f : V→ℝ o formă pătratică pozitiv definită. Să se arate că dacă A este 
matricea lui f în raport cu baza B a lui V, atunci A este inversabilă şi 
dacă notăm cu g forma pătratică a cărei matrice în raport cu baza B a lui 
V este A-1, atunci g este pozitiv definită. 
 

6.5. Fie B = {e1, e2, e3} baza canonică a spaţiului vectorial ℝ3 şi 
fie b:ℝ3×ℝ3→ℝ forma pătratică pentru care b(e1, e1)= -1, b(e2, e2) = 1, 
b(e3, e3) = 2, b(e1-e2 , e2) = 2, b(e2, e1+2e2) = 5, b(e3-e1, e1) =  4,     
b(2e1+e2, e3) = 7, b(e1+e3, e2) = 4,  b(e1-2e2, e3) = 1. 
 Se cere: 
 (i) Să se scrie matricea formei biliniare b în raport cu baza B; 
 (ii) Să se arate că B este simetrică; 
 (iii) Să se scrie expresia analitică a formei pătratice f:ℝ4→ℝ 
definită prin f(x) = b(x, x), oricare ar fi x∈ℝ3; 
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 (iv) Folosind metoda Jacobi să se determine o expresie canonică 
pentru f şi  baza lui ℝ3 în raport cu care f are această expresie canonică. 
 

6.6. Fie b:Mn(ℝ)×Mn(ℝ)→ℝ definită prin  
b(A,B) = 2tr(AB) -tr(A)tr(B), 

oricare ar fi A,B∈Mn(ℝ). 
1) Să se arate că b este o formă biliniară simetrică; 
2) Pentru n = 2 se cere: 

             (i) Să se scrie expresia analitică a lui b în raport cu baza 
canonică a lui M2(ℝ); 

(ii) Să se scrie matricea lui b în raport cu baza canonică a lui 
M2(ℝ); 

(iii) Să se determine o expresie canonică a formei pătratice 
f:M2(ℝ)→ℝ definită prin f(A) = b(A, A), oricare ar fi A∈M2(ℝ), 
folosind metoda lui Gauss-Lagrange şi să se găsească baza lui M2(ℝ) în 
raport cu care f are această formă canonică; 
       (iv) Să se precizeze signatura formei pătratice f. 
 

6.7. Fie b : ℝ4×ℝ4 → ℝ forma biliniară a cărei expresie analitică 
în raport cu baza canonică a lui ℝ4 este:  

b(x, y) = x1y1+x1y4-x2y1+x2y2+x3y1+2x3y2+x3y3+4x3y4+x4y3+x4y4, 
oricare ar fi x = (x1, x2, x3, x4), y = (y1, y2, y3, y4)∈ℝ4.  

Se cere: 
 (i) Să se scrie expresia matriceală a lui b în raport cu baza 
canonică a lui ℝ4; 
 (ii) Să se scrie matricea lui b în raport cu baza                           
B′ = { 1e′ , 2e′ , 3e′ , 4e′ } a lui ℝ4, unde 1e′ = (1, -1, 0, 0), 2e′ = (1, 1, 0, 0), 

3e′ = (0, 0, 1, 1), 4e′ = (0, 0, 1, -1).  
 

6.8. Fie ℝ2[X] spaţiul vectorial real al funcţiilor polinomiale 
reale de grad cel mult 2 şi fie b:ℝ2[X]×ℝ2[X]→ℝ, definită prin       

b(p,q) = ∫
1

0

)(~)(~ dttqtp , oricare ar fi p,q∈ℝ2[X].  



 45  

 Se cere: 
 (i) Să se arate că b este o formă biliniară simetrică; 
 (ii) Să se scrie matricea lui b în raport cu baza {1, X, X2} a lui 
ℝ2[X]; 
 (iii) Să se scrie matricea lui b în raport cu baza {1, 1-X, 1-X2}; 
 (iv) Să se scrie expresia analitică a formei biliniare b şi expresia 

analitică a formei pătratice f: ℝ2[X]→ℝ, f(p) = b(p, p), p∈ℝ2[X], în 
raport cu baza {1, X, X2}; 
 (v) Folosind metoda lui Gauss-Lagrange să se determine o 
expresie canonică pentru f şi baza lui ℝ2[X] în raport cu care f are 
această expresie canonică. 
 

6.9. Fie V un spaţiu vectorial real cu baza {a1, a2, a3}.  
Să se determine α∈ℝ a.î. forma pătratică f:V→ℝ,  

f(x) = x 2
1 +2αx1x2-2x1x3+x 2

2 +2αx2x3+2x 2
3 , 

x = x1a1 + x2a2 + x3a3∈V este pozitiv definită. 
 

  6.10. Folosind metoda lui Gauss-Lagrange să se aducă la forma  
canonică forma pătratică f : ℝ3 → ℝ3,  

                             f(x) = 2x 2
1  +3x 2

2 - x 2
3 +2x1x2 + 4x1x3+ 3x2x3. 

 

6.11. Se consideră forma pătratică f:ℝ4→ℝ care în raport cu 
baza canonică a lui ℝ4 are expresia analitică  

f(x) = x 2
1 + 4x1x2 + 2x1x4 +3x 2

2 - 2x2x3 + 2x2x4 +2x 2
3 + 4x3x4 - x 2

4 , 

x = (x1,x2,x3,x4)∈ℝ4.  
 Să se determine o expresie  canonică a sa, folosind metoda 
Jacobi şi să se găsească baza lui ℝ4 în raport cu care f are această 
expresie canonică. Este f pozitiv definită? 
 
 6.12. Aceleaşi cerinţe ca şi în problema precedentă pentru           
f :ℝ3→ℝ, f(x) = x 2

1  +2x 2
2 + 3x 2

3  - 2x1x2. 
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B. SOLUŢII. 

 
§1. Matrice. Determinanţi. Inversa unei matrice.  

Rangul unei matrice. 
 
1.1. (i). Dacă A=(aij)1≤i,j≤n atunci: 

    
( ) )det(...)sgn(...)sgn(det )()1(1)()1(1 AaaaaA

n nS S
nnnn ==⋅⋅= ∑ ∑

∈ ∈σ σ
σσσσ σσ . 

(ii). Conform cu (i) avem 
        0)det()det()det()det()det()det( 2 ≥=⋅=⋅=⋅ AAAAAAA . 
            (iii). Avem A2+B2 = (A+iB)(A-iB) = CC ⋅  (unde C=A+iB) şi 
totul rezultă din (ii). 
            (iv). Rezultă din (iii) alegând B = In .  

 
1.2. (i). Prin calcul direct.  
(ii). Dacă există k≥2 a.î. Ak = O2 deducem că det(A)=0, astfel că 

A2=(a+d)A şi  deci O2 =Ak=(a+d)k-1A. Cum A≠O2 atunci cu necesitate 
a+d=0 şi astfel A2=0·A=O2. 
 

1.3. În mod evident x1=1 iar y1=0. Din problema 1.2., (i) 
deducem că putem alege x2=a+d iar y2=-det(A).  

Cum An+1=An·A=(xnA+ynI2)A=xnA2+ynA=xn(x2A+y2I2)+ynA= 
=(x2xn+yn)A+y2xnI2 deducem că xn+1 = x2xn+yn, şi yn+1 = y2xn.  

Cum yn=y2xn-1 deducem că (xn)n≥1 verifică recurenţa 
xn+1=x2xn+y2xn-1, pentru n≥2 cu x1=1 şi x2=a+d iar (yn)n≥1 recurenţa       
yn = y2xn-1 pentru n≥2 (y1 = 0 şi y2 = -det(A)). 

Astfel, pentru şirul (xn)n≥1 avem condiţiile x1=1 şi x2=a+d iar 
pentru n≥2: 

xn+1 = (a+d)xn-det(A)xn-1, 
deci ecuaţia caracteristică a şirului (xn)n≥1 este:    
                                           (⋆) λ2-(a+d)λ+det(A)=0. 
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Notând prin λ1, λ2 rădăcinile (complexe) ale ecuaţiei 
caracteristice (⋆), atunci (vezi [2]): 
            i) dacă  λ1≠λ2 ,          

                 (⋆⋆) 2
21

1
2

1
1

21

21 )det( IAAA
nnnn

n ⋅
−
−

⋅−⋅
−
−

=
−−

λλ
λλ

λλ
λλ  

            ii) dacă  λ1=λ2 =λ,      
                (⋆⋆⋆) 2

21 )det()1( IAnAnA nnn −− −−= λλ , pentru orice n≥2. 

În cazul particular A= 







− 11

11
,  ecuaţia caracteristică (⋆) este 

λ2-2λ+2=0, de unde λ1=1+i, λ2=1-i. Prin calcul direct deducem că  

4
sin)2(

21

21 π
λλ
λλ nn

nn

=
−
− , astfel că dacă ţinem cont de relaţia (⋆⋆) 

putem scrie: 

           

( ) ( )

( )
















−
=








−
−








−

=
−

4
cos

4
sin

4
sin

4
cos

2

10
01

4
)1(sin22

11
11

4
sin2

1

ππ

ππ

ππ

nn

nn

nnA

n

nnn

.  

  Pentru A= 







− 41

21
 avem ecuaţia caracteristică λ2-5λ+6=0 cu 

λ1=2 şi λ2=3. Conform cu (⋆⋆⋆) : 

          








−⋅−
−⋅−

=
−
−

−
−
−

=
++−−

nnnn

nnnnnnnn
n IAA

23232
23232

32
326

32
32 11

2

11

.  

Pentru A= 






 −
31
11

 avem ecuaţia caracteristică λ2-4λ+4=0 cu 

λ1=λ2=2. Conform cu (⋆⋆⋆) : 

   









⋅−−⋅⋅
⋅−⋅−−⋅

=

=⋅−−⋅=

−−−

−−−

−−

211

121

2
21

2)1(4232
22)1(42

2)1(42

nnn

nnn

nnn

nnn
nnn

InAnA
.  
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1.4. Condiţia det(A3-A2) = 1 este echivalentă cu 

det(A2)det(A-I2) = 1, 
de unde  det(A2) = det(A-I2) = 1 (căci det(A2)≥0), sau det(A) = ±1 şi 
det(A-I2) = 1.  

Avem astfel sistemele: 




=−−−
=−

1)1)(1(
1

bca
bac

 şi 





=−−−
−=−

1)1)(1(
1

bca
bac

.  

Primul sistem este echivalent cu 




=+
=−
1
1

ca
bac

 iar al doilea cu 





−=+
−=−
1
1

ca
bac

. 

Deducem imediat că  b = -a2+a-1 şi c = 1-a, cu a∈ℤ (în primul 
caz) şi respectiv b=-a2-a+1 şi c = -1-a, cu a∈ℤ (în al doilea caz). 
  

1.5. Fie X= 







dc
ba

, a, b, c, d∈ℝ o soluţie a ecuaţiei.  

            Obţinem, folosind det(AB) = det(A)·det(B),  
(det(X))n-2·det(X+iI2) ·det(X-iI2) = 0.   (1) 

 Dacă det(X+iI2)=0 rezultă (a+i)(d+i)-bc=0, de unde 





=+
=−
0

1
da

bcad
 sau  





−−=

−=
21 abc

ad
 .  

Prin urmare, X2= 2

22

10
01 Iaa

−=








−
−− , adică X2+I2 = O2, 

relaţie din care  Xn + Xn-2 = O2, contradicţie. Deci det(X+iI2) ≠ 0. 
Analog det(X-iI2) ≠ 0. 
 Din relaţia (1), rezultă det(X) = 0 şi înlocuind în relaţia 
cunoscută, X2-(a+d)X+det(X)·I2 = O2 (conform problemei 1.2., (i)), 
obţinem X2 = (a+d)X şi de aici   Xk = (a+d)k-1X, cu k∈ℕ*.  
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Dacă notăm α = a+d, relaţia Xn + Xn-2 = 







−

−
11
11

, prin 

identificarea elementelor devine: a(αn-1+αn-3) = 1, d(αn-1+αn-3) = 1,      
b(αn-1+αn-3) = -1,  c(αn-1+αn-3) = -1. Adunând primele două relaţii rezultă 
αn+αn-2-2 = 0.  

Dacă f(α) = αn+αn-2-2, rezultă f ´(α) = αn-3(nα2+n-2). Dacă n este 
par, atunci f este strict crescătoare pe [0, ∞) şi strict descrescătoare pe   
(-∞, 0) şi f(-1) = f(1) = 0. Dacă n este impar, atunci f este crescătoare pe 
ℝ şi f(1) = 0. Rezultă posibilităţile:     

X = ⋅
2
1









−

−
11
11

, pentru n impar 

X = ⋅±
2
1









−

−
11
11

, pentru n par, 

 matrice care verifică relaţia din enunţ. 
 

 1.6. Se arată uşor că Y = ⋅
2
1 (X+AX) şi Z = ⋅

2
1 (X-AX) verifică 

condiţiile din enunţ. Pentru partea de unicitate fie (Y´, Z´) o altă soluţie 
a problemei.  

Atunci Y+Z = Yʹ+Zʹ, AY = Y, AYʹ = Yʹ, AZ = -Z, AZʹ = -Zʹ. 
Deci Y-Yʹ = Zʹ-Z. Pe de altă parte, A(Y-Yʹ) = AY-AYʹ = Y-Yʹ;       
A(Zʹ-Z) = AZʹ-AZ = -Zʹ+Z, şi deci avem şi Y-Yʹ = - (Zʹ-Z), adică         
Y-Yʹ = Z - Zʹ = 0 şi prin urmare, Y = Yʹ şi Z = Zʹ. 
   

1.7. Cum în condiţiile enunţului avem  
(A+Bi)(A-Bi) = -i(AB-BA) 

deducem că  
det(A+Bi) · det(A-Bi) = (-i)n · det(AB-BA) . 

Dacă det(A+Bi) = a+bi (cu a, b∈ℝ), atunci det(A-Bi) = a-bi 
astfel că obţinem egalitatea a2+b2 = (-i)n · det(AB-BA), de unde se deduc 
imediat concluziile de la (i), (ii) şi (iii).  
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 1.8. Din relaţia ABAB = O2 rezultă B(ABAB)A = O2 adică 
(BA)3 = O2. Dacă X∈M2(ℝ) şi X3 = O2, atunci X2 = O2 (vezi problema 
1.2., (ii)), adică (BA)2 = BABA = O2. 

În cazul lui M3(ℝ), un contraexemplu este oferit de perechea de 

matrice A = 
















010
000
100

 şi B = 
















000
001
100

. 

 
1.9. (i), (ii), (iii) se deduc imediat prin calcul, iar (iv) rezultă din 

(iii).  
 
1.10. Condiţia din enunţ este echivalentă cu (In–A)(In–B) = In 

adică In –A este inversabilă şi (In–A)-1=In–B. Astfel şi (In –B)(In –A)=In, 
de unde concluzia că BA = A+B = AB. 

 
1.11. (i). Într-un prim mod calculăm det(A) cu regula lui Sarrus 

iar în alt mod adunând ultimele două linii la prima.  
(ii).  Fie ai, bi, ci∈ℤ iar iiiiiii cbacbaE 3333 −++= , (i = 1, 2).  

Ţinând cont de (i) avem: Ei=-det(Ai), unde Ai=
















iii

iii

iii

bac
acb
cba

,    

i =1, 2, astfel că E1·E2=det(A1)·det(A2)=det(A1·A2)  iar prin calcul avem 

că A1·A2=
















333

333

333

acb
bac
cba

, deci  

           E1·E2 = det(A1·A2) = 333
3
3

3
3

3
3 3 cbacba −++   

cu a3 = a1a2+b1b2+c1c2,  b3 = a1b2+b1c2+c1a2   şi c3 = a1c2+b1a2+c1b2.   
 
1.12. (i). Prin calcul. 
(ii). Notăm s = a+b+c şi s´ = a´+b´+c´. 
Utilizând regula lui Laplace, proprietăţile elementare ale 

determinanţilor şi (i) avem:  
))(( 222222 cbcabacbabcacabcba ′′−′′−′′−′+′+′−−−++ = 
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                   = 
sAB

ss
sCA

cb
ac
ba

bc
ab
ca

3
1
1
1

1
1
1

′′−=
′′
′′
′′

⋅−  

        = 
CAB

BCA

ssAB

ssCA
111311 −=

′

′

−                          

( am sumat la ultima coloană opusele primelor două ) 
                    = A2+B2+C2 –AB-AC-BC.  

 
1.13. Totul rezultă din regula lui Laplace dezvoltând 

determinantul 







CO
BA

mn,
det  după primele m coloane.  

 
1.14. Totul rezultă din regula lui Laplace dezvoltând 

determinantul 







CB
AOndet  după primele n coloane.                                   

 

1.15. La coloana k a matricei 






 −
AB
BA

 adunăm coloana n+k 

înmulţită cu -i (1≤k≤n) şi obţinem că 









−

−+
=







 −
AiAB
BiBA

AB
BA

detdet . 

Acum la linia n+k a ultimei matrice adunăm linia k înmulţită cu 

i (1≤k≤n) şi obţinem că 







−

−+
=








−

−+
iBAO
BiBA

AiAB
BiBA

n
detdet . 

 
Astfel (ţinând cont şi de problemele 1.1. şi  1.13.) obţinem că: 

                          
2)det()det()det(

)det()det(det

iBAiBAiBA

iBAiBA
AB
BA

+=+⋅+=

=−⋅+=






 −
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1.16. Dacă notăm A = 






 −
ab
ba

 şi B = 







− cd
dc

 atunci          

M= 






 −
AB
BA

, deci conform problemei 1.15. avem că 

2)det()det( iBAM +=  şi cum 

          2222)det( dcba
icaidb
idbica

iBA +++=
−+
+−+

=+ , 

 deducem că det(M) = ( a2+b2+c2+d2 )2. 
  

1.17. (i). Se calculează A·At. 
(ii). Se ţine cont de formula det(AB) = det(A) · det(B). 
(iii). Rezultă direct din (ii). 
 
1.18. (i), (ii). Prin calcul direct utilizând proprietăţile 

determinanţilor. 
 

1.19. Din linia i se scade linia 1 înmulţită cu 
11

1

a
ai , i = 2,…, n. 

 
1.20. Fie E = A1∪A2∪…∪An = {e1, e2, …, ep}. Considerăm 

matricea B∈Mn,p(ℝ), B = (bij) cu 1≤i≤n şi 1≤j≤p, unde                       

bij = 






∉

∈

ij

ij

Aeadac

Aeadac
(

(

,0

,1
 şi astfel A = Bt · B. Totul rezultă acum din 

regula lui Laplace. 
 
1.21. det(A) = n(-1)n-1. 
 
1.22. det(A) = 1. 
 
1.23. det(A) = (-1)n-12n-2(n-1). 
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1.24. (i). Paritatea rezultă din faptul că toţi termenii 
determinantului sunt numerele 1 şi –1 şi ei eventual se reduc doi câte 
doi. 

(ii).Valoarea maximă este 4, de exemplu, pentru matricea          

A = 
















−

−

111
111
111

.  Valoarea minimă este –4. 

 
1.25. Valoarea maximă pe care o poate lua det(A) este 2, de 

exemplu, pentru matricea A = 
















101
110
011

. 

 
1.26. Adunând prima linie la toate celelalte linii obţinem o 

matrice care are pe liniile de rang 2, 3, …, n elementele 0, 2 sau –2, ceea 
ce ne permite să scoatem factor comun pe 2 de pe aceste linii. 

 
1.27. Se aplică problemele 1.24. şi 1.26.. Se obţine valoarea 

maximă 16, iar cea minimă –16.   
 

1.28. Deducem imediat că det(X) = 0 şi astfel dacă 

X= 







dc
ba ∈M2(ℂ), atunci X2=αX, deci Xn =αn-1X (cu α=a+d). Obţinem 

că αn-1X = 







64
32

, adică αn-1a =2,  αn-1b =3,  αn-1c =4 şi αn-1d =6. 

Deducem imediat că  αn = αn-1(a+d) = αn-1a + αn-1d = 2+6 =8 şi prin 

urmare  X = 







⋅

− 64
321

1nα
 cu  αn=8. 

 
 1.29. Avem At ·(A-1)t = (A-1 · A)t = In

t = In, de unde concluzia că 
(At)-1 = (A-1)t. 
  

1.30. Ţinând cont de problema 1.29., avem: (A-1)t = (At)-1 = A-1, 
adică A-1 este simetrică. 
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1.31. Dacă A = O2, totul este clar.  

Să presupunem că A= 







dc
ba ≠O2. Relaţia Ak = O2, implică 

det(A) = 0 şi deci A2 = (a+d)A. Rezultă O2 = Ak = (a+d)k-1A, deci        
a+d = 0. Prin urmare, A2 = O2. Atunci  I2+A+A2+…+Ak-1 = I2+A =        

= 







+

+
1

1
dc

ba
 şi deci det(I2+A+…+Ak-1) = (a+1)(d+1)-bc =1. 

        
 1.32. Atât (i) cât şi (ii) se verifică direct prin calcul. 
 
1.33. Deducem imediat că A este de forma 
 

                       























−

−

−

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

xx

xx

xx

cu x∈ℝ.  

Astfel  
 

xx

xx

xxx

xxx

xx

xxA
−−

−
=

−−

−−=

−

−=

2
12

2
1

2
12

2
12

2
1

2
12

2
1

001

2
1

2
1

2
1

2
1

111
)det(

 

=
4
1

2
33 2 +− xx  > 0. 

1.34. Putem scrie ∑
=

+=+
n

i
iDxAXA

1
)det()det( , unde Di este 

determinantul obţinut din det(X) prin înlocuirea coloanei de ordin i cu 
coloana formată numai cu elemente egale cu 1 (1≤i≤n). Analog  
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∑
=

−=−
n

i
iDxAXA

1
)det()det( , de unde deducem că 

2

1

22 )()(det)det()det( ∑
=

−=−⋅+
n

i
iDxAXAXA ≤det2(A). 

 
1.35. Prin calcul direct. Pentru reciprocă facem în (∗) pe A = B  

cu det(A) ≠ 0 şi deducem că det(2A) = 4det(A) ⇒ 2n = 4 ⇒ n = 2. 
 

1.36. Facem inducţie după n; pentru n=1 totul este clar, deoarece 
a1=a, b1=b, c1=c şi d1=d. Scriind că An+1 = An · A, obţinem relaţiile de 

recurenţă: 











+=
+=
+=
+=

+

+

+

+

nnn

nnn

nnn

nnn

ddbcd
cdacc
dbbab
cbaaa

1

1

1

1

   pentru orice n≥1. Să presupunem deci că 

da
da

c
c

b
b nnnn

−
−

== . Atunci 
b
b

da
b

b n
n

n ⋅+=+1 , 
c
c

ad
c

c n
n

n ⋅+=+1  şi 

astfel 

c
c

b
b nn 11 ++ = ⇔

c
c

ad
b
b

da n
n

n
n ⋅+=⋅+ ⇔

b
b

d
c
c

ada nn
nn ⋅−⋅=−  

⇔ )( da
b
b

da n
nn −=− , ceea ce este adevărat, din ipoteza de inducţie. 

Analog restul de egalităţi. 
 

 1.37. Deoarece det(A) = 0, rezultă că A2-(3+10)A = O2, deci     
A = 131-n ·An, pentru orice n≥1. Rezultă că reprezentarea cerută este 
posibilă, alegând de exemplu, X = 13(1-n)/n ·α1/n·A şi Y = 13(1-n)/n ·β1/n·A, 
cu α, β numere reale arbitrare a. î. α≠β, α+β = 1. 

        
1.38. Din A3 = A+In ⇒ A(A2-In) = In ⇒ det(A)≠0. De asemenea, 

din A3 = A+In ⇒A3+A2 = A2+A+In ⇒ A2(A+In) = A2+A+In ⇒ 
det(A+In)≥0 şi revenind la A3 = A+In ⇒ det(A)>0. 
  

1.39. Vom demonstra pentru început următoarea: 
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 Lemă. Fie P un polinom cu coeficienţi reali, fără rădăcini reale 
şi care are coeficientul puterii de gradul cel mai mare pozitiv. Atunci 
det(P(A))≥0, pentru orice A∈Mn(ℝ). 

 Într-adevăr, P este de forma kn
k

r

k
k cxbxaxP )()(

1

2 ++= ∏
=

, cu   

a > 0, 042 <− kk cb  şi nk∈ℕ*, pentru orice k.  

Atunci kn
nk

r

k
k

n IcAbAaAP )det())(det(
1

2 ++= ∏
=

 şi rămâne să 

observăm că fiecare factor al produsului din membrul drept este pozitiv. 
Se foloseşte faptul că 

      n
kk

n
k

knkk I
bc

I
b

AIcAbA ⋅
−

+






 ⋅−=++
4

4
2

22
2 ,  

pentru orice k şi că det(X2+Y2) ≥0, pentru orice X, Y∈Mn(ℝ) cu       
XY = YX (conform problemei 1.1., (iii)). 
 Trecem la rezolvarea problemei date: 
 (i). Evident, k≥3. Din Ak = A + In obţinem A(Ak-1 - In) = In, deci 
det(A)≠0. Pe de altă parte, Ak+1 = A2 + A şi deci A(A-In)(Ak-1 +…+ In)= 
= A2. Conform lemei, det( Ak-1 +…+A+ In) > 0. Rezultă det(A(A-In))>0.   
            Cum k = 2p+1, din relaţia A(Ak-1 - In) = In, deducem că       
A(A2-In)( A2(p-1) +…+A2+In) = In şi de aici că det(A+In)>0.  

Cum Ak = A + In şi k este impar, concluzionăm că det(A) > 0. 
(ii). Fie k un numar par şi A = αIn. Egalitatea Ak = A + In este 

echivalentă cu     (αk-α-1)In = On. Deci αk-α-1 = 0. Deoarece f(α)=αk-α-1 
este continuă, f(-∞)=∞ şi f(0) = -1 rezultă că f admite o rădăcină         
α0 < 0 şi în acest caz A = α0In verifică relaţia  Ak = A + In , dar           
det(A) = n

0α < 0.   
 
1.40. Deoarece matricele A, B, C comută între ele, putem scrie 

că: M=A2+B2+C2-AB-BC-CA=(A+αB+α2C)(A+α2B+αC), cu α rădăcina 
cubică a unităţii (α≠1). Astfel, det(M)=det(A+αB+α2C)·det(A+α2B+αC) 
şi, dacă det(A+αB+α2C) = a+bα+cα2, atunci det(A+α2B+αC) =              
= a+bα2+cα (a, b, c∈ℝ) şi astfel:  
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      det(M)=(a+bα+cα2)(a+bα2+cα)=a2+b2+c2-ab-bc-ca≥0. 
 
1.41. Fie X=A2+B2 şi Y=AB+BA. Cum: 

 X+Y=A2+B2+AB+BA=(A+B)2 şi X-Y=A2+B2–AB-BA=(A-B)2 

obţinem: det((A+B)2)+det((A-B)2)=2det(A2+B2)+2det(AB+BA) 
(conform problemei 1.35.), deci 

        ( ) ( )[ ])det(2)det()det(
2
1)det( 2222 BAABBABABA +−−++=+  

şi cum det(AB+BA)≤0, rezultă det(A2+B2)≥0. 
 
1.42. Dacă A este inversabilă atunci putem scrie 

αIn+AB=A(αIn+BA)A-1 şi astfel  
  det(αIn+AB)=det(A)det(αIn+BA)det(A-1)=det(αIn+BA). 
Dacă A nu este inversabilă, observăm că exceptând o 

submulţime finită x de elemente din ℂ avem                    
                 det[αIn+( xIn+A)B]=det[αIn+B(xIn+A)],  

pentru orice α∈ℂ. Cum cei doi determinanţi sunt polinoame în x 
egalitatea se menţine şi în x=0, deci din nou obţinem că 
det(αIn+AB)=det(αIn+BA). 

Fie acum P de forma P=a(X-x1)…(X-xn), cu a, x1, …, xn∈ℂ. 

Atunci P(AB)= ∏
=

−
n

k
nk IxABa

1
)( şi P(BA)= ∏

=

−
n

k
nk IxBAa

1
)(  şi 

astfel egalitatea det P(AB) = det P(BA) este imediată. 
 
1.43. Se ştie că dacă A, B∈M2(ℝ) atunci det(AB-I2)=det(BA-I2) 

şi det(AB+I2)=det(BA+I2) (conform problemei 1.42.). Rezultă că 
det[(AB-I2)(BA-I2)] = det(AB-I2)2 = [det(AB-I2)]2≥0.  (1) 

Dar (AB-I2)(BA-I2) = I2-(AB+BA) (deoarece B2 = O2).  
Analog det(I2+(AB+BA))≥0.      (2).  
Folosind acum relaţia: det(X+Y)+det(X-Y) = 2[det(X)+det(Y)], 

pentru orice X, Y∈M2(ℝ) (conform problemei 1.35.), din (1) şi (2) 
rezultă  
0≤det(I2-(AB+BA))+det(I2+(AB+BA))=2[det(I2)+det(AB+BA)]= 
=2[1+det(AB+BA)], adică det(AB+BA)≥-1. Din B2=O2 rezultă      
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det(B) = 0 deci 0 = 2[det(AB)+det(BA)] = det(AB+BA)+det(AB-BA) şi 
folosind prima inegalitate rezultă a doua. 

Observaţie. Se poate demonstra de aici că  
                   det(AB-BA)≤0≤det(AB+BA). 
 
1.44. det(B2+I2) = 0 ⇒ det(B+iI2) · det(B-iI2) = 0.  
Cum B∈M2(ℝ), avem det(B+iI2) = det(B-iI2) = 0.  
Fie g:ℝ→ℝ, g(x) = det(B+xI2). Avem g(x) = αx2+βx+γ, pentru 

orice x∈ℝ, unde α, β, γ∈ℝ, α=det(I2)=1, γ=det(B). Extinzând pe g la ℂ, 
pentru x=i, avem:  

 (1)  0 = det(B+iI2) = -1+βi+det(B), deci β = 0 şi det(B) = 1. 
Fie f:ℝ→ℝ, f(x) = det(A+xB), pentru orice x∈ℝ. Atunci 

f(x)=ax2+bx+c, pentru orice x∈ℝ, unde c = f(0) = det(A) şi 

)det(detlim)(lim 2 BB
x
A

x
xfa

xx
=






 +==

∞→∞→
.   

Relaţia din ipoteză se scrie sub forma 0))1((
0

=−∑
=

n

k

k
n

k Cf . 

Ţinând seama de forma funcţiei f, se obţine egalitatea: 

0)det()1()1()()det(
00

2 =++−+ ∑∑
==

AnCbCB
n

k

k
n

k
n

k

k
n ⇒ 

(2)         0)det()1()det( 2 =++ AnCB n
n . 

Din (1) şi (2) deducem că 
1

)det( 2

+
−=

n
C

A
n
n . 

  
 1.45. (i) ⇒(ii). Dacă p=1 ⇒A=O2 ⇒a=0, b∈ℝ, deci (i)⇔(ii). 
 Fie p∈ℕ*, p≥2, a.î. Ap=O2 ⇒ det(Ap)=(det(A))p=0, deci 

det(A)=0.  
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Luăm A= 







tz
yx ⇒A2-(x+t)A+det(A)·I2=O2 ⇒ A2=(x+t)A şi 

prin inducţie, Ap = (x+t)p-1A, pentru orice p∈ℕ* , deci  (i) ⇔








=+

=

0

2

tx
sau

OA
.  

Dacă A = O2 ⇒ a = 0 şi b∈ℝ ⇒ (ii). 

Dacă x+t = 0 ⇒ t =-x ⇒ A= 







− xz
yx

şi det(A) = 0 ⇒x2+yz = 0.  

Luăm x = a·cosb şi y = a(1+sinb), z = a(-1+sinb), cu a, b∈ℝ şi 
astfel rezultă (ii). 

(ii) ⇒(i). Dacă a=0, b∈ℝ ⇒ A=O2 ⇒există p=1 a.î. Ap= A1=O2 
. 

Dacă a≠0, b∈ℝ ⇒ A2=O2 ⇒există p=2∈ℕ* , p>1 a.î. Ap= O2 . 
      

 1.46. Vom demonstra pentru început următoarea: 
 Lemă. Dacă două matrici pătratice X, Y verifică relaţia XY = In, 
atunci ele sunt nesingulare, X -1 = Y şi YX = In. 
 Demonstraţia lemei se bazează pe faptul că XY = In implică 
det(X) ≠ 0. Rezultă că matricea X este inversabilă. Înmulţind la stânga 
relaţia XY = In cu X-1 obţinem Y = X-1 deci şi YX = In. 
 Lema se aplică astfel: 
 (i) ⇒ (ii). Din relaţia ABC = AB+BC deducem (In-A)B(In-C) = 
=(B-AB)(In-C) = B-BC-AB+ABC = B, deci (In-A)B(In-C)B-1 = In.  
            Conform lemei, avem şi (In-C)B-1(In-A)B=In, adică (B-1-CB-1)(In-
-A) = B-1. Prin urmare, B-1-B-1A-CB-1+CB-1A = B-1, deci  
                                              CB-1A = CB-1+B-1A. 

(ii) ⇒ (i). Se demonstrează analog. 
 
1.47. ,,⇒”. Presupunem că ecuaţia X-1·Xt =A admite soluţia 

X= 







dc
ba ∈M2(ℝ). Atunci X-1 = 








−

−
ac
bd

X )det(
1 ,  Xt = 








db
ca

 şi 

deci  
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             A = X-1 · Xt = 








−−
−−

2

2

)(
)(

)det(
1

cadacb
dbcbad

X
,    

unde evident impunem condiţia det(X)≠0 ⇔ ad≠bc.  
Deoarece A∈M2(ℝ) şi orice matrice A∈M2(ℝ) verifică ecuaţia 

caracteristică A2-tr(A)·A+det(A)·I2=O2, deducem că det(A) =                  

= det(X-1)·det(Xt) = 1)det(
)det(

1
=⋅ X

X
  şi p

bcad
cbadAtr =

−
−−

=
222)( . 

Dacă p=2 ⇔ (b-c)2=0 ⇔ b=c ⇔A=I2, obţinem o contradicţie. Deci 
există p∈ℝ \ {2} a.î. A2-pA+I2 = O2 , unde p a fost definit mai sus.  

 ,,⇐”. Dacă există p∈ℝ-{2) a. î. A2-pA+I2 = O2 şi A≠λI2, 
folosim faptul că A verifică ecuaţia caracteristică                                  
A2-tr(A)·A+det(A)·I2=O2, şi prin scădere deducem că (tr(A)-p)A =         
= (det(A)-1)I2, de unde p = tr(A) şi det(A) = 1.  

Prin urmare A se scrie sub forma 













−
−+−= up

v
upu

vu
A 21 , 

cu u, v∈ℝ, v≠0 şi  deducem că sistemul u
bcad
bad

=
−
− 2

, 

up
bcad
cad

−=
−
− 2

, v
bcad
dbc

=
−

− )( , 
v
upu

bcad
acb 1)( 2 −−

=
−

−  are soluţie doar 

dacă p≠2, şi anume d
v
puua 2

2 1+−
= , d

v
ub 1−

= , d
v

puc −+
=

1 , 

unde d∈ℝ* şi deci matricea X=














+−

−
+−

vpu

u
v
puu

v
d

1

112

 satisface ecuaţia         

X-1·Xt = A. 

1.48. Fie A= 







qp
nm

, A*= 







−

−
mp
nq

, d = mq-np, m, n, p, 

q∈ℝ. Prin calcul direct avem: det(A+dA*) = 
mdqdp

dnqdm
+−

−+
)1(

)1(
 =         

=  d[(d-1)2+(m+q)2], iar condiţia din enunţ devine d = 1 şi m+q = 0.  
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Atunci det(A-dA*) = det(A-A*) = 
mqp

nqm
−

−
2

2
=                     

= -(m+q)2+4(mq-np) = 4d = 4. 
 
1.49. Matricea A verifică ecuaţia sa caracteristică, deci            

A2-(a+d)A+(ad-bc)·I2=O2. Presupunem că există n≥1 a. î. An = I2. 
Rezultă că (det(A))n =1, deci det(A)∈{-1, 1}. Considerăm polinoamele 
f=X2-uX+v, g=Xn-1, unde u=a+d >2, iar v∈{-1, 1}. Ecuaţia f(x)=0 are 
rădăcinile x1, x2 reale deoarece Δ=u2-4v>0. Rădăcinile x1, x2 nu pot fi 
rădăcini ale ecuaţiei g(x)=0, deoarece dacă 011 =−nx  rezultă |x1|=1 şi 

cum 01
2
1 =+− vuxx , am avea |u|=|ux1|= vx +2

1 ≤|x1|2+|v|=2, 
contradicţie. Rezultă că polinoamele f şi g sunt prime între ele, deci 
există polinoamele cu coeficienţi reali P şi Q a.î. P·f+Q·g=1. Această 
egalitate fiind o identitate polinomială, se păstrează când înlocuim pe X 
prin matricea A, deci P(A)f(A)+Q(A)g(A)=I2. Deoarece f(A)=g(A)=O2, 
această egalitate matriceală devine O2=I2, contradicţie. 

 
 1.50. Fie f:ℝ→ℝ, f(x)=det(A2+B2+C2+BCx). Avem că 
f(2)=det[A2+(B+C)2] > 0 şi f(-2) = det[A2+(B-C)2] > 0. Să presupunem 
de exemplu că det(BC) = det(B)det(C) < 0. 
            Graficul lui f este o parabolă, deci det(A2+B2+C2) = f(0) > 0.  
 

1.51. Fie A= 







tz
yx ∈M2(ℝ), A≠O2, a. î. A+At=aI2 ⇒ 









=








+








a

a
ty
zx

tz
yx

0
0

 ⇒ x = t şi z = -y ⇒ A= 







− xy

yx
. Din 

A≠O2 rezultă că det(A) = x2+y2≠0, deci A este inversabilă.  

Fie  B= A
yx

yx

x

yx

y
yx

y

yx

x

22

2222

2222 1

+
=





















++
−

++ .  
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Observăm că 1

2

22

2

22
=














+
+














+ yx

y

yx

x , deci există 

t∈[0, 2π) a.î. t
yx

x cos
22

=
+

 şi t
yx

y sin
22

=
+

⇒ 

B= 







− tt

tt
cossin
sincos

.   

Se verifică prin inducţie după m≥0, că Bm= 







− mtmt

mtmt
cossin
sincos

 

şi apoi pentru m≤0, deci pentru m∈ℤ.  

Atunci Am + (At)m=
m

yx 




 + 22 (Bm+(Bt)m) = 

                             =
m

yx 




 + 22









mt

mt
cos20

0cos2
=bI2,  

pentru b=2cos mt· 
m

yx 




 + 22 . 

 

1.52. Dacă Ak= 








kk

kk

dc
ba

, din A0Ak=AkA0 rezultă 

k
kkkk

ad
ad

c
c

b
b

α=
−
−

==
0000

 şi cum  A0≠aI2 ⇒b0, c0, d0-a0 nu sunt toate 

nule, avem bk=αkb0, ck=αkc0,  dk=αkd0+βk, ak=αka0+βk, aşadar, 
Ak=αkA0+βkI2, 1≤k≤n.  

             (i). Dacă αk=0, k∈{1,…,n} atunci ( ) 2
2

1

2 IA k

n

k
k ⋅= ∑∑

=

β , deci 

                                       ( ) 0)det(
22

1

2 ≥= ∑∑
=

k

n

k
kA β .  

Dacă 02 ≠= ∑ kαα , atunci  

          ( ) ( ) ( ) )(2 02
2

0
2
0

22 APIAAA kkkkk =++⋅= ∑∑∑∑ ββαα , 
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P fiind un polinom de grad doi cu discriminantul: 
                ( ) ( )( ) 0222 ≤−=∆ ∑∑∑ kkkk βαβα . 

Rezultă ))(()( 00 zzzzzP −−= α , z0∈ℂ, de unde 
))(()( 2002000 IzAIzAAP −−= α , deci 

               0)det()(det 2
200

2
0 ≥−= IzAAP α . 

(ii). Din condiţia A2≠aA1, pentru orice a∈ℝ, rezultă 
1

2

1

2

β
β

α
α

≠  

adică Δ<0, prin urmare z0∈ℂ-ℝ.  
Atunci 0)det(0)(det 2000 =−⇒= IzAAP  sau 0)det( 200 =− IzA , deci 
z0  sau 0z  este rădăcina ecuaţiei cu coeficienţi reali 0)det( 20 =− zIA , 
deci ambele numere sunt rădăcini.  

Din )()()det( 000000
2

20 cbdazdazzIA −++−=−  şi 

220000000
2
0 )()( OIcbdaAdaA =−++−  rezultă P(A0)=0, adică 

2
1

2 OA
n

k
k =∑

=
. 

 

1.53. Pentru A= 







dc
ba ∈M2(ℂ) avem adjuncta A*= 








−

−
ac
bd

 

şi respectiv transpusa At = 







db
ca ∈M2(ℂ). Se observă că matricea 

C= 






 −
01
10

 cu C-1= 







− 01

10
 verifică proprietatea din enunţ:                

A* = C · At · C-1, pentru orice A∈M2(ℂ). Dacă S∈M2(ℂ) satisface de 
asemenea condiţia din enunţ, atunci: (C-1S)At = At (C-1S), pentru orice 
A∈M2(ℂ) şi reciproc. Cum f: M2(ℂ)→M2(ℂ), f(A) = At, pentru orice 
A∈M2(ℂ), este bijectivă, se obţine că  C-1S  comută cu toate matricele 
din M2(ℂ), deci se află în centrul lui M2(ℂ). Rezultă că există α∈ℂ a.î. 
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C-1S = αI2, deci S = αC. Ca urmare, matricele căutate sunt de forma: 








 −
0

0
α

α
, α∈ℂ*. 

 
1.54. Fie P(X) = det(A + XIn)∈ℚ[X]. P(X) şi Xn-2 nu sunt 

prime între ele în ℚ[X].  Într-adevăr, presupunând contrariul, există 
polinoamele R, S∈ℚ[X] a.î. PR + (Xn-2)S = 1, de unde 

( ) 1)2(2 =⋅ nn PR . Dar, din ipoteză, 0)2( =nP , contradicţie. Cum însă 

Xn-2 este ireductibil în ℚ[X] (conform criteriului lui Eisenstein), 
deducem că (Xn-2) | P. Deoarece grad P = n şi P este monic, rezultă         
P = Xn-2. Deci det(A+XIn) = Xn-2 şi obţinem: det(A) = det(A+0·In) = -2;  
det(A+In) = det(A+1·In) = -1; det(A-In) = det(A+(-1)·In) = (-1)n-2. 
Rezultă: det(A-In) = det(A)+(det(A+In))n. 

 
1.55. Să notăm cu ),...,,( 21 naaaA  matricea din M determinată 

de numerele naaa ,...,, 21 . Notăm cu A1 = In şi pentru orice i∈{2, …, n} 
Ai matricea determinată de aij = δi,j-1. Se observă că 

∑
=

=
n

i
iin AaaaaA

1
21 ),...,,( . Facem convenţia să identificăm pe n+i cu i, 

pe –i cu n-i pentru 1≤i≤n şi pe 0 cu n. Se observă uşor prin calcul că 
AiAj = AjAi = Ai+j, pentru 1≤i, j≤n.  

Fie ∑
=

=
n

i
ii AaA

1
 şi ∑

=

=
n

j
jj AbB

1
. Atunci: 

)(
1

∑
=

=
n

i
ii AaAB )(

1
∑

=

n

j
jj Ab = ∑∑

= =

n

i
jiji

n

j
AAba

1 1
)( = ∑∑

= =

n

i
ijji

n

j
AAba

1 1
)( = 

      = ∑
=

n

j
jj Ab

1
)( BAAa

n

i
ii =∑

=

)(
1

. 

          Reciproc, să presupunem că matricea B comută cu orice matrice 
A∈M. Atunci elementul aij al matricei A2 se poate scrie, ţinând cont de 
convenţia făcută, sub forma: 
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





−=

−≠
== − 11

,10
1, jipentru

jipentru
a jiij δ . 

Fie B=(bij)1≤i,j≤n matricea care comută cu orice matrice A∈M. 

Deci BA2=A2B sau =∑
=

+
n

k

k
jikb

1

1δ =∑
=

−

n

k
kj

i
k b

1
1δ ∑

=
+

n

k
jk

i
k b

1
,1δ , de unde 

rezultă că bi,j-1= bi+1,j pentru orice 1≤i, j≤n. 
Facem pe rând pe i=1, 2, …, n şi j=1, 2, …, n şi obţinem: 
                                      12211 ... bbbb nn ==== , 
                                      21,,12312 ... bbbbb nnn ===== − , 
                                       …………………………….. 
                                      nnnn bbbbb ===== −1,32211 ... , 

de unde deducem că B = ),...,,( 21 nbbbA ∈M. 
 

1.56. Avem:  
On = A·On = A(aIn+bA+cB+dAB) = aA+bA2+cAB+dA2B =                   

= aA+bA2-cBA-dABA=(aIn+bA-cB-dAB)A, deci aIn+bA-cB-dAB = On.  
Rezultă aIn+bA = On.  

Dacă b≠0, atunci a≠0 şi nI
b
aA −=  deci 

nOB
b
aBAAB ≠−=+

2 , absurd, deci a = b = 0. Cum cB+dAB = On 

implică cIn+dA = On  rezultă şi c = d = 0. 
 
1.57. (i).  Considerăm coloanele i1<…<ik∈{1, …, n} ale 

matricei In. Observăm că singurul minor de ordin k nenul este format din 
liniile i1<…<ik, deci pentru oricare k dintre coloane, avem un singur 
minor nenul. Rezultă că numărul minorilor nenuli de ordin k este k

nC  şi 
că suma lor este 2n-1.  

(ii). Fie k∈{1, …, n} fixat şi coloanele i1<…<ik∈{1, …, n}. 
Dacă toţi minorii de ordin k care conţin aceste coloane ar fi nuli, atunci 
orice minor de ordin k+1 care conţine aceste coloane ar fi nul. Analog, 
orice minor de ordin k+2, care conţine aceste coloane ar fi nul, şi în 
final, det(A)=0, fals. Deci există un minor de ordin k cu elemente din 
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aceste coloane care este nenul. Rezultă că avem cel puţin k
nC  minori de 

ordin k nenuli (putem alege k
nC  sisteme de k coloane din n) şi atunci 

numărul total este cel puţin 2n-1. 
  

1.58. Fie P∈Mn(ℂ) o matrice inversabilă astfel încât AP = PB. 
Atunci: 
                        P = (zkj)k,j = (ukj+ivkj)k,j = U+iV, unde U, V∈Mn(ℝ). 
 Din relaţia A(U+iV) = (U+iV)B, separând partea reală şi partea 
imaginară, rezultă că AU = UB şi AV = VB.  

Fie polinomul cu coeficienţi reali f(x) =  det(U+xV). Deoarece 
f(i) = det(P) ≠ 0, rezultă că f este nenul şi deci există α∈ℝ cu 
proprietatea că f(α) ≠ 0.  

Atunci det(U+αV) ≠ 0, adică U+αV este o matrice inversabilă 
în Mn(ℝ). Dar A(U+αV) = AU+αAV = UB+αVB = (U+αV)B, deci A şi 
B sunt asemenea şi în Mn(ℝ).   
 

1.59. Inversabilitatea matricei A+B+In este echivalentă cu faptul 
că singura soluţie a sistemului liniar omogen (A+B+In)x = 0 este soluţia 
banală x = 0 (din ℂn).  

Presupunând că v este o soluţie, avem (folosind faptul că        
AB = BA şi inducţia matematică)  

                                      Bkv = (-1)k(In+A)kv.  
Astfel, v = B1998X = (In+A)1998v.  
Lemă. Polinoamele P(X) = (X+1)1998-1 şi Q(X) = X1997-1 sunt 

prime între ele. 
Demonstraţie. Fie z0 o rădăcină comună. Atunci |z0|=1 şi 

|z0+1|=1. Prin urmare, 0, 1 şi z0+1 sunt vârfurile unui triunghi 
echilateral. Rezultă de aici că arg(z0+1)∈{-π/3, π/3}. 

Deci  z0+1=
3

sin
3

cos ππ i+   sau  z0+1=
3

sin
3

cos ππ i−  . 

În ambele cazuri, 1997
0z ≠1, contradicţie.  

Conform lemei, există două polinoame R, S∈ℂ[X] cu 
proprietatea că R·[(X+1)1998-1]+S·[X1997-1] = 1. 
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 Atunci R(A)[(A+In)1998-In]+S(A)[A1997-In] = In în Mn(ℂ). 
Aplicând la cei doi membri pe v, obţinem în stânga 0 şi în dreapta v. 
Deci v = 0. 
 

1.60. (i). Evident. 
 (ii). Dacă V este un K-spaţiu vectorial de dimensiune n, atunci   
| V | = pn. Interpretând elementele lui GLn(K) drept mulţimea aplicaţiilor 
liniare inversabile pe V = Kn,  se observă imediat că | GLn(K) | este egal 
cu numărul sistemelor ordonate (e1, …, en) de elemente ale lui V ce 
constituie baze ale lui V peste K. Însă, pentru a alege o bază a lui V 
peste K, putem alege mai întâi pe e1 ca fiind orice element nenul al lui V 
(avem pn-1 posibilităţi), apoi pe e2 ca fiind orice element al lui V ce nu 
este de forma ae1, cu a∈K (avem pn-p posibilităţi); apoi pe e3 ca fiind 
orice element din V ce nu este de forma a1e1+a2e2, cu a1, a2∈K (avem 
pn-p2 posibilităţi) etc. 

                 Deci  | GLn(K) | = (pn-1)(pn-p)…(pn-pn-1).   
  (iii). Cum det(U) = det(V) = 1, deducem că U, V∈SL2(ℤ). 

   Prin calcul direct se verifică egalităţile: U-1 = 






 −
10
11

;            

V-1 = 







− 11

01
; Uk = 








10

1 k
; Vk = 








1
01

k
, pentru orice k∈ℤ, precum 

şi egalitatea:  

(⋆)     







−

−
10

01
= U-1V2U-1V2. 

Fie acum M = 







dc
ba ∈SL2(ℤ) cu ad-bc = 1.  

Vom demonstra prin inducţie matematică asupra lui |c| că M 
poate fi scrisă sub forma cerută de enunţ. Dacă |c| = 0, atunci ad=1 deci 

a = d = 1 sau a = d = -1, astfel că M = 







10

1 b
 = Ub, respectiv 

M= 







−

−
10

1 b
= 








−

−
10

01







 −
10

1 b
= U –1 V 2 U -1V 2U -b (ţinem cont de 

(⋆)). 
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Presupunem acum că |c|≠0 şi fie q, r∈ℝ astfel încât a=cq+r cu 

0≤r<c. Deoarece M1=V U -q-1M= 







−

+−−
qdbr

dqbcr )1(
.  

Conform ipotezei de inducţie putem scrie: mt
m

t TTM ⋅⋅= ...1
11  cu 

Ti∈{U, V}, ti∈ℤ, 1≤i≤m, de unde M=Uq+1V-1M1= Uq+1V-1 mt
m

t TT ⋅⋅ ...1
1 .

  
(iv). Cum det(W) = -1 deducem că W∈GL2(ℤ). Fie acum 

M∈GL2(ℤ) cu det(M) = 1 sau –1. Dacă det(M)=-1 cum şi det(W)=-1 
deducem că det(WM)=(-1)(-1)=1, deci WM∈SL2(ℤ) şi totul rezultă din 
(iii). 

Dacă det(M)=1, atunci M∈SL2(ℤ) şi din nou se aplică (iii). 
 

 1.61. (AB)2=














 −

400
400
411

, deci rang((AB)2) = 2 = 

= rang(A(BA)B)≤rang(BA)≤2, deci rang(BA) = 2, adică BA este 
inversabilă.  

Cum  (AB)3=














 −

800
800
811

, avem (AB)3-3(AB)2+2(AB)=0. 

Înmulţind la stânga cu B şi la dreapta cu A se obţine  
                                   (BA)4-3(BA)3+2(BA)2=0.  
Cum BA este inversabilă, rezultă (BA)2-3(BA)+2I2 = 0. Notând 

cu t = tr(BA), d = det(BA), avem (BA)2-t(BA)+dI2=0. Dacă d≠2, atunci 

t≠3 şi ar rezulta BA=
3
2

−
−

t
d ·I2   de unde  

            (AB)2 = ABAB = A·
3
2

−
−

t
d ·I2 ·B = 

3
2

−
−

t
d ·AB,  

ceea ce se observă că nu are loc. Deci d=2. 
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1.62.    
Avem: 

n

nnnnnnn

bbbb
rnararaa

rnararaa
rnararaa

D

...
)1(...2

...............
)1(...2
)1(...2

321

1111111

2222222

1111111

−−−−−−− −+++

−+++
−+++

=  

    

113121

1111

2222

1111

...
)1(...2

...............
)1(...2
)1(...2

bbbbbbb
rnrra

rnrra
rnrra

n

nnnn

−−−
−

−
−

=

−−−−

      

    

1
...

2

...
...............

...

...

)!1(

113
121

1111

2222

1111

−
−−

−

−=
−−−−

n
bbbb

bbb

rrra

rrra
rrra

n

n

nnnn

 

    

n

nn

ccbbb
ra

ra
ra

n

...
0...0
...............
0...0
0...0

)!1(

3121

11

22

11

−

−=

−−

 = 0, (dezvoltând pe D după 

ultima coloană). 
 

1.63. Presupunem prin absurd că A2+pA+qIn=On. Atunci din 

identitatea A2+pA+qIn= nn IqpIpA
4

4
2

22 −
−






 + , rezultă că 

nn IqpIpA
4

4
2

22 −
=






 + . Aplicând determinantul în ambii membri 
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obţinem 
n

n
qpIpA 







 −
=






 +

4
4

2
det

22

. Membrul stâng al egalităţii este 

pozitiv iar membrul drept al egalităţii este strict negativ deoarece         
p2-4q < 0 şi n este un număr natural impar, deci am obţinut o 
contradicţie. Rezultă deci că A2+pA+qIn≠On. 

 
1.64. Se obţine  A = B-In şi condiţia An = αA se poate scrie 

astfel:                          (B-In)n  = α(B-In)     
      sau nn

nn
n

n IBIBCB αα −=−++− − )1(...11 ,  
                 sau n

n
n

nn
n

n IIBBBCB )1()1(... 111 −−−=−−++− −− αα .  
            De aici putem scrie 
   ))1(())1(...( 11211 αα −−=−−++− +−−− n

nnn
nn

n
n IIIBCBB , de unde 

        (1) nnnn
nn

n
n IIIBCBB =

−−
⋅−−++−

+
−−−

α
α 1

1211

)1(
1))1(...( . 

Am ţinut cont că α≠±1 şi BnIn = InBn. Din relaţia (1) rezultă că 
matricea B are inversă la dreapta şi datorită faptului că B comută cu 
orice putere a sa, rezultă că această inversă la dreapta este inversă şi la 
stânga. Deci matricea B este inversabilă. 

 
1.65. Notăm kkk xixz sincos += , k∈{1, …, n}.  

Să observăm că k
p

k
kp z

z
a = şi 

         ixxxixxxzzz nnn =+++++++= )...sin()...cos(... 212121 . 

                Atunci

n
n

n
n
n

n
n

n

n

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

A

...
............

...

...

)det(

21

2
2

2
2

2
2
1

2

1

2

1

1

1

=      
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                                       







==

−−−

n
n

n
n

nn

n

zzz
V

zzz

zzz 1,...,1,1

1...11
............

1...11
1...11

21

11
2

1
1

21 , 

unde Vn este determinantul Vandermonde de ordinul n (s-au dat factori 

comuni z1, z2, …,zn pe linii şi  
nzzz

1,...,1,1

21
 pe coloane). Avem aşadar:  

        ∏
∏

∏
≤<≤

−−

≤<≤

≤<≤

−=

−

=









−=

npk
pknn

n

npk
pk

npk kp
zz

izzz

zz

zz
A

1
11

21

1

1
)(1

)...(

)(
11)det(  

şi ∏∏
≤<≤≤<≤

−=













−=

npk
kp

npk kp

zz
zz

A
11

)(11)det( ∏
≤<≤

−−=
npk

pk zz
1

))(1(  

               ∏
≤<≤

−
−−=

npk
pk

nn
zz

1

2
)1(

)()1( . 

Atunci det(A)∈ℝ ⇔ )det()det( AA =  ⇔ 1)1( 12
)1(

=− −
−

n
nn

i . 

Este necesar pentru aceasta ca n-1 să fie par ⇒ n impar. În plus, este şi 

suficient: n=2k+1 ⇒ 1)1()1(])1[()1( 21222
2)12(

=−=−−=− +
+

kkkkk
kk

i , 
ceea ce încheie soluţia. 
 

1.66. Presupunem că det(A+B)≥0 şi vom demonstra că 
det(An+Bn)≥0, oricare ar fi n∈ℕ* (cealaltă implicaţie fiind evidentă).  
Considerăm două cazuri după cum n este par sau n este impar. 

a) n par, adică n = 2p, p∈ℕ. Avem: 
        A2p+B2p = (Ap)2+(Bp)2 = (Ap +iBp)(Ap -iBp) = (Ap +iBp) )( pp iBA +   
şi trecând la determinanţi, rezultă: 
          det(A2p+B2p) = det(Ap +iBp) )det( pp iBA +  = | det(Ap+iBp)|2≥0. 

             b) n impar, adică n = 2p+1, p∈ℕ. Să notăm cu x0 = -1, x1, x2, 
…, x2p rădăcinile complexe ale ecuaţiei binome (1) x2p+1+1 = 0. Ţinând 
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seama de faptul că matricele A şi B comută, precum şi de relaţiile lui 
Viète pentru ecuaţia (1), putem scrie:  

∏ ∑∑
=

+−

≤<≤=

+ +−









+










−=−

p

j

pp

pkj
kj

p
p

j
j

p
j BBAxxBAxABxA

2

0

12212

20

2
2

0

12 ...)(

.                      = A2p+1+B2p+1 . 
Deoarece x0 = -1 iar rădăcinile x1, x2, …, x2p sunt două câte două 

conjugate, putem scrie identitatea obţinută sub forma: 

            (2)     ∏
=

++ +=−−+
p

j

pp
jj BABxABxABA

2

1

1212))(()( . 

Deoarece A şi B au elemente reale, avem pentru fiecare j∈{1, 2,… p}: 
=−− ))(det( BxABxA jj =−⋅− )det()det( BxABxA jj  

                                        = =−⋅− )(det)det( BxABxA jj  

                        = 0)det()det()det(
2

≥−=−⋅− BxABxABxA jjj , 

unde am notat cu X ∈Mk(ℂ) matricea obţinută din X∈Mk(ℂ) înlocuind 
elementele acesteia cu conjugatele lor. Deoarece şi det(A+B)≥0, 
trecând în (2) la determinanţi, rezultă 

         ∏
=

++ ≥+=−−+
p

j

pp
jj BABxABxABA

2

1

1212 0)det()))(det(()det( . 

 
1.67. Dacă n = 2, atunci se verifică uşor că pentru orice matrice 

A∈Mn(ℂ) avem (A*)* = A. Pentru n≥3 deosebim cazurile: 
            i) rang(A) = n. Notăm d=det(A). În acest caz A*= d·A-1⇒    
det(A*) = dn · det(A-1)= dn-1⇒ (A*)* = dn-1 ·(A*) -1= dn-1 ·d-1·A = dn-2 ·A şi 
atunci (A*)* = A ⇔ dn-2 ·A = A ⇔ dn-2 =1 ⇔ d este rădăcină de ordinul 
n-2 a unităţii; 
           ii) rang(A) = n-1. În acest caz presupunând A≠0 rezultă că există 
i, j∈{1, 2, …, n} a.î. aij≠0 (de fapt, există n-1 asemenea elemente) şi 
fixăm unul dintre ele. Înlocuim elementul aij fixat anterior cu aij +t şi 
astfel rezultă o nouă matrice notată A(t). În acest mod obţinem că 
detA(t) este o funcţie polinomială de gradul întâi în t şi detA(0) = 0.  
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Într-adevăr, dezvoltând detA(t) după linia i, avem: 
ijijininijijii ttAataatA Γ=Γ+=Γ++Γ+++Γ= )0(det...)(...)(det 11 . 

Procedând ca în cazul i), avem A*(t) = detA(t)(A(t))-1, pentru 
t≠0 şi (A*(t))* = (detA(t))n-2 A(t). Elementele lui A*(t) sunt funcţii 
continue în t de grad cel mult unu, deci elementele lui (A*(t))* sunt 
polinoame de grad cel mult n-1 în t. Atunci când t→0 rezultă că 
elementele lui (A*(t))* tind către elementele lui (A*(0))*, acestea fiind 
nule. Deci (A*)*= 0 ⇒A= 0. Contradicţie, şi prin urmare în acest caz     
A = 0. 

iii) rang(A) < n-1. În acest caz A* = 0 ⇒(A*)* = 0 şi deci        
(A*)* = A ⇔A = 0. 

 
 1.68. Dacă A, B∈Mn(ℂ) sunt simetrice (adică A = At şi B = Bt) 
atunci: 
  i) Dacă AB este simetrică avem că (AB)t = AB ⇒ BtAt = AB ⇒ 
⇒BA = AB. 

 ii) Dacă AB = BA, atunci (AB)t = BtAt = BA = AB. 
 
1.69. Prin calcul direct. 
 

 1.70. ,,⇒”. Să presupunem că rang(A)≤1. Dacă rang (A)=0, 
avem aij=0, oricare ar fi (i, j)∈{1, 2, …, m}×{1, 2, …, n}, deci putem 
lua x1=x2=…=xm=y1=y2=…=yn=0. Dacă rang (A)=1 există un element 
nenul akp, unde (k, p)∈{1, 2, …, m}×{1, 2, …, n} este fixată, iar toţi 
minorii de ordinul doi ai matricei date sunt nuli. Deoarece akp∈ℝ*, 
putem fixa xk∈ℝ*, yp∈ℝ* astfel încât akp=xkyp. Pentru fiecare i∈{1, …, 
m} vom nota 1−= pipi yax  şi pentru fiecare j∈{1, …, n} vom nota 

1−= kkjj xay . Rezultă aip=xiyp, i∈{1, 2, …, m}, respectiv akj=xkyj,      

j∈{1, 2, …, n}. Fie acum i∈{1, 2,…,m}-{k}, j∈{1, 2,…,n}\{p}. 
Scriind că minorul de ordin doi obţinut prin intersecţia liniilor k şi i cu 
coloanele p şi j este nul rezultă akpaij=aipakj. Această egalitate se scrie, 
echivalent, xkypaij=xiypxkyj, şi împărţind prin  xkyp∈ℝ*, obţinem aij=xiyj .  
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Am demonstrat deci că aij=xiyj, oricare ar fi (i, j)∈{1, 2, …, 
m}×{1, 2, …, n}. 
 ,,⇐”. Dacă există x1, x2, …, xm∈ℝ şi y1, y2, …, yn∈ℝ a. î. 
aij=xiyj, oricare ar fi (i, j)∈{1, 2, …, m}×{1, 2, …, n} se constată uşor că 
toţi minorii de ordinul doi ai matricei date sunt nuli, deci rang(A)≤1. 
 
 

 1.71. Cum 021
101

12
≠=

−
, rang(A)≥2. 

 Avem 
1101
512
21

−
λ

 = 3λ-9. Pentru λ≠3, rang(A) = 3, iar pentru 

λ=3, rang(A) = 2. 
 
 1.72. rang(A) = 2. 
  

1.73. Avem că rang(AB)≤min{rang(A), rang(B)}≤n<m, astfel 
că, în mod necesar, det(AB) = 0. 
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§2. Spaţii vectoriale. 
 

2.1. (i). Se verifică axiomele spaţiului vectorial (elementul nul 
fiind 1). 

(ii). Fie a > 1, a ≠ 1 ( deci a este nenul în V). Deoarece pentru 
orice x∈V (deci x > 0) există α∈ℝ a.î. x = α⊙a = aα ( şi anume               
α = logax) deducem că {a} este sistem de generatori. Dacă α⊙a = 1, 
atunci aα = 1 şi cum a ≠ 1 deducem că α = 0, adică {a} este liniar 
independentă peste ℝ. Deci {a} este o bază iar dimℝV = 1. 

 
2.2. (i), (ii). Se verifică axiomele spaţiului vectorial. 
 
2.3. Cum α ≠ 0 există α-1 în K. Astfel obţinem α-1(αx)=α-1⋅ 0 = 0 

⇔ (α-1α)x = 0 ⇔ 1⋅ x = 0 ⇔ x = 0. 
 
 2.4. Dacă x∈K şi α∈k atunci în mod evident αx∈K şi astfel 

(K,+) devine k - spaţiu vectorial, înmulţirea de pe K jucând rolul 
înmulţirii cu scalari. 

 
2.5. Deoarece, de exemplu, 0⋅1+ 3 4 ⋅ 3 2  + (- 3 2 )⋅ 3 4 = 0 

rezultă că vectorii {1, 3 2 , 3 4 } sunt  ℝ - liniar dependenţi. 
Fie a + b 3 2  + c 3 4  = 0, a,b,c∈ℚ, o combinaţie liniară nulă a 

elementelor {1, 3 2  , 3 4 }. Dacă unul din elementele a,b,c este zero, 
atunci obligatoriu şi celelalte sunt zero. 

Presupunem că a,b,c nu sunt toate nule. Înmulţind relaţia de mai 
sus cu 3 2  şi eliminând pe 3 4 între cele două relaţii, obţinem :  

(ab – 2c2) + (b2 – ac) 3 2 = 0 

şi deoarece a,b,c∈ℚ, obţinem sistemul:




=−
=−
0
02

2

2

acb
cab . Înmulţind prima 

ecuaţie cu c şi a doua cu b şi adunându-le, obţinem: 2c3 = b3 ceea ce 
arată că  3 2 este un număr raţional – contradicţie, de unde b = c = 0. 
Deducem imediat şi că a = 0, adică sistemul {1, 3 2 , 3 4 } este ℚ-liniar 
independent. 
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2.6. (i). Dacă α,β∈ℂ şi A,B∈Ms,n(ℂ), atunci cum (αA + βB)t
 =  

= αAt + βBt = αA + βB, deducem că αA+βB∈Ms,n(ℂ), deci Ms,n(ℂ) este 
subspaţiu vectorial al lui Mn(ℂ). 

Analog pentru Mas,n(ℂ). 
(ii). Pentru 1≤i,j≤n, i ≠ j, notăm prin Eij matricea ce are pe 

poziţiile (i,j) şi (j,i) pe 1 şi 0 în rest (acestea sunt în număr de 2
)1( −nn ). În 

mod evident aceste matrice sunt din Ms,n(ℂ). Dacă mai notăm prin Ei   

(1≤ i ≤n) matricea simetrică ce are 1 pe poziţia (i,i) şi 0 în rest, atunci 
{(Eij)

ji
nji

≠
≤≤ ,1 , (Ei)1≤i≤n} formează o bază pentru Ms,n(ℂ).  

Deci dimℂMs,n(ℂ) = 2
)1( −nn +n = 2

)1( +nn . 

Cum o matrice antisimetrică din Mas,n(ℂ) este de forma : 



















−−

−

0...
............

...0

...0

21

212

112

nn

n

n

aa

aa
aa

 

deducem că dacă notăm prin Fij(1≤i,j≤n, i ≠ j) matricea ce are 1 pe 
poziţia (i,j) (i < j) şi –1 pe poziţia (j,i), atunci {Fij}

ji
nji

≠
≤≤ ,1 ( ce are 2

)1( −nn  

elemente) formează o bază pentru Mas,n(ℂ), deci dimℂMas,n(ℂ) = 2
)1( −nn . 

(iii). Pentru orice M∈Mn(ℂ) notând M1 = 2
1 (M + Mt) şi               

M2 = 2
1 (M - Mt) se deduce imediat că M1∈Ms,n(ℂ), M2∈Mas,n(ℂ) şi      

M = M1 + M2, adică Mn(ℂ) = Ms,n (ℂ) + Mas,n(ℂ). 
 Dacă M∈ Ms,n(ℂ) ∩ Mas,n(ℂ), atunci M = Mt şi M = -Mt, , de 
unde M = On, adică Mn(ℂ) =  Ms,n(ℂ) ⊕ Mas,n(ℂ). 
 

2.7. Se probează imediat că dacă Mi = 







− ii

ii

ac
ba

∈V, cu 

ai,bi,ci∈ℝ (i=1,2) şi α,β∈ℝ, atunci αM1 + βM2∈V, adică V este 
subspaţiu vectorial al lui M2(ℝ).  
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 Scriind 







− ac
ba

=a 







−10
01

+b 







00
10

+c 







01
00

 deducem că 













−10
01

, 







00
10

,












01
00

⊆ V formează o bază pentru V şi deci 

dimℝV = 3. 
 

2.8. Rezultă imediat din teoria elementară a sistemelor 
Crameriene. 

 

2.9. (i). Trebuie ca 

3143
2224
023
1121

−
−

−
α

≠0. Dar determinantul se 

observă că  este nul indiferent de valorile lui α (căci linia 3 este suma 
liniilor 1 şi 4). Deci, cei patru  vectori nu pot genera un subspaţiu 
vectorial de dimensiune 4. 

(ii). Trebuie ca rang 



















−
−

−

3143
2224
023
1121

α
 = 3.  

Minorul de ordin 3: 
224
23
121

−
α = - 2α + 2, iar acesta este nenul 

dacă şi numai dacă α ≠ 1. Deci, dacă α ≠ 1 cei patru vectori formează un 
subspaţiu de dimensiune 3. Dacă α = 1, rangul este 2. 

 
2.10. Fie M matricea formată din coordonatele celor trei matrice 

din M2(ℝ)  (în raport cu baza canonică din M2(ℝ)): 

M = 
















− 2110
112

101
β

α
. 

Ca matricele să fie liniar independente trebuie ca sistemul: 
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x1 







1
01

α
+x2 








β1
12

+x3 






 −
21
10

= 







00
00

 

⇔ 











=++
=++

=−
=+

02
0

0
02

321

321

32

21

xxx
xxx

xx
xx

β
α

 

să aibă solutia banală. Acest lucru se întâmplă dacă rang (Mt) = 3 ⇔      
α ≠ 1 sau β ≠ 0. 
 

2.11. Alegem ai = (ai1, ai2, ai3, ai4), i = 3, 4, a.î.:  

44434241

34333231

0211
2011

aaaa
aaaa

−
≠0 (conform problemei 2.8.) 

 Putem alege, de exemplu, a3 = (1, 1, 1, 0) şi a4 = (0, 1, 1, 0) 
deoarece : 

0110
0111
0211
2011

−
= -2

110
111
211 −

= -2 ⋅ 3 = -6 ≠ 0. 

 
2.12. Fie {c1,…,cn}⊆ V1∩V2 o bază pe care o completăm cu 

vectorii a1,….,ap,b1,…,bq a.î. {c1,…,cn, a1,….,ap} ⊆ V1 este bază, iar  
{c1,…,cn, b1,…,bq}⊆V2 este bază.  

Se arată acum uşor că {c1,…,cn, a1,….,ap, b1,…,bq} este bază 
pentru V1 + V2, astfel că relaţia din enunţ se verifică. 

 
2.13. Conform problemei 2.12. avem: 
            dimK(V1∩V2) ≥ p + q – n > 0, de unde concluzia. 
 
2.14. (i). Avem că o matrice din M1 este de forma: 
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















33

2322

131211

00
0

a
aa
aaa

  

şi se arată uşor că o combinaţie liniară de astfel de matrice este de 
aceeaşi formă. 

(ii). Dacă notăm prin Eij matricea ce are 1 pe poziţia (i,j) şi 0 în 
rest pentru i ≥ j, atunci {Eij}1≤j≤i≤3 este o bază pentru M1 şi deci 
dimℝM1=6. 

(iii). Dacă notăm M2 = Ms,3(ℝ), avem că:  

M2∩M1 = Ms,3(ℝ)∩M1 = 
















≤≤∈















31,

00
00
00

33

22

11

iRa
a

a
a

ii   

şi deducem imediat că matricele:  

               E11 = 
















000
000
001

, E22 = 
















000
010
000

, E33 = 
















100
000
000

 

formează o bază pentru M2∩M1, deci dimℝ(M2∩M1) = 3. 
 Conform problemei 2.12. avem că : 
dimℝ(M1 + M2) = dimℝ(M2) + dimℝ(M1) - dimℝ(M2∩M1) = 2

43⋅ +6–3 = 9 
iar o bază pentru M2 + M1 este dată de: {E11, E22, E33, F12, F13, F23, E12, 
E13, E23} unde Fij este matricea ce are pe poziţiile (i, j) şi (j, i) 1 iar în 
rest 0, iar Eij au fost definite la (i). 
 

2.15. Dacă α1,α2,α3∈K şi α1(x1+x2) + α2(x2+x3) + α3(x3+x1) = 0, 
atunci: (α1 + α3)x1 + (α1 + α2)x2 + (α2 + α3)x3 = 0, de unde  α1 + α3 = α1 + 
+α2 = α2 + α3 = 0, adică α1 + α2 + α3 = 0 şi apoi α1 = α2 = α3 = 0.  

  
2.16. (i). Se verifică axiomele spaţiului vectorial prin calcul 

direct. 
(ii). Fie α1,…,αn∈ℝ a.î. (1)  α1e 1λ x +… + αne nλ x = 0, pentru 

orice x∈ℝ .  
Făcând pe x = 0 obţinem că  α1+… + αn = 0. 
Derivând în (1) în raport cu x obţinem:  
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(2) λ1α1e 1λ x +… +λnαne nλ x = 0.   
 Făcând pe x = 0 în (2) obţinem λ1α1

 +… + λnαn= 0. 
 Continuând procedeul şi făcând de fiecare dată x = 0, obţinem 
sistemul omogen: 














=++

=++
=++

=++

−− 0...
.........................

0...
0...

0...

1
1

1
1

2
1

2
1

11

1

n
n
n

n

nn

nn

n

αλαλ

αλαλ
αλαλ

αα

 

ce are numai soluţia banală α1 = …= αn = 0. 
 (iii). a). Dacă α,β∈ℝ şi αsin x + βcos x = 0 pentru orice x∈ℝ, 
atunci pentru x = 0 obţinem β = 0 iar pentru x = π/2 obţinem α = 0. 
 b). Dacă α,β,γ∈ℝ şi  (∗) α + βsin x + γcos x = 0 pentru orice 
x∈ℝ, atunci derivând relaţia (∗) obţinem βcos x - γsin x = 0, de unde      
β = γ = 0 ( conform cu a).), iar apoi α = 0. 
 c). Vom demonstra prin inducţie matematică după n că dacă 
α0,α1,…,αn∈ℝ a.î. (∗) α0 + α1cos x + …+ αncos nx = 0 pentru orice 
x∈ℝ, atunci α0 = α1 = …= αn = 0. 
 Pentru n = 0,1- totul este evident. 
 Derivând de două ori (∗) obţinem ; 
 (∗∗)  α1cos x + 22α2cos 2x + …+ n2 αn cos nx = 0 pentru orice 
x∈ℝ. 
 Din (∗) şi (∗∗) deducem că:   

n2α0 + (n2α1- α1)cos x + …+(n2αn-1-(n-1)2αn-1)cos(n-1)x = 0 
pentru orice x∈ℝ ⇔ n2α0+(n2-1) α1cos x + …+( 2n-1) αn-1cos (n-1)x =0. 

Conform ipotezei de inducţie deducem că α0 = α1 = …= αn-1 = 0   
( căci 2n – 1 ≠ 0); înlocuind în (∗) şi făcând pe x = 0 obţinem că şi         
αn = 0. 

d), e), f), g) se probează analog. 
 
2.17. Din relaţia dimK(V1+V2)=dimKV1+dimKV2- dimK(V1∩V2) 

(conform problemei 2.12.) şi dimK(V1+V2) ≤ dimKV = n, ţinând cont că 
dimKV1 = dimKV2 = n-1, deducem că dimK(V1∩V2) ≥ n-2. 
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 Dacă dimK(V1∩V2) = n-1, folosind incluziunile V1∩V2⊂V1, 
V1∩V2⊂V2 şi egalităţile dimKV1 = dimKV2 = n-1 ar rezulta că  V1 = V2 = 
=V1∩V2, ceea ce ar contrazice ipoteza V1 ≠ V2. De asemenea, dacă 
dimK(V1∩V2) = n, având în atenţie incluziunile V1∩V2 ⊂ V1 ⊂ V şi  
V1∩V2 ⊂ V2 ⊂ V ar rezulta că V1 = V2 =V ceea ce este fals deoarece     
V1 ≠ V2.  
 Deci, dimK(V1∩V2) = n-2 şi astfel  

dimK(V1+V2) = dimKV1 + dimKV2 - dimK(V1∩V2) = n, 
adică V1 + V2 = V. 
 

2.18. Din problema 2.12. avem :  
dimK(V1+V2)=dimkV1+dimKV2-dimK(V1∩V2), 

de unde dimK(V1∩V2) = p + q – p –r  = q – r. 
 Vectorii cr+1,…,cq aparţin lui V1∩V2. Demonstrăm că ei sunt 

liniar independenţi. Din ∑
+=

q

ri
i

1
λ ci = 0 rezultă ∑

+=

q

ri
i

1
λ (bi-∑

=

r

j
ij

1

β bj) = 0 şi din 

liniar independenţa vectorilor din B2 rezultă că λr+1 = … = λq = 0, deci 
{cr+1,…,cq} este o bază a lui V1∩V2. 
    

2.19. Subspaţiul V1+V2 este generat de sistemul {a1, a2, a3, b1, 

b2, b3}. Deoarece 

0100
1110
0011
1001

 ≠ 0 rezultă că {a1, a2, a3, b1} este o bază 

pentru V1+V2. 
Avem: b2 = a1 + a2 + a3 – b1 şi b3 = 2a1 + 2a3 – b1, deci vectorii   

c1 = a1 + a2 + a3 = (1, 2, 2, 1) şi c2 = 2a1 + 2a3 = (2, 2, 2, 2) constituie o 
bază a subspaţiului V1∩V2. 

 
2.20. Fie S = V1 + V2. În mod evident {a1, …,ak, b1,…,bl} 

formează un sistem de generatori pentru S. Cum vectorii a1, …,ak sunt 
liniar independenţi vom adjuncţiona la aceştia acei vectorii b1,…,bt       
(t ≤ l) a.î. indK{a1, …,ak, b1,…,bs-k} şi astfel {a1, …,ak, b1,…,bt} va fi o 
bază pentru S (renumerotând eventual vectorii b1,…,bs-k dacă este 
cazul). Deci dimK(V1+V2) = s = k+t ≤ n. 
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Fie D = V1∩V2 şi să considerăm ecuaţia : 
(1) x1a1 + … + xk ak = y1b1 + … + ylbl care este echivalentă cu n  

sisteme omogene în k+l necunoscute: x1,…,xk,y1,…,yl şi de rang s = k+t. 
Deoarece primele s coloane ale matricei sistemului (1) sunt 

liniar independente ( deci cel puţin un minor de ordin s format cu 
elemente ale acestor coloane este diferit de zero) putem considera că 
ultimele k + l – s = d necunoscute ys-k+1, …, yl sunt secundare. Putem 
găsi pentru (1) următoarele mulţimi de soluţii fundamentale: 

(2) xi1,xi2,…,xik, yi1,yi2,…, yil (i = 1,2,…,d) a.î. : 

  
dlksd

lks

yy

yy

......
.....................

.......

1,

11,1

+−

+−

≠0. 

Atunci o bază pentru D = V1∩V2 este formată din vectorii 

ci=∑
=

l

j
ijy

1

bj, cu 1≤i≤d. Conform celor de mai înainte avem: 

(i). În acest caz baza pentru V1+V2 este formată din a1,a2,b1, iar 
pentru V1∩V2 este formată dintr-un singur vector c = 2a1+a2 = b1+b2 = 
=(3, 5, 1). 

(ii). În acest caz baza pentru V1+V2 este formată de exemplu din 
a1, a2, b1, b2 iar pentru V1∩V2 este formată de exemplu din                   
b1= -2a1 + a2  + a3 şi b3 = 5a1 - a2 - 2a3. 

(iii). Baza pentru V1+V2 constă, de exemplu, din vectorii a1, a2, 
a3, b1, iar pentru V1∩V2 din vectorii c1= a1+ a2 + a3 = b1 + b2 = (1,2,2,1) 
şi  c2 = 2a1+2a3 = b1 + b3 = (2,2,2,2). 

   
2.21. (i). Se verifică uşor că indℝ{a1, a2, a3} şi indℝ{b1, b2, b3} şi 

cum dimℝℝ3 = 3, atunci B1 şi B2 sunt baze în ℝ3. 
(ii).  Punem  bi = αi1a1 + αi2a2 + αi3a3, i = 1,2,3, şi scriind pe 

componente, obţinem trei sisteme liniare fiecare cu trei ecuaţii şi trei 
necunoscute. De exemplu, pentru i = 1 avem: 









=++−
=+
=−

3
22

1

131211

1211

1311

ααα
αα
αα

de unde α11 = -1, α12 = 4, α13 = -2. 

Analog se obţin: α21 = -1, α22 = 1, α23 = -2 şi α31 = -3/2, α32 = 2,     
α33 = -7/2 . 
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Astfel, matricea de trecere de la B1 la B2 este : 

            A = 
















−−−

−−−

2/722
214

2/311
. 

Analog se obţine şi matricea de trecere de la B2 la B1 (care este 
de fapt A-1). 

(iii). Scriem x = α1a1 + α2a2 + α3a3 şi rezultă că α1 = -1/2, α2 =2,  
α3 = -3/2. Deci coordonatele lui x în baza B1 vor fi x

1B = (-1/2, 2, -3/2) 
iar ale lui x în baza B2 vor fi x

2B = A-1 x
1B  = (1/3, -4/3, 1). 

 
2.22.  Avem tabelul: 
                 
B c1 c2 c3 c4 c5 

e1 
e2 
e3 
e4 

-1 
-2 
-3 
-5 

2 
4 
6 
12 

1 
2 
3 
6 

0 
2 
2 
4 

2 
0 
2 
4 

c1 
e2 
e3 
e4 

1 
0 
0 
0 

-2 
0 
0 
2 

-1 
0 
0 
1 

0 
2 
2 
4 

-2 
-4 
-4 
-6 

c1 
e2 
e3 
c4 

1 
0 
0 
0 

-2 
-1 
-1 
1/2 

-1 
-1/2 
-1/2 
1/4 

0 
0 
0 
1 

-2 
-1 
-1 

-3/2 
 

 Cum c2 şi c3 nu mai pot intra în baza {c1,e2,e3,c4} deducem că 
rang(A) = 2. 
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2.23. Avem tabelul: 
 

 

 
Dacă α = 3 atunci α – 3 = 0 , însă 9

217 +α = 3
14   astfel că c3 intră în 

bază în locul lui e4 şi rang(A) = 3. Dacă  α ≠ 3 se continuă pivotarea: 
 

B c1 c2 c3 c4 

c1 
c2 
e3 
e4 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

5/9 
-7/9 
α-3 

9
217 +α

 

 2/9 
 8/9 

0 

9
248 −− α

 
c1 
c2 
c3 
e4 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 

  0 

0 
0 
1 
0 

  2/9 
  8/9 

0 

9
248 −− α

 
                             
Dacă α = -3, atunci 9

248 −− α = 0 şi deci rang(A) = 3. 
Dacă α ≠ -3, atunci 9

248 −− α  ≠ 0 şi deci rang(A) = 4 ( şi c4 intră în 
bază în locul lui e4 ). 

B c1 c2 c3 c4 

e1 
e2 
e3 
e4 

1 
4 
5 
3 

2 
-1 
1 
α 

-1 
3 

α-1 
4 

2 
0 
2 
-2 

c1 
e2 
e3 
e4 

1 
0 
0 
0 

2 
 -9 
 -9 
α-6 

-1 
7 

α+4 
7 

2 
 -8 
 -8 
 -8 

c1 
c2 
e3 
e4 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

  5/9 
-7/9 
α-3 

9
217 +α

 

 2/9 
 8/9 

0 

9
248 −− α
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2.24. Avem tabelul: 
 
B a1 a2 a3 x 
e1 
e2 
e3 

1 
2 
3 

 1 
 1 
 1 

-1 
0 
1 

1 
3 
-1 

a1 
e2 
e3 

1 
0 
0 

-1 
 3 
 4 

-1 
2 
4 

1 
1 
-4 

a1 
a2 
e3 

1 
0 
0 

0 
 1 
 0 

-1/3 
2/3 
4/3 

4/3 
1/3 

-16/3 
a1 
a2 
a3 

1 
0 
0 

0 
 1 
 0 

0 
0 
1 

0 
3 

  -4 
 

Deci {a1, a2, a3} formează o bază în ℝ3 iar coordonatele lui x în 
raport cu această bază sunt (0,3,-4). 

 
2.25. Avem tabelul: 
 
B c1 c2 c3 e1 e2 e3 

e1 
e2 
e3 

1 
0 

-1 

 2 
 1 
 0 

-1 
1 
1 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

a1 
e2 
e3 

1 
0 
0 

 2 
 1 
 2 

-1 
1 
0 

1 
0 
1 

0 
1 
0 

0 
0 
1 

a1 
a2 
e3 

1 
0 
0 

0 
 1 
 0 

-3 
1 

 -2 

1 
0 
1 

-2 
 1 
 -2 

0 
0 
1 

a1 
a2 
a3 

1 
0 
0 

0 
 1 
 0 

0 
0 
1 

 -1/2 
  1/2 
 -1/2 

1 
0 
1 

-3/2 
1/2 
-1/2 
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Deci, matricea A este inversabilă şi inversa ei este matricea  
 

  A-1 = 
















−−

−−

2/112/1
2/102/1
2/312/1

. 

 
2.26. (i). Faptul că Vn este un ℂ - spaţiu vectorial se arată uşor. 

Mulţimea {1,X,X2,…,Xn} este o bază a acestui spaţiu căci fiecare 
polinom f∈Vn se exprimă în mod unic sub forma  

     f = a0 + a1X + …+anXn, cu ai∈ℂ, deci dimℂVn = n +1. 
(ii). Arătăm mai întâi că B este o mulţime liniar independentă. 

Fie λ0,λ1,…,λn∈ℂ a.î. : 
(1) λ0 + λ1(X-a) + … + λn(X-a)n = 0. 

Egalitatea (1) se mai scrie:  
λ0 = - (X-a)[ λ1 + … +λn(X-a)n-1]. 

Dacă λ0 ar fi nenul, trecând la grade ar rezulta că grad λ0 ≥ 1, 
contradicţie cu faptul că λ0 este un polinom constant. Deci λ0=0. 
Egalitatea (1) devine λ1(X-a) + … + λn(X-a)n = 0 şi împărţind prin 
polinomul nenul X-a (căci ℂ[X] este domeniu de integritate) obţinem : 

(2)  λ1 + … + λn(X-a)n-1 = 0. 
Procedând ca mai sus obţinem că λ1 = 0 şi continuând 

raţionamentul obţinem că λ0 = λ1 = …= λn = 0, deci B este liniar 
independentă. 

Arătăm acum că B este un sistem de generatori al spaţiului Vn. 
Fie f∈Vn un polinom oarecare. Polinomul g(X) = f(X+a) va avea gradul 
cel mult n, deci putem scrie g(X) = a0 + a1X + …+ anXn cu ai ∈ℂ,            
i = 1,2,…,n. Deci f(X+a) = a0 + a1X + …+ anXn şi facând schimbarea 
X→ X-a obţinem: 

(3)   f = a0 + a1(X – a) + …+ an (X-a)n. 
Deci B este o bază pentru Vn. 
(iii). Fie f∈Vn care se exprimă în raport cu baza B prin relaţia 

(3). Atunci a0 = f(a). Derivând formal în (3) obţinem: 
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(4)    f ′ = a1 + 2a2(X – a) + …+ nan (X-a)n-1 
de unde obţinem a1 = f′(a). Derivând formal în (4) găsim că a2 = !2

)(af ′′ . 

Continuând raţionamentul găsim ak = !
)()(

k
af k

 pentru k = 0, 1, …, n.  
Deci polinomul f se scrie în raport cu baza B astfel: 

 f = f(a) + !1
)(af ′ (X - a) + !2

)(af ′′ (X – a)2 + … + !
)()(

n
af n

(X – a)n. 
 

2.27. Să presupunem mai întâi că M este un ℂ - spaţiu vectorial. 
Cum elementul nul din acest spaţiu va fi chiar funcţia nulă 0M:ℂ→ℂ, 
0M(z) =0, oricare ar fi z∈ℂ, luând f = 0M vom avea  

      α1⋅0M(1) + α2⋅0M(2) + … + αt⋅0M(t) = β, adică β = 0. 
Reciproc, presupunem că β = 0 şi să demonstrăm că M este un 

ℂ-spaţiu vectorial. Se constată repede că adunarea funcţiilor şi 
înmulţirea unei funcţii cu un scalar sunt respectiv operaţie internă şi 
externă pe M. 

De exemplu, pentru adunare, dacă f, g∈M atunci: 
α1f(1) + α2f(2) + …+ αtf(t) = 0 
α1g(1) + α2g(2) + …+ αtg(t) = 0 

ceea ce duce prin adunare la α1(f+g)(1)+α2(f+g)(2)+…+αt(f + g)(t) = 0, 
adică f + g∈M.  
 Faptul că (M, +) este grup abelian se arată uşor. De asemenea 
celelalte axiome de spaţiu vectorial sunt imediate, deci M este un spaţiu 
vectorial peste corpul ℂ. 

 
2.28. (i). Dacă f,g∈Vn atunci grad(f + g) ≤ max(grad(f), grad(g)) 

deci f + g∈Vn. Dacă λ∈ℤp şi f∈Vn, avem grad(λf) ≤ grad(f), deci 
λf∈Vn. Astfel, adunarea polinoamelor este o operaţie internă pe Vn iar 
înmulţirea cu scalari din ℤp este o operaţie externă. 

Se verifică imediat toate axiomele structurii de spaţiu vectorial , 
deci Vn este un ℤp- spaţiu vectorial.  

Dacă f ′, g′∈V′ atunci f′ - g′ = (f – g)′∈V′, iar pentru λ∈ℤp şi 
f′∈V′ avem λf′ = (λf)′∈V′. Rezultă că V′ este un subspaţiu vectorial al 
lui Vn. 

(ii). Evident |Vn| = pn+1, deci dimensiunea lui Vn este n+1. 
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Pentru V′ observăm că derivata oricărui polinom                       
f = 10 ˆˆ aa + X+…+ nâ Xn ∈Vn este un polinom f ′ = 10

ˆˆ bb + X+…+     
+ 1

ˆ
−nb Xn-1∈Vn în care lipsesc termenii ce conţin pe Xap-1, a∈ℕ ( pentru 

că un astfel de termen ar proveni din derivarea unuia ce conţine pe Xap, 

deci ar începe cu 
∧

ap = 0̂ ).  

Reciproc, orice polinom de tipul g = 10
ˆˆ bb + X+…+ 1

ˆ
−nb Xn-1∈Vn 

în care lipsesc termenii cu Xap-1, a∈ℕ, este derivata unui polinom din 

Vn. Într-adevăr, dacă i∈{0, 1, …, n-1}, i ≠ ap-1, avem 
∧
+ 1i ≠ 0̂  şi atunci 

un termen ib̂ Xi provine din derivarea termenului ib̂ (
∧
+ 1i )-1Xi+1.  

În concluzie, am demonstrat egalitatea de mulţimi: 
      V′ = {g | g = 10

ˆˆ bb + X+…+ 1
ˆ

−nb Xn-1, ib̂ ∈ℤp, 0̂...ˆˆ
121 === −− pp bb }. 

Dar numerele de forma ap-1, cu a∈ℕ, care nu îl depăşesc pe n-1 
sunt în număr de [n/p] ( căci avem ap-1 ≤ n-1 ⇔ a ≤ n/p ⇔                    
1 ≤ a ≤ [n/p]). 

Pentru ceilalţi indici i∈{0,1,…,n-1}, cu i ≠ ap-1, elementele ib̂  
parcurg independent ℤp, deci fiecare asemenea ib̂  poate lua p valori. 
Rezultă că |V′| = pn-[n/p], deci dimensiunea spaţiului vectorial V′ este     
n-[n/p]. 

 
2.29. (i). Se verifică uşor axiomele spaţiului vectorial . 
(ii). Sistemul considerat are determinantul Vandermonde şi 

acesta este nenul deoarece  ri ≠ rj pentru i ≠ j. Aşadar sistemul se rezolvă 
prin regula lui Cramer şi are soluţie unică (A1,A2,…, Ak). 

Egalitatea: 
(1) xn = A1r n

1  + A2r n
2  + …+Akr n

k           
 se probează prin inducţie după n. Pentru n∈{0, 1, …, k-1} această 
egalitate deja funcţionează. 

Fie acum n ≥ k. Presupunem (1) adevărată pentru 0, 1, 2, …, n-1 
şi o vom demonstra şi pentru n. Folosind relaţia de recurenţă, avem: 

xn = -
ka

1 (ak-1xn-1 + ak-2xn-2 + ….+a1xn-k+1 + a0xn-k).  

Folosind ipoteza de inducţie, putem continua astfel: 
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xn = -
ka

1 [ak-1(A1r 1
1

−n  + A2r 1
2

−n  + …+Akr 1−n
k ) + ak-2(A1r 2

1
−n  + 

+A2r 2
2

−n  + …+Akr 2−n
k ) + …+ a1(A1r 1

1
+−kn  + A2r 1

2
+−kn  + …+Akr 1+−kn

k ) + 
+a0(A1r kn−

1  + A2r kn−
2  + …+Akr kn

k
− )] = -

ka
1 [A1(ak-1r 1

1
−n  + ak-2r 2

1
−n   + … 

+a1r 1
1

+−kn + a0r kn−
1 ) + A2(ak-1r 1

2
−n + ak-2 r 2

2
−n  + … + a1r 1

2
+−kn  + a0 r kn−

2 ) + 
… +Ak(ak-1 r 1−n

k + ak-2 r 2−n
k +…+ a1 r 1+−kn

k + a0 r kn
k

− )]. 
Ţinând seama că r1,r2,…,rk verifică ecuaţia caracteristică, putem 

considera mai departe: 
xn = -

ka
1 [ A1r kn−

1 (-akr k
1 ) + A2r kn−

2 (- akr k
2 ) + …+ Akr kn

k
− (- akr k

k )] 

    = A1r n
1  + A2r n

2  + …+Akr n
k ,  

ceea ce arată că relaţia este adevărată pentru orice n. 
(iii). Egalitatea de la (ii) arată că orice şir (xn)n≥0∈S se scrie în 

mod unic ( căci A1, A2, …, Ak sunt unic determinaţi în funcţie de şirul 
(xn)n≥0) drept combinaţie liniară de şirurile (r n

1 )n≥0, (r n
2 )n≥0,…, (r n

k )n≥0 cu 
coeficienţii A1, A2, …, Ak. Aceasta înseamnă că mulţimea B a acestor 
şiruri este o bază a spaţiului vectorial S. În concluzie, dimensiunea 
acestui spaţiu vectorial este k, deci este egală cu gradul ecuaţiei 
caracteristice. 
 

2.30. Dacă A este de forma A = XY – YX, atunci un calcul 
direct ne arată că tr(A) = 0. 

Reciproc, fie A∈Mn(ℂ), A ≠ αIn (α ≠ 0) cu tr(A) = 0. Utilizând 
inducţia matematică după n, se arată mai întâi că există o matrice 
nesingulară S∈Mn(ℂ) a.î. S-1AS are toate elementele de pe diagonala 
principală egale cu zero, adică: 

SAS-1 = 



















0...
............

...0

...0

21

221

112

nn

n

n

aa

aa
aa

. 

 Într-adevăr, din faptul că A ≠ αIn, pentru α ≠ 0, deducem că 
există un vector u∈ℂn  a.î. Au şi u să fie liniar independenţi. 



 90  

Considerând o bază a lui ℂn din care fac parte vectorii Au şi u, deducem 
că A este asemenea cu o matrice de forma : 

A′ = 























nnn

n

n

n

γγ

γγ
γγ
γγ

...0
............

...0

...1

...0

2

332

222

112

= 







ΓQ
P0

. 

 Evident, tr(A′) = tr(Γ) = 0. Dacă prin inducţie matematică 
presupunem că Γ = S-1Γ ′S cu Γ ′ având toate elementele de pe 
diagonala principală egale cu 0, atunci toate elementele de pe diagonala 
principală  a matricii: 

  A′′ = 
1

0
01 −









S

A′ 







S0
01

 = 







−− PSSQS
PS
11

0  

sunt egale cu 0; evident, A este asemenea cu A′, care este asemenea cu 
A′′. 

Putem deci presupune că A = 



















0...
............

...0

...0

21

221

112

nn

n

n

aa

aa
aa

. 

Alegem X = 



















nα

α
α

...00
............
0...0
0...0

2

1

, cu α1, …, αn ∈ℂ, arbitrare, 

distincte două câte două, şi Y de forma Y = 
















nnn

n

yy

yy

...
.........

...

1

111

. 

Egalitatea A = XY – YX are loc pentru yij = 
ji

ij

αα
α
− , dacă  i ≠ j. 
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§3. Aplicaţii liniare. 
 

3.1. Evident. 

3.2. (i)⇒(ii). Alegem B = {e1} bază în V. Avem f(e1)∈V, deci 
f(e1) = αe1. Fie x∈V oarecare.  

Atunci x = βe1, deci f(x) = f(βe1) = βf(e1) = βαe1 = αx, pentru 
orice x∈V. 

(ii)⇒(i). Presupunem prin reducere la absurd că dimV > 1, deci 
putem considera baza B = {e1, e2, e3, …} a lui V cu cel puţin două 
elemente diferite.  

Luăm f : V → V a.î. f(e1) = e1  

                                  f(e2) = 2e2  

                                  …………. 

                                  f(ei) = 2ei,   

şi conform ipotezei trebuie să găsim α∈K a.î. f(x) = αx, cu α ≠ 0 (căci     
f ≠ 0).  

            În particular, e1 = αe1, 2e2 = αe2, … Deci α = 1 şi atunci 2e2 = e2 
⇒ e2 = 0, absurd. 

 

3.3. (i)⇒(ii). Fie S⊆V a.î. indKS şi să demonstrăm că indKf(S). 
Dacă x1,…, xn∈S şi α1,…, αn∈K a.î. α1f(x1) + … + αnf(xn) = 0 ⇒    
f(α1x1 + … + αnxn) = 0 = f(0) ⇒α1x1+ …+αnxn = 0 ⇒ α1 = … = αn = 0. 

(ii)⇒(iii). Fie x∈Ker(f) (deci f(x) = 0). Dacă x ≠ 0, cum indK{x} 
ar trebui ca şi indK{f(x) = 0} – absurd, deci x = 0, adică Ker(f) = {0}. 

(iii)⇒(i). Evident. 
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Am demonstrat astfel că (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii).  

(i)⇒(iv). Să presupunem că f verifică (iv) şi totuşi f nu este ca 
funcţie o injecţie. Atunci Ker(f) ≠ {0} şi considerând diagrama 

VVfKer f

h

g

′→
→
→

)( , cu g = incluziunea şi h = morfismul nul 

(adică h(x) = 0 pentru orice x∈Ker(f)) avem în mod evident f∘g=f∘h=0 
şi totuşi g ≠ h -absurd. 

 

3.4. (i)⇔(ii) ca şi (i) ⇒(iii) sunt evidente.  

(iii)⇒(i). Să presupunem că f verifică (iii) şi totuşi f nu este 
surjectivă (adică Im(f) ≠ V´). 

Considerăm diagrama )Im( f
VVVV

h

g
f ′=′′

→
→

′→ , unde g 

este morfismul nul iar h surjecţia canonică. Cum Im(f) ≠ V´ avem g ≠ h 
şi cum în mod evident g∘f = h∘f = 0, obţinem o contradicţie, de unde 
deducem că f este în mod obligatoriu surjecţie. 

 

3.5. Faptul că D şi I sunt aplicaţii liniare este imediat. 
Reamintim că baza canonică a lui ℝn[X] este {1, X, …, Xn}. Cum     
D(1) = 0, D(X) = 1, …, D(Xn) = nXn-1 deducem că matricea ataşată lui D 

în raport cu bazele canonice este:  



















n...000
...............
0...200
0...010

∈Mn,n+1(ℝ). 

Deoarece I(1) = X, I(X) = 
2
1 X2, …, I(Xn) = 

1
1
+n

 Xn+1 deducem 

că matricea ataşată lui I în raport cu bazele canonice este: 
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























+1
1...00
............

0...
2
10

0...01
0...00

n

∈Mn+2,n+1(ℝ). 

3.6. (i). Fie x∈M a.î. β(x) = 0. Din γ∘g = v∘β deducem că 
γ(g(x)) = v(β(x)) = v(0) = 0 şi cum γ este monomorfism deducem că 
g(x) = 0 ⇔ x∈Ker(g) = Im(f), deci x = f(x´) cu x´∈M´.  

Din β∘f = u∘α deducem că β(f(x´)) = u(α(x´)), adică 0 = β(x) =           
= u(α(x´)) ⇒ α(x´)∈Ker(u) = {0} ⇒ α(x´) = 0 ⇒ x´∈Ker(α) = {0} ⇒   
x´ = 0, astfel că x = f(x´) = f(0) = 0. Deci Ker(β) = {0}, adică β este 
monomorfism (conform problemei 3.3.) 

(ii). Fie y∈N. Atunci v(y)∈N´´ şi cum γ şi g sunt epimorfisme 
v(y) = γ(x´´) şi x´´ = g(z) cu x´´∈M´´ şi z∈M. Astfel v(y) = γ(g(z)) =    
= (γ∘g)(z) = (v∘β)(z) = v(β(z)), de unde deducem că y-β(z)∈Ker(v) = 
=Im(u), adică y-β(z) = u(t) cu t∈N´. Cum α este epimorfism putem scrie 
t = α(x´) cu x´∈M´.  

Din β∘f = u∘α deducem că β(f(x´)) = u(α(x´)) = u(t) = y-β(z) 
deci y = β(f(x´))+β(z) = β(f(x´)+z), adică β este epimorfism. 

(iii). Fie y´∈N´. Cum β este epimorfism putem scrie             
u(y´) = β(x) cu x∈M. Din γ∘g = v∘β deducem că γ(g(x)) = v(β(x)) =       
= v(u(y´)) = (v∘u)(y´) = 0 (căci Ker(v) = Im(u)). Cum γ este 
monomorfism deducem că g(x) = 0, adică x∈Ker(g) = Im(f) ⇒ x = f(x´) 
cu x´∈M´. Cum β∘f = u∘α ⇒ β(x) = β(f(x´)) = u(α(x´)). Deducem că 
u(y´) = u(α(x´)) şi cum u este monomorfism rezultă că y´ = α(x´), adică 
α este epimorfism. 

 

3.7. (i). Prin calcul. 
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(ii). Reamintim că baza canonică a lui ℝ3 este B = {e1, e2, e3}, 
unde e1 = (1, 0, 0),  e2 = (0, 1, 0) şi e3 = (0, 0, 1). Cum f(e1) = (1, 1, -1), 
f(e2) = (0, 3, 1) şi f(e3) = (-2, 2, 1) deducem că matricea căutată este  

                           MB = 
















−

−

111
231
201

. 

(iii). Deoarece 
121
112

111

−
−

−
 = 3 ≠ 0, conform problemei 2.8. 

deducem că B´ = {b1, b2, b3} formează o bază pentru ℝ3.  

Să găsim matricea de trecere de la B la B´.  

Cum          b1 = 1‧e1 + (-1)‧e2 + 1‧e3,   

                  b2 = 2‧e1 + 1‧e2 + (-1)‧e3,   

                  b3 = 1‧e1 + 2‧e2 + (-1)‧e3,   

deducem că matricea de trecere de la B la B´ este             

                                  NB´ = 
















−−
−

111
211
121

. 

Astfel, matricea lui f  în raport cu B este BBB NMN ′
−

′ ⋅⋅1 . 

 

3.8. Cum 
12
31

 = -5 ≠ 0 şi toţi minorii de ordin 3 ce bordează 

pe 
12
31

 sunt 0 deducem că rangul lui M este 2 şi dimℝKer(f) = 4-2 = 2 

iar pentru a găsi o bază pentru Ker(f) trebuie să determinăm soluţiile de 
bază ale sistemului omogen: 
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



=+++
=+++

032
053

tzyx
tzyx

 

(ce va avea drept necunoscute principale pe x şi y).  

Pentru z = 1 şi t = 0 obţinem sistemul   




−=+
−=+

32
53

yx
yx

  cu 

5
4

−=x  şi 
5
7

−=y  iar pentru z = 0 şi t = 1 obţinem sistemul 





−=+
−=+

12
13

yx
yx

 cu 
5
2

−=x  şi 
5
1

−=y .  

Astfel, notând a1 = (-4/5, -7/5, 1, 0) şi a2 = (-2/5, -1/5, 0, 1) 
deducem că {a1, a2} este o bază pentru Ker(f). 

În ceea ce priveşte pe Im(f), avem că  

dim Im(f) = 4-dim Ker(f) = 4-2 = 2. 

Pentru a găsi o bază a lui Im(f) procedăm astfel: completăm pe 
{a1, a2} cu b1, b2∈ℝ4  a.î. {a1, a2, b1, b2} este bază pentru ℝ4 şi atunci 
{f(b1), f(b2)} va fi bază pentru Im(f). Putem alege de exemplu               
b1 = (0,  0,  1, 0) şi b2 = (0, 0, 0, 1).   

 

3.9. Dacă notăm cu A1 matricea de trecere de la {a1, a2} la      

{b1, b2} atunci A1 = 






 −−
65
87

 iar matricea lui f  în raport cu {b1, b2} 

va fi A2 = 1
1

1 AAA ⋅⋅− = 












−− 34

2
71

3840
. Astfel, matricele lui f+g şi f∘g în 

raport cu {b1, b2} vor fi A2+B = 












−− 25

2
59

4444
,  respectiv  

                            BA2 = 












−−

−−

78
2

159
5253

. 
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3.10. (i). Rang(A) = 2 ⇒ rg(f) = 2. 

(ii). Avem dim Im(f) = rg(f) = 2. O bază pentru Im (f) este, de 
exemplu, B1 = {a1, a2}, a1 = (5, -1, -8, 3), a2 = (2, -2, -3, -1).  

Atunci dim Ker(f) = dim ℝ3 - dim Im(f) = 3-2 = 1. Pentru a 
determina o bază rezolvăm sistemul:  

          











=−−
=+−−

=−−−
=−+

053
0238

032
025

321

321

321

321

aaa
aaa

aaa
aaa

 ⇔ 








=
−=

=

α
α

α

3

2

1

2
a
a
a

 , α∈ℝ. 

O bază pentru Ker(f) este B2 = {a} cu a = (1, -2, 1).  

(iii). V = {(x1, x2, x3)∈ℝ3 | x1 + x2 + x3 = 0}, deci 








−−=
=
=

βα
β
α

3

2

1

x
x
x

 

şi o bază pentru V este {b1, b2} cu b1 = (1, 0, -1), b2 = (0, 1, -1). Cum 
f(b1) = (6, 2, -10, 8) şi f(b2) = (3, 1, -5, 4) deducem că                         
f(V) = <{f(b1), f(b2)}> are dimensiunea 1 iar o bază pentru f(V) este 
formată de exemplu din f(b1). 

 

3.11. (i). Avem     

f(e1)+f(e2) = (1, 1, -1, -1)                       f(e1) = (0, 0, 0, 0) 

f(e1)-f(e2) = (-1, -1, 1, 1)                       f(e2) = (1, 1, -1, -1) 

            f(e3)+f(e4) = (-1, 1, -1, 1)      ⇔            f(e3) = (0, 0, 0, 0) 

f(e3)-f(e4) = (1, -1, 1, -1)                       f(e4) = (-1, 1, -1, 1) 
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deci A = 



















−
−−

−

1010
1010

1010
1010

.  

(ii). Ecuaţia lui f  în baza canonică este:  

                  



















=



















4

3

2

1

4

3

2

1

x
x
x
x

A

y
y
y
y

⇔ 











+−=
−−=

+=
−=

424

423

422

421

xxy
xxy

xxy
xxy

. 

Pentru determinarea nucleului în ecuaţiile date considerăm       
y1 = y2 = y3 = y4 = 0 şi obţinem sistemul omogen:  

                        











=+−
=−−

=+
=−

0
0

0
0

42

42

42

42

xx
xx

xx
xx

 ⇔ x2 =  x4 = 0. 

Avem rang(A) = 2, deci dim Ker(f) = 4-2 = 2 şi deci vectorii din 
bază sunt a1 = (1, 0, 0, 0) şi a2 = (0, 0, 1, 0).  

Pentru determinarea imaginii se alege o bază conţinând 
imaginile vectorilor din bază.  

Avem Im(f) = <{f(e1), f(e2), f(e3), f(e4)}>. Coeficienţii nu sunt 
proporţionali, deci f(e2) şi f(e4) sunt liniar independenţi.  

Avem dim Im(f) = 2 şi o bază a sa este {f(e2), f(e4)}. 

 

3.12. (i). Dacă x = x1 + x2, y = y1 + y2, x1, y1∈V1, x2, y2∈V2, α, 
β∈K avem: 

pi(αx+βy) = pi((αx1 + βy1)+(αx2 + βy2)) = αxi + βyi = αpi(x) + βpi(y),       
i = 1, 2, deci pi∈End(V). 

 (ii).  Demonstrăm că  Im(p1) = V1 prin dublă incluziune. 
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,,⊆”. Fie y∈Im(p1); există x∈V a.î. y = p1(x) = x1∈V1, deci  
Im(p1) ⊆ V1. 

,,⊇”. Fie x∈V1 deci x = p1(x)∈Im(p1), adică V1 ⊆ Im(p1). 

Deci Im(p1) = V1.  

Demonstrăm Ker(p1) = V2 prin dublă incluziune.   

,,⊆”. Fie x∈Ker(p1), deci p1(x) = 0. Dacă  x = x1 + x2, cu 
x1∈V1, x2∈V2 avem x1 = p1(x) = 0, deci x = x2∈V2 şi Ker(p1) ⊆ V2. 

,,⊇”. Dacă x2∈V2 avem  p1(x2) = 0, adică x2∈Ker(p1). 

(iii). Fie x∈V, x = x1 + x2, cu x1∈V1 şi x2∈V2.  

   (p1∘p2)(x) = p1(p2(x)) = p1(x2) = 0, deci p1∘p2 = 0. 

 Analog  p2∘p1 = 0. 

(iv). Fie x∈V. Avem )(2
1 xp = p1(p1(x)) = p1(x1) = x1 = p1(x), 

deci 1
2
1 pp = . 

(v). (p1+p2)(x) = p1(x)+p2(x) = x1+x2 = x = 1V(x), x∈V, deci    
p1+ p2 = 1V.   

 

3.13. Faptul că f∈End(ℂ) este imediat. Cum f(1) = a+bi şi        

f(i) = -b+ai deducem că matricea căutată este 






 −
ab
ba

. 

 

3.14. Dacă α, β∈K şi g, h∈V´ (adică f∘g = f∘h = 0), atunci cum 
f∘(αg+βh) = α(f∘g) + β(f∘h) = 0, deducem că αg + βh∈V´, adică V´ 
este subspaţiu vectorial al lui End(V).  

 

3.15. Trebuie să demonstrăm că  
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                      ℝ4 = V1 + V2  iar V1 ∩ V2 = {0}.  

Dacă x∈V1 ∩ V2 atunci x=α1a1+α2a2=β1e1+β2e2 = (β1, β2, 0, 0)  

⇔ 











=−
=+

=
=

02
02

21

21

22

11

αα
αα

βα
βα

  de unde α1 = α2 = 0 şi implicit   β1 = β2 = 0, 

adică x = 0.  

Pentru a demonstra că ℝ4=V1+V2  va trebui să demonstrăm că 
pentru orice y = ( y1, y2, y3, y4 )∈ℝ4, există α1, α2, β1, β2∈ℝ a.î.           

α1a1 + α2a2 + β1e1 + β2e2 = y ⇔  











=−
=+
=+
=+

421

321

222

111

2
2

y
y
y
y

αα
αα
βα
βα

.  

Găsim imediat α1 = 4
1 (y3+y4),  α2 = 2

1 (y3-y4) iar β1 = y1–α1  şi    

β2 = y2 – α2.  

 

3.16. ,,⇒”. Cum Im(f∘f)⊆Im(f) mai trebuie să demonstrăm că 
Im(f)⊆Im(f∘f) iar pentru aceasta fie y = f(x)∈Im(f) cu x∈V.  

Însă x = x1 + x2 cu x1∈Ker(f) şi x2∈Im(f), astfel că                     
y = f(x1 + x2) = f(x2)∈Im(f∘f).  

,,⇐”. Să presupunem că Im(f) = Im(f∘f) şi să demonstrăm că    
V = Ker(f) + Im(f). Dacă x∈V atunci f(x) = f(f(z)) ⇔ t = x-f(z)∈Ker(f), 
de unde concluzia că x = t + f(z), adică V = Ker(f) + Im(f). 
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3.17. (i). Fie B = {a1, …, an, an+1, …, a2n} o bază pentru V iar 
f∈End(V) a.î. f(ai) = an+i, pentru i = 1, …, n, f(aj) = 0, pentru j = n+1, …, 
2n. 

Atunci, oricare ar fi x= ∑
=

n

i
ii ax

2

1
∈V  avem  f(x)= ∑

=

n

i
ii afx

2

1
)(  = 

= ∑
=

+

n

i
ini ax

1
∈<{an+1, …, a2n}>, adică Im(f) ⊆ <{an+1, …, a2n}>.  

Dacă y∈<{an+1, …, a2n}> există βn+1, …, β2n∈K, a.î.                   
y = βn+1an+1 + …+ β2na2n = βn+1f(a1) + …+ β2nf(an) = 

   = f(βn+1a1 + …+ β2nan)∈Im(f), adică <{an+1, …, a2n}> ⊆ Im(f). 

Deci <{an+1, …, a2n}> = Im(f ) şi, deci,  

          dim Im(f) = dim <{an+1, …, a2n}> = n. 

Cum dim Ker(f) = dim V – dim Im(f) = 2n-n = n şi an+1, …, 
a2n∈Ker(f), liniar independenţi, rezultă că {an+1, …, a2n} este o bază 
pentru Ker(f).  

Astfel, Ker(f) = <{an+1, …, a2n}>.  

Deci Im(f) = Ker(f) = <{an+1, …, a2n}>. 

(ii). Nu, deoarece dim V = dim Im(f) + dim Ker(f) iar dacă   
Im(f) = Ker(f) ar rezulta dim V = 2dim Im(f), absurd.   

 

3.18. Fie B = {a1, …, an} o bază pentru V. Alegem f∈End(V) 
a.î. f(ai) = ai, pentru i = 1, …, n-2, f(an-1) = an , f(an) = 0. 

Evident an∈Ker(f) ∩ Im(f), deci  Ker(f) ∩ Im(f) ≠ {0}, adică    
V ≠  Ker(f) ⊕ Im(f).                            

 
3.19. Fie B = {a1, …, an} bază în V. Alegem f, g∈End(V) a.î. 

f(ai) = ai, pentru i = 1, …, n-1 şi  f(an) = 0 iar g(ai) = αai, pentru                
i = 1, …, n-1, cu α∈K\{0, 1} şi g(an) = 0. 
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Evident, Im(f) = Im(g) = <{a1, …, an-1}> iar Ker(f) = Ker(g) =    
= <{an}>.  

    
3.20. Pentru orice y∈Im(f+g), există x∈V a.î.                      

             y = (f+g)(x) = f(x)+g(x)∈Im(f)+Im(g).  

Deci Im(f+g) ⊆ Im(f) + Im(g), adică avem:  

             dim Im(f+g) ≤ dim (Im(f) + Im(g)) = 

      = dim Im(f)+dim Im(g)-dim(Im(f)∩Im(g))≤dim Im(f)+dim Im(g). 

  

3.21. Cum pentru orice x, y∈V şi α, β∈K, (f+g)(αx+βy) = 
            =  f(αx+βy)+g(αx+βy) = αf(x)+βf(y)+αg(x)+βg(y)  

= α(f(x)+g(x))+β(f(y)+g(y)) = α(f+g)(x)+β(f+g)(y) şi 
(f∘g)(αx+βy) = f(g(αx+βy)) = f(αg(x)+βg(y)) = αf(g(x))+βf(g(y)) =         
= α(f∘g)(x)+β(f∘g)(y), deducem că f+g, f∘g ∈End(V). 

Restul axiomelor inelului se verifică acum direct prin calcul       
( elementul unitate este 1V : V→V ). 

 
3.22. Cum pentru orice x, y∈V şi a, α, β∈K avem (f+g)(αx+βy) 

= αf(x)+βf(y)+αg(x)+βg(y) = α(f+g)(x)+β(f+g)(y) şi (af)(αx+βy) =         
= af(αx+βy) = a[αf(x)+βf(y)] = aαf(x)+aβf(y) = α[af(x)]+β[af(y)], (căci 
corpul K este comutativ) deducem că f+g, af∈ HomK(V, W). 

În mod evident (HomK(V, W), +) devine grup abelian. 
Verificarea restului de axiome pentru a proba că HomK(V, W) 

devine în mod canonic K-spaţiu vectorial se face prin calcul direct. 
 

3.23.   (i). Deoarece pentru oricare α, β∈hN(X) şi a∈K 
hN(f)(α+β)=f∘(α+β)=f∘α+f∘β=hN(f)(α)+hN(f)(β) 

hN(f)(aα)=f∘(aα)=a(f∘α)=ahN(f)(α), 
deducem că hN(f) este aplicaţie liniară. 

Analog pentru hN(f). 
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 (ii). Fie f∈HomK(X, Y) un monomorfism în V(K) şi 
hN(f):hN(X)→hN(Y). Să alegem α∈hN(X)  a.î. hN(f)(α)=0 şi să probăm că 
α=0. Avem că f∘α=0, adică f(α(x))=0, oricare ar fi x∈N. Cum f este 
monomorfism deducem că α(x)=0, oricare ar fi x∈N, adică α=0, deci 
hN(f) este monomorfism în V(K).   

Fie acum  f∈HomK(X, Y) un epimorfism în V(K) şi să probăm 
că    hN(f):hN(Y)→hN(X) este monomorfism în V(K).  

Pentru aceasta fie α∈hN(Y) a.î. hN(f)(α)=0⇔α∘f=0. 
  

                                                 0→→ YX f  
                                                         α 
                                                    N     
             Dacă y∈Y, cum am presupus că f este epimorfism în V(K), 
există x∈X a.î. y=f(x). Atunci α(y)=α(f(x))=(α∘f)(x) şi cum y este 
oarecare deducem că α=0, adică hN(f) este monomorfism în V(K).  
 (iii). Deoarece f este monomorfism în V(K), conform cu (ii), 
hN(f) este monomorfism în V(K), astfel că şirul (1) este exact în hN(M′). 
Pentru a proba că şirul (1) este exact mai avem de probat exactitatea sa 
în hN(M) şi anume că Ker(hN(g))=Im(hN(f)). Deoarece g∘f=0 deducem 
că hN(g)∘hN(f)=0, adică Im(hN(f))⊆Ker(hN(g)). Pentru cealaltă 
incluziune fie α∈Ker(hN(g)) adică hN(g)(α)=0⇔g∘α=0. Trebuie să 
construim β∈hN(M′) a.î. α=hN(f)(β)⇔α=f∘β.  
            Fie x∈N; atunci g(α(x))=0, de unde α(x)∈Ker(g)=Im(f), deci 
există un unic x′∈M′ a.î. α(x)=f(x′) (căci f este monomorfism în V(K)). 
Definim atunci β:N→M′ prin β(x)=x′ şi se probează imediat că β este 
aplicaţia liniară căutată. Avem deci egalitatea Ker(hN(g))=Im(hN(f)), 
adică şirul (1) este exact. 
  Analog se probează că şirul (2) este exact.    
 

 3.24. Pentru prima parte, dacă y∈Im(f+g), există x∈V a.î.         
y = (f+g)(x) = f(x)+g(x)∈Im(f)+Im(g).  
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Astfel, Im(f+g) ⊆ Im(f)+Im(g). (1) 
Dacă y∈Im(f)+Im(g), există y1∈Im(f), y2∈Im(g) pentru care      

y = y1+y2. Dar y1∈Im(f), y2∈Im(g) implică existenţa vectorilor x1, 
x2∈V, a.î. y1 = f(x1), y2 = g(x2). Atunci y = f(x1)+g(x2) =                         
= (f+g)(f(x1)+g(x2)) (ultima egalitate are loc datorită ipotezei că f+g este 
proiecţie, adică echivalent f∘g = g∘f = 0). Deci y∈Im(f+g).  

Rezultă  Im(f)+Im(g) ⊆ Im(f+g).   (2) 
Din (1) şi (2) se deduce că Im(f+g) = Im(f)+Im(g). 
Fie y∈Im(f)∩Im(g). Atunci, există t1, t2∈V a.î. y = f(t1) şi         

y = g(t2). Aplicând în ambii membri ai egalităţii f(t1) = g(t2) pe f şi 
ţinând seama că f∘g = 0 obţinem f(f(t1)) = 0, adică f(t1) = 0, deci   y = 0. 
În concluzie, Im(f+g) = Im(f) ⊕ Im(g). 

Pentru partea a doua, oricare ar fi x∈Ker(f+g) avem         
f(x)+g(x) = 0. Aplicând aici f şi folosind egalitatea f∘g = 0, obţinem 
f(f(x)) = 0, adică f(x) = 0. Deci x∈Ker(f). Analog se arată că x∈Ker(g). 
Rezultă Ker(f+g) ⊆ Ker(f) ∩ Ker(g). 

Dacă x∈Ker(f) ∩ Ker(g) avem f(x) = g(x) = 0, adică                  
0 = f(x)+g(x) = (f+g)(x). Deci x∈Ker(f+g).  

În concluzie, Ker(f+g) = Ker(f) ∩ Ker(g). 
 
3.25. Fie B = {e1, …, en} bază în V. Pentru x∈V există şi sunt 

unice α1, …, αn∈K a.î. x = α1e1 + …+ αnen. 
Se verifică imediat că f:V→Kn, f(x) = (α1, …, αn) este 

izomorfism de spaţii vectoriale. 
Observaţie.Analog se demonstrează că dacă două K-spaţii 

vectoriale au baze echipotente atunci ele sunt izomorfe (vezi [11, pg 
258]).   

3.26. Cum k are caracteristica p > 0, putem presupune că avem 
extensia de corpuri ℤp ⊆ k ( de fapt subcorpul prim al lui k este izomorf 
cu ℤp). Atunci k devine în mod canonic ℤp – spaţiu vectorial (conform 
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problemei 2.4.) şi deci |k| = pn, unde prin n am notat n este dimensiunea 
lui k peste ℤp (conform problemei 3.25.). 

 
3.27. Considerând pe ℝ şi ℂ ca spaţii vectoriale peste ℚ, atunci 

(ℝ,+) şi (ℂ,+) sunt grupurile aditive ale acestor spaţii vectoriale. Dacă B 
este o bază a lui ℝ peste ℚ, atunci | B | = c iar ℂ = ℝ×ℝ va avea o bază 
de cardinal c⋅c = c, deci ℝ şi ℂ au baze echipotente, rezultând că ℝ şi ℂ 
sunt ℚ-spaţii vectoriale izomorfe (vezi soluţia de la problema 3.25.), 
adică (ℝ,+) ≈ (ℂ,+). 
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§4. Sisteme de ecuaţii liniare. Vectori şi valori proprii. 
 
 4.1. Considerând egalităţile:  

a0 + a1x1 + ... + an
nx1  = 0 

………………………. 
a0 + a1xn+1 + ... + an

n
nx 1+  = 0 

ca un sistem omogen în a0, a1, ... , an, cum determinantul său este diferit 
de zero (fiind un determinant de tip Vandermonde în x1, x2, ... , xn+1) 
deducem că acest sistem admite numai soluţia banală, adică  
                                             a0 = a1 =...= an = 0. 
 

 4.2. Obţinem că =∫
1

0

2)(~ dxxP =⋅∫
1

0

)(~)(~ dxxPxP  

                = ∫ +++
1

0
10 )(~)...( dxxPxaxaa n

n = 0)(~
0

1

0

=∑ ∫
=

n

k

k
k dxxPxa , 

 de unde 0)(~ =xP  pentru orice x∈ℝ, adică a0 = a1 =...= an = 0 (conform 
problemei 4.1.).  

Pe de altă parte egalităţile 0)(~1

0

=∫ dxxPx k , 0 ≤ k ≤ n, devin: 
















=
+

++
+

+
+

+
+

=
+

++++

=
+

++++

0
12

1...
3

1
2

1
1

1
....................................................

0
2

1...
4
1

3
1

2
1

0
1

1...
3
1

2
1

210

210

210

n

n

n

a
n

a
n

a
n

a
n

a
n

aaa

a
n

aaa

 

care pot fi interpretate ca un sistem omogen în a0, a1, ... , an ce admite 
numai soluţia banală, de unde concluzia că determinantul din enunţ este 
nenul.  
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 4.3. Fie A = 















++

121
211
11

β
βα

α
 şi b = 

















4
7
4

. 

Avem că det(A) = (1-α)β. Astfel: 
i) Dacă α ≠ 1 şi β ≠ 0 sistemul este compatibil determinat 

(Cramerian) şi se rezolvă cu formulele lui Cramer. 
ii) Dacă α = 1 şi β ≠ 0 atunci  

                                 A = 















+

121
212
111

β
β  şi b = 

















4
7
4

. 

 

              Considerând 
12

11
+β

 = β-1 avem subcazurile: 

 1) β ≠ 1. Atunci rang(A) = 2 şi cum 
421
712
411

β
β +=∆ car  = 2β-1 

deducem că pentru β ≠ 
2
1  sistemul este incompatibil iar pentru β = 

2
1  

sistemul este compatibil 1-nedeterminat cu soluţia x3 = λ, x1 = 2-λ şi          
x2 = 2 (cu λ∈ℝ). 

 2) β = 1. Atunci A = 
















121
222
111

 şi cum 
21
22

 = 2 deducem că 

rang(A) = 2. 

Cum 
411
421
722

=∆ car  = 1 ≠ 0 deducem că în acest caz sistemul 

este incompatibil. 
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 iii) Dacă α ≠ 1 şi β = 0 atunci A = 















+

101
211
11

α
α

 şi cum    

21
11

 = 1 ≠ 0 deducem că rang(A) = 2. x1 este necunoscută secundară 

iar x2 şi x3 principale. 

Avem 
410
721
411

=∆ car  = 1 ≠ 0, deci sistemul este incompatibil. 

iv) Dacă α = 1 şi β=0. Atunci A = 
















101
212
111

 şi cum 
12
11

 = -1 

deducem că rang(A) = 2. 

Cum 
401
712
411

=∆ car  = -1 ≠ 0 deducem că în acest caz sistemul 

este incompatibil. 
 
 4.4. Dacă sistemul are soluţii reale strict pozitive, atunci: 
           | a | + | b | = | x1-x2 | + | x3-x4 | <  | x1 | + | x2 | + | x3 | + | x4 |  
                           = x1 + x2 + x3 + x4 = 1. 

Pentru suficienţă, observăm că soluţia generală a sistemului este 















=

+=

−−−
=

−−+
=

α
α

α

α

4

3

2

1

2
21

2
21

x
bx

bax

bax

. 
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A arăta că sistemul are o soluţie strict pozitivă, revine la a 
demonstra că în ipoteza | a | + | b | < 1, sistemul de inecuaţii în α:  











>
>+

>−−−
>−−+

0
0

021
021

α
α

α
α

b
ba
ba

 

are cel puţin o soluţie, sau echivalent cu faptul că intervalul (c, d) ≠ Ø, 

unde c = max {0, -b} iar d = 






 −−−+

2
1,

2
1min baba . 

Într-adevăr, din 0 < 1 - | a | - | b | ≤ 1 + a - b ⇒ 0 < d, iar din        
-2b ≤ | b | - b < 1 - | a | - b ≤ 1 + a – b ⇒ -b > d şi deci c < d, adică         
(c, d) ≠ Ø. 
 
 4.5. Scriem sistemul sub forma: 















=−++

=+−+

=++−

0)
2
1(

0)
2
1(

0)
2
1(

zacybx

bzyacx

czbyxa

. 

 Prin calcul, deducem imediat că: 

              

( )











−+






 −−+






 −−






 −++=

=

−

−

−

=

2
22

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

cbcabacba

acb

bac

cba

D

 

şi cum a, b, c∈ℤ, iar 
2
1 ∉ℤ, deducem că D ≠ 0, adică sistemul 

considerat admite numai soluţia banală x = y = z = 0. 
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4.6. Fie A = 
















−
−

−−

1214
2113
1321

. Cum ultima linie este suma 

primelor două deducem că rang(A) = 2 (căci 
13
21 −

 = 7 ≠ 0).  

Sistemul va fi echivalent cu  





−=+

+−=−

4321

4321

23
32

xxxx
xxxx

. 

 Facem x3 = 1 şi x4 = 0 iar apoi x3 = 0 şi x4 = 1 obţinând 
sistemele crameriene :  





=+
−=−
13

32

21

21

xx
xx

şi 




−=+
=−

23
12

21

21

xx
xx

 

cu soluţiile (-1/7, 10/7) şi respectiv (-3/7, -5/7). 
 Deci soluţiile de bază sunt a1 = (-1/7, 10/7, 1, 0) şi respectiv     
a2 = (-3/7, -5/7, 0, 1), astfel că soluţia generală a sistemului omogen va 
fi x = αa1 + βa2, cu α, β∈ℝ. 
 
 4.7. Dacă notăm prin A matricea coeficienţilor sistemului şi       
α = a2+b2+c2+d2 atunci din AAt = αI4 deducem că  

[det(A)]2 = (a2+b2+c2+d2)2, 
de unde concluzia că dacă cel puţin unul din cele patru numere este 
nenul, atunci det(A) ≠ 0 şi deci x = y = z = t = 0. 
 
 4.8. În ambele cazuri o condiţie necesară şi suficientă este ca 
sistemul să fie omogen. 
 
 4.9. O condiţie necesară şi suficientă este că suma coeficienţilor 
combinaţiei liniare date să fie egală cu 1. 
 

 4.10. (i). 















=

















333

222

111

33

22

11

cba
cba
cba

rang
ba
ba
ba

rang . 
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 (ii). 



















=



















nnnnn cba

cba
cba

rang

ba

ba
ba

rang
...............

222

111

22

11

. 

 
4.11. Condiţii analoage celor din problema precedentă. 
 
4.12. Dacă notăm prin A matricea coeficienţilor sistemului 

omogen echivalent cu cel din enunţ, după ce adunăm toate coloanele la 
prima în det(A) iar apoi scoatem factor comun pe a+b+c+d-1 pe prima 
coloană, păstrăm prima linie pe care o scădem din fiecare linie, obţinând 
în final că det(A) = (a+b+c+d-1)(a+1)(b+1)(c+1)(d+1), astfel că 
sistemul va avea soluţii nenule dacă a+b+c+d = 1 sau cel puţin unul din 
numerele a, b, c, d este egal cu –1.  

 
4.13. Dacă notăm prin A matricea sistemului atunci prin calcul 

se deduce că det(A) = - [λ2+( be + cf + ad)2]2 de unde concluzia că 
det(A) = 0, adică λ = be+cf+ad = 0. 

 
4.14. Se ştie că  

1

1
22

1
11

...1
............

...1

...1

−

−

−

n
nn

n

n

aa

aa
aa

= ∏
≤<≤

−
nlk

kl aa
1

)(  (Vandermonde) 

şi să considerăm sistemul de ecuaţii în necunoscutele x1, x2, …, xn: 

(1)    ∑
=

− −=
n

i

n
ki

i
k axa

1

1 , k = 1, 2, ..., n. 

Dacă vom considera ecuaţia de gradul n  

(2)     0
1

1 =+ ∑
=

−
n

i

i
i

n xxx  

cu coeficienţii x1, x2, …, xn, relaţiile (1) ne arată tocmai faptul că ecuaţia 
(2) are rădăcinile a1, a2, …, an. Scriind relaţiile lui Viète obţinem: 

121 )1(... +−−=∑ in
i

i xaaa , i = 1, 2, ..., n, 



 111  

de unde ∑−=+− i
i

in aaax ...)1( 211 , adică ∑ +−
+−−= 121

1 ...)1( in
in

i aaax ,     
i = 1, 2, ..., n. 
 Pe de altă parte, cu ajutorul regulii lui Cramer putem scrie 

D
Dx i

i =  deci 

Di = xiD = Daaa in
in ∑ +−
+−− 121

1 ...)1( , 
pentru orice i = 1, ..., n. 

  Cum det(Aj) = (-1)n-j+1 Dj+1, j = 1, .., n-1, deducem că  
det(Aj) = ∏∑∑

≤<≤
−− −⋅=⋅

nlk
kljnjn aaaaaDaaa

1
2121 )()...(... , 0 ≤ j ≤ n. 

 
4.15. Scăzând egalităţile din ipoteză, rezultă uşor egalităţile: 







−=−+−

−=−+−

1331
2

31

1221
2

21

)()(

)()(

ccbbaa

ccbbaa

λλ

λλ
. 

Aceasta înseamnă că sistemul liniar:  





−=−+−
−=−+−

133131

122121

)()(
)()(

ccybbxaa
ccybbxaa

 

admite soluţia (x, y) = (λ2, λ). 
Determinanţii care apar în regula lui Cramer sunt: 

3131

2121

bbaa
bbaa

−−
−−

=∆  = 

33

22

11

1
1
1

ba
ba
ba

; 

3113

2112

bbcc
bbcc

x −−
−−

=∆  =

33

22

11

1
1
1

cb
cb
cb

; 

1331

1221

ccaa
ccaa

y −−
−−

=∆  =

33

22

11

1
1
1

ca
ca
ca

 . 

Conform regulii lui Cramer avem 
∆

∆
= x2λ  , 

∆

∆
= yλ .  
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De aici deducem că 
2









∆

∆
=

∆
∆ yx , adică, ∆⋅∆=∆ xy

2 , care este 

tocmai egalitatea de demonstrat. 
 
4.16. (i). Dacă A = (aij)1≤i,j≤n, atunci matricea AAt are pe 

diagonala principală elemente de forma ∑
=

n

j
ija

1

2 , unde i = 1, ..., n. 

Deoarece AAt = On şi aij∈ℝ, rezultă aij = 0, pentru orice i, j = 1, ..., n, 
deci A = On. 

(ii). Conform cu (i) este suficient să arătăm că  
                             (BA-CA)(BA-CA)t = On.  
Dar (BA-CA)(BA-CA)t = (BA-CA)(AtBt-AtCt) =  
                             = BAAtBt - CAAtBt - BAAtCt + CAAtCt = On.   
(iii). Suficienţa condiţiei. Dacă AA´B = B, atunci X = A´B este 

soluţie a sistemului, deci acesta este compatibil. 
Necesitatea condiţiei.Presupunem că există o soluţie X∈Mn,1(ℝ) 

a sistemului. Atunci B = AX = (AA´A)X = AA´(AX) = AA´B. Să 
arătăm acum că în cazul când sistemul este compatibil, mulţimea 
soluţiilor sale este S = {A´B+Y-A´AY | Y∈Mn,1(ℝ)}. 

Într-adevăr, pentru orice Y∈Mn,1(ℝ) avem: 
  A(A´B+Y-A´AY) = AA´B+AY-AA´AY = B+AY-AY = B,  

deci orice matrice din S este soluţie a sistemului. 
Reciproc, să demonstrăm că orice soluţie a sistemului aparţine 

lui S. 
Fie X0 o soluţie, deci AX0 = B sau A(X0-A´B) = On, ceea ce 

arată că X0-A´B este soluţie a sistemului omogen AX = On. Deci dacă Y 
este o soluţie oarecare a sistemului omogen, avem Y = Y-A´AY (căci 
AY = On). Deci X0-A´B = Y-A´AY, unde Y∈Mn,1(ℝ). 

Rezultă că X0 = A´B+Y-A´AY∈S. 
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4.17. (i). Deoarece A este singulară, sistemul omogen AX = On 

admite o soluţie nebanală X = 



















nx

x
x

M
2

1

. Analog sistemul omogen AtY = On 

admite o soluţie nebanală Y = 



















ny

y
y

M
2

1

.  

Fie B = XYt = 



















nx

x
x

M
2

1

‧ ( )nyyy L21 = (xiyj); Evident B≠On. 

Pe de altă parte, AB = A(XYt) = (AX)Yt = On şi BA = (XYt)A = 
= X(AtY)t = On. 

(ii). Presupunem că A este singulară. Fie B o matrice nenulă cu 
AB = BA  = On . 

Vom demonstra prin inducţie că (A+B)p = Ap +Bp, pentru orice 
p∈ℕ*. 

Pentru p = 1 se verifică. Dacă (A+B)p = Ap +Bp, atunci  
(A+B)p+1 = (A+B)p(A+B) = Ap+1+ApB+BpA+Bp+1 = 
 = Ap+1+Ap-1(AB)+Bp-1(BA)+Bp+1 = Ap+1+Ap-1‧On+Bp-1‧On+Bp+1 

  = Ap+1+Bp+1 
şi demonstraţia prin inducţie este încheiată. 
 Presupunem acum că există B nenulă a.î. (A+B)p = Ap + Bp, 
pentru orice p∈ℕ*. 

Pentru p = 2 se obţine relaţia (1)  AB+BA = On. 
Pentru p = 3 avem (2) A3 + B3 = (A+B)3 = (A+B)2(A+B) =          

= (A2+B2)(A+B) = A3+A2B+B2A +B3 ⇒ A2B+B2A = On. Din relaţiile 
(1) şi (2) deducem că B2A = -A2B = A(-AB) = ABA. 

Presupunem prin absurd că A este nesingulară şi atunci din 
ultima relaţie prin înmulţire la dreapta cu A-1, obţinem: (3) B2 = AB. 

În continuare vom obţine A2B = A(AB) = -ABA şi deci A2B2 = 
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= -ABAB = -AB(-BA) = AB2A, de unde prin simplificare la stânga cu 
A, deducem: (4) AB2 = B2A. 

Din relaţia (3) rezultă : (5) AB2 = A(AB) = A2B. Pe de altă 
parte, folosind (3), deducem (6) B2A = (AB)A = -A2B. Din relaţiile (4), 
(5) şi (6) rezultă A2B = -A2B, adică A2B = On. Deoarece A este 
presupusă nesingulară, din ultima relaţie obţinem B = On, contradicţie 
cu ipoteza. Deci matricea A este neapărat singulară.  

  
4.18. Pentru o valoare proprie λ∈ℂ vom nota prin Xλ spaţiul 

vectorilor proprii. 
(i). λ1 = 1 cu 

1λX = {α(1, -1) | α∈ℂ} iar  

      λ2 = 3 cu 
2λX = {α(1, 1) | α∈ℂ}. 

(ii). λ1 = 7 cu 
1λX = {α(1, 1) | α∈ℂ} iar  

       λ2 = -2 cu 
2λX = {α(4, -5) | α∈ℂ}. 

(iii). λ1 = ai cu 
1λX = {α(1, -i) | α∈ℂ} iar  

        λ2 = -ai cu 
2λX = {α(1, i) | α∈ℂ}. 

(iv). λ1 = 1 cu 
1λX = {α(1, 1, 1) | α∈ℂ} iar  

        λ2 = ε cu 
2λX = {α(3+2ε, 2+3ε, 3+3ε ) | α∈ℂ} şi  

        λ3 = ε2 cu 
3λX = {α(3+2ε2, 2+3ε2, 3+3ε2 ) | α∈ℂ}, 

cu i
2
3

2
1

+−=ε . 

(v). Polinomul caracteristic al lui A este  

PA(λ) = det(A-λI4) = 

λ
λ

λ
λ

−−−
−−

−−
−−

2112
112
2410
1201

= (λ-1)4.  

Deci λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 1. 
Dacă x~ = (x1, x2, x3, x4)∈ℝ4 este vectorul propriu corespunzător 

valorii proprii 1 atunci sistemul omogen ce îl verifică x este: 



 115  

(A-I3) x~ = 



















0
0
0
0

 ⇔




=+−−

=−

02
02

4321

43

xxxx
xx

. 

 Matricea acestui sistem omogen este 







−−

−
1112
1200

 şi are 

rangul 2, căci 
11
12

−
−

 = 1 ≠ 0. 

 Alegând pe x3 şi x4 necunoscute principale iar pe x1, x2 
necunoscute secundare, făcând pe x1 = 1, x2 = 0 iar apoi x1 = 0, x2 = 1 

obţinem pentru x3, x4 sistemele Crameriene 




−=+−

=−

2
02

43

43

xx
xx

 şi 





=+−

=−

1
02

43

43

xx
xx

  cu x3 = -2, x4 = -4 şi respectiv x3 = 1, x4 = 2, astfel că      

x = α(1, 0, -2, -4) + β(0, 1, 1, 2) cu α, β∈ℝ a.î. x ≠ 0.  
  
4.19. Fie PA(λ) = A-λIn =(λ1-λ)…(λn-λ) şi f = b(X-x1)…(X-xn) 

descompunerile polinomului caracteristic al lui A  şi a lui f  în ℂ.  

Astfel, det(f(A)) = bn ∏∏
= =

n

i

k

j
i

1 1
(λ - xi) = f(λ1)…f(λn). 

4.20. (i). Dacă λ1, …, λn sunt valorile proprii ale lui A, din 
det(A-λIn) = 0 deducem imediat că det(A-1 - λ

1 In) = 0 de unde concluzia 
că valorile proprii ale lui A-1 sunt 

nλλ
11 ,...,

1
. 

(ii). Vom demonstra că valorile proprii ale lui A2 sunt 22
1 ,..., nλλ .  

Într-adevăr, dacă  det(A-λIn) = (λ1-λ) … (λn-λ), atunci         
det(A + λIn) = (λ1 + λ) … (λn + λ) şi astfel că înmulţind cele două 
egalităţi şi substituind pe λ2 cu λ obţinem 

det(A2 - λIn) = ( 2
1λ -λ) … ( 2

nλ -λ) 
de unde concluzia. 
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(iii). Să demonstrăm că valorile proprii ale matricei Ak (k∈ℕ*) 
sunt k

n
k λλ ,...,1 . Într-adevăr, în ecuaţia 

det(A-λIn) = (λ1-λ) … (λn-λ) 
înlocuind pe λ cu λε, λε2, …, λεn-1 ( unde ε = nn

ππ 22 sincos + ), 
multiplicând aceste n egalităţi şi înlocuind pe λn cu λ obţinem că:  

det(Ak -λIn) = ( k
1λ -λ) … ( k

nλ -λ) 
de unde concluzia. 
 (iv). Fie f = a0Xk + a1Xk-1 + … + ak-1X + ak ∈ℂ[X]. Vom 
demonstra că valorile proprii ale lui f(A) sunt f(λ1), …, f(λn) ( λ1,…,λn 
fiind valorile proprii ale lui A). 
 Într-adevăr, procedând ca la soluţia problemei 4.19. avem: 

det(f(A) - λIn) = (f(λ1) - λ) … (f(λn) - λ) 
de unde concluzia. 
 

4.21. Fie λ1,…,λn  valorile proprii (λi ≠ λj pentru i ≠ j). Dacă 
notăm prin B baza formată din vectorii proprii corespunzători iar prin C 
matricea formată din coordonatele vectorilor din B, avem că: 

A = C-1



















nλ

λ
λ

...00
......
0...0
0...0

2

1

C, de unde Ak = C-1





















k
n

k

k

λ

λ
λ

...00
......
0...0
0...0

2

1

C. 

 Pentru cazurile particulare din enunţ ţinem cont de problema 
4.18. (i) şi (iv).  

În primul caz C = 







− 11

11
 iar în al doilea caz                                

C = 
















++
++
++

2

2

2

33331
32321
23231

εε
εε
εε

 cu ε = i2
3

2
1 +− (vezi soluţia problemei 

4.18. (i) şi (iv)). 
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4.22. PA(λ) = -λ3 + 2λ2 + 4λ + 3, deci conform teoremei Cayley-

Hamilton avem -A3 +2A2 + 4A + 3I3 = O3 ⇔ A(
3
1 A2 - 

3
2 A - 

3
4 I3) = I3, 

de unde concluzia că A-1 = 
3
1 A2 - 

3
2 A - 

3
4 I3 =

















−
−

−−

13/43/4
111

23/53/4
. 

4.23. Din g∘f = 1V deducem că g şi f sunt inversabile. Atunci, 
dacă A, B, C sunt matricele endomorfismelor f, h şi respectiv g avem 
CA = In şi atunci  
     Pg∘h∘f (λ) = det(CBA - λIn) = det(CBA – λCC-1A-1A) = 

       = det[C(B – λC-1A-1)A] = det(C) det[B – λ(AC)-1] det(A) = 
                    = det(CA) det(B – λIn) = det(B - λIn) = Ph(λ),  
de unde concluzia că Pg∘h∘f (λ) = Ph(λ), adică Pg∘h∘f = Ph. 
 
 4.24. (i). Fie λ∈ℂ o valoare proprie pentru f iar  
                                            Vλ = {x∈V | f(x) = λx} 
subspaţiul propriu corespunzător. Pentru orice x∈Vλ avem f(g(x)) =       
= g(f(x)) = g(λx) = λg(x), adică g(x)∈Vλ. 

(ii). Dacă x∈Ker(f), f(x) = 0 şi atunci 0 = g(0) = g(f(x)) =           
= f(g(x)), adică g(x)∈Ker(f). 

Oricare ar fi y∈Im(f) există x∈V a.î. y = f(x).  
Atunci g(y) = g(f(x)) = f(g(x))∈Im(f).   
 

4.25. Fie ∑
=

⋅=
m

i
i

t
i AAA

1
şi P(λ) = det(A-λIn). Să presupunem 

prin absurd că det(A) < 0, deci P(0) < 0. Cum ∞=
−∞→

)(lim λ
λ

P , rezultă 

că ecuaţia P(λ) = 0 are cel puţin o rădăcină λ0 strict negativă. Atunci 
sistemul omogen (A-λ0In)X = On are şi soluţii nenule. 
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 Fie X = 



















nx

x
x

M
2

1

 o astfel de soluţie. Atunci AX = λ0X, deci        

XtAX = λ0XtX, de unde XXXAXA t
m

i
i

t
i 0

1
)()( λ=⋅∑

=
.  

Dar pentru V= ( )nvvv ...,,, 21 ∈ M1,n(ℝ), ∑
=

=⋅
n

j
j

t vVV
1

2 ≥ 0. 

Atunci (AiX)t(AiX)t ≥ 0 pentru i∈{1, ..., m} şi XtX ≥0, deci λ0 ≥ 0, 
contradicţie. În concluzie, det(A) ≥ 0. 

Dacă A1, A2, …, Am sunt simetrice, atunci i
t
i AA = (1 ≤ i ≤ m) 

şi atunci obţinem că 0)...det( 22
1 ≥++ mAA .    

 
4.26. ,,⇒”. B = A ⇒ det(2A) = 2det(A) ⇒ (2n-2)det(A) = 0 ⇒  

det(A) = 0 (căci n ≥2). 
 B = -X‧In ⇒ det(A-X‧In) = (-1)nXn + det(A) ⇒ det(A(A-X‧In)) = 

=(-1)nXn, deci polinomul caracteristic al lui A este PA(X) = (-1)nXn. 
Conform teoremei Cayley-Hamilton, avem: PA(A) = On, de unde 

An = On. 
,,⇐”. Cum An = On şi PA(A) = On, cu PA(X) polinom  de gradul 

n, obţinem    PA(X) = Xn, deci PA(-1) = (-1)n = det(-A-In) =                     
= (-1)ndet(A+In) ⇒ det(A+In) = 1. (1) 

Cazul 1. det(B) ≠ 0. Atunci B este inversabilă, cu inversa B-1 şi 
B-1A = AB-1 ⇒ (B-1A)n = B-nAn = On. Dar det(A+B) = det(B(B-1A+In)) = 
= det(B)‧det(B-1A+In) = det(B)‧1 = det(B) (am folosit (1) pentru      
A→B-1A). 

Deci, det(A+B) = det(B) = 0+det(B) = det(A)+det(B). (2) 
Cazul 2. det(B) = 0. Fie f(X) = det(InX+B) şi                          

g(X) = det(InX+A+B). 
Evident, f, g∈ℂ[X], grad(f) = grad(g) = n şi f, g monice. 
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Cum A(λIn+B) = (λIn+B)A, pentru orice λ∈ℂ şi cum                 
f(λ) = det(λIn+B) ≠ 0, pentru o infinitate de valori λ∈ℂ, conform 
cazului 1, avem det(λIn+A+B) = det(A)+det(λIn+B) = det(λIn+B), pentru 
o infinitate de valori λ∈ℂ, altfel spus f(λ) = g(λ) pentru o infinitate de 
valori (distincte) λ∈ℂ (cel puţin n), de unde f(X) = g(X).  

În particular, obţinem: det(B) = f(0) = g(0) = det(A+B), deci 
det(A+B) = det(A) + det(B). (3) 

Din (2) şi (3) problema este complet rezolvată.          
 
4.27. ,,⇐”. Evident. 

,,⇒”. 2x2-90x+13 = 0 ⇒ 
2
199945

2,1
±

=x ∈ℝ\ℚ ⇒      

det(2A2-90A+13I2) = det(2(A-x1I2)(A-x2I2)) = 0. Coeficienţii ecuaţiei 
det(A-xI2) = 0 sunt raţionali, deci dacă x1 este rădăcină rezultă că şi x2 

este rădăcină şi reciproc ⇒ a+d=45 şi ad-bc = 
2

13  ⇒ (conform teoremei 

Cayley-Hamilton) ⇒ O2 = A2-(a+d)A+(ad-bc)I2 = A2-45A+
2

13 I2. 

Dacă A∈M2(ℝ) afirmaţia nu mai este adevărată; de exemplu, 













 +
=

10

0
2
199945

A . 

 
4.28. Ecuaţia AX = aX este echivalentă cu (A-aIn)X = On. 

Deoarece matricea A are elemente întregi, polinomul caracteristic       
P(λ) = det(A-λIn) = (-1)nλn+…+det(A) este un polinom cu coeficienţi 
întregi în nedeterminata λ, cu coeficientul dominant ±1. 

Atunci o eventuală rădăcină raţională a lui P va fi în mod 
necesar întreagă. Cum a∈ℚ şi a∈(0, 1) ⇒ a∉ℤ ⇒ P(a) ≠ 0 ⇒       

det(A-aIn) ≠ 0 ⇒ matricea A-aIn este inversabilă ⇒ X = On, 1 = 



















0

0
0

M
. 
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4.29. Fie A, B∈Γ. Atunci (-In)B = -B∈Γ şi A+(-B) = A-B∈Γ. 
De asemenea kA∈Γ, pentru orice k∈ℤ şi An∈Γ, pentru orice 

n∈ℕ. 
Conform teoremei Caley-Hamilton există α1, ..., αn∈ℤ a.î. 

An+α1An-1+...+αn-1A+αnIn = On. 
Dacă det(A) = ±1, atunci αn =  ±1, deoarece αn = det(A). 
Fie U∈Γ.  
(i). det(U) = ±1 ⇒ Un+α1Un-1+...+αn-1U±In = On ⇒  

                      ⇒U(Un-1+α1Un-2+...+αn-1In) = ±In  
                   deci  U-1 = ± (Un-1 + α1Un-2 + ... + αn-1In )∈Γ. 

(ii). det(U) = 0. Fie k∈ℕ, k ≤ n, k minim cu proprietatea că 
Uk+a1Uk-1+...+ak-1U+akIn = On. 

Din det(U) = 0, rezultă ak = 0, deci Uk+a1Uk-1+...+ak-1U = On.  
Luând V = Uk-1+a1Uk-2+...+ak-1In , rezultă UV = VU = On şi        

V ≠ On (altfel se contrazice minimalitatea lui k). 
În cazul U = On, luăm V ≠ On arbitrară. 
 
4.30. Se ştie că tr(AB-BA) = 0, pentru orice A, B∈Mn(ℂ). Dacă 

λ este o valoare proprie a matricei AB-BA (adică ecuaţia                   
(AB-BA)X = λX  are soluţie nenulă X∈Mn,1(ℂ)), atunci dacă             
(AB - BA)2 = In, avem (AB - BA)2X = λ2X = X, deci λ∈{-1, +1}, aşadar 
AB-BA are valorile proprii ±1. Cum 0 = tr(AB-BA) este suma celor n 
valori proprii rezultă că dacă există A, B ca în enunţ atunci n este număr 
par. 

Pentru n = 2, A2 = 







00
10

 şi B2 = 







11
01

 satisfac               

(A2B2 – B2A2)2 = I2, iar pentru n = 2m (m∈ℕ*), A = 
















2

2

0

0

A

A
O  şi   
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B = 
















2

2

0

0

B

B
O  sunt matrice care satisfac (AB - BA)2 = In, deci 

numerele n∈ℕ* căutate sunt cele pare. 
 
4.31. Fie Ai = { z∈ℂ | 1=iaz , i = 1, ..., n }.  
Avem | Ai | = ai = dii, | Ai∩Aj | = dij. 

Dacă A = U
n

i
iA

1=

= { z1, z2, ..., zn }, ataşăm fiecărei mulţimi A un 

vector Vi∈ℝN,   Vi = (vi1, vi2, ..., viN), unde 






∈

∉
=

ik

ik
ik Azadac

Azadac
v (

(

,1

,0
. 

Avem dij = | Ai∩Aj | = (Vi)‧(Vj)t, deci considerând matricea 
M∈Mn,N({0, 1}), M = ( )

Nk
niikv
,1

,1
=

= , avem D = ( )
njiijd

,1, =
 = M‧Mt. 

Arătăm că, în general, det(M‧Mt) ≥ 0, pentru orice matrice M 
(nu neapărat pătratică). Considerăm polinomul P(λ) = det(M‧Mt +λIn) 
care nu are rădăcini pozitive (dacă ar există λ > 0 a.î. det(M‧Mt +λIn) = 0 
sistemul omogen (M‧Mt +λIn)X = On ar avea o soluţie nebanală X0, deci 
M‧Mt‧X0 = -λX0, X0∈Mn,1(ℝ) ⇒ (X0)t‧M‧Mt‧X0 = -λ‧(X0)t‧X0 < 0  ⇔ 
[(X0)t‧M]‧[(X0)t‧M]t < 0 ⇔ Wt‧W < 0, care este falsă). 

Deci P(λ) ≥ 0 pentru λ ≥ 0 şi punând λ = 0 obţinem  
                         det(D) = det(M‧Mt) ≥ 0.          

 
4.32. Fie matricele In, A, A2, ..., 

2nA . Sistemul omogen cu n2+1 
necunoscute şi n2 ecuaţii: x0In + x1A + x2A2 + ...+ 

2

2
n

n Ax = 0 admite şi 

soluţii nebanale, deci există un polinom nenul f∈ℂ[X] a.î. f(A) = On. 
Fie f şi g polinoamele de grad minim cu proprietatea că           

f(A) = g(C) = On. Atunci f(0), g(0) ≠ 0. Într-adevăr, dacă f(0) = 0, 
atunci f(X) = Xf1(X) şi deci Af1(A) = On. Cum det(A) ≠ 0 ⇒ f1(A) = On, 
ceea ce contrazice minimalitatea gradului lui f. Fie h∈ℂ[X], h = fg,        
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h = ∑
=

t

k

k
k Xa

0
. Cum h(A) = h(C) = On ⇒ h(A)B = h(C)D ⇒ 

( ∑
=

t

k

k
k Aa

0
)B = ( ∑

=

t

k

k
k Ca

0
)D.  Cum AkB = CkD, pentru orice k∈ℕ*, 

obţinem a0B = a0D. Dar a0 = h(0) = f(0)g(0) ≠ 0, deci B = D. 
 
4.33. Fie  B = {a1, …, an} ⊆ V şi Bʹ = {b1, …, bm} ⊆ W baze, 

A, B matricele lui f şi respectiv g în raport cu bazele (B, Bʹ) şi respectiv 
(Bʹ, B). Egalitatea  

(-1)n λn Pf∘g(λ) = (-1)m λm Pg∘f(λ) 
este echivalentă cu 

(-1)n λn det(AB-λIm) = (-1)m λm det(BA-λIn) 
şi rezultă imediat din egalitatea matriceală 









−

−−
⋅








=








⋅








−
−−

nmn

m

m

nmm

n

nmm

nmn

m

IBAO
AI

IB
OI

IB
OI

IO
AIAB

λ
λ

λ
λ

,

,,

,
 

trecând la determinant în ambii membri (ţinând cont de problemele 1.12. 
şi 1.13.). 

Considerând acum V = W deducem că  
(-1)n λn Pf∘g(λ) = (-1)n λn Pg∘f(λ), 

de unde Pf∘g(λ) = Pg∘f(λ) pentru orice λ, adică Pf∘g = Pg∘f. 
  

4.34. Considerăm sistemul: 

(S) 








=++

=++

0...
.............................

0...

11

1111

nnnn

nn

xaxa

xaxa
 . 

Cum rang(A) = 2 < n, sistemul admite soluţii nenule, depinzând 
de n-2 parametri. 

Putem presupune (după o eventuală renumerotare) că 

2221

1211

aa
aa

d = ≠0. Alegând d minor principal, soluţiile sistemului sunt 
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de forma: ∑
=

=
n

j
jj xcx

3
11 , ∑

=

=
n

j
jj xcx

3
22 , xj∈ℂ, j=3, …, n. Înlocuind în 

ecuaţia 0...11 =++ nini xaxa  din (S), obţinem: 

∑
=

n

j
jji xca

3
11 + ∑

=

n

j
jji xca

3
22 + ∑

=

n

j
jij xa

3
=0 

sau                   0)(
3

2211 =++∑
=

jij

n

j
jiji xacaca , oricare x3, …, xn.  

De aici, ai1c1j+ai2c2j+aij = 0, pentru orice i = 1, …, n şi j =3, …, n. 
Prin urmare putem lua pi = ai1, ri = ai2, pentru i = 1, …, n, qj = -c1j,            
sj = -c2j, pentru j = 3, …, n iar q1 = 1, q2 = 0, s1 = 0, s2 = 1.  

Cu aceste notaţii, aij = piqj + risj, pentru orice i, j∈{1, 2, …, n}. 
 
 

§ 5. Programare liniară. 
 

 
5.1. Prima restricţie satisface condiţia cerută. Cea de a doua 

restricţie poate fi scrisă sub forma: 




≥++−

≤++−

1052
1052

4321

4321

xxxx
xxxx

, ceea ce 

face ca sistemul dat să devină acum 











≥+−+
≥++−
≤++−
≤−−+

12343
1052
1052

6432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

şi înmulţind ultimele două restricţii cu (-1) găsim reprezentarea cerută şi 
anume: 











−≤−+−−
−≤−−+−

≤++−
≤−−+

12343
1052

1052
6432

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

. 
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5.2. Pentru a face ca toate variabilele să fie pozitive, vom face 
următoarea schimbare de variabile: 













≥=

≥−=

≥−=

≥=

0,

0,

0,,

0,

554

443

32322

111

yyx
yyx

yyyyx

yyx

, 

astfel că, restricţiile din problema 5.1., vor deveni: 















≤≤≥
−≤−−+−−

−≤−+−+−
≤+−+−
≤−+−+

51,0
12343
10522

10522
64332

54321

54321

54321

54321

jy
yyyyy
yyyyy

yyyyy
yyyyy

j

. 

   Observaţie. Când spunem că variabila x2 are un semn oarecare, 
înseamnă că putem avea x2 < 0, x2 = 0, sau x2 > 0. Scriind x2 = y2 – y3 cu 
y2, y3 ≥ 0, este evident că dacă: y2 < y3 ⇒ x2 < 0  
                                                   y2 = y3 ⇒ x2 = 0  
                                                   y2 > y3 ⇒ x2 > 0.  
 

5.3. A demonstra că Xp este convexă înseamnă a arăta că pentru 
orice două soluţii posibile x1 şi x2, combinaţia liniară convexă                 
x = λx1 + (1-λ)x2 este de asemenea soluţie posibilă a problemei date (cu 
0 ≤ λ ≤ 1).  

Fie deci x1 şi x2 soluţii posibile ale problemei de programare 
liniară: 

                                       [opt] f = cx 

                                      




≥
=
0x

bAx
. 

Atunci 




≥
=
01

1

x
bAx

 şi  




≥
=
02

2

x
bAx

.  

Dacă x = λx1 + (1-λ)x2, 0 ≤ λ ≤ 1, este o combinaţie liniară 
convexă a celor două soluţii, atunci 

  Ax = A[λx1 + (1-λ)x2] = λAx1 + (1-λ)Ax2 = λb + (1-λ)b = b 
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şi cum 0 ≤ λ ≤ 1, rezultă x ≥ 0. 
 Deci combinaţia liniară convexă a soluţiilor posibile x1 şi x2 este 
de asemenea o soluţie posibilă a problemei date, ceea ce înseamnă că Xp 
este convexă. 
 Consecinţă. Orice combinaţie liniară convexă a două puncte ale 
lui Xp este de asemenea un punct din Xp, adică x = λx1 + (1-λ)x2∈Xp, 
pentru orice x1, x2∈Xp şi orice λ∈[0, 1]. Cum pentru λ∈[0, 1] există o 
infinitate de valori, deducem că, o dată cu două soluţii diferite x1 şi 
x2∈Xp, mulţimea Xp conţine o infinitate de soluţii posibile. 
 

5.4. Reamintim că a scrie o PPL sub formă canonică înseamnă a 
scrie condiţiile cerute sub forma: 

a) 




≥
≤
0x

bAx
 pentru [max]f = cx şi  

b) 




≥
≥
0x

bAx
 pentru [min]f = cx. 

(i). Vom schimba mai întâi variabilele problemei pentru a le 
avea pe toate de acelaşi semn. Vom scrie astfel că: 













≥=

≥−=

≥−=

≥=

0,

0,

0,,

0,

554

443

32322

111

yyx
yyx

yyyyx

yyx

, 

ceea ce face ca problema să devină: 















++−+=

≤≤≥

≥−−−+−
=+−+−

≤++−+

54321

54321

54321

54321

23[max]

51,0
6233
125222

10232

yyyyyf

jy
yyyyy
yyyyy

yyyyy

j

. 

Deoarece prima restricţie este în concordanţă cu cerinţa de 
maximalizare, vom desface restricţia a doua în două inegalităţi, una în 
concordanţă cu scopul problemei, iar cealaltă nu, făcând-o însă 
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concordantă prin înmulţire cu (-1), cum de altfel vom proceda şi cu cea 
de a treia restricţie a problemei. Vom avea deci: 

















++−+=

≤≤≥

−⋅≥−−−+−

−⋅≥+−+−

≤+−+−
≤++−+

54321

54321

54321

54321

54321

23[max]

51,0

)1(6233

)1(125222
125222

10232

yyyyyf
jy

yyyyy

yyyyy
yyyyy

yyyyy

j

, 

ceea ce devine:   
















++−+=

≤≤≥
−≤+++−

−≤−+−+−
≤+−+−

≤++−+

54321

54321

54321

54321

54321

23[max]

51,0
6233

125222
125222

10232

yyyyyf

jy
yyyyy

yyyyy
yyyyy

yyyyy

j

. 

 
(ii). Facem schimbarea de variabilă 













≥=

≥−=

≥=

≥−=

0,

0,,

0,

0,

554

43433

222

111

yyx
yyyyx

yyx

yyx

 

şi aducem restricţiile la forma concordantă cu scopul  problemei: 
















++−+−=

≤≤≥
−≥++−−
≥−−++−

≥++−−−
−≥++−+

54321

54321

54321

54321

54321

2332[min]

51,0
10223
10223

652
42

yyyyyf

jy
yyyyy

yyyyy
yyyyy

yyyyy

j

. 
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5.5. Reamintim că a scrie o PPL sub formă standard înseamnă a 

scrie PPL sub forma matriceală: 








=
≥

=

cxfopt
x

bAx

][
0  

 
 (i). Pentru a ajunge la forma dorită, vom face mai întâi o 

schimbare de variabilă care să ne conducă numai la variabile pozitive şi 
anume: 















≥=

≥−=

≥−=

≥−=

≥=

0,

0,

0,,

0,

0,

665

554

43433

222

111

yyx

yyx

yyyyx

yyx

yyx

. 

Introducem variabilele y7 ≥ 0 şi y8 ≥ 0 prin adunare şi respectiv 
scădere în prima şi respectiv în ultima restricţie pentru a le face egalităţi. 
Aceste ultime două variabile nu afectează funcţia obiectiv şi nici soluţia 
problemei, având însă unele semnificaţii în interpretarea soluţiei 
problemei. Pentru a nu fi omise în calcule în timpul soluţionării 
problemei, le vom scrie şi în funcţia obiectiv cu coeficienţii zero. 

În aceste condiţii, problema considerată devine:   

            















⋅+⋅++−+−−=

≤≤≥

=−−−−+−
=−−+−−

=+++−++

87654321

8654321

654321

7654321

0024432][

81,0
145222

832
1022

yyyyyyyyfopt

jy
yyyyyyy

yyyyyy
yyyyyyy

j

. 

(ii). Problema este pusă sub formă canonică. Vom avea 
forma standard: 
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














++++−+=
≥

≥
=++++
=++++

=++++

3214321

321

4321

34321

24321

14321

00023[max]
0,,

0,,,
1432
1222

102

yyyxxxxf
yyy

xxxx
yxxxx
yxxxx

yxxxx

. 

 
(iii). Problema este pusă sub formă canonică. Vom avea forma 

standard: 

                    
















+++−++=

≥
≥

=−++−
=−+++

=−+−+

3214321

321

4321

34321

24321

14321

000232[min]

0,,
0,,,

1032
1222

62

yyyxxxxf

yyy
xxxx

yxxxx
yxxxx

yxxxx

. 

(iv). Pentru a pune problema sub formă standard vom avea în 
urma schimbării de variabile: 















≥−=

≥=

≥−=

≥=

≥=

0,

0,

0,,

0,

0,

665

554

43433

222

111

yyx

yyx

yyyyx

yyx

yyx

, 

problema: 

              
















++−++−+=

≤≤≥

≤≤≥

−⋅−=−−++−−−

=−++−+
=+++−+−

21654321

2654321

654321

1654321

00232[max]

21,0

61,0

)1(153
122

10

zzyyyyyyf
kz

jy

zyyyyyy
yyyyyy

zyyyyyy

k

j
. 
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Forma standard la care s-a ajuns nu îndeplineşte condiţia de a 
avea termenii liberi pozitivi, astfel că înmulţim a treia restricţie cu (-1). 
















++−++−+=

≤≤≥

≤≤≥
=++−−++

=−++−+
=+++−+−

21654321

2654321

654321

1654321

00232[max]

21,0

61,0
153

122
10

zzyyyyyyf
kz

jy
zyyyyyy

yyyyyy
zyyyyyy

k

j
. 

Căutăm o matrice unitate de ordinul trei şi observăm că în 
cadrul matricei coeficienţilor coloana lui z1 şi coloana lui z2 sunt două 
dintre coloanele matricei unitate căutate E3 având deci coloanele unu 
(z1) şi trei (z2). Vom adăuga la membrul stâng al restricţiei a doua o 
variabilă artificială u1 care va intra în funcţia obiectiv cu coeficientul      
–M (M > 0) (astfel de coeficienţi sunt denumiţi coeficienţi de 
penalizare). Dacă scopul problemei era de minimalizare, variabila se 
introducea cu coeficientul +M (M>0), metodologia de lucru rămânând 
nemodificată. 

Deci forma standard de lucru a problemei considerate va fi: 

    


















+−+−++−+=
≥

≤≤≥

≤≤≥
=++−−++
=+−++−+

=+++−+−

211654321

1

2654321

1654321

1654321

00232[max]
0

21,0

61,0
153
122

10

zMuzyyyyyyf
u

kz

jy
zyyyyyy
uyyyyyy

zyyyyyy

k

j . 

(v). Procedând ca la punctual (iv), facem schimbarea de 
variabilă: 










≥=

≥−=

≥−=

0,

0,,

0,

443

32322

111

yyx

yyyyx
yyx

, 

şi problema devine: 
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














++−−=

≤≤≥
≥++−−
≤++−−
=++−−
≥+−+−

4321

4321

4321

4321

4321

3554[min]

41,0
542
4533
2332
6322

yyyyf

jy
yyyy
yyyy
yyyy
yyyy

j

. 

şi prin introducerea variabilelor de ecart z1, z2 şi z3 la restricţiile unu, 
trei şi patru şi a variabilelor artificiale u1, u2 şi u3 la restricţiile unu, doi 
şi patru, problema, adusă acum la forma standard de lucru, este:  



















++++++++−−=

≤≤≥

≤≤≥

≤≤≥
=+−++−−

=+++−−
=+++−−

=+−+−+−

3322114321

334321

24321

24321

114321

0003554[min]

31,0

31,0

41,0
542

4533
2332

6322

MuzzMuMuzyyyyf
lu

kz

jy
uzyyyy

zyyyy
uyyyy

uzyyyy

l

k

j

 

5.6. (i). Matricea A este A = 







−−

−−
31121
11112

 şi se 

observă imediat că are rangul 2. Să notăm cu Cij, i < j, 1 ≤ i, j ≤ 5 toate 
matricele pătratice de ordin doi ce pot fi formate cu coloanele lui A: 









=

21
12

12C , 







−

=
11

12
13C , 







 −
=

11
12

14C , 






 −
=

31
12

15C ,









−

=
12

11
23C , 








−
−

=
12
11

24C , 






 −
=

32
11

25C , 







−−
−

=
11
11

34C ,   









−

−
=

31
11

35C , 







−

−−
=

31
11

45C . 

Observăm că toate matricele Cij, i<j, 1≤ i, j ≤ 5 sunt nesingulare. 
Vom avea deci zece baze pe care le vom nota cu Ck, 1 ≤ k ≤ 10. 
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Fixându-ne una din baze, fixăm celelalte variabile ca fiind nule şi avem 
de rezolvat un sistem de forma Cx = b, cu soluţia x = C-1b.  

Deci               







=
















−

−
=

2
0

4
2

21
12

3
1

1Cx ; 

                       







−

=















−

−−
−=

2
2

4
2

21
11

3
1

2Cx ; 

                        







−
−

=















−
−

−=
6
2

4
2

21
11

3Cx ; 

                         







=
















−

=
7/6
7/10

4
2

21
13

7
1

4Cx ; 

                         







=
















−

−−
−=

0
2

4
2

12
11

3
1

5Cx ; 

                         







=
















−
−

=
0
2

4
2

12
11

6Cx ; 

                         







=
















−

=
0
2

4
2

12
13

5
1

7Cx ; 

                         







−
−

=














 −
−=

3
1

4
2

11
11

2
1

8Cx ; 

                         







=
















=

3
5

4
2

11
13

2
1

9Cx ; 

                         






−
=
















−

−=
2/1
2/5

4
2

11
13

4
1

10Cx . 

Remarcăm că numai şase din cele zece soluţii sunt de bază, 
celelalte trei având componente negative. Din cele şase soluţii de bază 
două sunt nedegenerate, iar celelalte patru sunt degenerate.  

Soluţiile de bază ale problemei date sunt:  
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





















=

0
0
0
2
0

1x ;  























=

7/6
0
0
0

7/10

2x ; 























=

0
0
0
2
0

3x ;  























=

0
0
0
2
0

4x ; 























=

0
0
0
2
0

5x ; 























=

3
0
5
0
0

6x ,  

din care observăm că x1, x3, x4 şi x5 coincid ca formă, diferenţa dintre 
ele constând în poziţia diferită pe care o ocupă zeroul care indică 
perechea cu care componenta nenulă formează baza (coloanele 
corespunzătoare din matricea A), coincidenţa ca formă a soluţiilor 
datorându-se degenerării.  

Deci, XB = { x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 } = { } 7,1=kkx . 

(ii). Matricea sistemului de restricţii A = 







−

−
1221

2112
 are 

rangul 2, ceea ce înseamnă că vom găsi cel puţin două coloane ale sale 
liniar independente. 

 Cu notaţiile de la (i) avem:  









=

21
12

12C , 






 −
=

21
12

13C , 







−

=
11

22
14C , 








 −
=

22
11

23C , 







−

=
12

21
24C , 








−

−
=

12
21

34C , 

şi se constată imediat că avem şase perechi de vectori liniar 
independenţi. 

Deducem                









=
















−

−
=⋅= −

3/16
3/4

12
8

21
12

3
11

121 bCx ; 
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







=
















−

=⋅= −

5/16
5/28

12
8

21
12

5
11

132 bCx ; 









−

=















−

−−
−=⋅= −

4
8

12
8

21
21

4
11

143 bCx ; 









−

=















−

=⋅= −

1
7

12
8

12
12

4
11

234 bCx ; 









=
















−

−−
−=⋅= −

5/4
5/32

12
8

12
21

5
11

245 bCx ; 









=
















−−
−−

−=⋅= −

3/28
3/32

12
8

12
21

3
11

346 bCx . 

 
Rezultă că problema admite patru soluţii de bază şi anume:  

  



















=

0
0

3/16
3/4

1x ; 



















=

0
5/16

0
5/28

2x ; 



















=

5/4
0

5/32
0

3x ; 



















=

3/28
3/32

0
0

4x , 

 
soluţii care sunt şi nedegenerate. 

(iii). Matricea sistemului de restricţii A = 







421
212

 are rangul 

2. Avem:  









=

21
12

12C , 







=

41
22

13C , 







=

42
21

23C . 

Deducem        







=
















−

−
=⋅= −

10
0

20
10

21
12

3
11

121 bCx ; 

                        







=
















−

−
=⋅= −

5
0

20
10

21
24

6
11

132 bCx ,  

de unde deducem că avem două soluţii de bază (degenerate) şi anume:  
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














=

0
10
0

1x  şi 















=

5
0
0

2x . 

Vectorul 















=

4
2
0

x  are două componente strict pozitive, fiind 

soluţie posibilă, dar nu soluţie de bază deoarece coloanele matricei A, 
care corespund celor două componente strict pozitive sunt liniar 
dependente.   
 

5.7. Reamintim că pentru o PPL scrisă matriceal sub forma 
standard Ax = b, x ≥ 0 şi [opt] f = cx, se notează prin  

X = mulţimea soluţiilor sistemului Ax = b, 
Xp = mulţimea soluţiilor posibile = {x | Ax = b şi x ≥ 0},  
XB = mulţimea soluţiilor de bază (adică acele soluţii posibile cu 

proprietatea că vectorii coloană ai matricei A corespunzători 
componentelor strict pozitive ai acelei soluţii sunt liniar independenţi şi 
deci formează o bază), 

X0 = mulţimea soluţiilor optime. 
Avem următorul şir de incluziuni: X0 ⊆ XB ⊆ XP⊆ X. 
În cazul rezolvării grafice (pentru cazul a două variabile) vom 

determina mai întâi poligonul convex Xp. Conform teoriei generale în 
cazul în care o PPL are optim finit rezultă că soluţia optimă a problemei  
este este constituită din unul din vârfurile poligonului. Astfel: 

(i). Avem că Xp = Ø, deci problema nu are soluţie. 
(ii). Se găseşte Xp = {(2/3, 2/3)}. Având o singură soluţie 

posibilă, ea este şi optimă deci fmax = f(2/3, 2/3) = 10/3. 
(iii). Găsim că Xp este determinat de următoarele vârfuri:  

    A(0, 3), B(0, 2), C(1/3, 2/3), D(1, 0), E(3/2, 0) şi F(48/17, 15/17). 
Deci XB = { (0, 3), (0, 2), (1/3, 2/3), (1, 0), (3/2, 0), (48/17, 

15/17) }. 
Pentru a vedea care sunt punctele de extrem calculăm valoarea 

lui f în fiecare din soluţiile din bază. Avem: 
f(A) = f((0, 3)) = 2‧0+5‧3 = 15; 
f(B) = f((0, 2)) = 2‧0+5‧2 = 10; 
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f(C) = f((1/3, 2/3)) = 2‧(1/3)+5‧(2/3) = 4; 
f(D) = f((1, 0)) = 2‧1+5‧0 = 2; 
f(E) = f((3/2, 0)) = 2‧(3/2)+5‧0 = 3; 
f(F) = f((48/17, 15/17)) = 2‧(48/17)+5‧(15/17) = 171/17. 
Se observă imediat că fmax = [max] f = f(A) = 15, deci soluţia 

optimă este x0 = (0, 3). 
(iv). Se deduce imediat că poligonul convex Xp are vârfurile: 

A(0, 1), B(1, 0), C(16/7, 9/7) şi D(8/5, 9/5).  
Deducem că:  
                   f(A) = 4;  f(B) = 3;  f(C) = 12;  f(D) = 12 

şi se observă că avem două puncte de maxim şi anume C şi D. 
 Conform teoriei generale a unei PPL o dată cu două puncte C şi 
D, întregul segment ce le uneşte cuprinde soluţiile optime ale problemei.  

Avem deci optim multiplu. 
(v). Deoarece dreptele –x1+x2 = 2 şi x1-x2 = 2 sunt paralele (deci 

nu se pot intersecta) deducem că Xp este nemărginită. În acest caz avem 
optim infinit (adică funcţia liniară f(x1, x2) = 3x1+5x2 cu (x1, x2)∈Xp ia 
valori oricât de mari  ,,tinzând” la infinit). 
 
 5.8. (i). Facem tabelul simplex: 

 

 
c              2   3   1  4  
 Baza C A

1  C A
2  C A

3  C A
4  b 

 2 C A
1  1 0 1 2 8 

 3 C A
2  0 1 2 1 10 

 z 2 3 8 7 46 
 Δ=z-c 0 0 7 3  

 
 Se observă că { AC1 , AC2 } este o bază unitară (primal 
admisibilă).  

Cum toate diferenţele Δ sunt pozitive deducem că PPL, (i) are 
optim finit, [max] f = 46 şi se obţine pentru 0

~x  = (8, 10, 0, 0).  
(ii). Facem tabelul simplex: 
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c              1   2   3  4  
 Baza C A

1  C A
2  C A

3  C A
4  b 

 1 C A
1  1 0 1 2 8 

 2 C A
2  0 1 1 3 12 

 z 1 2 3 8 32 
 Δ=z-c 0 0 0 4  

 
 Analog ca la (i), { AC1 , AC2 } este o bază unitară (primal 
admisibilă) şi cum toate diferenţele Δ sunt pozitive deducem că PPL, (ii) 
are optim finit, [max] f = 32 şi se obţine pentru 0

~x  = (8, 12, 0, 0).  
(iii). Facem tabelul simplex:  

 
c              1   2  3      4   5 10  
 Baza C A

1  C A
2   C A

3  C A
4  C A

5  C A
6  b 

1 C A
1  1 1 0 1 2 1 12 

3 C A
3  0 1 1 2 1 3 18 

 z 1 4 3 7 5 10 66 
 Δ=z-c  0 2 0 3 0 0  

 
 Se observă că { AC1 , AC3 } este bază unitară (primal admisibilă) 
şi cum toate diferenţele Δ sunt pozitive deducem că PPL, (iii) are optim 
finit, [max] f = 66 şi se obţine pentru 0

~x   = (12, 0, 18, 0, 0,  0). 
 (iv). Se observă că PPL-max nu este pusă sub formă standard. 

Pentru a o aduce la forma standard introducem aşa zisele variabile 
fictive (sau ecart) x5, x6≥0, scriind PPL-max sub forma standard: 
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PPL-max: 














++−++=

≥
=++−

=++−
−=++−

654321

654321

6431

5431

4321

0052[max]
0,,,,,

3532
53

222

xxxxxxf
xxxxxx

xxxx
xxxx

xxxx

 

Facem acum tabelul simplex (observând că baza primal 
admisibilă este { AC2  , AC5 , AC6 }). 

c              2   1  5      -1   0 0  
 Baza C A

1  C A
2   C A

3  C A
4  C A

5  C A
6  b 

1 C A
2  -1 1 -2 -2 0 0 2 

0 C A
5  3 0 -1  1 1 0 5 

0 C A
6  2 0 -3  5 0 1 3 

 z -1 1 -2  -2 0 0 2 
 Δ  -3 0 -7*  -1 0 0  

 

Observăm că Δ3=-7<0 şi toate elementele coloanei AC3  sunt 
negative, deci PPL-max de mai sus nu are optim finit.    

(v). Aducem PPL-max la forma standard prin introducerea 
variabilelor  fictive: x4, x5, x6≥0,  obţinând forma standard:  

PPL-max:    














+++++=

≥
=+++

=+++
=+++

654321

654321

6321

5321

4321

00032[max]
0,,,,,

52
2052
1532

xxxxxxf
xxxxxx

xxxx
xxxx
xxxx

 

Observăm că B={ AC4  , AC5 , AC6 } este bază primal admisibilă 
corespunzătoare soluţiei de bază 0

~x = (0, 0, 0, 15, 20, 5). 

 Facem acum tabelul simplex: 
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c                      2   1  3     0   0 0  
 Baza C A

1  C A
2   C A

3  C A
4  C A

5  C A
6  b 

0 C A
4  1 2 3 1 0 0 15 

0 C A
5  2 1 5 0 1 0 20 

0 C A
6  1  2 1 0 0 1 5 

 z 0 0 0 0 0 0 0 
 Δ -2 -1 -3 * 0 0 0  
0 C A

4  -1/5 7/5 0 1 -3/5 0 3 

3 C A
3  2/5 1/5 1 0 1/5 0 4 

0 C A
6  3/5 9/5 0 0 -1/5 1 1 

 z 6/5 3/5 3 0 3/5 0 12 
 Δ -4/5 * -2/5 0 0 3/5 0  
0 C A

4  0 2 0 1 -2/3 1/3 10/3 

3 C A
3  0 -1 1 0 1/3 -2/3 10/3 

2 C A
1  1 3 0 0 -1/3 5/3 5/3 

 z 2 3 3 0 1/3 4/3 40/3 
 Δ  0 2 0 0 1/3 4/3   

 

După o primă iteraţie am aplicat teorema de îmbunătăţire de la 
PPL, constatând că şi la a doua iteraţie trebuie să aplicăm aceeaşi 
teoremă. 

Obţinem în final că soluţia optimă (degenerată) este         
0

~x =(5/3, 0, 10/3, 10/3, 0, 0) iar maximul funcţiei obiectiv este egal cu 
40/3.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        
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§6. Forme biliniare. Forme pătratice. 

  
6.1. Presupunem că există f, g:V→K a.î. b(x, y) = f(x)g(y), 

oricare ar fi x,y∈V. Fie B = {a1, a2,…, an} o bază a lui V. Notăm            
αi = f(ai), βi = g(ai), i = 1, 2, …, n. Atunci, matricea lui b în raport cu 
baza B este A = (α1, …, αn)t(β1, …, βn). Deoarece rang A = 1 (deoarece 
b este nenulă) rezultă că rangul lui b este cu 1. 

Reciproc, presupunem că rangul formei biliniare b este egal cu 
1. Atunci, dacă B′ = {b1, b2,…, bn} este o bază a lui V, matricea A′ a lui 
b în raport cu această bază va avea rangul egal cu 1. Rezultă că există 
λ1, …, λn, µ1, …, µn∈K, a.î. A′ = (λ1, …, λn)t(µ1, …, µn) ( vezi problema 
1.70.).  

Deci, b(x, y) = (x1, …, xn)A′(y1, …, yn)t = ( ∑∑
==

n

i
ii

n

i
ii yx

11
)( µλ ), 

oricare ar fi x =∑
=

n

i
iib

1

λ , y = ∑
=

n

i
iib

1
µ ∈V.  

Astfel, b(x, y) = f(x)g(y), unde f, g : V → K sunt definite prin             

f(x) = ∑
=

n

i
ii x

1
λ , g(y) = ∑

=

n

i
ii y

1
µ . 

 
 6.2. (i). Se verifică axiomele spaţiului vectorial. 
 (ii). Se arată imediat că dacă b1,b2 sunt din Bs(V) sau Bas(V) iar 
α,β∈ℝ, atunci αb1+βb2∈Bs(V), respectiv Bas(V). 
 (iii). Dacă b∈Bs(V) ∩ Bas(V) atunci b(x, y) = b(y, x) şi b(x, y) = 
= - b(y, x), de unde deducem că b(x, y) = 0 pentru orice (x, y)∈V × V, 
adică Bs(V) ∩ Bas(V) = {0}. 
 Pentru b∈B(V) notăm b1(x, y) = 2

1 (b(x, y)+b(y, x)) şi  b2(x, y) = 
= 2

1 (b(x, y) - b(y, x)). Se verifică imediat că b1∈Bs(V) şi b2∈Bas(V) iar  
b = b1 + b2, de unde concluzia că B(V) = Bs(V) ⊕Bas(V). 
 
 6.3. Dacă b∈Bas(V) atunci în particular pentru x = y avem     
b(x, x) = -b(x, x) de unde b(x, x) = 0. 
 Reciproc, fie b∈B(V) a.î. b(x, x) = 0 pentru orice x∈V. Atunci 
pentru orice x, y∈V avem:  



 140  

 0 = b(x+y, x+y) = b(x, x) + b(x, y) + b(y, x) + b(y, y) = b(x, y) + 
+ b(y, x), de unde deducem că b(y, x) = - b(x, y), adică b∈Bas(V). 
 
 6.4. Dacă f este pozitiv definită atunci A admite exact n valori 
proprii strict pozitive λ1, …, λn. Cum valorile proprii ale lui g sunt 1/λ1, 
…, 1/λn >0 ( vezi problema 4.20.) deducem că g este pozitiv definită. 
 
 6.5. (i). Ştim că matricea lui f în raport cu B este A = (aij)1≤i,j≤3 
cu aij = b(ei, ej), 1 ≤ i, j ≤ 3. Din condiţiile din enunţ deducem că 
numerele aij verifică egalităţile: a11 = -1, a22 = 1, a33 = 2, a12 - a22 = 2,       
a21 + 2a22 = 5, a31 – a11 = 4, 2a13 + a23 = 7, a12 + a32 = 4, a13 – 2a23 = 1. 
             Deducem imediat că a12 = a21 = 3, a13 = a31 = 3, a23 = a32 = 1, 
astfel că: 

   A = 














−

213
113
331

. 

(ii). Cum A este simetrică, deducem că şi b este simetrică. 
(iii). În general, dacă A este simetrică avem că: 

f(x) = b(x, x) = a11x 2
1 + a22x 2

2  + a33x 2
3  + 2a12x1x2 + 2a13x1x3  + 2a23x2x3. 

În cazul nostru avem : 
f(x) = -x 2

1 + x 2
2  +2 x 2

3  + 6x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3. 

(iv). Avem ∆0 = 1, ∆1 = -1, ∆2= 13
31−

= -10 şi ∆3= det(A)= -10. 

Cum ∆i ≠0 (0≤i≤3) putem aplica metoda lui Jacobi de aducere a lui f la 
forma canonică. Astfel, va exista o bază B′ = { 1e′ , 2e′ , 3e′ } a.î. dacă     
y B′ = (y1, y2, y3), atunci f(y) = 

1

0
∆
∆ y 2

1 +
2

1
∆
∆ y 2

2 +
3

2
∆
∆ y 2

3  = -y 2
1 + 10

1 y 2
2 +y 2

3 .  

Alegem  1e′= α11e1 
         2e′ = α21e1 + α22e2 
         3e′ = α31e1 + α32e2 + α33e3,  

iar dacă notăm cu b : V × V→ ℝ polara lui f, impunem condiţiile        
b( ie′ , ej) = 0 pentru orice 1 ≤ j ≤ i-1 şi b( ie′ , ei) = 1 pentru orice 1 ≤ i ≤3. 

Din b( 1e′ , e1) = 1 ⇒ α11a11 = 1 ⇒ α11 = -1 ⇒ 1e′  = -e1 = (-1,0,0). 
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Din 




=′′
=′

1),(
0),(

22

12

eeb
eeb

⇒ 




=+
=+

1
0

22221221

21221121

aa
aa

αα
αα

⇒ 




=+
=+−
13
03

2221

2221

αα
αα

 

⇒




=
=

10
1

22

10
3

21

α
α

 ⇒  2e′ = 10
3 e1+ 10

1 e2 = ( 10
3 , 10

1 , 0). 

Din 






=′
=′
=′

1),(
0),(
0),(

33

23

13

eeb
eeb
eeb

⇒ 






=++
=++
=++

1
0
0

333323321331

323322321231

313321321131

aaa
aaa
aaa

ααα
ααα
ααα

⇒ 

⇒






=++
=++

=++−

123
03

033

333231

333231

333231

ααα
ααα

ααα
⇒









==

−==
=

−
−

−

1

1
0

10
10

33

10
10

32

31

α

α
α

⇒  3e′ = -e2 + e3 = (0,-1,1). 

Deci baza B′ = { 1e′ , 2e′ , 3e′ } în raport cu care f are forma 
canonică este formată din vectorii 1e′= (-1, 0, 0), 2e′ = ( 10

3 , 10
1 , 0) şi         

3e′ = (0, -1, 1). 
 

 6.6. 1). Faptul că b este formă biliniară (simetrică) rezultă din 
proprietăţile “ urmei “ ( vezi problema 1.9.).  
 De exemplu: b(A+A′,B) = 2tr[(A+A′)B] – tr(A+A′)tr(B) = 
=2tr(AB+A′B) – (tr(A)+tr(A′))tr(B) = 2tr(AB)+2tr(A′B) – tr(A)tr(B) –    
-tr(A′)tr(B) = [2tr(AB) – tr(A)tr(B)] + [2tr(A′B)– tr(A′)tr(B)] = b(A,B) 
+ + b(A′,B) şi analog celelalte condiţii. În mod evident b este simetrică. 
 2). (i). Reamintim că baza canonică a lui M2(ℝ) este                 

B = {E1 = E11, E2 = E12, E3 = E21, E4 = E22} unde E1 = E11 = 







00
01

,        

E2 = E12= 







00
10

, E3 = E21 = 







01
00

, E4 = E22 = 







10
00

. Trebuie să 

punem în evidenţă matricea (aij)1≤i,j≤4 a lui b, unde aij = b(Ei, Ej), 1≤i,j≤4. 
 Avem:  a11 = b(E1, E1) = 2tr(E 2

1 ) – tr2(E1) = 2-1=1; 
a12 = b(E1, E2) = 2tr(E1E2) – tr(E1)tr(E2) = 0-0 = 0; 

  a13 = b(E1, E3) = 2tr(E1E3) – tr(E1)tr(E3) = 0-0 = 0; 
  a14 = b(E1, E4) = 2tr(E1E4) – tr(E1)tr(E4) = 0-1 = -1; 

a22 = b(E2, E2) = 2tr(E 2
2 ) – tr2(E2) = 0-0 = 0; 
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a23 = b(E2, E3) = 2tr(E2E3) – tr(E2)tr(E3) = 2-0 = 2; 
a24 = b(E2, E4) = 2tr(E2E4) – tr(E2)tr(E4) = 0-0 = 0; 
a33 = b(E3, E3) = 2tr(E 2

3 ) – tr2(E3) = 0-0 = 0; 
a34 = b(E3, E4) = 2tr(E3E4) – tr(E3)tr(E4) = 0-0 = 0; 
a44 = b(E4, E4) = 2tr(E 2

4 ) – tr2(E4) = 2-1 = 1. 

 Astfel, matricea lui b în raport cu B este 



















−

−

1001
0020
0200
1001

 iar 

expresia analitică a lui b, pentru două elemente A,B∈M2(ℝ),                 

A = 








2221

1211

aa
aa

şi B = 








2221

1211

bb
bb

, va fi : 

  b(A,B)  = a11b11 + a22b22 – 2a11b22 + 4a12b21. 

 (iii). Pentru A = 








2221

1211

aa
aa

 avem:  

f(A) = a 2
11  + a 2

22  – 2a11a22 + 4a12a21. 

 Dacă notăm x1 = a11, x2 = a12, x3 = a21 şi x4 = a22, atunci              
A = x1E1 + x2E2 + x3E3 + x4E4  iar f(A) = x 2

1  + x 2
2  –2x1x4 + 4x2x3. 

 În vederea aplicării metodei lui Gauss-Lagrange grupăm 
termenii ce conţin pe x1: 
  x 2

1 –2x1x4 = (x1 – x4)2 - x 2
4  = y 2

1 - x 2
4  cu y1 = x1 – x4. 

 Atunci f(A) = y 2
1 + 4x2x3 + x 2

2 - x 2
4 .  

 Scriind x2 = y2 – y3 iar x3 = y2 + y3 obţinem y2 = 2
1 x2 + 2

1 x3,     

y3 = - 2
1 x2 + 2

1 x3 astfel că f(A) = y 2
1 + 4y 2

2 - 4y 2
3 + 0⋅y 2

4  cu y1 = x1–x4,      
y2 = 2

1 x2 + 2
1 x3, y3 = - 2

1 x2+ 2
1 x3, y4 = x4. 
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 Notăm cu B′ baza căutată, B′ = { 1E ′ , 2E ′ , 3E ′ , 4E ′ } şi                   

M = 



















−

−

1000
00
00
1001

2
1

2
1

2
1

2
1

. Cum M-1 = 


















−

1000
0110
0110
1001

 este matricea de 

trecere de la B la B′, atunci: 
1E ′ =  E1 + E4, 2E ′ = E2 – E4, 3E ′ = E2 + E3, 4E ′ =  E4. 

 (iv). Signatura lui f este (2, 1). 
 
 6.7. (i). Se ştie că dacă A = (aij)1≤i,j≤4 este matricea lui b căutată, 
atunci aij = b(ei, ej). Astfel: 
 a11 = b(e1,e1) = 1, a12 = b(e1,e2) = 0, a13 = b(e1,e3) = 0, a14 = b(e1,e4) = 1, 
 a21 = b(e2,e1) = -1, a22 = b(e2,e2) = 1, a23 = b(e2,e3) = 0, a24 = b(e2,e4) = 0, 
 a31 = b(e3,e1) = 1, a32 = b(e3,e2) = 2, a33 = b(e3,e3) = 1, a34 = b(e3,e4) = 4, 
 a41 = b(e4,e1) = 0, a42 = b(e4,e2) = 0, a43 = b(e4,e3) = 1, a44 = b(e4,e4) = 1. 

 Deci A = 


















−

1100
4121
0011
1001

. 

(ii). Fie M matricea de trecere de la B la B′, adică                      

M = 



















−

−

1100
1100
0011
0011

. Atunci matricea lui b în raport cu B′ va fi : 

MtAM = 



















−−
−−
−−
−

3331
3731
1111
1113

. 

  
6.8. (i). Rezultă imediat ţinând cont de proprietăţile integralei. 

 (ii). Trebuie să calculăm aij = b(xi-1, xj-1), 1 ≤ i, j ≤ 3. 
 Astfel: 
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 a11= b(1, 1) = ∫
1

0

dt =1, a12 = a21 = ∫ =
1

0
2
1tdt , a22 = 3

1
1

0

2 =∫ dtt , 

 a13 = a31 = 3
1

1

0

2 =∫ dtt , a23 = a32 = 4
1

1

0

3 =∫ dtt , a33 = 5
1

1

0

4 =∫ dtt . 

 Deci matricea căutată este A = 
















5
1

4
1

3
1

4
1

3
1

2
1

3
1

2
11

. 

 (iii). Se calculează ∫ −− −−=′
1

0

11 )1)(1( dttta ji
ij cu 1≤i,j≤3 şi 

obţinem A′ = 
















15
8

12
5

3
2

12
5

3
1

2
1

3
2

2
11

. 

 (iv). Dacă p = a1 + a2X + a3X2∈ℝ2[X] avem:  
f(p) = a 2

1 + 3
1 a 2

2 + 5
1 a 2

3 +a1a2 + 3
2 a1a3 + 2

1 a2a3. 

 (v). Avem a 2
1 +a1a2+ 3

2 a1a3 = (a1+ 2
1 a2+ 3

1 a3)2 - 4
1 a 2

2 - 9
1 a 2

3 - 3
1 a2a3 

şi notăm  b1 = a1+ 2
1 a2+ 3

1 a3.  

 Atunci f(p) = b 2
1 + 3

1 a 2
2 + 5

1 a 2
3 + 2

1 a2a3 - 4
1 a 2

2 - 9
1 a 2

3 - 3
1 a2a3 = 

=b 2
1 + 12

1 a 2
2 + 6

1 a2a3 + 45
4 a 2

3 . 
 Continuăm: 

12
1 a 2

2 + 6
1 a2a3 = 12

1 (a 2
2 +2a2a3) = 12

1 [(a2+a3)2-a 2
3 ] = 12

1 (a2+a3)2- 12
1  a 2

3 . 
Notăm cu b2 = a2 + a3 şi obţinem: 

(∗)  f(p) = b 2
1 + 12

1 b 2
2  - 12

1  a 2
3 + 45

4 a 2
3 = b 2

1 + 12
1 b 2

2 + 180
1 b 2

3  cu b3 = a3. 

 Astfel avem formulele de schimbare a coordonatelor: 
  b1 = a1+ 2

1 a2+ 3
1 a3 

  b2 =         a2 + a3 
  b3 =                 a3. 
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 Dacă M = 
















100
110

1 3
1

2
1

 şi notăm cu B′ = { 1e′ , 2e′ , 3e′ } baza faţă de 

care f are forma canonică dată de (∗), atunci: 

 =
















′
′
′

3

2

1

e
e
e

M-1

















3

2

1

e
e
e

 = 














 −

100
110

1 6
1

2
1

















3

2

1

e
e
e

⇒ 








=′
+=′

+−=′

33

322

36
1

22
1

11

ee
eee

eeee
. 

 
6.9. Fie B = {a1, a2, a3}. Matricea lui f în raport cu baza B este : 

A = 
















−

−

21
1

11

α
αα

α
. 

 Avem ∆0 = 1, ∆1 = 1, ∆2 = 1-α2, ∆3 = det(A) = 1- 5α2. 
 Forma pătratică f este pozitiv definită ⇔ ∆i > 0, oricare ar fi       
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6.10. Grupăm la început termenii ce conţin pe x1 : 
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Continuând avem : 
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Considerăm acum doar termenii din (2) ce conţin pe x2 :  
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cu (3) 322 5
1 xxy +=  astfel că din (2) deducem: 
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Notând (5) y3=x3 din (4) deducem că 
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Din (1), (3) şi (5) deducem că 
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Dacă notăm cu C matricea de trecere de la B la B´ atunci 
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Astfel 
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Deci noua bază din ℝ3 în raport cu care f are forma canonică (6) 

este B´={e´1, e´2, e´3} cu )0,0,1(1 =′e , )0,1,
2
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6.11. Matricea ataşată formei pătratice f este: 
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Avem ∆0 = 1, ∆1 = 1, ∆2 = 
32
21

 = -1, ∆3 = 
210
132

021

−
−  = -3, 

∆4 = det(A) = 12 . Cum ∆i ≠0 (0≤i≤4) putem aplica metoda lui Jacobi de 
aducere a lui f la forma canonică. Astfel, va exista o bază                       
B′ = { 1e′ , 2e′ , 3e′ , 4e′ } a.î. dacă y B′ = (y1, y2, y3, y4), atunci : 

 f(y) = 
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iar vectorii bazei B′ se vor determina scriind : 
1e′ = α11e1  

 2e′ = α21e1+ α22e2 
 3e′ = α31e1+ α32e2 + α33e3   
 4e′ = α41e1+ α42e2 + α43e3 + α44e4 

şi dacă b : ℝ4×ℝ4→ℝ este polara lui f, atunci b( ie′ , ej) = 0  pentru orice 
1 ≤ j ≤ i-1 şi b( ie′ ,ei) = 1 pentru orice 1≤i≤4. 
 Astfel, b( 1e′ ,e1) = 1 ⇒ α11 = 1. 
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Deci   1e′  = e1  = (1, 0, 0, 0), 2e′  = 2e1 - e2 = (2, -1, 0, 0),               

3e′ = 3
2 e1- 3

1 e2 + 3
1 e3 =   ( 3

2 , - 3
1 , 3

1 , 0), 4e′ = 4
1 a1+ 0a2 + 4

1 a3 - 4
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=( 4
1 , 0, 4

1 , - 4
1 ) sunt vectorii bazei B′ în raport cu care f are forma 

canonică. f nu este pozitiv definită. 
 

6.12. Matricea lui f  în raport cu baza canonică din ℝ3 este 
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nenuli, putem aplica metoda lui Jacobi. Deducem că forma canonică în 

raport cu baza B´={e´1, e´2, e´3} va fi 2
3

2
2

2
1 3

1)( yyyyf ++= , unde 

),,(~
321 yyyyB =′ . Se observă că f este pozitiv definită. 

Alegând e´1=α11e1 şi notând cu b polara lui f, din condiţia     
b(e´1, e1) = 1 deducem că α11=1 deci e´1=e1=(1, 0, 0).  

Căutăm pe e´2 sub forma e´2=α21e1 +α22e2 iar din condiţiile    

b(e´2, e1) = 0 şi b(e´2, e2) = 1 rezultă sistemul 
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α21=α22=1, adică e´2=e1 +e2 =(1, 1, 0).  
În  sfârşit căutăm pe e´3 pe sub forma e´3=α31e1 +α32e2 +α33e3 iar 

din condiţiile b(e´3, e1) = b(e´3, e2) = 0 şi b(e´3, e3) = 1 găsim sistemul 
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Deducem că e´3 = 
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Deci baza B´ în raport cu care f are forma canonică este 

B´={e´1, e´2, e´3}  cu e´1=e1=(1, 0, 0), e´2=e1+e2 =(1, 1, 0) şi e´3= 3
1 e3= 

=(0, 0, 
3
1 ). 
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