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Prefata

Aceastd noud lucrare apare ca o continuare fireasca a lucrarii
[6]; ambele reprezinta de fapt aplicatii la lucrérile [4, 5].

Dacd [6] contine aplictii legate de structurile algebrice
fundamentale de grup, inel si corp, actuala lucrare contine aplicatii
legate de spatii vectoriale.

Cele aproape 200 de probleme (impreund cu solutiile complete)
sunt structurate pe 6 paragrafe in concordantd cu structura lucrarilor
[4,5].

Lucrarea se adreseaza in primul rand studentilor de la facultatile
de matematica-informatica, oferind ,,material” pentru seminarizarea
cursurilor de algebra liniara.

Ea poate fi utilizatd in egala masura si de studentii politehnisti
ca si de profesorii de matematica din Tnvatamantul preuniversitar.

Primele 4 paragrafe pot fi utilizate si de elevii claselor a XI-a si
a XlI-a pentru pregatirea traditionalelor concursuri de matematica de la
noi.

Speram ca si de data aceasta am oferit cititorilor nostri o lucrare
utila si de calitate.

Craiova, 13.10.2002 Autorii
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Index de notatii si abrevieri

: astfel incat

: implicatia (echivalenta) logica

: cuantificatorul universal (existential)

: elementul x apartine multimii A

: multimea A este inclusa in multimea B

: multimea A este inclusa strict Tn multimea B
: intersectia multimilor A si B

: reuniunea multimilor A si B

: diferenta multimilor A si B

: diferenta simetrica a multimilor A si B

: familia submultimilor multimii M

: complementara 1n raport cu M a multimii A

: produsul cartezian al multimilor A si B
: cardinalul multimii M ( daca M este finita |M|

reprezintd numarul elementelor lui M)

: functia identicd a multimii A

: multimea numerelor naturale (nenule)

: multimea numerelor intregi (nenule)

: multimea numerelor rationale (nenule)

: multimea numerelor rationale strict pozitive
: multimea numerelor reale (nenule)

: multimea numerelor reale strict pozitive

: multimea numerelor complexe (nenule)
: simbolul lui Kronecker ( adica 1 pentrui=jsi 0

pentrui # j)

: modulul numarului complex z
: vom desemna in general un corp comutativ
K x ... x K (de n ori)
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m = n ( mod p)
Z,

M,(K)

M a(K)

1,(On)
tr(M)
det(M)
M—l

Mt

M *
rang(M)
GL.(K)
SLy(K)
Su

H=<G

Vi= 'V,
HomK(Vl,Vz)
Endg(V) :
Ker(f)

Im(f)

rang(f)
Vi+V,

VieV,

: numarul Intreg m divide numarul intreg n
: cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale m

sin

: cel mai mic multiplu comun
: cel mai mare divizor comun al numerelor naturale

msin

: cel mai mare divizor comun
: m este congruent cu n modulo p ( adica p | m-n)

: multimea claselor de resturi modulo numarul

natural n (n > 2)

: multimea matricelor patratice de ordin n cu

elemente din multimea K

: multimea matricelor cu m linii §i n coloane, cu

elemente din multimea K

: matricea unitate ( nuld) de ordinn (n = 2)

: urma matricei patratice M

: determinantul matricei patratice M

: inversa matricei patratice M

: transpusa matricei patratice M

: adjuncta matricei patratice M

: rangul matricei M

: grupul liniar de grad n peste corpul K

: grupul special de grad n peste corpul K

: multimea permutérilor asupra unei multimi cu n

elemente

: H este subgrup al grupului G

: K-spatiile vectoriale Vsi V, sunt izomorfe

: multimea aplicatiilor liniare de la V, la V,

: multimea endomorfismelor lui V

: dimensiunea Iui V peste K

:nucleul lui £

: imaginea lui f

: rangul lui f

: suma K-spatiilor vectoriale V; i V,

: suma directd a K-spatiilor vectoriale V, si V,



P : polinomul caracteristic al lui f

Pum : polinomul caracteristic al matricei M
V. : spatiul vectorial al vectorilor proprii corespunzatori
valorii proprii A
PPL : problema de programare liniara
A[X] : inelul polinoamelor intr-o nedeterminata cu
coeficienti in inelul comutativ A
7 : functia polinomiala atasatd polinomului fEA[X]
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A. ENUNTURL

§1. Matrice. Determinanti. Inversa unei matrice.
Rangul unei matrice.

1.1. Fie AeM,(C) iar 4 matricea ce se obtine din A inlocuind
fiecare element prin conjugatul sdu. Sa se demonstreze ca:

(i) det(4)= det(4);

(ii) det(A4- A) = |det(4)|* 20;

(iii) Daca A, BEM,(R) si AB=BA, atunci det(A*+B?*)=>0;
(iv) Daci AEM,(R), atunci det(A*+1, )=>0.

b
1.2. Fie A=£a dj €M, (C). Sa se arate ca :
¢
(i) A verifica ecuatia matriceald X*-(a+d)X+det(A)l, = Oy;

(ii) Daci existd k>2 a.i. A*= 0, si A+0, atunci A*=0,.

b
1.3. Fie A=(a dJ eM,(C). Sa se arate ca pentru orice n>1
C

existd x,, y,€C a.i. A"=x,A+y,, cux;=1, x,=a+d, y; =0, y,= -det(A)

iar pentru n>2, X+ = XpX,tyoXn1 $1 Yo = YoXou1-

1 1
Aplicatie. Sa se calculeze A" (n>2) pentru A=( . J,

14 el 5)



b
1.4. Sa se determine A=(T j EM,(Z) ai. det(A*-A%) = 1.
C

1.5. Fie neN, n>3. Sa se determine XEM,(R) a. 1.
n n-2 1 _1
X'+ X" = .
-1 1

1.6. Fie A€M, (R) cu proprietatea ca A% =1,. Si se demonstreze

ca pentru orice XEM(R), existda Y, ZEM,(R) unice a. 1. X =Y + Z,
AY=YsiAZ=-Z.

1.7. Fie A, BEM,(R) (n>2) a.i. A*+B*=0,.
Sa se demonstreze ca :

(i) Daca n = 4k cu kEN’, atunci det(AB-BA)>0;
(ii) Dacd n = 4k+2 cu keN’, atunci det(AB-BA)<0;
(iii) Dacd n = 4k+1 sau 4k+3 cu keN’, atunci det(AB-BA) = 0.

1.8. Fie A, BEM,(R). Si se arate cd daca ABAB = O,, atunci
BABA = O,. Este rezultatul adeviarat in M;(R)?

1.9. Fie A, BEM,(C) si acC.
Sa se arate ca :

(1) tr(A+B) = tr(A) = tr(B);
(i) tr(aA) = atr(A);

(iii) tr(AB) = tr(BA);

(iv) Dacid UEM,(C) este inversabila, atunci tr((UAU™) = tr(A).
1.10. Daca A, BEM,(C) si A+B = AB, atunci AB = BA.

a b ¢
1.11.FieA=|b ¢ a|eM;O).

c a b



(i) Calculand n doud moduri det(A) sa se deduca egalitatea:
a’+b’+c’-3abc = (atb+c)( a*+b*+c*-ab-be-ca);
(1) Utilizand (i) sa se deduca faptul ca produsul a doua numere

de forma a*+b*+c’-3abc (cu a, b, c€7) este de aceeasi forma.

1.12. Fiea,b,c,a’,b’, c’eC.
(1) Sa se demonstreze ca
a b1 a l c

¢ a l==p 1 a=a*>+b*>+c*—ab—ac—bc;
b ¢ 1 c 1 b
(i1) Utilizand (i) sa se deduca identitatea:
(@ +b* +c* —ab—ac—bc)a'? +b* +c'* —a'b' —a'c' —b'c)=
= A’+B’+C* ~AB-AC-BC,
unde A = aa’+bc’+cb’, B =ac’+bb’+ca’, C = ab’+ba’+cc’.

1.13. Fie AeM, (), BeM,(C) si CeM,(C). Sa se
demonstreze ca

det 45 det(A) - det(C
eOn,mC_e()'e()
(unde O, nEM, ,(C) este matricea cu toate elementele egale cu zero).

1.14. Fie A, B, CeM,(C). Sa se demonstreze ca

dtO” A4 _ D" - det(A) - det(B
et o C—(—)~e() et(B).

1.15. Fie A, BEM,(C). Sa se demonstreze ca

A -B i
de{ j =|det(4+iB)|" .
B 4



a -b —-c¢ -d
} b -d
1.16. Fie M = ¢ “ leMyO).
c d a -b
d —-c b a
2

Sa se demonstreze ca det(M) = ( a’+b*+c*+d? )%

1.17. Fie X1, X2, X3, X4€(: Sl

X X, X5 X4
X, —X, —X X
| X2 1 4 3
A(X1, X2, X3, X4) =
X3 Xy =X =X,
Xy —X3 X, - X,

(i) Si se arate ca det A(X, Xa, X3, X4) = (X, + X5 + x32 +x3)7;
(i1) Daca mai avem yy, ¥, y3, y4€C, atunci
A(Xla X2, X3, X4) : A(YIa Y2, Y3, }’4) = A(Zl, 7, Z3, Z4),
Cu z; =Xy + Xo¥2 + X33 T X4Y4

Zy = X1Y2 - Xo¥1 T X34 - X4Y3

Z3 = X1Y3 - X2Y4 - X3y1 t X4y

Z4 = X1Y4 T X2Y3 - X3Y2 - X415
(ii1) Sa se deduca din (ii) identitatea lui Euler:

2 2 2 2 2 2 2 2N_ 2 2 2 2

(xf +xy +x3 +x3) (v +yy, +yy tyi)=z 4z, +z +zZ,

1.18. Dacid a, b, ¢, deC, atunci

01 1 a

10 1 b 2 o

(1) = a"+b™+c™-2ab-2bc-2ac+2d;
1 1 0 ¢
a b ¢ d

(ii)



-1 1 1 1 a
1 -1 1 1 b
1 1 -1 1 | =-4[a*+b*+c*+d*-2(ab+act+ad+betbd +cd)].
1 1 1 -1d
a b ¢ d 0

avem:
ay  dp| |4 4y a, 4,
ay  dyp| |4y Ap ay Gy
n %in . Ap| |4 4 a4y,
= alnfz s asn| |as  as dz;  daj,
a, a,,
ap Q| |9 4 ap  ay,
anl anZ anl an3 anl ann
(unde a;€C).

1.20. Fie Ay, A,,..., A, multimi finite. Notdm cu a; numarul de

elemente ale multimii AjNA;, i, j=I, ..., n. Dacd A este matricea
(@;)1<i j<n S8 se arate ca det(A)=0.

1.21. Fie (a; )y j<, 0 matrice de ordinul n, definitd astfel:

a;j = max(i, j), oricare ar fii,j =1, 2, ..., n. Sa se calculeze det(A).

1.22. Fie (a;) j<, © matrice de ordinul n, definitd astfel:

a;j = min(i, j), oricare ar fii,j =1, 2, ..., n. Sd se calculeze det(A).

1.23. Fie (a; )y j<, 0 matrice de ordinul n, definitd astfel:

a; = |1i-j |, oricare ar fii,j =1, 2, ..., n. Sa se calculeze det(A).

1.24. Fie A o matrice patratica de ordinul 3, ale cirei elemente
sunt —1 si +1. Sa se arate ca:

11



(i) det(A) este un numar par;
(i1) Sa se determine valoarea maxima (respectiv minima) pe care
o poate lua det(A).

1.25. Fie A o matrice patratica de ordinul 3, ale cirei elemente
sunt 0 i 1. S se determine valoarea maxima pe care o poate lua det(A).

1.26. Fie (a; ), j<, 0 matrice de ordinul n, a. 1. aye{-1, +1},

oricare ar fi i, j=1, 2, ..., n. Sa se arate ca det(A) este un numar intreg
multiplu de 2™

1.27. Sa se calculeze valoarea maxima (respectiv minima) a
determinantilor de ordinul 4 ale caror elemente sunt —1 si +1.

2 3
1.28. Sa se rezolve in M,(C) ecuatia X“=(4 6J (n>2).

1.29. Fie AeM,(C) inversabila. Sa se demonstreze ca
(AY'= (M.

1.30. Daci AEM,(C) este inversabili si simetricd, atunci si A™
este simetrica.

1.31. Fie AEM,(C) pentru care exista kEN, k=2, a. 1. A* = 0,.
Si se demonstreze cd det(l,+A+.. +A*") = 1.

1.32. O matrice AEM,(C) se zice involutiva dacd A* = 1, si
idempotentd daci A= A. Si se demonstreze ci:
(i) Daca A este idempotenta atunci 2A-I, este involutiva;

.. : . o1 .
(i1) Daca A este involutiva atunci 5 (A+1,) este idempotenta.

1.33. Fie AEM;(R) ce are elementele de pe diagonala principala
1 . L
egale cu 5 iar suma elementelor de pe fiecare linie si fiecare coloana

egald cu 1.
Sa se arate ca det (A) > 0.

12



1.34. Fie AeM,(R) si XeM,(R) ce are toate elementele egale.
Si se arate cd det (A+X)-det(A-X) < det’(A).

1.35. Daca A, BEM,(C), atunci
() det (A+B)+det(A-B) = 2[det(A)+det(B)].
Reciproc, daca avem n>2 a.i. (*) este verificata pentru orice
A, BEM,(C), atuncin = 2.

b
1.36. Fie A:(“ dJ EM,(C) cu a#d, b#c, b0, c+#0. S se
C

demonstreze cd, dacd pentru numdrul natural n>1 notim

a, b .b ¢ a,—d .
A= n n , atunci S __ " L N pentru oricen=>1.
b ¢ a—d

35
1.37. Fie matricea A= [6 IOJ‘ Sa se demonstreze cd pentru

orice n>2 exista matricele X, YEM,(C) nenule, distincte si a. 1.
A=X"+Y"

1.38. Fie AeM,(R) ai. A’ = A+l,. Sa se demonstreze ci
det(A)>0.

1.39. Fie n€N, n>2 si AEM,(R) a. 1. pentru un kEN" s3 avem
A*= A+1,. S se demonstreze ci:

(i) Pentru k impar avem det(A) > 0;

(i1) Pentru k par i n impar concluzia de la punctul (i) nu mai este
neaparat adevarata.

1.40. Sa se demonstreze ca, daca A, B, CEM,(R), iar aceste
matrice comut intre ele, atunci det(A*+B*+C*-AB-BC-CA)>0.

13



1.41. Fie A, BEM,(R) a. i. det(AB+BA)<0. Sa se arate ca
det(A*+B?)=0.

1.42. Daca A, BeEM,(C) si ac€C, atunci det(al,tAB) =

= det(al,+BA), iar apoi sa se deduca faptul cad daca Pe([X], atunci
det P(AB) = det P(BA).

1.43. Fie BEM,(R) a. i. B* = O,. Aritati cd pentru orice
AEM,(R) au loc inegalitatile: det(AB+BA)>-1 si det(AB-BA)<1.

1.44. Fie A, BEM,(R). Si se calculeze det(A) stiind cd sunt
indeplinite conditiile:
(@)
det(4+ B) +det(4—C.B)+det(A+C}B) +...+det(4+(-1)"C!B) =0
(ii) det(B*+1,) = 0.

1.45. Fie AEM,(R). Ardtati cd urmatoarele afirmatii sunt

echivalente:
(i) existda pEN" a.1. AP=0y;
b 1+sinb
(i) existi a, bER a.1. A = a ( €08 - j .

—1+sinb —cosb

1.46. Fie A, B, CeM(C), B fiind inversabila. Sa se
demonstreze cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) ABC=AB + BC;

(i) CB'A=CB' + B"A.

1.47. Fie AEM,(R), A#Al,, pentru orice AER. Sa se arate ca
ecuatia X - X "= A admite solutii XEM,(R) daci si numai daci exista
pER-{2)a. . A1, =pA.

1.48. Fie AEM,(R) cu det(A) =d # 0, a. i. det(A+dA") = 0. Sa
se arate ca det(A-dA") = 4.
14



a

1.49. Fie AI(
c

b
dJ EM,(R) cu a+d >2. Sa se arate ca oricare
ar fineN", A"«L,.

1.50. Fie A, B, CEM,(R), matrice care comuta doua céate doua,
a. 1. numerele det(A), det(B), det(C) sunt nenule si nu au toate acelasi
semn. S se demonstreze ci det(A*+B*+C?) > 0.

1.51. Fie AEM,(R), A+0O, cu proprietatea ci existdi acR" a. 1.
A+A'=al,. Si se arate ci oricare ar fi mEZ existi bER (care depinde
de m) a. i. A™HA")"=bl,.

1.52. Fie matricele nenule Ay, Aj, ...,A.€My(R), n>2 cu

proprietatile: Ag#al,, a€R si AgA= A Ay, pentru orice kE{1, ..., n}.
Sa se arate ca:

@) det[zn: A7 j >0;

k=1

(i1) Daca det[z A,fj =0 si A,#aA,, pentru orice acR, atunci
k=1

1.53. Sa se arate ca pentru orice AEM,(C) exista CEM,(C) cu

proprietatea A"=C -A'-C" i sd se determine toate matricele CEM,(C)
care au aceasta proprietate.

1.54. Fie AeM,(Q) a. 1. det(4+ 121 ,) =0.Sa se demonstreze
det(A-I,) = det(A) + (det(A+1,))".

1.55. Se considera multimea matricelor

15



a, a, a, a,
a, a a, .. a,,
M=:44eM,(C), A=|a,, a, a .. a,,
a, a; a, .. a

si BEM,(C). Sa se arate ca AB = BA, oricare ar fi AEM daca si numai
daca BEM.

1.56. Sa se arate ca daca A, BEM,(C) sunt doud matrice

inversabile cu proprietatea ca AB + BA = O, si existd a, b, ¢, d€C a. 1.
al,+bA+cB+dAB =0, atunci a=b=c=d=0.

1.57. Fie n€N, n>2. Pentru orice matrice A€M, (C), notdm cu
m(A) numarul tuturor minorilor sai nenuli. Sa se arate ca:
(1) m(In) = Zn'l;

(ii) dacd AeM,(C) este nesingulara, atunci m(A)> 2"-1.

1.58. Fie A, BEM,(R), asemenea in M,(C) (adica exista o
matrice inversabila PEM,(C) a. 1. AP = PB). Sa se demonstreze ca A si

B sunt asemenea si in M,(R).

1.59. Fie matricele A, BEM,(C), care verifica relatiile:
AB=BA, A" =1, B”" =1,
Sa se arate cd matricea A + B + I, este inversabila.

1.60. Fie A un inel comutativ unitar si n€N, n>2. Notam
GL,(A) = {MeM,(A) | det(M) este un element inversabil in A}

SL.(A) = { MEM,(A) | detM) = 1}.
Sa se demonstreze ca:

16



(i) GL.(A) si SL,(A) sunt grupuri relativ la inmultirea
matricelor, SL,(A) este subgrup al lui GL,(A) si pentru orice XEGL,(A)
si orice Y ESL,(A) avem X' YXESL,(A);

(i1) Daca K este un corp finit cu p elemente, atunci GL,(K) are

@"-D(P"p)...(p"-p"") elemente;

1 1
(ili) Daca U, VeEM,y(2), UI[O J, V:[

1

0 )
, atunci
1 IJ

UVESL,y(7) si pentru orice MESL,(Z) exista matricele Ty, ..., T,€{U,
V} sinumerele t, ...,t€Za. i M =T" -..-T" ;

-1 0
(iv) Daca mai consideram si WEMy(7), W=[ 0 J, atunci

WeGLy(Z) si pentru orice MEeGLy(7Z) existd matricele
Ry, ..., R€{U, V, W} si numerele ry, ..., r,€Za.i. M =R -...-R} .

I -1 2
1.61. Fie A€M3’2(C), BEMZJ((C) a.i. AB=| 0 0 2.
0 0 2

Sa se calculeze det(BA).

1.62. Demonstrati ca dacad n-1 linii ale unui determinant D de

ordin n>4 au elementele in progresie aritmetica, atunci D = 0.

1.63. Fie p si q doud numere reale a. i. p>-4q < 0. Si se arate ci
daca n este un numar natural impar si A€M, (R), atunci
A*+pA+ql, = O,.

1.64. Fie AeM,(R) o matrice a. . A"= oA, unde a€R, a+=+1.
Sa se arate ca matricea B = A+, este inversabila.

1.65. Fie x;, X, ..., X,€R distincte douda cate doud a. 1.

V4 .
X, +X, 4 tx, = E Se defineste matricea AEM,(C), A=(ay,)1=<kp=n,

17



unde a;, =cos(x;, —kx,)+isin(x, —kx,), k, pe{l, ..., n}. S se arate

ca det(A)ER daca si numai daca n este impar.

1.66. Fie A, BEM(R) cu AB =BA. Sa se arate ca det(A+B)=0

daci si numai daca det(A™B") > 0, oricare ar fi nEN".

1.67. Sa se determine matricele AEM,(C) cu proprietatea
(AN =A.

1.68. Sa se arate ca produsul a doud matrice simetrice este o
matrice simetrica daca si numai daca matricele comuta.

1.69. O matrice A = (a;)€M,(C) se numeste ortogonala daca
A-A'=1,. Aritati cd pentru ca o matrice pitraticd sa fie ortogonald este
necesar si suficient ca s aiba loc una dintre urmétoarele relatii:

n
a) Zakiak/ =0, , pentru orice 1 <i, j<n
k=1 ‘
n
b) Zaikajk =0, , pentru orice 1 <i, j<n.
k=1

1.70. Fie A= (a,.j )ISiSm EM,.(R). Sa se arate cad rang(A)<1 daca
1<j<n
si numai daca existd Xy, X, ..., XnER §1 y1, ¥2, ..., Ya€ER a. 1. a5 = xy;,
oricare ar fi (i,j)€{1, 2, ..., m}x{1, 2, ..., n}.

1.71. Sa se discute dupa valorile parametrului real A rangul
matricei:

1 2 -1 2
A=|2 -1 A1 5
1 10 -6 1

1.72. Sa se calculeze rangul matricei:

18



-1 2 1 0 2

-2 4 2 20
A:

-3 6 3 2 2

-5 12 6 4 4

1.73. Fie AeM,, ,(C) iar BEM,, ,(C) cu m>n.
Sa se demonstreze ca det(AB) = 0.

§2. Spatii vectoriale

2.1.FieV={xeR |x>0}.

Definim @ : VxV — V si © : RxV — V prin x®y = Xy oricare
ar fix, yeV, si a®x =x* oricare ar fi xeV, aeR.

(1) Sa se arate cd V este un R spatiu vectorial;

(ii) Sa se determine o baza a lui V si dimensiunea lui V peste R.

2.2. (i) Sa se arate ca multimea V = {a+b V2 43 |a,b,ceQ}

este un spatiu vectorial peste corpul Q al numerelor rationale fata de
operatiile obignuite de adunare a doud numere reale si de Tnmultire a
unui numar real cu un numar rational.

(ii) Acelasi lucru pentru V= { a + b3/2 +ci/4 |a, b, ceQ}.

2.3. Fie V un K — spatiu vectorial. Daca aeK* si xeV iar
ax =0, atunci x = 0.

2.4. Fie k si K doua corpuri a.1. k <K iar k este subcorp al lui K.
Sa se demonstreze ca grupul (K,+) devine in mod canonic k-
spatiu vectorial.

2.5. Si se arate cd vectorii 1, /2 ,3/4 sunt liniar dependenti in
R privit ca R - spatiu vectorial si liniar independenti in R privit ca

Q - spatiu vectorial.
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2.6. Fie M ,(O) = { AeM,(Q) | A'= A} si
Musn(C©) = {AeM,(O) | A'=- A},
(1) Sa se arate ca M, ,(C) si M,s,(C) sunt subspatii vectoriale ale

lui M,(C);
(i1) Sa se determine cate o bazd a acestora si sd se arate ca
dime M (C) = "2 jar dimcM,,,(C) = 222 ;

(iii) Sa se arate cad M, (C) = M ,(C) @ My,(C).

a b
2.7. Sa se arate ca V = {( j
c —a

vectorial al lui M,(R) iar apoi s se determine o baza i dimensiunea lui
V.

a,b,ce R} este subspatiu

. _ _ n

2.8. Fie a; = (ajy,...,a1n)s. .-, @0 = (Qn,...,80m)€C .

Atunci {a,...,a,} este baza in C" daca si numai daca
a, .. a,

. |#0.

nl nn

2.9. Sa se determine aeR a.i. vectorii a; = (1, 2, 1, -1),

a,=(3,0,2,0),a5= (4,-2,2,2),a,= (3, -4, 1, 3) din R* sd genereze:
(1) un subspatiu vectorial de dimensiune 4;
(i1) un subspatiu vectorial de dimensiune 3.

2.10. Sa se determine o, R a.i. matricele:

T e
a 1)W1 )1 2

sd fie liniar independente.

2.11. in spatiul vectorial real R* se dau vectorii a; = (1, 1, 0, 2)
sia,=(1,-1,2,0). Sd se completeze acestia pana la o baza a lui R*.

20



2.12. (Grasmann) Fie V un K- spatiu vectorial de dimensiune
finita iar V, si V, doud subspatii vectoriale ale sale.
Sa se arate ca :
dimK(V1+ Vz) = dlval + dlmKV2 - dlmK(Vlsz)

2.13. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n iar V; ,V, doua
subspatii vectoriale ale sale de dimensiune p si q respectiv, cu p + q > n.
Sa se arate cd V; §i V, au In comun cel putin un element nenul.

2.14. (i) Sa se arate ca multimea:
M, = { A = (ay)iij<seM;3(R) | 2 = 0 pentru i > j}
este un subspatiu vectorial al lui M3(R);
(i1) Sa se determine o baza pentru M, si dimgMy;
(iii) Sa se gaseasca cate o baza pentru subspatiile M;3(R)NM; si
M;3(R) + M.

2.15. Fie V un K - spatiu vectorial si Xx;, x5, x3€V a.l
indK{xl, Xa, X3}. Sa se arate ca indK{xl + X5, Xp T X3, X3+ Xl}.

2.16. Fie F(R) = {f: R > R}.

(1) Sa se arate ca F(R) devine in mod canonic spatiu vectorial
real, definind pentru f,geF(R) si a eR:

f+g af: R > R prin (f +g)(x) = f(x) + g(x), (af)(x) = af(x),
oricare ar fi xeR;

(ii) Daca Ay, Ay, ..., A, €R sunt distincte doua cate doua, atunci
functiile {x—e™*, ..., e *} sunt liniar independente in F(R);

(iii) Acelasi lucru pentru multimile de functii:

a) {x—sinx, cos x};

b) {x—1,sinx, cosx};

c) {x—1,cosx,cos?2x, ..., COS hX};

d) {x—»sinx, sin 2x, ..., sin nx};

e) {x—1,sinx, cos X, sin 2X, cos 2X,..., §in nX, COS Nx};

f) {x—1,sinx, sin’x, ..., sin"x};
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g) {x—1,cosx, cos’x, ..., cos"x}, n > 1.

2.17. Fie V un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finita
> 2, iar V,V, subspatii vectoriale ale lui V, V| # V,, dimgV, =
=dimgV, =n-1. Sa se arate ca V+V, =V si dim(V,NV;) =n-2.

2.18. Fie V,, V, doua subspatii de dimensiuni finite ale spatiului
vectorial V; B = {ay,...,a,}, B> = {by,....bg}, Bs = {a},...,a,,by,....b:}
(r £ q), baze, respectiv, ale subspatiilor Vi, V2, Vi+ V..

)4
Daca b; = Zaij aj + Zﬁij b, r+1 <1 < q, sunt scrierile

vectorilor by,...,b, In baza Bs, atunci vectorii ¢; = Zau a, r+1 <i<q,
Jj=1
constituie o baza a subspatiului V\n\V,.

2.19. Folosind rezultatul din problema anterioard sa se

determine o baza a lui ViV, unde V, si V, sunt subspatii ale lui R* cu
bazele By = {aj,a5,a3}, B, = {by,by,bs}, respectiv, unde a; = (1,1,0,0),
a,=(0,1,1,0), a3 =(0,0,1,1), b; = (1,0,1,0), b,= (0,2,1,1), b3 = (1,2,1,2).

2.20. Fie V| si V, doud subspatii vectoriale ale lui R" de
dimensiuni finite, avand bazele B={a,,...,a,}cV; si B, = {by,...,.b;} =V,
(k, [ <n).

Sa se puna in evidenta un algoritm care sd permita construirea,
pornind de la B; si B,, a unor baze pentru V,+V, si VinV,.

Sa se determine cite o baza pentru subspatiile V,+V, si VinV,
in fiecare din cazurile:

(1) a1 (1,2, 1),a,=(1,1,-1),a3=(1, 3, 3),

=(2,3,-1),b,=(1,2,2), b3 (1, 1,-3);
(ii) al (1,2,1,-2),a,=(2,3,1,0),a3=(1, 2, 2, -3),
=(1, 1,1,1) b,=(1,0,1,-1),b3=(1, 3,0, -4);
(111)a1 (1100)a2 (0110)a3 (0011)
=(1,0,1,0),b,=(0,2,1,1),b3=(1,2, 1, 2).
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2.21. In R’ consideram vectorii: a, = (1, 2,-1), a,=(0, 1, 1),
a3 = (_15 Oa 1)7 bl = (17 27 3)9 b2: (17 _15 0)9 b3 = (27 _15 O)

(1) Sa se arate ca B, = {ay, a,, a3}, B, = {by, by, b3} formeaza o
bazi pentru R’;

(i1) Sa se scrie matricele de trecere de la B, la B, si de la B, la
By;

(iii) Dacda x = (1, 1, 1)eR’ sa se determine coordonatele lui x in
raport cu bazele B, si B,.

2.22. Sa se calculeze cu ajutorul lemei substitutiei rangul
matricei:

-1 2 1 0 2
-2 4 2 20
A= .
-3 6 3 2 2
-5 12 6 4 4

2.23. Sa se discute cu ajutorul lemei substitutiei (dupa
parametrul real o) rangul matricei:

1 2 -1 2

4 -1 3 0
A=

51 a-1 2

3 « 4 =2

224, Fie a; = (1, 2, 3), a, = (-1, 1, 1), a3 = (-1, 0, 1) si
x = (1, 3,-1) din R®. Cu ajutorul lemei substitutiei sa arate ca vectorii

{aj,a,a;} formeazad o bazd pentru R® iar apoi sd se determine
coordonatele lui x Tn aceasta noua baza.

2.25. Sa se calculeze cu ajutorul lemei substitutiei inversa
matricei:

1 2 -1
A=]0 1 1 |eMyR).
-1 0 1
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2.26. Fie n > 1 un numar natural si notam cu V, multimea
polinoamelor cu coeficienti din C, de grad cel mult n.

(i) Sa se demonstreze ca 1n raport cu operatiile uzuale (adunarea
polinoamelor, respectiv Tnmultirea unui polinom cu un scalar complex)
V, este un C- spatiu vectorial de dimensiune n+1;

(i) Sa se demonstreze ca pentru aeC fixat, multimea
B = {1, X-a, (X-a)’, ...,(X-a)"} este o bazi a spatiului vectorial V,;

(iii) S& se determine coordonatele lui f in raport cu baza de la

(ii).

2.27. Fie (au,...,a,p)eC™ (t > 1). Si se arate ci multimea

M= {f: C— C|of(l) + ...+ ouf(t) = B} inzestratd cu adunarea
obisnuita a functiilor §i Tnmultirea unei functii cu un numar complex,

formeaza un C- spatiu vectorial daca si numai daca 3 = 0.

2.28. Fie p un numar prim $i n un numar natural. Consideram
multimile:

Vo={feZ,[X]|gradf<n},V'={{|feV}
(unde prin " intelegem derivata formala a polinomului f).

(i) Sa se arate cd V, este un Z,, - spatiu vectorial, iar V' este un
subspatiu al lui V;

(i1) Sa se determine dimensiunile celor doua spatii vectoriale V,
siV'.

2.29. Se noteazd cu S multimea tuturor sirurilor (X,)n»o de
numere complexe care verifica recurenta liniara de ordin k:

Xt T A1 Xkl T -..F 21 Xpe + 20X, = 0, oricare ar fineN.
Presupunem cad ecuatia caracteristica asociata :
akrk + ak_lrk'1 +...tar+a=0
are radacinile simple ry, 1,...,1,e C.
(i) S& se demonstreze ca 1n raport cu operatiile uzuale (
adunarea sirurilor, respective produsul dintre un §ir §i un numar
complex) S este un spatiu vectorial complex ;

24



(i1) Fie (Xy)n=0€S un sir fixat. Notand cu (A, A,,...,Ay) solutia
sistemului:
A +A,+..+ 4, =x,
nA, +ryd, +..+r A, =x;
”12141 +1”22A2 +...+rk2Ak =X,

sa se demonstreze ca pentru orice neN, avem :
X, =Ajr] + Azr; + A
(iii)) Sa se deduca, pe baza celor de la (ii), cad multimea
B = {(r] )n0, (T3 )nz0,---»(T} )0} €Ste 0 baza a spatiului vectorial S.

2.30. Fie AeM,(C) (n>2). Sa se demonstreze ca A se poate
scrie sub forma A = XY — YX ( cu X,YeM,(C) ) daca si numai daca
tr(A) = 0.

§3. Aplicatii liniare.

3.1. Daca V si V" sunt K-spatii vectoriale, atunci f: V-V’ este
aplicatie liniara daca si numai daca pentru orice a, BEK si x, yEV avem
f(ax+By) = of(x)+BH(y).

3.2. Fie V un K-spatiu vectorial. Sunt echivalente urmatoarele
afirmatii:

(1) dimV =1;

(i1) pentru orice fEEndk(V) exista a€K a.i. f(x) = ax.
3.3. Daca V si V' sunt doud K-spatii vectoriale, atunci pentru
f: V-V’ aplicatie liniara sunt echivalente:

(1) f este functie injectiva;
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(ii) f transforma orice sistem de vectori liniar independenti din
V in sistem de vectori liniar independenti din V’;

(iii) Ker(f) = {0};

(iv) Pentru oricare K-spatiu vectorial V'" si g, h : V'—=V
aplicatii liniare, din fog = foh = g=h.

Observatie. Aceastd problemd ne permite sd numim
monomorfisme aplicatiile liniare injective.

3.4. Daca V si V' sunt doua K-spatii vectoriale, atunci pentru

f: V-V’ aplicatie liniara sunt echivalente:

(1) f este functie surjectiva;

(if) Im(f) = V",

(ii1) Pentru oricare K-spatiu vectorial V'~ si g, h : V' =-V"”
aplicatii liniare, din gof=hof = g=h.

Observatie. Aceastd problemd ne permite sa numim
epimorfisme aplicatiile liniare surjective.

3.5. Fie R,[X] = {PER[X] | grad(P) < n} si
D: R, [X] —-R,,[X], D(P)=P’, PER,[X]

I: R,[X] =Ry [X], [(P) = j P(t)dt, PER,[X].
0

Sa se arate cd D si I sunt aplicatii liniare §i sd se pund in
evidentd matricele lor 1n raport cu bazele canonice.

3.6. Fie diagrama comutativa de K-spatii vectoriale:
M —LS>M—=5>M"
RN
N ——>N—>N"

cu cele douad linii exacte (adica Ker(g) = Im(f) si Ker(v) = Im(u)).
Sa se arate ca:
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(i) Daca o, y si u sunt monomorfisme, atunci [ este
monomorfism;

(i1) Daca a, vy si g sunt epimorfisme, atunci j este epimorfism;

(iii) Daca P este epimorfism §i u §i y sunt monomorfisme, atunci
o este epimorfism.

3.7. n raport cu baza canonici din R® se defineste f : R’—R’
prin
f(x1, Xa, X3) = (X1-2X3, X1 +3X2+2X3, X1 +X2HX3), (X1, X2, X3)ER.
(i) Sa se arate ca fEEnd(R’);

(i1) Sa se scrie matricea lui f 1n raport cu bazele canonice;
(iii) Sa se arate cd B = {by, by, b3} unde b, = (1, -1, 1),

b, =(2, 1,-1), by =(1, 2, -1) formeazi o noui baza pentru R’ si apoi sa
se scrie matricea lui f in raport cu noua baza B.

3.8. O aplicatie liniara f : R*—~R* are in raport cu bazele

1 3 5 1
2 1 3 1
canonice ale lui R* matricea M = . Sa se determine
4 7 13 3
3 -1 1 1

cate o baza si dimensiunile pentru Ker(f) si Im(f).

3.9. Fie f, g€End(R?). Dacd matricea lui f in raport cu baza

35
a;=(1, 2), a,=(2, 3) este A= [4 3} iar matricea lui g in raport cu baza

4 6
bi=(3, 1), b,=(4, 2) este B= [6 9] sd se scrie matricele aplicatiilor f+g,

fog in raport cu baza {b;, b,} (vectorii a; si b;, 1 = 1, 2 sunt scrisi in

- . 2
raport cu baza canonica a lui R%).
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3.10. Fie f: R’ — R* o aplicatie liniara a cirei matrice in raport

5 2 -1
-1 -2 -3

cu bazele canonice din R? si R* este A = s 3 o Se cere:
3 -1 -5

(i) Sa se determine rangul lui f;
(i1) Sa se precizeze baza si dimensiunea pentru Ker(f) si Im(f);

(iii) Sa se determine o baza si dimensiunea pentru subspatiul
vectorial f(V) al lui R* unde V = {(X1, X2, X3) € R® | X1+ X, +x3=0}.

3.11. Fie :R*—R* o aplicatie liniara a.i. f(e,+e,)=(1, 1, -1, -1)
fler-ep) =(-1,-1, 1, 1)
flestey) =(-1,1,-1, 1)
fles-eq) = (1,-1, 1, -1)
unde {e,, e,, €3, €4} este baza canonica din R*. Sa se determine:
(i) Matricea lui f in raport cu bazele canonice;

(i1) O baza si dimensiunile pentru Ker(f) si Im(f).

3.12. Fie V un K-spatiu vectorial i V;, V, subspatii vectoriale
ale lui Vai V=V,®&V,. Definimp;: V — V;, pi(x) =x;,1=1, 2 oricare

ar fi x =x; + x,, X;EV), X,EV,. Si se arate ca:
(1) pi€End(V),1=1, 2;
(i1) Ker(p;) = V,, Ker(py) = Vi, Im(py) = V3, Im(py) = Vs
(iii) p1op2 = p2op1 = 0;
(V) p =p1.p3 = P2
(V) prip2 = lv.
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3.13. Fie 7, = at+ibeC fixat. Definim f: C—C prin f(z) = zz,,

pentru orice zEC. Sa se arate ca fEEnd(C) si s se scrie matricea sa in
raport cu baza {1, i}.

3.14. Fie V un K-spatiu vectorial si fEEnd(V).

Sa se arate cda V' = {g€End(V) | fog = 0} este un subspatiu
vectorial al [ui End(V).

3.15. Fiea,=(1,0,2,2), a,=(0, 1, 1, -1)ER"iar {e,, e, €3, &4}
baza canonicd a lui R*. Daca notam V, = <{ey, e2}> 51 V, =<{a;, a,}>,
atunci R* =V, @ V,.

3.16. Fie V un K-spatiu vectorial si f€End(V). Sa se
demonstreze cd V = Ker(f) + Im(f) daca si numai daca Im(f) = Im(fof).

3.17. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finita.
(i) Dacd dimgV = 2n€N’, si se construiascd o aplicatie liniara

feEEnd(V) a.i. Im(f) = Ker(f);
(i1) Este posibila o astfel de constructie dacd dimensiunea lui V
este numar impar?

3.18. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finitd n >1.
Dati exemplu de o aplicatie liniard f : V — V pentru care nu are loc
egalitatea V = Ker(f) @ Im(f).

3.19. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finita n>1. Sa

se dea exemplu de doud endomorfisme f, g€End(V), f # g a.l.
Im(f) = Im(g) si Ker(f) = Ker(g).

3.20. Fie V, W doua K-spatii vectoriale, W de dimensiune finita

iar f, g€ Homg(V, W). Sa se arate ca:
dim Im(f+g) < dim Im(f) + dim Im(g).
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3.21. Fie V un K-spatiu vectorial iar
End(V) = {f:V—V | faplicatie liniara}.
Pentru f, g€End(V) definim f+g, fog : V-V prin (f+g)(x) =

= f(x)+g(x) si (fog)(x) = f(g(x)), x€V. Sa se arate ca (End(V), +, o)
devine astfel inel unitar.

3.22. Fie V si W doud K-spatii vectoriale iar
Homg(V, W) = {f:V—W | f aplicatie liniara}.
Pentru f, g& Homg(V, W) si a€K definim f+g, af : V—W prin

(frg)(x) = f(x)+g(x) si (af)(x) = af(x), xEV. Sa se arate ca in felul acesta
Homy(V, W) devine in mod canonic K-spatiu vectorial.

3.23. Fie K un corp comutativ, V(K) clasa K-spatiilor vectoriale
si NeV(K) fixat.

Definim h", hy : V(K)—V(K) prin h"(X) = Homg(N, X)
respectiv, hy(X) = Homg(X, N). Dacd X, YEV(K) si feHomg(X, Y),
definim h™(f):hN(X)—h™(Y) si hy(f):hn(Y)— ha(X) prin hN(H)(a) = foa
si respectiv hy(f)(B) = Pof, pentru orice a€h™(X) si PEhy(Y). Si se
arate ca:

(i) h™(f) si ha(f) sunt aplicatii liniare;

(ii) h" duce monomorfisme in monomorfisme pe cand hy duce
epimorfisme in monomorfisme;

(ii1) Dacéd in V(K) avem sirul exact scurt de aplicatii liniare

0 ML sM—£5M" 0

atunci si sirurile:
(1) 0—— k" (M )—"Ls i (M)~ 1Y (M ") ——0
(2) 0——>hy (M "= (M) —2L s (M) ——0
sunt exacte in V(K).
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3.24. Fie V un R sau C-spatiu vectorial iar f, gEEnd(V) a.i. f, g
si f+g sunt proiectori. Sa se arate cd Im(f+g) = Im(f) & Im(g) si
Ker(ft+g) = Ker(f) N Ker(g).

3.25. Daca V este un K-spatiu vectorial de dimensiune n, atunci

V = K" (izomorfism de K-spatii vectoriale).

3.26. Fie k un corp finit de caracteristica p > 0. Sa se

demonstreze ca numarul elementelor lui k este de forma p" cu neN*,

3.27. Sa se demonstreze ca grupurile (R,+) si (C,+) sunt
izomorfe.

§4. Sisteme de ecuatii liniare. Vectori si valori proprii.

4.1. Fie P = agta; X+...+a,X"€(C[X] ( n > 1 ) pentru care exista

X1, oy Xp1 €C diferite doud cite doud aid. P (x;) = ... = P (Xp) = 0,
(P fiind functia polinomiald atasata lui P).
Sasearateciag=a; =..=a,=0.

4.2. Sa se demonstreze ca daca PER[X], grad(P) = n si

1
kaﬁ(x)dx =0,0<k<n,atunci P=0.
0

Sa se deduca de aici ca:
A S !
2 3 n+1
Lo !
2 3 4 n+2|%0-
= = T =
n+l n+2 n+3 7 2n+l
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4.3. Sa se discute dupa o, BER sistemul
ox, +x, +x;=4
(a+Dx; +(B+Dx, +2x,=7.
X, +20x, +x;=4

44. Fie a, beR. Sa se demonstreze cd sistemul

X, —Xx,=a
Xy —x,=b are solutii strict pozitive <> |a |+ |b|< 1.

X +x, +x;+x, =1

4.5. Sa se demonstreze cd dacd a, b, cEZ, atunci sistemul

1
5x=ax+by+cz

1
5y=cx+ay+bz

1
5 z=bx+cy+az
admite numai solutia banala x =y=z=0.

4.6. Sa se determine solutiile de baza ale sistemului omogen
X, —2x, +3x;—x, =0
3%, +x, —x; +2x, =0.

4x, —x, +2x;+x, =0

4.7. Daca a, b, ¢, d€R nu sunt toate nule, atunci sistemul
ax+by+cz+dt=0

bx—ay+dz—ct=0

cx—dy—az+bt=0

dx+cy—bz—at=0
admite numai solutia banala.
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4.8. Sa se gaseasca conditii necesare si suficiente pentru ca
suma a doud solutii ori produsul unei solutii printr-un numar o # 1 sa fie
din nou o solutie a aceluiasi sistem de ecuatii liniare.

4.9. Sa se gaseascd conditii necesare si suficiente pentru ca o
combinatie liniara data, de solutii ale unui sistem neomogen de ecuatii
liniare, sd fie din nou o solutie a acestui sistem.

4.10. (i) Sa se gaseasca conditii necesare si suficiente pentru ca
ax+by+c =0
sistemul de ecuatii < a,x + b,y +c, =0 sd aiba solutie unica;
a;x+byy+cy; =0
(ii) Aceeasi problema pentru sistemul ax + by +¢;=0, 1<i<n.

4.11. (i) Sa se gaseasca conditii necesare §i suficiente pentru ca
ax+by+cz+d =0
_ L layx+byy+c,z+d, =0 . L
sistemul de ecuatii sd aiba solutie unica;
a,;x+byy+cyz+d; =
ax+b,y+c,z+d, =0
(i) Aceeasi problemad pentru sistemul ax + byy + ¢z +d; =0,
1<i<n.

4.12. Dacd a, b, ¢, dER, sa se gaseasca conditii necesare si
suficiente pentru ca sistemul de ecuatii liniare
x=by+cz+du+av

y=cz+du+bv+ax
z=du+cv+ax+by
u=dv+ax+by+cz

v=ax+by+cz+du
sd aiba solutii nenule.

4.13. Sa se gaseasca conditii necesare si suficiente pentru ca
sistemul de ecuatii liniare cu coeficienti reali
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Ax+ay+bz+ct=0

ax—Ay— fz+et=0

bx+ fy—Az—dt=0

cx—ey+dz—At=0
sd aiba solutii nenule.

4.14. Fie a,, a,, ..., a, numere reale distincte doud cate doua

2 n
1 a a .. a
(neN, n>2) si fie matricea A=|. . . .. . |.Daca notam cu
2 n
1 a, a, .. a,

A; matricea care se obtine din A suprimand coloana ce contine puterile

de ordin j ale lui a;, a,, ..., a, GE{O0, ..., n}), sa se demonstreze ca,
det(A) = D aya,..a,_; [](a, —a;), pentruorice j=0, ..., n.

1<k<l<n

4.15. Fie numerele reale A, a;, b;, ¢;, 1=1, 2, 3) a.i.
317\.2 + bly\. +c¢ = 327\,2 +b2)\. +¢ = 337\,2 + b37\. +C3.
Sa se arate ca:
2

1 a ¢ 1 b ¢| 1 a b
1 a, c,| =]l b, |l a, b,
1 a; ¢ 1 by | I ay by

4.16. (i) Fie AeM,(R). Sa se arate ci dacd AA' = O,, atunci
A =0y

(ii) Fie A, B, CEM,(R). Sa se arate cd daci BAA' = CAA',
atunci BA = CA;

(iii)) Fie AEM,,,(R) cu proprietatea ca exista A"€EM, n(R) a.i.

AA’A = A. Sa se arate ca ecuatia matriceald AX = B, unde BEM,,1(R)
este compatibila daca si numai dacd AA'B = B. In acest caz sa se arate
ca multimea solutiilor ecuatiei considerate este:

{A'B+Y-A'AY | YEM,(R)}.
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4.17. Sa se arate ca:

(1) Daca AeM,(C) este singulara (det(A) = 0), atunci exista
BeM,(C), nenula, a.i. AB =BA=O,;

(i) O matrice AEM,(C) este singulard daca si numai daca

existd o matrice BEM,(C), nenul, a.i. pentru orice peN’,
(A+B)"= AP + BP.

4.18. Sa se determine vectorii si valorile proprii ai matricelor:

(1) (? ;J, (i1) @ ;‘j , (1i1) [—Oa gj (a=0),

1 0 2 -1
2 5 -6
@) |4 6 9. ) 01 4 =2
v -9, (v
2 -1 0 1
3 6 -8
2 -1 -1 2

4.19. Fie AeM,(C) o matrice ale carei valori proprii sunt A, ...,
M. Fie, de asemenea, fe([X], f = aoXk +a X + 4 agX +oa si
notam f(A) = aoAk+ a AN+ a A+l

Sa se arate ca det(f(A)) = f(A)...f(A,).

4.20. Fie AeM,(C) o matrice ale carei valori proprii le
presupunem cunoscute. Sa se determine valorile proprii ale matricelor:

(i) A" (daci exista);

(if) A%;

(i) A* (keN);

(iv) apA*+a, A" +.. + a A + al,, unde ay, ay, ..., a,€C.

4.21. Fie AeM,(C) (n>2) cu valorile proprii distincte doua cate

douad. Si se indice un procedeu de a calcula A*, pentru keN",

2 5 -6
2 1
Aplicatie. A = [1 2} eEM)(O),A=[4 6 —-9|eM;0).
3 6 -8
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4.22. Folosind teorema Cayley-Hamilton sa se calculeze inversa
matricei

-1
2
1

>

Il
N = =
N O W

4.23. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finita si
f, g€Endg(V) ai. gof = 1y. Sa se arate ca pentru orice h€Endk(V),

aplicatiile liniare gohof si h au aceleasi valori proprii.

4.24. Fie V un K-spatiu vectorial si f, g€Endg(V) a.i. fog = gof.
Sa se arate ca:

(1) Orice subspatiu propriu al lui f (adicd V;={x€V | f(x) = Ax},
cu A valoare proprie a lui f') este invariant in raport cu g;

(i) Im(f) si Ker(f) sunt subspatii vectoriale ale lui V invariante

in raport cu g.

4.25. Fie Ay, ..., An,eMy(R). Sa se demonstreze ca
det(A A, +...+ A, 4,)>0.
Sa se deduca de aici ca daca A, ..., A, sunt simetrice, atunci

det(A] +...+ 42)>0.

4.26. Fie AeM,(C), n > 2. Sa se demonstreze ca det(A+B) =

= det(A) + det(B) pentru orice BEM,(C) pentru care AB = BA, daci si
numai daca A" = O,

4.27. Fie AEM,(Q). Sa se demonstreze ci det(2A*-90A+131,)=
=0 daca si numai daca 2A%90A+131, = O,. Riamane adevirata afirmatia

daca AeM,(R)?

4.28. Fie a€(0, 1) N Q si matricea AEMy(Z), n > 2. Si se
determine matricea X €M, ;(R) a.i. AX = aX.
36



4.29. Fie I' o parte stabild a multimii M,(Z) in raport cu
adunarea si iInmultirea a.i. -I,€I". Sa se arate ca:
(i) Daca UET si det(U) = +1, atunci U €T}

(i1) Daca U€ET si det(U) = 0, atunci existd VEIL, V # O, a.l.
uUv=vVU=0,.

4.30. Determinati numerele nE€N" pentru care existd
A, BEM,(C) ai. (AB - BA)* =1,,.

4.31. Fie a;, a,, ..., a, numere naturale nenule. Daca notim
dj=(a;, &), 1,j = 1,..., n. Sd se arate ¢ det(d,),; ,, 20.

4.32. Fie A, B, C, DeM,(C), A si C inversabile.
Dacid A*B = C*D, pentru orice k& N”, si se arate ¢ B =D.

4.33. Fie V, W doud K-spatii vectoriale de dimensiuni n si
respectiv m iar fEHomg(V, W), g€Homg(W, V).

Sa se arate ¢a (-1)" A" Prg(h) = (-1)" A" Pgor(1).

Sa se deduca faptul cd daca V este un R sau C spatiu vectorial

de dimensiune finitd iar f, g€End(V) atunci fog si gof au acelasi
polinom caracteristic.

4.34. Fie A = (a;j))€M,(C) o matrice de rang 2 (n>2). Sd se
demonstreze ca existd numerele p;, q;, 1;, $;€C a. 1. a;= piq; + 135;, pentru

oricei,j€{1,2,...,n}.
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§ 5. Programare liniara. *

5.1. Sa se scrie sistemul de restrictii
2x, +3x, —x; —4x, <6
X, —2x, +x; +5x, =10
3x; +x, —4x; +3x, 212

sub forma unui sistem de restrictii de acelasi semn <.

5.2. Sa presupunem ca variabilele din problema 5.1. au semnele

x; > 0, x, oarecare, X3 < 0, x4 > 0. S& se scrie restrictiile din problema
5.1. sub forma < cu toate variabilele pozitive.

5.3. Sd se arate cd multimea X, a solutiilor posibile a unei PPL

este convexa.
Consecinta: Daca X, contine cel putin doud puncte diferite,

atunci contine o infinitate de puncte.

5.4. Sa se scrie sub forma canonica urmatoarele PPL:

2x, +x, —3xy +2x, <10
X —2x, +2x; +5x, =12
(1) 9—x +3x, +x;-2x, 26
x, 20, x, oarecare, x;<0, x, 20

[max]f =3x, +x, —x; +2x,

X —2x, +x;—x, <4
2x, =X, —x;+5x, 26
(1) §3x; +x, +2x; —x, =10

x, 20, x, 20, x; oarecare, x, 20

[min]f = x, +2x, —3x; +2x,
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* Acest paragraf (Impreund cu solutiile problemelor propuse)
este redactat in cea mai mare parte dupa lucrarea [15].

5.5. Sa se scrie sub forma standard urmatoarele PPL:

(i)

(iii)

(iv)

Xy —2x, +x3 — x4 +2x5 <10

2x, +x, =Xy +3x, —x5 =8

Xp +2x, +2x, +5x, — x5 214

x, 20, x, <0, x; oarecare, x, <0, x5 =0

lopt]f =2x, +3x, —4x; +2x, + x4

X +2x, +x;+x, <10
2x, +x, + x5 +2x, <12
X, +x, +2x; +3x, <14
X, Xy,X3,X, 20

[max]f =3x; +x, —x; +2x,

2%, +x, =Xy +x, 26
X, +2x, + x5 +2x, 212
X, —Xx, +2x5 +3x, 210
Xy5Xy,%5,%, 20

[min] f = 2x, +3x, + x; —2x,

X =X, +x; +x, —x5 <10
2x, 4+ X, = X3+ x4 + x5 =12
=X, =X, —X; +3x, + x5 215

x 20, x, 20, x; oarecare, x, 20, x; <0

[max]f =2x, +3x, —x; +x, +2x;
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PPL:

X, +2x, +3x, 26
2%, =3x, +x;=2
x, =3x, +5x; <4
V)

2x, —x, +4x; 25

x, 20, x, oarecare, x,=0

[min] ' =4x, —5x, +3x,

5.6. Sa se determine matriceal solutiile de baza ale urmatoarelor

2x, 4+ X, + X3 —xy — x5 =2
X +2x, —x; — x4 +3x5 =4
XXy, X3,X,,%5 20

[max]f =2x; +x, +2x; +x, +3x;

2x,+x, —x3+2x, =8

X, +2x, +2xy —x, =12

il

W X1, Xy,X5,X, 20
[min]f =3x, +2x, + x5 +5x,
2x, +x, +2x, =10

eee | X F2x, +4x5 =20

(iii)

Xy,Xy,%X3 20

[max]f =2x, +3x, +4x,

5.7. Sa se rezolve grafic urmatoarele PPL:

2x,+3x, 26
X +x, <1
X;,%, 20

[max]f =3x, +5x,
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(i)

(iii)

(iv)

™)

2x,+x, 22

X +2x, 22
2
0<x,,x, =3

[max]f =3x, +2x,

3x, +4x, <12

X +x, 21

4x, +x, 22

2x, =3x, <3
X;,%, 20

[max]f =2x, +5x,

3x, +4x, <12
X +x, 21
X —x, <1
—x, +2x, <2

X;,%, 20

[max]f =3x, +4x,

X +x,21

X, —x, <2

-x, +x,<2
X,%, 20

[max]f =3x, +5x,
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PPL:

5.7. Sa se rezolve cu ajutorul algoritmului simplex urmatoarele

X +x;+2x, =8
0 X, +2x;+x, =10
X, Xy,X3,X, 20

[max]f = 2x, +3x, + x5 +4x,

X +x;+2x, =8

X, +x;+3x, =12

(i)

X5 Xy,X3,X, 20

[max]f = x, +2x, +3x; +4x,

X +x, +x, +2x5 +xg =12
(i) Xy + X5 +2x, + x5 +3x, =18
il

XXy, X5,X,,X5,%X¢ =0

[max]f =x, +2x, +3x; +4x, +5x5 +10x,

Xy =X, +2x5 +2x, =2
3%, —x;+x4 <5

(v) ¢2x; =3x; +5x, <3

X3 Xy,X%5,%, 20

[max]f =2x, + x, +5x; — X,

X, +2x, +3x; <15
2x, +x, +5x; <20
(V) 9x; +2x, +x; <5

X,X5,%3 20

[max]f =2x, +x, +3x;
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§6. Forme biliniare. Forme patratice.

6.1. Fie V un K- spatiu vectorial de dimensiune finitd n > 1, iar
b:VxV—K o forma biliniard nenuld. Sa se arate cd existd doua aplicatii
liniare f,g:V—K ali. b(x,y) = f(x)g(y), pentru orice x,yeV, daca si
numai daca rangul lui b este 1.

6.2. Pentru un spatiu vectorial real V notam:

B(V) ={b:VxV—R | b este forma biliniara },
By(V) = {beB(V) | b este simetrica pe V} iar
B.s(V) = {beB(V) | b este antisimetrica pe V}.

Sa se arate ca:

(1) B(V) devine in mod canonic spatiu vectorial real in raport cu
operatiile canonice de adunare a formelor biliniare si de Tnmultire a lor
cu un numar real;

(i1) By(V) si B,(V) sunt subspatii vectoriale ale lui B(V);

(ii1) B(V) = By(V) @ By(V).

6.3. Fie V un spatiu vectorial real. Sa se arate cd beB,(V) daca
si numai dacd b(x,x) = 0 pentru orice xe'V.

6.4. Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune finita n > 1 iar

f: V>R o forma patratica pozitiv definitd. Sa se arate ca daca A este
matricea lui f in raport cu baza B a lui V, atunci A este inversabila si
dacd notdm cu g forma patratica a carei matrice in raport cu baza B a lui
V este A™', atunci g este pozitiv definita.

6.5. Fie B = {e), e,, e;} baza canonica a spatiului vectorial R? si

fie b:R’xR*—R forma patratica pentru care b(e;, ;)= -1, b(e,, €,) = 1,
b(e3, 63) = 2, b(el-ez , 62) = 2, b(ez, el+262) = 5, b(e3-el, Cl) = 4,
b(261+ez, 63) = 7, b(el+e3, ez) = 4, b(el-2ez, 63) =1.

Se cere:

(1) Sa se scrie matricea formei biliniare b in raport cu baza B;

(i1) Sa se arate ca B este simetricé;

(iii) Sa se scrie expresia analiticd a formei patratice f:R*—>R

definita prin f(x) = b(x, x), oricare ar fi xeR’;
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(iv) Folosind metoda Jacobi sa se determine o expresie canonica

pentru f'si baza lui R’ in raport cu care f are aceasta expresie canonica.

6.6. Fie b:M (R)xM,(R)—>R definita prin
b(A,B) = 2tr(AB) -tr(A)tr(B),

oricare ar fi A,BeM,(R).
1) Sase arate ca b este o forma biliniara simetrica;
2) Pentrun =2 se cere:
(i) Sa se scrie expresia analiticd a lui b In raport cu baza

canonicd a lui My(R);

(i1) Sa se scrie matricea lui b in raport cu baza canonica a lui
My(R);

(ii1) Sa se determine o expresie canonicd a formei patratice
f:M,(R)—>R definita prin f(A) = b(A, A), oricare ar fi AeM,(R),
folosind metoda lui Gauss-Lagrange si sa se gaseasca baza lui My(R) in

raport cu care f are aceastd forma canonica;
(iv) Sa se precizeze signatura formei patratice f.

6.7. Fie b : R*xR*— R forma biliniara a cirei expresie analitica

in raport cu baza canonica a lui R* este:
b(X, y) = X1y1 X1 ¥4 XY 1TX2Y2 X3y 112X3y2 T X3y3 H4X3y 4 tXay3HXaYa,

. _ _ 4
oricare ar fi X = (X1, X2, X3, X4), ¥ = (Y1, Y2, ¥3, o) €R".
Se cere:
(i) Sa se scrie expresia matriceald a Iui b in raport cu baza

canonici a lui R*;

(ii)) Sa se scrie matricea lui b in raport cu baza
B' = {e], e),e},e,} alui RY, unde e/= (1, -1, 0, 0), e,= (1, 1, 0, 0),
e;=(0,0,1,1), ;=1(0,0, 1, -1).

6.8. Fie R,[X] spatiul vectorial real al functiilor polinomiale
reale de grad cel mult 2 si fie b:Ry[X]xR,[X]—>R, definita prin
1
b(p,q) = Iﬁ(t)c?(t)dt , oricare ar fi p,qeR,[X].
0
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Se cere:
(1) Sa se arate ca b este o forma biliniara simetrica;
(ii) Sa se scrie matricea lui b in raport cu baza {1, X, X*} a lui

Ro[X];
(iii) Sa se scrie matricea lui b in raport cu baza {1, 1-X, 1-X*};
(iv) Sa se scrie expresia analiticd a formei biliniare b si expresia

analitica a formei patratice f: R,[X]—>R, f(p) = b(p, p), peR,[X], in
raport cu baza {1, X, X*};
(v) Folosind metoda lui Gauss-Lagrange sd se determine o

expresie canonica pentru f si baza lui R,[X] in raport cu care f are
aceastd expresie canonica.

6.9. Fie V un spatiu vectorial real cu baza {a,, a,, a;}.

Sa se determine a.e R a.i. forma patratica f:V—>R,
fi(x) = X12 +20Lx1x2-2x1x3+x§ +20Lx2x3+2x§ ,

X = Xja; + Xpa, + Xza3 €V este pozitiv definita.

6.10. Folosind metoda lui Gauss-Lagrange sa se aduca la forma
canonicd forma patratici f: R - R?,
f(x) = 2x7 +3x3 - X3 +2X,X; + 4% X3+ 3%X;.

6.11. Se considerd forma patratici f:R*—>R care in raport cu
baza canonici a lui R* are expresia analitica

f(x) = xl2 + 4X,X, + 2X X4 +3x§ - 2X5X3+ 2XoXy +2x§ + 4X3X4 - xf‘ .
X = (X1,X2,X3.X4) € R™.

Sa se determine o expresie canonicd a sa, folosind metoda

Jacobi si si se giseascd baza lui R*in raport cu care f are aceastd
expresie canonica. Este f pozitiv definita?

6.12. Aceleasi cerinte ca si in problema precedentd pentru
f:R* >R, f(x) =x7 +2x3+3x7 - 2x/X,.
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B. SOLUTII.

§1. Matrice. Determinanti. Inversa unei matrice.
Rangul unei matrice.

1.1. (i). Dacd A=(ajj);<ij<n atunci:

det(Z)z D 880(0) () oo Ay = 2, SENO) 1) -y = () .

oeSs, oEs,
(i1). Conform cu (i) avem
det(4- A) = det(A) - det(4) = det(A4) - det(A) = |det(A)|2 >0.
(iii). Avem A™+B’ = (A+iB)(A-iB) =C-C (unde C=A+iB) si
totul rezulta din (ii).
(iv). Rezulta din (iii) alegdnd B =1, .

1.2. (i). Prin calcul direct.
(ii). Daci existd k>2 a.i. A*= 0, deducem ci det(A)=0, astfel ci

A’=(a+d)A si deci O, =A"=(a+d)*'A. Cum A+0, atunci cu necesitate
a+d=0 si astfel A’=0-A=0,.

1.3. In mod evident x,=1 iar y,=0. Din problema 1.2., (i)
deducem ca putem alege x,=a+d iar y,=-det(A).

Cum  A™'=A™A=(x,A+y,[) A=X, A™ Y, A=X, (X2 A+y, 1) +y,A=
=(XoX,Hyn)A+yox,lh deducem ca X, = XoXHYn, $1 Va1 = YoXo

Cum y,=y,x,; deducem «cad (x,),=; verifica recurenta
X1 =XoXnTYoXn1, pentru n>2 cu x,=1 si x,=a+d iar (y,).»; recurenta
Y = YoXu1 pentrun=2 (y; = 0 si y, = -det(A)).

Astfel, pentru sirul (x,),>; avem conditiile x,=1 si x,=a+d iar

pentru n>2:
Xpe1 = (at+d)x,-det(A)x,.1,

deci ecuatia caracteristica a sirului (x,),>; este:
(%) A*-(at+d)A+det(A)=0.
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Notand prin Ay, A, radacinile (complexe) ale ecuatiei
caracteristice (%), atunci (vezi [2]):
1) daca }\,1 :/:)&2 .

n __ gn n=1 _ an-1
(*x) 4" :M.A_det(A).M.lz
/Il_ 2 1_12

i) daca A=\, =\,
(x**) A" =nA""' 4~ (n—1)det(4)A"*1,, pentru orice n>2.
In cazul particular A= (_1 U , ecuatia caracteristicd (*) este
k2—2k+2=0, de unde A=1+1, A,=1-i. Prin calcul direct deducem ca
u = (\/5 )" sin% , astfel cd daca tinem cont de relatia (x %)

/11 - 12
putem scrie:

T R B = Ot

4 (-1 1 4 (o0 1
ni . nrw
. COS— sSin —
2
—Sim— COS——
4 4

4j avem ecuatia caracteristici A*-5A+6=0 cu

M=2 si 1,=3. Conform cu (* * %) :
n n n—1 n—1 ntl _ qn .n _ nntl
232t 12:(2 37 2.3 -2 J

2-3 2-3 2" -3" 2.3"=-2"
1 -1 . S a0
Pentru A= {3 avem ecuatia caracteristica A-4A+4=0 cu
M=A=2. Conform cu (* x %) :
A" =n-2""A-4(n-1)-2""1, =

(n2" =4 -1)-2"7 —n-2"" .
n-2"" 3n-2"" —4(n—-1)-2"7

47



1.4. Conditia det(A*-A%) = 1 este echivalenti cu
det(A*)det(A-L) =1,
de unde det(A%) = det(A-L) = 1 (caci det(A%)=0), sau det(A) = +1 si
det(A-L) = 1.
ac—-b=1

Avem astfel sistemele: si
(a=D(c-1)-b=1

ac—b=-1
(a=D(c-1)-b=1
) ) ) ac-b=1 . .
Primul sistem este echivalent cu { iar al doilea cu

a+c=1
ac-b=-1
{a +e=-1"
Deducem imediat cd b = -a*+a-1 si ¢ = 1-a, cu a€Z (in primul
caz) si respectiv b=-a*-a+1 si ¢ = -1-a, cu a€Z (in al doilea caz).

a

b
1.5. Fie X=[ dj ,a, b, c,dER o solutie a ecuatiei.

c

Obtinem, folosind det(AB) = det(A)-det(B),
(det(X))"*det(X+il,) -det(X-il,) = 0. (1)

Daca det(X+il,)=0 rezultd (at+i)(d+i)-bc=0, de unde

ad —bc =1 d=-a
sau .
a+d=0 bc:—]—az

2 2
. -1- 0 .
Prin urmare, X2=£a 0 a4 Jz—l ,, adica X+, = O,

relatie din care X" + X" = 0, contradictie. Deci det(X+il,) # 0.

Analog det(X-il,) # 0.
Din relatia (1), rezultd det(X) = 0 si inlocuind in relatia
cunoscutd, X’-(a+d)X+det(X):, = O, (conform problemei 1.2., (i)),

obtinem X*= (a+d)X si de aici X"*= (a+d)*'X, cukeN".
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-1
identificarea elementelor devine: a(a™'+a™) = 1, d(a™'+o™) = 1,
b(o"'+0"%) = -1, c(a™'+a™’) = -1. Adunand primele doua relatii rezulti
o'+o"2-2 = 0.
Daci f(a) = o™+0">-2, rezultd f (o) = o">(na’+n-2). Daci n este

par, atunci f este strict crescatoare pe [0, o) si strict descrescatoare pe

I -1
Dacid notim o = a+d, relatia X" + X"* = [ IJ’ prin

(-00, 0) si f(-1) = f(1) = 0. Daca n este impar, atunci f este crescatoare pe
R si f(1) = 0. Rezulta posibilititile:

X 1 (1 -1 frun i
=—. , pentru n impar
2 1 1 P P

2 1
matrice care verifica relatia din enunt.

1 (1 -1
X=t—- : , pentru n par,

1.6. Se aratd usorca Y = %-(X+AX) siZ =% -(X-AX) verifica
conditiile din enunt. Pentru partea de unicitate fie (Y', Z") o alta solutie
a problemei.

Atunci Y+Z = Y+Z',AY =Y, AY' =Y', AZ = -Z, AZ' = -7’
Deci Y-Y' = Z'-Z. Pe de alta parte, A(Y-Y') = AY-AY' = Y-Y';
A(Z'-Z) = AZ'-AZ = -7Z'+Z, si deci avem si Y-Y' = - (Z'-Z), adica
Y-Y'=Z-7Z"=0siprinurmare, Y=Y'siZ=27".

1.7. Cum in conditiile enuntului avem
(A+Bi)(A-Bi) = -i(AB-BA)
deducem ca
det(A+Bi) - det(A-Bi) = (-i)" - det(AB-BA) .
Dacd det(A+Bi) = atbi (cu a, b€R), atunci det(A-Bi) = a-bi
astfel ca obtinem egalitatea a>+b” = (-i)" - det(AB-BA), de unde se deduc
imediat concluziile de la (i), (ii) si (iii).
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1.8. Din relatia ABAB = O, rezultd B(ABAB)A = O, adica

(BA)3 = 0,. Dacd XeM,(R) si X* = 0,, atunci X* =0, (vezi problema
1.2., (ii)), adicd (BA)’= BABA = O,.

In cazul lui M5(R), un contraexemplu este oferit de perechea de

0 01 0 01
matrice A=|0 0 O|siB=[1 0 0].
0 1 0 0 0O

1.9. (i), (ii), (ii1) se deduc imediat prin calcul, iar (iv) rezulta din
(ii).
1.10. Conditia din enunt este echivalentd cu (I,-A)(I,—B) = I,

adica I, —A este inversabila si (In—A)'1=In—B. Astfel si (I, —B)(1, —A)=1,,
de unde concluzia cd BA = A+B = AB.

1.11. (i). Intr-un prim mod calculim det(A) cu regula lui Sarrus
iar in alt mod adunand ultimele doua linii la prima.

(ii). Fiea, b, c;€Z1ar E, =a] +b} +¢] —3a,b,c;, (i=1,2).

a; b ¢
Tindnd cont de (i) avem: Ei=-det(A;), unde A=| b, ¢, a, |,
¢, a; b
i =1, 2, astfel ca E;-E,=det(A;)-det(A,)=det(A,-A,) iar prin calcul avem

a, by c
cAArAy=|c; a; by |,deci
by ¢; as
E]'Ezz det(AlAz) = (1; + bs + C; — 3(1317303
CU az = 3132+b1b2+C1C2, b3 = 31b2+b1C2+C132 $1 C3= 3102+b132+01b2.

1.12. (i). Prin calcul.

(ii). Notdim s = atb+c sis"=a’+b'+c’.

Utilizand regula lui Laplace, proprietitile elementare ale
determinantilor si (i) avem:
(@ +b* +c* —ab—ac—bc)a'* +b'* +c'* —a'b' —a'c' —b'c") =
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a l c
=—b 1 q-
c 1 b

i

o, 8
o

g

o2}

A C ss' A C B
=—I1 1 3(=—1 1 1
B A ss' B A4 C

(‘am sumat la ultima coloana opusele primelor doua )
= A*+B*+C’ ~AB-AC-BC.

1.13. Totul rezultd din regula lui Laplace dezvoltand

determinantul det( J dupa primele m coloane.

n,m

1.14. Totul rezultd din regula lui Laplace dezvoltand

0, 4
determinantul det[ B” CJ dupa primele n coloane.

A -B
1.15. La coloana k a matricei [B y j adunam coloana n+k
inmultitd cu -1 (1 <k<n) si obtinem ca
A -B A+iB -B
det = det .
B 4 B-id A
Acum la linia n+k a ultimei matrice adunam linia k tTnmultita cu
_ o A+iB -B A+iB —-B
i (1<k=<n) si obtinem ca det = det .
B-iA A (0) A—-iB
Astfel (tindnd cont si de problemele 1.1. si 1.13.) obtinem ca:

A -B
det =det(4 +iB)-det(4—iB) =
B A

= det(A + iB) - det(4 + iB) =|det(4 + iB)"
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g g a —-b) . c d )
1.16. Daca notdim A = si B = atunci
b a d —c

A -B
M= (B y J, deci  conform  problemei 1.15. avem ca
det(M) =|det(4+iB)|" si cum
+ic —b+id
de(4+iB)=|" © !
b+id a-ic
deducem ca det(M) = ( a*+b*+c*+d*).

=a’+b*+c* +d*,

1.17. (i). Se calculeaza A-A'".

(i1). Se tine cont de formula det(AB) = det(A) - det(B).

(iii). Rezulta direct din (ii).

1.18. (i), (ii). Prin calcul direct utilizind proprietatile

determinantilor.

T .. n e a; .
1.19. Din linia i se scade linia 1 inmultita cu L i=2,..,n.
a
1

1.20. Fie E = A|UA,U...UA, = {e, €, ..., €y}. Considerdm
matricca BEM, ,(R), B = (b;) cu I<i<n si 1<j<p, unde

1, daca e; € 4,
bij =

_ si astfel A = B' - B. Totul rezultd acum din
0, daca e; ¢ 4,

regula lui Laplace.
1.21. det(A) = n(-1)"".
1.22. det(A) = 1.

1.23. det(A) = (-1)"'2"*(n-1).
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1.24. (i). Paritatea rezulta din faptul cd toti termenii
determinantului sunt numerele 1 si —1 si ei eventual se reduc doi céte
doi.

(i1).Valoarea maxima este 4, de exemplu, pentru matricea

1 1 -1
A=1]1 1 1 |. Valoarea minima este —4.
1 -1 1

1.25. Valoarea maxima pe care o poate lua det(A) este 2, de
0

11
exemplu, pentru matricea A= |0 1 1
1 0 1

1.26. Adunidnd prima linie la toate celelalte linii obtinem o
matrice care are pe liniile de rang 2, 3, ..., n elementele 0, 2 sau -2, ceea
ce ne permite sd scoatem factor comun pe 2 de pe aceste linii.

1.27. Se aplicd problemele 1.24. si 1.26.. Se obtine valoarea
maxima 16, iar cea minima —16.

1.28. Deducem imediat ca det(X) = 0 si astfel daca

b
X=(a dj €M,(C), atunci X*=aX, deci X"=0""X (cu a=a+d). Obtinem
c

= n-1 2 3 s n-1 n-1 n-1 . n-1
ca o X=4 6 , adica a"'a =2, o"b =3, o"c =4 st a d =6.

Deducem imediat ci o = o™'(a+d) = a™'a + o™'d = 2+6 =8 si prin

1 2 3 )
urmare X = . p cu o'=8.

anfl 4

1.29. Avem A' (A™")' = (A" A)' =, =1, de unde concluzia ci
(A)'=(A™.

1.30. Tinand cont de problema 1.29., avem: (A™)' = (AY'= A",
adica A este simetrica.
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1.31. Daca A = O,, totul este clar.

C
det(A) = 0 si deci A> = (a+d)A. Rezulti O, = A* = (a+d)“'A, deci
a+td = 0. Prin urmare, A> = O,. Atunci L+A+A™ .. +A"' = L+A =

b
Sa presupunem ca A= [a jiOz. Relatia A = 0,, implica

1 b
= (“ " . J si deci det(L+A+... A" = (a+1)(d+1)-be =1.
c +

1.32. Atat (i) cat si (ii) se verifica direct prin calcul.

1.33. Deducem imediat ca A este de forma

1 1
— X —-Xx
2 2
l—x 1 x |cuxeR.
2 2
1 1
X ——-x =
2 2
Astfel
1 11 1 0 + ox_l
det(A)zl—x 1 le—x X 2x—l—
2 2 2 l—2x l—x
1 1 1 1 2 7
X —-x = X —=2x —-x
2 2 2 2

=3x’ —ierl > 0.
2 4

1.34. Putem scrie det(4 + X) =det(4) + xz D, , unde D; este
i=1
determinantul obtinut din det(X) prin inlocuirea coloanei de ordin i cu

coloana formata numai cu elemente egale cu 1 (1 <i<n). Analog
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det(4 — X) = det(A) - xz D, , de unde deducem ca

i=1

det(A+ X)-det(4 — X) = det® (4) — x° (zn: D,)* <det’(A).

i=1

1.35. Prin calcul direct. Pentru reciproca facem in (*) pe A =B
cu det(A) # 0 si deducem ca det(2A) = 4det(A) = 2"=4 => n=2.

1.36. Facem inductie dupa n; pentru n=1 totul este clar, deoarece

a;=a, b;=b, ¢;=c si d;=d. Scriind ca A" = A"- A, obtinem relatiile de
a,, =aa, +cb,

- bn+1 zban +dbn . = - =

recurenta: pentru orice n>1. Sa presupunem deci ca
¢, =ac, +cd,
d,., =bc,+dd,

b c — an B d bn+1 . bn cn+1 _ . cn

=" = . Atunci =a,+d-—=, =d, +a-—= si
b ¢ a—d b b c c
astfel

b c b c c b
Lﬂzn_“@aner._n:dn+a.i@an_dn —g.t_4.2n

b c b c c b

b . . .

<a,—d, =7”(a —d), ceea ce este adevarat, din ipoteza de inductie.

Analog restul de egalitati.

1.37. Deoarece det(A) = 0, rezultd ca A*(3+10)A = O,, deci

A = 13" A" pentru orice n>1. Rezulti ca reprezentarea ceruti este
posibild, alegand de exemplu, X = 13" '™ A 5i Y = 1300 .ginA,

cu o, p numere reale arbitrare a. 1. a#p, a+p = 1.

1.38. Din A’= A+, = A(Az-In) =1, = det(A)#0. De asemenea,
din A* = A+, 2AA? = AMA+L, = AYA+L) = AMAHL, =
det(A+1,)=>0 si revenind la A’ = A+1, = det(A)>0.

1.39. Vom demonstra pentru inceput urmatoarea:
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Lema. Fie P un polinom cu coeficienti reali, fara raddcini reale
si care are coeficientul puterii de gradul cel mai mare pozitiv. Atunci

det(P(A)) =0, pentru orice A EM,(R).

Intr-adevir, P este de forma P(x)= al | (x> +bx+c,)™, cu
k=1

a>0, b} —4c, <0 sin&eN’, pentru orice k.

Atunci det(P(A))=a"]]det(4* +b,A+c,I,)™ si ramane sa
k=1

observam ca fiecare factor al produsului din membrul drept este pozitiv.

Se foloseste faptul ca

2 2
b 4c, —b

A +b A+c I, =| 4, ——*-1, +M-In,
2 4
pentru orice k si ca det(X*+Y?) >0, pentru orice X, YEM,(R) cu
XY =YX (conform problemei 1.1., (iii)).

Trecem la rezolvarea problemei date:

(i). Evident, k>3. Din A" = A + I, obtinem A(A*" - I,) =1, deci
det(A)#0. Pe de alti parte, A" = A> + A si deci A(A-L)A"" +...+ I,)=

= A% Conform lemei, det( A" +...+A+1,) > 0. Rezulta det(A(A-I,))>0.

Cum k = 2p+1, din relatia A(A*' - I,) = I, deducem ci
AA%L)( AV + . +A™,) =1, si de aici ci det(A+1,)>0.

Cum A* = A +1, si k este impar, concluzionim ci det(A) > 0.

(ii). Fie k un numar par si A = al,. Egalitatea A* = A + I, este
echivalenti cu  (o*-0-1)I, = O,. Deci o*-0-1 = 0. Deoarece f(o))=a"-a-1
este continud, f(-c0)=00 si f(0) = -1 rezultd ca f admite o radacina
oo < 0 si In acest caz A = ayl, verificd relatia A=A +1,, dar
det(A) = a4 <0.

1.40. Deoarece matricele A, B, C comuta intre ele, putem scrie
ci: M=A*+B’*+C*-AB-BC-CA=(A+aB+0’C)(A+a’B+aC), cu a ridicina

cubici a unititii (a#1). Astfel, det(M)=det(A+oB+a’C)-det(A+o’B+aC)
si, dacia det(A+aB+a’C) = atbatco’, atunci det(A+o’B+aC) =

= atba’+ca (a, b, cER) si astfel:
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det(M)=(a+ba-+ca’)(a+ba’+co)=a™+b*+c*-ab-be-ca>0.

1.41. Fie X=A*+B’si Y=AB+BA. Cum:
X+Y=A+B*+AB+BA=(A+B)* si = X-Y=A+B’-AB-BA=(A-B)’
obtinem: det((A+B)*)+det((A-B)*)=2det(A*+B’)+2det(AB+BA)

(conform problemei 1.35.), deci

det(4> + B*) = % [(det(A +B)) +(det(4 - B))’ —2det(4B + BA)]
si cum det(AB+BA)<0, rezulta det(A*+B*)>0.

1.42. Dacd A este inversabild atunci putem scrie
(xIn+AB=A(aIn+BA)A'1 si astfel

det(al,+AB)=det(A)det(ol,+BA)det(A™")=det(al,+BA).

Daca A nu este inversabila, observam cad exceptand o

submultime finitd x de elemente din C avem
det[al,+( xI,TA)B]=det[al,+B(xI,+A)],

pentru orice a€C. Cum cei doi determinanti sunt polinoame in x
egalitatea se mentine si In x=0, deci din nou obtinem ca
det(al,+AB)=det(al,+BA).

Fie acum P de forma P=a(X-x,)...(X-x,), cu a, xy, ..., x,€C.
Atunci P(AB)y=a[ [ (4B - x,1,)si PBA)y=a] [ (BA-x,1,) si

k=1 k=1

astfel egalitatea det P(AB) = det P(BA) este imediata.

1.43. Se stie ca dacd A, BEM,(R) atunci det(AB-I,)=det(BA-I,)
si det(AB+l,)=det(BA+L,) (conform problemei 1.42.). Rezultd ca

det[(AB-L)(BA-L)] = det(AB-L)* = [det(AB-L,)]*=0. (1)
Dar (AB-L)(BA-L) = L-(AB+BA) (deoarece B*= 0,).

Analog det(I,+#(AB+BA))=0. (2).
Folosind acum relatia: det(X+Y)+det(X-Y) = 2[det(X)+det(Y)],

pentru orice X, YEMy(R) (conform problemei 1.35.), din (1) si (2)
rezulta

0<det(I,-(AB+BA))+det(,+(AB+BA))=2[det(I,)+det(AB+BA)]=
=2[1+det(AB+BA)], adici det(AB+BA)>-1. Din B’=0, rezulta
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det(B) = 0 deci 0 = 2[det(AB)+det(BA)] = det(AB+BA)+det(AB-BA) si
folosind prima inegalitate rezulta a doua.
Observatie. Se poate demonstra de aici ca

det(AB-BA)<0<det(AB+BA).

1.44. det(B*+1,) = 0 = det(B+iL,) - det(B-il,) = 0.
Cum BEM,(R), avem det(B+il,) = det(B-il,) = 0.
Fie gR—R, g(x) = det(B+xL,). Avem g(x) = ox’+px-+y, pentru

orice X€R, unde a, B, yYER, a=det(I,)=1, y=det(B). Extinzand pe g la C,
pentru x=i, avem:
(1) 0=det(B+il,) =-1+pi+det(B), deci B =0 si det(B) = 1.

Fie R—R, f(x) = det(A+xB), pentru orice xER. Atunci
f(x)=ax*+bx+c, pentru orice xER, unde ¢ = f(0) = det(A) si

X—0 x2 X—0

a = lim Lx) = lim det(é + Bj =det(B).
X

Relatia din ipoteza se scrie sub forma ) f (-D*CcH=o0.
k=0

Tindnd seama de forma functiei f, se obtine egalitatea:

det(B)S(CK)? + 53 (- C* + (n+ Ddet(4) =0 =
k=0 k=0

(2)  det(B)CL +(n+1)det(4) = 0.

Din (1) si (2) deducem ci det(A) = —C—Z"l .
n+

1.45. (i) =(ii). Dacd p=1 =A=0, =a=0, beR, deci (i) = (ii).

Fie peN’, p>2, ai AP=0, = det(AP)=(det(A))=0, deci
det(A)=0.
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Luim A= [x Y j =A% (x+H)A+det(A)1,=0, = A=(x+)A si
z t

A=0,
prin inductie, A”= (x+t)"'A, pentru orice pEN", deci (i) < { sau
x+t=0

DaciA=0,=>a=0sibeR = (ii).
y

X
Dacax+t=0=>t=-x => A=
z — X

J si det(A) =0 =>x’+yz = 0.
Luam x = a-cosb si y = a(1+sinb), z = a(-1+sinb), cu a, bR si
astfel rezulta (ii).

(ii) =(i). Dacd a=0, bER = A=0, =existd p=1 a.i. A’= A'=0,

Dacd a#0, bER = A’=0, =existd p=2¢€ N*, p>1lali A=0,.

1.46. Vom demonstra pentru inceput urmatoarea:

Lema. Daca doua matrici patratice X, Y verifica relatia XY = I,
atunci ele sunt nesingulare, X T=y siYX=1,

Demonstratia lemei se bazeaza pe faptul ca XY = I, implica
det(X) # 0. Rezultd ci matricea X este inversabila. Inmultind la stanga
relatia XY =1, cu X! obtinem Y = X! deci siYX=1I,.

Lema se aplica astfel:

(1) = (i1). Din relatia ABC = AB+BC deducem (I,-A)B(I,-C) =
=(B-AB)(I,-C) = B-BC-AB+ABC = B, deci (I,-A)B(I,-C)B" = ..

Conform lemei, avem si (I,-C)B™(I,-A)B=I,, adica (B"'-CB™")(I,-
-A) =B, Prin urmare, B'-B"A-CB'+CB'A =B, deci

CB'A=CB+B"A.

(i1) = (i). Se demonstreaza analog.

1.47. ,,=”. Presupunem ci ecuatia X'-X' =A admite solutia

a b N 1 d -b . [a c) .
X= EM,(R). Atunci X' = , X'= si
c d det(X)\—c a b d

deci
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A=X' X = 1 ad -b* (c—b)d
det(X)\(b—c)a ad-c*)’

unde evident impunem conditia det(X)#0 < ad+bc.
Deoarece AEM,(R) si orice matrice AEM,(R) verifica ecuatia
caracteristici  A’-tr(A)-A+det(A),=0,, deducem ci det(A) =

_ 2 _ 2
L det(X)=1 i tr(ay=204=b" =" _
det(X) ad — bc

Daci p=2 < (b-c)’=0 < b=c < A=I,, obtinem o contradictie. Deci

= det(X™")-det(X") =

exista pER \ {2} ai. A>-pA+I,= 0, , unde p a fost definit mai sus.

,<”. Daci existi pER-{2) a. i. A>-pA+L, = O, si A#AL,
folosim  faptul ca A  verificd  ecuatia  caracteristica
A’-tr(A)-A+det(A)1,=0,, si prin scidere deducem ci (tr(A)-p)A =
= (det(A)-1)I,, de unde p =tr(A) si det(A) = 1.

u v
Prin urmare A se scrie sub forma 4= [— 1+ pu—u? },

p—u
v
. . ad - b*
cu u, VveR, v+0 si deducem ca sistemul =u,
ad —bc
-’ b)d - —u’ - .
ad —c =p-u, ——— (c ) =v, (b c)a:pu u —1 are solutie doar
ad — bc ad —bc ad — bc v
. +1 -1 +1-p
dacd p#2, si anume a—¢d p="2 d, c= u d
v? v v
u® — pu+l 1
unde dER” si deci matricea X=— v =11 satisface ecuatia
VI u-p+1 v
X'X'=A.
. m n * q —n
1.48. Fie A= , A= , d = mg-np, m, n, p,
P 4 -p m

m+qd n(l-d)
p(d-d) qg-+md
= d[(d-1)*+(m+q)?], iar conditia din enunt devine d = 1 si m+q = 0.

qE€R. Prin calcul direct avem: det(A+dA") =
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Atunci  det(A-dA") = det(A-A7) =

= -(m+q)*+4(mg-np) = 4d = 4.

1.49. Matricea A verificd ecuatia sa caracteristica, deci
A’-(a+d)A+(ad-bc)1,=0,. Presupunem ci existi n>1 a. i. A" = L.
Rezulta ca (det(A))" =1, deci det(A)e{-1, 1}. Consideram polinoamele
f=X’-uX+v, g=X"-1, unde u=a+d >2, iar v€{-1, 1}. Ecuatia f(x)=0 are
radacinile x;, x, reale deoarece A=u’-4v>0. Radicinile X|, X, nu pot fi
radacini ale ecuatiei g(x)=0, deoarece daca x; —1=0 rezulta |x,|=1 si
cum x{ —ux, +v=0, am avea [u=Jux,|= ‘xf +v‘ <|xi[*+v[=2,
contradictie. Rezultd ca polinoamele f si g sunt prime intre ele, deci
existd polinoamele cu coeficienti reali P si Q a.i. P-f+Q-g=1. Aceasta
egalitate fiind o identitate polinomiald, se pastreaza cand Inlocuim pe X
prin matricea A, deci P(A)f(A)+Q(A)g(A)=L. Deoarece f(A)=g(A)=0,,
aceasta egalitate matriceala devine O,=I,, contradictie.

1.50. Fie f£R—R, f(x)=det(A>+B*+C*+BCx). Avem ci
f(2)=det[A*+(B+C)*] > 0 si f(-2) = det[A>+(B-C)*] > 0. Si presupunem
de exemplu ca det(BC) = det(B)det(C) < 0.

Graficul lui f este o parabola, deci det(A*+B*+C?) = f(0) > 0.

X

1.51. Fie A=[ Y jeMz([R), A#0,, a. i A+A'=al, =
t

z

Xy X z a 0 . Xy .
+ = > x=tsiz=-y=> A= . Din
z t y t 0 a -y X

A+0, rezulti ci det(A) = x*+y*+0, deci A este inversabila.
X

y
2 2 2 2
Fie B= Vet ;y -

Y
\/x2 +y? \/x2 +y?
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2 2
X Y

Observam ca + =1, deci exista
lx2 +y2 [x2 +y2
. X . .
te[0, 2m) al ———— =cos? si Y _sint=

cost sint
B= . .
—sint cost

e e . . . cosmt sinmt
Se verifica prin inductie dupa m>0, ca Bm=( j

—sinmt cosmt

si apoi pentru m=<0, deci pentru meZ.
Atunci A"+ (A")"= (\/x2 +y° ) (B™H(BY)") =
m(2 t 0
:[ (22 +y2) cosm bL,
0 2cosmt
pentru b=2cos mt- [\/xz +y? ) .

a, b,

1.52. Daca Ak=( J, din  A)A=AA,  rezulta

¢ dy
b c d, —a .
—k:—k:u:ak si cum Ag#al, =b,, ¢y, dg-ap nu sunt toate
by ¢, dy—a
nule, avem b=ab,, c=oco,  de=oudetBy,  a=oagtPy, asadar,
Ak:akA0+BkI2p 1<k<n.

(1). Daca o4=0, k€ {1,...,n} atunci ZA,? = (Z,Bkz) 1,, deci

k=1

det(y 4= g2 ) 0.
k=1

Dacd o = ) a; #0, atunci

ZAZ =(Za,§)-Ag +2(Zakﬂk)’40 +(Zﬂk2)[2 =P(4,),
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P fiind un polinom de grad doi cu discriminantul:
2
A=(Zakﬂk) —(ZanZﬂf)SO :
Rezulta  P(z)=a(z—zy)(z— %) , 2<C, de unde
P(dy) = a(dy = 2o1,)(dy = 2y1,) . deci
det P(4,) = a*|det(4, —z,1,)|" 2 0.
(i1). Din conditia A,#aA,, pentru orice acR, rezulta 22 l,; 2
a 1
adica A<0, prin urmare z,€ C-R.
Atuncidet P(4,) = 0 = det(4, —z,/,) = 0 sau det(4, —z,/,) =0, deci
Zy sau Z este raddcina ecuatiei cu coeficienti reali det(4, —z/,) =0,
deci ambele numere sunt radacini.
Din det(4, —zI,)=2z> —(a, +d,)z + (a,d, —byc,) s
A —(ay +dy)A, +(ayd, —bycy)l, =0, rezulti P(Ag)=0, adici

iAz =0
k=1

a b ) « (d -—=b
1.53. Pentru A= y €M,(C) avem adjuncta A =
c

—C a

a ¢
si respectiv transpusa A' :(b dJ eM,(C). Se observa ca matricea

0 -1 0 1
C=(1 OJ cu C’l=( Oj verificd proprietatea din enunt:

A'=C - A'- C', pentru orice AEMz((C) Daca SEMZ((C) satisface de
asemenea cond1t1a din enunt, atunci: (C'S)A'= A" (C'S), pentru orice
AEM,(QO) si reciproc. Cum f: My(C)—M,y(C), f(A) = A', pentru orice
AEM,(Q), este bijectiva, se obtine ca C'S comuti cu toate matricele
din M,(C), deci se afla in centrul lui M,(C). Rezultd ca exista a€C a.i.
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C (sz, deci S = aC. Ca urmare, matricele cautate sunt de forma:

1.54. Fie P(X) = det(A + XI,)€Q[X]. P(X) si X"-2 nu sunt
prime intre ele in Q[X]. Intr-adevir, presupunind contrariul, existi
polinoamele R, S€Q[X] ai PR + (X"-2)S = 1, de unde
R(Q/E ) P(Q/E ) =1. Dar, din ipoteza, P((/E) =0, contradictie. Cum nsa
X"2 este ireductibil in Q[X] (conform criteriului lui Eisenstein),
deducem ca (X"-2) | P. Deoarece grad P = n si P este monic, rezulta
P = X"-2. Deci det(A+XI,) = X"-2 si obtinem: det(A) = det(A+0-1,) = -2;
det(A+I,) = det(A+1'I)) = -1; det(A-I,) = det(A+(-1)-1,) = (-1)"-2.
Rezulta: det(A-I,) = det(A)+(det(A+1,))".

1.55. S@ notdm cu A(a,,a,,...,a,) matricea din M determinata
de numerele a,,a,,...,a,. Notdm cu A, = I, si pentru orice i€{2, ..., n}

A; matricea determinatd de a; = 9. Se observd cd

n
A(a,,a,,...,a,)= ZaiA,. . Facem conventia sd identificdm pe nt+i cu i,

pe —i cu n-i pentru 1<i<n si pe 0 cu n. Se observa usor prin calcul ca
AiAj = AJAl = Ai+ja pentru lﬁl, _] <n.
Fie A= ZaiAi si B=)b;A; . Atunci:

J=1

AB = (Za,A,)(Zb A,)= ZZ(alblAlA) ZZ(a

i=l j=1 i=l j=1

:(Zb_,A_,.) (Za,.A,.) =BA.
Jj=1 i=1

Reciproc, sa presupunem cd matricea B comuta cu orice matrice

A€EM. Atunci elementul a;; al matricei A, se poate scrie, tindnd cont de
conventia facuta, sub forma:
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0 pentru i+ j—1,
311_51‘]‘1: . .
1 pentru i=j-1

Fie B=(bjj),<ij<» matricea care comutd cu orice matrice AEM.
n n n
. _ k+1 _ i _ i
Deci BA,=A;,B sau Zbik5j = Z&k_lbkj = 25,{19,”1’]' , de unde
k=1 k=1 k=1

rezultd cd b;j.;= by, j pentru orice 1<1, j<n.
Facem pe rand pe i=1, 2, ..., n sij=1, 2, ..., n si obtinem:

b,=by=..=b, =b,
b12 :b23 :"‘_bn—l,n :bn,l —b29
bln b21 =b32 = bn,nfl zbn 5

de unde deducem cd B = A(b,,b,,...,b,) EM.

1.56. Avem:

0, = A0, = A(al,#bA+cB+dAB) = aA+bA’+cAB+dA’B =
= aA+bA’-cBA-dABA=(al,+bA-cB-dAB)A, deci al,+bA-cB-dAB = O,

Rezulta al,+bA = O,,.

Daca b+0, atunci a#0 si A= —%In deci

2a absurd, deci a = b = 0. Cum ¢cB+dAB = O,

AB+BA=—7B¢O

no

implica cl,+dA = O, rezultdsic=d=0.

1.57. (i). Consideram coloanele i,<...<ix&{l, ..., n} ale
matricei [,,. Observam ca singurul minor de ordin k nenul este format din
liniile 1;<...<iy, deci pentru oricare k dintre coloane, avem un singur
minor nenul. Rezulta ci numarul minorilor nenuli de ordin k este C* si
ca suma lor este 2"-1.

(i1). Fie ke{l1, ..., n} fixat si coloanele i,<...<ix€{l, ..., n}.
Daca toti minorii de ordin k care contin aceste coloane ar fi nuli, atunci
orice minor de ordin k+1 care contine aceste coloane ar fi nul. Analog,
orice minor de ordin k+2, care contine aceste coloane ar fi nul, si in
final, det(A)=0, fals. Deci exista un minor de ordin k cu elemente din
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aceste coloane care este nenul. Rezulti ci avem cel putin C* minori de

ordin k nenuli (putem alege C* sisteme de k coloane din n) si atunci
numarul total este cel putin 2"-1.

1.58. Fie PEM,(C) o matrice inversabila astfel incat AP = PB.

Atunci:
P= (ij)k,j = (ukj‘f'inj)k,j = U+iV, unde U, VEMH([R)

Din relatia A(U+i1V) = (U+iV)B, separand partea reala si partea
imaginard, rezulta ca AU =UB si AV =VB.

Fie polinomul cu coeficienti reali f(x) = det(U+xV). Deoarece
f(i) = det(P) # 0, rezultd ca f este nenul si deci existda a€R cu
proprietatea ca f(a) + 0.

Atunci det(U+aV) # 0, adica U+aV este o matrice inversabila
in M(R). Dar A(U+aV) = AU+0AV = UB+aVB = (U+aV)B, deci A si

B sunt asemenea si in M,(R).

1.59. Inversabilitatea matricei A+B+I, este echivalenta cu faptul
ca singura solutie a sistemului liniar omogen (A+B+1,)x = 0 este solutia

banald x = 0 (din C").

Presupundnd cd v este o solutie, avem (folosind faptul ca
AB = BA si inductia matematica)

B*v = (-1)(I,+A)"v.

Astfel, v=B""X = (I,+A)""*v.

Lemd. Polinoamele P(X) = (X+1)""*-1 si O(X) = X'*"-1 sunt
prime intre ele.

Demonstratie. Fie z, o radicind comund. Atunci |z|=1 si
|zo+1|=1. Prin urmare, 0, 1 si zyt1 sunt varfurile unui triunghi

echilateral. Rezulta de aici ca arg(zy+1)€ {-n/3, n/3}.
. T .. T T .. T
Deci zgt1=cos—+isin— sau zgtl=cos— —isin— .
3 3 3 3

1997

In ambele cazuri, z,

#1, contradictie.

Conform lemei, existdi doua polinoame R, Se([X] cu
proprietatea ca R-[(X+1)"**-1]+S-[X"*7-1] = 1.
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Atunci  R(A)[(A+L) - LI+S(A)AY-I,] = I, in M,y C).
Aplicand la cei doi membri pe v, obtinem in stanga 0 si in dreapta v.
Deciv=0.

1.60. (i). Evident.

(i1). Daca V este un K-spatiu vectorial de dimensiune n, atunci
| V |=p". Interpretand elementele lui GL,(K) drept multimea aplicatiilor
liniare inversabile pe V = K", se observa imediat ca | GL,(K) | este egal
cu numarul sistemelor ordonate (ey, ..., ¢,) de elemente ale lui V ce
constituie baze ale lui V peste K. Insa, pentru a alege o bazi a lui V
peste K, putem alege mai Intai pe e, ca fiind orice element nenul al lui V

Deci | GLy(K) | = (p™1)("p)..-(p"-p"")-
(iii). Cum det(U) = det(V) = 1, deducem cd U, VESL,(Z).

1 -1
Prin calcul direct se verifici egalitatile: U' = (O : J;
1 0 1 % 1 0
V= s U= s V= , pentru orice kEZ, precum
-1 1 0 1 k1

si egalitatea:
-1 0
(%) =U'vu'vy,
0 -1
. a b
Fie acum M = ( dJ €SLy(Z) cuad-bc=1.
¢

Vom demonstra prin inductie matematicd asupra lui |c| ca M
poate fi scrisa sub forma ceruta de enunt. Daca |c| = 0, atunci ad=1 deci

1 b
a=d=1saua=d=-1, astfel ca M = [O J = U°, respectiv
-1 b -1 0)\(1 -5
M= = =U "'V UV ?2U "™ (tinem cont de
0 -1 0 -1)l0 1
(%))

67



Presupunem acum ca |c|#0 si fie q, r€R astfel incat a=cq+r cu
r—c b—(q+1)d
r b—qd j '
Conform ipotezei de inductie putem scrie: M, =T," -...- T/ cu
Ti€{U, V}, t€Z, 1<i<m, de unde M=U""'V'M= UV 1" . ... T/

0<r<c. Deoarece M=V U "“M=(

(iv). Cum det(W) = -1 deducem cd WE&GLy(Z). Fie acum
MeGL,(Z) cu detM) = 1 sau —1. Daca det(M)=-1 cum si det(W)=-1
deducem ca dettWM)=(-1)(-1)=1, deci WM ESL,(Z) si totul rezulta din
(iii).

Daca det(M)=1, atunci MESL,(Z) si din nou se aplica (iii).

1 -1 4
1.61. (ABY’=| 0 0 4|, deci rang((AB)*) =2 =
0 0 4

= rang(A(BA)B)<rang(BA)<2, deci rang(BA) = 2, adica BA este
inversabila.

1 -1 8
Cum (ABY=|0 0 8|, avem (AB)-3(AB)*+2(AB)=0.
0 0 8

Inmultind la stinga cu B si la dreapta cu A se obtine
(BA)*-3(BA)*+2(BA)*=0.
Cum BA este inversabild, rezultd (BA)*-3(BA)+2I, = 0. Notand

cut=tr(BA), d = det(BA), avem (BA)*-t(BA)+dL,=0. Daca d+2, atunci

t+3 si ar rezulta BA= d-2 ‘I, deunde
(AB)’= ABAB = A- ‘;’ — ; 1, B= % ‘AB,

ceea ce se observa ca nu are loc. Deci d=2.
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1.62.

Avem:
a, a, +n a, +2n e ay+(m-Dr,
a, a, +r, a,+2r, .. a,+m-Dr,
D= .
Apy Quy +Ty Ay +20, . a,, +(n=Dr,,
b, b, b, b,
a, n 2r, e (m=Dn
a, 7, 2r, .. (n—=Dr,
S S 27, (n="Dr,,
b, by,-b by-b .. b,-b
a r 7 7
a, 7, 7, ry
=(n-D! -
o Ty Fn1 Ty
bbb, by = b, b, —b,
2 n—1
a, 7 0 0
a, r, 0o .. 0
=(n-1 .. e wee ol = 0, (dezvoltdind pe D dupa
a,, T 0 .. 0
b b,-b ¢ .. c,

ultima coloand).

1.63. Presupunem prin absurd ci A*+pA+ql,=0,. Atunci din

2 2
identitatea  A’+pA+ql,= (A + g I, j - pT“q I,, remlta ca

2 2
(A-i-% ]nj :pT‘lq I,. Aplicand determinantul in ambii membri
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2 2 n
. -4 s
obtinem det(A + gl "j = (%J . Membrul stang al egalitatii este

pozitiv iar membrul drept al egalitatii este strict negativ deoarece
p’-4q < 0 si n este un numdr natural impar, deci am obtinut o

contradictie. Rezulta deci ca A2+pA+qIn¢On.

1.64. Se obtine A = B-I, si conditia A" = aA se poate scrie

astfel: (B-I)" = a(B-I,)
sau B" ~C.B" "' +..+(-1)"1, =aB ~al,,
sau B" —C)B"" +..+(-1)""'B-aB=—al, - (-1)"1,.
De aici putem scrie
BB -C)B"? +..+(=1)""1, —al,)=1,(-1)"" —a), de unde
(1) BB"'=C!B"? +..+(-D)""I, —M,l)-+:1
(_1)n+ —a

Am tinut cont ¢d a#=+1 si B"I, = I,B". Din relatia (1) rezulta ca
matricea B are inversa la dreapta si datoritd faptului cd B comuta cu
orice putere a sa, rezulta ca aceastd inversa la dreapta este inversa si la
stanga. Deci matricea B este inversabila.

ne

1.65. Notdm z, =cosx, +isinx,,kE{l, ..., n}.

< . zp .
S& observam cd a,, = —si
ZP
Z,Zy..2,, = C0S(X; + X, +...+x, ) +isin(x; +x, +...+x,)=1.

n

Z 0z 2
T 4 n
22 %2 1
Atuncidet(4) = |2 22 7 z?
Zn Z}’l Z_n
T
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1 1 1
11 1
T (L 1 LJ
.i- .i- cese .i- n Z] ’22 ? ’ Zn
n—1 n-1 n—1
2 Z; Zn

unde V, este determinantul Vandermonde de ordinul n (s-au dat factori

. ... 11 1

comuni 7, 7y, ...,Z, pe linii i —,—,...,— pe coloane). Avem asadar:
21 4y Zy
H(Zk_zp)
1 1 I<k<p<n
det()= [] |—-—1= = G-z
I<k<p<n\ Zp  Zk (z)25..2,) l<k<p<n
T 1
si det(A)= [ [———] [T, -2 = [Tz -2,)
I<k<p<n| Z Zy 1<k<p<n I<k<p<n

n(n-1)
=(=1) : [1Gi-z,).
1<k<p<n

n(n—-1)

Atunci det(A)€ER < det(4) =det(4) < (-1) 72i""'=1.

Este necesar pentru aceasta ca n-1 sa fie par = n impar. in plus, este si

(2k+1)2k
suficient: n=2k+1 = (-1) 277 =[D) =D = (=) =1,

ceea ce incheie solutia.

1.66. Presupunem cid det(A+B)>0 si vom demonstra ca

det(A™B")>0, oricare ar fi nEN" (cealaltd implicatie fiind evidents).
Consideram doua cazuri dupa cum n este par sau n este impar.

a) n par, adica n = 2p, pEN. Avem:
A®P+B* = (AP)*+(BP)* = (AP +iBP)(AP -iB) = (AP +iBP) (4” +iB?)
si trecand la determinanti, rezulta:
det(A**+B™) = det(AP +iBP) det(4” +iB”) =| det(AP+iB")">0.
b) n impar, adicd n = 2p+1, pEN. Sa notam cu xo = -1, Xy, X,

., Xpp rdddcinile complexe ale ecuatiei binome (1) x*"1+1 = 0. Tinand
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seama de faptul cd matricele A si B comutd, precum si de relatiile lui
Viéte pentru ecuatia (1), putem scrie:

2p 2p
[14=x,B)= 4" - (ijJAz”B +( D XX, JAZ”‘BZ — ...+ B!
j=0

=0 0<j<k<2p
— A2p+l+B2p+l
Deoarece x,= -1 iar radacinile x;, X,, ..., Xo, sunt doud cate doud
conjugate, putem scrie identitatea obtinuta sub forma:

2p —
() (A+B)[](A-x,B)(A-x;B)=A"" + B>
j=1
Deoarece A si B au elemente reale, avem pentru fiecare je {1, 2,... p}:
det(4—x,B)(A—x,B) = det(4—x,B)-det(4 —x,B) =
= det(4—x;B)-det(4—x;B) =
~det(4 - x,B)- det(A— x,B) =|det(A~x,B) 20,

unde am notat cu X €M,(C) matricea obtinuti din XEM,(C) inlocuind

elementele acesteia cu conjugatele lor. Deoarece si det(A+B)=0,
trecand 1n (2) la determinanti, rezulta

2p _
det(4 + B)[ [ det((4 - x,;B)(A - x,;B)) =det(4°"*' + B*"*')>0.

J=1

1.67. Daca n = 2, atunci se verifica usor ca pentru orice matrice
AEM,(C) avem (A") = A. Pentru n>3 deosebim cazurile:

i) rang(A) = n. Notaim d=det(A). in acest caz A'= d-A'=
det(A") =d"- det(AH=d""'=> (A =d"" (A '=d"" d"A=d"*Ai
atunci (A") = A & d">*A=A < d"*=1 < d este radicina de ordinul
n-2 a unitatii;

ii) rang(A) = n-1. In acest caz presupunand A=+0 rezulti ci existi

1, JE{L, 2, ..., n} ai a;+0 (de fapt, existd n-1 asemenea elemente) si
fixam unul dintre ele. inlocuim elementul a; fixat anterior cu a; +t si
astfel rezultd o noud matrice notatd A(t). In acest mod obtinem ca
detA(t) este o functie polinomiala de gradul intai in t si detA(0) = 0.
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intr-adevir, dezvoltaind detA(t) dupa linia i, avem:
detA()=a,l; +...+(a; +OI; +...+a, I, =det A(0) + ', =T,

m—in

Procedand ca in cazul i), avem A'(t) = detA(t)(A(t))", pentru

t=0 si (A'(t) = (detA(t))™* A(t). Elementele lui A'(t) sunt functii
continue in t de grad cel mult unu, deci elementele lui (A’(t))" sunt

polinoame de grad cel mult n-1 in t. Atunci cind t—0 rezultd ca
elementele lui (A'(t))" tind citre elementele lui (A"(0)), acestea fiind

nule. Deci (A")'= 0 =A= 0. Contradictie, si prin urmare in acest caz
A=0.

iii) rang(A) < n-1. in acest caz A" = 0 =(A") = 0 si deci
(A=A ©A=0.

1.68. Dacid A, BEM,(C) sunt simetrice (adici A = A' si B = B")
atunci:

i) Daca AB este simetricd avem ci (AB)' = AB = B'A'= AB =

=>BA = AB.
ii) Dacd AB = BA, atunci (AB)' = B'A'= BA = AB.

1.69. Prin calcul direct.

1.70. ,,=”. Sa presupunem ca rang(A)<1. Daca rang (A)=0,

avem a;;=0, oricare ar fi (i, j))€{1, 2, ..., m}x{1, 2, ..., n}, deci putem
lua x1=x,=...=X,,=y;=y>,=...=y,=0. Daca rang (A)=1 existd un element

nenul ay,, unde (k, p)E{1, 2, ..., m}x{1, 2, ..., n} este fixatd, iar toti
minorii de ordinul doi ai matricei date sunt nuli. Deoarece ay,&€ [R*,
putem fixa x, ER”, YpE R" astfel incat awp=XyYp. Pentru fiecare i€ {1, ...,
m} vom nota X; =aipy1;1 si pentru fiecare j€{l, ..., n} vom nota

Y; =ak/x;1. Rezulta aj=xjy,, 1€{l, 2, ..., m}, respectiv a=xyyj,

j€A{1, 2, ..., n}. Fie acum i€{l, 2,....m}-{k}, jE€{1, 2,....,n}\{p}.
Scriind cd minorul de ordin doi obtinut prin intersectia liniilor k si i cu
coloanele p si j este nul rezultd a,a;=aja;. Aceasta egalitate se scrie,

echivalent, Xyy,ai=X;ypXxYyj, $1 impartind prin xyy,E€ R, obtinem aj=Xxy; .
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Am demonstrat deci cd aj=xjyj, oricare ar fi (i, j)E{1, 2, ...,

m}x{1,2, ..., n}.

,»<". Daca existd Xi, Xa, ..., XuER si y1, y2, ..., .€R a. 1.

S

aj=xyj, oricare ar fi (1, ))E€ {1, 2, ..., m}*{1, 2, ..., n} se constatd usor ca

toti minorii de ordinul doi ai matricei date sunt nuli, deci rang(A)<1.

2
1.71. Cum |

1 A 2
Avem 2 -1 5
1 10 1

A=3, rang(A) = 2.

1.72. rang(A) = 2.

0 =21+ 0, rang(A)=2.

= 3X-9. Pentru A+3, rang(A) = 3, iar pentru

1.73. Avem ca rang(AB)<min{rang(A), rang(B)} <n<m, astfel
ca, in mod necesar, det(AB) = 0.

74



§2. Spatii vectoriale.

2.1. (i). Se verifica axiomele spatiului vectorial (elementul nul
fiind 1).
(i1). Fiea> 1, a # 1 ( deci a este nenul in V). Deoarece pentru

orice xeV (deci x > 0) existd aeR ai x = a®a = a" ( si anume

o = log,x) deducem ca {a} este sistem de generatori. Dacd a®a = 1,
atunci a” = 1 si cum a # 1 deducem ca a = 0, adica {a} este liniar

independenta peste R. Deci {a} este o baza iar dimgV = 1.
2.2. (i), (ii). Se verifica axiomele spatiului vectorial.

2.3. Cum a # 0 existd o' in K. Astfel obtinem o' (ax)=a™"- 0 =0
S@'ax=0=1x=0=x=0.

2.4. Daca xeK si aek atunci in mod evident axeK si astfel
(K,+) devine k - spatiu vectorial, inmultirea de pe K jucand rolul
inmultirii cu scalari.

2.5. Deoarece, de exemplu, 0-1+ Y4 .32 + (-Q/E ) Ya=0
rezultd ca vectorii {1,3/2 ,3/4 } sunt R - liniar dependenti.
Fiea+b 3\/5 +ci/4 =0, ab,ceQ, o combinatie liniard nuli a

elementelor {1,%/5 ,Q/Z }. Daca unul din elementele a,b,c este zero,
atunci obligatoriu si celelalte sunt zero.
Presupunem cé a,b,c nu sunt toate nule. Inmultind relatia de mai

sus cu /2 si eliminand pe /4 intre cele doua relatii, obtinem :
(ab—2c%) + (b’ —ac)32=0
ab—2c* =0

. Inmultind prima
b”—ac=0

si deoarece a,b,ceQ, obtinem sistemul:{

ecuatie cu ¢ si a doua cu b si adunandu-le, obtinem: 2¢’ = b’ ceea ce
aratd ci /2 este un numdr rational — contradictie, de unde b = ¢ = 0.

Deducem imediat si ca a = 0, adica sistemul {1,%/5 , 3\/2 } este Q-liniar
independent.
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2.6. (i). Dacd a,BeC si A,BeM,,(C), atunci cum (aA + BB)' =
=aA'+ BB'= oA + BB, deducem cd aA+HBBEM; ,(C), deci M, ,(C) este
subspatiu vectorial al lui M,,(C).

Analog pentru M, ,(C).

(i1). Pentru 1<i,j<n, i # j, notdm prin E; matricea ce are pe
pozitiile (i,j) si (j,1) pe 1 si 0 in rest (acestea sunt in numar de @ ). In
mod evident aceste matrice sunt din M;,(C). Dacd mai notam prin E;
(1< 1 <n) matricea simetrica ce are 1 pe pozitia (i,i) si O In rest, atunci
{(Ej) 1<ij<n » (E1<i<n} formeaza o baza pentru M ,(C).

i#j
s o1: _ n(n-1) __ n(n+l)
Deci dimcM,(C) = =5 +n = =5—.

Cum o matrice antisimetrica din M, ,(C) este de forma :

0 a, .. a4y,
—a, 0 ... ay,,
-a, —ay, .. 0O

deducem cd daca notdm prin F;(1<i,j<n, i # j) matricea ce are 1 pe
n(n-1)

pozitia (i,j) (i <J) si —1 pe pozitia (j,i), atunci {Fy} ., ., ( ce are =3

ij
elemente) formeaza o baza pentru M, ,(C), deci dimcM,;,(C) = ”(”T’l) )
(iii). Pentru orice MeM,(C) notdnd M, = 1 (M + M") si
M, = 2 (M - M) se deduce imediat cd M;eM,,(C), MyeM,,(O) si
M =M, + My, adica M,(C) = Mg, (C) + My 4(C).
Dacd Me M,,(C) N My,(C), atunci M = M' si M = -M", de
unde M = O, adicd M,(C) = M;,(C) & M,(O).

a. b.
2.7. Se probeaza imediat cd daca M; = ( ' ! J eV, cu

apbi,cieR (1i=1,2) si afeR, atunci aM; + BM,eV, adica V este
subspatiu vectorial al lui Mp(R).
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b 1 0 0 1 0 0
Scriind a4 =a +b +c deducem ca
c —a 0 -1 00 1 0

1 0 0 1Y(0 O . . . .
, , c V formeazd o bazd pentru V si deci
0 —-1)1{0 0)\1 O

dimpV = 3.

2.8. Rezulta imediat din teoria elementara a sistemelor
Crameriene.

1 2 1 -1
. . 3 a 2 )
2.9. (i). Trebuie ca 4 o 2 #0. Dar determinantul se
3 -4 1 3

observa ca este nul indiferent de valorile lui a (caci linia 3 este suma
liniilor 1 si 4). Deci, cei patru vectori nu pot genera un subspatiu
vectorial de dimensiune 4.

1 2 1 -1
.. . 3 a 2 0

(ii). Trebuie ca rang =3.
4 -2 2 2
3 -4 1
1 2 1

Minorul de ordin 3: |3 «a 2|=-2a + 2, iar acesta este nenul
4 -2 2

daca si numai daca o = 1. Deci, dacd o # 1 cei patru vectori formeaza un
subspatiu de dimensiune 3. Daca a = 1, rangul este 2.

2.10. Fie M matricea formata din coordonatele celor trei matrice

din My(R) (in raport cu baza canonica din My(R)):

1 0 a 1
M=[2 1 1 B
0 -1 1 2

Ca matricele sa fie liniar independente trebuie ca sistemul:
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[1
X1
o

Jofe )l 2o )

=

X, +2x, =0
X, —x;=0
ox; +x,+x, =0
X, + P, +2x;,=0

sd aibd solutia banald. Acest lucru se intimpld dacid rang (M') = 3 <

a#=1sauf =0.

2.11. Alegem a; = (a;;, ap, a3, ), 1= 3, 4, a.l.

0 2
2 .
#0 (conform problemei 2.8.)
Q33 A3y
Au3 Ay

Putem alege, de exemplu, a; = (1, 1, 1, 0) si a, = (0, 1, 1, 0)

1 1

1 -1
a3 Az
Ay Ay

deoarece :

1 1

1 -1

1 1

0 1

2
1 -1 2

0

0=—21 I 1|=-2-3=-6=0.
0 1 1

0

2.12. Fie {cy,...,co}< ViNV, 0 bazd pe care o completam cu
vectorii ay,....,ap,by,...,.bg a.1. {ci,....ch, a1,....,8,} < V| este baza, iar
{C1,...,Cn, b1,...,.bg} &V este baza.

Se aratd acum usor ca {Cy,...,Cn, a1,....,3p, Dy,...,bq} este baza
pentru V, + V,, astfel ca relatia din enunt se verifica.

2.13. Conform problemei 2.12. avem:
dimg(VinV,) > p + q—n> 0, de unde concluzia.

2.14. (i). Avem ca o matrice din M, este de forma:
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si se aratd usor cd o combinatie liniard de astfel de matrice este de
aceeasi forma.

(i1). Daca notam prin E;; matricea ce are 1 pe pozitia (i,j) si 0 in
rest pentru i > j, atunci {Ejj} << este o baza pentru M, si deci
dimgM =6.

(iii). Daca notam M, = M;;(R), avem ca:

a, 0 0
My~M,; =Mg3;(R)mM;=4| 0 a,, O || a;€R]I<i<3
0 0 oay
si deducem imediat cd matricele:
1 00 0 0O 0 0O
En=(0 0 O|,Exp=|0 1 0|,E;=|0 0 O
0 00 0 0 0 0 01

formeaza o baza pentru Mo,nM;, deci dimr(M,nM;) = 3.

Conform problemei 2.12. avem ca :
dim[R(Ml + Mz) = dlm[R(Mz) + dlmR(Ml) - dlmR(Mzli) :%"'6—3 =9
iar o baza pentru M2 + M1 este data de: {E117 E22, E33, Flz, F13, F23, E12,
Es, Ex3} unde Fj este matricea ce are pe pozitiile (i, j) si (j, 1) 1 iar in
rest 0, iar E;; au fost definite la (i).

2.15. Daca (11,(12,(13€K Sl (XI(X1+X2) + (Xz(X2+X3) + (X,3(X3+X1) = 0,
atunci: (o + a3)x; + (o + 0p)x, + (0 + 03)x3 =0, de unde o+ 03 =0, +
top =0yt a3 =0,adicio;+ a,+ a3 =0siapoi oy =0, =03 =0.

2.16. (i). Se verifica axiomele spatiului vectorial prin calcul
direct.
(ii). Fie aj,...,0,eR ai (1) oe”*+... + a,e™™ = 0, pentru

orice xeR .
Facand pe x =0 obtinem c& a,+... + o, = 0.
Derivand in (1) in raport cu x obtinem:
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(2) Mage ™ ¥+, +hae ™ ¥ = 0.
Féacand pe x =0 in (2) obtinem A0, +... + A0,= 0.
Continuand procedeul si facand de fiecare datd x = 0, obtinem
sistemul omogen:
a +.+ a,=0
Aoy +..+4,a,=0
Ao +..+Aa, =0

Ao 4+ A, =0
ce are numai solutia banala o, = ...= a,, = 0.

(iii). a). Daca o,B€R si asin x + Bcos x = 0 pentru orice xeR,
atunci pentru x = 0 obtinem 3 = 0 iar pentru x = 7/2 obtinem a = 0.

b). Dacd a,B,yeR si (*) a + Bsin x + ycos x = 0 pentru orice
xeR, atunci derivand relatia (*) obtinem Bcos x - ysin x = 0, de unde
B =v=0 ( conform cu a).), iar apoi o = 0.

¢). Vom demonstra prin inductie matematicd dupa n cd daca
0Oo,0p,...,0,€R ai. (*) ap + aycos x + ...+ a,cos nx = 0 pentru orice
xeR, atunciag=0o;, = ...=a, = 0.

Pentru n = 0,1- totul este evident.

Derivand de doua ori (*) obtinem ;

(**) oycos X + 2%0,c08 2X + ...+ n* a, cos nx = 0 pentru orice

xelR.

Din (*) si (**) deducem ca:

n’o + (0%0y- o7)cos X + ...+’ -(n-1)at,.;)cos(n-1)x = 0

pentru orice xe R < n’op+(n’-1) 0,cos X + ...+ 2n-1) o, cos (n-1)x =0.

Conform ipotezei de inductie deducem ca oy =o; = ...= 0, =0
( caci 2n — 1 # 0); inlocuind in (*) si facand pe x = 0 obtinem ca si
o, =0.

d), e), f), g) se probeaza analog.

2.17. Din relatia dimg(V,+V,)=dimg V+dimg V,- dimg(V,nV,)
(conform problemei 2.12.) si dimg(V,+V,) < dimgV = n, tinand cont ca
dimgV; = dimgV, = n-1, deducem ca dimg(V,"V,) > n-2.
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Dacd dimg(V;nV,) = n-1, folosind incluziunile V,NV,cV,,
ViNV,cV; si egalitatile dimg V, = dimgV, =n-1 ar rezultaca V, =V, =
=V|NV,, ceea ce ar contrazice ipoteza V; # V,. De asemenea, daca
dimg(V,;NV,) = n, avand in atentie incluziunile VNV, < V, < V si
ViNnV,c V, < V ar rezulta ca V, = V, =V ceea ce este fals deoarece
Vi #V,.

Deci, dimg(VinV,) = n-2 si astfel

dimK(V1+V2) = dival + dlmKV2 - dlmK(VlﬁVZ) =n,
adica Vl + Vz =V.

2.18. Din problema 2.12. avem :
dimg(V+V,)=dim, V+dimg V,-dimg(ViNV3),
de unde dimg(ViNV,)=p+q-p-r =q-r.
Vectorii C41,...,¢q apartin lui V;nV,. Demonstram ca ei sunt

q q r
liniar independenti. Din Z A; ¢i=0 rezulta z&i (bi- Z B; bj) = 0si din
i=r+l i=r+l j=1
liniar independenta vectorilor din B, rezultd ca A, = ... = Aq = 0, deci
{Cr+1,...,Cq} €ste 0 bazd a lui ViNV,.

2.19. Subspatiul V,+V, este generat de sistemul {a,, a,, a;, by,

1 0 0 1

1 0 o .
b,, bs}. Deoarece 01 1 1 # 0 rezultad ca {aj, a,, a3, by} este o baza

001 0

pentru V,+V,.

Avem: b, = a; + a,+ a; — b; si by = 2a, + 2a; — by, deci vectorii
ci=a tayt+a;=(1,2,2,1)sic,=2a;+2a;=(2, 2, 2, 2) constituie o
baza a subspatiului V,"V,.

2.20. Fie S = V, + V,. In mod evident {ai, ...,a, by,....b;}
formeaza un sistem de generatori pentru S. Cum vectorii aj, ...,a; sunt
liniar independenti vom adjunctiona la acestia acei vectorii by,...,b;
(t <)) al. indg{ai, ...,ay by,...,be} si astfel {a, ...,a, by,...,.b} vafio
bazd pentru S (renumerotand eventual vectorii by,...,bs, daca este
cazul). Deci dimg(V+V,) =s =k+t<n.

81



Fie D = VNV, si sd consideram ecuatia :

(1) xja; + ... + x¢ a, = y;b; + ... + yb, care este echivalentd cu n
sisteme omogene in k+1 necunoscute: xj,...,Xy1,...,y; §i de rang s = k+t.

Deoarece primele s coloane ale matricei sistemului (1) sunt
liniar independente ( deci cel putin un minor de ordin s format cu
elemente ale acestor coloane este diferit de zero) putem considera ca
ultimele k + / — s = d necunoscute y,+, ..., y; sunt secundare. Putem
gasi pentru (1) urmatoarele multimi de solutii fundamentale:

(2) XilsXi2+ « +sXiks YilsYi2se -5 Yil (l = 1,2,. . ,d) al:

B R Y

Y s—ea1eeee Yai

Atunci o bazda pentru D = V;NV, este formatd din vectorii
!
ci= Z Vi b;, cu 1<i<d. Conform celor de mai inainte avem:
Jj=1

>i). In acest caz baza pentru V+V, este formata din aj,a,,b;, iar
pentru ViNV; este formata dintr-un singur vector ¢ = 2a;+a, = b;+b, =
=@3,5,1).

(i1). in acest caz baza pentru V+V, este formata de exemplu din
a;, a, by, b, iar pentru VNV, este formatd de exemplu din
b;=-2a;+ a, + a3 si b;= 5a,; - a, - 2a;.

(ii1). Baza pentru V,+V, consta, de exemplu, din vectorii a;, a,,
a3, by, iar pentru V,NV, din vectorii ¢,= a;+ a, + a3 =b; + b, = (1,2,2,1)
$1 Cr = 231+2a3 = bl + b3 = (2,2,2,2)

2.21. (i). Se verifica usor ca indr{ai, a,, a3} si indr{b;, by, b3} si
cum dimgR® = 3, atunci B, si B, sunt baze in R’.

(i)). Punem b; = o;a; + apa, + apaz, 1 = 1,2,3, si scriind pe
componente, obtinem trei sisteme liniare fiecare cu trei ecuatii si trei
necunoscute. De exemplu, pentru i =1 avem:

ay —a; =1
2a,,+a,, =2 deunde a;; =-1, a1, =4, a;3=-2.
o, ta, ta;=3

Analog se obtin: oy = -1, oy =1, o3 = -2 si 03 = -3/2, 03 = 2,
033 = =72 .
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Astfel, matricea de trecere de la B, la B, este :

-1 -1 -3/2
A= 4 1 2
-2 -2 -7/2
Analog se obtine si matricea de trecere de la B, la B, (care este

de fapt A™).
(ii1). Scriem X = a,a; + 0pa, + 0za; §i rezultd ca o, =-1/2, a, =2,
oz = -3/2. Deci coordonatele lui x in baza B, vor fi Xp = (-1/2, 2, -3/2)

iar ale lui x in baza By vor fix 5 = A" x , = (1/3,-4/3, 1).

2.22. Avem tabelul:

B Cy Cy C3 Cy4 Cs
e D 2 1 0 2
e |2 4 2 2 0
e |3 6 3 2 2
es|l-5 12 6 4 4
al1 2 4 0 2
e |0 0 0 2 4
es|0 0 0 2 4
e, 10 2 1 @ -6
al1 2 4 0 2
e, |0 -1 -12 0 -1
e 0 -1 -12 0 -1
awlo 12 114 1 a3n

Cum c;, si c; nu mai pot intra in baza {c,,e,,es,c4} deducem ca
rang(A) = 2.
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2.23. Avem tabelul:

B Cq Cy C3 C4
e |1 &) -1 2
e, | 4 -1 3 0
€3 5 1 o-1 2
es | 3 o 4 -2
¢ |1 2 -1 2
elo 9 @
es|] 0 -9 ot4 -8
e, | 0 a6 7 -8
gl 0 5/9 2/9
| 0 1 =719  8/9
es| O 0 a-3 0
es | O 0 To+21 =8a=24

Dacéd o =3 atunci 0. —3 =0, insa 4=

9

9

Ta+21 — 14

s astfel ca c; intrd in

baza in locul lui e, si rang(A) = 3. Dacd o # 3 se continua pivotarea:

B Cq (V) C3 C4

¢ | 1 0 5/9 2/9

c;| O 1 -7/9  8/9

[0 0 @ 0

es | O 0 To+21 —8a=24
9 9

¢ | 1 0 0 2/9

c;| O 1 0 8/9

;| O 0 1 0

e | O 0 0 —8a=24

9

Daca o = -3, atunci =424 = 0 si deci rang(A) = 3.

Daca a # -3, atunci

baza in locul lui ey).

—8a—-24

# 0 si deci rang(A) = 4 ( si ¢4 intrd in
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2.24. Avem tabelul:

B a4 a3 a3 X
e D 1 -1 1
el 2 1 0 3
€3 3 1 1 -1
a | 1 L -1 1
eolo 3D 2 1
€3 0 4 4 -4
a |1 0 -13] 43
a0 1 éﬁé 1/3
e 0 0 -16/3
a |1 0 0 0
a0 1 0 3
a0 0 1| -4

Deci {aj, a,, a;} formeaza o baza in R? iar coordonatele lui x in
raport cu aceastd baza sunt (0,3,-4).

2.25. Avem tabelul:

B Cy Cy C3 €1 € €3
e D 2 -1 1 0 0
e |0 1 1 0 1 0
e -1 0 1 0 0 1
a |1 2 -1 1 0 0
elo D 1] 0 1 o0
el 0 2 0 1 0 1
a1 0 3 1 2 0
a | 0 1 d) 0 1 0
e 0 0 1 2 1
a |1 0 0| -12 1 -312
a0 1 0 12 0 12
a0 0 1| -12 1 -2
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Deci, matricea A este inversabila si inversa ei este matricea

-1/2 1 =-3/2
Al=11/2 0 1/2
-1/2 1 -1/2

2.26. (i). Faptul ca V, este un C - spatiu vectorial se arata usor.
Multimea {1,X,X’,...,X"} este o bazi a acestui spatiu cici fiecare
polinom fe 'V, se exprimd in mod unic sub forma

f=ay+aX+.. .+, X", cuaeC, deci dimcV,=n +1.

(i1). Aratam mai ntai cd B este o multime liniar independenta.
Fie Ao,Ap,. .., eC ald. :

(1) ko + A(X-a) + ... + Ay (X-a)" = 0.

Egalitatea (1) se mai scrie:

ho = - (X-a)[ Ay + ... +An(X-2)™"].

Daca Ay ar fi nenul, trecand la grade ar rezulta ca grad Ay = 1,
contradictie cu faptul cd A, este un polinom constant. Deci A;=0.
Egalitatea (1) devine A(X-a) + ... + A(X-a)" = 0 si impartind prin
polinomul nenul X-a (caci C[X] este domeniu de integritate) obtinem :

(2) M+ ... + A, (X-a)"" =0.

Procedand ca mai sus obtinem cd A; = 0 si continuand
rationamentul obtinem ca Ay = A; = ...= A, = 0, deci B este liniar
independenta.

Aratam acum ca B este un sistem de generatori al spatiului V,.
Fie feV, un polinom oarecare. Polinomul g(X) = f(X+a) va avea gradul

cel mult n, deci putem scrie g(X) = ap + a;X + ...+ a,X" cu a; €C,
i=1,2,...,n. Deci f(X+a) = ap + ;X + ...+ a,X" si facAnd schimbarea
X— X-a obtinem:
(3) f=ap+a;(X—-a)+...+a,(X-a)".
Deci B este o baza pentru V..
(iii). Fie feV, care se exprima in raport cu baza B prin relatia
(3). Atunci a, = f(a). Derivand formal in (3) obtinem:
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(4) f'=a;+2a)X—a)+...+na,(X-a)""
de unde obtinem a; = f'(a). Derivand formal in (4) géasim ca a, =
= L9

k!

f

Deci polinomul f se scrie in raport cu baza B astfel:
f=fla) + £ (X -a) + L (X —a)’ + ... + L@ (X _qa)",

2.27. Sa presupunem mai intdi cd M este un C - spatiu vectorial.
Cum elementul nul din acest spatiu va fi chiar functia nuld 0,:C—C,

Om(z) =0, oricare ar fi ze C, luand = 0y; vom avea
(X,l'OM(l) + (lz'OM(Z) + ...+ (X['OM(t) = B, adica B =0.
Reciproc, presupunem ca 3 = 0 si sd demonstram ca M este un
C-spatiu vectorial. Se constata repede ca adunarea functiilor si
inmultirea unei functii cu un scalar sunt respectiv operatie interna si
externd pe M.
De exemplu, pentru adunare, daca f, geM atunci:
oy f(l) + wpf(2) + ...+ af(t) =0
og(l) +opg2)+ ...+ agt)=0
ceea ce duce prin adunare la o(f+g)(1)+o,(f+g)(2)+...+o(f + g)(t) = 0
adica f+ geM.
Faptul ca (M, +) este grup abelian se arata usor. De asemenca
celelalte axiome de spatiu vectorial sunt imediate, deci M este un spatiu

vectorial peste corpul C.

2.28. (i). Daci f,ge V, atunci grad(f + g) < max(grad(f), grad(g))

deci f + geV,. Daca AeZ, si feV,, avem grad(Af) < grad(f), deci
AfeV,. Astfel, adunarea polinoamelor este o operatie internd pe V, iar

inmultirea cu scalari din Z,, este o operatie externa.
Se verifica imediat toate axiomele structurii de spatiu vectorial ,

deci V, este un Z,- spatiu vectorial.

Daca f', g'eV' atunci f' - g' = (f — g)'e V', iar pentru LeZ, si
eV avem A" = (Mf)'eV'. Rezultd ca V' este un subspatiu vectorial al
ui V,.

(ii). Evident [V,| = p™", deci dimensiunea lui V, este n+1.
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Pentru V' observim cd derivata oricarui  polinom
f =a,+a, X+..+a,X" €V, este un polinom f ' = B, +bX+...+
+b, X"V, in care lipsesc termenii ce contin pe X*"', acN ( pentru
cd un astfel de termen ar proveni din derivarea unuia ce contine pe X",

A “

deci ar incepe cu ap = 0).
Reciproc, orice polinom de tipul g = b, + b, X+...+b, , X" eV,
in care lipsesc termenii cu X*', acN, este derivata unui polinom din

V,. Intr-adevir, dacd i€ {0, 1, ..., n-1}, i # ap-1, avem i +1# 0 si atunci

N
~ i . . . A I~ritl
un termen b, X' provine din derivarea termenului b, (i +1)"'X"".

In concluzie, am demonstrat egalitatea de multimi:
V’ = {g | g :b’\o + bAl X+. "+b’\n—1 Xn-l,b’\i EZP, l;p71 = 52[7*1 = ... :6 }.

Dar numerele de forma ap-1, cu aeN, care nu il depasesc pe n-1
sunt in numar de [n/p] ( caci avem ap-1 < n-1 < a < np <
1 <a<[n/p)).

Pentru ceilalti indici i€ {0,1,...,n-1}, cu i # ap-1, elementele Ei

parcurg independent Z,, deci fiecare asemenea b, poate lua p valori.

n-[n/p

Rezulti ci |[V'| = p™™] deci dimensiunea spatiului vectorial V' este

n-[n/p].

2.29. (i). Se verifica usor axiomele spatiului vectorial .

(i1). Sistemul considerat are determinantul Vandermonde si
acesta este nenul deoarece 1; # 1j pentru i1 # j. Asadar sistemul se rezolva
prin regula lui Cramer si are solutie unica (A,A,,..., Ax).

Egalitatea:
(D) xy=Ajr] +Axr; + .. +Ar]
se probeazd prin inductie dupa n. Pentru ne{0, 1, ..., k-1} aceasta
egalitate deja functioneaza.
Fie acum n > k. Presupunem (1) adevarata pentru 0, 1, 2, ..., n-1

si 0 vom demonstra si pentru n. Folosind relatia de recurenta, avem:
— 1
Xn == (A1Xn1 T AkoXno T oo F A1 Xnaer T @0Xnk)-

Folosind ipoteza de inductie, putem continua astfel:
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Xp = 'f[ak-l(Aﬂf_l + Ay AT+ oa(Ar T+

FAD + L AHAC ) F A a (AT At ARy +
+ag(Air] T+ Agr s 4 L AAr O] = - L [Ar@ar] T A L
k

—k+1 —k -1 -2 —k+1 —k
+ary +agr] ") + Ag(axry Fary C Lt ar) +apry ")+
A T T g R a e e a e ).

Tinand seama ca ry,1,,...,1 verificd ecuatia caracteristica, putem
considera mai departe:
_ 1 —k k —k k -k k
Xn = -o- LA " (axry )+ Aory “(-agry )+ .o+ A " (- agr )]

_ n n n
—Alrl +A2r2 + ...+Akrk .
ceea ce arata ca relatia este adevarata pentru orice n.

(ii1). Egalitatea de la (ii) arata ca orice sir (X,)n0€S se scrie in
mod unic ( caci A;, Ay, ..., Ag sunt unic determinati in functie de sirul
(Xn)n=o) drept combinatie liniara de sirurile (r w0, (5 )uz05---» (T} nso CU
coeficientii A, Ay, ..., Ax. Aceasta Inseamna ca multimea B a acestor
siruri este o baza a spatiului vectorial S. In concluzie, dimensiunea

acestui spatiu vectorial este k, deci este egala cu gradul ecuatiei
caracteristice.

2.30. Daca A este de forma A = XY — YX, atunci un calcul
direct ne arata ca tr(A) = 0.

Reciproc, fie AeM,(C), A # al, (a0 # 0) cu tr(A) = 0. Utilizand
inductia matematicd dupa n, se aratd mai Intdi ca existd o matrice

nesingulard SeM,(C) a.i. S'AS are toate elementele de pe diagonala
principala egale cu zero, adica:

0 a, .. q

a 0 .. a
-1 21 2
SAS™ = "
a, a, .. 0

Intr-adevar, din faptul ca A # al,, pentru a # 0, deducem ca

existd un vector ueC" ai Au si u sd fie liniar independenti.
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Considerand o baza a lui C" din care fac parte vectorii Au si u, deducem
ca A este asemenea cu o matrice de forma :

0 7o o 7

L 7 o 7o 0 P
A'=10 vy o 75, |7 (Q FJ'

0 7/112 }/nn

Evident, tr(A") = tr(I') = 0. Daca prin inductie matematica
presupunem ci I' = S'T 'S cu I' ' avand toate elementele de pe
diagonala principald egale cu 0, atunci toate elementele de pe diagonala
principald a matricii:

1 0" (1 0 0 PS
Al = Al — 4 B
0 S 0 s) \s'o s'ps

sunt egale cu 0; evident, A este asemenea cu A’, care este asemenea cu
A",

0 a, .. a,
) . a, 0 .. a,,
Putem deci presupune ca A =
a, a, .. 0
a 0 .. 0
0 a, .. 0 .
Alegem X = , cua, ..., o, €C, arbitrare,
0 0 a,
Yu o Y

distincte doua cate doua, si Y de forma Y =
ynl ynn
Egalitatea A = XY — YX are loc pentru y; = ——, daca i#j.
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§3. Aplicatii liniare.

3.1. Evident.

3.2. (i)=(ii). Alegem B = {e,} baza in V. Avem f(e;)€V, deci
f(e,) = ae,. Fie xE€V oarecare.

Atunci x = Bey, deci f(x) = f(Be;) = pf(e;) = Bae; = ax, pentru

orice XEV.

(i1)=(i). Presupunem prin reducere la absurd ca dimV > 1, deci
putem considera baza B = {e,, e,, €3, ...} a lui V cu cel putin doua
elemente diferite.

Luamf:V — Val. f(e)) = ¢
f(es) = 2e,

si conform ipotezei trebuie s gasim a €K a.i. f(x) = ax, cu o # 0 (caci

f#£0).
in particular, e; = ae;, 2e; = ae,, ... Deci a =1 si atunci 2e; = e,

= e, =0, absurd.

3.3. (i)=(ii). Fie SV a.. indkS si s demonstram ca indgf(S).
Daca xy,..., X,€S si ay,..., o,€K a.i. o f(x)) + ... + a,f(x,) =0 =

floyx; +... + 0.x,) = 0=1f(0) 2 x;+ ...+0.x, =0 = o, = ... = 0, = 0.

(i1)=(iii). Fie xeKer(f) (deci f(x) = 0). Daca x # 0, cum indg {x}
ar trebui ca si indg {f(x) = 0} — absurd, deci x = 0, adica Ker(f) = {0}.

(iii)=(i). Evident.
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Am demonstrat astfel ca (i) < (i1) < (iii).

(i)=(iv). Sa presupunem ca f verifica (iv) si totusi f nu este ca
functie o injectie. Atunci Ker(f) # {0} si considerand diagrama
g _
Ker(f) V—L V', cu g=incluziunea si h = morfismul nul
h

(adicd h(x) = 0 pentru orice xEKer(f)) avem in mod evident fog=foh=0
si totusi g # h -absurd.

3.4. ()= (ii) ca si (i) =(iii) sunt evidente.
(iii)=(i). Sa presupunem ca f verifica (iii) si totusi f nu este
surjectiva (adica Im(f) #V").
: —£ ,
Consideram diagrama ¥V —L—V" V' = I% ,unde g
— m( /)

este morfismul nul iar h surjectia canonicd. Cum Im(f) # V"' avem g #h

si cum In mod evident gof = hof = 0, obtinem o contradictie, de unde
deducem ca f este iIn mod obligatoriu surjectie.

3.5. Faptul ca D si [ sunt aplicatii liniare este imediat.

Reamintim ca baza canonica a lui R, [X] este {1, X, ..., X"}. Cum
D(1)=0,D(X)=1, ..., D(X") = nX™" deducem ca matricea atasata lui D

0O 1 0 .. 0

N . 0O 0 2 .. 0

in raport cu bazele canonice este: EM,ni1(R).
0 0 0 ... n

1 1 "
Deoarece I(1) = X, I(X) = 5 X, LX) = 1 X™" deducem
n+

ca matricea atasata lui I In raport cu bazele canonice este:
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0 0
1 0
0 ! 0
E EMn+27n+]([R)-
0 0 !
n+l

3.6. (i). Fie xeM a.i. B(x) = 0. Din yog = vof3 deducem ca
v(g(x)) = v(B(x)) = v(0) = 0 si cum y este monomorfism deducem ca

g(x) =0 < x&Ker(g) = Im(f), deci x =f(x") cux'€M".

Din Bof=uoa deducem ca B(f(x")) = u(a(x")), adica 0 = B(x) =
=u(au(x")) = ax)EKer(u) = {0} = ax")=0 = x'EKer(a) = {0} =
x’ =0, astfel ca x =f(x") = f(0) = 0. Deci Ker(p) = {0}, adica 3 este
monomorfism (conform problemei 3.3.)

(i1). Fie yEN. Atunci v(y)EN’"’ si cum v si g sunt epimorfisme
v(y)=y(x")six” =g(z) cux’ €M’ si zeEM. Astfel v(y) = y(g(z)) =
= (yog)(z) = (voP)(z) = v(B(z)), de unde deducem ca y-B(z)eKer(v) =
=Im(u), adicd y-p(z) = u(t) cu teN". Cum o este epimorfism putem scrie
t=ax)cux'eM’.

Din fof=uoa deducem ca B(f(x")) = u(a(x")) = u(t) = y-p(z)
deci y = B(f(x")*+P(z) = B(f(x")+z), adica B este epimorfism.

(iii). Fie y"€N’". Cum B este epimorfism putem scrie
u(y’) = B(x) cu xEM. Din yog = vof} deducem ca y(g(x)) = v(B(x)) =
=v(u(y")) = (vou)(y’) = 0 (caci Ker(v) = Im(u)). Cum y este
monomorfism deducem cé g(x) = 0, adica x€Ker(g) = Im(f) = x = f(x")

cux'€M’. Cum Bof=uca = B(x)=P(f(x")) =u(a(x")). Deducem ca
u(y’) =u(a(x")) si cum u este monomorfism rezultd cady’ = a(x"), adica
o este epimorfism.

3.7. (). Prin calcul.
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(ii). Reamintim ca baza canonica a lui R’ este B = {e,, ¢,, €3},
unde e; = (1,0, 0), e;=(0,1,0) sie;=(0,0, 1). Cum f(e,) = (1, 1, -1),
f(ey) = (0, 3, 1) si f(e3) = (-2, 2, 1) deducem ca matricea cautata este

1 0 -2
Mg=|1 3 2
-1 1 1
I -1 1
(iii). Deoarece 2 1 -1 =3 #0, conform problemei 2.8.
1 2 -1

deducem ca B” = {b;, b,, b3} formeaza o baza pentru R®.

Sa gasim matricea de trecere de la B la B”.
Cum b1: 1'61+(-1)'€2+ 1'63,
b2 = 2'61 + 1'Cz+ (—1)'63,

b3 = l-el + 2'62+ (-1)'63,

deducem ca matricea de trecere de la B la B” este

1 -1 -1
Astfel, matricea lui f in raport cu Beste N -M, - Ny .
1 3 . : <
3.8. Cum - = -5 # 0 si toti minorii de ordin 3 ce bordeaza

1
pe 5 sunt 0 deducem ca rangul lui M este 2 si dimgKer(f) =4-2 =2

iar pentru a gasi o baza pentru Ker(f) trebuie sa determinam solutiile de
baza ale sistemului omogen:
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x+3y+5z+t=0
2x+y+3z+t=0

(ce va avea drept necunoscute principale pe x si y).

) ) ) x+3y=-5
Pentru z =1 si t = 0 obtinem sistemul cu
2x+y=-3
4 . 7. . . .

xz—g si y=—— iar pentru z =0 si t = 1 obtinem sistemul
x+3y=-1 2 . 1
cux=——gsi y=——.
2x+y=-1 5 oY 5

Astfel, notand a, = (-4/5, -7/5, 1, 0) si a, = (-2/5,-1/5, 0, 1)
deducem ca {a,, a,} este o baza pentru Ker(f).

In ceea ce priveste pe Im(f), avem ci
dim Im(f) = 4-dim Ker(f) = 4-2 = 2.
Pentru a gasi o baza a lui Im(f) procedam astfel: completam pe

{a;, 3} cub;, b,ER* ai. {a,, a,, by, by} este baza pentru R* si atunci
{f(by), f(b,)} va fi baza pentru Im(f). Putem alege de exemplu
bl = (07 Oa 17 O) $1 b2 = (07 09 09 1)

3.9. Daca notam cu A; matricea de trecere de la {a, a,} la

{by, by} atunci A| = [ s j iar matricea lui f in raport cu {b,, b,}

40 38
vafiA, =4 - 4- 4 :[_ i1 34) Astfel, matricele lui f+g si fog in

44 44
raport cu {by, b,} vor fi A,+B = 59 _95 | respectiv

~53 -52
BA,=| 159 .

= -8
2
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3.10. (i). Rang(A) =2 = rg(f) = 2.

(i1). Avem dim Im(f) = rg(f) = 2. O baza pentru Im (f) este, de
exemplu, B, = {a}, a,}, a; = (5, -1, -8, 3), a, = (2, -2, -3, -1).

Atunci dim Ker(f) = dim R? - dim Im(f) = 3-2 = 1. Pentru a
determina o baza rezolvam sistemul:

Sa, +2a, —a; =0
a,=a
—-a, —2a, —3a;=0
< qa, =2a ,0€R.
—8a, —3a, +2a, =0
a,=a
3a, —a, —5a; =0

O baza pentru Ker(f) este B, = {a} cua=(1, -2, 1).

X =a
(iii). V = {(x1, X2, X3)ER? | X, + X, + X3= 0}, deci < x, = S8
X =—a—=f

si 0 bazd pentru V este {by, b} cub; =(1,0,-1), b, =(0, 1, -1). Cum
f(by) = (6, 2, -10, 8) si f(by) = (3, 1, -5, 4) deducem ca

f(V) = <{f(b,), f(b,)}> are dimensiunea 1 iar o baza pentru f(V) este
formata de exemplu din f(b,).

3.11. (i). Avem

fle))H(ex) = (1, 1,-1,-1) f(e;) = (0,0, 0, 0)
fle))-f(ex) =(-1,-1, 1, 1) fle)=(1, 1, -1, -1)
fle;)+Hf(e)) =(-1,1,-1,1) < f(e;) = (0, 0, 0, 0)
fle;)-fle)) = (1, -1, 1, -1) fle)) =(-1,1,-1, 1)
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1
1
-1
-1

deci A =

S O O O
S O O O

(i1). Ecuatia lui f in baza canonica este:

V1 X Y1 =X =Xy

y X Vo =Xy + Xy
=4 e .

V3 X3 V3 ==X, =Xy

Vs Xy Ve ==X+ Xy

Pentru determinarea nucleului in ecuatiile date consideram
V1 =Y2 =Y3; = ¥4 = 0 si obtinem sistemul omogen:
X, —x,=0
X, +x,=0
2 4 = X = Xy = 0.
-x,—x, =0
-x, +x,=0
Avem rang(A) = 2, deci dim Ker(f) = 4-2 =2 si deci vectorii din
baza sunt a; = (1, 0, 0, 0) sia, = (0, 0, 1, 0).

Pentru determinarea imaginii se alege o baza continand
imaginile vectorilor din baza.

Avem Im(f) = <{f(e,), f(ey), f(e3), f(es)}>. Coeficientii nu sunt
proportionali, deci f(e,) si f(e4) sunt liniar independenti.

Avem dim Im(f) = 2 si 0 baza a sa este {f(e;,), f(e4)}.

3.12. (1) Dacax= X1 + X2, Y =VYi + Y2, X1, y1€V1, X2, y2€V2, Q,
BEK avem:
pi(ox+By) = pi((ax; + By)+H(oxz + By2)) = ax; + By; = api(x) + Ppi(y),
i=1, 2, deci p;€End(V).

(i1). Demonstram cad Im(p,) = V, prin dubla incluziune.
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,,S”. Fie yElm(p)); exista x€V al. y = pi(x) = x,€V,, deci
Im(pl) < V].

,»,=2". Fie x€V, deci x = p;(x)EIm(p;), adicd V; S Im(p;).
Deci Irn(pl) = Vl.

Demonstram Ker(p,) = V, prin dubla incluziune.

,,& . Fie x€Ker(p,), deci p1(x) =0. Dacd x =x; +X,, cu
X1 EV], XzEVz avem X; = pl(X) = O, deci x = XzEVz $1 Ker(pl) < Vz.

,»,=2". Daca x,€V, avem p;(x,) =0, adica x,€Ker(p)).
(iii). Fie x€V, x =X; + X,, cu X, €V 51 X,EV,.
(P1ep2)(x) = pi(p2(x)) = pi(x2) = 0, deci piop, = 0.
Analog p,op; =0.
(iv). Fie X€V. Avem p; (x)=pi(pi(x)) = p1(x1) = X1 = p1(x),
deci p; = p,.

(V). (p11P2)(X) = pi(X)+pa(X) = XX = X = 1y(x), XEV, deci
pitp2=1v.

3.13. Faptul ca f€eEnd(C) este imediat. Cum f(1) = a+bi si

: . 5 . . a —b
(i) = -b+ai deducem ca matricea cautata este [b j .
a

3.14. Daca o, pEK si g, h€ V' (adicd fog = foh = 0), atunci cum

fo(ag+ph) = a(fog) + B(foh) = 0, deducem ca ag + pheV’, adica V'
este subspatiu vectorial al lui End(V).

3.15. Trebuie sa demonstram ca
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[R4:V1 +V2 iaer N V2: {0}

Daca XEV] N V2 atunci X:a]a]+a232:B161+B262 = (B], Bz, 0, 0)

a, =B
a~r =
= 2 =4 de unde a; = 0, = 0 si implicit B; =, =0,
20 +a, =0

2a,—a, =0
adica x = 0.
Pentru a demonstra ci R*=V,+V, va trebui sd demonstram ci
pentru orice y = ( y1, ya, ¥3, Y4 )ER?, existd oy, oz, B1, fER a.i.
o+ p =y
a+ B =y,

aa; + may + Pie; + P =y & .
20, +a, =y,

20—, =y,

T 1 1 . .
Gasim imediat o, :Z (y3tys), :E (y3-y4) 1ar By = y1—oy si

Bzz}’2—(12-

3.16. ,,=”. Cum Im(fof) SIm(f) mai trebuie sa demonstram ca
Im(f) S Im(fof) iar pentru aceasta fie y = f(x)€Im(f) cu xEV.

Insd x = x; + x5 cu x4 eKer(f) si x,€Im(f), astfel ca
y = f(x; + X;) = f(xy) EIm(fof).

,,&”. Sa presupunem ca Im(f) = Im(fof) si sd demonstram ca

V = Ker(f) + Im(f). Dacd x€V atunci f(x) = {(f(z)) < t = x-f(z) €EKer(f),
de unde concluzia cd x =t + f(z), adica V = Ker(f) + Im(f).
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3.17. (i). Fie B={a,, ..., a,, 8+, ..., 3,} 0 baza pentru V iar

fEEnd(V) ai. f(a) = an, pentrui=1, ..., n, f(a;)) = 0, pentru j =n+1, ...,
2n.

2n 2n
Atunci, oricare ar fi x=2xiai €V avem f{(x)= inf(ai) =
i=1

i=1

n
=Y X,a,,; €<{an1, ..., ax}>, adicd Im(f) S <{ay., ..., az}>.
i=1

Daca ye<{ay, ..., 8, > exista By, ..., P2 €K, a.d.
V= Bon1@n+1 t ...t Ponon = Puaif(@) + ...+ Paflay) =
=f(Bpna; + ...+ Ponan) €IM(F), adica <{a,.1, ..., ap,}> S Im(f).
Deci <{ap.1, ..., 8> = Im(f) si, deci,
dim Im(f) = dim <{ap., ..., a2, }>=n.
Cum dim Ker(f) = dim V — dim Im(f) = 2n-n =n si a,, ...,

a,,€Ker(f), liniar independenti, rezultd ca {a,., ..., a,} este o baza
pentru Ker(f).

Astfel, Ker(f) = <{ay1, ..., au}>.
Deci Im(f) = Ker(f) = <{a,+, ..., an}>.

(i1). Nu, deoarece dim V = dim Im(f) + dim Ker(f) iar daca
Im(f) = Ker(f) ar rezulta dim V = 2dim Im(f), absurd.

3.18. Fie B= {ay, ..., a,} o bazd pentru V. Alegem fEEnd(V)
al f(a)=a;, pentrui=1,...,n-2, f(a,) = a,, f(a,) = 0.

Evident a,€Ker(f) N Im(f), deci Ker(f) N Im(f) # {0}, adica
V # Ker(f) @ Im(f).

3.19.FieB={a, ..., a,} bazain V. Alegem f, g€End(V) a.i.
f(a;)) = a;, pentrui=1, ..., n-1 si f(a,) = 0iar g(a;) = aa;, pentru

i=1,...,n-1, cua€K\{0, 1} si g(a,) = 0.
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Evident, Im(f) = Im(g) = <{ay, ..., a,.1}> iar Ker(f) = Ker(g) =
=<{an}>.

3.20. Pentru orice yeIm(f+g), exista x€V a.l.

y = (frg)(x) = f(x)+g(x) EIm(f)+Im(g).
Deci Im(f+g) < Im(f) + Im(g), adica avem:

dim Im(f+g) < dim (Im(f) + Im(g)) =

= dim Im(f)+dim Im(g)-dim(Im(f)NIm(g))<dim Im(f)+dim Im(g).

3.21. Cum pentru orice X, y€V si a, BEK, (f+g)(ox+Py) =

= flox+Py)+g(ax+Py) = af(x)+Bf(y)agx)+pe(y)

= af)tgtBEY)Te(y) = aftg)(0tBEr(y) i
(fog)(ax+Py) = f(glox+Py)) = flag(x)+Be(y)) = of(gx)+Bf(e(y)) =
= o(fog)(x)+P(fog)(y), deducem ca f+g, fog €End(V).

Restul axiomelor inelului se verificd acum direct prin calcul

( elementul unitate este 1y: V—V).

3.22. Cum pentru orice X, YEV si a, a, EK avem (f+g)(ax+fy)
= af(x)+Bf(y)tag(x)+Pely) = aftg)(x)+p(fte)(y) si (ah(ax+Py) =
= af{oxc+Py) = a[of(x)+Bf(y)] = auf(x)y+apfly) = o[af(x)]+Blaf(y)], (caci
corpul K este comutativ) deducem ca f+g, afe Homy(V, W).

in mod evident (Homg(V, W), +) devine grup abelian.

Verificarea restului de axiome pentru a proba cd Homg(V, W)
devine in mod canonic K-spatiu vectorial se face prin calcul direct.

3.23. (i). Deoarece pentru oricare a, BE™(X) si a€K

h™(f)(a+B)=fo(at+B)=foort+fo p=h"(f)(c)+h™(D)(B)
h"(f)(ao)=fo (ac)=a(foo)=ah™(f)(a),
deducem ca hN(f) este aplicatie liniara.
Analog pentru hy(f).
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(i1). Fie feHomg(X, Y) un monomorfism in V(K) si
hN():hNX)—h™(Y). Sd alegem a€h™(X) a.i. h™(f)(a)=0 si s probam ca
0=0. Avem ca foo=0, adicd f(a(x))=0, oricare ar fi xEN. Cum f este

monomorfism deducem ca a(x)=0, oricare ar fi X€N, adica a=0, deci
h™(f) este monomorfism in V(K).

Fie acum feHomg(X, Y) un epimorfism in V(K) si sa probam
cd  hy(f):hn(Y)—hn(X) este monomorfism in V(K).

Pentru aceasta fie a&hn(Y) a.i. hy(f)(a)=0<= aof=0.

X—L5Yy—>0

y

N
Dacd y€Y, cum am presupus ca f este epimorfism in V(K),

existd x€X a.d. y=f(x). Atunci a(y)=o(f(x))=(aof)(x) si cum y este
oarecare deducem ca 0=0, adica hy(f) este monomorfism in V(K).
(iii). Deoarece f este monomorfism in V(K), conform cu (ii),

h™(f) este monomorfism in V(K), astfel ca sirul (1) este exact in h™(M").
Pentru a proba ca sirul (1) este exact mai avem de probat exactitatea sa

in hN(M) si anume ca Ker(h™(g))=Im(h"(f)). Deoarece gof=0 deducem
ci hY(g)oh"(H=0, adica Im(h"(f))SKer(h"(g)). Pentru cealalti
incluziune fie a€Ker(h™(g)) adici h“(g)(a)=0<goo=0. Trebuie si
construim PEMNM”) a.i. a=h"(f)(B) <= o=fop.

Fie x€N; atunci g(a(x))=0, de unde o(x)EKer(g)=Im(f), deci
existd un unic x’ €M’ a.l. a(x)=f(x") (cici f este monomorfism in V(K)).

Definim atunci B:N—M’ prin B(x)=x" si se probeaza imediat ca B este
aplicatia liniard cautati. Avem deci egalitatea Ker(h"(g))=Im(h"(f)),
adica sirul (1) este exact.

Analog se probeaza ca sirul (2) este exact.

3.24. Pentru prima parte, daca y€Ilm(ftg), exista x€V al.
y = (frg)(x) = f(x)+g(x) EIm(f)+Im(g).
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Astfel, Im(f+g) < Im(f)+Im(g). (1)
Daca yelm(f)+Im(g), existd y,€Im(f), y,€Im(g) pentru care
y = yity,. Dar y,€lm(f), y,€Im(g) implicd existenta vectorilor X,

X€V, al y; = f(x9), y2» = gxy). Atunci y = f(x))tg(xx) =
= (f+g)(f(x,)+g(x,)) (ultima egalitate are loc datorita ipotezei ca f+g este

proiectie, adica echivalent fog = gof = 0). Deci yeIm(f+g).

Rezulta Im(f)+Im(g) < Im(f+g). (2)
Din (1) si (2) se deduce cad Im(f+g) = Im(f)+Im(g).

Fie yelm(f)nIm(g). Atunci, exista t;, L,EV al y = f(t;) si
y = g(t). Aplicand in ambii membri ai egalitatii f(t,) = g(t,) pe f si

tinand seama ca fog = 0 obtinem f(f(t;)) = 0, adica f(t;) =0, deci y=0.
In concluzie, Im(f+g) = Im(f) ® Im(g).

Pentru partea a doua, oricare ar fi x&EKer(ftg) avem
f(x)+g(x) = 0. Aplicand aici f si folosind egalitatea fog = 0, obtinem
f(f(x)) = 0, adica f(x) = 0. Deci x€Ker(f). Analog se arata ca x€Ker(g).
Rezulta Ker(f+g) < Ker(f) N Ker(g).

Daca x€Ker(f) N Ker(g) avem f(x) = g(x) = 0, adica
0 = f(x)+g(x) = (f+g)(x). Deci xeKer(f+g).

in concluzie, Ker(f+g) = Ker(f) N Ker(g).

3.25. Fie B = {ey, ..., e,} baza in V. Pentru x€V exista si sunt
unice a, ..., 0o,€K al. x =o€ + ...+ o€,
Se verificd imediat ca f:V—-K", f(x) = (o, ..., a,) este

izomorfism de spatii vectoriale.

Observatie.Analog se demonstreazd cd daca doud K-spatii
vectoriale au baze echipotente atunci ele sunt izomorfe (vezi [11, pg
258]).

3.26. Cum k are caracteristica p > 0, putem presupune cd avem

extensia de corpuri Z, < k ( de fapt subcorpul prim al lui k este izomorf

cu Z,). Atunci k devine in mod canonic Z, — spatiu vectorial (conform
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problemei 2.4.) si deci |k| = p", unde prin n am notat n este dimensiunea

lui k peste Z, (conform problemei 3.25.).

3.27. Considerand pe R si C ca spatii vectoriale peste Q, atunci
(R,+) si (C,+) sunt grupurile aditive ale acestor spatii vectoriale. Daca B
este 0 baza a lui R peste Q, atunci | B | = ¢ iar C = RxR va avea o baza
de cardinal c-c = ¢, deci R si C au baze echipotente, rezultand ca R si C
sunt Q-spatii vectoriale izomorfe (vezi solutia de la problema 3.25.),
adica (R,+) ~ (C,+).
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§4. Sisteme de ecuatii liniare. Vectori si valori proprii.

4.1. Considerand egalitatile:
Qtax +..+ anxl" =0

At a X ...t anx;’H =0

ca un sistem omogen in ay, a, ... , a,, cum determinantul sau este diferit
de zero (fiind un determinant de tip Vandermonde 1n xi, X, ... , Xp+1)
deducem ca acest sistem admite numai solutia banala, adica
ap=a=.=a,=0.
1 N 1 - -
4.2. Obtinem ca [ P(x)*dx= [ P(x)- P(x)dx =
0 0
1 - " I
='[(a0 +a,x+...+a,x")P(x)dx =ZaijkP(x)dx =0,
0 k=0 o
de unde ﬁ(x) =0 pentru orice xER, adica ap = a; =...= a, = 0 (conform

problemei 4.1.).

1
Pe de alta parte egalitatile ka P(x)dx=0,0<k<n,devin:
0

1 1

ay+—a, +—a, +...+ a,=0

2 3 n+1
1 1
—ag+—-a +—a, +.+ a,=0
2 3 n+2

1 1 1

a, + a, + a, +..+ a, =

n+1 n+2 n+3 2n+1

care pot fi interpretate ca un sistem omogen in a,, aj, ... , a, ce admite

numai solutia banald, de unde concluzia cd determinantul din enunt este
nenul.
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a 11 4
43.FieA=|a+1 B+1 2|sib=]|7].
1 28 1 4

Avem ca det(A) = (1-a)p. Astfel:

i) Dacd a # 1 si B # 0 sistemul este compatibil determinat
(Cramerian) si se rezolva cu formulele lui Cramer.

ii) Daca a =1 si B # 0 atunci

1 1 1 4
A=12 pB+1| 2|sib=|7].
1 28 1 4
Considerand = B-1 avem subcazurile:
pF+1
1 1| 4
1) B# 1. Atunci rang(A)=2sicum A_, =2 S +1 7| =2p-1
1 28 4

1 . . o 1
deducem ca pentru p # 5 sistemul este incompatibil iar pentru = 5

sistemul este compatibil 1-nedeterminat cu solutia x; = A, x; = 2-A si
X, =2 (cu AeR).
1 11
2)Bp=1. Atunci A= |2 2‘ 2 | si cum ‘T i‘ =2 deducem ca
1 211
rang(A) = 2.

2
Cum A, =|1 =1 # 0 deducem cd in acest caz sistemul
1

il NN \S)
B S |

este incompatibil.
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a 1 1
iii) Daca a # 1 si B = 0 atunci A = |a+1| 1 2| si cum
1 0 1
1 y 3 y
| =1 # 0 deducem ca rang(A) = 2. x; este necunoscutd secundara
iar x, §i x3 principale.
1 1| 4
Avem A, =1 2| 7| =1#0, deci sistemul este incompatibil.
01 4

[1 1)1

11
iv) Daca a =1 si p=0. Atunci A = | 2 1‘2 si cum ‘2 1‘=-1
1 0 1

deducem ca rang(A) = 2.
1

1| 4
Cum A_, =2 1| 7| =-1+#0 deducem ca in acest caz sistemul
1 0 4

este incompatibil.

4.4. Daca sistemul are solutii reale strict pozitive, atunci:
lal+[b[=]xi% |+ X3Xa [ < | X0 [+ X0 |+ [ X5 |+ [ Xa]
:X]+X2+X3+ X4= 1.
Pentru suficienta, observam ca solutia generala a sistemului este

l+a-b-2a
X =—
2
l-a-b-2a
Xy =——————— .
2
x3=b+a
X, =a
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A arata ca sistemul are o solutie strict pozitiva, revine la a
demonstra ca in ipoteza |a | + | b | < 1, sistemul de inecuatii n o

l+a-b-2a>0
l-a-b-2a>0
b+a>0

a>0

are cel putin o solutie, sau echivalent cu faptul cé intervalul (c, d) # @,
.| 1+a-b 1-a-
unde ¢ = max {0, -b} iar d = min ra b, azb .
2 2
Intr-adevar, din0<1-|a|-|b|<1+a-b= 0<d,iar din

2b<|b|-b<1l-]Jal-b<1+a-b= -b>dsidecic<d,adica
(c,d)#0Q.

4.5. Scriem sistemul sub forma:

(a—%)x+by+cz=0

cx—i—(a—%)y-i—bZ:O.

1
bx+cy+(a—§)z=0
Prin calcul, deducem imediat ca:

a—— b c

:(a+b+c—%ﬂ(a—b—%}z+(a—c—%j2+@_cf}

1
si cum a, b, c€Z, iar EGEZ, deducem cd D # 0, adicd sistemul

considerat admite numai solutia banala x =y=z=0.
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1 -2 3 -1
4.6. Fie A=|3 1 -1 2 |.Cum ultima linie este suma
4 -1 2 1

1‘=7¢m.

1
primelor doud deducem ca rang(A) = 2 (céci 3

Sistemul va fi echivalent cu
X, —2x, =-3x; + x4
3¢, + X, =X, —2x,
Facem x; = 1 si x4 = 0 iar apoi x3 = 0 si x4 = 1 obtinand
sistemele crameriene :
X =2x,=-3 _ |x, —2x, =1
i
3x, +x, =1 3%, +x, =-2
cu solutiile (-1/7, 10/7) si respectiv (-3/7, -5/7).
Deci solutiile de baza sunt a; = (-1/7, 10/7, 1, 0) si respectiv
a, = (-3/7, -5/7, 0, 1), astfel ca solutia generala a sistemului omogen va

fi x =0a; + Bay, cua, BER.

4.7. Daca notam prin A matricea coeficientilor sistemului si
a = a*+b*+c*+d* atunci din AA' = al, deducem ca
[det(A)]* = (a®+b*+c*+d%),
de unde concluzia cd daca cel putin unul din cele patru numere este
nenul, atunci det(A) #0sidecix=y=z=t=0.

4.8. In ambele cazuri o conditie necesard si suficienta este ca
sistemul sa fie omogen.

4.9. O conditie necesard si suficientd este ca suma coeficientilor
combinatiei liniare date sa fie egald cu 1.

a b a b ¢
4.10. (i). rang| a, b, |=rangla, b, c,

a; b, a; by ¢
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a; b a, b ¢
.. a, b,
(i1). rang =rang

a, b a, b ¢

4.11. Conditii analoage celor din problema precedenta.

4.12. Daca notdm prin A matricea coeficientilor sistemului
omogen echivalent cu cel din enunt, dupa ce adunam toate coloanele la
prima in det(A) iar apoi scoatem factor comun pe atb+c+d-1 pe prima
coloand, pastram prima linie pe care o scddem din fiecare linie, obtinand
in final ca det(A) = (atb+ctd-1)(atl)(b+1)(ct+1)(d+1), astfel ca
sistemul va avea solutii nenule daca a+b+c+d = 1 sau cel putin unul din
numerele a, b, ¢, d este egal cu —1.

4.13. Daca notam prin A matricea sistemului atunci prin calcul
se deduce ci det(A) = - [\*+( be + cf + ad)’]* de unde concluzia ci
det(A) =0, adica A = be+cf+ad = 0.

4.14. Se stie ca

n-1
1 a .. q
1 a anfl
2 72 1= (g, - a;) (Vandermonde)
1<k<I<n
n—1
1 a, .. a,

si sa consideram sistemul de ecuatii In necunoscutele x;, X,, ..., Xy
() Zn:af;lxi =-a; ,k=1,2,..,n
i=1
Daca vom consideral ecuatia de gradul n
2 x"+ Zn:xix’;l =0
i=1

cu coeficientii x;, X, ..., Xy, relatiile (1) ne arata tocmai faptul cé ecuatia
(2) are radacinile ay, a,, ..., a,. Scriind relatiile lui Viete obtinem:

ajay..a;=(-1)"x, ,,,i=1,2,..,n,
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de undex, ., =(-1)'Y a,a,..a, , adicd x, =(-1)"""> aa,..
i=1,2,..,n
Pe de alta parte, cu ajutorul regulii lui Cramer putem scrie

nt+1’

D.
x. = — deci

1

Di=xD= (-1)"""Y a,a,..
pentru orice i = 1,
Cum det(A) ( )™ Dy, j =1, .., n-1, deducem ca
det(Ay) = > aya,..a, ;-D= aa,..a, ;) [[(@ -a),0<j<n.

1<k<i<n

D,

n —i+]

4.15. Scazand egalitatile din ipoteza, rezulta usor egalitatile:
(a, _az)lz +(b =by)A=c, —¢
{wl—ag)ﬂf+<b1—b3m=c3—cl '
Aceasta Inseamna ca sistemul liniar:
{(al —ay)x+(b —b))y=c,—¢
(@, —a3)x+ (b —by)y=c;—¢

admite solutia (x, y) = (A%, 1).
Determinantii care apar in regula lui Cramer sunt:

1 a b
a—a, b —b,
A= =1l a, b,l;
a;—as b —b;
1 a; by
1 b ¢
c;—¢ b —b,
A, = =l b, c,f;
c;—c b —b,
1 by o
1 a ¢
a,—a, c,—c
A, = T4 G Ta a4, o
ay—da; GG
1 a; c
o , A A,
Conform regulii lui Cramer avem A =X" , A =
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.. - A Ay ’ s = 2
De aici deducem ca Ax e adicd, A, =A, -A, care este
tocmai egalitatea de demonstrat.

4.16. (i). Dacd A = (aj)i<ij«n, atunci matricea AA' are pe

diagonala principald elemente de forma Za; ,unde i = 1, ..., n.
J-1
Deoarece AA' = O, si a;€R, rezulta a; = 0, pentru orice i, j =1, ..., n,
deci A=0,.
(i1). Conform cu (i) este suficient sa aratam ca
(BA-CA)(BA-CA) =0,
Dar (BA-CA)(BA-CA)' = (BA-CA)(A'B-A'CY) =
=BAA'B'- CAAB'- BAA'C'+ CAA'C' = O,.
(iii). Suficienta conditiei. Dacd AA'B = B, atunci X = A'B este
solutie a sistemului, deci acesta este compatibil.
Necesitatea conditiei. Presupunem ca exista o solutie XM, ;(R)
a sistemului. Atunci B = AX = (AA'A)X = AA'(AX) = AA'B. Sa
aratam acum ca in cazul cind sistemul este compatibil, multimea
solutiilor sale este S = {A'B+Y-A'AY | YEM,1(R)}.

Intr-adevar, pentru orice Y EM,;(R) avem:
AA'B+Y-A’AY) = AA'B+AY-AA’AY = B+AY-AY =B,

deci orice matrice din S este solutie a sistemului.

Reciproc, sd demonstram ca orice solutie a sistemului apartine
lui S.

Fie X, o solutie, deci AX, = B sau A(X,-A'B) = O,, ceea ce
arata ca X,-A’'B este solutie a sistemului omogen AX = O,,. Deci daca Y
este o solutie oarecare a sistemului omogen, avem Y = Y-A'AY (caci

AY = 0,). Deci X,-A'B = Y-A'AY, unde YEM,,;(R).
Rezulta ca Xy = A'B+Y-A’AYES.
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4.17. (i). Deoarece A este singulara, sistemul omogen AX = O,

X
X
admite o solutie nebanala X = :2 . Analog sistemul omogen A'Y = O,
xn
B4
admite o solutie nebanald Y = y:2
Yn
X
. t 'x2 .
FieB=XY'=|""|-(yy », - ¥,)= (xy); Evident B#O,.
X

Pe de alti parte, AB = A(XY") = (AX)Y'= 0, si BA = (XY")A =
=X(A'Y)' =0,

(ii). Presupunem cd A este singulara. Fie B o matrice nenula cu
AB=BA =0,.

Vom demonstra prin inductie ca (A+B)” = A" +BP, pentru orice

*

peEN".
Pentru p = 1 se verifica. Daca (A+B)” = A" +BP, atunci
(A+B)""! = (A+B)’(A+B) = AP"'+APB+BPA+B"! =
= A" +A" (AB)+B"(BA)+B = A" +AY-0,+B""-O,+B""
— Ap+l +Bp+l
si demonstratia prin inductie este incheiata.
Presupunem acum ca existd B nenuld a.i. (A+B)’ = A? + BP,

pentru orice pEN’.

Pentru p = 2 se obtine relatia (1) AB+BA =0,

Pentru p = 3 avem (2) A’ + B’ = (A+B)’ = (A+B)’(A+B) =
= (A*+B%)(A+B) = A*+A’B+B’A +B’ = A’B+B’A = O,. Din relatiile
(1) si (2) deducem ca B*°A = -A’B = A(-AB) = ABA.

Presupunem prin absurd cd A este nesingulara si atunci din
ultima relatie prin inmultire la dreapta cu A™, obtinem: (3) B> = AB.

In continuare vom obtine A’°B = A(AB) = -ABA si deci A’B* =
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= -ABAB = -AB(-BA) = AB’A, de unde prin simplificare la stanga cu
A, deducem: (4) AB* = B’A.

Din relatia (3) rezulti : (5) AB®> = A(AB) = A’B. Pe de alta
parte, folosind (3), deducem (6) B’A = (AB)A = -A’B. Din relatiile (4),
(5) si (6) rezulti A’B = -A’B, adici A°B = O,. Deoarece A este
presupusa nesingulara, din ultima relatie obtinem B = O,,, contradictie
cu ipoteza. Deci matricea A este neaparat singulara.

4.18. Pentru o valoare proprie A€C vom nota prin X, spatiul
vectorilor proprii.

- M =1cu X, ={al,-1)[acC} iar
M=3cu X, ={u(l, 1)]acC}.
(). M =7cu X, = {a(l, 1) | a€C} iar
M=-2cu X, ={a4,-5)]acC}.
(iii). A =aicu X, = {a(1, -i) | a€C} iar
AM=-aicu X, ={a(l,i)|acC}.
(iv). M =1lcu X, ={a(l, 1, 1)| a€C} iar
M=ecu X, = {0(3+2¢,2+3¢,3+3¢) | a€C} si
s =¢cu X,13 = {a(3+2¢%, 2+3¢%, 3+3¢%) | aeC},

NG

cu g=—l+—i.
2 2

(v). Polinomul caracteristic al lui A este
1-12 0 2 -1

PA(A) = det(A-AL) = 0 1= 4 29 O-1)".

2 -1 -2 1

2 -1 -1 2-2
Decih =M =M =M=1.
Daca x = (x1, X2, X3, X4)E R* este vectorul propriu corespunzator

valorii proprii 1 atunci sistemul omogen ce 1l verifica x este:
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- 2x,—x,=0
(A-I3) X = g

2x, —x, = %3 +x, =0

S O O O

. . 0o 2 -1) .
Matricea acestui sistem omogen este [2 1 1 j S1 are

rangul 2, céci =1#0.

Alegand pe x3 §i x4 necunoscute principale iar pe X;, X;
necunoscute secundare, facand pe x; = 1, x, = 0 iar apoi x; = 0, x, = 1
2x3—x, =0

obtinem pentru x;, X4 sistemele Crameriene si
—X3+x,=-2

2%, —x, =0 . . .
cu X3 = -2, x4 = -4 si respectiv x3 = 1, x4 = 2, astfel ca

—x; +x, =1

x=0o(l, 0,2, -4)+ (0, 1,1,2) cuc, BER ai. x = 0.

4.19. Fie PA(L) =1 A-AL| =(01-1)... (A1) si £ = b(X-X))...(XxX,)
descompunerile polinomului caracteristic al lui A sialui f in C.
n k
Astfel, det(f(A)) = b“H H (4; - xi) = f(hy)...f(Ay).
i=l j=1
4.20. (i). Daca Ay, ..., A, sunt valorile proprii ale Iui A, din
det(A-AL,) = 0 deducem imediat ca det(A™ - +1,) = 0 de unde concluzia

€L €
pRERT

ca valorile proprii ale lui A™' sunt
(ii). Vom demonstra ca valorile proprii ale lui A> sunt A7 ,..., 1> .
Intr-adevar, dacd  det(A-AL) = (A-A) ... (A,-A), atunci
det(A + AL) = (A; + A) ... (A, + &) si astfel cd iTnmultind cele doua
egalitati si substituind pe A cu A obtinem
det(A*- AL) = (A -A) ... (A2-h)
de unde concluzia.
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(iii). Sa demonstrim ca valorile proprii ale matricei A* (keN")
sunt /1{‘ ooy /1:‘1 . Intr-adevir, in ecuatia
det(A-AL) = (M-A) ... (An-A)
inlocuind pe A cu Ae, A& ..., A" ( unde & = cos2Z +sin 22 ),
multiplicdnd aceste n egalitati si inlocuind pe A" cu A obtinem ca:
det(A* -AL) = (AF 1) ... (A5 -))
de unde concluzia.

(iv). Fie f = aoX* + a,X*' + ... + au,X + a, €C[X]. Vom
demonstra ca valorile proprii ale lui f(A) sunt f(&;), ..., f(As) ( A1,...An
fiind valorile proprii ale lui A).

Intr-adevar, procedand ca la solutia problemei 4.19. avem:

det(f(A) - AL) = (f(A) - &) ... (f(Ay) - 1)
de unde concluzia.

4.21. Fie Ay,...,A, valorile proprii (A; # A; pentru i # j). Daca
notdm prin B baza formata din vectorii proprii corespunzatori iar prin C
matricea formata din coordonatele vectorilor din B, avem ca:

A 0 .0 A0 .0

0 A4, .. 0 .
’ C, de unde A* ="' 0 4, .. 0

A=C' C.
0 0 .. A, o o .. X
Pentru cazurile particulare din enunt tinem cont de problema
4.18. (i) 51 (iv).

In primul caz C = [ j iar 1n al doilea caz

1 3+2¢ 3+2¢2

C=1]1 2+3s 2+3¢”| cug = —%Jréi(vezi solutia problemei
1 3+3¢s 3+3¢°
4.18. (i) si (iv)).
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4.22. P,(A) = -\’ + 20+ 4h + 3, deci conform teoremei Cayley-

Hamilton avem -A’ +2A%+4A + 3, =0; & A(% A%- %A - gIS) =1,

. 5 A -4/3 -5/3 2
de unde concluzia cd A = E A’ - EA_ —L=] 1 1 -11.
4/3 4/3 -1
4.23. Din gof = 1y deducem ca g si f sunt inversabile. Atunci,

dacd A, B, C sunt matricele endomorfismelor f, h §i respectiv g avem
CA =1, si atunci

Popor (1) = det(CBA - A1) = det(CBA —ACC'A'A) =
=det[C(B —AC'A™")A] = det(C) det[B — M(AC) '] det(A) =
= det(CA) det(B — AI,) = det(B - Al,) = Py()),

de unde concluzia ca Pgopor (A) = Py(A), adic@ Pyopor = Py

4.24. (i). Fie A€ C o valoare proprie pentru f iar
V, = {xeV | f(x) = Ax}

subspatiul propriu corespunzator. Pentru orice x€V, avem f(g(x)) =
= g(f(x)) = g(hx) = Ag(x), adici g()EV;.

(i1). Daca xe€Ker(f), f(x) = 0 si atunci 0 = g(0) = g(f(x)) =
= f(g(x)), adica g(x)€Ker(f).

Oricare ar fi yeIm(f) existda x€V a.l. y = f(x).

Atunci g(y) = g(f(x)) = f(g(x)) EIm(f).

4.25. Fie A=ZA{ -A; s1 P(L) = det(A-Al,). Sa presupunem
i=1

prin absurd ca det(A) < 0, deci P(0) < 0. Cum ﬂlim P(1) =0, rezulta

ca ecuatia P(A) = 0 are cel putin o radacina A, strict negativa. Atunci
sistemul omogen (A-Aol,)X = O, are si solutii nenule.
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Fie X = :2 o astfel de solutie. Atunci AX = AX, deci

X

n

X'AX =21X'X, de unde Y (4; X)' -(4X)=2,X'X.

i=1
Dar pentru V=(v,, v,, .., v,)€ M4(R), V' -V = ZVf > 0.
j=1
Atunci (A X)(AX)' > 0 pentru i€{1, ..., m} si X'X >0, deci Ay > 0,
contradictie. In concluzie, det(A) > 0.
Daca A, A,, ..., A, sunt simetrice, atunci Al.t =4,(1 <i<m)

si atunci obtinem ca det(A4] +...+ A,i) >0.

4.26. ,,=”. B= A = det(2A) = 2det(A) = (2"-2)det(A) =0 =
det(A) =0 (cacin >2).

B =-X:I, = det(A-X:I,) = (-1)"X"+ det(A) = det(A(A-X'1,)) =
=(-1)"X", deci polinomul caracteristic al lui A este P,(X) = (-1)"X".
Conform teoremei Cayley-Hamilton, avem: P,(A) = O,, de unde

»<". Cum A" = O, si Po(A) = O,, cu Po(X) polinom de gradul
n, obtinem PA(X) = X" deci Pa(-1) = (-1)" = det(-A-1,) =

= (-1)"det(A+I,) = det(A+1,) = 1. (1)

Cazul 1. det(B) # 0. Atunci B este inversabila, cu inversa B si
B'A=AB"' = (B'A)"=B™A" = 0,. Dar det(A+B) = det(B(B"'A+1,)) =
= det(B)-det(B"'A+I,) = det(B)-1 = det(B) (am folosit (1) pentru

A—B'A).
Deci, det(A+B) = det(B) = 0+det(B) = det(A)+det(B). (2)
Cazul 2. det(B) = 0. Fie f(X) = det(I.X+B) si

g(X) = det(I,X+A+B).
Evident, f, ge C[X], grad(f) = grad(g) = n si f, g monice.
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Cum A(I+B) = (M,tB)A, pentru orice A€C si cum
f(,\) = det(M[;+B) # 0, pentru o infinitate de valori A€C, conform
cazului 1, avem det(Al,+A+B) = det(A)+det(Al,+B) = det(Al,+B), pentru
o infinitate de valori A€C, altfel spus f(A) = g(X) pentru o infinitate de
valori (distincte) A€ C (cel putin n), de unde f(X) = g(X).

In particular, obtinem: det(B) = f(0) = g(0) = det(A+B), deci
det(A+B) = det(A) + det(B). (3)

Din (2) si (3) problema este complet rezolvata.

4.27.,,<”. Evident.

_ 45+4/1999

W27 2X90x+13 = 0 = xp, — —<€RQ =

det(2A*-90A+131,) = det(2(A-x;1,)(A-x,1,)) = 0. Coeficientii ecuatiei
det(A-xI,) = 0 sunt rationali, deci daca x; este radacina rezulta ca si x,

Cayley-Hamilton) = O, = A’-(a+d)A+(ad-bc)l, = A2-45A+g L.

Daca AEM,(R) afirmatia nu mai este adevarata; de exemplu,
45+ /1999
A=|—— 0
2
0 1

4.28. Ecuatia AX = aX este echivalentd cu (A-al,)X = O,.
Deoarece matricea A are elemente intregi, polinomul caracteristic
P(A) = det(A-AL) = (-1)"A"+...+det(A) este un polinom cu coeficienti
intregi Tn nedeterminata A, cu coeficientul dominant £1.

Atunci o eventuald radacina rationald a lui P va fi in mod
necesar intreagd. Cum a€Q si ac(0, 1) = a¢Z = P(a) # 0 =

0

0
det(A-al,) # 0 = matricea A-al, este inversabilda = X =0, =
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4.29. Fie A, BE€I'. Atunci (-I,)B = -B&Tl si A+(-B) = A-BeT.
De asemenea KA€ET, pentru orice keZ si A"€T’, pentru orice
neN.

Conform teoremei Caley-Hamilton existda o, .., 0,7 a.l.
Ao AV Ao Aoy, = O,
Daca det(A) = +£1, atunci a, = *1, deoarece o, = det(A).

Fie UeT.
(). det(U) =£1 = U0, U""+... 40, U], = O, =
=>UU o, UM o L) = £,
deci U'=+ (U™ + q,U™+ ... + a1, )ET.

(ii). det(U) = 0. Fie kEN, k < n, k minim cu proprietatea ca
U+a, U+ +a Utad, = O,
Din det(U) = 0, rezultd a, = 0, deci U*+a,U""'+.. +a,.,U = O,.
Luand V = U"'+a,U"+.. a1, , rezulti UV = VU = O, si
V # O, (altfel se contrazice minimalitatea lui k).

in cazul U= O,, luam V # O, arbitrara.

4.30. Se stie ca tr(AB-BA) = 0, pentru orice A, BEM,(C). Daca
A este o valoare proprie a matricei AB-BA (adicd ecuatia

(AB-BA)X = AX are solutie nenula XeM, ;(C)), atunci daca
(AB - BA)’ =1,, avem (AB - BAY’X = A*X = X, deci A€ {-1, +1}, asadar
AB-BA are valorile proprii £1. Cum 0 = tr(AB-BA) este suma celor n
valori proprii rezulta cé daca existd A, B ca In enunt atunci n este numar

par.
0 1 ) 1 0 .
Pentru n = 2, A, = si B, = satisfac
0 0 1 1
4, 0
(AsB, — B,A,)* = I, iar pentru n = 2m (meN"), A = si
0 4,
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B = sunt matrice care satisfac (AB - BA)* = I,, deci
0 B,

numerele n€N" ciutate sunt cele pare.

431.Fie A;={zeC| z% =1,i=1,...,n}.
Avem | Ai | =a;= dii; |AiﬁAj | = dij.

n
Daca A = UAI. ={z, 7, ..., Z, }, atasam fiecarei multimi A un

i=1

R™ - ~ 0, daca z, ¢ 4;
vector ViER™, V= (viy, Vig, ..., Vin), unde vy = ~ :
1, daca z, € 4,

Avem d; = | AiNA; | = (V)-(V)), deci considerdnd matricea

MeM,n({0, 1}), M = (v[k );;% ,avem D = (dij )i,j:fn =M-M"

Aritim ci, in general, det(M-M") > 0, pentru orice matrice M
(nu neapirat pitraticd). Considerim polinomul P(A) = det(M-M' +Al,)
care nu are ridicini pozitive (daci ar existd A > 0 a.i. det(M-M"+AL,) = 0
sistemul omogen (M-M'+AI)X = O, ar avea o solutie nebanala X, deci
M-M"X, = -AXo, XoEM1(R) = (Xo)*M-M"Xy = -A(Xg)'"Xo <0 <

[(Xo)'"M]-[(X0)-M]' <0 & W'W <0, care este falsi).
Deci P(A) > 0 pentru A > 0 si punand A = 0 obtinem

det(D) = det(M-M") > 0.

4.32. Fie matricele I,, A, A%, ..., A" . Sistemul omogen cu n*+1
necunoscute si n’ ecuatii: xol, + x;A + X, A2+ L+ xnzA”2 = (0 admite si
solutii nebanale, deci exista un polinom nenul fe C[X] a.i. f(A) = O,.

Fie f si g polinoamele de grad minim cu proprietatea ca
f(A) = g(C) = 0,. Atunci f(0), g(0) # 0. Intr-adevar, daci f(0) = 0,
atunci f(X) = Xf(X) si deci Afj(A) = O,. Cum det(A) # 0 = f1(A) =0,
ceea ce contrazice minimalitatea gradului lui f. Fie heC[X], h = fg,
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h = Zt:aka. Cum h(A) = h(C) = O, = h(A)B = h(C)D =
k=0

t t
a, A" B = a,C*)D. Cum A*B = C*D, pentru orice keN",
(Z k k p
k=0 k=0

obtinem ayB = a,D. Dar ayp = h(0) = f(0)g(0) # 0, deci B =D.

4.33.Fie B={a}, ...,a,} € VsiB = {b), ..., b,} S W baze,
A, B matricele lui f si respectiv g in raport cu bazele (B, B’) si respectiv
(B’, B). Egalitatea
(-1)"A"Prog(X) = (-1)" A" Pgo(A)
este echivalenta cu
(-1)" A" det(AB-ALy,) = (-1)" A" det(BA-AL)
si rezulta imediat din egalitatea matriceala
AB - ﬂm - A [m Om,n [m Om,n - Mm - A
0,, -AM,)\B 1,) B 1,)\0,, BA-A,
trecand la determinant in ambii membri (tindnd cont de problemele 1.12.
si 1.13.).
Considerand acum V = W deducem ca
(-1)"A"Prog(X) = (-1)" A" Pgor(R),
de unde Pr.4(A) = Pyof(A) pentru orice A, adica Pro, = Pyor.

4.34. Consideram sistemul:
ayx, +..+a;,x, =0

aqx; +..+a,x, =0

Cum rang(A) = 2 < n, sistemul admite solutii nenule, depinzand

de n-2 parametri.
Putem presupune (dupd o eventuald renumerotare) ca
a ap

d= #0. Alegand d minor principal, solutiile sistemului sunt

dy A4y
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n n
de forma: x, =Y ¢;;x,, x, =) c,;x,;, 5€C, j=3, ..., n. Inlocuind in
J=3 J=3

ecuatia a, x, +...+a,x, =0 din (S), obtinem:
n n n

@y D %) T ap Y ey, T ayx; =0
j=3 Jj=3 j=3

n
sau D (ane,; +apc,; +a;)x; =0, oricare Xs, ..., X,
=3
De aici, ajicijtapcyita; =0, pentru oricei=1, ...,nsij=3, ..., n.
Prin urmare putem lua p; = a;;, r; = ap, pentrui =1, ..., n, q; = -Cyj,
sj=-Cyj, pentruj =3, ...,niarq;=1,q=0,5,=0,s,= 1.

Cu aceste notatii, a;= p;q; + 1;sj, pentru orice i, j€ {1, 2, ..., n}.
§ 5. Programare liniara.

5.1. Prima restrictie satisface conditia cerutd. Cea de a doua
. . X, —2x, + x5 +5x, <10
restrictie poate fi scrisd sub forma: , ceea ce
X, —2x, +xy +5x, 210
face ca sistemul dat sa devind acum
2x, +3x, —x; —4x, <6
X —2x, +x; +5x, <10
X —2x, +x; +5x, 210
3x; +x, —4x; +3x, 212
si Inmultind ultimele doua restrictii cu (-1) gasim reprezentarea ceruta si
anume:
2%, +3x, —x; —4x, <6
X, —2x, + x5 +5x, <10
—x, +2x, —x; = 5x, <-10

=3x;, —x, +4x; =3x, <-12
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5.2. Pentru a face ca toate variabilele sa fie pozitive, vom face
urmatoarea schimbare de variabile:

X =y, ¥ 20

Xy =Yy = V3 V2,320

X3 ==Y Y420

X4 =Ys, ¥s20
astfel ca, restrictiile din problema 5.1., vor deveni:
2y1 43y, =3y3 +y, —4ys <6
Vi= 2y, +2y; = vy +5y5 <10
— V1 +2y, =2y; +y, =5y <-10.
=3 =+ Yy -4y, —3ys <12
y;20,1<j<5

Observatie. Cand spunem ca variabila x, are un semn oarecare,
inseamna cd putem avea x, < 0, x, =0, sau x, > 0. Scriind X, =y, — y; cu

y2, ¥3 = 0, este evident cd dacd: y, <y; = x, <0
y2 = Y3 = Xy = 0
Y2>y3 = X, > 0.

5.3. A demonstra ca X, este convexd inseamna a ardta ca pentru
orice doua solutii posibile Xx; §i Xx,, combinatia liniard convexa
x = Ax; + (1-M)x, este de asemenea solutie posibila a problemei date (cu
0<A<1).

Fie deci x; si X, solutii posibile ale problemei de programare
liniara:

[opt] f=cx
Ax=b
x>0
| Ax,=b | |Ax, =b
Atunci 1 .
x, 20 x, 20

Daca x = Ax; + (1-A)x,, 0 < A < 1, este o combinatie liniara
convexa a celor doud solutii, atunci
Ax = A[Ax; + (1-A)x5] = AAX; + (1-A)AX; =Ab + (1-A)b=b
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sicum 0 <A <1, rezultd x > 0.

Deci combinatia liniard convexa a solutiilor posibile x; si x, este
de asemenea o solutie posibild a problemei date, ceea ce inseamna ca X,
este convexa.

Consecinta. Orice combinatie liniard convexa a doud puncte ale

lui X, este de asemenea un punct din X,,, adicd x = Ax; + (I-M)x,E€X,,

pentru orice X;, Xx,€X,, si orice A€[0, 1]. Cum pentru AE[0, 1] existd o
infinitate de valori, deducem ca, o datd cu doud solutii diferite x; si

x,E€X,, multimea X, contine o infinitate de solutii posibile.

5.4. Reamintim ca a scrie o PPL sub forma canonica inseamna a
scrie conditiile cerute sub forma:

Ax<b .
a) pentru [max]f= cx si
x>0

Ax>b .
b) pentru [min]f = cx.
x20

(i). Vom schimba mai intdi variabilele problemei pentru a le
avea pe toate de acelasi semn. Vom scrie astfel ca:
X =y, ¥ 20
Xy =Yy = V3 V2,320
X3 ==Y Y420
X4 =Ys, ¥s20
ceea ce face ca problema sa devina:
2y1+ Y, = Y3 +3y, +2y5 <10
Vi =2y, +2y3 =2y, +5ys =12
=1 +3y, =3y3 -y, =2y 26
y;20,1</<5

[max]f =3y + ¥, —ys + 4 +2y5

Deoarece prima restrictie este in concordantd cu cerinta de
maximalizare, vom desface restrictia a doua in doua inegalitati, una in
concordantd cu scopul problemei, iar cealaltd nu, facdnd-o insa
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concordanta prin inmultire cu (-1), cum de altfel vom proceda si cu cea
de a treia restrictie a problemei. Vom avea deci:

ceea ce devine:

2y + Yy, =y +3y, +2y5 <10

Vi =2y, +2y; =2y, +5y;s <12
=2y, +2y; =2y, +5y5 212 |'(_1)
N +3y,=3y;-ys—2ys 26 |‘(_1) ’
y;20,1< /<5

[max]f =3y, +y, =y + vy +2ys
2y +y, = y;+3y, +2y5 <10
=2y, +2y; =2y, +5y5 <12
=42y, =2y;+2y, -5ys <-12
M =3y, +3y;+y, +2y; <6
y,20, 1< /<5

[max]f =3y, +y, —y; +ys + 25

(i1). Facem schimbarea de variabila

si aducem restrictiile la forma concordanta cu scopul problemei:

X ==y, »n=z20
Xy =Yy, ¥, 20
X3 =Y3= V4 V3,04 20
X, =Ys, 520

NH2y, —ys+y,tys2-4
=2y, =y, — Y3ty +5ys 26
=3y 4+, +2y; -2y, -5 210
3y =Yy =2y; 42y, +y5 2-10
¥, 20, 1< /<5

[min]f ==y, +2y, =3y; +3y, +2y;
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5.5. Reamintim cé a scrie o PPL sub forma standard inseamna a
Ax=>
scrie PPL sub forma matriceald: < x>0

[opt]f =cx

(i). Pentru a ajunge la forma doritd, vom face mai Intdi o
schimbare de variabild care sa ne conduca numai la variabile pozitive si
anume:

X =y, ¥ 20
Xy ==Yy, ¥ 20
X3=Y3= Vs V3,04 20,
Xy ==ys, Y520
Xs =Y Y20

Introducem variabilele y; > 0 si yg > 0 prin adunare si respectiv
scddere in prima si respectiv In ultima restrictie pentru a le face egalitati.
Aceste ultime doud variabile nu afecteaza functia obiectiv si nici solutia
problemei, avind insd unele semnificatii in interpretarea solutiei
problemei. Pentru a nu fi omise In calcule in timpul solutiondrii

problemei, le vom scrie si in functia obiectiv cu coeficientii zero.
In aceste conditii, problema considerata devine:

M H2Y,+y3 =y +ys+2y6 +y;, =10
2y =Yy = Y3+ Yy —3ys —ys =8

Vi =2y, +2y;3 =2y, =5ys =y — Yy =14
ij(), 1<;<8

[opt]f =2y, =3y, =4y +4y, =2ys +ys +0-y; +0- yg
(i1). Problema este pusd sub formd canonicd. Vom avea
forma standard:
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X, +2x, +x3+x, +y, =10

2x, +x, + x5 +2x, +y, =12

X, +x, +2x,+3x, +y, =14

X1, Xy,X5,X, 20

Yi>Y2,¥3 20

[max]f =3x, +x, —x; +2x, + 0y, + 0y, + 0y,

(iii). Problema este pusa sub forma canonica. Vom avea forma
standard:

2x,+x, =x;+x, -y, =6

X +2x, +x;+2x, -y, =12

X —Xx, +2x; +3x, —y; =10

XXy, X3,X, 20

Yi>Y2,¥3 20

[min]f = 2x, +3x, + x; —2x, + 0y, +0y, + 0y,

(iv). Pentru a pune problema sub forma standard vom avea 1n
urma schimbadrii de variabile:

X =y, ¥ 20

Xy =Yy, ¥, 20
X3=Y3= Vs V3,04 20,
X4 =Ys, Y520

X5 ==Ye> V620

problema:

V=V + Y3 —ys+ys+ys+z =10

2y 4y, Y3ty tys -y =12

“ V= Va = Y3+ Yy +3ys—ye —z, =15 |‘(_1)
y,20,1</<6

2,20, 1<k<2

[max]f =2y, +3y, —y; + ¥, +ys =2y +0z, + 0z,
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Forma standard la care s-a ajuns nu indeplineste conditia de a
avea termenii liberi pozitivi, astfel ca Tnmultim a treia restrictie cu (-1).

N=Vo+ V3= Vs+ys+ys+z =10
21+, = Y3 F Yyt ys — v =12

NtV +y3 =y, =3ys+ys+2z, =15
y;20,1<j<6

2,20, 1<k<2

[max]f =2y, +3y, = ys +y, +ys =2y, + 0z, + 0z,

Cautam o matrice unitate de ordinul trei si observam ca in
cadrul matricei coeficientilor coloana lui z; si coloana lui z, sunt doud
dintre coloanele matricel unitate cautate E; avand deci coloanele unu
(z)) si trei (z;). Vom adauga la membrul stang al restrictiei a doua o
variabila artificiala u;, care va intra In functia obiectiv cu coeficientul
-M (M > 0) (astfel de coeficienti sunt denumiti coeficienti de
penalizare). Dacd scopul problemei era de minimalizare, variabila se
introducea cu coeficientul +M (M>0), metodologia de lucru raméanand
nemodificata.

Deci forma standard de lucru a problemei considerate va fi:

M=Vt V3= Vs+ys+ys+z =10
2y +yy Y3+ v+ ys —ye tup =12
VitV +y3—ys=3ys+ys+z, =15
¥, 20,1</<6

2,20, 1<k<2

u, 20

[max]f =2y, +3y, —y; + ¥y +ys =2y + 0z, — Mu, + 0z,

(v). Procedand ca la punctual (iv), facem schimbarea de
variabila:
X ==y, » =20
Xy =Yy = V3, V2,13 20,
X3 =Yy, ¥4 20

si problema devine:
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— V1 +2y,=2y;+3y, 26
=2y, =3y, +3ys3+y, =2
— Y =3y, +3y; +5y, <4
=2y, =y + Y3 +4y, 25

y;20,1<j<4

[min]f = -4y, =5y, +5y; +3y,

si prin introducerea variabilelor de ecart z,, 7, $1 z; la restrictiile unu,
trei si patru si a variabilelor artificiale u,, u, si u; la restrictiile unu, doi
si patru, problema, adusd acum la forma standard de lucru, este:

N2y, =2y; 43y, -z +u; =6
=2y, =3y, #3ys+ Y, tuy =2

— V1 =3y, +3y3 5y, 4z, =4
=2y =yt yy 4y, —z3tuy =5
y;,20,1<j<4

z,20,1<k<3

u, >0, 1<1<3

[min]f =4y, =5y, +5y; +3y, + 0z, + Mu, + Mu, + 0z, + 0z + Mu,

i ) 21 1 -1 -1\ .
5.6. (i). Matricea A este A = si se
1 2 -1 -1 3

observd imediat ca are rangul 2. Sd notdm cu Cj;, 1 <j, 1 <1,j <5 toate
matricele patratice de ordin doi ce pot fi formate cu coloanele lui A:

Gy = ? I}Cn:[z l}cmz(z _1J,C15=(2 _ljv
| 1 -1 1 1 1 3
1 1 1 -1 1 -1 1 -1
Cy = 5 —J’CM:[Z _J’Czsz(z 3J’C34=(_1 _J’
c [1 —1} c :(—1 —1]
35 1 3]s 1 3]

Observam ca toate matricele Cy, 1<j, 1<1, j < 5 sunt nesingulare.
Vom avea deci zece baze pe care le vom nota cu C,, 1 < k < 10.
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Fixandu-ne una din baze, fixam celelalte variabile ca fiind nule si avem
de rezolvat un sistem de forma Cx = b, cu solutia x = C'b.

)
ey )
{7} 3oH
<1200 j{lszz}

4 )
< )

Remarcam ca numai sase din cele zece solutii sunt de baza,
celelalte trei avind componente negative. Din cele sase solutii de baza

doua sunt nedegenerate, iar celelalte patru sunt degenerate.
Solutiile de bazd ale problemei date sunt:
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0 10/7 0

2 0 2
X =|01; x,=| 0 |;x,=|01;

0 0 0

0 6/7 0

0 0 0

2 2 0
Xy =|01];x5={01; x¢=|5],

0 0 0

0 0 3

din care observdm ca X;, X3, X4 $i Xs coincid ca forma, diferenta dintre
ele constdnd 1n pozitia diferitd pe care o ocupa zeroul care indica
perechea cu care componenta nenuld formeazid baza (coloanele
corespunzatoare din matricea A), coincidenta ca forma a solutiilor
datorandu-se degenerarii.

Deci, XB = { X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7 } = {xk }k:E .

. . . . e 21 -1 2
(ii). Matricea sistemului de restrictii A = [1 5y J are
rangul 2, ceea ce inseamnd cd vom gasi cel putin doud coloane ale sale
liniar independente.
Cu notatiile de la (i) avem:

c :[2 1J c :(2 —1j c :(2 2J
12 1 2 > 13 1 2 H 14 1 -1 >
1 -1 1 2 -1 2
C23=[2 2jacz4=(2 —J,CM:(Q _J’
si se constatd imediat cd avem sase perechi de vectori liniar

independenti.
Deducem

) 1(2 -1)8 4/3
x,=C, -b=— = ;
3\-1 2 ){12) \16/3
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» 1(2 1Y8) (28/5
smct ) o)(ere):
» 8
SRR Y B BN
SRR P MR

TR T g -2 1)\12 1

:c-l-bz—l[_l —2] SJ [32/5}
# 5{—=2 1 \12) | 4/5

:c-l-bz—l[_l —2] J [32/3}
M 12) (28/3

-2 -1
Rezulta ca problema admite patru solutii de baza si anume:

4/3 28/5 0 0
16/3 0 32/5 0
X = s Xy = s X3 = s Xy = 5
0 16/5 0 32/3
0 0 4/5 28/3

solutii care sunt §i nedegenerate.

1 2
(ii1). Matricea sistemului de restrictii A = (1 5 4} are rangul

c. - 2 1 C. - 2 2 C - 1 2
12 — 1 2 ’ 13 = 1 4 4 23 2 4 :
4 1({2 -1)10 0
Deducem x=C, -b=— = ;
31-1 2 )20 10
1 1({4 -2)10 0
x2:C13 b:— = )
6\—-1 2 A20 5

de unde deducem ca avem doua solutii de baza (degenerate) si anume:

2. Avem:
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0 5
0
Vectorul x=|2| are doud componente strict pozitive, fiind
4

solutie posibild, dar nu solutie de bazd deoarece coloanele matricei A,
care corespund celor doud componente strict pozitive sunt liniar
dependente.

5.7. Reamintim cd pentru o PPL scrisd matriceal sub forma

standard Ax = b, x > 0 si [opt] f = cx, se noteaza prin
X = multimea solutiilor sistemului Ax = b,

X, = multimea solutiilor posibile = {x | Ax =b si x > 0},

Xp = multimea solutiilor de baza (adica acele solutii posibile cu
proprietatea cd vectorii coloand ai matricei A corespunzatori
componentelor strict pozitive ai acelei solutii sunt liniar independenti si
deci formeaza o bazd),

Xo = multimea solutiilor optime.

Avem urmatorul sir de incluziuni: X, € X5 € Xp< X.

In cazul rezolvirii grafice (pentru cazul a doua variabile) vom
determina mai intdi poligonul convex X,. Conform teoriei generale in
cazul 1n care o PPL are optim finit rezulta ca solutia optima a problemei
este este constituitd din unul din varfurile poligonului. Astfel:

(1). Avem cd X, = O, deci problema nu are solutie.

(i1). Se gaseste X, = {(2/3, 2/3)}. Avand o singurd solutie
posibila, ea este si optima deci ., = f(2/3, 2/3) = 10/3.

(1i1). Gasim ca X, este determinat de urmadtoarele varfuri:

A(0, 3), B(0, 2), C(1/3,2/3), D(1, 0), E(3/2, 0) si F(48/17, 15/17).

Deci Xp = { (0, 3), (0, 2), (1/3, 2/3), (1, 0), (3/2, 0), (48/17,
15/17) }.

Pentru a vedea care sunt punctele de extrem calculdm valoarea
lui f in fiecare din solutiile din baza. Avem:

f(A) = (0, 3)) = 2-0+5-3 = 15;
f(B) = f((0, 2)) = 2:0+5-2 = 10;
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f(C) = f((1/3, 2/3)) = 2-(1/3)+5-(2/3) = 4;
f(D) = f((1, 0)) = 2-1+5-0 = 2;
f(E) = f((3/2, 0)) = 2+(3/2)+5-0 = 3;

f(F) = f((48/17, 15/17)) = 2-(48/17)+5-(15/17) = 171/17.

Se observa imediat ca f,,,, = [max] f = f(A) = 15, deci solutia
optima este xo = (0, 3).

(iv). Se deduce imediat ca poligonul convex X, are varfurile:
A(0, 1), B(1, 0), C(16/7, 9/7) si D(8/5, 9/5).

Deducem ca:

f(A)=4; f(B)=3; f(C)=12; f(D)=12

si se observa ca avem doud puncte de maxim si anume C si D.

Conform teoriei generale a unei PPL o datd cu doud puncte C si
D, intregul segment ce le uneste cuprinde solutiile optime ale problemei.

Avem deci optim multiplu.

(v). Deoarece dreptele —x;+x, = 2 si X;-x, = 2 sunt paralele (deci
nu se pot intersecta) deducem cd X, este nemarginita. In acest caz avem

optim infinit (adicd functia liniard f(x,, X,) = 3x,+5x%, cu (x;, X;)EX 1a
valori oricat de mari ,,tinzand” la infinit).

5.8. (i). Facem tabelul simplex:

C 2 3 1 4
Baza | ¢ a (oFs (oFs ci b
2 ¢t 1 0 1 2 8
c? 0 1 2 1 10
z 2 3 8 7 46
A=z-c | 0 0 7 3

Se observd ci {C,', Cj} este o bazi unitari (primal
admisibild).

Cum toate diferentele A sunt pozitive deducem ca PPL, (i) are
optim finit, [max] f= 46 si se obtine pentru x, = (8, 10, 0, 0).

(i1). Facem tabelul simplex:
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C 1 2 3 4
Baza | /! c4 (oFs c b
c 1 0 1 2

2 |¢ 4 0 1 1 3 12
z 1 2 3 8 32
A=z-c | 0 0 0 4

Analog ca la (i), {C/', C;'} este o bazi unitard (primal
admisibild) si cum toate diferentele A sunt pozitive deducem ca PPL, (ii)
are optim finit, [max] f= 32 si se obtine pentru X, = (8, 12, 0, 0).

(iii). Facem tabelul simplex:

(¢ | 1 2 3 4 5 10
Baza | c#4 (4 c{ ¢4 ¢4 c4 o |b
Ioca |1 1 0 1 2 1 12
3 |cs |0 1 1 2 1 3 18
z 1 4 3 7 5 10 |66
A=zc | 0 2 0 3 0

Se observi ci {C/, C3A } este baza unitard (primal admisibila)
si cum toate diferentele A sunt pozitive deducem ca PPL, (iii) are optim
finit, [max] f = 66 si se obtine pentru x, = (12,0, 18, 0,0, 0).

(iv). Se observa ca PPL-max nu este pusa sub forma standard.
Pentru a o aduce la forma standard introducem asa zisele variabile

fictive (sau ecart) Xs, X¢=>0, scriind PPL-max sub forma standard:
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PPL-max:

Xy =X, +2x; +2x, =2
3x, = X3+ x4 +x5=5
2x; = 3x; +5x, + x4 =3
X3 Xy, X5,X,,X5,% 20

[max]f =2x, +x, +5x; —x, + 0x5 + Ox,

Facem acum tabelul simplex (observand ca baza primal
admisibild este {C; , CZ', C&).

[¢ | 2 1 5 -1 0 0
Baza | c4 4 c{ ¢4 c4& cg o |b
1 ¢y |1 1 2 2 0 0 2
c4 0 -1 1 1 0 5
oF: 0 -3 5 0 1 3
z -1 1 2 2 0 0 2

A 30 7 -1 0 0

Observim cid A;=-7<0 si toate elementele coloanei C;' sunt

negative, deci PPL-max de mai sus nu are optim finit.

(v). Aducem PPL-max la forma standard prin introducerea

variabilelor fictive: x4, Xs, X¢=>0, obtinand forma standard:

PPL-max:

X, +2x, +3x; +x, =15
2x, +x, +5x; + x5 =20
X, +2x, x5 +x5=5

X)Xy, Xq,X,,X5,% 20

[max]f =2x, +x, +3x5 + 0x, + O0x;5 + Ox,

Observam ci B={C;' , C{', ¢/} este bazi primal admisibila

corespunzatoare solutiei de baza x,= (0, 0, 0, 15, 20, 5).

Facem acum tabelul simplex:
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c 2 | 3 0 0 0
Baza cf cf{ cf et cf b
0 [ 1 2 3 1 0 0 15
0 cd 2 | @ 0 1 0 20
0 |4 1 2 1 0 0 1 5
z 0 0 0 0 0 0 0
A 5 1 3% 0 0 0
0 |4 5 75 0 1 350 3
4
30| 4 2/5 1/5 | 0 1/5 0 4
3
0 |4 @ 9/5 0 0 A5 1 1
z 6/5 3/5 3 0 3/5 0 12
A 45% 25 0 0 3/5 0
0 |4 0 2 0 1 23 13 103
4
30| 4 0 -1 1 0 13 23 |13
3
2 | 4 1 3 0 0 A3 53 5/3
1
z 2 3 3 0 13 4/3 4003
A 0 2 0 0 13 4/3

Dupa o prima iteratie am aplicat teorema de imbunatatire de la
PPL, constatdnd ca si la a doua iteratie trebuie sd aplicim aceeasi
teorema.

Obtinem

in final

ca

solutia optima (degeneratd)

este

%, =(5/3, 0, 10/3, 10/3, 0, 0) iar maximul functiei obiectiv este egal cu

40/3.
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§6. Forme biliniare. Forme patratice.

6.1. Presupunem ca existd f, g2V—oK a.i. b(x, y) = f(x)g(y),
oricare ar fi x,yeV. Fie B = {a;, a,..., a,} o bazd a lui V. Notdm
a; = f(a), Bi = g(aj), 1 =1, 2, ..., n. Atunci, matricea lui b in raport cu
baza B este A = (auy, ..., 0)'(B1, ..., Pn). Deoarece rang A = 1 (deoarece
b este nenuld) rezulta ca rangul lui b este cu 1.

Reciproc, presupunem cé rangul formei biliniare b este egal cu
1. Atunci, dacd B’ = {by, b,,..., b,} este o baza a lui V, matricea A’ a lui
b 1n raport cu aceastd baza va avea rangul egal cu 1. Rezulta ca exista
My oeos Ay Wy <o €K, @l A= (A, ...y A)'(Hyy <., M) ( Vezi problema
1.70.).

DCCL b(X, Y) = (Xla ERE] Xn)Ar(ylﬁ cees yﬂ)t = (Zﬂ“ixi)(Zﬂiyi )9
i=1 i=1

oricare ar fi x =Z Ab; Yy = ZIuibz’ eVv.
i=1 i=l

Astfel, b(x, y) = f(x)g(y), unde f, g : V — K sunt definite prin
f(x) = Z/sz; ,g(y) = Z/uz‘yi .
i=1 i=1

6.2. (i). Se verifica axiomele spatiului vectorial.

(ii). Se aratd imediat ca daca b;,b, sunt din By(V) sau B, (V) iar
o,BeR, atunci ab;+b,eBy(V), respectiv By (V).

(iii). Daca beBy(V) N B,(V) atunci b(x, y) = b(y, x) si b(x, y) =
= - b(y, x), de unde deducem ca b(x, y) = 0 pentru orice (X, y)eV x V,
adica By(V) N B,(V) = {0}.

Pentru beB(V) notam by(x, y) = 4 (b(x, y)+b(y, X)) si ba(x, y) =
=2 (b(x, y) - b(y, x)). Se verificd imediat ¢ b;eBy(V) si b,eB,(V) iar
b =Db, + b,, de unde concluzia ca B(V) = B{(V) ®B,(V).

6.3. Dacd beB,(V) atunci in particular pentru x = y avem
b(x, x) = -b(x, x) de unde b(x, x) = 0.

Reciproc, fie beB(V) a.i. b(x, x) = 0 pentru orice xeV. Atunci
pentru orice X, yeV avem:
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0 =b(x+ty, xty) = b(x, x) + b(x, y) + b(y, x) + b(y, y) = b(x, y) +
+ b(y, x), de unde deducem ca b(y, x) = - b(X, y), adicd beB(V).

6.4. Daca f este pozitiv definitd atunci A admite exact n valori
proprii strict pozitive Ay, ..., A,. Cum valorile proprii ale lui g sunt 1/,
..., 1/A; >0 (' vezi problema 4.20.) deducem ca g este pozitiv definita.

6.5. (i). Stim cd matricea lui f in raport cu B este A = (ajj)i<ij<
cu aj = b(e;, €), 1 <1, j < 3. Din conditiile din enunt deducem ca
numerele a; verifica egalitatile: aj; = -1, an =1, a33 = 2, aj, - an = 2,
a +2an=5,a5—an=4,2a3tan="7,aptan=4,a;3—2a, = 1.

Deducem imediat ca a;, = a,; = 3, a3 = a3 =3, a3 = az, = 1,
astfel ca:

-1 3 3
A=]13 1 1
31 2

(i1). Cum A este simetrica, deducem ca si b este simetrica.
(iii). In general, dacd A este simetricd avem ca:
f(x) = b(X, X) = a; X + apX) +apX; +2a1XX, +2a;3XX3 + 2823%:X3.
In cazul nostru avem :
fi(x) = 'X12 + x% +2 x% + 6XX; + 6X1X3 1 2X5X3.

3
(iv). Avem Ay = 1, A; = -1, A= s -10 si As= det(A)=-10.

Cum A; #0 (0<i<3) putem aplica metoda lui Jacobi de aducere a lui f la
forma canonica. Astfel, va exista o bazd B' = {¢],¢),e}} al daca
Y= (Y1, ¥2, y3), atunci f(y) = S0y +5hy3 +32y5 ==y +Gyaty3.
Alegem e/=ay,e
€)= 01€1 T 012€s
e;= 0z1€1 + o€ +ases,
iar dacd notam cu b : V x V— R polara lui f, impunem conditiile
b(e;, ej) =0 pentru orice 1 <j <i-1sib(e;, €)= 1 pentru orice 1 <i<3.
Dinb(e,e))=1=oa;;=1= 0, =-1 = ¢ =-e; =(-1,0,0).
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b(el,e)=0 Oy +Aondy =0 —a, +3a, =0
Dln{ (2, 1) :{ 21711 22%21 :{ 21 22

’ _ —_ —
b(e; ,e,)=1 Q1) + 0y =1 30, +ay, =1

3
o, ==
21 770 = 3 etle =(3 L
= 1 T aTgetge 5270 0)-
T» =15
’ _ _
b(ey,e)=0 310y + 050y + Q3305 =0
. ’
Din b(e3,€,)=0= Ja;,a), + apnay +aya3, =0=
’
b(ey,e5)=1 Q31013 + 03y + A33a55 =1
— a3, +3a;, +3a3; =0 063110=0
=1 3oy tap+ay =0 =i ==l o=, +ey=(0,-1,1).
_ 10 _
3o, +as, +2a4, =1 ay; =5 =1
Deci baza B’ = {¢,¢),ei} in raport cu care f are forma
canonicd este formatd din vectorii ¢= (-1, 0, 0), ¢, = 10 , ]0 , 0) si
= (0, -1, 1).

6.6. 1). Faptul ca b este forma biliniara (simetrica) rezultd din
proprietatile “ urmei “ ( vezi problema 1.9.).

De exemplu: b(A+A’.B) = 2tr[(A+A")B] — tr(A+A)tr(B) =
=2tr(AB+A'B) — (tr(A)+tr(A"))tr(B) = 2tr(AB)+2tr(A’B) — tr(A)tr(B) —
-tr(ANtr(B) = [2tr(AB) — tr(A)tr(B)] + [2tr(A'B)— tr(A")tr(B)] = b(A,B)
++ b(A’,B) si analog celelalte conditii. In mod evident b este simetrica.

2). (i). Reamintim c@ baza canonica a lui M,(R) este

1 0
= {E\=E, E;=E5, Es=E;, Es= E»} unde E, = E;; = (0 Oj’

0 1 00 0 0 .
E, = Eip= , B3 = E21=1 0 , B4 =Ex»n = 0 1.Trebule si

punem in evidentd matricea (a;j)i<ij< a lui b, unde a; = b(E;, E;), 1<i,j<4.
Avem: a;; =b(E,, E)) =2tr(E? ) — tr’(E,) = 2-1=1;
ap = b(E,, Ey) = 2tr(EE;) — tr(E))tr(E;) = 0-0 = 0;
a;3 = b(E;, E3) = 2tr(E | E;) — tr(E)tr(E3) = 0-0 = 0;
ajq = b(Ey, Ey) =2tr(E(E,) — tr(E)tr(Ey) = 0-1 =-1;
a5, = b(E,, Ey) = 2tr(E ) — tr’(Ey) = 0-0 = 0;
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a3 = b(E,, E;) = 2tr(E,E;) — tr(Ex)tr(E;) = 2-0 = 2;
ay, = b(E,, Ey) = 2tr(E,Ey) — tr(Ex)tr(E4) = 0-0 = 0;
as3 = b(Es, E3) = 2tr(E 2 ) — tr’(E3) = 0-0 = 0;
azq = b(Es, Ey) = 2tr(EsE,) — tr(Es)tr(E4) = 0-0 = 0;
au =b(Ey, Eg) =2tr(E2) —tr’(Ey) = 2-1 = 1.

1 -1
0
0

1

Astfel, matricea lui b 1n raport cu B este iar

S VO O
S O N O

-1

expresia analitica a lui b, pentru doud elemente A,BeM,y(R),

A:(an alzjsiBZ(b“ blzJ,Vaﬁ:
ay ap by by,

b(A,B) =ajby; +anby —2a;by +4aisb,.

ay  4dp
(iii). Pentru A = avem:

dy dp

— 52 2
f(A)=aj, +a3 —2apan +4apay,

Daca notam X; = ajj, X, = ap, X3 = a; §1 X4 = ay, atunci

A= X]E] + X2E2 + X3E3 + X4E4 iar f(A) = Xlz + X% —2X]X4 + 4X2X3.
In vederea aplicarii metodei lui Gauss-Lagrange grupam

termenii ce contin pe X;:

2
1

2 _ 2 L2 _ 2 _
X7 22X X4 =(X| —X4) -X; =Yj-X4 CUY =X| — X4

Atunci f(A) = y? + 4x,X; + X5 - X3
Scriind x, =y, — y3 iar X3 =y, + y; obtinem y, = 1 x, + 1 x;,
ys = -1 x+ Lxyastfel cd f(A) = yi + 4y3- 4y3+ 0-y; cuy = X=X,

_ 1 1 -1 i -
V2= 5 Xt 5 X3, Y37 -5 X0t 5 X3, Y4 T Xy
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Notdam cu B’ baza cautatd, B’ = {E ,E,,E},E,} si

1 0 0 -1 1 0 0 1
0 % % 0 ) 01 -1 0 .
M = Lo Cum M = este matricea de
0 -5 5 0 01 1 0
0 0 0 1 00 0 1

trecere de la B la B’, atunci:
= E,+E,, E}=E,—E,, E{=E,+E;, E,= E,
@iv). Slgnatura lui feste (2, 1).

6.7. (i). Se stie ca dacd A = (a;)<ij<s €ste matricea lui b cdutata,
atunci a;; = b(e;, ¢;). Astfel:
a = b(el,el) 1 A = b(el,ez) 0 a;z = b(el,e3) O A4 — b(el,e4)
21 = b(ez,el) -1, Ay = b(ez,ez) 1 dyz = b(ez,ej,) O Ayg = b(ez,e4) 0
331 =b(es,e)) = 1, az; = b(es,ez) = 2, as3 = b(es,e3) = 1, as4 = b(es,eq) = 4
b(e4,el) 0 A = b(e4,ez) 0 a4z = b(e4,e3) 1 Ayg = b(e4,e4)

1 0 0 1
. -1 1 00
Deci A = .
1 21 4
0 01 1
(i)). Fie M matricea de trecere de la B la B’, adica
1 1 0 O
-1 1 0 0 . . C1a
M= 0 0 1 1 . Atunci matricea lui b in raport cu B’ va fi :
0 01 -1
3 1 1 -1
. -1 1 1 -1
M'AM =
-1 3 7 -3
-1 3 3 -3

6.8. (). Rezultd imediat tinand cont de proprietatile integralei.
(ii). Trebuie si calculdm a;=b(x"', x'™"), 1 <1i,j <3.
Astfel:
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1 1
an= b(l, 1) = .[dt :1, d;p —ay — Jtdt:
0

N |—
-
o
)
™)

I
S —
~

(S}
S
Il
W=
-

1

!
313—3.31—.[t dtzé =a32=J.t3dt=%,a33=J.t4dt=l
0 0
L33
Deci matricea cautati este A= | - 1 =
1 1 1
3 4 s

1
(iii). Se calculeaza aj =[(1—-¢"")(1-t/")dtcu 1<ij<3 si
0

1 2

I3 3
obtinemA’'=|1 L1 3
H 2 3 12
2 5 8

3 12 15

(iv). Dacip=a;+ azX + a3Xze R,[X] avem:
f(p)=al+1i 32 +1 a3 +a,a,+3 2,33+ ajas.

_ 1 2 1.2 1
(v). Avem a1 +a1a2+3 Qa3 = (a1+7 ayt > a3) - 232 -5 a3 -7

si notim by = a;+J a3+ 1 as.

Atunci f(p) = bi+laj+laj+lapa; - 1aj- laj- laja; =
=b; +—a2+‘a2a3+ a%.
Continuam:
Jtlaay = L(al+2am) = Ll(artay)’-ai ] = L (artas)- L a3,
Notam cu b, = a, + a; si obtinem:
(*) fip)=bi+ Lb3 -Laj+Ltai=bi+ Lbi+Lb3 cubs=a;

Astfel avem formulele de schimbare a coordonatelor:
b, = al"’% az"’% az

b2 = a, + as
by = as,
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1

11
2 3
DacaM=|0 1 1| sinotaimcuB’'= {¢f,¢),¢e;} baza fata de
0 0 1
care f are forma canonica data de (*), atunci:
’ e 1 1 e r_ 1 1
e ! I =5 <) e =€ —5e 56
-1
ey |=M"%|=l0 1 1||%2|= e, =e, +e
e} € 0 0 1)\% ey = e,

6.9. Fie B = {a,, a,, a;}. Matricea lui f'1n raport cu baza B este :

1 a -1
A=laoa 1 «
-1 a 2

AvemAg=1, A =1, A, = 1-a%, Ay = det(A) = 1- 50°.
Forma patraticd f este pozitiv definitd <> A; > 0, oricare ar fi
1-a*>0

i L 1
13133@{1_5a2>0 & ae( ﬁ’ﬁ)'

6.10. Grupam la inceput termenii ce contin pe X; :

2x12 +2xx, +4xx3 =2 xlz + XXy +2xx5 )=
1 i 1
=2 (x1+5x2+x3j —szz—xf—xz)@ :2y12 —Ex§—2x32—2x2x3

1
Continuand avem :

£ =@y =233 26 <25y, 4 (e = +3103) =
@

5
=297 + (X7 =3x5 +300x3)

Consideram acum doar termenii din (2) ce contin pe X, :
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5, 5 5, 2 5 1 5 1 5. 5, 1,
—X5 +Xpx3 =—(X) +=Xox3) ==[(xy) +=X3)" ——x3 ] =—y; ——Xx3,
> 2X3 2( 2750 3) 2[( 27y 3) 25 3] 2)’2 1073
cu3) y, =x, +%x3 astfel ca din (2) deducem:
5 1 5 31
=22+ (EyE——x2)-3xl)=2pr+ 22 - x2 (4
S =2y ((2J’2 10 3) 3)=2y; 2)’2 1073 4)

Notand (5) y;=x; din (4) deducem ca

5 31
f») =237 +=y3 —Eyi (6)

2
v} (1 12 1) (x
Din (1), (3) si (5) deducemeca | y, [=|0 1 1/5|x,
Vs 0 0 1 X

3

Daca notam cu C matricea de trecere de la B la B” atunci
-1

1 Y2 1 1 —1/2 -9/10
Cc=/0 1 1/5[ =[0 1 -1/5
0 0 1 0 0 1
e; =¢, =(1,0,0)
o1 1
Astfel je), = _Eel +e, = (—5,1,0)
9 1 9 1
ey =——e ——e, +te; =(——,——,1
3 TR ( 1075 )

Deci noua baza din R’ in raport cu care f are forma canonici (6)
este B'={e';, e'5, €'3} cu e =(1,0,0), e} = (—%,1,0), ey = (—%,—%,1).

6.11. Matricea atasata formei patratice f este:

1 2 0 1

2 3 -1 1
A=

0o -1 2 2

1 1 2 -1
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1 2 0
=-1,A3=12 3 =1 =-3,
0 -1 2

Ay =det(A) =12 . Cum A; #0 (0<i<4) putem aplica metoda lui Jacobi de
aducere a lui f la forma canonica. Astfel, va exista o baza

B'={e],e),€},¢} al dacay z=(yi, y2, ¥3, y4), atunci :
_ Ay 2 Ay 2 A, 2 A 2 _ 2 2 1 2 1 2
)= 3yt Y2t ys t e ys = ¥i-yat3ys - 3
iar vectorii bazei B’ se vor determina scriind :
el'= 01164

1 2
Avem Ag=1,A =1, A, =

2 3

e, = 0111 0€;

ey = 031811 03,6, T 03363

€= 0411+ 0428 + 04383 + Olgsey
si daci b : R**R*->R este polara lui f, atunci b(e], ¢)) = 0 pentru orice
1 <j<i-1sib(e],e;) =1 pentru orice 1<i<4.

Astfel, b(e;,e;)=1= 0, = 1.

Din {b(e;,el) =0 j{aﬂ +2a,, =0 - {aﬂ =2

b(ey,e,)=1 " |2a, +3ay =1 |a,=-1

b(e;,e)=0 a5 +2a4, =0 a3 =3
Din 1b(e,e,)=0 = < 2a;, +3a;, —a3; =0 = Jo5, =—1.
b(e;,e;) =1 — 05 +205; =1 oy =1
b(ey,e;)=0 oy +20, +a, =0

bley,e,)=0 |20y +3ay, —0y; +04 =0

Din .
b(ey,e;)=0 — 0y +204, +2a,, =0
bey,eq)=1 Oy + 0y +20,, — 0y =1
_1
Ay =7
o, =0
= 1
A3 =75
1
Ay =—7%
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Deci e =¢ =(1,0,0,0), ¢, =2 -¢e =(2, -1, 0, 0),

r— 2 1 1 — 2
e;= 361- —Cz+ —63—

1
2,-3,%,0), €= yatOay+ Jas- yag =

= %, 0, 1 T ) sunt vectorii bazei B’ in raport cu care f are forma
canonica. f nu este pozitiv definita.

6.12. Matricea lui f in raport cu baza canonica din R este

1 -1 0
A=|-1 2 0].
0 0 3
1 -1 0
Deoarece A=1, A2=_ _21‘=1 si As=|-1 2 0/=3 sunt
0O 0 3

nenuli, putem aplica metoda lui Jacobi. Deducem ca forma canonica in
o 1
raport cu baza B'={e’y, e, €3} va fi f(y)=y{ +y3 +§y32, unde

Ys =(1,2,¥3) . Se observa ca f este pozitiv definita.
Alegénd e’;=aie; si notand cu b polara Iui f, din conditia
b(e';, e;) = 1 deducem ca o;,=1 deci e";=¢,=(1, 0, 0).
Cautam pe e’, sub forma e’,=aye; +axne, iar din conditiile
21 “0 =

, de unde
Oy +205, =1

b(e’,, ;) = 0 si b(e’,, €) = 1 rezulta sistemul {

(121:(122:1, adica e'2=el +e, :(1, 1, 0)
In sfarsit cdutam pe e’; pe sub forma e’;=03,€; +0;3,e, +0s3€; iar
din conditiile b(e’s, e;) = b(e’;, €;) = 0 si b(e’s, e;) = 1 gédsim sistemul
a3 —az =0 |
—ay +2a5, =0, ce are solutia 03,=03,=0 si a5; = 3

3ay; =1

Deducem ca e’s= %e3 0,0, )
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Deci baza B’ in raport cu care f are forma canonicd este

B'={e’}, e'5, €'3} cue’1=e1=(1, 0, 0), e’;=e;+e; =(1, 1, 0) si 6'3:%632

1
=0, 0, ).
(773)
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