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Fundamentele algebrice ale informaticii 
 

pentru anul I Informatică ( zi + ID)  începînd cu anul universitar 2005/2006 
 
CURSUL nr. 1  

 
      §1. Mulţimi. Operaţii cu mulţimi 
 

 
În cadrul acestei lucrări vom privi  mulţimile în sensul în care ele au fost privite de către 

GEORG  CANTOR  - primul matematician care a iniţiat studiul lor sistematic (punct de vedere 
cunoscut în matematică sub numele de teoria naivă a mulţimilor).  

 
Definiţia1.1.. Dacă A  şi B sunt două mulţimi, vom spune că A este inclusă în B (sau că A  

este submulţime a lui B) dacă elementele lui A sunt şi elemente ale lui B; în acest caz vom scrie 
A⊆B iar în caz contrar A⊈B.  

Avem deci :           A⊆B⇔ pentru orice x∈A ⇒x∈B 
                                            A⊈B⇔ există x∈A a.î. x∉B. 

Vom spune despre mulţimile A şi B că sunt egale dacă  oricare ar fi x, x∈A⇔ x∈B. Deci, 
A=B⇔A⊆B şi B⊆A. 

Vom spune că A este inclusă strict în B şi vom scrie A⊂B dacă A⊆B şi A≠B.  
Se acceptă existenţa unei mulţimi ce nu conţine nici un element  care se notează prin ∅ şi 

poartă numele de mulţimea vidă. Se observă că pentru orice mulţime A, ∅⊆A (deoarece în caz 
contrar ar trebui să existe x∈∅ a.î. x∉A –  absurd.!).  

O mulţime diferită de mulţimea vidă se zice nevidă. 
Pentru o mulţime T, vom nota prin P(T) mulţimea submulţimilor sale (evident ∅, T∈P(T) ).  
 
Următorul rezultat este imediat : 
Dacă T este o mulţime oarecare iar A, B, C∈P(T), atunci : 
(i) A⊆A 
(ii) Dacă A⊆B  şi  B⊆A,  atunci A=B 
(iii) Dacă A⊆B şi  B⊆C, atunci A⊆C. 
 
În cadrul acestei lucrări vom utiliza deseori noţiunea de familie de elemente a unei mulţimi 

indexată de o mulţime nevidă de indici I (prin aceasta înţelegând  o funcţie definită pe mulţimea I cu 
valori în mulţimea respectivă). 

Astfel, vom scrie de exemplu (xi)i∈I pentru a desemna o familie de elemente ale unei mulţimi 
sau (Ai) i∈I pentru a desemna o familie de mulţimi indexată de mulţimea I. Pentru o mulţime T şi A, 
B∈P(T) definim : 
    A∩B={x∈T | x∈A şi x∈B} 

A∪B={x∈T | x∈A sau x∈B} 
A\B={x∈T | x∈A şi x∉B} 
A△B=(A\B)∪(B\A). 

Dacă A∩B=∅, mulţimile A şi B se zic disjuncte. 
Operaţiile ∩, ∪, \ şi △ poartă numele de intersecţie, reuniune, diferenţă şi diferenţă 

simetrică. 
În particular, T\A se notează prin ∁T (A) (sau ∁(A) dacă nu este pericol de confuzie) şi poartă 

numele de complementara lui A în T.  
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În mod evident, pentru A, B∈P(T) avem: 
      A\B=A∩∁T  (B) 

                   A△B=(A∪B)\(A∩B)=(A∩∁T (B))∪(∁T (A)∩B) 
               ∁T (∅)=T,   ∁T(T)=∅ 
                   A∪∁T (A)=T,  A∩∁T (A)=∅  iar  ∁T (∁T (A))=A. 

De asemenea, pentru x∈T avem: 
                   x∉A∩B ⇔ x∉A sau x∉B  
                   x∉A∪B ⇔ x∉A şi  x∉B  
                   x∉A\B ⇔ x∉A sau x∈B  
                   x∉A△B ⇔ (x∉A şi x∉B) sau (x∈A şi x∈B)  
                    x∉∁T (A)⇔ x∈A.  

Din cele de mai înainte deducem imediat că dacă A, B∈P(T), atunci: 
     ∁T (A∩B)=∁T(A)∪∁T (B)  şi  ∁T (A∪B)=∁T (A)∩∁T (B). 

 Aceste ultime două egalităţi sunt cunoscute sub numele de relaţiile lui  De Morgan. 
Pentru o familie nevidă (Ai )i∈I de submulţimi ale lui T  definim: 

                                I
Ii

iA
∈

={x∈T | x∈Ai pentru orice i∈I}  şi  

                                U
Ii

iA
∈

={x∈T | există i∈I  a.î. x∈Ai }.  

Astfel, relaţiile lui De Morgan sunt adevărate într-un context mai general: 
Dacă (Ai) i∈I  este o familie de submulţimi ale mulţimii T, atunci:   
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            Următorul rezultat este imediat: 

 
Propoziţia 1.2. Dacă T o mulţime iar A, B, C∈P(T), atunci: 
(i) A∩(B∩C)=(A∩B)∩C  şi  A∪(B∪C)=(A∪B)∪C 
(ii) A∩B=B∩A  şi  A∪B=B∪A 
(iii) A∩T=A  şi  A∪∅=A  
(iv) A∩A=A  şi  A∪A=A. 
 
Observaţia 1.3.  1. Din (i) deducem că operaţiile ∪ şi ∩ sunt asociative, din (ii) deducem că 

ambele sunt comutative, din (iii) deducem că T şi ∅ sunt elementele neutre pentru ∩ şi respectiv 
pentru ∪, iar din (iv) deducem că ∩ şi ∪ sunt operaţii idempotente pe P(T).  

2. Prin dublă incluziune se probează imdiat că pentru oricare A, B, C∈P(T) avem: 
A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C)       şi  
A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C) , 

adică operaţiile de intersecţie şi reuniune sunt distributive una faţă de cealaltă. 
 
Propoziţia1.4. Dacă A, B, C∈P(T),  atunci:  

(i)  A△(B△C)=(A△B)△C 
(ii) A△B=B△A 
(iii) A△∅=A   iar  A △A=∅ 
(iv) A∩(B△C)=(A∩B)△(A∩C). 
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Demonstraţie. (i). Prin dublă incluziune se arată imediat că:  
A△(B△C)=(A△B)△C=[A∩∁T(B)∩∁T(C)]∪[∁T(A)∩B∩∁T(C)]∪ 
∪[∁T(A)∩∁T(B)∩C]∪(A∩B∩C). 

(ii), (iii) sunt evidente. 
(iv). Se probează fie prin dublă incluziune, fie ţinând cont de distributivitatea intersecţiei faţă 

de reuniune. ∎ 
Din cele de mai inainte  deducem ca  dacă  T este o mulţime oarecare , atunci  (P(T), △,∩) 

este inel Boolean . 
 

Definiţia1.5. Fiind date două obiecte x şi y se numeşte pereche ordonată a obiectelor x şi y 
mulţimea notată (x, y) şi definită astfel: 

    (x, y)={ {x}, {x, y} }. 
 
Se verifică acum imediat că dacă x şi y sunt două obiecte a.î. x≠y, atunci (x, y)≠(y, x) iar 

dacă (x, y) şi (u, v) sunt două perechi ordonate, atunci (x, y)=(u, v) ⇔ x=u şi y=v ; în particular,     
(x, y)=(y, x) ⇒x=y.   
 

Definiţia1.6. Dacă A şi B sunt două mulţimi, mulţimea notată A×B={ (a, b) | a∈A şi 
b∈B } se va numi produsul cartezian al mulţimilor A şi B. 

În mod evident: 
A×B≠∅ ⇔ A≠∅ şi B≠∅ 
A×B=∅ ⇔ A=∅ sau B=∅ 
A×B=B×A ⇔ A=B 
A׳⊆A şi B׳⊆B ⇒ A׳×B׳⊆A×B. 

Dacă A, B, C sunt trei mulţimi vom defini produsul lor cartezian prin egalitatea :   
A×B×C=(A×B)×C. 
  Elementul ((a, b), c) din A×B×C  îl vom nota mai simplu prin (a, b, c). 

Mai general, dacă A1, A2, ..., An  (n≥3) sunt mulţimi punem  
          A1× A2× ...×An  =(( ...((A1×A2)×A3)× ...)×An) . 

Dacă A este o mulţime finită,  vom nota prin |A| numărul de elemente ale lui A. În mod 
evident, dacă A şi B sunt submulţimi finite ale unei mulţimi M atunci şi A∪B este submulţime finită a 
lui M iar  

 
 |A∪B|=|A|+|B|-|A∩B|. 
 

Vom prezenta în continuare un rezultat mai general cunoscut sub numele de principiul 
includerii şi excluderii: 

 
Propoziţia1.7. Fie M o mulţime finită iar M1, M2, ..., Mn  submulţimi ale lui M. Atunci : 
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 §2.Relaţii binare pe o mulţime. Relaţii de echivalenţă 
 

 
Definiţia 2.1. Dacă A este o mulţime, numim relaţie binară pe A orice submulţime ρ a 

produsului cartezian A×A. Dacă a, b∈A şi (a, b)∈ρ vom spune că elementul a este în relaţia ρ cu 
b. 

De asemenea, vom scrie aρb pentru a desemna faptul că    (a, b)∈ρ. 
 
Pentru mulţimea A  vom nota prin Rel (A) mulţimea relaţiilor binare de pe A (evident, Rel 

(A)=P(A×A) ).  
Relaţia △A={ (a, a) | a∈A} poartă numele de diagonala produsului cartezian A×A.  
Pentru ρ∈Rel (A) definim ρ-1={(a, b)∈A×A | (b, a)∈ρ}. 
În mod evident, (ρ-1)-1=ρ  iar dacă mai avem ρ׳∈Rel (A) a.î. ρ⊆ρ׳⇒ ρ-1⊆ρ1-׳. 

 
Definiţia2.2. Pentru ρ, ρ׳∈Rel (A) definim compunerea lor ρ∘ρ׳ prin ρ∘ρ׳={(a, b)∈A×A 

| există c∈A  a.î. (a, c)∈ρ׳  şi   (c, b)∈ρ}. 
 

Rezultatul următor este imediat: 
Propoziţia 2.3.  Fie ρ, ρ׳, ρ׳׳∈Rel (A). Atunci:  
(i)  ρ∘△A=△A∘ρ=ρ      
(ii) (ρ∘ρ׳)∘ρ׳׳=ρ∘(ρ׳∘ρ׳׳)  
(iii) ρ⊆ρ׳⇒ ρ∘ρ׳׳⊆ρ׳∘ρ׳׳  şi  ρ׳׳∘ρ⊆ρ׳׳∘ρ׳    
(iv) (ρ∘ρ׳)-1=ρ1-׳∘ρ-1 

(v)  (ρ∪ρ׳)-1=ρ-1∪ρ1-׳ ;   mai general, dacă (ρi) i∈I  este o familie de   relaţii binare pe A,  
atunci  
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Pentru n∈ℕ şi  ρ∈Rel (A) definim : 
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             Se probează imediat că dacă m, n ∈ℕ  atunci  ρm∘ρn=ρm+n. 
 
 Definiţi 2.3. Vom spune despre o relaţie ρ∈Rel (A) că  este:  

i) reflexivă dacă △A ⊆ρ 
ii) simetrică dacă ρ⊆ρ-1 

iii) antisimetrică dacă ρ∩ρ-1⊆△A 

iv) tranzitivă dacă ρ2⊆ρ. 
Rezultatul următor este imediat: 
 
Propoziţia2.4. O relaţie ρ∈Rel(A) este reflexivă  ( simetrică, antisimetrică, tranzitivă ) 

dacă şi numai dacă ρ-1  este reflexivă ( simetrică, antisimetrică, tranzitivă ) . 
 
Definiţia 2.5. Vom spune despre o relaţie ρ∈Rel(A) că este o echivalenţă pe A dacă este 

reflexivă,  simetrică şi tranzitivă.  
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Vom nota prin Echiv (A) mulţimea relaţiilor de echivalenţă de pe A. Evident, △A, 
A×A∈Echiv (A). 

 
Propoziţia 2.6. Dacă ρ∈Echiv (A) , atunci ρ-1=ρ  şi  ρ2=ρ. 
 
Demonstraţie. Cum ρ este simetrică ρ⊆ρ-1. Dacă (a, b)∈ρ-1, atunci (b, a)∈ρ⊆ρ-1 ⇒ (b, a)∈ρ-

1⇒ (a, b)∈ρ, adică ρ-1⊆ρ, deci ρ-1=ρ. Cum ρ este tranzitivă avem ρ2⊆ρ. Fie acum (x, y)∈ρ. Din (x, 
x)∈ρ şi (x, y)∈ρ ⇒ (x, y)∈ρ∘ρ=ρ2,  adică ρ⊆ρ2, deci ρ2=ρ.  ∎ 
 

 
Lema 2.7. Fie ρ∈Rel(A) şi ρ =∆A∪ρ∪ρ-1. Atunci relaţia ρ  are următoarele proprietăţi: 

(i) ρ⊆ ρ  
(ii) ρ   este reflexivă şi simetrică 
(iii) dacă ρ׳ este o altă relaţie binară de pe A reflexivă şi simetrică a.î. ρ⊆ρ׳ , atunci ρ ⊆ρ׳. 

 
Demonstraţie. (i ). este evidentă . 

          (ii). Cum ∆A⊆ ρ  deducem că ρ  este reflexivă iar cum  
1−

ρ = (∆A∪ρ∪ρ-1) –1=∆A
-1∪ρ-1∪ (ρ-1)-1=∆A∪ρ∪ρ-1= ρ  deducem că ρ  este şi simetrică. 

(iii). Dacă ρ׳ este reflexivă şi simetrică a.î. ρ⊆ρ׳, atunci   ρ-1⊆ρ1-׳=ρ׳ şi cum ∆A ⊆ρ׳ deducem 
că  ρ =∆A∪ρ∪ρ-1⊆ρ׳.∎ 
 

Lema 2.8. Fie ρ∈Rel(A) reflexivă şi simetrică iar U
1≥

=
n

nρρ . Atunci ρ  are următoarele 

proprietăţi : 
(i)  ρ⊆ ρ ; 
(ii)  ρ  este o echivalenţă pe A; 
(iii) Dacă ρ׳∈Echiv(A) a.î. ρ⊆ρ׳, atunci  ρ ⊆ρ׳. 
 
Demonstraţie.  (i). este evidentă. 
(ii). Cum ∆A⊆ρ⊆ ρ  deducem că ∆A⊆ ρ , adică ρ  este reflexivă. Deoarece ρ este simetrică 

şi pentru orice n∈ℕ* avem          (ρn)-1=(ρ-1)n=ρn , deducem că 

              ( ) ρρρρρ ===
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adică ρ  este şi simetrică. Fie acum (x, y)∈ ρρ o  ; atunci există z∈A a.î. (x, z), (z, y)∈ ρ , adică există 

m, n∈ℕ* a.î. (x, z)∈ρm şi (z, y)∈ρn. Deducem imediat că  (x, y)∈ρn∘ρm=ρn+m⊆ ρ , adică ρρ ⊆
2 , deci 

ρ  este tranzitivă, adică ρ ∈Echiv (A). 

(iii). Fie acum ρ׳∈Echiv (A) a.î. ρ⊆ρ׳. Cum  ρ n⊆ρ׳ n =ρ׳   pentru orice n∈ℕ* deducem că 
U

1≥
=

n

nρρ ⊆ρ׳. ∎ 

Din Lemele de mai sus  deducem imediat: 
 
Teorema 2.9. Dacă ρ∈Rel(A), atunci  

             ( )U U U
1

1

≥

−∆=
n

n

A ρρρ . 
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          Definiţia 2.10. Dacă ρ∈Echiv (A) şi a∈A, prin clasa de echivalenţă a lui a relativă la ρ 
înţelegem mulţimea  

                    [a]ρ={x∈A ∣ (x, a)∈ρ}  (cum ρ este în particular reflexivă deducem că a∈[a]ρ, 
adică [a]ρ≠∅ pentru orice a∈A). 

 Mulţimea A / ρ ={ [a] ρ ∣ a∈A } poartă numele de mulţimea factor ( sau cât )  a lui A prin 
relaţia ρ. 

 
Propoziţia 2.11. Dacă ρ∈Echiv (A), atunci:  
(i)  [ ]U

Aa
a

∈
ρ=A; 

(ii) Dacă a, b∈A atunci [a]ρ=[b]ρ⇔ (a, b)∈ρ; 
(iii) Dacă a, b∈A, atunci [a]ρ=[b]ρ sau [a]ρ∩[b]ρ=∅. 
 
Demonstraţie.  
(i). Deoarece pentru orice a∈A, a∈[a]ρ deducem incluziunea de la dreapta la stânga; cum 

cealaltă incluziune este evidentă deducem egalitatea solicitată. 
(ii). Dacă [a]ρ=[b]ρ , cum a∈[a]ρ  deducem că a∈[b]ρ adică  (a, b)∈ρ.  
Fie acum (a, b)∈ρ şi x∈[a]ρ, adică (x, a)∈ρ. Datorită tranzitivităţii lui ρ deducem că (x, b)∈ρ, 

adică x∈[b]ρ, deci [a]ρ ⊆[b]ρ. Analog deducem că şi [b]ρ⊆[a]ρ , adică [a]ρ=[b]ρ. 
(iii). Presupunem că [a]ρ∩[b]ρ≠∅. Atunci există x∈A a.î. (x, a), (x, b)∈ρ şi astfel (a, b)∈ρ, 

deci [a]ρ=[b]ρ  (conform cu (ii)).  ∎ 
 
Definiţia 2.12. Numim partiţie a unei mulţimi M o familie (Mi)i∈I  de submulţimi ale lui M 

ce verifică condiţiile : 
(i) Pentru i, j∈I, i≠j ⇒ Mi ∩Mj=∅; 
(ii)  U

Ii
i MM

∈
=  . 

 
  Observaţia 2.13. Din cele de mai înainte deducem că dacă ρ este o relaţie de echivalenţă pe  
mulţimea A, atunci mulţimea claselor de echivalenţă ale lui ρ pe A determină o partiţie a lui A. 
 

Definiţia 2.13. Dacă A şi B sunt două mulţimi vom spune despre ele că sunt cardinal 
echivalente (sau mai simplu echivalente) dacă există o bijecţie f : A→B. Dacă A  şi B sunt 
echivalente vom scrie A∼B  (în caz contrar, vom scrieA≁B).   

 
Propoziţia 2.14. Relaţia de ,,∼’’ este o echivalenţă pe clasa tuturor mulţimilor . 
Demonstraţie. Pentru orice mulţime A, A∼A căci funcţia 1A:A→A este o bijecţie. Dacă A şi B 

sunt două mulţimi iar A∼B, atunci există f : A→B o bijecţie. Cum şi f -1 : B→A este bijecţie, deducem 
că B∼A, adică relaţia ,,∼’’ este şi simetrică. Pentru a proba şi tranzitivitatea relaţiei ,,∼’’ fie A, B, C  
mulţimi a.î. A∼B şi B∼C, adică există f :A→B şi g :B→C bijecţii.  Cum  g∘f : A →C este bijecţie  
deducem că A∼C.  ∎ 
 

Definiţia 2.15. Dacă A este o mulţime, prin numărul cardinal al lui A înţelegem clasa de 
echivalenţă a lui A (notată |A|) relativă la relaţia de echivalenţă ∼.  

Deci B∈|A|⇔A∼B. 
 Vom numi secţiuni ale lui ℕ mulţimile de forma Sn={0, 1, ...,  n-1} formate din n elemente  

(n∈ℕ*);  convenim să notăm pentru n∈ℕ*, n=|Sn|. Convenim de asemenea să notăm 0=cardinalul 
mulţimii vide   şi  prin 0χ (alef zero) cardinalul mulţimii numerelor naturale ℕ. 
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Fie n∈ℕ, n ≥ 2 şi  ρn ⊆ℤ×ℤ definită prin  (x,y)∈ρ n⇔ n | x-y. 

Deoarece pentru orice x∈ℤ, n|x-x=0 deducem că ρn este reflexivă iar dacă n|x-y, atunci n|y-x, 
adică (y,x)∈ρn astfel că ρn este şi  simetrică. Dacă (x,y), (y,z)∈ρn, atunci n|x-y, y-z şi  atunci n|(x-
y)+(y-z)=x-z, deci (x,z)∈ρn, adică ρn este şi tranzitivă, deci o echivalenţă pe ℤ.  

Dacă x∈ℤ, atunci împărţind pe x la n  avem x = cn+r cu c∈ℤ şi  r∈{0,1,…,n-1}. Atunci   x-r = 
cn adică (x, r)∈ρn şi  deci [ ] [ ]

nn
rx ρρ = astfel că  

ℤ/ρn ={ [ ]
nρ0 , [ ]

nρ1 , …, [ ]
n

n ρ1− } 

Pentru a respecta tradiţia notaţiilor, vom nota ℤ/ρn=ℤn iar [ ] kk
n

)
=ρ  pentru orice k∈{0,1,…,n-

1} (dacă nu este pericol de confuzie); astfel ℤ n  =  {
∧∧∧
− 1,...,1,0 n }  iar k

)
={k+cn|c∈ℤ} pentru orice 

k∈{0,1,…,n-1}. 
Elementele lui ℤn  se numesc clasele de resturi modulo n. 

 
 
 
CURSUL nr. 2 :  
 
                     §1.Mulţimi ordonate.Lema Zorn 
 
 Definiţia 1.1.  Printr-o mulţime ordonată  înţelegem un dublet  (A, ≤)  format dintr-o 
mulţime nevidă  A  şi o relaţie binară pe  A notată tradiţional prin  "≤"  care este reflexivă, 
antisimetrică şi tranzitivă. Vom spune că  "≤"  este o ordine  pe  A. 
 Pentru  x, y ∈A  vom scrie  x < y  dacă  x ≤ y , x ≠ y.  Dacă relaţia  "≤"  este doar 
reflexivă şi tranzitivă, vom spune despre ea că este o ordine parţială  sau că  (A, ≤)  este o 
mulţime  parţial ordonată. 
 Dacă pentru  x, y∈A  definim  x ≥ y  dacă şi numai dacă  y ≤ x obţinem o nouă relaţie 
de ordine pe  A.  Dubletul  (A, ≥)  îl vom nota prin  A°  şi spunem că mulţimea ordonată  A°  este  
duala mulţimii A. 
               Fie ( )≤,A  o mulţime parţial ordonată iar ρ  o relaţie de echivalenţă pe A. Vom spune despre 
ρ  că este compatibilă cu preordinea ≤  de pe A dacă pentru oricare elemente  x , y , z, t din A avem 
implicaţia ( ) ( ) ρρ ∈∈ tzyx ,,,  şi .tyzx ≤⇒≤   
               Dacă ρ    este o relaţie de echivalenţă pe A compatibilă cu    preordinea  ≤  , atunci pe 
mulţimea cât A/ ρ  se poate defini o ordine parţială astfel : ρρ ][][ yx ≤ ⇔ există ρ][xz ∈  şi ρ][yt ∈   
a.î. tz ≤ ; vom numi această ordine parţială preordinea cât. 
                În cele ce urmează prin  (A,≤) vom desemna o mulţime ordonată. 
                 Când nu este pericol de confuzie prin mulţime ordonată vom specifica  numai mulţimea 
subiacentă A (fără a mai pune în evidenţă relaţia ≤, aceasta subânţelegându-se ). 
 
 Definiţia 1.2.  Fie  m, M ∈A  şi  S ⊆ A,  S ≠ ∅. 
 Vom spune că: 
 i)  m  este minorant  pentru  S  dacă pentru orice  s∈S,   m ≤ s (în caz că există, prin  
inf (S)  vom desemna cel mai mare minorant al lui  S) 
 ii)  M  este majorant  pentru  S  dacă  M  este minorant pentru  S în  A°,  adică pentru 
orice  s∈S,  s ≤ M  (în caz că există, prin sup (S) vom desemna cel mai mic majorant al lui  S). 
 Dacă S={s1, s2, ..., sn}⊆A  atunci vom nota   inf (S)= s1⋀s2 ⋀...⋀sn iar sup (S)= s1⋁s2 
⋁..⋁sn (evident, în cazul în care acestea există). 
 Ordinea "≤"  de pe  A  se zice  totală dacă pentru orice  a, b∈A, a ≤ b  sau  b ≤ a;  o 
submulţime total ordonată a lui  A  poartă numele de lanţ. 
 Pentru  a, b∈A  vom spune că  b  urmează  pe  a  (sau că  a  este urmat de  b) dacă  a < b  
iar pentru  a ≤ c ≤ b  avem  a=c  sau  c=b; vom utiliza în acest caz notaţia  a ∠ b. 
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 Pentru  a, b ∈ A  vom nota:  
 (a, b)={x∈A∣a<x<b} 
 [a, b]={x∈A∣a≤x≤b} 
 (a, b]={x∈A∣a<x≤b} 
 [a, b)={x∈A∣a≤x<b}   
şi vom numi astfel de submulţimi ale lui  A  intervale (respectiv deschise, închise, închise la dreapta şi 
deschise la stînga, închise la stînga şi deschise la dreapta). 
 Mulţimile ordonate finite  A  pot fi reprezentate prin aşa zisele diagrame Hasse. 
 În acest sens, vom reprezenta fiecare element al lui  A  printr-un cerculeţ  "•". 
 Dacă  a ∠ b  vom  desena  cerculeţul  corespunzător  lui b deasupra celui ce-l reprezintă pe  
a,  unind cele două cerculeţe printr-un segment (de remarcat faptul că intersecţia a două astfel de 
segmente poate să nu reprezinte un element al lui  A). 
 Dintr-o astfel de diagramă putem să reconstituim relaţia "≤" ţinând cont de observaţia că a 
∠ b dacă şi numai dacă pentru un şir finit de elemente c1, c2, ... , cn ale lui A avem a = c1 ∠ c2 ∠ ... ∠ 
cn-1 ∠ cn= b. 
 Iată câteva exemple de diagrame Hasse:     
                                                                      
 
 
          
 
 
 
 
 
 
 Din păcate, astfel de diagrame sunt greu de utilizat în cazul mulţimilor ordonate infinite 
(cum ar fi de exemplu  ℚ  sau  ℝ  cu ordonarea obişnuită). 
  
 Dacă (Pi , ≤ )1≤i≤n  este o familie finită de mulţimi ordonate, atunci P=

ni≤≤
×

1
Pi devine în 

mod canonic mulţime ordonată,  definind pentru x=(xi)1≤i≤n , y=(yi)1≤i≤n ∈P,     x ≤ y  <≝>  există  

1≤s≤n a.î.  x1 = y1, …, xs-1=ys-1 şi xs<ys  ( această ordonare se numeşte ordonarea lexicografică). 
             Definiţi1.3.  Un element  m∈A  se zice: 
             i)  minimal dacă având  a∈A  a.î.  a ≤ m  deducem că  m = a 
             ii) maximal dacă având  a∈A  a.î.  m ≤ a  deducem că  m = a 
 Dacă  A  are  0,  un element  a∈A  se zice  atom  dacă  a ≠ 0  şi având  x∈A  a.î. x ≤ a,  
atunci  x = 0  sau  x = a  (deci  0 ∠  a). 
             Definiţie.   
   i) O mulţime ordonată în care orice submulţime nevidă a sa are un element iniţial se zice 
bine ordonată (evident o mulţime bine ordonată este inf-completă şi total ordonată) 
   ii) O mulţime ordonată în care orice submulţime total ordonată a sa are un majorant 
(minorant) se zice inductiv (coinductiv) ordonată. 

(ℕ, ≤) este un exemplu de mulţime bine ordonată. 
  În cele ce urmează, acceptăm că pentru orice mulţime  M  este verificată axioma alegerii: 
Există o funcţie  s : P(M) → M  a.î.  s(S)∈S  pentru orice submulţime nevidă  S  a lui  M. 
În continuare, reamintim un rezultat datorat lui Bourbaki şi câteva corolare importante ale 

acestuia . 
 

Lema 1.4.(Bourbaki). Dacă   (A, ≤)  este o mulţime nevidă, inductiv ordonată şi   f : A → A  
este o aplicaţie a.î.  f (a) ≤ a  pentru orice  a∈A,  atunci există  u∈A  a.î.  f (u) =u.   
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Corolar 1 (Principiul lui Hansdorf de maximalitate).  Orice mulţime ordonată conţine o 
submulţime total ordonată maximală.   
 

Corolar 2 (Lema lui Zorn).  Orice mulţime nevidă inductiv (coinductiv) ordonată are cel 
puţin un element maximal (minimal).   
  
 Corolar 3 (Principiul  elementului  maximal  (minimal)).  Fie (A, ≤) o mulţime inductiv 
(coinductiv) ordonată şi  a∈A.  Există un element maximal (minimal)  ma ∈ A  a.î.  a ≤ ma  (ma 
≤ a).   
 

Corolar 4 (Lema lui Kuratowski). Orice submulţime total ordonată a unei mulţimi 
ordonate este cuprinsă într-o submulţime total ordonată maximală.   
 

Corolar 5  (Teorema  lui  Zermelo).  Pe  orice  mulţime  nevidă A se poate introduce o 
ordine faţă de care  A  este bine ordonată. 
 

Corolar 6 (Principiul inducţiei transfinite).  Fie  (A, ≤) o mulţime bine ordonată infinită şi  
P  o proprietate dată. Pentru a demonstra că toate elementele mulţimii  A  au proprietatea  P  
este suficient să demonstrăm că: 
   (i)   Elementul iniţial  0  al lui  A  are proprietatea  P 
   (ii) Dacă pentru  a∈A, toate elementele  x∈A  a.î.  x<a  au proprietatea  P, atunci şi 

elementul  a  are proprietatea  P.   
 
 
 
 
CURSUL nr. 3  
 
             §1.Semilatici. Latici.Filtre.Ideale.Morfisme de latici.Latici distributive.Latici modulare 
 
             Definiţia 1.1. Vom spune despre  A  că este: 
 i)   inf – semilatice, dacă  pentru  oricare  două  elemente     a, b∈A  există a⋀b=inf{a, b} 

  ii) sup – semilatice, dacă  pentru  oricare  două  elemente     a, b∈A  există a⋁b=sup{a, b} 
 iii) latice, dacă este simultan  inf  şi  sup-semilatice (adică pentru oricare două elemente  
a, b ∈ A  există  a ∧ b  şi  a ∨ b) 
 iv) inf – completă, dacă pentru orice submulţime  S ⊆ A  există    inf (S) 
 v)  sup – completă, dacă pentru orice submulţime  S ⊆ A  există    sup (S) 
 
 vi) completă dacă este simultan  inf  şi  sup-completă (evident în acest caz se poate utiliza 
denumirea de latice completă) 
 vii) inf - mărginită  dacă  există  un element notat tradiţional prin 0∈A   a.î. pentru orice  
a∈A,  0 ≤ a 
 viii) sup - mărginită dacă  există  un element notat tradiţional prin 1∈A    a.î. pentru orice  
a∈A,  a ≤ 1 
 ix) mărginită dacă este  simultan  inf şi sup - mărginită (adică  0 ≤ a ≤ 1 pentru orice  a 
∈A); în acest caz  0  se zice element iniţial (sau prim) al lui  A  iar  1  element final (sau ultim) al 
lui  A 
 x)  condiţional completă dacă pentru orice submulţime nevidă şi mărginită  S  a sa există  
inf (S)  şi  sup (S). 
 

Observaţia1.2.   
1.Orice mulţime ordonată  A  care este inf-completă este latice completă. 
Într-adevăr, fie  M ⊆ A,  M′  mulţimea  majoranţilor lui  M  iar m=inf (M′).  Cum pentru  x∈M  

şi  y ∈M′  avem  x ≤ y  deducem că   x ≤ m,  adică  m∈M′,  astfel  m = sup (M). 
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2.  Dacă   A   este  o  latice  completă,  atunci   inf (∅) = 1  iar  sup (∅) = 0. 
3.  Pentru ca o latice  L  să fie condiţional completă, este suficient ca pentru orice submulţime 

nevidă şi mărginită  S  a sa, să existe doar  inf (S)  (sau   sup (S)).  
 
 Definiţia 1.3.  Dacă  A  este inf-semilatice (respectiv sup-semilatice) vom spune despre o 
submulţime A׳⊆A că este inf-sub-semilatice (respectiv sup-sub-semilatice), dacă pentru oricare 
două elemente a, b∈A׳ avem  a⋀b∈A׳ (respectiv a⋁b∈A׳). 
 Dacă  A  este latice, A׳⊆A  se va zice sublatice, dacă pentru oricare două elemente a, 
b∈A׳ avem  a⋀b,  a⋁b∈A׳. 
 Exemple.  
 1. Fie  ℕ  mulţimea numerelor naturale iar "" relaţia de divizibilitate pe  ℕ. Atunci  ""  este 
o relaţie de ordine pe ℕ. Faţă de această ordine  ℕ  devine latice în care pentru  m, n ∈ℕ,  m ∧ n = cel 
mai mare divizor comun al lui  m  şi  n iar  m ∨ n = cel mai mic multiplu comun al lui  m  şi  n. 
 Evident, pentru relaţia de divizibilitate, elementul 1∈ℕ este element iniţial iar 0∈ℕ este 
element final. Această ordonare nu este totală deoarece dacă avem două numere naturale  m, n  prime 
între ele  (cum ar fi de exemplu 2 şi 3) nu avem  m ∣ n  şi nici  n  m. 

 2. Dacă K este una din mulţimile de numere ℕ, ℤ, ℚ sau ℝ, atunci K cu ordonarea naturală este 
o latice, iar ordonarea naturală este totală. 
 3.  Fie  M  o mulţime iar  P(M)  mulţimea submulţimilor lui M. Atunci (P (M), ⊆)  este o latice 
completă cu prim şi ultim element (respectiv  ∅  şi  M). 
 Fie acum  A, A׳ două mulţimi ordonate (când nu este pericol de confuzie convenim să notăm 
prin  "≤"  ambele relaţii de ordine de pe A şi A׳ ) şi f:A→A׳ o funcţie. 
 
 Definiţia1.4.  Vom spune despre  f  că este morfism de mulţimi ordonate (sau aplicaţie 
izotonă) dacă pentru orice  a, b∈A  cu  a ≤ b avem  f (a) ≤ f (b) (în anumite lucrări f se zice 
monoton crescătoare). 
 Dacă  A, A׳ sunt inf (sup) - semilatici vom spune despre  f  că este morfism de inf (sup) - 
semilatici dacă pentru oricare două elemente   a, b∈A,  f (a ∧ b) = f (a) ∧ f (b)  (respectiv               
f (a ∨ b) =  f (a) ∨ f (b)). 
 Dacă   A, A׳   sunt latici, vom spune  că  f   este morfism de latici dacă  f  este simultan 
morfism de inf şi sup-semilatici (adică pentru oricare  două  elemente   a, b ∈A  avem   f (a ∧ b) 
= f (a) ∧ f (b) şi f (a ∨ b) = f (a) ∨ f (b)). 
 În mod evident, morfismele de inf (sup) - semilatici sunt aplicaţii izotone iar dacă compunem 
două morfisme de acelaşi tip obţinem tot un morfism de acelaşi tip. 
 Dacă  A, A׳ sunt mulţimi ordonate iar f:A→A׳ este morfism de mulţimi ordonate, atunci  f  se 
zice izomorfism de mulţimi ordonate dacă există g:A׳→A morfism de mulţimi ordonate a.î. f∘g=1A׳ şi 
g∘f=1A. Acest lucru revine la a spune de fapt că  f  este o bijecţie. În acest caz vom scrie A≈A׳ . 
 Analog se defineşte noţiunea de izomorfism de inf (sup) - semilatici ca şi cea de izomorfism de 
latici. 
 Definiţia 1.5.  Fie  A  o inf-semilatice şi  F ⊆A  o submulţime nevidă a sa. Vom spune că F  
este  filtru al lui A  dacă  F  este o inf-sub-semi- latice şi pentru  a, b ∈A,  dacă  a ≤ b  şi  a∈F  
atunci  b∈F. 
 Vom nota prin  F (A) mulţimea filtrelor lui  A. 
          Noţiunea duală celei de filtru este aceea de ideal pentru o sup-semilatice. Mai precis avem: 
 
 Definiţia1.6.  Fie  A  o sup-semilatice iar  I ⊆A  o submulţime nevidă a sa. Vom spune că  I  
este un ideal al lui  A  dacă  I  este sup-sub-semilatice a lui  A  şi pentru orice   a, b∈A   cu   a ≤ b,  
dacă b∈I  atunci  şi  a∈I. 
 Vom nota prin  I (A) mulţimea idealelor lui  A. 
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 Observaţia1.7.   Dacă  A  este latice, atunci noţiunile de filtru şi ideal au definiţii precise în  A 
(ţinând cont de definiţiile de mai sus, căci  A  este simultan  inf şi sup-semilatice); evident în acest caz               
A ∈F (A)∩I (A). 
 Cum intersecţia oricărei familii de filtre (ideale) este de asemenea filtru (ideal), putem vorbi de 
filtrul (idealul) generat de o mulţime nevidă. 
 Dacă  A  este o inf(sup)-semilatice, pentru  ∅≠S⊆A  vom nota prin [S) ( (S]) filtrul(idealul) 
generat de  S  (adică intersecţia tuturor filtrelor (idealelor) lui  A  ce conţin pe  S). 
 
 Propoziţia1.8.  Dacă  A  este o inf-semilatice şi  S ⊆A  o submulţime nevidă a sa, atunci:  
   [S)={a∈A∣există s1, s2 ,.., sn∈S a.î. s1⋀s2 ⋀..⋀sn≤a}. 
 
  Demonstraţie.Fie FS={a∈A∣există s1, s2 ,.., sn∈S a.î.  s1⋀s2 ⋀..⋀sn≤a}. Se probează imediat 
că  FS  ∈ F (A)  şi  S ⊆ FS,  deci [S) ⊆ FS . 

Dacă  F׳∈F(A) a.î. S ⊆ F׳ atunci FS⊆F׳ deci  FS⊆∩F׳=[S),de unde [S)=FS .n 
 
        Dual se demonstrează: 
 Propoziţia1.9. Dacă  A  este o sup-semilatice şi  S⊆A  este o submulţime nevidă a sa, 
atunci:  
 (S]={a∈A∣există s1, s2 ,.., sn∈S a.î. a≤ s1∨ s2 ∨..∨ sn}.     
Astfel, (F(A),⊆) şi (I(A),⊆) sunt latici în care pentru F1, F2∈F(A) (respectiv I1, I2∈I(A)) avem 
F1⋀F2=F1⋂F2 iar F1⋁F2=[F1⋃F2) (respectiv I1⋀I2=I1⋂I2 iar I1⋁I2=(I1⋃I2] ). 

 
Dacă  A  este o inf (sup)-semilatice şi  a∈A,  vom nota prin [a)      ( (a]) filtrul (idealul) generat 

de {a}.  
Conform celor de mai sus avem că: [a)={x∈A∣a≤x}  şi (a]={x∈A∣x≤a} ([a), (a] poartă numele 

de  filtrul (idealul) principal generat de  a). 
  

Definiţia1.10.  Vom spune despre o latice  (L,≤)  că este: 
   i)  modulară   dacă  pentru  oricare    x,  y,  z ∈L    cu    z ≤ x   avem   x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ 

z 
    ii) distributivă  dacă verifică una din următoarele două condiţii echivalente:  
   1)  x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) 
     2)  x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)  pentru orice x, y, z ∈ L. 
  
  Să notăm că există latici ce nu sunt modulare. 
  Într-adevăr, dacă vom considera laticea notată tradiţional prin N5 : 
               
                                 1 
 
 
 
   
               c 
                                                                                      
                                                                                                   b 
               a 
 
 
                                         
                                             
                                                 0 
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observăm că  a ≤ c,  pe când  a ∨ (b ∧ c) = a ∨ 0 = a   iar  (a ∨ b) ∧ c=     =1 ∧ c ≠ a, astfel că  c ∧ (b ∨ 
a) ≠ (c ∧ b) ∨ a, deci N5  nu este modulară. 
 
  Teorema 1.11. (Dedekind).  Pentru o latice  L  următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 (i) L  este modulară 
 (ii) Pentru  orice   a, b, c∈L, dacă  c ≤ a,   atunci   a ∧(b ∨ c) ≤    ≤ (a ∧ b)∨ c 
 (iii) Pentru orice  a, b, c∈L avem ((a∧c) ∨ b) ∧ c = (a∧c) ∨ (b∧c) 
 (iv)  Pentru orice  a, b, c∈L, dacă a ≤ c,  atunci din  a ∧b =c ∧b şi  a∨ b= c ∨ b  deducem că  
a = c 
 (v)  L  nu are sublatici izomorfe cu  N5. 
 
  Demonstraţie.   Cum în orice latice, dacă  c ≤ a,  atunci (a ∧ b) ∨ c ≤ a ∧(b ∨ c),  echivalenţa  (i)  
⇔ (ii)  este imediată. 
(i) ⇒ (iii).  Rezultă din aceea că  a ∧ c ≤ c. 
(iii)  ⇒ (i).   Fie   a, b, c ∈ L   a.î.   a ≤ c.   Atunci   a = a ∧ c,  deci         (a ∨ b) ∧ c = ((a ∧ c) ∨ b) ∧ c 
= (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b ∧ c). 
(i)  ⇒  (iv).   Avem   a = a ∨ (a ∧ b) = a ∨ (c ∧ b) = a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c =  (c ∨ b) ∧ c = c. 
(iv) ⇒ (v) Evident (ţinând cont de observaţia de mai înainte). 
(v) ⇒ (i)  Să presupunem că  L  nu este modulară. Există atunci a, b, c  în  L  a.î.  a ≤ c, iar  a ∨ (b ∧ c) 
≠ (a ∨ b) ∧ c.  Să observăm că b∧c < a ∨ (b ∧ c) < (a ∨ b) ∧ c < a∨b, b ∧ c < b < a ∨ b,  a ∨ (b ∧ c) ≤  b  
şi   b ≤  (a ∨ b) ∧ c. 
 Obţinem în felul acesta diagrama Hasse a unei sublatici a lui  L izomorfă cu  N5: 
 
       a ∨ b 
 
 
 
 
  (a ∨ b) ∧ c               
                                                                                                           b 
   a ∨ (b ∧ c)  
 
 
                                         
 
                                                   b ∧ c 
 
(observând şi că (a ∨ (b∧c)) ∨ b = a∨ ((b∧c) ∨ b) = a∨b  şi  ((a∨b) ∧ c)∧ b = ((a ∨ b) ∧ b) ∧ c = b ∧ c,  
ceea ce este absurd.  n 
 
 Pe  parcursul acestei lucrări vom prezenta mai multe exemple de latici modulare. 
    
 Evident, orice latice distributivă este modulară. În cele ce urmează,  prin   Ld   vom  nota  clasa  
laticilor  distributive iar prin  Ld (0, 1) clasa laticilor distributive mărginite.  
   Exemple. 
   1. Dacă  L  este un lanţ, atunci  L∈Ld (0, 1). 
   2. (ℕ, | ),  (P (M), ⊆) ∈ Ld (0, 1). 
 
   Teorema 1.12.  Pentru  L∈L  următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
   (i)   L ∈ Ld 
   (ii)   a ∧ (b ∨ c) ≤ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)  pentru orice  a, b, c ∈ L 
   (iii) (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) = (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a)  pentru orice  a, b, c∈L 
   (iv) Pentru orice  a, b, c∈L, dacă  a ∧ c = b ∧ c  şi   a ∨ c = b ∨ c, atunci  a = b 
   (v)  L  nu are sublatici izomorfe cu  N5  sau M3, unde  M3  are următoarea diagramă 
Hasse: 
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                                                    1 
  
 
                
                 
                                             b 
                     a                                                      c 
 
 
 
                                       
  
                                               
                                                    0 
 
 Demonstraţie.   (i)  ⇔  (ii).  Rezultă  din  aceea  că pentru oricare elemente a, b, c ∈ L,  (a ∧ b) ∨ 
(a ∧ c) ≤ a ∧ (b ∨ c). 
(i) ⇒ (iii). Să presupunem  că   L ∈ Ld  şi fie  a, b, c ∈ L.  Atunci      (a ∨ b) ∧ (b ∨  c) ∧ (c ∨ a)  =  
(((a ∨ b) ∧ b) ∨ ((a ∨ b) ∧ c)) ∧ (c ∨ a) = =(b ∨ ((a ∧ c) ∨  (b ∧ c))) ∧ (c ∨ a)  =  (b ∨ (a ∧ c))  ∧  (c ∨ 
a)  =  (b ∧(c ∨ a)) ∨ ((a ∧ c) ∧ (c ∨ a)) = ((b ∧ c) ∨ (b ∧ a)) ∨ (a ∧ c) =  (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a). 
(iii) ⇒ (i).  Deducem imediat că  L  este modulară, deoarece dacă a, b,   c ∈ L   şi   a ≤ c,   (a ∨ b) ∧ c  
=  (a ∨ b) ∧ ((b ∨ c) ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (b ∨ ∨c) ∧ (c ∨ a) = (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) = (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) 
∨ a =  ((a ∧ b) ∨ a) ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b ∧ c).  Cu această observaţie, distributivitatea  lui   L  se deduce 
astfel:  
 a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ (a ∨ b)) ∧ (b ∨ c)  =  ((a ∧ (c ∨ a)) ∧ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c)  =  a ∧ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ 
a) = a ∧ ((a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a)) =  
=(a ∧ ((a ∧ b) ∨ (b ∧ c))) ∨ (c ∧ a) = (datorită modularităţii) = a ∧ (b ∧ c)) ∨ (a ∧ b) ∨ (c ∧ a) = 
(datorită modularităţii) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). 
(i) ⇒ (iv).  Dacă  a ∧ c = b ∧ c   şi  a ∨ c = b ∨ c,  atunci  a = a ∧ (a ∨ c)  =  a ∧ (b ∨ c)  =  (a ∧ b) ∨ (a 
∧ c)  =  (a ∧ b) ∨ (b ∧ c)  =  b ∧ (a ∨ c) = b ∧ (b ∨ c) = b. 
(iv) ⇒ (v).  Să admitem prin absurd că atât  N5  cât şi  M3  sunt sublatici  ale lui  L.  În  cazul  lui   N5  
observăm  că   b ∧ c = b ∧ a = 0, b ∨ c =  =b ∨ a = 1  şi totuşi  a ≠ c  iar în cazul lui  M3,  b ∧ a = b ∧ c 
= 0, b ∨ a = b ∨ c = 1  şi totuşi   a ≠ c - absurd! 
(v) ⇒ (i).  Conform Teoremei 1.1, dacă  L  nu are sublatici izomorfe cu  N5  atunci ea este modulară. 
Cum pentru oricare  a, b, c ∈ L avem:       (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) ≤ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a),  să 
presupunem  prin  absurd  că există   a, b, c ∈ L  a.î.  (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a)  <   (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ 
(c ∨ a).   Notăm  d = (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a),      u  =  (a ∨ b)  ∧  (b ∨ c)  ∧ (c ∨ a),     a′  =  (d ∨ a) 
 ∧  u,  b′  = (d ∨ b) ∧ u   şi   c′ = (d ∨ c) ∧ u. 
 
Diagrama  Hasse a mulţimii  {d, a′, b′, c′, u}  este: 
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                                         d 
Cum  {d, a′, b′, c′, u}⊆L  este sublatice, dacă vom verifica faptul  că  elementele   d, a′, b′, c′, u    sunt  
distincte,  atunci sublaticea   {d, a′, b′, c′, u}  va fi izomorfă cu  M3  ceea ce va fi contradictoriu cu 
ipoteza pe care o acceptăm. 
   Deoarece   d < u,   vom  verifica  egalităţile   a′ ∨ b′  =   b′ ∨ c′=c′ ∨ a′ = u,  a′ ∧ b′ = b′ ∧ c′ = 
c′ ∧ a′ = d  şi atunci va rezulta şi că cele 5 elemente  d, a′, b′, c′, u  sunt distincte. 
   Datorită  modularităţii  lui   L  avem:  a′ = d ∨ (a ∧ u),  b′ = d  ∨(b ∧ u), c′ = d ∨ (c ∧ u)  iar 
datorită simetriei este suficient să demonstrăm doar că     a′ ∧ c′ = d. 
   Într-adevăr,   a′ ∧ c′  =  ((d ∨ a) ∧ u) ∧ ((d ∨ c) ∧ u)  =  (d ∨ a) ∧ (d ∨ c) ∧ u = ((a ∧ b) ∨ (b ∧ 
c)  ∨ (c ∧ a) ∨a) ∧ (d ∨ c) ∧ u  = =((b ∧ c) ∨ a) ∧ (d ∨ c) ∧ u  =  ((b ∧ c) ∨ a) ∧ ((a ∧ b) ∨ c) ∧                  
∧ (a ∨ b) ∧(b ∨ c)  ∧  (c ∨ a)  =  ((b ∧ c) ∨ a)  ∧  ((a ∧ b) ∨ c)  = (b ∧ c)  ∨  (a ∧ ((a ∧ b) ∨ c)) = 
(datorită modularităţii) =(b ∧ c) ∨ (((a ∧ b) ∨ c) ∧ a)= (b ∧ c) ∨ ((a ∧ b) ∨ (c ∧ a)) = (datorită 
modularităţii) = d.  
     Corolar 1.13. Fie L o latice oarecare şi x, y∈L. Atunci   
 (x] ∧ (y]=(x ∧ y]  iar   (x ∨ y]⊆(x] ∨ (y]; dacă   L∈Ld, atunci   (x] ∨ (y] = (x ∨ y]. 
 
   Demonstraţie.  Egalitatea  (x] ∧ (y] = (x ∧ y]  se probează imediat prin dublă incluziune iar 
incluziunea (x ∨ y]⊆(x] ∨ (y] este imediata. Dacă  L∈Ld , atunci  (x] ∨ (y] = {i ∨ j  |  i ∈ (x]  şi  j ∈ 
(y]} = {i ∨ j  |  i ≤ x şi  j ≤ y},  de unde rezultă imediat că    (x] ∨ (y] ⊆ (x ∨ y], deci (x ∨ y]=(x] ∨ (y].  
n 
 
 
CURSUL nr. 4 
 
          §1.Algebre Boole.  
 
  Definiţia1.  Fie  L  o latice mărginită. Vom spune că elementul  a∈L  are un complement în  
L  dacă există  a′∈L  a.î.       a ∧ a′ = 0  şi  a ∨ a′ = 1 (a′  se va numi complementul  lui  a). 
  Vom spune despre laticea  L  că este complementată dacă orice element al său are un 
complement. 
  Dacă  L  este o latice oarecare şi  a, b ∈L,  a ≤ b,  prin complementul relativ  al unui 
element  x∈[a, b] din intervalul [a, b],  înţelegem acel element  x′∈[a, b] (dacă există!)  pentru 
care    x ∧ x′ = a  şi  x ∨ x′ = b. 
  Vom spune despre o latice  L  că este relativ complementată dacă orice element al său 
admite un complement relativ în orice interval din L  ce-l conţine. 
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   Lema 1.2.   Dacă  L∈L(0, 1),  atunci un element al  lui  L poate avea cel mult un 
complement. 
 
   Demonstraţie.   Fie  a∈L  iar  a′,  a′′   doi complemenţi ai lui   a.  Atunci   a ∧ a′ = a ∧ a′′ = 0  
şi  a ∨ a′ = a ∨ a′′ = 1,  de unde  a′ = a′′   n 
 
   Lema 1.3. Orice latice L modulară  şi  complementată este relativ complementată. 
 
   Demonstraţie.  Fie  b, c ∈L,  b ≤ c,  a ∈[b, c]  şi  a′ ∈ L  complementul lui  a  în  L. Dacă  vom  
considera  a′′ = (a′ ∨ b) ∧ c ∈ [b, c],   atunci a ∧ a′′=  a ∧ [(a′∨ b) ∧ c] = [(a ∧ a′)∨ (a ∧ b)] ∧ c = (a ∧ 
b) ∧ c  =b ∧ c= b iar a ∨ a′′= a ∨[(a′∨ b) ∧ c] = (a ∨ a′∨ b) ∧ (a ∨ c) = 1 ∧ c = c, adică a׳׳ este 
complementul relativ al lui a în  [b, c]. n 
 
   Lema1.4.  (De Morgan)  Fie  L∈Ld(0, 1),  a, b∈L  având complemenţii  a′, b′ ∈L.  Atunci    
a ∧ b,  a ∨ b  au complemenţi în  L şi anume  (a ∧ b)′ = a′ ∨ b′  iar  (a ∨ b)′ = a′ ∧ b′. 
 
   Demonstraţie.  Este suficient să probăm că   (a ∧ b) ∧ (a′ ∨ b′) = 0  iar   (a ∧ b) ∨ (a′ ∨ b′) = 1.   
Într-adevăr,  (a ∧ b) ∧ (a′ ∨ b′) = (a ∧ b ∧ a′) ∨ (a ∧ b ∧ b′) = 0 ∨ 0 = 0 iar (a ∧ b) ∨ (a′ ∨ b′) = (a ∨ a′ 
∨ b′) ∧ (b ∨ a′ ∨ b′) = 1 ∧ 1 = 1.  n 
 
   Observaţia 1.5.  Dacă  L∈Ld (0, 1)  şi  a∈L  are un complement  a′∈L, atunci  a′  este cel mai 
mare element al lui  L  cu proprietatea că  a ∧ a′= 0  (adică  a′ = sup ({x ∈ L  |  a ∧ x = 0}). 
   Această observaţie ne conduce la: 
 
   Definiţia1.6. Fie L  o inf-semilatice cu  0  şi  a∈L.  Un element a*∈L  se zice 
pseudocomplementul lui  a  dacă    a*= sup ({x ∈ L  | a ∧ x = 0}). 
   Dacă orice element al lui  L  are pseudocomplement, vom spune că inf - semilaticea  L  
este pseudocomplementată 
   O latice  L  se zice pseudocomplementată, dacă  privită ca inf-semilatice este 
pseudocomplementată. 
 
   Lema 1.7.Dacă  L  este o latice modulară mărginită, atunci orice element ce are un 
complement  a′  îl va avea pe  a′ şi ca pseudocomplement. 
 
   Demonstraţie.   Într-adevăr,  fie   a∈L, a′ un complement  al  lui  a şi b∈L  a.î.  a′ ≤ b  şi  b ∧ a 
= 0. 
   Atunci  b = b ∧ 1 = b ∧ (a′ ∨ a) = a′ ∨ (b ∧ a) = a′ ∨ 0 = a′.  n 
   Teorema 1.8.  Fie  L∈Ld (0)  pseudocomplementată,   
R (L) = {a*   |  a ∈ L}  iar  D (L) = {a ∈ L  |  a* = 0}. 
   Atunci, pentru  a, b ∈L  avem: 
              1)  a ∧ a* = 0 iar a ∧ b = 0  ⇔  a ≤  b* 
              2) a ≤ b  ⇒  a* ≥ b* 
              3) a ≤ a** 
              4) a* = a*** 
              5) (a ∨ b)* = a* ∧ b* 
              6) (a ∧ b)** = a** ∧ b** 
              7) a ∧ b = 0  ⇔  a** ∧ b** = 0 
              8) a ∧ (a ∧ b)* = a ∧ b* 
              9) 0* = 1,   1* = 0 
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               10) a ∈ R (L)  ⇔  a = a** 
               11) a, b ∈ R (L)  ⇒  a ∧ b ∈ R (L) 
               12) sup )(LR {a, b} = (a ∨ b)** = (a* ∧ b*)* 

               13) 0,  1 ∈ R (L),  1 ∈ D (L)  şi  R (L) ∩ D (L) = {1} 
               14) a, b ∈ D (L)  ⇒  a ∧ b ∈ D (L) 
               15) a ∈ D (L)  şi  a ≤ b  ⇒  b ∈ D (L) 
               16) a ∨ a* ∈ D (L). 
 
   Demonstraţie. 1)  Rezultă din definiţia lui  a*. Echivalenţa rezultă din definiţia lui b*. 
2)  Deoarece b ∧ b* = 0,  atunci pentru a ≤ b, deducem că  a ∧ b*= 0,  adică  b* ≤ a*. 
3)  Din  a ∧ a* = 0  deducem că  a* ∧ a = 0,  adică  a ≤  (a*)* = a**. 
4)  Din  a ≤ a**  şi  2)  deducem că  a*** ≤ a*  şi cum din  3) deducem că   a* ≤ (a*)** = a***  rezultă 
că  a* = a***. 
5)   Avem   (a ∨ b)  ∧ (a* ∧ b*)  =  (a ∧ a* ∧ b*)  ∨  (b ∧ a* ∧ b*) =  0 ∨ 0 = 0. Fie acum  x ∈ L  a.î.  
(a ∨ b) ∧ x = 0. Deducem că   (a ∧ x)∨ (b ∧ x) = 0,  adică  a ∧ x = b ∧ x = 0,  de unde  x ≤ a*,  x ≤ b*,  
adică x ≤ a* ∧ b*. Restul afirmaţiilor se probează analog.  n 
        Observaţie 1.9.   
        1. Elementele  lui   R (L)   se  zic regulate iar cele ale lui D (L)  dense. 
         2. Ţinând cont de  4) şi 10) deducem că R (L) = { a ∈ L : a** = a}. 
         3.  Din 14) şi 15) deducem că  D (L) ∈ F (L). 
 
 Teorema1.10.  Fie  L∈Ld  şi  a∈L.   
 Atunci  fa : L → (a] × [a),  fa (x) = (x ∧ a,  x ∨ a)  pentru  x∈L  este un morfism injectiv în  
Ld.  În cazul în care  L∈Ld (0, 1),  atunci  fa  este izomorfism în  Ld (0, 1) dacă şi numai dacă  a  
are un complement. 
 
   Demonstraţie.  Faptul că  fa  este morfism de latici este imediat. Fie acum x, y ∈L  a.î.  fa (x) 
= fa (y)  adică  x ∧ a = y ∧ a  şi  x ∨ a =  y ∨ a.  Cum L∈Ld,  atunci  x = y , deci  fa  este ca funcţie o 
injecţie, adică  fa  este morfism injectiv în  Ld. 
   Să presupunem acum că  L∈Ld (0, 1).  Dacă  fa  este izomorfism în  Ld (0, 1),  atunci  pentru   
(0, 1) ∈ (a] × [a)   va  exista   x∈L   a.î.  f (x) = (0, 1),  adică  a ∧ x = 0  şi  a ∨ x = 1,  de unde  x = a′. 
   Reciproc, dacă  a′ ∈ L  este complementul lui  a,  pentru  (u, v) ∈(a] × [a)  alegând  x = (u∨a′) 
∧v  deducem imediat că   fa (x) = (u, v), adică  fa  este şi surjecţie, deci izomorfism în  Ld (0, 1).  n 
 
   Definiţia1.11.  Numim latice Boole orice latice complementată din  Ld (0, 1). 
 
   Exemple.   
   1.   Lanţul  trivial  1 = {∅}   ca  şi  2 = {0, 1}  (în care 0′ = 1  şi  1′ = 0).  De fapt  1  şi  2  sunt 
singurele lanţuri ce sunt latici Boole. 
   2.  Pentru orice mulţime  M,  (P(M), ⊆)  este o latice Boole în care pentru orice  X ⊆ M,  X′ = 
M \  X = CM (X). 
   3.   Fie   n∈ℕ,  n ≥ 2  iar  Dn  mulţimea divizorilor naturali ai lui  n. 
   Mulţimea ordonată  (Dn, ∣ )  este latice  Boole  ⇔  n  este liber de pătrate  (în  care  caz  
pentru  p, q ∈ Dn,   p ∧ q = (p, q), p ∨ q =  [p, q], 0 = 1, 1 = n  iar  p′ = n / p). 
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   4.  Fie  M  o mulţime iar 2M = {f : M → 2}.  Definim pe  2M relaţia de ordine  f ≤ g  ⇔  f (x) 
≤ g (x)  pentru orice  x∈M.  Astfel      (2M, ≤)  devine latice  Boole (în care caz pentru  f ∈ 2M,  f′ = 1 
- f). 
 
   Definiţia1.12.  Din punctul de vedere al Algebrei Universale, prin algebră Boole 
înţelegem o algebră  (B, ∧, ∨, ′, 0, 1) de tipul  (2, 2, 1, 0, 0)  (cu  ∧  şi  ∨  operaţii binare, ′  o 
operaţie unară iar  0, 1 ∈ B  operaţii nule) a.î.           
B1:  (B, ∧, ∨) ∈ Ld 
B2:  Sunt verificate identităţile  x ∧ 0 = 0,      x ∨ 1 = 1 
                               x ∧ x′ = 0,     x ∨ x′ = 1. 
   În cele ce urmează prin B vom desemna clasa algebrelor Boole.  
  Dacă  B1, B2 ∈ B,  f : B1 → B2  va fi morfism de algebre Boole dacă  f  este morfism în  Ld (0, 
1)  şi în plus  f (x′) = (f (x))′  pentru orice  x ∈ B1. 

   Morfismele bijective din B se vor numi izomorfisme. 
 
   Propoziţia1.13.  (Glivenko) Fie  (L, ∧, *, 0)  o inf-semilatice pseudocomplementată iar  R 
(L) = {a*  |  a ∈ L}.  Atunci, cu ordinea indusă de pe  L,  R (L)  devine algebră Boole. 
 
   Demonstraţie. Deducem imediat că  L  este mărginită  (1 = 0*)  iar pentru  a, b ∈ R (L),  a ∧ b 
∈R (L)  iar   sup R (L) {a, b} = (a* ∧ b*)*  astfel că  R (L)  este latice mărginită şi sub-inf-semilatice a 
lui  L. 
   Deoarece   pentru   a∈R (L),   a ∨ a*  =  (a* ∧ a**)* =  0* = 1   şi  a ∧ a* = 0  deducem că  a*  
este complementul lui  a  în  R (L).  Mai rămâne de probat faptul că  R (L)  este distributivă. 
Pentru   x, y, z ∈ R (L),   x ∧ z  ≤  x ∨ (y ∧ z)   şi   y ∧  z ≤  x ∨ (y ∧ z), deci  x ∧ z ∧ [x ∨ (y ∧ z)]* = 0   
şi  (y ∧ z) ∧ [x ∨ (y ∧ z)]* = 0 astfel că   z ∧ [x ∨ (y ∧ z)]* ≤ x*, y*,  adică z ∧ [x ∨ (y ∧ z)]* ≤ x* ∧ y*  
şi   z ∧ [x ∨ (y ∧ z)]*  ∧  (x* ∧ y*)* = 0   ceea  ce  implică   z ∧ (x* ∧ y*)  ≤  [x ∨ (y ∧ z)]**.   Cum  
partea  stângă  a  acestei  ultime  inegalităţi este   z ∧ (x ∨ y)  iar partea dreaptă este  x ∨ (y ∧ z)  (în  R 
(L)),  deducem că  z ∧ (x ∨ y) ≤ x ∨ (y ∧ z),  adică  R (L)  este şi distributivă.  n 
 
   Propoziţia1.14.  Fie  B ∈B  şi  a, b∈B  a.î.  a ∧ b = 0  şi  a ∨ b = 1.  Atunci  b = a 
             Dacă  B ∈B  şi  a, b ∈ B,  atunci  (a′)′ = a,   (a ∧ b)′=a′ ∨ b′  iar  (a ∨ b)′ = a′ ∧ b′. 
 
   Demonstraţie.  Rezultă imediat din cele de mai inainte ∎ 
 
   Propoziţia1.15.  Dacă  M  este o mulţime oarecare, atunci algebrele Boole  2M  şi  P(M)  
sunt izomorfe. 
 
   Demonstraţie. Fie X∈P(M) şi Xα :M→2, 

                                  ( )
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   Se verifică imediat că asocierea  X → αX  defineşte un izomorfism de algebre Boole α : P(M) 

→ 2M.  n 
 

       §2.Legătura dintre inelele Boole şi algebrele Boole. 
  

Definiţia 2.1. Un  inel  (A, +, ⋅ , -, 0, 1)  se  zice  Boolean  dacă a2 = a  pentru orice  a ∈ A. 
 

Exemple  1.  2  este inel Boolean (în care  1 + 1 = 0). 



 

 

18 

18 

2.  (P(X), ∆, ∩, ′ , ∅, X)  cu  X  mulţime oarecare iar  ∆ diferenţa simetrică de mulţimi. 
 
Lema 2.2.   Dacă  A  este  inel  Boolean,  atunci  pentru  orice a ∈ A,   a + a = 0  iar  A  

este comutativ. 
 

Demonstraţie.  Din  a + a = (a + a)2  deducem că  a + a = a + a + a + a, adică  a + a = 0,  deci  -
a = a. 

Pentru  a, b  ∈ A,   din  a + b = (a + b)2  deducem că  a + b = a2 + ab + ba + +b2  adică  ab + ba 
= 0  de unde  ab = - (ba) = ba.  n 
 

Legătura dintre algebrele Boole şi inelele Boole ne este oferită de: 
 

Propoziţia 2.3.  (i)  Dacă  (A, +, ⋅ , -, 0, 1)  este un inel Boole, atunci relaţia  "≤"  de pe  A  
definită prin  a ≤ b  ⇔  ab = a conferă lui A  structură de algebră Boole, unde pentru     a, b ∈ A,  
a ∧ b= ab,  a ∨ b = a + b + ab  iar   a′ = 1  + a. 

(ii)  Reciproc, dacă  (A, ∧, ∨, ′, 0, 1)  este o algebră Boole, atunci A   devine  inel  Boole  
faţă  de  operaţiile   +,  ⋅   definite pentru a, b ∈ A  prin    a + b = (a ∧ b′) ∨ (a′ ∧ b)  şi  a⋅b = a ∧ b  
iar  -a = a. 
 

Demonstraţie.   (i)  Faptul că  (A, ≤)  este mulţime ordonată se probează imediat. Fie acum  a, 
b ∈ A.  Deoarece a (ab) = a2 b = ab  şi  b (ab) = ab2 = ab  deducem că  ab ≤ a  şi    ab ≤ b.  Fie acum  c 
∈ A  a.î.  c ≤ a  şi c ≤ b,  adică  ca = c  şi  cb = c. Atunci c2 ab = c2 ⇔ cab = c  ⇔  c ≤ ab, de unde 
concluzia că  ab = a ∧ b. 

Analog se probează că  a ∨ b = a + b + ab. 
Deoarece a ∧ (b ∨ c) = a (b + c + bc) = ab + ac + abc iar  (a ∧ b)∨  (a ∧ c) = =(ab) ∨ (ac) = ab 

+ ac + a2 bc = ab + ac + abc  deducem că  a∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c),   adică  A ∈ Ld.   Deoarece 
pentru  a ∈ A, a ∧ a′ = a ∧ (1 + a) = a (1 +a) = =a + a2 = a + a = 0  şi  a ∨ a′ = a ∨ (1 + a) = a + 1 + a + 
a (1 + a) = a + 1 + a + a + +a2 = 1 + a+ a + a + a = 1 deducem că  (A, ∧, ∨, ′, 0, 1)  este latice  Boole. 

(ii)  Pentru  a, b, c ∈ A  avem 
1.  a + (b + c) = [a ∧ (b + c)′] ∨ [a′ ∧ (b + c)] = 
= {a ∧ [(b ∧ c′) ∨ (b′ ∧ c)]′} ∨ {a′ ∧ [(b ∧ c′) ∨ (b′ ∧ c)]} = 
= {a ∧ [(b′ ∨ c) ∧ (b ∨ c′)]} ∨ {(a′ ∧ b ∧ c′) ∨ (a′ ∧ b′ ∧ c)} = 
= {a ∧ [(b′ ∧ c′) ∨ (c ∧ b)]} ∨ {(a′ ∧ b ∧ c′) ∨ (a′ ∧ b′ ∧ c)} = 
= (a ∧ b′ ∧ c′) ∨ (a ∧ b ∧ c) ∨ (a′ ∧ b ∧ c′) ∨ (a′ ∧ b′ ∧ c) =  
= (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b′ ∧ c′) ∨ (b ∧ c′ ∧ a′) ∨ (c ∧ a′ ∧ b′) 

Cum  forma  finală este simetrică în  a, b  şi  c  deducem că  a + (b + c) =    = (a + b) + c. 
2.  a + b = (a ∧ b′) ∨ (a′ ∧ b) = (b ∧ a′) ∨ (a ∧ b′) = b + a. 
3.  a + 0 = (a ∧ 0′) ∨ (a′ ∧ 0) = (a ∧ 1) ∨ 0  = a. 
4.  a + a = (a′ ∧ a) ∨ (a ∧ a′) = 0 ∨ 0 = 0,  deci  -a = a. 
5. a (bc) = a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c = (ab) c 
6. a ⋅ 1 = a ∧ 1 = a. 
7. a (b + c) = a ∧ [(b ∧ c′) ∨ (b′ ∧ c)] = (a ∧ b ∧ c′) ∨ (a ∧ b′ ∧ c) iar  (ab) + (ac)  =  (a ∧ b) + (a ∧ c)  = 
 [(a ∧ b) ∧ (a ∧ c)′] ∨ [(a ∧ b)′ ∧ (a ∧ c)] = [a ∧ b ∧ (a′ ∨ c′)] ∨ [(a′ ∨ b′) ∧ (a ∧ c)] = [(a ∧ b ∧ a′) ∨ (a 
 ∧b ∧ c′)] ∨ [(a ∧ c ∧ a′) ∨ (a ∧ c ∧ b′)] =     = (a ∧ b ∧ c′) ∨ (a ∧ c ∧ b′), de unde deducem că  a (b + c) 
= ab + ac. 

Din 1-7 deducem că (A, +, ⋅, -, 0, 1) este inel Boolean unitar. n 
 

 Teorema 2.4. Fie (B1, +, ⋅), (B2, +, ⋅) două inele Boole iar (B1, ∧, ∨, ′, 0, 1), (B2, ∧, ∨, ′, 0, 1) 
algebrele Boole induse de aceste.  

Atunci f : B1 → B2 este morfism de inele (unitare) dacă şi numai dacă f este morfism de 
algebre Boole. 
 

Demonstraţie.  Totul rezultă din definiţia morfismelor de inele şi de latici Boole n 
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Teorema 2.5. Fie B1 şi B2 două algebre Boole iar f : B1 → B2 o funcţie. Următoarele 
condiţii sunt echivalente: 

(i) f este morfism de algebre Boole; 
 (ii) f este morfism de latici mărginite; 
 (iii) f este morfism de inf-semilatici şi f(x′) = (f(x))′ pentru orice x∈B1; 
 (iv) f este morfism de sup-semilatici şi f(x′) = (f(x))′ pentru orice x∈B1. 
 

Demonstraţie.  (i) ⇒ (ii). Evident. 
(ii) ⇒ (i). f(x) ∧ f(x′) = f(x ∧ x′) = f(0) = 0 şi analog  f(x) ∨ f(x′) = f(x ∨ x′) = f(1) = 1, deci 

f(x′) = (f(x))′. 
(iii) ⇒ (i). f este morfism de sup – semilatici deoarece f(x ∨ y) = f(x′′ ∨ y′′) = f((x′ ∧ y′)′) = 

(f(x′ ∧ y′))′ = (f(x′) ∧ f(y′))′= ((f(x))′ ∧ (f(y))′)′ = f(x)′′ ∨ f(y)′′ = f(x) ∨ f(y).  
Atunci f(0) = f(x ∧ x′) = f(x) ∧ (f(x))′ = 0 şi analog f(1) = 1, deci f este morfism de algebre 

Boole. 
(i) ⇒ (iii). Evident. 
(iv). Este afirmaţia duală  lui (iii) şi deci echivalenţa (iv) ⇔ (i) se demonstrează analog ca şi 

echivalenţa (i) ⇔ (iii). n 
 
Teorema 2.6. Fie f : B1 → B2 un morfism de algebre Boole iar Ker(f) = = f -1{0} = {x∈B1| 

f(x) = 0}. Atunci Ker(f) ∈ I(B1) iar f este ca funcţie o injecţie dacă şi numai dacă  Ker(f) = {0}. 
 
Demonstraţie.  Fie x∈Ker (f) şi y∈B1 a.î. y ≤ x. Atunci, f fiind izotonă ⇒ f(y) ≤ f(x) = 0 ⇒ 

f(y) = 0 ⇒ y∈Ker (f). Dacă  x, y∈Ker (f) atunci în mod evident şi x ∨ y ∈Ker (f), adică  Ker (f) 
∈I(B1). 
 Să presupunem că Ker (f) = {0} şi fie x, y ∈ Ker(f) a.î. f(x) = f(y). Atunci f(x∧y′) = f(x)∧f(y′) 
= f(x)∧f(y)′ = f(x) ∧ f(x)′ = 0, deci x ∧ y′ ∈Ker (f), adică          x ∧ y′ = 0, deci   x ≤ y. Analog se arată 
că y ≤ x, de unde x = y. 
 Implicaţia reciprocă este evidentă (deoarece f(0) = 0). n 

  
Teorema 2.7. Fie f : B1 → B2 un morfism de algebre Boole. Următoarele afirmaţii sunt 

echivalente: 
(i)   f este izomorfism de algebre Boole; 

      (ii)  f este surjectiv şi pentru orice x, y∈B1 avem x ≤ y ⇔ f(x) ≤ f(y); 
(iii) f este inversabilă şi f-1 este un morfism de algebre Boole.  
  
Demonstraţie.  (i) ⇒ (ii). f izomorfism ⇒ f  surjecţie. 
Orice morfism de latici este o funcţie izotonă, deci  x ≤ y  ⇒ f(x) ≤ f(y). 

   Fie f(x) ≤ f(y). Atunci f(x) = f(x) ∧ f(y) = f(x ∧ y) şi cum f este injectivă ⇒  x = x ∧y, de unde  
x ≤ y. 

(ii) ⇒ (iii). Arătăm că f este injectivă. Fie f(x) = f(y) ⇒ f(x) ≤ f(y) şi f(y) ≤ f(x) ⇒ x ≤ y şi y ≤ 
x ⇒ x = y. Cum f este şi surjecţie, rezultă că f este bijecţie, deci este inversabilă. Să demonstrăm de 
exemplu că f -1(x ∧ y ) = f -1(x) ∧ ∧ f -1(y), oricare ar fi x, y∈B2. Din x, y∈B2 şi f  surjecţie rezultă că 
există x1 şi y1∈B1 a.î. f(x1) = x şi f(y1) = y, deci  f -1(x ∧ y ) = f -1 (f(x1) ∧ f(y1)) = f -1(f(x1 ∧ y1)) =   x1 ∧ 
y1 = f -1(f(x1)) ∧ f -1(f(y1)) = f -1(x) ∧ f -1(y).  

Analog f -1(x ∨ y ) = f -1(x) ∨ f -1(y) şi f -1 ( x′) = (f -1(x))′. 
 (iii) ⇒ (i). Evident. n 
 

Teorema 2.8. Într-o algebră Boole (B, ∧, ∨ , ′, 0, 1), pentru x,y∈B definim:  
       x → y = x′ ∨ y şi x ↔y = (x→y) ∧ (y→x)  =(x′ ∨ y) ∧ (y′ ∨x). 
Atunci  pentru orice x, y, z∈B avem: 

(i)    x ≤ y ⇔ x → y = 1; 
(ii)   x → 0 = x′, 0 → x = 1, x → 1 = 1, 1 → x = x,  x → x = 1,      x′ → x = x,  x → x′ 

= x′; 
(iii)  x→ ( y→ x ) = 1; 
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(iv)  x→ ( y → z ) = ( x → y ) → ( x→ z); 
(v)   x → (y → z) = ( x ∧ y) →  z ; 

             (vi)   Dacă x ≤ y, atunci z → x ≤ z → y şi  y → z ≤ x → z; 
(vii)  (x → y) ∧ y = y, x ∧ ( x → y ) = x ∧ y; 
(viii) (x → y) ∧ (y → z)  ≤  x → z; 
(ix)   ((x → y) → y) → y = x → y; 

             (x)     (x → y) → y = (y → x) → x = x ∨ y; 
             (xi)    x → y = sup { z∈B : x ∧ z ≤ y}; 
             (xii)   x → (y ∧ z) = (x → y) ∧ (x → z);  
             (xiii)  (x ∨ y) → z = (x → z) ∧ (y → z); 
             (xiv)  x ∧ (y → z) = x ∧ [ (x ∧ y) → (x ∧ z)] ; 

            (xv)   x ↔ y = 1 ⇔ x = y. 
 

Demonstraţie.  (i). Dacă x→y =1 atunci x′∨ y =1 ⇔ x ≤ y. 
(iii). x→ (y→x) = x′ ∨ (y′∨ x) = 1 ∨ y′ = 1 
Analog celelalte relaţii .  n 

 
 
 

CURSUL nr. 5  
           
             §1.Filtre într-o algebră Boole. 

 
 Aşa cum am menţionat anterior, prin filtru într-o algebră Boole (B,∧,∨,ˊ,0,1) înţelegem un 
filtru al laticei (B,∧,∨,0,1). Ca şi în cazul laticilor vom nota prin F(B) mulţimea filtrelor lui B. Un 
filtru maximal propriu al lui B se va numi (ca şi în cazul laticilor) ultrafiltru.  
 

Ca şi în cazul laticilor  deducem: 
 

Teorema.1.1. (i) În orice algebră Boole B există ultrafiltre; 
(ii) Orice element x ≠ 0 este conţinut într-un ultrafiltru. 
 
Corolar 1.2. Fie B o algebră Boole şi x,y∈B, x≠y. Atunci există un ultrafiltru U al lui B 

a.î. x∈U şi y∉U. 
Demonstraţie. Dacă x ≠ y, atunci  x ≰ y şi y ≰ x.  
Considerăm că x ≰y. Atunci x ∧ y′ ≠ 0 (căci dacă x ∧ y′ = 0, atunci x ≤ y). Conform Teoremei 

1, (ii), cum x ∧ y′ ≠ 0 există un ultrafiltru U al lui B a.î. x ∧ y′∈U. Cum  x ∧ y′ ≤ x , y′ şi U este în 
particular filtru deducem că x, y′∈U. Cum U ≠ B deducem că y∉U.  n 
 

Teorema 1.3. Fie  (B, ∧, ∨, ′, 0, 1) o algebră Boole iar F∈F(B). Pe B definim următoarele 
relaţii binare: 

                       x ∼F y ⇔ există f∈F a.î. x ∧ f = y ∧ f, 
                                 x ≈F y ⇔ x ↔ y ∈F.  

 Atunci: 

(i) ∼F  = ≈F  
not
= ρF; 

(ii)  ρF   este o  congruenţă pe B; 
 (iii) Dacă pentru x∈B notăm prin x/F clasa de echivalenţă a lui x relativă la ρF, B/F = 
{x/F| x∈B}, atunci definind pentru x,y∈B, x/F ∧ y/F =       = (x∧y)/F, x/F ∨ y/F = (x∨y)/F şi (x/F)′ 
= x′/F, atunci (B/F, ∧, ∨, ′, 0, 1) devine în mod canonic algebră Boole ( unde 0 = {0}/F = { x∈B | x′ 
∈F} iar 1= {1}/F = F).  
  

 Demonstraţie. (i). Fie x ∼F y ⇔ există f∈F a.î. x ∧ f = y ∧ f.  
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Atunci x′ ∨ (x ∧ f) = x′ ∨ (y ∧ f) ⇒ (x′ ∨ x)  ∧ (x′∨ f) = (x′∨ y) ∧ (x′ ∨ f) ⇒ x′ ∨ f =  (x′ ∨ y) 
∧ (x′ ∨ f). Cum f∈F, F filtru şi f ≤ x′ ∨ f rezultă că x′ ∨ f ∈F ⇒ x′∨y∈F. Analog x ∨ y′∈F, deci x ↔ y 
∈F, adică   x  ≈F  y. 
 Invers, dacă x ≈F y ⇒ x ↔ y∈F ⇒(x′ ∨ y ) ∧ (x ∨ y′)∈F  ⇒ x′ ∨ y, x ∨ y′ ∈F ⇒ există f1, 
f2∈F a .î. x′ ∨ y=f1 şi  x ∨ y′= f2. Atunci x ∧ f1 = x ∧ (x′ ∨ y) = (x ∧ x′) ∨ (x ∧ y) = x ∧ y şi analog   y ∧ 
f2 = x ∧ y, deci dacă f = f1 ∧ f2∈F, atunci  x ∧ f = y ∧ f. 
 (ii). Demonstrăm că ρF  este o relaţie de congruenţă. 

-reflexivitatea: x ρF  x deoarece x′ ∨ x = 1∈F. 
- simetria: x ρF  y ⇒ (x′ ∨ y ) ∧ (x ∨ y′)∈F ⇒ y ρF  x. 
- tranzitivitatea: x ρF  y şi y ρF  z implică x′ ∨ y ,  x ∨ y′, y′ ∨ z ,  y ∨ z′ ∈F. Atunci x′ ∨ z = x′ 

∨ z ∨ ( y ∧ y′)=( x′ ∨ z ∨ y)∧ ( x′ ∨ z ∨ y′) ≥ (x′ ∨ y) ∧ ( y′ ∨ z). Deoarece x′ ∨ y, y′ ∨ z ∈F atunci x′ ∨ 
z ∈F. Analog x ∨ z′ ∈F, deci x ρF z. 
 Astfel am demonstrat că ρF  este o relaţie de echivalenţă. 

Demonstrăm compatibilitatea lui ρF cu operaţiile ∧,∨,′. 
Fie x ρF  y şi z ρF  t.  Atunci x′ ∨ y, z′ ∨ t∈F ⇒  (x′ ∨ y) ∧( z′ ∨ t) ∈F. Avem (x′ ∨ y)∧( z′ ∨ t) 

≤ (x′∨ y ∨ t)∧( z′ ∨ t ∨ y) =  (x′ ∧ z′) ∨ ( y ∨ t) = (x ∨ z)′ ∨ ∨ (y ∨ t), deci (x ∨ z)′ ∨ (y ∨ t) ∈F.  
Analog (y ∨ t)′ ∨ (x ∨ z), deci  (x ∨ z)  ρF (y ∨ t). 
Fie x ρF y. Atunci x ↔ y∈F şi x′↔y′ = (x′′∨ y′)∧(y′′∨ x′) = (x ∨ y′) ∧      (x′ ∨ y) = x ↔ y, 

deci x′ ρF y′. 
Fie x ρF  y şi z ρF  t. Conform celor de mai sus  x′ ρF  y′ şi z′ ρF  t′ şi cum ρF este compatibilă cu 

∨, avem (x′ ∨ z′)  ρF  (y′ ∨ t′) ⇔ (x ∧ z)′  ρF  (y ∧ t)′ ⇔            (x ∧ z)  ρF  (y ∧ t). 
Cu aceasta am stabilit că ρF    este o congruenţă. 
(iii). Totul rezultă din faptul că ρF  este o congruenţă pe B . n 

  
 

Teorema 1.4. Fie B1, B2 două algebre Boole iar f : B1 → B2 este un morfism de algebre 
Boole. Notăm prin Ff = f-1({1}) = {x∈B1 : f(x) = 1}. Atunci: 
 (i)   Ff ∈F(B1); 
            (ii)   f ca funcţie este injecţie ⇔ Ff = {1}; 
            (iii)  B1/ Ff  ≈ Im(f) ( unde Im(f) = f(B1)). 
 

 Demonstraţie. (i). Se verifică imediat prin dualizarea teoremei  corespunzatoare de lalatici. 
(ii). Dacă f este injectivă şi x∈Ff atunci din f(x) = 1 = f(1) ⇒ x = 1. Dacă  Ff = {1} şi f(x) = 

f(y), atunci f(x′∨ y) = f(x ∨ y′) = 1, deci x′∨ y = x ∨ y′ = 1, adică x ≤ y şi y ≤ x, deci x = y. 
           (iii). Considerăm aplicaţia α : B1/Ff → f(B1) definită prin α (x/Ff) = f(x), pentru orice x/Ff 
∈B1/Ff.  
 Deoarece pentru x,y∈B1: x/Ff = y/Ff ⇔  x ∼F f y ⇔ (x′∨y)∧(x∨y′)∈Ff (conform Teoremei 1) 
⇔ f((x′∨y)∧(x∨y′)) = 1⇔ f(x′∨y)=f(x∨y′)=1⇔ f(x)=f(y) ⇔ α(x/Ff) = α (y/Ff), deducem că α este 
corect definită şi injectivă. 
 Avem : α (x/Ff ∨ y/Ff) = α ((x ∨y) / Ff) = f( x∨y ) = f(x)∨ f(y) = α (x/Ff) ∨ ∨α ( x/Ff); analog se 
arată că α (x/Ff ∧ y/Ff) = α (x/Ff) ∧ ( y/Ff) şi α (x′/Ff) =  (α (x/Ff))′, deci α este morfism de latici Boole. 
 Fie y = f(x) ∈f(B1), x∈B1; atunci x/Ff ∈B1/Ff şi α ( x/Ff) = f(x) = y, deci α este surjectiv, adică 
izomorfism. n 
 

Teorema 1.5 . Pentru un filtru propriu F al unei algebre Boole B următoarele afirmaţii 
sunt echivalente: 
 (i)   F este ultrafiltru; 
 (ii) Pentru orice  x∈B \ F avem că x′∈F . 
 

 Demonstraţie. Să observăm că nu putem avea x, x′∈F deoarece atunci   x ∧ x′ = 0∈F, adică   F 
= B, absurd. 

(i) ⇒ (ii). Presupunem că F este ultrafiltru şi că x∉F. Atunci [F∪{x}) = B. Deoarece 0∈B, 
există x1,…,xn∈F a.î. x1 ∧ … ∧ xn ∧ x = 0, deci x1 ∧ … ∧ xn ≤ x′, de unde concluzia că x′∈F ( căci x1 ∧ 
… ∧ xn ∈F şi F este un filtru). 
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(ii) ⇒ (i). Să presupunem că există un filtru propriu F1 a.î. F⊊ F1, adică există x∈F1 \ F. 
Atunci x′∈F, deci x′∈F1 şi cum x∈F1 deducem că 0∈F1, deci F1 = B, absurd. Deci F este 
ultrafiltru. n 
 
 Teorema 1.6. Pentru un filtru propriu F al unei algebre Boole B următoarele afirmaţii 
sunt echivalente: 
 (i)  F este ultrafiltru; 
 (ii) 0 ∉F şi pentru orice elemente x, y∈B dacă x ∨ y∈F atunci x∈F sau y∈F ( adică F este 
filtru prim). 
 
 Demonstraţie. (i) ⇒ (ii). Presupunem că x ∨ y ∈F şi x∉F.  

Atunci [F∪{x}) = B şi atunci cum 0∈B există z∈F a.î. z ∧ x = 0. Deoarece z, x ∨ y ∈F rezultă 
că     z ∧ (x ∨ y) = (z ∧ x) ∨ (z ∧ y) =  0 ∨ (z ∧ y) = z ∧ y∈F. Cum z ∧ y ≤ y deducem că y∈F. 
 (ii) ⇒ (i). Cum pentru orice x∈B, x ∨ x′ = 1, deducem că x∈F sau x′∈F şi atunci  F este un 
ultrafiltru. n 
 

Teorema 1.7. Pentru un filtru propriu F al unei algebre Boole B următoarele afirmaţii 
sunt echivalente: 
 (i)  F este ultrafiltru; 

(ii) B/F ≈ 2. 
 
Demonstraţie. (i) ⇒ (ii). Reamintim că B/F = {x/F | x∈B} (vezi Teorema 3). Fie x∈B a.î. x/F 

≠ 1. Atunci x∉F ,deci  x′∈F, adică       x′/F = 1. Dar (x/F)′ = x′/F, deci  x/F = (x/F)′′ = 1′ = 0, de unde 
concluzia că B/F =   = {0,1} ≈ 2. 

(ii) ⇒ (i). Dacă x∉F atunci x/F ≠ 1, deci x/F = 0 iar x′/F = (x/F)′ = 0′ = 1, adică x′∈F şi deci F 
este ultrafiltru. n 
 
 Teorema 1.8. (Stone). Pentru orice algebră Boole B există o mulţime M a.î. B este 
izomorfă cu o subalgebră Boole a algebrei Boole (P(M), ⊆). 
  

 Demonstraţie. Vom nota prin M = UB mulţimea ultrafiltrelor lui B iar despre uB : B → P(UB), 
uB(x) = {F∈ UB : x∈F} vom arăta că este morfism injectiv de algebre Boole ( astfel că B va fi 
izomorfă cu uB(B)) 

Dacă x,y∈B şi x ≠ y atunci  există F∈ UB a.î. x∈F şi y∉F, adică F∈ uB(x) şi F∉ uB(y), deci  
uB(x) ≠ uB(y). 

În mod evident u(0) = ∅ şi u(1) = UB. 
Fie acum x,y∈B şi F∈ UB. Avem: F∈ uB(x∧y) ⇔ x ∧ y∈F ⇔ x∈F şi y∈F deci  uB(x ∧ y) = 

uB(x) ∧ uB(y).  
Deducem că uB(x ∨ y) = uB(x) ∨ uB(y), iar apoi uB(x′) = (uB(x))′, adică uB este şi morfism de 

algebre Boole. n 
 

 
 
CURSUL  nr. 6  
 
             §1.Operaţii algebrice. Monoizi. Morfisme de monoizi. 

Produse directe finite de monoizi 
 

Definiţia 1.1. Fiind dată o multime nevidă M, numim operatie algebrică (internă) sau lege 
de compoziţie (internă) pe M orice funcţie ϕ:M× M→M. 
 Pentru uşurinţa scrierii vom nota pentru x, y∈M pe ϕ(x, y) (care se mai numeşte şi compusul 
lui x cu y) prin xoy sau pur şi simplu prin xy (convenim să spunem că am notat operaţia algebrică ϕ 
multiplicativ). 

În anumite situaţii folosim pentru ϕ şi notaţia aditivă ,,+”. 
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Exemple 
 1. Dacă T este o mulţime nevidă iar M=P(T), în capitolul precedent am definit pe M operaţiile 

algebrice de intersecţie, reuniune, diferenţă şi diferenţa simetrică. 
 2. Dacă A este o mulţime nevidă  iar Hom(A)={f:A→A}, atunci  pe Hom(A) avem operaţia de 
compunere a funcţiilor:                                                    ϕ : Hom(A) × Hom(A) → Hom(A),  ϕ(f, g) = 
fog  pentru orice  f, g ∈ Hom(A). 
              Pe parcursul acestei lucrări vom mai pune în evidenţă alte mulţimi şi operaţii algebrice pe 
acestea (inclusiv mulţimile numerelor întregi ℤ, raţionale ℚ, reale ℝ şi complexe ℂ precum şi 
operaţiile de adunare şi înmulţire pe acestea). 
 

Definiţia1.2. Dacă M este mulţime nevidă, vom spune despre o operaţie algebrică de pe 
M (notată multiplicativ) că este: 

(i) comutativă – dacă pentru oricare x, y∈M, xy = yx 
(ii) asociativă   – dacă pentru oricare x, y, z∈M, (xy)z = x(yz). 

 
Operaţiile de intersecţie, reuniune şi diferenţă simetrică sunt exemple de operaţii ce sunt 

simultan comutative şi asociative, pe când compunerea funcţiilor nu este operaţie comutativă fiind însă 
asociativă. 

Dacă o operaţie algebrică de pe M este asociativă, atunci pentru a scrie compunerea a trei 
elemente x, y, z din M (sau mai multe) nu mai este necesar să folosim parantezele, astfel că în loc să 
scriem (xy)z sau x(yz) vom scrie xyz. 

Pentru n elemente x1,…,xn (n∈ℕ) din M utilizăm de multe ori notaţiile: 

 x1x2……xn= ∏
=

n

i
ix

1
 (când operaţia algebrică asociativă este notată multiplicativ) sau  

x1+x2+…+xn  = ∑
=

n

i
ix

1
 (când aceeaşi operaţie algebrică asociativă este notată aditiv). 

Dacă x1=x2=…=xn=x şi n∈ℕ* convenim să notăm x1x2…xn = xn dacă operaţia algebrică este 
notată multiplicativ şi x1+x2+…+xn  = nx dacă ea este notată aditiv. 
 

Definiţie Fie M o mulţime nevidă pe care avem o operaţie algebrică. Vom spune că un 
element e∈M este element neutru  pentru  operaţia  algebrică  respectivă  dacă  pentru orice x∈M,  xe 
=  ex = x. 

 
Observaţie 1.3.  
(i). Dacă o operaţie algebrică de pe M ar avea două elemente neutre           e, e′∈M, atunci 

ee′=e (dacă gândim pe e′ element neutru) şi tot ee′=e′ (dacă gândim pe e element neutru) astfel că e=e′. 
Deci, elementul neutru al unei operaţii algebrice (dacă există !) este unic. 

(ii). În cazul adoptării notaţiei multiplicative pentru o operaţie algebrică, elementul său neutru 
(dacă există) va fi notat prin 1, iar în cazul adoptării notaţiei aditive acesta se va nota prin 0. 
 

Exemple  
1. Dacă T≠∅, atunci pentru operaţiile algebrice ∩,∪ şi ∆ de pe M=P(T) elementele neutre 

sunt T, ∅ şi respectiv ∅. 
              2.  Dacă A≠∅, atunci pentru compunerea funcţiilor de pe Hom(A), 1A este elementul neutru. 
 

Definiţia 1.4. Un dublet (M, ⋅) format dintr-o mulţime nevidă M şi o operaţie algebrică pe 
M se zice semigrup dacă operaţia algebrică respectivă este asociativă. Dacă operaţia algebrică 
are şi element neutru, semigrupul   (M, ⋅) se zice monoid. Dacă operaţia algebrică este 
comutativă, monoidul se zice comutativ.   

De multe ori, în cazul unui semigrup se specifică doar mulţimea subiacentă M (fară a se mai 
specifica operaţia algebrică de pe M; dacă este pericol de confuzie atunci şi aceasta trebuie neapărat 
menţionată). 
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Exemple  
1. Dacă T ≠ ∅ şi M = P(T), atunci (M, ∩), (M , ∪) şi (M, ∆) sunt monoizi comutativi. 

 2. Dacă  A ≠ ∅, atunci (Hom(A),o) este  monoid necomutativ. 
 
         

Să revenim acum la cazul general al semigrupurilor. 
Următorul rezultat este imediat: 

 Propoziţia 1.5. Dacă M este un semigrup, x∈M iar m, n∈ℕ*, atunci xm⋅xn=xm+n iar 
(xm)n=xmn. 

Dacă mai avem y∈M a.î. xy=yx, atunci (xy)n=xnyn. 
 
Definiţia1.6.. Dacă M, M′ sunt monoizi, o funcţie f:M→M′ se zice morfism de monoizi 

dacă f(1)=1 şi  f(xy)=f(x)f(y) pentru orice x, y∈M. 
 

 Vom nota prin Mon clasa monoizilor iar pentru M, M′∈Mon vom nota prin HomMon(M, M′) 
(sau mai simplu Hom(M, M′) dacă nu este pericol de confuzie) toate morfismele de monoizi de la M la 
M′, adică Hom(M, M′) = ={f:M→M′/ f este morfism de monoizi}. 
 

Propoziţia1.7. Dacă M, M′, M′′ sunt monoizi iar f∈Hom(M, M′) şi g∈Hom(M′, M′′) , 
atunci gof∈Hom(M, M′′). 

 
Demonstraţie. Cum f(1) = g(1), (gof)(1) = g(f(1)) = g(1) = 1 iar pentru       x, y∈M avem 

(gof)(xy) = g(f(xy)) = g(f(x)f(y)) = g(f(x))g(f(y)) = (gof)(x)(gof)(y), adică gof ∈ Hom(M, M′′).∎ 
 

Definiţia1.8. Dacă M şi M′ sunt doi monoizi, numim izomorfism de monoizi un morfism  
f∈Hom(M, M′) pentru care există g∈Hom(M′, M) a.î.    f∘g = 1Mʹ şi g∘f = 1M; în acest caz vom 
spune despre monoizii M, M′ că sunt izomorfi şi vom scrie M≈M′. 

Se deduce imediat că f∈Hom(M, M′) este izomorfism de monoizi dacă şi numai dacă f este 
bijecţie; atunci f -1:M′→M este morfism de monoizi. 

 
Definiţia1.9. Fie (M, ⋅) un monoid. Vom spune despre un element x∈M că este inversabil 

(sau simetrizabil ) dacă  există x′∈M a.î. xx′=x′x=1. 
Să observăm că dacă x′ există atunci el este unic deoarece dacă ar mai exista x′′∈M a.î. 

xx′′=x′′x=1, atunci x′(xx′′)=x′1=x′ şi x′(xx′′)=(x′x)x′′=1x′׳=x′′, adică x′=x′′. 
Elementul x′ poartă numele de inversul (sau simetricul) lui x. În cazul notaţiei multiplicative 

vom nota x′=x-1 iar în cazul notaţiei aditive vom nota   x′=-x (iar –x se va numi opusul lui x). În cele 
ce urmează (până la specificări suplimentare) vom considera monoizi multiplicativi. 

Pentru monoidul (M, ⋅) prin U(M, ⋅) (sau mai simplu U(M) dacă nu se creează confuzii prin 
nespecificarea operaţiei algebrice de pe M ) vom nota mulţimea elementelor inversabile din M (adică 
U(M)={x∈M / există x′∈M a.î. xx′=x′x=1}). 

Evident, dacă x∈U(M), atunci x -1∈U(M) iar (x -1) -1=x. 
Pentru exemplele de monoizi de până acum avem: U(P(T),∩)={T}, U(P(T),∪)={∅}, 

U(P(T),∆)=P(T), U(ℕ,+)={0}, U(ℕ,⋅) = {1}, iar pentru o mulţime A≠∅, U(Hom(A),o)={f:A→A / f 
este bijecţie}. Convenim să notăm ∑(A)={f∈Hom(A) / f este bijecţie} şi să numim un element 
f∈∑(A) ca fiind o permutare asupra elementelor lui A. 
 

Propoziţia1.10.Fie (M, ⋅) un monoid şi x, y∈U(M). Atunci 1∈U(M),  xy∈U(M) iar (xy)-

1=y-1x-1. 
 
Demonstraţie. Din 1⋅1=1⋅1=1 deducem că 1∈U(M) iar din (xy)(y-1x-1) = =x(yy-1)x-1 = x⋅1⋅x-1 = 

xx-1 = 1  şi  (y-1x-1)(xy) = y-1(x-1x)y = y-1⋅1⋅y=y-1y=1 deducem că xy∈U(M) iar (xy)-1=y-1x-1.∎ 
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          Observaţie. Raţionând inductiv după n deducem că dacă x1,…,xn∈U(M) (n≥2), atunci 
x1⋅x2⋅…⋅xn∈U(M) iar (x1⋅x2⋅…⋅xn)-1=xn

-1…x2
-1x1

-1. 
     
           Fie acum M1, M2, …, Mn monoizi iar  
                              M = M1×…×Mn={(x1, …, xn) / xi∈Mi , 1≤ i ≤n}.  
Pentru x=(x1,…,xn), y=(y1,…,yn)∈M definim xy=(x1y1,…,xnyn) iar pentru fiecare 1≤ i ≤n considerăm 
pi :M→Mi definit  prin  pi (x)=xi   pentru orice x=(x1,…,xn)∈M   ( pi se zice a i-a proiecţie a lui M pe Mi 
sau proiecţia de indice i  ). 
 

Propoziţia 1.11. Dacă M1,…,Mn sunt monoizi, atunci (M, ⋅) este monoid, U(M)=U 
(M1)×…×U (Mn), pentru fiecare 1 ≤ i ≤ n, pi ∈Hom(M,Mi ) şi în plus este verificată următoarea 
proprietate de universalitate :  Pentru oricare monoid M′ şi familie de morfisme de monoizi (pi′)1≤ i 

≤ n cu pi′∈Hom(M′, Mi ), 1 ≤ i ≤ n, există un unic u∈Hom(M′, M) a.î. pi ou=pi ′. 
 
Demonstraţie. Asociativitatea  operaţiei de înmulţire de pe M rezultă din asociativitatea 

fiecărei operaţii de înmulţire de pe Mi  iar elementul neutru este 1=(1,…,1).     
Dacă x∈U(M), x=(x1,…,xn), atunci există y∈M , y=(y1,…,yn) a.î. xy=yx=1 ⇔ 

(x1y1,…,xnyn)=(y1x1,…,ynxn)=(1,…,1) ⇔ xiyi = yixi = 1 pentru orice 1 ≤ i ≤ n ⇔ xi∈U(Mi) pentru orice 
1 ≤ i ≤ n⇔x∈U(M1) ×…× U(Mn), de unde egalitatea (de mulţimi). 
                        U(M)= U(M1) ×…× U(Mn). 

Dacă x=(x1,…,xn), y=(y1,…,yn)∈M şi 1 ≤ i ≤ n, atunci xy=(x1y1,…,xnyn), deci pi (xy) =xi yi =pi 

(x)pi (y), adică pi ∈Hom(M, Mi). 
Să verificăm  acum proprietatea de universalitate, iar pentru aceasta fie M′ un alt monoid şi 

pentru 1 ≤ i ≤ n să considerăm pi′∈Hom(M′, Mi). Pentru x∈M′, definim u:M′→M prin 
u(x)=(p1′(x),…,pn′(x)) şi se verifică imediat că   u∈Hom(M′, M) iar piou=pi′ , pentru orice 1≤ i ≤n. 

Fie acum u′∈Hom(M′, M) a.î. piou′=pi′ pentru orice 1 ≤ i ≤ n. Atunci  pentru  orice   x∈M′  
avem   pi(u′(x)) = pi′(x),  adică 
u′(x)=(p1′(x),…,pn′(x))=u(x), de unde u=u′.∎ 
 

Definiţia 1.12. Monoidul M=M1 ×…×Mn împreună cu  proiecţiile (pi)1≤i≤n poartă numele 
de produsul direct al monoizilor M1, M2, …, Mn (când nu este pericol de confuzie nu vom mai 
specifica proiecţiile).  
 
 
 
CURSUL  nr.  7 
 
            §1. Grup. Calcule într-un grup. Subgrup.  

Subgrup generat de o mulţime. Grup ciclic.  
Ordinul unui element  într-un grup. 

 
Definiţia1.1. Vom spune despre un monoid M că este grup  dacă U(M)=M. Altfel zis, 

dubletul (M, ⋅) format dintr-o mulţime M şi  o operaţie algebrică pe M este grup dacă operaţia 
algebrică este asociativă, admite element neutru şi orice element din M este inversabil. 
 Grupul M se va zice  comutativ ( sau abelian ) dacă operaţia algebrică este comutativă. 
 

Exemple. 1. Dacă T este o mulţime nevidă atunci (P(T), ∆) este grup comutativ. 
 2. Dacă  A este  o  mulţime  nevidă,  atunci  (∑(A) , o)  este  grup ( în general necomutativ). 
 3. Mai general, dacă (M, ⋅) este un monoid atunci (U (M), ⋅) este grup.      
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 În cele ce urmează prin (G, ⋅) vom desemna un grup multiplicativ (dacă nu este pericol de 
confuzie nu vom mai specifica operaţia algebrică). Cardinalul mulţimii G se va nota  | G | şi se va 
numi ordinul grupului G . 

În consecinţă, elementul neutru al lui G va fi notat cu 1 iar pentru x∈G inversul său va fi notat 
prin x-1 . 

Analog ca  în cazul semigrupurilor, dacă  pentru  x∈G definim x0 = 1, atunci (x-1)-1= x iar dacă 
m, n∈ℕ, atunci xm xn  = xm+n  şi  (xm)n  = xmn. De asemenea, dacă  x, y ∈G şi  xy = yx, atunci pentru 
orice n∈ℕ  (xy)n = xn y n. 
  

Definiţia1.2. O submulţime nevidă S a lui G se zice subgrup al lui G dacă S împreună cu 
restricţia operaţiei algebrice de pe G la S formează grup. 

 
Vom nota prin L(G) mulţimea subgrupurilor lui G; pentru a exprima că  H∈L(G) vom indica 

lucrul acesta scriind că H≤G. 
Propoziţia1.3. Pentru o mulţime nevidă S a lui G următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) S∈L(G) ; 
(ii) 1∈S şi pentru orice x, y∈S, xy∈S şi x -1∈S ; 

(iii) pentru orice x, y∈S , x-1y∈S. 
 

Demonstraţie.  Implicaţiile (i)⇒(ii) şi (ii)⇒(iii)  sunt imediate. 
(iii)⇒(i). Cum S ≠ Ø există x0∈S şi atunci 1=x0

-1x0∈S. Alegând un element oarecare x∈S, 
cum 1∈S avem că şi x-1=x-11∈S adică (S, •) este grup.∎ 

 
În mod evident, {1}∈L(G) şi G∈L(G). Oricare alt subgrup S al lui G diferit de {1} şi G se 

zice propriu. Subgrupul  {1} se zice subgrup nul şi se notează de obicei prin 0. 
  

Propoziţia1.4.  Fie (Si)i∈I o familie nevidă de subgrupuri ale lui G . Atunci,   I
Ii

iS
∈

∈ L(G). 

 
Demonstraţie. Fie S= I

Ii
iS

∈
 şi x, y ∈S . Atunci pentru orice i∈I, x, y∈Si  şi cum Si≤G avem că 

x -1y∈Si , adică x-1y∈S, deci S≤G.∎ 
 
Observaţia1.5. În ceea ce priveşte reuniunea a două subgrupuri ale lui G să demonstrăm că 

dacă H, K∈L(G), atunci H∪K∈L(G)⇔H⊆K sau K⊆H. Implicaţia de la dreapta la stânga fiind 
evidentă să presupunem că H∪K∈L(G) şi totuşi  H⊄K şi K⊄H , adică există x∈H astfel încât  x∉K şi 
y∈K astfel încât y∉H. Considerând elementul z=xy  atunci cum am presupus că H∪K∈L(G) ar trebui 
ca z∈H∪K. Dacă z∈H, atunci cum y=x-1z am deduce că y∈H – absurd.  Dacă z∈K atunci ar rezulta 
că x = zy -1∈K – absurd !. 
 Din cele expuse mai înainte deducem că în general, dacă H, K∈L(G) nu rezultă cu necesitate 
că şi  H∪K∈L(G). Este una din raţiunile pentru care vom introduce noţiunea ce urmează. 
 

Definiţia1.6. Dacă M este o submulţime nevidă a lui G, prin subgrupul lui G generat de M   
înţelegem cel mai mic subgrup al lui G ( faţă de relaţia de incluziune ) ce conţine pe M şi pe care 
îl vom nota prin <M>. Altfel zis  

<M>= I

SM ⊆
∈L(G)S

s . 

 Dacă M∈L(G), în mod evident <M>=M. 
 

Propoziţia1.7. Dacă M⊆G este o submulţime nevidă, atunci            <M> = {x1 …xn | n∈ℕ 
iar xi ∈M sau xi

-1 ∈M pentru orice 1≤i≤n }. 
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Demonstraţie. Fie H={x1 …xn | n∈ℕ iar xi ∈M sau xi
-1 ∈M pentru orice 1≤i≤n }  şi  x, y∈H, 

adică x=x1 … xn ,  y=y1 …ym  cu xi   sau xi
-1 în M şi yj   sau   yj

-1  în M pentru 1≤i≤n şi 1≤j≤m.  
 Cum x-1y = xn

-1 … x1
-1  y1 … ym deducem că x-1y∈H, adică H≤G. Deoarece M⊆H iar <M> 

este cel mai mic subgrup al lui G ce conţine pe M deducem că <M>⊆H .  
Fie acum S≤G astfel încât M⊆S. Atunci H⊆S, deci H⊆ I

SM ⊆
≤GS

s =<M>, de unde egalitatea 

<M>=H.∎                   
 
Corolar 1.8 . <x>={xn | n∈ℕ}∪{(x-1)n | n∈ℕ}. 

 
Definiţie.  <x>  poartă numele de grupul ciclic  generat de x. Ordinul  unui element x∈G 

notat o(x) se defineşte ca fiind o(x)=|<x>|. Evident, o(1)=1 iar dacă x≠1 şi o(x)=n, atunci n este cel 
mai mic număr natural pentru care xn=1. Dacă o(x)=∞, atunci xn≠1, pentru orice  n≥1. 

 
Observaţia 1.9.  
1. Dacă Gx ∈  este de ordin finit şi există ∈n ℕ * a.î. 1=nx , atunci o(x) n . 
Într-adevăr, împărţind pe n la o(x) găsim c, r ∈ℕ a.î rxocn +⋅= )(  şi ).(xor <  
Din 1)( == nxo xx  deducem imediat că şi 1=rx , adică r = 0 (ţinând cont de minimalitatea lui 

o(x)), deci o(x) n . 
2. Dacă Gyx ∈, , a.î. o(x) şi o(y) sunt finite, xy = yx şi (o(x), o(y)) = 1, atunci o(xy) = 

o(x)o(y). 
           Într-adevăr, dacă notăm m = o(x), n = o(y) şi p = o(xy), din 1== nm yx  deducem că 

1)( =⋅= mnmnmn yxxy , adică p mn . Din o(xy) = p deducem că 1)( =pxy , deci pp yx −=  iar de aici 

1)( == − pnnp yx , adică npm  şi cum (m,n) = 1 deducem că pm . Analog pn şi cum (m,n) = 1 
deducem că pmn , adică p = mn. 

3. Din cele de mai înainte deducem recursiv că dacă Gxxx n ∈,...,, 21  ( 2≥n ) şi cele n 
elemente comută între ele iar ordinele a oricare două (diferite) sunt prime între ele, atunci 

).()...()...( 11 nn xoxoxxo =   
 

Propoziţia1.10. (L(G), ⊆) este latice completă. 
 
Demonstraţie.  În mod evident 0={1}, 1=G iar pentru H, K∈L(G), H∧K=H∩K iar 

H∨K=<H∪K>. Dacă (Si)iєI este o familie oarecare de subgrupuri ale lui G, atunci ∧
∈Ii

Si = I
Ii∈

Si ∈ 

L(G) iar   ∨
∈Ii

Si = < U
Ii∈

Si > ∈L(G).∎ 

 
 §2.Subgrupuri normale. Factorizarea unui grup 
 printr-un subgrup normal  

 

Definiţia 2.1. Vom spune despre un subgrup H al lui G că este normal  în G  dacă xH = 
Hx pentru orice x∈G şi vom scrie H⊴G pentru a desemna faptul acesta. 

Vom nota prin L0(G) mulţimea subgrupurilor normale ale lui G. Evident, L0(G) ⊆ L(G), {1}, 
G∈ L0(G) iar dacă G este comutativ, atunci L0(G)= L(G). 
 

Propoziţia 2.2. Pentru H∈L(G) următoarele afirmaţii sunt echivalente 
          (i) H∈ L0(G) 
          (ii) Pentru orice x∈G, xHx-1⊆H (unde xHx-1={xhx-1 : h∈H}). 

Demonstraţie. (i) ⇒ (ii). Dacă H⊴G şi  x∈G, atunci xH=Hx, deci pentru h∈H, xh=kx cu k∈H 
astfel că xhx-1 = k∈H. 
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(ii)⇒(i). Fie x∈G. Din xHx-1⊆H deducem imediat că xH⊆Hx. Înlocuind  pe x cu x-1 deducem  
că  x-1H ⊆ Hx-1, de unde Hx⊆xH, adică xH=Hx, deci  H∈ L0(G).∎ 
 

Propoziţia 2.3.  L0(G) este sublatice modulară marginită a lui L(G). 
 
Demonstraţie.  Am văzut că {1} şi  G fac parte din L0(G). Fie acum H, K∈ L0(G), x∈G şi  

h∈H∩K. Atunci xhx-1∈H, K deci  xhx-1∈H∩K, adică  H∩K ∈ L0(G). Să arătăm acum că H∨K 
=HK=KH (unde HK= {hk|h∈H, k∈K}). Avem 
HK= U U

Hx Hx
KHKxxK

∈ ∈
== . 

În mod evident H, K⊆HK iar dacă alegem S≤G astfel încât H, K⊆S atunci HK⊆S, adică 
HK=KH=H∨K.  Pentru a arăta că HK⊴G, fie x∈G, h∈H şi  k∈K. 

Scriind x(hk)x-1=(xhx-1)(xkx-1), cum xhx-1∈H şi  xkx-1∈K, deducem că x(hk)x-1 ∈HK, adică 
HK⊴G, deci şi  H∨K∈L0(G). Am demonstrat deci că L0(G) este sublatice (mărginită) a lui L(G). 
Pentru a proba că L0(G) este modulară fie H, K, L∈L0(G) astfel încât H⊆K şi  să arătăm că 
K∧(H∨L)=H∨(K∧L). Ţinînd cont de cele stabilite anterior este suficient să probăm incluziunea 
K∩(HL)⊆H(K∩L) (cealaltă fiind evidentă) iar pentru aceasta fie x∈K∩(HL). Atunci x∈K şi  x∈HL 
ceea ce implică x=yz cu y∈H şi  z∈L. Avem z=y-1x∈K şi  cum z∈L deducem că z∈K∩L.  

Cum y∈H rezultă x=yz∈H(K∩L), adică avem K∩(LH)⊆H(K∩L).∎ 
  

Dacă H⊴G, atunci (G/H)s=(G/H)d=G/H.  
Pentru xH, yH∈G/H (cu x,y∈G) definim (xH)(yH)=(xy)H şi să arătăm că faţă de această 

operaţie algebrică G/H devine grup. 
Dacă mai avem x′, y′∈G astfel încât xH=x′H şi yH=y′H atunci                   x-1x′, y-1y′∈H. 

Pentru a proba că (xy)H=(x′y′)H scriem (xy)-1(x′y′)=                  =y-1x-1x′y′=[y-1(x-1 x′)y](y-1y′), de unde 
deducem că (xy)-1(x′y′)∈H, adică (xy)H=(x′y′)H şi astfel înmulţirea pe G/H este corect definită. Ea 
este şi  asociativă deoarece pentru xH, yH, zH∈G/H cu x, y, z∈G avem 

(xH)[(yH)(zH)]=(xH)[(yz)H]=[x(yz)]H=[(xy)z]H=[(xy)H](zH)= =[(xH)(yH)](zH) Elementul neutru 

va fi 1H=H iar pentru xH∈G/H avem (x-1H)(xH)=(x-1xH)=H şi (xH)(x-1H)=(xx-1)H=H, de unde 
deducem că  (xH)-1=x-1H. 

Definiţia 2.4. Grupul (G/H, ⋅) poartă numele de grupul factor  al lui G prin subgrupul 
normal H. Aplicaţia pH:G→G/H, pH(x)=xH pentru orice x∈G poartă numele de surjecţia 
canonică. 
 

Observaţia 2.5. 
1. În mod evident |G/H|=|G:H|, astfel că dacă G este finit, |G/H|=|G|:|H|. 
2. Dacă H≤G şi |G:H|=2, atunci H⊴G, (deoarece alegând x∈G\H, din H∩xH = H∩Hx=∅ şi 

H∪xH=H∪Hx=G deducem că xH=Hx). 
   

În continuare vom prezenta un alt mod de a introduce grupul factor  G / H când H⊴G. 
Să presupunem la început că H este doar subgrup al lui G (fără a fi normal). 
 Pe G definim două relaţii s

Hρ   şi d
Hρ    astfel: 

              (x, y)∈ s
Hρ   ⇔ x-1y∈H şi (x, y)∈ d

Hρ   ⇔ xy-1∈H. 
Se verifică imediat că  s

Hρ   şi d
Hρ    sunt relaţii de echivalenţă pe G iar pentru x∈G, 

[ ] xHx s
H

=ρ  şi [ ] Hxx d
H

=ρ . 

În cazul în care H⊴G , atunci s
Hρ   = d

Hρ   ≝ Hρ  şi să arătăm că Hρ  este o congruenţă pe G 

(adică compatibilă cu structura de grup a lui G). Pentru aceasta fie x, x׳, y, y׳∈G a.î. (x, x׳), (y, 
y׳)∈ Hρ  şi să arătăm că şi (xy, x׳y׳)∈ Hρ . Avem (xy)-1(x׳y׳)=y-1x-1x׳y׳= [y-1(x-1x׳)y](y-1y׳)  şi cum 
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x-1x׳, y-1y׳∈H iar  H⊴G  (adică  y-1(x-1x׳)y∈H) deducem imediat că (xy)-1(x׳y׳)∈H adică,                   
(xy, x׳y׳)∈ Hρ . Astfel G / Hρ = HGxHx GxGxH

/}{}]{[ == ∈∈ρ  şi de aici construcţia grupului factor G / 
H  continuă ca mai înainte. 

 
Observaţia 2.6. Am văzut că dacă H⊴G, atunci Hρ  este o congruenţă pe G (adică o relaţie 

de echivalenţă pe G compatibilă cu structura de grup a lui G).  
Se poate arăta imediat că asocierea H ↝ Hρ  stabileşte o bijecţie între L0(G) şi congruenţele de 

pe G. Într-adevăr, dacă ρ  este o congruenţă pe G, atunci se arată uşor că 

[ ] ( ){ }ρρ ∈∈= 1,1 xGx ∈L0(G) şi astfel, asocierea ρ ↝ [1]ρ este inversa funcţiei H ↝ Hρ  (de mai 
înainte).   
 
 
 
CURSUL nr. 8  
 

 §1.Morfisme de grupuri. Compunerea morfismelor de 
 grupuri.  Monomorfisme, epimorfisme, izomorfisme de 

              grupuri.  
 

Definiţia 1.1. Dacă G şi  G′ sunt două grupuri, vom spune că o funcţie f:G→G′ este 
morfism de grupuri dacă pentru orice x, y∈G, f(xy)=f(x)f(y). 

Vom nota HomGr(G, G′)={f:G→G′|f este morfism de grupuri}. Dacă nu este pericol de 
confuzie în loc de HomGr(G, G′) vom scrie Hom(G, G′). 
 

Exemple.  
        1. Funcţia 1G:G→G este morfism de grupuri.   
        2. f : G→G′, f(x)=1 pentru orice x∈G este de asemenea morfism de grupuri (numit 

morfismul nul). 
        3. Dacă H⊴G atunci pH :G→G/H, pH(x)=xH pentru orice x∈G este morfism surjectiv de 

grupuri (numit morfismul surjectiv canonic). 
 
 

Observaţia.1.2. Ca şi în cazul monoizilor se demonstrează imediat că dacă G, G′, G′′ sunt 
grupuri şi f∈Hom(G,G′), g∈Hom(G′,G′′), atunci gof∈Hom(G,G′′). 
 

Propoziţia 1.3. Dacă G, G′ sunt grupuri şi f∈Hom(G, G′), atunci f(1)=1 şi f(x-1) = (f(x))-1 
pentru orice x∈G. 

Demonstraţie.  Din 1=1⋅1 deducem că f(1)=f(1⋅1)=f(1)⋅f(1) iar de aici că f(1) =1. Dacă x∈G, 
cum xx-1 = 1 deducem 1 = f(1) = f(xx-1) = =f(x) f(x-1), de unde f(x-1)=f(x)-1.∎ 

 
Propoziţia 1.4.  Fie G, G′ grupuri iar f∈Hom(G, G′). 

(i) Dacă H≤G atunci f(H)≤G′ 
(ii) Dacă H⊴G şi   f este funcţie surjectivă, atunci    f(H)⊴G′ 

(iii) Dacă H′≤G′, atunci f-1(H′)≤G 
(iv) Dacă H′⊴G′, atunci f-1(H′)⊴G. 

 
Demonstraţie. (i). Dacă  x′, y′∈f(H), atunci x′=f(x), y′=f(y) cu x, y∈H şi cum x′-1y′ =(f(x))-1 

f(y)=f(x-1y) iar  x-1y∈H deducem că    x′-1y′∈f(H), adică f(H)≤G′.  
(ii). Dacă x′∈G′ şi h′∈f(H) atunci cum f este surjecţie x′=f(x) cu x∈G şi   h′=f(h) cu h∈H. Deoarece 

x′h′x′-1=f(xhx-1) iar xhx-1∈H (căci H⊴G) deducem că    x′h′x′-1 ∈f(H), adică f(H)⊴G. 
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(iii). Dacă x, y∈f-1(H′), atunci f(x), f(y)∈H′ şi cum H′≤G′ deducem că    f(x)-1 f(y)=f(x-1y)∈H′, adică  

x-1y∈ f-1(H′), deci f-1(H′)≤G. 

(iv). Fie x∈G şi   y∈f-1(H′) (adică f(y)∈H′). Cum H′⊴G′ avem f(x)f(y)f(x)-1∈H′ sau f(xyx-1)∈H′, deci 

xyx-1∈f-1(H′), adică f-1(H′)⊴G.∎ 
 

Observaţia 1.5.  Dacă  f∈Hom(G, G′), conform propoziţiei precedente deducem că  f-

1({1})⊴G iar f(G)≤G′. Convenim să notăm f-1({1})=Ker(f) şi să-l numim nucleul lui f  iar f(G)=Im(f) 
şi să-l numim imaginea lui f. 

Astfel, pentru orice f∈Hom(G, G′), Ker(f)⊴G  iar Im(f)≤G′. 
  

Propoziţia 1.6.  Dacă G, G′ sunt grupuri iar f∈Hom(G, G′), următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 

(i) f este funcţie injectivă 
(ii) Ker(f)={1} 

(iii) Pentru orice grup G′′ şi α, β∈Hom(G′′, G), dacă foα=foβ, atunci α=β. 
  
Demonstraţie. (i) ⇒ (ii). Evident {1}⊆Ker(f). Dacă x∈Ker(f) atunci f(x)=1=f(1) şi   cum f 

este injecţie deducem că x=1, adică Ker(f)={1}. 
(ii)⇒(i). Dacă x, y∈G astfel încât f(x)=f(y), cum f(x-1y)=(f(x))-1f(y)=1 deducem că                  

x-1y∈Ker(f)={1}, adică x-1y=1 deci x=y, rezultând astfel că f este injecţie.   
(i)⇒(iii). Evidentă 
(iii)⇒(i).  Să presupunem prin absurd că f nu este injectivă (deşi   verifică (iii)). Cum (i) ⇔ 

(ii), deducem că Ker(f)≠{1}. Dacă notăm G′′=Ker(f) şi   considerăm α, β:G′′→ G, α=incluziunea iar 
β= morfismul nul (adică β(x)=1 pentru orice x∈G′′), atunci α≠β şi   foα=foβ (căci ambele dau 
morfismul nul) – absurd !.∎ 
 

Observaţia 1.7.  Datorită propoziţiei precedente vom numi morfismele injective de grupuri  
monomorfisme. Monomorfismele se mai zic şi scufundări. 
  

Propoziţia 1.8.  Dacă G, G′ sunt grupuri iar f∈Hom(G, G′), atunci în ipoteza că G′ este 
comutativ, următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i)  f este surjecţie 
             (ii)  Im(f)=G′ 
             (iii) Pentru orice grup G′′ şi orice morfisme α, β∈Hom(G′,G′′), dacă αof=βof, atunci α=β. 

 
Demonstraţie. Echivalenţa (i) ⇔ (ii) este imediată.  

(i)⇒(iii). Dacă y∈G′ cum f este surjecţie există x∈G astfel încât f(x)=y. Atunci (αof)(x)=( βof)(x) ⇔ 
α(f(x))= β(f(x)) ⇔ α(y)=β(y), adică α=β. 
(iii)⇐(i).  Să presupunem că f verifică (iii) şi   totuşi   nu este surjectivă, adică Im(f)≠G′. Alegând 
G′′=G′/Im(f) (lucru posibil deoarece prin ipoteză G′ este comutativ şi deci Im(f)⊴G′) avem că G′′≠{1} 
şi  astfel alegând α=pIm(f):G′→G′′ şi   β= morfismul nul de la G′ la G′′ avem că α≠β deşi αof=βof (căci 
ambele compuneri dau morfismul nul) – absurd.∎ 
 

Observaţia 1.9.  Datorită propoziţiei precedente morfismele surjective f∈Hom(G, G′) cu G′ 
comutativ se mai zic şi  epimorfisme. 
 

Definiţia 1.10.  Dacă G, G′ sunt grupuri, vom spune că f∈Hom(G, G′) este izomorfism de 
grupuri dacă există g∈Hom(G′, G) astfel încât gof=1G  şi   fog=1G′. În acest caz vom spune despre 
grupurile G şi G′ că sunt  izomorfe şi   vom scrie G ≈ G′. 
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 §2.Teoremele de izomorfism pentru grupuri 

 
  Vom începe cu o teoremă cunoscută sub numele de teorema fundamentală de izomorfism 
pentru grupuri: 
 

 Teorema.2.1. Dacă G, G′ sunt grupuri iar f∈Hom(G, G′), atunci G/Ker(f)≈Im(f). 
Demonstraţie. Dacă notăm H=Ker(f) atunci H={x∈G | f(x)=1}⊴G iar G/Ker(f)={x Ker f | 

x∈G}={xH | x∈G}. 
Definim φ:G/Ker(f)→Im(f) prin φ(xH)=f(x) pentru orice x∈G. Dacă x, y∈G, atunci din 

echivalenţele xH=yH ⇔ x-1y∈H ⇔ f(x-1y)=1 ⇔ f(x)=f(y) deducem că φ este corect definită şi  
injectivă. Surjectivitatea lui φ fiind imediată deducem că φ este bijecţie. 

Cum φ ((xH)(yH)) = φ((xy)H) = f(xy) = f(x)f(y) = φ(xH)φ(yH) pentru orice xH, yH∈G/H 
deducem că φ este şi  morfism de grupuri, adică φ este izomorfism de grupuri.∎ 
 

Corolar 2.2. Dacă G, G′ sunt grupuri iar f∈Hom(G, G′) un morfism surjectiv de 
grupuri, atunci G/Ker(f)≈G′.  
 

Corolar 2.3. Fie G un grup, H, K subgrupuri ale lui G a.î K ⊴G. Atunci   HK ≤ G, H∩K 
⊴H iar HK / K ≈ H / H∩K. 

În plus, dacă şi H ⊴ G, atunci HK⊴ G (unde reamintim că HK={hk / h∈H şi k∈K}). 
 
Demonstraţie. Cum K⊴G, xK=Kx pentru orice x∈G şi prin urmare HK= U

Hx
Kx

∈
= U

Hx
xK

∈
=KH 

. 
Dacă x, y∈HK, x=h1k1 şi y=h2k2 cum h1, h2∈H şi k1, k2∈K atunci scriind: 

xy-1=(h1k1)(h2k2)-1=(h1k1)(h2
-1k2

-1)=[h1(k1k2
-1)h1

-1](h1h2
-1) deducem că xy-1∈KH=HK  (căci din H, K≤G 

şi K⊴G deducem pe rând că h1,h2
-1∈K,    h1(k1k2

-1)h1
-1∈K ]i h1h2

-1∈H), adic[ HK≤G. 
În mod evident K⊴HK şi să considerăm ϕ:H→HK/K, ϕ(x)=xK pentru orice  x∈H (evident ϕ 

este corect definită deoarece pentru x∈H avem x∈HK şi xK∈HK/K), care este morfism de grupuri. 
Deoarece orice element din HK/K este de forma (xy)K=x(yK)=xK=ϕ(x) (cu x∈H şi y∈K) 

deducem că ϕ este morfism surjectiv de grupuri. 
În plus, Ker ϕ={x∈H / ϕ(x)=1}={x∈H / xK=K}={x∈H / x∈K}=H∩K. 
Deducem că H/Kerϕ ≈ HK/K ⇔H/H∩K≈HK/K. Dacă şi H⊴G, atunci pentru orice x∈G avem 
x(HK)=(xH)K=(Hx)K=H(xK)=H(Kx)=(HK)x, adică HK⊴G.∎ 
  
 
              §3.Grupuri de permutări. Teorema lui Cayley. 

Grupurile Sn şi An. 
 

Fie M o mulţime nevidă iar ∑(M)={f∈Hom(M) | f este bijectivă}. După cum am văzut în §1 
al acestui capitol (Hom(M),∘) este monoid iar ∑(M) apare acum ca grupul unităţilor monoidului 
Hom(M). 
 Convenim să numim grupul ∑(M) ca fiind grupul permutărilor asupra elementelor mulţimii 
M. 
 Dacă M este o mulţime cu n elemente (exemplul clasic fiind M={1,2,…,n} cu n≥1), atunci 
grupul ∑(M) se notează prin Sn şi se va numi grupul permutărilor asupra unei mulţimi cu n elemente 
sau grup simetric de grad n. (vom vedea mai departe că pentru grupul Sn natura elementelor mulţimii 
M joacă un rol secundar, numărul elementelor lui M fiind lucrul important). 
 Astfel, un element σ  al lui Sn se va prezenta de multe ori sub forma unui tabel 

( ) ( )







n

n
σσ ...1

...1 . 
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Vom nota prin en sau simplu prin e (dacă nu este pericol de confuzie) permutarea identică din 
Sn. 

Avem  că    | Sn | = n!. 
 
Teorema 3.1.(Cayley) Orice grup G este izomorf cu un subgrup al grupului de permutări 

∑ (G). 
Demonstraţie.  Pentru x∈G se probează imediat că θx:G→∑(G), θx(y)=xy pentru orice y∈G 

este un element din  ∑(G). Să arătăm acum că φ:G→∑(G) , φ(x)=θx pentru orice x∈G este un 
morfism injectiv de grupuri. Dacă x, y∈G şi φ(x)=φ(y), atunci θx=θy deci în particular θx(1)=θy(1) ⇔ 
x⋅1=y⋅1 ⇔x=y, de unde deducem că φ este ca funcţie o injecţie. 

De asemenea, φ(x) ◦ φ(y) = θx ◦ θy iar dacă z∈G avem   (θx ◦ θy)(z) = θx (θy(z)) = x(yz) = (xy)z 
= θxy(z), adică θx ◦ θy = θxy  = =φ(xy), deci φ(x) ◦ φ(y) = φ(xy), adică φ∈Hom (G, ∑(G)). Deducem că 
G ≈ φ(G) ≤ ∑(G).∎ 

 
În continuare ne vom ocupa de studiul grupului Sn cu n≥2. Evident, grupul S2 având 2 

elemente este comutativ pe când începând cu n≥3, Sn nu mai este comutativ. 
 
Definiţia 3.2. Numim ciclu de lungime k (2≤k≤n) o permutare σ∈Sn pentru care există 

elementele distincte i1,i2,…,ik din {1,2,…,n} a.î. σ(i1)=i2, σ(i2)= i3, …, σ(ik)=i1 iar σ(i)=i pentru orice 
i∈{1,2,…,n} \ {i1,i2, …, ik}. Convenim să notăm un astfel de ciclu σ prin σ = (i1 i2 … ik)  sau σ = (i1,i2, 
…, ik)  (dacă există pericol de confuzie). 
 Ciclii de lungime 2 se mai numesc şi transpoziţii.  
 De exemplu, în S5  
 

(1 3 5)= 







 1   4   5   2   3

5   4  3   2   1
 iar (2 4)= 








 5   2   3   4   1

5   4  3   2   1
. 

 
Dacă σ = (i1 i2 … ik) este un ciclu de lungime k, convenim să numim mulţimea {i1,i2, …, ik} ca 

fiind orbita lui σ  . 
 Dacă τ = (j1 j2  … jt) este un alt ciclu de lungime t din Sn , vom spune că σ  şi τ sunt ciclii 
disjuncţi dacă {i1, i2, …, ik}∩{j1, j2, …, jt}=Ø. 
 
 Propoziţia 3.3. Dacă σ, τ sunt ciclii disjuncţi din Sn, atunci στ=τσ. 
 
 Demonstraţie.  Dacă  i ∈ {1, 2, …, n} \ ({i1, i2, …, ik} ∪ {j1,j2, …, jt}), atunci (στ)(i) = 
=(τσ)(i) =i. Să presupunem că i∈{i1, i2, …, ik}, să zicem de exemplu că i=i1. Atunci 
(στ)(i)=σ(τ(i))=σ(i)=σ(i1)=i2, iar (τσ)(i)=τ(σ(i))=τ(i2)=i2 de unde concluzia că (στ)(i)=(τσ)(i). Analog se 
arată că (στ)(i)=(τσ)(i) dacă i∈{j1, j2, …, jt}, de unde deducem egalitatea στ = τσ. 
 În esenţă am folosit faptul că dacă i∉{i1, i2, …, ik} atunci τ(i)=i iar dacă  j∉{j1, j2, …, jt}, 
atunci σ(j)=j.∎ 
 
 Observaţia 3.4. Deoarece pentru orice 2≤k≤n avem             (i1 i2 … ik) = (i2 i3 … ik  i1) = … = 

(ik i1 … ik-1) deducem  că în Sn există k
nA

k
⋅

1  ciclii distincţi de lungime k. 

  
 Propoziţia 3.5. Ordinul oricărui ciclu de lungime k (2≤k≤n) este k . Dacă σ,τ sunt 2 ciclii 
disjuncţi de lungimi k şi respectiv t (2≤k, t≤n), atunci o(στ)=[k,t]. În particular, dacă (k,t)=1, 
atunci o(σt)=o(σ)⋅o(τ). 
 Demonstraţie.  Trebuie în prima parte să demonstrăm că σk(i)=i pentru orice i∈{1,2, … ,n}, 
unde σ=(i1, i2, … , ik) este un ciclu de lungime k. 
 Dacă  i∈ {1,2 , … , n} \ {i1 , i2  , … , ik}, atunci în mod evident σk(i)=i. Dacă i∈{i1 , i2  , … , 
ik}, de exemplu i = i1, atunci σ2(i) = σ(σ(i)) = σ(σ(i1)) = σ(i2) = i3, deci σk-1(i) = ik ≠i iar σk(i)=i şi 
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analog pentru orice i∈{i1 , i2  , … , ik}, i≠i1 , de unde concluzia că σk=e iar k este cel  mai mic număr 
natural cu această proprietate, adică o(σ)=k. 
 Fie σ = (i1 i2 … ik) , τ=(j1 j2 … jt) ciclii disjuncţi de lungime k şi respectiv t (2≤k, t≤n), ε = στ = 
τσ, s=[k,t] iar r=o(ε). Va trebui să demonstrăm că r=s. 
 Deoarece k,t | s deducem că εs=e, adică r|s. Cum εr= e deducem că σrτr=e adică σr=τ-r . Dacă 
am avea σr≠e, atunci există i∈{i1, i2, … ,ik} a.î. σr(i)≠i.  Cum  σr = τ-r deducem că şi τr(i)≠i, adică i∈{j1, 
j2, …, jt}  – absurd !  . În concluzie σ r=τ r=e, de unde deducem  k|r şi t|r. Cum s=[k,t] deducem că s|r, 
adică s=r.∎ 
 
 Corolar 3.6. Dacă σ1, … σk sunt ciclii disjuncţi doi câte doi  din Sn de lungimi t1, … ,tk , 
atunci  o(σ1 … σk)=[t1, …,tk]. 
  
 Teorema 3.7.. Orice permutare σ∈Sn, σ≠e se descompune în mod unic în produs de ciclii 
disjuncţi (exceptând ordinea în care aceştia sunt scrişi) . 
 
 Demonstraţie.  Fie t=|{ i∈{1,2,…,n} | σ(i)≠i }| ; cum σ≠e deducem că există i∈{1,2.,…,n} a.î . 
σ(i)≠i şi astfel şi σ(σ(i))≠σ(i), de unde concluzia că t≥2. Vom face acum inducţie matematică după t. 
Dacă t=2 totul este clar căci în acest caz σ se reduce la o transpoziţie.  
 Să presupunem acum teorema adevărată pentru toate permutările ce schimbă efectiv mai putin 
de t indici şi să arătăm că dacă σ este o permutare ce schimbă efectiv t indici atunci σ se descompune 
în produs de ciclii disjuncţi. Alegem i0∈{1,2,…,n} pentru care σ(i0)≠i0 şi fie q=o(σ). Alegând i1=σ(i0), 
i2=σ(i1), … ,ik+1=σ(ik), … se vede că ik=σk(i0) pentru orice k≥1. Cum σq= e deducem că σq(i0)=i0, deci 
iq=i0. Putem alege atunci cel mai mic numar natural m cu proprietatea că im=i0. Atunci numerele 
i0,i1,…,im-1 sunt distincte între ele. 
 Într-adevăr, dacă ir=is cu 0≤r, s<m, atunci σr(i0)=σs(i0). Dacă r>s, notând    p=r-s obţinem 
σp(i0)=i0 şi deci ip=i0 contrazicând alegerea lui m (căci p<m). 
 Analog dacă r<s. Cu i0,i1, …. ,im-1 formăm ciclul τ =( i0i1 …. im-1) şi să considerăm permutarea  
σ′=τ-1σ. Dacă avem un i  a.î. σ(i)=i , atunci i∉{ i0,i1, …. , im-1} şi deci τ-1(i)=i de unde σ′(i)=i. Cum 
i1=σ(i0), i2=σ(i1), … , i0=σ(im-1) deducem că pentru orice i∈{ i0,i1, …. ,im-1} avem σ′(i)=i.  
 Rezultă că σ′ schimbă efectiv mai puţin de t-m elemente iar cum m≥2 atunci t-m<t, deci putem 
aplica ipoteza de inducţie lui σ′. Rezultă atunci că putem scrie σ′=τ2 … τs  cu  τ2 … τs  ciclii disjuncţi. 
Punând τ1=τ obţinem că     σ= τ1τ2 … τs iar  τ1 este disjunct faţă de ceilalţi ciclii. Din modul efectiv de 
descompunere de mai înainte deducem că scrierea lui σ sub forma σ= τ1τ2 … τs este unic 
determinată.∎ 
 
 Observaţia 3.8. Dacă σ=( i1, i2, …. ,ik) este un ciclu de lungime k din Sn (2≤k≤n), atunci se 
probează imediat prin calcul direct că avem următoarele descompuneri ale lui σ în produs de 
transpoziţii: 
 σ=(i1i2)(i2i3)…(ik-1ik)=(i1ik)(i1ik-1) … (i1i2). 
 
 Din cele de mai sus  deducem imediat următorul rezultat: 
 
 Corolar 3.9. Orice permutare σ∈Sn (n≥2) este un produs de transpoziţii (să observăm că 
dacă σ=e, atunci σ=(12)(12)). 
 

Definiţie 3.10. Fie σ∈Sn. Signatura lui σ este numărul ( ) ∏
≤<≤ −

=
nji1 ji

σ(j)-σ(i)sgn σ ; evident,  

{ } 1)sgn( ±∈σ . 
O  inversiune a lui σ este o pereche (ij) cu 1≤i<j≤n a.î. σ(i)>σ(j). Dacă r este numărului de 

inversiuni ale lui σ, atunci evident sgn(σ) = (-1)r . Dacă r este par spunem că σ este  permutare pară iar 
dacă r este impar spunem că σ este permutare impară . 

Vom nota prin An mulţimea permutărilor pare. 
Astfel, σ∈Sn  este pară  ⇔ sgn(σ)=1 şi impară ⇔ sgn(σ)=-1. 
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Propoziţia 3.11. Dacă σ,τ∈Sn, atunci sgn(σ◦τ)=sgn(σ)⋅sgn(τ). 
 

Demonstraţie.  Avem  ∏
≤<≤ −

−
=

nji ji
ji

1

))(())(()sgn( τστσ
τσ o  
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ji
ji

ji

ji
ji

ji
ji
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nji1

τ⋅σ=
−

τ−τ
⋅

−
σ−σ

=

=
−

τ−τ
⋅

τ−τ
τσ−τσ

=

∏∏

∏

≤<≤≤<≤

≤<≤  

 

Corolar 3.12. Pentru orice n≥2, An⊴Sn iar 
2
!nAn =  . 

 
 Demonstraţie.  Din Propoziţia 10.11. deducem că funcţia sgn : Sn → { 1± } este un morfism 

surjectiv de la grupul (Sn,◦) la grupul multiplicativ ({ 1± },⋅). 
Deoarece Ker(sgn) = {σ∈Sn | sgn(σ)=1}=An deducem imediat că An⊴Sn. Conform primului Corolar de 
la Teorema fundamentală de izomorfism pentru grupuri deducem că Sn/An ≈ { 1± }, de unde concluzia 

că |Sn/An | = 2 ⇔  | Sn | : | An | =2 ⇔ 
2
!

2
nS

A n
n ==   .∎ 

 
 Observaţia 3.13. Orice transpoziţie (rs) cu 1≤r≤n este o permutare impară . Într-adevăr, 
inversiunile sale sunt de forma (r,i) cu r<i<s sau (i,s) cu r<i<s astfel că numărul lor este egal cu 2(s-r)-
1. Astfel dacă σ∈Sn şi scriem pe σ ca un produs de transpoziţii σ=t1t2…tm , atunci sgn(σ) = sgn(t1) 
sgn(t2) … sgn(tm)= (-1)m şi deci σ va fi permutare pară sau impară după cum m este par sau impar. 
 
 În particular, dacă σ=(i1 i2 …. ik) cum σ=(i1i2)(i2i3)…(ik-1ik) deducem că sgn(σ)=(-1)k-1 . 
  
 Teorema 3.14. Două permutări α, β∈Sn sunt conjugate în Sn dacă şi numai dacă ele au 
aceeaşi structură ciclică. 
 
 Demonstraţie.  ,,⇒” . Dacă α, β sunt conjugate în Sn, atunci există γ∈Sn a.î. β=γαγ-1 . Însă γαγ-

1 are aceeaşi structură ciclică cu α (căci dacă α= … ( i1 i2 … ik) … , atunci γαγ-1= …(  γ(i1) γ(i2) …. 
γ(ik))… de unde concluzia că α şi β au aceeaşi structură ciclică.   
 Faptul că γαγ-1 acţionează asupra lui α de maniera descrisă mai sus se probează astfel : se 
descompune α în ciclii disjuncţi α = c1c2 … ct şi se observă că  γαγ-1=(γc1γ-1) (γc2γ-1)  … (γctγ-1) iar 
dacă de exemplu c1=(i1i2 … ik), atunci     γc1γ-1=[γ(i1i2)γ-1] [γ(i2i3)γ-1] … [γ(ik-1ik)γ-1], totul reducându-se 

astfel la a proba de exemplu că γ(i1i2)γ-1=(γ(i1)γ(i2)) ⇔ ⇔γ◦(i1i2)=(γ(i1)γ(i2))◦γ.  
Dacă i∈{1,2, …,n} \ {i1,i2} atunci γ(i)≠γ(i1),γ(i2) şi (γ◦(i1,i2))(i)=γ((i1,i2)(i))=γ(i) iar 

((γ(i1)γ(i2))◦γ)(i) =(γ(i1)γ(i2))(γ(i))= γ(i) iar dacă de exemplu i=i1 atunci  (γ◦(i1i2))(i1)= γ((i1i2)(i1))=γ(i2) 
iar ((γ(i1)γ(i2))◦γ)(i1)=(γ(i1)γ(i2))(γ(i1))= γ(i2), de unde egalitatea dorită. 

,,⇐”. Să presupunem acum că α şi β au aceeaşi structură ciclică şi să construim γ a.î. β=γαγ-1. 
 Vom face lucrul acesta pe un exemplu concret (la general raţionîndu-se analog) . Să 
presupunem că suntem în  S5 şi avem             α = (1 5) (4 2 3) şi  β = (3 4)(2 1 5) .     Ţinând cont de 

felul în care acţionează γαγ-1 asupra lui α deducem că: ( )2 4 5 3 1
5 1 2 4  3
3 2 4 5 1

γ =







= . ∎ 
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CURSUL  nr. 9 
 
                §1.Inel. Exemple. Reguli de calcul într-un inel. Divizori ai lui  zero. Domenii de 
integritate. Caracteristica unui inel 

 
        Definiţia 1.1. O mulţime nevidă A, împreună cu două operaţii algebrice notate 

tradiţional prin „+” şi „· ” se zice inel dacă: 
  (i)   (A,+) este grup comutativ 
  (ii   (A,·) este semigrup 

             (iii)   Înmulţirea este distributivă la stânga şi la dreapta faţă de adunare, adică pentru 
oricare x, y, z ∈A avem: 
                            x(y+z)=xy+xz şi (x+y)z=xz+yz. 
 În cele ce urmează (dacă nu este pericol de confuzie) când vom vorbi despre un inel A vom 
pune în evidenţă doar mulţimea A  (operaţiile de adunare şi înmulţire subânţelegându-se). 
 Astfel, prin 0 vom nota elementul neutru al operaţiei de adunare iar pentru a∈A, prin – a vom 
desemna opusul lui a. 
 Dacă operaţia de înmulţire de pe A are element neutru (pe care îl vom nota prin 1) vom spune 
despre inelul A că este unitar. 
 Dacă A este un inel unitar şi 0=1 vom spune despre A că este inelul nul; în caz contrar vom 
spune că A este inel nenul. 
 Dacă înmulţirea de pe A este comutativă, vom spune despre inelul A că este comutativ. 
Convenim să notăm A*=A\{0}.  
  
 Exemple.  
             1. Din cele stabilite în §6 de la Capitolul 2 deducem că (ℤ,+,·) este inel comutativ unitar. 
  2. Dacă vom considera A=2ℤ={2n : n∈ℤ} atunci (A,+,·) este exemplu de inel comutativ 
neunitar (căci 1∉2ℤ). 
             3. Dacă n∈ℕ, n≥2 atunci (ℤn, +, ·) este exemplu de inel unitar comutativ finit cu n elemente 
(vezi §6 de la Capitolul 2). 

4. Fie A un inel şi m, n∈ℕ*. Un tablou de forma  
                            

                            















=

mnm

n

αα

αα
α

...
.........

...

1

111

 

cu m limii şi n coloane, format din elemente ale lui A se zice matrice cu m linii şi n coloane; convenim 
să notăm o astfel de matrice şi sub formă mai condensată ( )

nj
miij

≤≤
≤≤=

1
1αα . 

Dacă m=n notăm Mm,n(A)=Mn(A); o matrice din Mn(A) se zice pătratică de ordin n. 
 Pentru α, β∈Mm,n(A), α=(αij)

nj
mi

≤≤
≤≤

1
1   şi β=(βij) 

nj
mi

≤≤
≤≤

1
1  definim: 

                                      α+β=(αij+βij) 
nj
mi

≤≤
≤≤

1
1 . 

 Asociativitatea adunării matricelor este imediată, elementul neutru este matricea Om,n din 
Mm,n(A) ce are toate elementele egale cu 0, iar opusa matricei α este matricea -α =(-αij) 

nj
mi

≤≤
≤≤

1
1 , de unde 

concluzia că (Mm,n(A), +) este grup (abelian). 
 Pentru m, n, p∈ℕ* , α∈Mm,n(A), β∈Mn,p(A), α=(αij)

nj
mi

≤≤
≤≤

1
1 , β=(βjk)

pk
nj

≤≤
≤≤

1
1  definim αβ=(γik)

pk
mi

≤≤
≤≤

1
1 , 

unde γik= ∑
=

n

j 1
αijβjk pentru 1≤i≤m şi 1≤k≤p. 

 În mod evident, αβ∈Mm,p(A). 
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 Să demonstrăm că dacă m, n, p, q∈ℕ* şi  α∈Mm,n(A), β∈Mn,p(A), γ∈Mp,q(A), atunci 

(αβ)γ=α(βγ). Într-adevăr, fie αβ=(δik)
pk

mi
≤≤

≤≤
1
1 , cu δik= ∑

=

n

j 1
αijβjk  şi (αβ)γ =(εit)

qt
mi

≤≤
≤≤

1
1  cu  εit= ∑

=

p

k 1
δikγkt 

= ∑
=

p

k 1
( ∑

=

n

j 1
αijβjk) γkt = ∑

=

p

k 1
∑

=

n

j 1
αij βjk γkt. 

 Dacă βγ=(δ′jt)
qt
nj

≤≤
≤≤

1
1  cu δ′jt= ∑

=

p

k 1
βjkγkt iar α(βγ)=(ε′it)

qt
mi

≤≤
≤≤

1
1 , atunci ε′it= ∑

=

n

j 1
αijδ′jt 

= ∑
=

n

j 1
αij ∑

=

p

k 1
βjkγkt = ∑

=

n

j 1
∑

=

p

k 1
αijβjkγkt, de unde egalitatea (αβ)γ=α(βγ). 

 Ţinând cont de distributivitatea înmulţirii de pe A faţă de adunare, deducem imediat că dacă 
α∈Mm,n(A) şi β,γ∈Mn,p(A) atunci α(β+γ)=αβ+αγ iar dacă α, β∈Mm,n(A) şi γ∈Mn,p(A) atunci 
(α+β)γ=αγ+βγ. 
 Sumând cele de mai sus, deducem că dacă n∈ℕ, n≥2, atunci (Mn(A),+,·) este un inel (numit 
inelul matricelor pătratice de ordin n cu elemente din A). 
 Dacă inelul A este unitar, atunci şi inelul (Mn(A),+,·) este unitar, elementul neutru fiind 
matricea In ce are pe diagonala principală 1 şi în rest 0.  
 Să remarcăm faptul că în general, chiar dacă A este comutativ, Mn(A) nu este comutativ. 

 
Observaţia 1.2.  Dacă A este inel unitar, rezultă că adunarea de pe A este comutativă. 

 Într-adevăr, calculând pentru a, b∈A, (a+b)(1+1) în două moduri (ţinând cont de 
distributivitatea la stânga şi la dreapta a înmulţirii faţă de adunare) obţinem egalitatea a + a + b + b =a 
+ b + a + +b, de unde a+b=b+a. 
 2. Notarea generică cu litera A a unui inel oarecare se explică prin aceea că în limba franceză 
noţiunea matematică corespunzătoare se traduce prin anneaux. 
 În anumite cărţi un inel oarecare se notează prin R (de la faptul că în limba engleză noţiunea 
matematică de inel se traduce prin ring). 
       

Propoziţia 1.3.  Dacă A este un inel, atunci: 
 (i)    a·0=0·a=0, pentru orice a∈A 
 (ii)   a(-b)=(-a)b= -(ab) şi (-a)(-b) = ab, pentru orice a, b∈A 

      (iii)   a(b-c)= ab-ac şi (a-b)c= ac-bc,  pentru orice a, b, c∈A 
      (iv) a(b1+…+bn)=ab1+…+abn    şi  (a1+…+an)b=a1b+…+anb,  pentru  orice  a, b, ai, bi∈A,  
1 ≤ i ≤ n   
      (v)    Dacă a, b ∈A, n∈ℕ* şi ab=ba avem egalităţile: 
                  an- bn = (a-b)(an-1 + an-2b +…+ abn-2 + bn-1) 
                  a2n+1+b2n+1 = (a+b)(a2n – a2n-1b +…- ab2n-1 + b2n). 
 
 Demonstraţie. (i). Totul rezultă din 0+0=0. 
           (ii). Totul rezultă din (i) şi din aceea că b+(-b)=0. 
           (iii). Rezultă din (ii). 

(iv). Se face inducţie matematică după n. 
(v). Se fac calculele în membrul drept.∎ 

  
Observaţia 1.4. Definind pentru a∈A şi n∈ℤ 

                                                                   
                             43421

orin

aa ++ ...            dacă 0>n                                                                                    

              na =          0                    dacă 0=n               
                             
                              

44 344 21
orin

aa
−

−++− )(...)(   dacă 0<n , 

atunci  (vi).   a(nb)=(na)b=n(ab) pentru orice a, b∈A şi n∈ℤ 
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(vii). Dacă A este un inel unitar, a, b∈A, ab=ba şi n∈ℕ* ,  avem egalitatea  

∑
=

−=+
n

k

kknk
n

n baCba
0

)(  (prin definiţie a0=1). 

Egalitatea de la (vi) rezultă din (iv) iar (vii) se demonstrează prin 
inducţie  matematică după n ţinând cont de faptul că 1

1
1 +

+
+ =+ k

n
k
n

k
n CCC  pentru orice n∈ℕ* şi 0≤ k ≤n. 

 
 Definiţia 1.6. Prin unităţile U(A) ale inelului unitar A înţelegem unităţile monoidului (A, 
·), adică U(A)={a∈A : există b∈A a.î. ab=ba=1}. 
  

În mod evident, (U(A), ·) este grup. 
 De exemplu, U(ℤ)={±1} iar dacă A este inel unitar şi n∈ℕ, n≥2, atunci 
U(Mn(A))={M∈Mn(A)| det(M)≠0}. 
 Grupul (U(Mn(A),·) se notează prin GLn(A) şi se numeşte grupul liniar general de grad n 
peste A.   
  

Definiţia 1.7. Un element a∈A se zice divizor al lui zero la stânga (dreapta) dacă există 
b∈A* a.î. ab=0 (ba=0). 

 Exemple 1. Dacă A=M2(ℤ), atunci din 








=








1
0

1
0

0
0

1
1

O2  deducem  

că  







0
0

1
1

 este divizor al lui zero la stânga iar 







1
0

1
0

 este divizor al lui zero la dreapta. 

Dacă n∈ℕ, n ≥ 2 nu este un număr prim iar n=n1n2 cu n1, n2   diferiţi de 1 şi n, atunci în inelul 
(ℤn, +, ·) avem egalitatea 0̂ˆˆˆ 21 ==⋅ nnn , adică 1n̂  şi 2n̂  sunt divizori ai lui zero. 
            2. În orice inel A, elementul 0 este divizor al lui zero la stânga şi la dreaptaA. 
  

Propoziţia  1.8. Fie A un inel şi a, b, c∈A. 
(i)  Dacă A este unitar şi a∈U(A), atunci a nu este divizor al lui zero ( nici la dreapta nici 

la stânga) 
(ii) Dacă a nu este divizor al lui zero la stânga (dreapta) şi ab=ac (ba=ca), atunci b=c. 
 
Demonstraţie.  (i).  Dacă a∈U(A), atunci există  b∈A a.î. ab=ba=1. Dacă a ar fi divizor al lui 

zero, de exemplu la stânga, atunci există c∈A* a.î. ac=0. Deducem imediat că b(ac)=b·0=0 ⇔ (ba)c=0 
⇔ 1·c=0 ⇔ c=0  - absurd. Analog dacă a este divizor al lui zero la dreapta. 

(ii). Din ab=ac deducem că a(b-c)=0 şi cum am presupus că a nu este divizor al lui zero la 
stânga, cu necesitate b-c=0, adică b=c. ∎ 
  

Definiţia 1.10. Numim domeniu de integritate (sau inel integru), un inel comutativ, nenul 
şi fără divizori ai lui zero, diferiţi de zero. 
 Inelul întregilor (ℤ, +,·) este un exemplu de inel integru  . 
 
 Definiţia 1.11. Un element a∈A se zice nilpotent dacă există n∈ℕ* a.î. an = 0. 
 Vom nota prin N(A) mulţimea elementelor nilpotente din inelul A (evident 0∈N(A)). 

 De exemplu, în inelul A=M2(ℤ) dacă alegem M=







0
1

0
0

 cum  

M2=O2, deducem că M∈N(M2(ℤ)). De asemenea, cum în inelul ℤ8 avem 0̂8̂2̂3 ==  deducem că 

2̂ ∈N(ℤ8). 
 În mod evident, dacă  a∈N(A), atunci a este divizor al lui zero  la dreapta şi la stânga. 
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Să presupunem că A este un inel unitar nenul. Dacă elementul 1 are ordinul infint în grupul 
(A,+) vom spune că A este un inel de caracteristică 0 (vom scrie car(A)=0). În mod evident, a spune 
că car(A)=0 revine la aceea că n·1≠0 pentru orice n∈ℕ*. 
 Dacă ordinul lui 1 în grupul (A,+) este p vom spune că inelul A are caracteristică p şi vom 
scrie car(A)=p (acest lucru revine la a spune că p este cel mai mic număr natural nenul  cu proprietatea 
că p·1=0). 
 De exemplu, inelul întregilor este un inel de caracteristică 0, pe când ℤ3 este un inel de 
caracteristică 3. 
  

Observaţia 1.12. Dacă inelul A este domeniu de integritate de caracteristică p, atunci p 
este un număr prim. 
 Într-adevăr, dacă p nu ar fi prim, atunci putem scrie p=p1p2 cu p1, p2 numere naturale mai mici 
decât p şi diferite de 1 şi p. Cum p·1=0 iar (p1p2)·1=(p1·1)(p2·1) obţinem că (p1·1)(p2·1)=0 şi cum A 
este domeniu de integritate deducem că p1·1=0 sau p2·1=0, contrazicând minimalitatea lui p cu 
proprietatea că p·1=0. 
 
 
 §2. Subinele şi ideale 
 
 Definiţia 2.1. Dacă (A,+,·) este un inel, vom spune că o submulţime nevidă  A′ a lui A este 
subinel al lui A dacă restricţiile operaţiilor de adunare şi înmulţire de pe A la A'  îi conferă lui A'  
structură de inel. 
 Acest lucru revine la a spune că A' ≤ (A,+) (adică pentru orice a,b∈A' ⇒ a-b∈A') şi că pentru 
orice a, b∈A' ⇒ ab∈A'. 
  

Observaţia 2.2. Dacă A este inel unitar, vom spune că o submulţime nevidă A' a lui A este 
subinel unitar al lui A dacă A' este subinel al lui A şi  1∈ A'. 

 
 De exemplu, {0} şi A sunt subinele ale lui A. Oricare alt subinel al lui A diferit de {0} şi A se 
zice propriu. 
 Cum orice subinel A al inelului întregilor ℤ este în particular subgrup  al grupului (ℤ, +) cu 
necesitate există n∈ℕ a.î. A=nℤ . 
 În mod evident, pentru a, b∈A avem ab∈A, de unde concluzia că subinelele lui (ℤ, +) sunt 
submulţimile de forma nℤ={nk : k∈ℤ} cu n∈ℕ. 
 În cele ce urmează prin I(A) vom nota mulţimea subinelelor lui A. 
  

Propoziţia 2.3. Dacă (Ai)i∈I este o familie de subinele ale lui A, atunci I
Ii

iA
∈

∈I(A). 

 
 Demonstraţie.  Fie A'= I

Ii
iA

∈
≠∅ (căci 0∈A') şi a, b∈A' . Atunci a, b∈Ai pentru orice i∈I şi 

cum Ai este subinel al lui A deducem că a-b, ab∈Ai, adică   a-b, ab∈A'. Dacă A este unitar, cum 1∈Ai 
pentru orice i∈I deducem că 1∈ I

Ii
iA

∈
= A'. ■ 

  
Observaţia 2.4. În general, o reuniune de subinele ale unui inel nu este cu necesitate  un 

subinel. De exemplu, 2ℤ şi 3ℤ sunt subinele ale lui (ℤ, +, ·) pe când A=2ℤ ∪ 3ℤ  nu este subinel al lui 
ℤ deoarece 2, 3∈A iar 3-2=1∉A. 
    

Definiţia 2.5. Fie A un inel iar I ⊆ A o submulţime nevidă a sa. Vom spune că I este  un 
ideal stâng (drept) al lui A dacă: 

(i)      I ≤ (A, +) (adică pentru orice a, b∈I ⇒ a-b∈I) 
(ii)     Pentru orice a∈A şi x∈I avem ax∈I (xa∈I). 

           Dacă I este un ideal simultan stâng şi drept vom spune despre el că este bilateral. 
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 Vom nota prin Ids(A) (Idd(A)) mulţimea idealelor stângi (drepte) ale lui A iar prin Idb(A) 
mulţimea idealelor bilaterale ale lui A. 
 În cazul când A este comutativ, în mod evident Ids(A)=Idd(A)=Idb(A) şi convenim să notăm 
prin Id(A) mulţimea idealelor lui A. 
  

Observaţia 2.6.  
1. Ţinând cont de definiţia subinelului unui inel deducem că orice ideal este subinel. 

Reciproca nu este adevărată. 
 Într-adevăr, în  inelul unitar Mn(ℤ) al matricelor pătratice de ordin n (n≥2) mulţimea S a 
matricelor superior triunghiulare (adică acele matrice din Mn(ℤ) ce au toate elementele de sub 
diagonala principală egale cu zero) este subinel unitar după cum se verifică imediat prin calcul, dar nu 
este ideal stâng sau drept al lui Mn(ℤ) căci în general produsul dintre o matrice superior triunghiulară 
din S şi o altă matrice din Mn(ℤ) nu este superior triunghiulară. 
 2. Nu orice ideal stâng  este în acelaşi timp şi ideal drept sau invers. 
 Într-adevăr, dacă n∈ℕ, n≥2, atunci în inelul Mn(ℤ) mulţimea I={A=(aij)∈Mn(ℤ)| ai1=0 pentru 
orice 1≤i≤n} este ideal stâng fără a fi ideal drept iar J= {A=(aij)∈Mn(ℤ)| a1j=0 pentru orice 1≤j≤n} este 
ideal drept fără a fi ideal stâng. 
 3. Dacă I este un ideal al unui inel comutativ şi unitar A şi n∈ℕ, n≥2, atunci Mn(I) este ideal 
bilateral al lui Mn(A). 
 4. Dacă A este un inel unitar şi comutativ, atunci N(A)∈Id(A).             Într-adevăr, dacă 
x∈N(A) atunci există n∈ℕ a.î. xn=0, astfel că dacă a∈A, (ax)n=anxn=an ·0=0, deci ax∈N(A). Dacă mai 
avem y∈N(A), atunci  există m∈ℕ a.î. ym=0. Se deduce imediat că (x-y) m+n =0, adică x-y ∈N(A). 
 5. Dacă x∈U(A) şi y∈N(A), atunci x+y∈U(A). Într-adevăr, scriind x+y=x(1+x-1y),  cum x-1y 
= z∈N(A), pentru a proba că x+y∈U(A) este suficient să arătăm că dacă z∈N(A), atunci 1+z∈U(A). 
Scriind din nou 1+z =1- (- z), cum t = - z∈N(A), totul s-a redus la a proba că dacă t∈N(A), atunci 1-
t∈U(A). Acest lucru este imediat, deoarece din t∈N(A) deducem existenţa unui număr natural n a.î. 
tn=0 şi astfel 1=1-0=1-tn = (1-t)(1+t+t2+…+tn-1), de unde concluzia că               1- t∈U(A) iar (1-t)-1 
=1+t+t2+…+t n-1. 

 
Propoziţia 2.7. Dacă (Ii)i∈K este o familie de ideale stângi (drepte, bilaterale) ale lui A 

atunci, I
Ki

iI
∈

este de asemenea un ideal stâng (drept, bilateral) al lui A. 

 
 Demonstraţie. Fie I

Ki
iII

∈
=  şi să presupunem că toate idealele Ii sunt stângi. Dacă a, b∈I, 

atunci a, b∈Ii pentru orice i∈K şi cum Ii este ideal avem că a-b∈Ii, adică a-b∈I. Dacă a∈A şi b∈I 
atunci b∈Ii pentru orice i∈K şi cum Ii este ideal stâng al lui A avem  că ab∈Ii, de unde ab∈I. Analog 
se demonstrează în celelalte cazuri.■ 
 Definiţia 2.8. Fie A un inel oarecare iar M ⊆ A o submulţime nevidă a sa. Vom nota 
<M>s (<M>d, <M>) cel mai mic ideal stâng (drept, bilateral) al lui A ce conţine pe M. Deci 

I
IM

AIdI
s

s

IM
⊆

∈
=><

)(
, I

IM
AIdI

d
d

IM
⊆

∈
=><

)(
 iar I

IM
AIdI b

IM
⊆

∈
=><

)(
. 

 
 Propoziţia 2.9. Fie A un inel unitar şi  M ⊆ A o submulţime nevidă. 

Atunci:  (i)     }1,,,N{ *

1
niMxAanxaM ii

n

i
iis ≤≤∈∈∈=>< ∑

=
 

  (ii)    }1,,,N{ *

1
niMxAanaxM ii

n

i
iid ≤≤∈∈∈=>< ∑

=
 

 (iii)    }1,,,,N{ *

1
niMxAbanbxaM iii

n

i
iii ≤≤∈∈∈>=< ∑

=
. 
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Demonstraţie. Este suficient să probăm doar egalitatea de la (i), celelalte făcându-se analog, 
iar pentru aceasta să notăm cu Is mulţimea din partea dreaptă de la (i). Se verifică imediat că Is∈Ids(A) 
şi că M⊆Is (căci A fiind unitar putem scrie pentru x∈M, x=1·x). Cum <M>s este cel mai mic ideal 
stâng al lui A ce conţine pe M, cu necesitate <M>s ⊆Is. Dacă I∈Ids(A) a.î. M⊆I, atunci  Is ⊆ ∩I=<M>s, 
de unde egalitatea   <M>s =Is. ■ 
  

Observaţia 2.10. În particular dacă M={a} atunci idealul stâng (drept, bilateral) generat de M 
se numeşte idealul principal stâng (drept, bilateral) generat de a şi atunci avem <a>s={ba| b∈A}≝Aa ,  

                                               <a>d={ab| b∈A}≝ aA. 
Dacă A este un inel comutativ şi unitar, atunci idealul principal generat de {a} se notează 

simplu prin <a> şi avem deci  <a> =Aa = aA.  
Pentru a=0 avem <0>={0} iar pentru a=1 avem <1>=A. Avem în mod evident <a>=A ⇔ 

a∈U(A). 
 
Corolar 2.11. Dacă A este un inel oarecare unitar, atunci în raport cu incluziunea Ids(A), 

Idd(A) şi Idb(A) sunt latici complete. 
Demonstraţie. Analog ca în cazul subinelelor, infimul unei familii de ideale este egal cu 

intersecţia lor iar supremul va fi idealul generat de reuniunea lor. ■ 
 
Fie acum I1, I2 două ideale stângi (drepte, bilaterale) ale unui inel unitar A. 
Deducem imediat că: 
            <I1∪I2>s= <I1∪I2>d = <I1∪I2> = {x+y | x∈I1, y∈I2}. 
Convenim să notăm {x+y| x∈I1, y∈I2} prin I1+I2 şi să numim acest ideal suma idealelor I1 şi 

I2. 
Dacă (Ii)i∈K este o familie oarecare de ideale stângi (drepte, bilaterale) ale inelului unitar A, se 

constată imediat că : 
><

∈
U

Ki
iI s= ><

∈
U

Ki
iI d= 

    = }}0{ { finitaesteaKiiarKipentruIaaI iii
Ki

i
Ki

i ≠∈∈∈>=< ∑
∈∈

U  convenim să notăm această 

ultimă mulţime prin ∑
∈Ki

iI  şi s-o numim suma idealelor (Ii)i∈K. 

  
             §3.Morfisme de inele. Izomorfisme de inele.Transportul  subinelelor  şi idealelor prin         

morfisme de inele. Produse directe de inele 
 
 

Fie A şi B două inele în care (pentru a simplifica scrierea) operaţiile sunt notate pentru 
ambele prin „+” şi „·” . 

 
Definiţia 3.1. O funcţie f : A→B se zice morfism de inele dacă pentru oricare a, b∈A 

avem egalităţile: 
                          (i)  f(a+b) =f(a)+f(b) 
                          (ii) f(a·b) = f(a)·f(b). 

Dacă A şi B sunt inele unitare, vom spune că f este morfism de inele  unitare dacă este 
morfism de inele şi în PLUS  (iii)  f(1)=1. 
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Observaţia 3.2.   
1. Cum în particular f este morfism de grupuri aditive avem f(0)=0 şi f (-a) = -f(a), pentru 

orice a∈A. 

2. Se verifică imediat că f : ℤ→M2(ℤ), f (n)= 







0
0

0
n

 pentru orice n∈ℤ este morfism de inele 

fără a fi însă morfism de inele unitare (căci f(1)= 







0
0

0
1

≠I2). 

 3. Dacă A şi B sunt inele unitare şi f : A→B este un morfism surjectiv de inele, atunci f este şi 
morfism de inele unitare. 
 Într-adevăr, dacă b∈B este un element oarecare există a∈A a.î. f(a) = b.  Cum  a·1 = 1·a = a,  
deducem  că  f(a) f(1) = f(1) f(a) = f(a) ⇔  
⇔ b·f(1)=f(1)·b=b, iar din unicitatea elementului 1 din B deducem cu necesitate că f(1)=1. 
 Vom nota prin Hom(A, B) mulţimea  morfismelor de inele de la A la B; în mod evident 
1A∈Hom(A, A), iar dacă C este un alt inel, f∈Hom(A, B), g∈Hom(B, C), atunci g◦f∈Hom(A, C). 
  

Definiţia 3.3. Vom spune despre inelele A şi B că sunt izomorfe ( şi vom nota A≈B ) dacă 
există f∈Hom(A, B),  g∈Hom(B, A) a.î. f◦g=1B şi g◦f=1A. În acest caz despre f şi g vom spune că 
sunt izomorfisme de inele. 
 În particular, un izomorfism de inele este o aplicaţie bijectivă. 
 Reciproc, dacă f:A→B este un morfism bijectiv de inele, atunci ca în cazul morfismelor de 
grupuri (de la Capitolul 1) se arată uşor că    f-1:B→A este morfism de inele şi cum f◦f-1=1B iar f-1◦f=1A 
deducem că f∈Hom(A, B) este izomorfism de inele dacă şi numai dacă f este morfism bijectiv de 
inele. 
  

Propoziţia 3.4. Fie A şi B două inele iar f∈Hom(A, B). 
(i) Dacă A' ⊆ A este subinel al lui A, atunci f(A') este subinel al lui B. 
(ii) Dacă B' este subinel al lui B, atunci f -1(B')  este subinel al lui A. 

 
              Demonstraţie. (i). Fie a, b∈f(A'); atunci a=f(a'), b=f(b') cu a', b'∈A'. 
Cum a-b=f(a'-b') şi ab=f(a'·b') iar a'-b', a'·b'∈A' deducem că a-b, ab∈f(A'), adică f(A') este subinel al 
lui B. 

(ii). Dacă a', b'∈f-1(B'), atunci f(a'), f(b')∈B' şi cum  f(a')-f(b')=f(a'-b'), f(a')f(b')=f(a'·b') iar B' 
este presupus subinel al lui B, deducem că a'-b', a'·b'∈ f-1 (B'), adică f-1(B') este subinel al lui A.■ 
  

Observaţia 3.5. Din propoziţia precedentă deducem în particular că f(A) (pe care îl vom nota 
prin Im(f) şi îl vom numi imaginea lui f ) este subinel al lui B şi f -1({0}) (pe care îl vom nota prin 
Ker(f) şi îl vom numi nucleul lui f ) este subinel al lui A.  
  

Propoziţia 3.6. Fie A şi B două inele, f∈Hom(A, B) un morfism surjectiv de inele, iar 
If(A)={S∈I(A):Ker(f)⊆S}. Atunci funcţia F:Idf(A)→Id(B), F(S)=f(S) pentru orice S∈If(A) este un 
izomorfism de mulţimi ordonate. 
 
 Demonstraţie. Definim  G: Id(B)→Idf(A) prin  G(B') = f-1(B') pentru orice B'∈Id(B). (in mod 
evident funcţia G este corect definită). Faptul că F şi G sunt morfisme de mulţimi ordonate (adică 
păstrează incluziunea) este imediat. 
 Ca şi în cazul grupurilor se arată că F◦G= ( )BId1  şi G◦F= ( )AId f

1 , de unde concluzia propoziţiei. 
■ 
  

Propoziţia 3.7. Fie f∈Hom(A, B) un morfism de inele. 
             (i) Dacă f este funcţie surjectivă iar I este un ideal stâng (drept, bilateral) al lui A, atunci 
f(I) este ideal stâng (drept, bilateral) al lui B 
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(ii) Dacă I' este ideal stâng (drept, bilateral) al lui B, atunci f-1(I') este ideal stâng (drept, 
bilateral) al lui A.  
 
 Demonstraţie. (i). Să presupunem de exemplu că I este ideal stâng (în celelalte situaţii 
demonstraţia făcându-se asemănător).  
 Dacă a,b∈f(I), atunci a=f(a'), b=f(b') cu a', b'∈I şi cum a-b=   =f(a') - f(b')=f(a'-b'), iar a'-b'∈I 
deducem că a-b∈f(I). 
 Dacă c∈B atunci, cum f este surjecţie, există c'∈A a.î. c=f(c') şi astfel ca=f(c')f(a')=f(c'a')∈f(I) 
(căci c'a'∈I). Deci f(I) este ideal stâng al lui B. 

(ii). Să presupunem de exemplu că I' este ideal stâng al lui B şi fie a, b∈f-1(I'). Atunci f(a), 
f(b)∈I' şi cum f(a)-f(b)=f(a-b)∈I' deducem că  a-b∈f-1(I'). Dacă c∈A, cum f(ca)=f(c)f(a)∈I' deducem 
că ca∈f-1(I'), adică f-1 (I') este ideal stâng al lui A. Analog în celelalte cazuri. ■ 
  

Observaţia 3.9. În particular, deducem că Ker(f) este ideal bilateral al lui A, (adică Ker(f) 
∈Idb(A)). 

 
Fie acum ( ) IiiA ∈  o familie de inele iar A=∏

∈Ii
iA mulţimea subiacentă a produsului direct al 

mulţimilor subiacente ( ) IiiA ∈  (vezi §8 de la Capitolul 1). 

Reamintim că A={ (xi)i∈I : xi∈Ai  pentru orice i∈I}. 
Pentru două elemente x=(xi)i∈I şi y=(yi)i∈I  din A definim adunarea şi înmulţirea lor prin: 

x+y=(xi+yi) i∈I şi   x·y=(xi ·yi) i∈I . 
 

Propoziţia 3.10. (A, +,·) este inel. 
 
Demonstraţie. Faptul că (A, +) este grup abelian rezultă imediat: asociativitatea adunării de pe 

A este dată de asociativitatea adunării de pe fiecare inel Ai, elementul neutru este 0=(ai)i∈I  cu ai=0 
pentru orice i∈I, iar opusul elementului  x=(xi)i∈I este  -x=(-xi)i∈I . 

Dacă x=(xi) i∈I , y=(yi)i∈I , z=(zi)i∈I sunt trei elemente din A, atunci  (x+y)z=((xi +yi) zi)i∈I 

=(xi zi +yizi)i∈I =(xizi)i∈I+(yizi)i∈I=xz+yz şi analog z(x+y)=zx+zy, probând astfel distributivitatea la 
stânga şi  dreapta  a înmulţirii faţă de adunarea de pe A. Asociativitatea înmulţirii de pe A este dată de 
asociativitatea înmulţirii de pe fiecare inel Ai (i∈I). ∎ 
 

Observaţia 3.11.  
1. Dacă pentru orice i∈I inelul Ai este unitar atunci şi inelul A este unitar (elementul neutru 

fiind 1=(bi)i∈I cu bi=1 pentru orice i∈I ).  
2. Dacă pentru orice i∈I inelul Ai este comutativ, atunci şi inelul A este comutativ. 
Pentru fiecare i∈I considerăm funcţia pi : A→Ai dată de           pi(( xj)j∈I)=xi. (pi poartă numele 

de proiecţia de indice i sau proiecţia lui A pe Ai ).  
Se verifică imediat că pentru fiecare i∈I, pi este morfism surjectiv de inele  (iar dacă (Ai)i∈I 

sunt inele unitare, atunci pi este morfism surjectiv de inele  unitare).  
Propoziţia 3.12. Dubletul (A, (pi)i∈I)  verifică următoarea proprietate de universalitate:  

Pentru orice inel A׳ şi orice familie de morfisme de inele (pi׳)i∈I , cu pi׳:A׳→Ai  pentru orice i∈I 
există un unic morfism de inele f :A׳→A a.î. pi∘f=pi׳ pentru orice i∈I. 

 
Demonstraţie. Pentru x∈A׳ definim f(x)=(pi׳(x))i∈I  şi în mod evident f este morfism de inele 

(deoarece pentru orice i∈I, pi׳ este morfism de inele) şi pi∘f=pi׳ pentru orice i∈I. Pentru a proba 
unicitatea lui f cu proprietatea din enunţ, fie  f ׳:A׳→A  un alt morfism de inele a.î. pi∘f ׳=pi׳ pentru 



 

 

43 

43 

orice i∈I. Atunci, pentru orice x∈A׳  pi(f ׳(x))=pi׳(x), adică f ׳(x)=(pi׳(x))i∈I=f(x), de unde concluzia 
că f=f ׳. 

Dacă inelele (Ai)i∈I  sunt unitare atunci şi A este unitar şi proprietatea de universalitate este 
valabilă considerând în loc de morfisme de inele, morfisme unitare de inele.   ∎ 

 
Definiţia 3.13 . Dubletul (A, (pi)i∈I)  ce verifică proprietatea de universalitate  de mai sus 

poartă numele de produsul direct al familiei de inele (Ai)i∈I şi se notează prin ∏
∈Ii

iA (de multe ori 

se omit morfismele structurale (pi)i∈I dacă nu este pericol de confuzie). 
 
Dacă I={1, 2, ..., n} convenim să notăm ∏

∈Ii
iA prin A1×A2...×An. 

 
Propoziţia 3.14. Dacă (Ai)i∈I  este o familie de inele unitare şi A=∏

∈Ii
iA , atunci 

U(A)= ( )∏
∈Ii

iAU  (în partea dreaptă fiind produsul direct al mulţimilor U(Ai)i∈I). 

 
Demonstraţie. Fie x=(xi)i∈I∈A. Atunci din echivalenţele:  x∈U(A) ⇔ există x׳=(xi׳)i∈I∈A 

a.î. xx׳=x׳x=1 ⇔ xixi׳=xi׳xi=1 pentru orice i∈I ⇔ xi∈U(Ai) pentru orice i∈I ⇔ x∈ ( )∏
∈Ii

iAU   

deducem egalitatea din enunţ (ca egalitate de mulţimi!). ∎ 
De exemplu, U(ℤ×ℤ )={(1, -1), (1, 1), (-1, 1), (-1, -1)}.   
 
Observaţia 3.15. Analog ca în cazul grupurilor   pentru m, n∈ℕ*, (m, n)=1 avem 

izomorfismul de inele ℤm×ℤn ≈ℤmn. 
 

 
        §4.Factorizarea unui inel printr-un ideal bilateral. 
         Teoremele de izomorfism pentru inele 
 
          Reamintim că pentru un inel A, prin Idb(A) am desemnat mulţimea idealelor bilaterale ale lui A. 
          Pentru I∈Idb(A), cum (A, +) este grup abelian avem că I< (A,+) astfel că  putem vorbi de A/I = 
{x+I| x∈A} şi de grupul abelian (A/I, +) unde pentru x,y∈A, (x+I)+(y+I)=(x+y)+I.  
          Vom defini acum pe grupul factor A/I o nouă operaţie algebrică : 
(x+I)(y+I)=xy+I, pentru orice x, y∈A (pe care convenim să o numim înmulţire). 
  

Propoziţia 4.1.. (A/I,+, · ) este inel. Dacă A este  unitar (comutativ) atunci şi A/I este 
unitar (comutativ). 
 
 Demonstraţie.  Să arătăm la început că înmulţirea pe A/I este corect definită şi în acest sens să 
considerăm x, y, x′, y′∈A a.î. x+I=x′+I şi y+I=y′+I. Scriind  xy-x′y′=x(y-y′)+(x-x′)y′ deducem că xy-
x′y′∈I, adică xy+I=x′y′+I. Să alegem acum x, y, z∈I şi să notăm x̂ =x+I, ŷ = y+I, ẑ = z+I.     

Atunci x̂ ( ŷ ẑ )= ( )
∧

yzx  iar ( x̂ ŷ ) ẑ = ( )
∧

zxy , de unde deducem că ( ) ( )zyxzyx ˆˆˆˆˆˆ = , adică înmulţirea pe A/I 
este asociativă, deci (A/I, ·) este semigrup. 

De asemenea, x̂ ( ŷ + ẑ )= ( )
∧

+ zyx  = 
∧

+ xzxy =
∧
xy +

∧
xz = zxyx ˆˆˆˆ +  şi analog ( x̂ + ŷ ) ẑ = x̂ ẑ + ŷ ẑ , de 

unde concluzia că  (A/I, +, ·) este inel. 
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 Dacă inelul A este unitar, atunci şi A/I este unitar, elementul neutru pentru înmulţire fiind  
1̂=1+I deoarece pentru orice element x+I∈ A/I avem (1+I)(x+I)=(x+I)(1+I)=x+I. 

 Dacă A este inel comutativ, atunci x̂ ŷ =
∧∧

= yxxy = ŷ x̂ , de unde concluzia că şi A/I este  
comutativ.■ 
  

Definiţia 4.2. Inelul (A/I, +, ·) poartă numele de inel factor (spunem că am factorizat 
inelul A prin idealul bilateral I). 
 Surjecţia canonică pI:A→A/I, pI(x)=x+I pentru orice x∈A (care este morfism de grupuri 
aditive) este de fapt morfism de inele deoarece pentru x,y∈A avem pI(xy)=xy+I=(x+I)(y+I)=pI (x)pI 
(y). 

 Dacă A este inel unitar, atunci cum pI(1)=1+I=
∧
1  iar 

∧
1  este elementul neutru al înmulţirii din 

A/I, deducem că pI este morfism de inele unitare. 
 Deoarece pentru x∈I, x∈Ker(pI) ⇔ x+I=I ⇔ x∈I, deducem că Ker(pI)=I. 
  

În continuare vom prezenta teoremele de izomorfism pentru inele. 
 

Vom începe ( ca şi în cazul grupurilor ) cu o teoremă importantă cunoscută sub numele de 
Teorema fundamentală de izomorfism pentru inele: 
 
 Teorema.4.3. Dacă A, A′ sunt două inele, f∈Hom(A, A′), atunci Ker(f)∈Idb(A)  şi 
A/Ker(f)  ≈ Im(f). 
 
 Demonstraţie. Pentru x∈A, definim: ϕ : A/Ker(f)→Im(f)  prin ϕ(x+Ker(f))=f(x). Dacă mai 
avem y∈A, atunci din şirul de echivalenţe x+Ker(f)=y+Ker(f) ⇔ x-y∈Ker(f) ⇔f(x)=f(y) deducem că 
ϕ este corect definită şi ca funcţie este injecţie. Cum surjectivitatea lui ϕ este evidentă, deducem că ϕ 
este bijecţie. Deoarece pentru x, y∈A avem : 
ϕ [(x+Ker(f))+(y+Ker(f))]=f(x+y)=f(x)+f(y)=ϕ[x+Ker(f)]+ϕ [y+Ker(f)] şi  ϕ [(x+Ker(f))(y+Ker(f))] 
=ϕ [xy+Ker(f)] = f(xy) = f(x)f(y) = 
 = ϕ [x+Ker(f)] ϕ [y+Ker(f)] deducem că ϕ este morfism de inele şi cum mai sus am probat că este şi 
bijecţie, rezultă că ϕ este izomorfism de inele.■  
  

Corolar.4.4. Dacă A, A′ sunt inele şi f∈Hom(A,A′) este un morfism surjectiv de inele, 
atunci  A/Ker(f) ≈ A′. 
 
 Corolar.4.5. Fie A un inel, A′ ⊆ A un subinel iar I∈Idb(A). Atunci A′+I={x+y| x∈A′, y∈I} 
este subinel al lui A, I∈Idb(A′+I), A′∩I∈Idb(A′) şi avem următorul izomorfism de inele: 
                                         ( )IAA ∩′′ /  ≈ IIA /)( +′ . 
 Demonstraţie Fie a,b∈A′+I, a=x+y, b=z+t, x,z∈A′ şi y,t∈I. Atunci a-b=(x-z)+(y-t)∈A′+I iar 
ab=(x+y)(z+t)=xz+(xt+yz+yt)∈A′+I, de unde concluzia că A′+I este subinel al lui A. Faptul că 
I∈Idb(A′+I) este evident. 
 Să considerăm acum ϕ:A′→(A′+I)/I, ϕ(x)=x+I care este în mod evident morfism de inele. 
Dacă avem un element (x+y)+I din (A′+I)/I cu x∈A′ şi y∈I, atunci cum (x+y)-x=y∈I deducem că 
(x+y)+I=x+I=ϕ(x), adică ϕ este surjecţie. 
 Din şirul de echivalenţe: x∈Ker(ϕ) ⇔ ϕ(x)=0 ⇔ x+I=I, pentru orice x∈A′ ⇔ x∈I, pentru 
orice x∈A′ ⇔ x∈A′∩I deducem că A′∩I=Ker(ϕ)∈Idb(A′). 
 Conform Corolarului 4  avem izomorfismele de inele: 
                            A/Ker(ϕ)  ≈ Im (ϕ)  ⇔ ( )IAA ∩′′ /  ≈( A′ + I)/ I.■ 
  

Corolar 4.6. Fie A un inel, I∈Idb(A) iar J un subinel al lui A ce include pe I. Atunci 
J∈Idb(A) ⇔ J/I∈Idb(A/I). În acest caz avem izomorfismul canonic: A/J≈ (A/I) / (J/I) . 
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 Demonstraţie. Echivalenţa J∈Idb(A) ⇔ J/I ∈Idb (A/I) este imediată. Fie acum A  → Ip
   

A/I    → IJp / (A/I)/(J/I)  iar                  ϕ :A→ (A/I)/(J/I), ϕ=pJ/I◦pI. 
 În mod evident ϕ este morfism surjectiv de inele (fiind compunerea morfismelor surjective 
canonice). 
Cum Kerϕ={a∈A: ϕ(a)=0}={a∈A: pJ/I(a+I)=0}={a∈A: (a+I)+J/I=J/I}= 
={a∈A:a+I∈J/I}={a∈A|:a∈J}=J, izomorfismul căutat rezultă acum din Corolarul 4 ■ 
 
 
 
 
 
 
 
CURSUL nr. 10 
 
             §1.Corp. Subcorp. Subcorp prim. 
             Morfisme de corpuri.  Caracteristica unui corp 

 
Definiţia 1.1. Vom spune despre un inel unitar K că este corp dacă U(K)=K* (unde 

K*=K\{0}). Astfel, (K, +, ·) este corp dacă: 
(i)  ( K, +) este grup 
(ii)  (K*, ·) este grup 

             (iii) Înmulţirea  este distributivă la stânga şi la dreapta faţă de adunare. 
Din cele stabilite anterior deducem că dacă n∈ℕ, n≥2, atunci   (ℤn,+,·) este corp dacă şi numai 

dacă n este prim. . 
 În mod evident, într-un corp K nu există divizori ai lui zero nenuli după cum nu există nici 
ideale diferite de {0} şi K ( căci dacă prin absurd ar exista de exemplu un ideal I la stânga a.î. {0} ⊂ I 
⊂ K atunci am avea a∈I a.î. a≠0 şi cum K este corp am deduce că a-1a=1∈I, adică I=K - absurd!). 
 Reciproc, dacă un inel unitar A are doar idealele {0} şi A atunci A este corp. Într-adevăr, dacă 
a∈A*, atunci considerând idealele aA şi Aa trebuie ca aA=Aa=A, adică ab=ca=1, cu b, c∈A, de unde 
b=c şi ab=ba=1, adică a este inversabil şi astfel A devine corp. 
  
 Definiţia 1.2. Fiind dat corpul K, o submulţime nevidă k a lui  K se zice subcorp al lui K 
dacă restricţiile operaţiilor de adunare şi înmulţire de pe K la k conferă lui k structură de corp. 
În acest caz spunem despre K că  este o extindere a lui k . 
  
 Propoziţia 1.3. Fie K un corp iar k ⊆ K o submulţime nevidă a sa. Atunci k este subcorp 
al lui K dacă şi numai dacă : 

(i) oricare ar fi x, y∈k ⇒ x-y∈k 
(ii) oricare ar fi x, y∈k  cu y≠0 ⇒ xy-1∈k. 

 
 Demonstraţie. Echivalenţa celor două afirmaţii rezultă din faptul că  (k, +) şi (k*, ·) trebuie să 
fie subgrupuri ale grupurilor (K, +) şi respectiv (K*, ·). Să observăm că elementele unitate din K şi k 
coincid.■ 

 
  

Definiţia 1.4. Dacă K, K′ sunt două corpuri, numim morfism de corpuri orice morfism 
unitar de inele f:K→K′. 
 Deci, f : K→K′ este morfism de corpuri dacă şi numai dacă f(1)=1 şi f(x+y)=f(x)+f(y), 
f(xy)=f(x)f(y)  pentru orice x, y∈K. 
 În particular, deducem că f(0)=0, f(-x) = -f(x) pentru orice x∈K iar dacă x∈K*, atunci f(x-1) = 
(f (x))-1. 
  

Observaţia 1.5. Orice morfism de corpuri f : K→K′ este ca funcţie o injecţie.  
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Într-adevăr, dacă vom considera x, y∈K a.î. f(x)=f(y) şi presupunem prin absurd că x-y≠0, 
cum x-y∈K*, există z∈K* a.î.   (x-y)z=1. Deducem imediat că : f(x-y)f(z)= f(1)=1 ⇔ (f(x)-f(y))f(z)=1 
⇔ 0·f(z)=1 ⇔ 0=1-absurd, deci  x-y=0 ⇒x = y.∎ 
  

Definiţia 1.6. Un morfism de corpuri f:K→K′ se zice izomorfism de corpuri dacă  există 
g:K′→K a.î. g◦f=1K şi f◦g=1K′. În acest caz vom scrie K≈K′. Se probează imediat că f este 
izomorfism de corpuri dacă şi numai dacă f este morfism bijectiv de corpuri. 

 Ţinând cont de observaţia  de mai sus deducem că morfismul   f : K→K′ este izomorfism de 
corpuri dacă şi numai dacă f este surjecţie. 
  

Propoziţia 1.7. Fie K un corp comutativ cu car(K)=p (p≥2 număr prim). Atunci, pentru 
orice x, y∈K avem: 

(i)    px=0 
(ii)   (xy)p=xpyp 
(iii)  (x±y)p=xp±yp (semnele se corespund). 
 
Demonstraţie. (i). Avem px=p(1Kx)=(p·1K)x=0·x=0 

          (ii). Este evidentă deoarece xy=yx. 
          (iii). Cum p este prim p | k

pC  pentru orice 1≤k≤p-1 şi  astfel dezvoltând după binomul lui Newton 

avem (x+y)p=xp+yp iar (x-y) p =x p +(-1) p y p. Dacă p>2, atunci cum p este prim (deci cu necesitate 
impar) deducem că (x-y) p = x p –y p  iar dacă p=2, cum 2y 2 = 0 avem    (x-y)2=x2+y2=x2-y2.  ■ 
  
 Observaţia 1.8. Din propoziţia precedentă deducem că funcţia ϕp:K→K, ϕp(x)=xp este 
morfism de corpuri. Morfismul ϕp poartă numele de morfismul lui Frobenius.  
 
             §2.Construcţia corpului  ℂ al numerelor complexe     
 

Scopul acestui paragraf este de a identifica corpul ℝ al numerelor reale cu un subcorp al unui 
corp comutativ ℂ în care ecuaţia x2 =-1 are soluţie. 
 Pentru aceasta vom considera ℂ=ℝ×ℝ iar pentru (x, y),           (z, t)∈ℂ definim : 
                                         (x, y)+(z, t)=(x+z, y+t) 
                                         (x, y)·(z, t )=(xz-yt, xt+yz). 
  
 Teorema 2.1.  (ℂ, +, · ) este corp comutativ în care ecuaţia x2=-1 are soluţie. 
 
 Demonstraţie. Faptul că (ℂ, +) este grup abelian se probează imediat (elementul neutru este ( 
0, 0 ), iar pentru (x, y)∈ℂ, -(x, y)=      =(-x, -y )). 

În mod evident înmulţirea este comutativă. 
Pentru a proba că (ℂ*, · ) este grup, fie (x, y), (z, t), (r, s)∈ℂ. Deoarece (x, y)[(z, t)·(r, s)]=[(x, 

y)(z, t)]·(r, s)=(xzr-xts-yzs-ytr, xzs+xtr+yzr-yts) deducem că înmulţirea este asociativă. 
Cum (x, y)(1, 0)=(1, 0)(x, y)=(x, y)  deducem că elementul neutru faţă de înmulţire este (1, 

0). Fie acum (x, y)∈ℂ* (adică x≠0 sau y≠0). Egalitatea (x, y) (xʹ, yʹ)=(1, 0) este echivalentă cu xxʹ-
yyʹ=1 şi xyʹ+yxʹ=0, de unde  xʹ=

22 yx
x
+

  şi yʹ=
22 yx

y
+

− , adică (x, y) -1= 

= 










+
−

+ 2222
,

yx
y

yx
x . 

 Cum pentru (x, y), (z, t), (r, s)∈ℂ, (x, y)·[(z, t)+(r, s)]=(x, y)·(z, t)+(x, y)·(r, s)=(xz+xr-yt-ys, 
xt+xs+yz+yr) deducem că înmulţirea este distributivă faţă de adunare, adică (ℂ, +, ·) este corp 
comutativ.  
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 Să notăm i=(0, 1). Cum i2=(0, 1)(0, 1)=(-1, 0)=-(1, 0) deducem că ecuaţia x2=-1 are soluţie 
în ℂ.  ∎ 
 
 Observaţia 2.2.  Se probează imediat că iℝ:ℝ→ℂ, iℝ(x)=(x, 0) pentru orice x∈ℝ, este 
morfism de corpuri (deci funcţie injectivă). În felul acesta ℝ poate fi privit ca subcorp al lui ℂ.  
 Deoarece pentru z=(x, y)∈ℂ putem scrie z=(x, 0)+(y, 0)(0, 1), ţinând cont de identificările 
anterioare deducem că z se poate scrie (formal) sub forma z=x+iy (cu i=(0, 1) iar i2=-1). 

Mulţimea ℂ poartă numele de mulţimea numerelor complexe,  iar (ℂ, +, ·)  corpul numerelor 
complexe.  Elementele din ℂ\ℝ se zic pur imaginare. 

Dacă z=x+iy∈ℂ cu x, y∈ℝ, atunci x se zice partea reală a lui z iar yi partea imaginară a lui 
z  ( y se numeşte coeficientul părţii imaginare ). 

Pentru z∈ℂ, z=x+iy, definim iyxz −=  (ce se va numi conjugatul lui z) şi 22 yxz +=            
( |z| poartă numele de modulul lui z ). 

 
Propoziţia 2.3.   Fie z, z1, z2∈ℂ. Atunci  

       (i) z∈ℝ ⇔ zz =  
       (ii) 2, zzzzz =⋅=  

       (iii) 
2

1

2

1
21212121 ,,

z
z

z
z

zzzzzzzz =







=±=±   (cu z2≠0) 

       (iv) zz = , 2121 zzzz +≤+ ,  2121 zzzz = ,  
2

1

2

1

z
z

z
z

=  (cu z2≠0). 

 
Demonstraţie. (i). Fie z=a+ib. Dacă z∈ℝ, atunci b=0, deci zaz ==  iar dacă zz =  atunci b 

=-b adică b=0, deci z∈ℝ. 
(ii). şi (iii). sunt evidente.  
(iv). Să probăm doar inegalitatea |z1+z2|≤|z1|+|z2| (celelalte probându-se imediat). Alegem 

z1=x1+iy1 şi z2=x2+iy2 cu x1, x2, y1, y2∈ℝ şi astfel  

|z1+z2|≤|z1|+|z2|⇔ ( ) ( ) 2
2

2
2

2
1

2
1

2
21

2
21 yxyxyyxx +++≤+++ ⇔

( )( )2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
121

2
2

2
121

2
2

2
1

2

22

yxyx

yxyxyyyyxxxx

+++

++++≤+++++
        

⇔ ( ) ( )( ) ( ) ≥−⇔++≤+ 2
1221

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2121 yxyxyxyxyyxx 0 ceea ce este evident. 

Egalitate avem dacă λ==
2

2

1

1

y
x

y
x  cu λ∈ℝ, adică 21 zz λ= .  ∎ 

Observaţia 2.4.  Asociind fiecărui număr complex z=a+ib matricea 







− ab

ba  se probează 

imediat că corpul (ℂ,+,·) este izomorf cu corpul 














−

ba
ab
ba

, ∈ℝ   , operaţiile de adunare şi 

înmulţire fiind cele obişnuite din M2 (ℝ). 
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CURSUL nr.  11 
 
              §1.Inelul polinoamelor într-o nedeterminată 
 
 În cele ce urmează prin A vom desemna un inel unitar şi comutativ. 
 Prin Aℕ vom nota mulţimea funcţiilor f:ℕ→ A. Pentru uşurinţa scrierii vom reprezenta o 
funcţie f:ℕ→A în felul următor :              f=(a0, a1, ...,an,...) unde pentru orice i∈ℕ, ai=f(i)∈A ( f se 
mai numeşte şi şir de elemente din A).  

În mod evident, dacă mai avem g:ℕ→A , g=(b0, b1, ..., bn ,...), atunci f=g dacă şi numai dacă 
ai=bi , pentru orice i∈ℕ. 
 Pentru f, g∈Aℕ , f=(a0, a1, ..., an, ...) şi g=(b0, b1, ..., bn, ...) definim f+g,    fg ∈Aℕ  prin 

(f+g)(i)=f(i)+g(i) şi (fg)(i)= ∑
=

−
i

k
kigkf

0
)()(  pentru orice i∈ℕ. 

Altfel zis, f+g=(a0+b0, a1+b1, ..., an+bn, ...) şi fg=(c0, c1, ..., cn, ...) unde ci= ∑
=

i

k
a

0
kbi-k  pentru 

orice i∈ℕ. Astfel, c0=a0b0, c1=a0b1+a1b0, ...,    cn=a0bn+a1bn-1+...+an-1b1+anb0, … 
 
 Propoziţia 1.1. (Aℕ, +,·) este inel unitar comutativ. 
 
 Demonstraţie.  Faptul că (Aℕ, +) este grup comutativ este imediat: asociativitatea şi 
comutativitatea adunării de pe Aℕ rezultă din asociativitatea şi comutativitatea adunării de pe A, 
elementul neutru este şirul nul  0=(0, 0, ..., 0, ...) (ce are toate componentele egale cu zero), iar pentru  
f = (a0, a1, ..., an, ...)∈Aℕ opusul său  -f  este dat de                          -f = (-a0, -a1, ..., -an, ...) . 

Comutativitatea înmulţirii de pe Aℕ rezultă din comutativitatea înmulţirii de pe A. Pentru a 
proba asociativitatea înmulţirii de pe Aℕ, fie                       f = (a0, a1, ..., an, ...), g = (b0, b1, ..., bn, ...), h 
= (c0, c1, ..., cn, ...) trei elemente oarecare din Aℕ şi să probăm că (fg)h=f(gh). Într-adevăr, pentru n∈ℕ  
avem : 

((fg)h)(n)= ∑
=

−
n

i
inhifg

0
)())(( = ∑ ∑

= =
−−

n

i

i

j
inhjigjf

0 0
)())()((  

= ∑
=++ ntkj

thkgjf )()()( şi analog (f(gh))(n)= ∑
=++ ntkj

thkgjf )()()( , de unde ((fg)h)(n)=(f(gh))(n), adică 

(fg)h=f(gh). 
 Dacă notăm 1=(1, 0, ..., 0, ...)∈Aℕ , atunci pentru orice f∈Aℕ avem f·1=1·f=f , de unde 
concluzia că 1 este elementul neutru pentru înmulţirea de pe Aℕ. Deoarece înmulţirea de pe A este 
distributivă faţă de adunarea de pe A deducem imediat că dacă f, g, h ∈Aℕ şi n∈ℕ, atunci 
(f(g+h))(n)=f(n)(g(n)+h(n))=f(n)g(n)+f(n)h(n)=(fg)(n)+(fh)(n)=    =(fg+fh)(n), adică f(g+h)=fg+fh, 
altfel zis înmulţirea de pe Aℕ este distributivă faţă de adunarea de pe Aℕ şi cu aceasta propoziţia este 
demonstrată. ∎ 
 
 Observaţia 1.2. 
             1. Dacă vom considera iA : A → Aℕ,          iA(a)=(a, 0, 0,...,0,...) pentru orice a∈A, atunci iA 
este morfism injectiv de inele unitare, astfel că putem identifica orice element a∈A cu elementul (a, 
0,..., 0, ...) din Aℕ şi astfel putem privi pe A ca subinel unitar al inelului Aℕ. 

 2. Dacă  X = (0, 1, 0, ..., 0, ...) ∈Aℕ , atunci pentru orice n∈ℕ avem  Xn = ( 321
nori

0,...,0 ,1, 0, ...), 

astfel că dacă f=(a0, a1, ..., an, ...)∈Aℕ, atunci folosind adunarea şi înmulţirea definite pe Aℕ ca şi 
identificările stabilite în prima parte a acestei observaţii avem: 
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f= (a0, a1, ..., an, ...) = (a0, 0, ...) + (0, a1, 0, ...) +  ... = (a0, 0, ...) +           +(a1, 0, ...) (0, 1, 0,...) + (a2, 0, 
...) (0, 0, 1, 0, ...) +...+ (an, 0, ...) ( 321

nori

0,...,0,0 , 1, 0, ...) +... =(a0, 0, ...) + (a1, 0, ...) X + (a2, 0, ...) X2+...+    

+(an, 0, ...) Xn+...= a0+a1X+...+anXn+... 
Obţinem astfel scrierea obişnuită a unei serii formale. Această observaţie ne permite să dăm 

următoarea definiţie : 
 
 Definiţia 1.3. Inelul (Aℕ, +, ·) se numeşte inelul seriilor formale în nedeterminata X cu 
coeficienţi din A  şi se notează  prin A[[X]]. 

Un element f din A[[X]] se va scrie condensat sub forma f=∑
≥0i

i
i Xa  (aceasta fiind doar o 

notaţie, fără sens de adunare). 
 
 Definiţia 1.4.  O serie formală f = ∑

≥0i

i
i Xa ∈A[[X]] cu proprietatea că { i∈ℕai ≠ 0} este 

finită se numeşte polinom cu coeficienţi în A. 
          Vom nota prin A[X] mulţimea polinoamelor cu coeficienţi în A. Polinoamele de forma aXn cu 
a∈A* se zic monoame. 

Astfel, dacă f= ∑
≥0i

i
i Xa ∈A[X], atunci există n∈ℕ a.î. ai=0 pentru orice i∈ℕ, i ≥ n+1; în acest 

caz vom scrie f=a0+a1X+...+anXn  sau  f=∑
=

n

i

i
i Xa

0
. 

În cazul polinomului nul, ai=0 pentru orice i∈ℕ; dacă nu este pericol de confuzie convenim să 
notăm prin 0 polinomul nul. 
 

 Observaţia 1.5.  Fie f= ∑
=

n

i

i
i Xa

0
, g= ∑

=

m

i

i
i Xb

0
 două polinoame din A[X]. Cum în particular f şi g 

sunt funcţii de la ℕ la A deducem că f=g dacă şi numai dacă m=n şi ai=bi pentru orice 0 ≤ i ≤ n. 
În particular, f=0 dacă şi numai dacă ai=0 pentru orice 0 ≤ i ≤ n şi f ≠ 0 dacă şi numai dacă 

există 0 ≤ i ≤ n a.î. ai ≠ 0. 
 
 Definiţia 1.6.  Pentru polinomul nul 0∈A[X] definim gradul său ca fiind -∞  iar pentru 
f∈A[X],  f≠ 0  definim gradul lui f ca fiind 
                                  grad(f)=max{iai ≠ 0}. 

Astfel, dacă f ≠ 0 şi grad(f)=n ≥ 1, atunci f se poate scrie sub forma  
                                  f=a0+a1X+...+anXn  şi an ≠ 0. 

În acest caz, an se zice coeficientul dominant al lui f; dacă an=1, f se  mai zice monic. 
Dacă grad(f)=0, atunci f=a cu a∈A; spunem în acest caz că f este polinom constant. 

 
 Propoziţia 1.7. A[X] este subinel al inelului A[[X]]. 
 
 Demonstraţie.  Fie f=a0+a1X+...+anXn şi g=b0+b1X+...+bmXm două polinoame din A[X] de 
grade n şi respectiv m. Dacă de exemplu n ≤ m, atunci f-g=(a0-b0)+(a1-b1)X+...+(an-bn)Xn+(-
bn+1)Xn+1+...+(-bm)Xm ∈A[X] iar fg=a0b0+(a0b1+a1b0)X+...+anbmXn+m ∈A[X]. De asemenea, polinomul 
constant 1∈A[X]. ∎ 
 
 Definiţia 1.8.  Inelul A[X] poartă numele de inelul polinoamelor în nedeterminata X cu 
coeficienţi în inelul A sau mai pe scurt, inelul polinoamelor într-o nedeterminată. 
 
 Propoziţia 1.9.Dacă f, g∈A[X], atunci: 
 (i) grad (f+g)≤ max{grad(f), grad(g)} 
 (ii) grad (fg) ≤ grad(f) + grad(g). 
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 Demonstraţie.  Dacă f=g=0 totul este clar. De asemenea, dacă de exemplu f=0 şi g ≠ 0 (ţinând 
cont de convenţiile de calcul cu ± ∞). Dacă f≠0 şi g≠0 inegalităţile de la (i) şi (ii) rezultă imediat din 
felul în care se efectuează f+g şi fg  ∎ 
 
 Propoziţia 1.10. Fie f=a0+a1X+...+anXn ∈A[X]. Atunci: 
 (i) f∈U(A[X]) ⇔ a0∈U(A) iar a1, ..., an∈N(A) (reamintim că prin N(A) am notat mulţimea 
elementelor nilpotente din A) 
 (ii) f este divizor al lui zero în A[X] ⇔ există a∈A* a.î. af=0. 
 
 Demonstraţie.  (i).  "⇒".  Dacă f∈U(A[X]), atunci există g=b0+b1X+...+bmXm ∈A[X] a.î. fg=1 
⇔ 
 

                                 (∗)   
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Din prima egalitate din (∗) deducem că a0∈U(A). Înmulţind ambii membrii ai penultimei 
egalităţi din (∗) cu an şi ţinând cont de ultima egalitate deducem că an

2bm-1=0. Inductiv deducem că 
an

m+1b0=0, de unde an
m+1=0 (căci b0∈U(A)), adică an∈N(A). Atunci anXn ∈N(A[X]) şi cum f∈U(A[X]) 

deducem  că f1=f-anXn ∈U(A[X]). Cum f1=a0+a1X+...+an-1Xn-1 deducem că an-1∈N(A). Raţionând acum 
inductiv deducem că an-2, ..., a2, a1 ∈N(A). 
"⇐". Să presupunem că a0∈U(A) (deci a0∈U(A[X])) şi a1, a2, ..., an∈N(A). Atunci a1, ..., an∈N(A[X]) 
şi cum N(A[X]) este ideal în A[X] deducem că a1X, a2X2,…,anXn ∈N(A[X]) deci şi 
a1X+a2X2+...+anXn∈N(A[X]). Cum a0∈U(A[X]) iar f=a0+(a1X+...+anXn) deducem că f∈U(A[X]) . 

(ii). "⇐". Evidentă. 
          "⇒". Să presupunem că f este divizor al lui zero în A[X] şi fie g=b0+b1X+...+bmXm ∈A[X] un 
polinom nenul de grad minim pentru care fg=0. Atunci anbm=0   şi   cum g1=ang=anb0+anb1+...+anbm-

1Xm-1 are    gradul ≤  m-1<m şi g1f=0, datorită minimalităţii lui m deducem că g1=0, adică 
anb0=anb1=...= anbm-1=0. Inductiv se arată că an-kg=0 pentru 0 ≤ k ≤ n şi deci aibj=0 pentru orice 0 ≤ i ≤ n, 
0 ≤ j ≤ m. Cum g ≠ 0 există 0 ≤ j ≤ m  a.î. bj ≠ 0. 

Cum bjai=0 pentru orice 0 ≤ i ≤ n deducem că bjf=0.  ∎ 
 
            Corola 1.11. Dacă A este domeniu de integritate atunci 
(i) f=a0+a1X+...+anXn ∈U(A[X]) ⇔ a1=a2=...=an=0 iar a0∈U(A) (altfel zis,  f∈U(A[X]) dacă şi 
numai dacă f=a0, cu a0∈U(A)). 

(ii) A[X] este domeniu de integritate. 
 
Demonstraţie.(i). Rezultă imediat deoarece în cazul în care A este domeniu de integritate, 

N(A)={0}.  
(ii). Să arătăm că dacă f∈A[X] este divizor al lui 0 în A[X], atunci f=0. Alegem 

f=a0+a1X+...+anXn ∈A[X] şi  există b∈A* a.î. bf=0 ⇔ bai=0, pentru orice 0≤i≤n. Cum b∈A* iar A 
este domeniu de integritate deducem că ai=0 pentru orice 0≤i≤n, adică f=0.  ∎ 
 

Aplicaţia iA:A→A[X], iA(a)=a pentru orice a∈A este morfism injectiv de inele unitare (numit 
morfismul canonic de scufundare al lui A în A[X]). 
 
 În continuare vom prezenta o proprietate importantă a inelului de polinoame A[X], numită 
proprietatea de universalitate a inelelor de polinoame într-o nedeterminată. 
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 Teorema 1.12. Pentru orice inel unitar, comutativ B, orice element b∈B şi orice morfism 
de inele f∈Hom(A, B), există un unic morfism de inele unitare f ′∈Hom(A[X], B) a.î. f ′(X)=b iar 
diagrama:                              
 
 
                                                        iA 
                                         A                               A[X] 
               
                                              f                                    f ′                     

 
 

    
                                                         B 
 
este comutativă (adică f ′o iA=f). 
 
 Demonstraţie.  Fie P=a0+a1X+...+anXn∈A[X] şi să arătăm că dacă definim   f 
′(P)=f(a0)+f(a1)b+...+f(an)bn, atunci f ′ este morfismul de inele căutat. Avem f′(1)=f(1)=1, iar dacă mai 
avem Q=b0+b1X+...+bmXm∈A[X] cu m≤ n, atunci scriind şi pe Q sub forma Q=b0+b1X+...+bnXn cu 
bm+1=...=bn=0, avem  

P+Q=∑
=

+
n

i

i
ii Xba

1

)( , PQ= ∑
+

=

nm

i

i
i Xc

0

 cu  ci= ∑
=

−

i

k
kikba

0
 (0 ≤ i ≤ m+n) astfel că 

f′(P+Q)=∑
=

+
n

i

i
ii bbaf

0
)( = ∑

=
+

n

i

i
ii bbfaf

0
))()(( = 

= ∑
=

n

i

i
i baf

0
)( + ∑

=

n

i

i
i bbf

0
)( =f ′(P)+f ′(Q)  iar f ′(PQ)=∑

+

=

nm

i

i
i bcf

0

)( .  

Cum ci= ∑
=

−

i

k
kikba

0
 pentru orice 0 ≤ i ≤ m+n avem f(ci)= ∑

=
−

i

k
kik bfaf

0
)()(  astfel că f 

′(PQ)= ∑ ∑
+

= =
−

nm

i

i

k
kik bfaf

0 0
)()(( )bi =             =f ′(P)f ′(Q),  adică f ′∈Hom(A[X], B). 

Dacă a∈A, atunci (f ′o iA)(a)=f ′(iA(a))=f ′(a), adică f ′o iA=f. 
Să presupunem acum că mai avem f′′∈Hom(A[X], B) a.î. f′′(X)=b şi f′′o iA=f. Atunci, pentru 

P=a0+a1X+...+anXn∈A[X] avem f′′(P)=f′′(a0+a1X+...+anXn)=f′′(a0)+f′′(a1)f′′(X)+...+f′′(an)(f(X))n  =  
 =f(a0)+f(a1)b+...+f(an)bn=f ′(P), adică f′′=f ′. ∎ 
 
 Definiţia 1.13.  Dacă f=a0+a1X+...+anXn∈A[X], atunci f~ :A→A, f~ (a)=a0+a1a+...+anan 
pentru orice a∈A poartă numele de funcţia polinomială ataşată lui f. Vom spune despre o funcţie 
g:A → A că este polinomială dacă există f∈A[X] a.î. g= f~ . 
 
 Observaţia 1.14. 
             1. Dacă f, g ∈A[X] şi f=g (ca polinoame), atunci în mod evident f~ = g~ (ca funcţii). 

2. Reciproca primei observaţii nu este adevărată pentru orice inel A. 
Într-adevăr, considerând A=ℤ2 , f=1̂ +X, g=1̂+X2, atunci f~ ( 0̂ )= g~ ( 0̂ )=1̂ , f~ (1̂)= g~ (1̂)= 0̂ ,  

deci f~ = g~ , pe când f ≠ g. 
          
              3. Se probează imediat că dacă f, g ∈A[X], atunci  gf ± = gf ~~

±  şi  
 
fg    = gf ~~ . 
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             §2.Inelul polinoamelor în mai multe nedeterminate 
 
 În paragraful precedent am construit inelul polinoamelor într-o nedeterminată. În cadrul 
acestui paragraf vom construi inductiv inelul polinoamelor într-un număr finit de nedeterminate 
punând apoi în evidenţă principalele proprietăţi ale unor astfel de polinoame. Reamintim că prin A am 
desemnat un inel unitar comutativ. 
 
 Definiţia 2.1. Inelul polinoamelor în nedeterminatele X1, X2, ..., Xn (n ≥ 2) cu coeficienţi în 
inelul A, notat prin A[X1, X2, ..., Xn] se defineşte inductiv astfel: A[X1] este inelul polinoamelor în 
nedeterminata X1 cu coeficienţi din A, A[X1, X2] este inelul polinoamelor în nedeterminata X2 cu 
coeficienţi din inelul A[X1] şi în general A[X1, X2, ..., Xn] este inelul polinoamelor în 
nedeterminata Xn cu coeficienţi din inelul   A[X1, ..., Xn-1]. 

Astfel, o dată construit A[X1] avem A[X1, X2]=A[X1][X2], ...,A[X1, X2, ..., Xn]=A[X1, X2, ..., 
Xn-1][Xn]. Analog, plecând de la inelul seriilor formale A[[X1]] se construieşte inductiv inelul A[[X1, 
..., Xn]] al seriilor formale cu coeficienţi din A prin  A[[X1, ..., Xn]] =A[[X1, ..., Xn-1]] [[Xn]]. 

Dacă f∈A[X1, ..., Xn]=A[X1, ..., Xn-1][Xn], atunci f=f0+f1Xn+...+ft n Xt n  cu fi∈A[X1, ..., Xn-1] 
pentru 0 ≤ i ≤ tn. Scriind la rândul lor pe f0, f1, ..., ft n  ca polinoame în Xn-1 cu coeficienţi în       A[X1, 
..., Xn-2], ş.a.m.d., deducem că f se scrie ca o sumă finită de forma  

(∗) f = ∑
=

n

n

n

n

ttt

ii

i
n

i
iii XXa

,...,,

0,...,
1...

21

1

1

21
... (în care  ai 1 ...i n ∈A se numesc coeficienţii lui f). 

 
 Observaţia 2.2. Făcând inducţie matematică după n se arată imediat că scrierea lui f sub 
forma (∗) este unică (echivalent cu a arăta că f = 0 dacă şi numai dacă toţi coeficienţii ai 1 i 2 ...i n =0). 
 
 Definiţia 2.3. Un polinom de forma aX1

i 1 ...Xn
i n  cu a∈A* iar i1, i2, ..., in∈ℕ se numeşte 

monom iar prin gradul său înţelegem numărul natural i1+i2+...+in (convenim să scriem 
grad(aX1

i 1 ...Xn
i n )= = i1+...+in). 

Astfel, un polinom f∈A[X1, ..., Xn] se scrie în mod unic ca sumă finită de monoame nenule 
din A[X1, ..., Xn]. 

                                   f = ∑
=

n

n

n

n

tt

ii

i
n

i
ii XXa

,...,

0,...,
1...

1

1

1

1
... . 

Monoamele nenule din scrierea lui f se numesc termenii lui f. 
 
 
 
Gradul lui f se defineşte astfel: 

  
                                    - ∞  ,  dacă f=0 
             
            grad(f ) =  
                                    
                                     maximul gradelor termenilor săi, dacă f ≠ 0. 
 

 
Astfel, dacă f =2X1

2-3X1X2
2+4X1X2X3∈ℤ[X1, X2, X3], atunci  

               grad(f)=max{2, 1+2, 1+1+1} = max{2, 3, 3}=3. 
Observăm deci că în cadrul unui polinom f de mai multe variabile pot să apară termeni diferiţi 

(în cazul exemplului nostru fiind monoamele –3X1X2
2 şi 4X1X2X3) care însă să aibă acelaşi grad, astfel 

că nu putem vorbi de un termen bine individualizat de grad maxim (ca în cazul polinoamelor de o 
singură nedeterminată în care termenii se pot ordona după puterile nedeterminatei). 
           Pentru monoamele nenule ale unui polinom de mai multe variabile putem defini o ordonare cu 
ajutorul ordonării lexicografice (vezi §5 de la Capitolul 1). Mai precis, dacă n ≥ 2, M1=aX1

i 1 ...Xn
i n , 
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M2=bX1
j 1 ...Xn

j n ∈A[X1, ..., Xn] cu  a, b∈A*, atunci definim M1 ≤ M2 ⇔ ⇔ (i1, ... ,in) ≤ (j1, ..., jn) (în 

ordonarea lexicografică de pe ℕn !). 
Astfel, M1 ≤ M2 ⇔ există 1 ≤ k ≤ n a.î. i1=i2,...,ik=jk şi ik+1<jk+1. 
De exemplu, în ℤ[X1, X2, X3] : 2X1

2X2
3X3

4 ≤ -4X1
2X2

3X3
5, X1 ≤ X1X2X3. 

În general, având un polinom nenul f∈A[X1, ..., Xn], cum acesta se poate scrie ca sumă finită 
de monoame nenule din A[X1, ..., Xn], cu ajutorul ordonării lexicografice de pe A[X1, ..., Xn] putem 
individualiza un monom nenul care să fie cel mai mare în ordonarea lexicografică. Acest termen se 
numeşte termenul principal al polinomului f (convenim să-l notăm prin tp(f)). 

Astfel, dacă în ℤ[X1, X2, X3] considerăm polinoamele f=X1+X2+X3, g=X1X2+X2X3+X3X1 şi 
h=X1X2

2X3-4X1X2
2X3

4 atunci tp(f)=X1, tp(g)=X1X2 iar  tp(h)= - 4X1X2
2X3

4. 
 
 Observaţia 2.4.  
             1. Cum ordonarea lexicografică este o relaţie de ordine (parţială) pe A[X1, ..., Xn], dacă avem 
M1, M2, N1, N2 patru monoame nenule din A[X1, ..., Xn] a.î. M1 ≤ M2 şi N1 ≤ N2, atunci M1N1 ≤ M2N1 şi 
M1N1 ≤ M2N2. 

2. În consecinţă, dacă produsul termenilor principali a două polinoame nenule din A[X1, ..., 
Xn] este un monom nenul, atunci acesta este termenul principal al produsului celor două polinoame. 

Să revenim acum asupra problemei gradului unui polinom din A[X1,...,Xn]. 
Definiţia 2.5. Dacă toţi termenii unui polinom f din  A[X1, ..., Xn] au acelaşi grad, vom 

spune despre f că este polinom omogen sau formă. 
Fiind date două polinoame omogene f şi g din A[X1, ..., Xn] atunci produsul lor fg este sau 

polinomul nul sau un polinom omogen de grad egal cu grad(f)+grad(g). 
 Observaţia 2.6. Orice polinom nenul f∈A[X1, ..., Xn] de grad n se poate scrie în mod unic sub 
forma f=f0+f1+...+fn unde fiecare fi, 0 ≤ i ≤ n este sau nul sau polinom omogen de grad i. Polinoamele 
omogene nenule fi, 0 ≤ i ≤ n din scrierea lui f de mai sus se numesc componentele omogene ale 
polinomului  f. 
 
 Propoziţia 2.7. Pentru orice f, g∈A[X1, ..., Xn] avem: 
 (i) grad(f+g) ≤ max{ grad(f), grad(g) } 
 (ii) grad(fg)≤ grad(f)+grad(g). 
 
 Demonstraţie.  Atât (i) cât şi (ii) sunt clare dacă ţinem cont de scrierea polinoamelor f şi g ca 
sume de polinoame omogene. ∎ 
 
 Propoziţia 2.8. Dacă A este domeniu de integritate, atunci şi  A[X1, ..., Xn] este domeniu 
de integritate iar în acest caz pentru orice  f, g∈A[X1,...,Xn] avem grad(fg)=grad(f)+grad(g). 
 
 Demonstraţie.  Vom face inducţie matematică după n, pentru n=1 totul fiind clar dacă ţinem 
cont de cele stabilite în paragraful precedent. 

Cum A[X1, ..., Xn]=A[X1, ..., Xn-1][Xn], dacă presupunem că    A[X1, ..., Xn-1] este domeniu de 
integritate, atunci şi A[X1, ..., Xn] va fi domeniu de integritate. 

Fie acum f, g polinoame nenule din A[X1, ..., Xn] de grad m şi respectiv n. Atunci scriem pe f 
şi g sub forma f=f0+f1+...+fm, g=g0+g1+...+gn cu fm ≠ 0, gn ≠ 0 iar fi,  gi sunt sau nule sau polinoame 

omogene de grad i,  respectiv j, 0 ≤ i ≤ m-1, 0 ≤ j ≤ n-1. Avem fg= ∑
+

=

nm

k
kh

0
 cu hk= ∑

=+ kji
ji gf (0 ≤ k ≤ m+n). 

Cum A[X1, ..., Xn] este domeniu de integritate avem hm+n=fmgn, de unde relaţia 
grad(fg)=grad(f)+grad(g). ∎ 
 
 Funcţia iA:A →A[X1, ..., Xn] definită prin iA(a)=a pentru orice a∈A este un morfism injectiv 
de inele unitare (numit morfismul canonic de scufundare a lui A în A[X1, ..., Xn]).  

Să observăm că în notarea morfismului canonic de scufundare a lui A în A[X1, ..., Xn] ar fi 
trebuit să amintim şi de n. Nu am făcut lucrul acesta pentru a nu complica notaţia, însă dacă este 
pericol de confuzie vom face şi lucrul acesta. 
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 Suntem acum în măsură să prezentăm proprietatea de universalitate a inelelor de polinoame 
în mai multe nedeterminate. 
 
 Teorema 2.9. Fie n∈ℕ, n ≥ 2, B un inel unitar comutativ, f:A→B un morfism de inele 
unitare şi b1, ..., bn∈B. Atunci există un unic morfism de inele unitare f′ : A[X1, ..., Xn] →B a.î. 
f′(Xi)=bi pentru orice 1≤ i ≤ n iar diagrama                   
                                           iA          
                        A                              A[X1,...,Xn] 
                      
                        f                               f ′ 
                                 
                                        B 
este comutativă  ( adică f ′ o iA=f ). 
 
 Demonstraţie. Facem inducţie matematică după n (pentru n=1 rezultatul fiind adevărat 
conform Teoremei 1). 

Să presupunem acum afirmaţia din enunţ adevărată pentru n-1 şi să o demonstrăm pentru n. 
Avem deci un unic morfism de inele unitare  f1: A[X1,...,Xn-1]→B a.î. f1(Xi)=bi , 1≤ i ≤ n-1 şi diagrama                           
              
                                                                    iA' 

                                    A                                 A[X1,...,Xn-1] 
 
                                                                        
                                                     f                          f1 
 
  
                                                                     B                                                       
este comutativă, adică f1o iA′=f (iA′ fiind morfismul canonic de la A la    A[X1,...,Xn-1]). 
            Cum A[X1,...,Xn]=A[X1,...,Xn-1][Xn], conform Teoremei 1 avem un morfism de inele unitare 
f′:A[X1, ..., Xn]→B a.î. f′(Xn)=bn şi diagrama 
                                                                   iA" 

               A[X1,...,Xn-1]                                      A[X1,...,Xn] 
 
                                              f1                                            f ′ 
                 
                                                                
                                                               
                                                                  B 
 
este comutativă (adică f′o iA′′=f1), unde iA′′ este morfismul canonic de la       A[X1, ..., Xn-1] la A[X1, 
..., Xn-1][Xn]=A[X1, ..., Xn]. 

În mod evident, iA=iA′′ o iA′ şi obţinem din cele două diagrame comutative de mai înainte 
diagrama comutativă 

 
 
                                          iA 

                                          A                                               A[X1,...,Xn] 
                                             
                                             f                               f ′ 
 
                         
                                                              B 
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În mod evident f ′(Xi)=bi pentru orice 1 ≤ i ≤ n. Unicitatea lui f′ rezultă din unicitatea lui f1 şi a 
faptului că f ′o  iA′′=f1. 

Conform principiului inducţiei matematice teorema este adevărată pentru orice n∈ℕ, n ≥ 1.  ∎ 
 

 
             §3.Polinoame simetrice 
  
 Păstrând notaţiile de la paragrafele precedente, dacă σ∈Sn este o permutare (n ≥ 2) atunci 
conform proprietăţii de universalitate a inelului de polinoame A[X1, ..., Xn], există un unic morfism de 
inele unitare   σ*:A[X1, ..., Xn]→A[X1, ..., Xn] a.î. σ*(Xi)=Xσ(i) pentru orice 1 ≤ i ≤ n iar diagrama                                    
 
                                       A             iA                    A[X1, ..., Xn] 
 
 
                                         iA                                σ* 
 
                                                  
 
                                                 A[X1 ,..., Xn] 
 
 
este comutativă (adică pentru orice a∈A, σ*(a)=a). În general, dacă avem  f∈A[X1, ..., Xn],  

f= ∑
=

n

n

n

n

ttt

iii

i
n

i
iii XXa

,...,,

0,...,,
1...

21

21

1

21
... , atunci 

                              σ*(f)= ∑
=

n

n

n

n

ttt

iii

i
n

i
iii XXa

,...,,

0,...,,
)()1(...

21

21

1

21
... σσ . 

Dacă avem de exemplu f=X1
2-2X1X2-X2X3

2∈ℤ[X1,X2,X3] iar σ= 







213
321

∈S3, atunci 

σ*(f)=X3
2-2X3X1-X1X2

2. 
 
 Observaţia 3.1.  
             1. Dacă σ, τ∈Sn, atunci (στ)*=σ*o τ*. 

2. Dacă e∈Sn este permutarea identică, atunci e*=1A[x 1 ,...,x n ]. 
3. Dacă σ∈Sn, atunci σ*:A[X1, ..., Xn]→A[X1, ..., Xn] este izomorfism de inele unitare (ţinând 

cont de prima parte a acestei observaţii deducem că inversul lui σ* este ( σ-1)*). 
 
 Definiţia 3.2. Vom spune că un polinom f∈A[X1, ..., Xn] (n ≥ 2) este simetric dacă pentru 
orice σ∈Sn, σ*(f)=f, altfel zis, oricum am permuta (schimba) variabilele lui f acesta rămâne 
neschimbat (spunem că f rămâne invariant la σ).  

Cum orice permutare din Sn este un produs de transpoziţii, atunci un polinom din A[X1, ..., Xn] 
este simetric dacă şi numai dacă f rămâne invariant la orice transpoziţie din Sn. Vom nota prin S(A[X1, 
..., Xn]) mulţimea polinoamelor simetrice din A[X1, ..., Xn]. 
 
 Propoziţia 3.3. S(A[X1, ..., Xn]) este subinel unitar al inelului   A[X1, ..., Xn]. 
 
  Demonstraţie.  În mod evident, polinoamele constante din A[X1, ..., Xn] (deci şi 1) fac parte 
din S(A[X1, ..., Xn])  iar dacă f, g∈S(A[X1, ..., Xn]) şi σ∈Sn, cum σ* este morfism de inele unitare 
avem σ*(f-g) = σ*(f) - σ*(g) = f-g şi σ*(fg)=σ*(f)σ*(g)=fg, de unde deducem că f-g, fg ∈S(A[X1, ..., 
Xn]), adică S(A[X1, ..., Xn]) este subinel unitar al lui A[X1, ..., Xn]. 
 
 Observaţia 3.4. După cum am văzut în paragraful precedent, orice polinom f∈A[X1, ..., Xn] se 
scrie în mod unic sub forma f=f0+f1+...+fk unde fiecare fi este un polinom omogen de grad i (0 ≤ i ≤ k) 
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din A[X1, ..., Xn]. Astfel, dacă σ∈Sn, atunci σ*(f)=σ*(f0+f1+...+fk)=σ*(f0)+σ*(f1)+...+σ*(fk). Deoarece 
σ*(fi), 0 ≤ i ≤ k este tot un polinom omogen de grad i, deducem din unicitatea scrierii lui f sub forma 
f=f0+f1+...+fk că σ*(f)=f ⇔σ*(fi)=fi pentru orice 0 ≤ i ≤ k. 

Altfel zis, un polinom f din A[X1, ..., Xn] este simetric dacă şi numai dacă fiecare componentă 
omogenă a sa este un polinom simetric. 

Această observaţie ne permite ca de multe ori atunci când raţionăm relativ la un polinom 
f∈S(A[X1, ..., Xn]) să-l considerăm şi omogen. 
 

Să considerăm acum polinoamele S1, S2, ..., Sn din A[X1, ..., Xn] definite prin : 
                               S1=X1+X2+...+Xn= ∑

≤≤ ni
iX

1
 

                               S2=X1X2+X1X3+...+Xn-1Xn= ∑
≤<≤ nji

ji XX
1

 

                               ................................................... 
                               Sn=X1X2...Xn. 
 
 Propoziţia 3.5.  S1, S2, ..., Sn∈S(A[X1, ..., Xn]). 
 
 Demonstraţie. Vom considera polinomul 
g=(X-X1)(X-X2)...(X-Xn) din  A[X1, ..., Xn, X] care se mai poate scrie şi sub forma g=Xn-S1Xn-1+S2Xn-

2-...+           +(-1)nSn. 
Pentru σ∈Sn avem morfismul de inele unitare  

σ*:A[X1, ..., Xn] → A[X1, ..., Xn] cu ajutorul căruia şi al Teoremei  9  găsim morfismul unitar de inele 
σ**:A[X1, ..., Xn, X]→A[X1, ..., Xn, X] pentru care σ**(Xi)=Xσ(i)=σ*(Xi) pentru orice 1 ≤ i ≤ n,  
σ**(X)=X şi σ**(a)=a pentru orice a∈A. 

De fapt, dacă vom considera permutarea σ′ din Sn+1 cu proprietatea că σ′(i)=σ(i) pentru orice 
1 ≤ i ≤ n şi σ(n+1)=n+1, atunci numerotând eventual pe X prin Xn+1,  σ** este de fapt  σ′*.  

Atunci σ**(g)=σ**((X-X1)...(X-Xn))=σ**(X-X1)...σ**(X-Xn)= 
=(X-Xσ(1))...(X-Xσ(n))=(X-X1)...(X-Xn)=g iar pe de altă parte  
σ**(g)=σ**(Xn-S1Xn-1+S2Xn-2-...+(-1)nSn)=Xn-σ*(S1)Xn-1+σ*(S2)Xn-2-    -...+(-1)nσ*(Sn).  

Comparând cele două expresii ale lui σ**(g) deducem că σ*(Si)=Si pentru orice 1 ≤ i ≤ n, adică  
Si∈S(A[X1, ..., Xn]) pentru orice 1≤ i ≤ n. ∎ 
 
 Definiţia 3.6. Polinoamele S1, S2, ..., Sn poartă numele de polinoamele simetrice 
fundamentale din A[X1, ..., Xn]. 

Reamintim că în paragraful precedent pentru f∈A[X1, ..., Xn] prin tp(f) am notat termenul 
principal al lui f (adică acel monom nenul care în ordonarea lexicografică este cel mai mare termen al 
lui f). 
 
 Propoziţia 3.7. Fie f∈S(A[X1, ... ,Xn]) şi să presupunem că tp(f)=aX1

i 1 X2
i 2 ...Xn

i n  cu 
a∈A*. Atunci cu necesitate i1 ≥ i2 ≥ ... ≥ in. 
 
 Demonstraţie.  Să presupunem prin absurd că pentru un 1 ≤ k ≤ n avem ik<ik+1 şi să considerăm 
monomul M=aX1

i 1 ...Xk-1
i 1−k Xk

i 1+k Xk+1
i k ...Xn

i n . Cum f  este simetric cu necesitate M face parte 
dintre termenii lui f. Contradicţia provine din aceea că, relativ la ordonarea lexicografică,  tp(f) < M  - 
absurd. ∎ 
 
 Observaţia 3.8.  Dacă X1

i 1 ...Xn
i n  este un monom din A[X1, ..., Xn] pentru care i1 ≥ i2 ≥ ... ≥ in , 

atunci există doar un număr finit de monoame X1
j 1 X2

j 2 ...Xn
j n  a.î. j1 ≥ j2 ≥ ... ≥ jn                                     

şi X1
j 1 X2

j 2 ...Xn
j n  < X1

i 1 X2
i 2 ...Xn

i n  (deoarece din j1 ≤ i1 deducem că avem un număr finit de moduri 
de alegere a lui  j1  iar pentru fiecare j1 ales există cel mult j1n-1 posibilităţi de alegere a lui (j2,...,jn) a.î. 
j1 ≥ j2 ≥ ... ≥ jn). 
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 Suntem acum în măsură să prezentăm un rezultat important legat de polinoamele simetrice 
cunoscut sub numele de Teorema fundamentală a polinoamelor simetrice: 
 
 Teorema 3.9. Pentru orice f∈S(A[X1,...,Xn]) există un unic g∈A[X1,...,Xn] a.î. f=g(S1, ..., 
Sn), unde S1, ..., Sn sunt polinoamele simetrice fundamentale. 
 
 Demonstraţie. Ţinând cont de observaţia de mai sus putem presupune că f este şi omogen; fie 
grad(f)=m. Dacă tp(f)=aX1

i 1 ...Xn
i n , atunci avem că  i1 ≥ i2 ≥ ... ≥ in. Ţinând cont de faptul că pentru 

orice 1 ≤ i ≤ n, tp(Si)=X1X2...Xi   deducem că : 
tp(S1

i 1 -i 2 S2
i 2 -i 3 ...Sn-1

i 1−n -i n Sn
i n )= 

=X1
i 1 -i 2 (X1X2)i 2 -i 3 ...(X1X2...Xn-1)i 1−n -i n (X1X2...Xn)i n  

=X1
(i 1 -i 2 )+(i 2 -i 3 )+...+(i 1−n -i n )+i n X2

(i 2 -i 3 )+...+(i 1−n i n )+i n ...Xn
i n = =X1

i 1 X2
i 2 ...Xn

i n = tp(f). 
Astfel, dacă vom considera f1=f-aS1

i 1 -i 2 S2
i 2 -i 3 ...Sn-1

i 1−n -i n Sn
i n , tp(f1)<tp(f) (în ordonarea 

lexicografică ). 
Continuăm acum procedeul pentru f1. Dacă bX1

j 1 ...Xn
j n =tp(f1) atunci  j1 ≥ j2 ≥ ... ≥ jn şi dacă 

vom considera  
f2=f1-bS1

j 1 -j 2 S2
j 2 -j 3 ...Sn-1

j 1−n -j n Sn
j n , atunci tp(f2) < tp(f1) < tp(f) şi astfel procedeul va continua. 

Ţinând cont de Observaţia 3.8., acest procedeu se va sfârşi după un număr finit de paşi.  
Astfel, f=aS1

i 1 -i 2 S2
i 2 -i 3 ...Sn-1

i 1−n -i n Sn
i n +f1= 

=aS1
i 1 -i 2 S2

i 2 -i 3 ...Sn-1
i 1−n -i n Sn

i n +bS1
j 1 -j 2 S2

j 2 -j 3 ...Sn-1
j 1−n -j n Sn

j n +f2= ...     şi deci alegând 
 g=aX1

i 1 -i 2 X2
i 2 -i 3 ...Xn-1

i 1−n -i n Xn
i n +bX1

j 1 -j 2 X2
j 2 -j 3 ... 

….Xn-1
j 1−n -j n Xn

j n +…  ∈A[X1,...,Xn] avem că f=g(S1, S2, ..., Sn). 
Să demonstrăm acum unicitatea lui g. Acest lucru revine la a demonstra că dacă g∈A[X1, ..., 

Xn], g=∑ n

n

i
n

i
iii XXa ...1

21 1... şi  g(S1, ..., Sn)=0, atunci toţi coeficienţii ai 1 i 2 ...i n =0. 

Să presupunem prin absurd că există un coeficient ai 1 i 2 ...i n ≠ 0. Atunci polinomul 
S1

i 1 S2
i 2 ...Sn

i n  are ca termen principal tp(S1
i 1 S2

i 2 ...Sn
i n )=X1

j 1 X2
j 2 ...Xn

j n  cu j1=i1+...+in, 

j2=i2+...+in,..., jn=in iar grad(tp)= ∑
=

n

k
kj

1
= ∑

=

n

k
kki

1
. 

Deducem de aici că dacă  
 S1

i 1
,
S2

i 2
,
...Sn

i n
,

≠ S1
j 1

,
S2

j 2
,
...Sn

j n
,
 atunci 

tp(S1
i 1

,
S2

i 2
,
...Sn

i n
,
) ≠ tp(S1

j 1
,
S2

j 2
,
...Sn

j n
,
). Deci termenii principali în X1, X2, ..., Xn ai 

diferitelor monoame distincte în S1, S2, ..., Sn care apar în expresia lui g, nu se reduc.  
Dacă X1

t 1 ...Xn
t n  este cel mai mare termen principal, atunci înlocuind S1, ..., Sn prin expresiile 

lor în X1, ..., Xn apare un polinom în X1, ..., Xn egal cu zero dar care are un termen at 1 ...t n X1
t 1 ...Xn

t n  

nenul -absurd! 
Cu aceasta teorema este complet demonstrată. ∎ 

 
Aplicaţii:1. Să exprimăm pe  
f=(-X1+X2+X3)(X1-X2+X3)(X1+X2-X3) (care în mod evident aparţine lui S(ℤ[X1, X2, X3]) ca 

polinom din ℤ[X1, X2, X3] de polinoamele simetrice fundamentale S1, S2, S3. Avem că tp(f)=-X1
3 astfel 

că exponenţii termenilor principali ai polinoamelor f1, f2, ... care vor rămâne după eliminarea succesivă 
a termenilor principali (ca în procedeul descris în Teorema 3.9.) vor fi (3, 0, 0),  (2, 1, 0) şi (1, 1, 1). 

Deci f= -S1
3+aS1

2-1S2
1-0S3

0+bS1
1-1S2

1-1S3
1= -S1

3+aS1S2+bS3  unde a, b ∈ℤ. 
Alegând de exemplu X1=X2=1 şi X3=0 obţinem că f(1, 1, 0)=0, S1=2, S2=1, S3=0 deci 0= -

8+2a, adică a = 4.  
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Alegând X1=X2=X3=1, atunci f(1, 1, 1)=1, S1=3, S2=3, S3=1 şi astfel obţinem 1= -27+36+b, de 
unde b = -8.  

Deci f = - S1
3+4S1S2-8S3, astfel că alegând g = - X1

3+4X1X2-8X3 avem f=g(S1, S2, S3). 
2. Tot ca aplicaţie la Teorema fundamentală a polinoamelor simetrice  (Teorema 3.9.) vom 

arăta cum se exprimă în funcţie de polinoamele simetrice fundamentale S1, ..., Sn, polinoamele          
Pk= k

n
k XX ++ ...1  (k∈ℕ). 

 
 
 
 
 
 
 
§4.Rădăcini ale polinoamelor cu coeficienţi într-un 

            corp. Teorema fundamentală a algebrei. Polinoame   
            ireductibile. Rezolvarea ecuaţiilor algebrice de grad 3 
            şi 4 
 
 
 În cadrul acestui paragraf toate corpurile considerate vor fi comutative. Dacă  k, K sunt două 
corpuri a.î. k este subcorp al lui K vom spune că K este o extindere a lui k. 
 
 Definiţia 4.1. Fie k un corp, K o extindere a sa şi M ⊆K o submulţime oarecare. Intersecţia 

tuturor subcorpurilor lui K ce conţin      k∪M se notează prin k(M) şi se spune că este corpul obţinut 
prin adjuncţionarea la k a elementelor lui M. Dacă M={ α1, ..., αn }  vom scrie k(M)=k(α1, ..., αn). 
 O extindere K a lui k se zice de tip finit dacă există o submulţime finită M ⊆K a.î. k(M)=K ; 
dacă există un element x∈K a.î. K=k(x) atunci K se zice extindere simplă a lui k. 
 Dacă k ⊆K este o extindere de corpuri, vom spune despre un element α∈K că este algebric 
peste k dacă există un polinom nenul f∈k[x] a.î. f~ (α)=0  (reamintim că f~ :k→k este funcţia 
polinomială ataşată lui f). În caz contrar, spunem că α este transcendent peste k. 
 O extindere K a unui corp k se zice algebrică dacă orice element al lui K este algebric peste k. 
Dacă orice element dintr-o extindere a lui k, care este algebric peste k, aparţine lui k, vom spune 
despre k că este algebric închis. 
 
 Teorema 4.2. (Teorema împărţirii cu rest) Fie K un corp comutativ, f, g∈K[X] cu g ≠ 0. 
Atunci există şi sunt unice două  polinoame q, r∈K[X] a.î. f=gq+r şi grad(r)<grad(g). 
 
 Demonstraţie. Fie f=a0+a1X+...+anXn şi g=b0+b1X+...+bmXm cu bm ≠ 0 şi m ≥ 0. Vom 
demonstra existenţa polinoamelor q şi r prin inducţie matematică după gradul lui f (adică după n).  
 Dacă grad(g) > n, putem alege q=0 şi r=f.  
 Dacă grad(g) ≤ n, considerăm polinomul f1=f-bm

-1anXn-mg. Cum grad(f1)<n, conform ipotezei 
de inducţie există q1, r1∈K[X] a.î. f1=gq1+r1 cu grad(r1)<grad(g). Obţinem f-bm

-1 an Xn-m g =gq1+r1, de 
unde f=g(q1+bm

-1anXn-m)+r1, de unde se observă că alegând q=q1+bm
-1 an Xn-m şi r=r1 avem f=gq+r şi 

grad(r)<grad(g). Conform principiului inducţiei matematice partea de existenţă din teoremă este 
demonstrată. 

Pentru a proba unicitatea lui q şi r, să presupunem că mai există q′, r′∈K[X] a.î. f=gq′+r′ şi 
grad(r′)<grad(g). Cum f=gq+r deducem că gq′+r′=gq+r ⇔ g (q′-q)=r-r′. Dacă q′=q, atunci în mod 
evident şi r′=r. Dacă q′≠ q, atunci cum bm ≠ 0 din egalitatea g(q′-q)=r-r′ deducem că gradul 
polinomului  g(q′-q) este mai mare sau egal cu n  pe când gradul lui r-r′ este strict mai mic decât n - 
absurd! . În concluzie,  r = r′ şi          q = q′. ∎ 
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 Definiţia 4.3. Polinoamele q şi r din enunţul Teoremei 4.2. poartă numele de câtul  şi  
respectiv  restul împărţirii lui f  la g. 

Dacă r=0  spunem că g divide f  şi scriem g f.  
 

  
 Un polinom f∈A[X] care nu este ireductibil în  A[X]  se va zice reductibil  în  A[X].   

 
 Propoziţia 4.4. (Bézout) Fie A un inel comutativ unitar,  f∈A[X]  şi a∈A. Atunci 
următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 (i) a este rădăcină a lui f  (adică f~ (a)=0) 
 (ii) X-a   f.  
 
 Demonstraţie. (i)⇒(ii). Fie f=a0+a1X+...+anXn ∈A[X] şi să presupunem că f~ (a)=0 ⇔ 
a0+a1a+...+anan=0. Putem deci scrie f=(a0+a1X+...+anXn)-(a0+a1a+...+anan)=a1(X-a)+a2(X2-

a2)+...+an(Xn-an) şi cum pentru orice k∈ℕ,  Xk-ak=(X-a)(Xk-1+aXk-2+...+ak-2X+ak-1)  (adică   X-a Xk-ak) 
deducem imediat că X-a f.   
  (ii)⇒(i). Dacă  X-a f  atunci putem scrie f=(X-a)g cu g∈A[X] şi cum  
 

 f~ = ( )ax − g~   deducem că f~ (a)=(a-a) g~ (a)= =0· g~ (a)=0.   ∎ 
 
 Observaţia 4.5. Din propoziţia de mai înainte deducem că dacă A este un inel integru, atunci 
un polinom de grad ≥2 din A[X] care are o rădăcină în A este reductibil. Reciproca acestei afirmaţii (în 
sensul că orice polinom reductibil are cel puţin o rădăcină în A) nu este adevărată după cum ne putem 
convinge considerând polinomul f=(1+X2)(1+X4)∈ℤ[X] care deşi este reductibil în ℤ[X] nu are nici o 
rădăcină în ℤ. Afirmaţia rămâne totuşi adevărată pentru polinoamele de grad 2 şi 3 cu coeficienţi într-
un corp (căci în acest caz cel puţin un factor al său este de gradul 1 şi orice polinom de gradul 1 are o 
rădăcină în corpul coeficienţilor ). 
 
 Definiţia 4.6. Fie f∈A[X], f ≠ 0 şi a∈A. Vom spune despre a că este rădăcină multiplă de 
ordin i pentru f dacă (X-a)i f şi (X-a)i+1∤ f. Numărul i poartă numele de ordinul de multiplicitate 
al lui a (a spune că i=0 revine de fapt la a spune că a nu este rădăcină pentru f).  

Atunci când numărăm rădăcinile unui polinom şi nu facem specificarea expresă că sunt sau nu 
distincte, vom număra fiecare rădăcină, de atâtea ori cât este ordinul său de multiplicitate. 
 
 Propoziţia 4.7. Fie A un domeniu de integritate. 

(i) Dacă a∈A este rădăcină multiplă pentru polinoamele nenule f, g∈A[X] cu ordine de 
multiplicitate i respectiv j, atunci a este rădăcină multiplă de ordin i+j pentru fg 

(ii) Dacă a1, ..., ak sunt rădăcini distincte din A ale polinomului nenul f∈A[X] cu ordinele 
de multiplicitate i1, ..., ik  atunci f se scrie sub forma  f=(X-a1)i 1 ...(X-ak)i k g  cu g∈A[X]. 
 
 Demonstraţie. (i). Putem scrie f=(X-a)if1 şi g=(X-a)jg1 cu f1, g1∈A[X] iar 1

~f (a) ≠ 0, 1
~g (a) ≠ 0. 

Atunci fg=(X-a)if1 (X-a)jg1= (X-a)i+j f1g1  
 
şi 11gf (a)= 1

~f (a) 1
~g (a) ≠ 0 (căci A este domeniu de integritate), de unde concluzia că a este rădăcină 

multiplă de ordin i+j pentru fg.  
(ii). Facem inducţie matematică după k ,pentru k=1 afirmaţia fiind evidentă . Să presupunem 

afirmaţia adevărată pentru k-1 şi s-o probăm pentru k. Există deci f1∈A[X] a.î. f=(X-a1)i 1 ...                
(X-ak-1)i 1−k f1. 
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Cum f~ (ak)=0 iar A este domeniu de integritate deducem că 1
~f (ak)=0 şi ordinul de 

multiplicitate al lui ak în cadrul lui f1 este acelaşi ca în cadrul lui f, adică f1=(X-ak)i k g şi astfel f=     
(X-a1)i 1 ...(X-ak)i k g. ∎ 
 
             Propoziţia 4.8. (Relaţiile lui Viète) Fie A un domeniu de integritate şi f∈A[X] un polinom 
de grad n, f=a0+a1X+...+anXn (deci an ≠ 0). Dacă x1, ..., xn  sunt rădăcinile lui f  în A, atunci 
 an (x1+...+xn)=-an-1 
 an ( x1x2+x1x3+...+xn-1xn)=an-2 
 .......................................... 
 an (x1x2...xk+x1x2...xk-1xk+1+...+xn-k+1xn-k+2...xn)=(-1)kan-k 
 .......................................... 
 an (x1...xn)=(-1)na0. 
 
 Demonstraţie. Putem scrie f=(X-x1)...(X-xn)g ; identificând coeficientul lui Xn în ambii 
membrii deducem că g=an , astfel că f=an(X-x1)...(X-xn)= 
=anXn-an(x1+...+xn)Xn-1+an(x1x2+x1x3+...+xn-1xn)Xn-2+...+(-1)k an(x1...xk+ 
+x1...xk-1xk+1+...+xn-k+1xn-k+2...xn)Xn- k+...+(-1)nanx1...xn.  
Identificând coeficienţii lui Xk (0 ≤ k ≤ n) din cele două scrieri ale lui f obţinem relaţiile din enunţ 
dintre rădăcinile şi coeficienţii lui f. ∎ 
 
 Corolar 4.9. Dacă A este corp comutativ, atunci relaţiile dintre rădăcinile şi coeficienţii 
lui f devin: 
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 Corolar 4.10. (Wilson). Dacă  p≥2  este un număr prim,  atunci  (p-1)!+1≡0 (mod p). 
 
 Demonstraţie.  În ℤp[X] considerăm polinomul f=Xp-1-1. Ţinând cont de faptul că (ℤp*, ·) este 
un grup (comutativ) cu p-1 elemente, avem că pentru orice x̂ ∈ℤp*, 1ˆ −px =1̂ şi rădăcinile lui f sunt 1̂, 

2̂ , ..., 
∧
−1p .  

Conform ultimei relaţii a lui Viète avem 1̂ 2̂ ......
∧
−1p =(-1)p-1(-1̂) ⇔ ( )

∧
+− 1!1p = 0̂  ⇔ (p-1) !+1≡0 (p). 

∎ 
 

  
 Suntem acum în măsură să prezentăm un rezultat deosebit de important în algebră cunoscut 
sub numele de teorema fundamentală a algebrei : 
 
 Teorema 4.11. (D'Alembert - Gauss). Orice polinom de grad ≥1 din ℂ[X] are cel puţin o 
rădăcină în ℂ (adică corpul numerelor complexe ℂ este algebric închis). 
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 Demonstraţie. Fie f=a0+a1X+...+anXn ∈ℂ[X] cu n ≥1 şi an ≠ 0. Considerând 
f = 0a + 1a X+...+ na Xn  (unde pentru z∈ℂ prin z  desemnăm conjugatul său) atunci 

f f =b0+b1X+...+b2nX2n unde bj= ∑
=

−

j

k
kjk aa

0
, 0≤j≤2n. 

Deoarece jb = ∑
=

−

j

k
kjk aa

0
= jb , deducem că bj∈ℝ (0≤j≤2n) astfel că f f ∈ℝ[X]. Dacă 

admitem teorema adevărată pentru polinoamele din  
 
ℝ[X], atunci există α∈ℂ a.î. ( f f )(α)=0 ⇔ f~ (α) f

~
(α)=0 ⇔ f~ (α) f~ (α )=0 (căci f

~
(α )= f~ (α )) 

de unde concluzia că α  sau α  sunt rădăcini ale lui f. 
În concluzie, putem presupune f∈ℝ[X]. 
Dacă grad(f) este impar, cum f~ :ℝ→ℝ este funcţie continuă iar la ± ∞ ia valori de semne 

contrarii deducem că există α∈ℝ a.î. f~ (α)=0. 

Să presupunem acum că grad(f)=2 n r cu n∈ℕ şi r∈ℕ*, r impar. Prin inducţie matematică după 
n vom arăta că există α∈ℂ a.î. f~ (α)=0. 

          Dacă n=0, atunci grad(f) este impar şi după cum am văzut mai înainte există α∈ℝ a.î. f~ (α)=0.  

 Să presupunem afirmaţia adevărată pentru toate polinoamele g∈ℝ[X] cu proprietatea că n-1 
este exponentul maxim al lui 2 în descompunerea în factori primi a gradului lui g şi fie f∈ℝ[X] cu 
grad(f)=2n r cu n, r∈ℕ,  r impar. 
 Există o extindere K a lui ℂ în care f are toate rădăcinile x1, ..., xm (unde m=grad(f)). 
 Pentru a∈ℝ arbitrar considerăm zij

a =xixj+a(xi+xj), 1≤i<j≤m.  
 Dacă vom considera polinomul  

 ga= ∏
≤<≤

−
mji

a
ijzX

1
)(  , atunci grad(ga)= 2

mC =
2

)1( −mm  şi cum m=grad(f)=2kr (cu k, r∈ℕ, r impar) 

avem că grad (ga)= 2
)12(2 −rr kk

= =2k-1r (2kr-1)=2k-1 r′ unde  r′=r (2kr-1) este număr natural impar.  

 Să observăm că coeficienţii lui ga sunt polinoame simetrice fundamentale de zij
a. Mai mult, 

având în vedere expresiile lui zij
a, 1≤i<j≤m rezultă că aceşti coeficienţi, ca polinoame de x1, ..., xm sunt 

simetrice deoarece orice permutare a acestora are ca efect schimbarea elementelor zij
a între ele 

(1≤i<j≤m). Ţinând cont de Observaţia 4.15. deducem că ga∈ℝ[X]. Aplicând ipoteza de inducţie lui ga 

deducem că există o pereche (i, j) cu 1≤i<j≤m a.î. zij
a ∈ℂ.  

Făcând pe a să parcurgă mulţimea infinită ℝ a numerelor reale, cum mulţimea perechilor (i, j) 
cu 1≤i<j≤m este finită, deducem că există a, b∈ℝ, a ≠ b a.î. zij

a, zij
b∈ℂ.  

Din zij
a=xixj+a(xi+xj) şi zij

b=xixj+b(xi+xj) deducem că   zij
a-zij

b=(a-b) (xi+xj)∈ℂ, adică xi+xj∈ℂ.  
Atunci şi xixj∈ℂ, adică xi, xj∈ℂ şi cu aceasta teorema este demonstrată.  ∎ 

 
 Observaţie. 1. Deducem imediat că în ℂ[X] polinoamele ireductibile sunt cele de gradul 1. 

2. Dacă f=a0+a1X+...+anXn ∈ℝ[X] (n≥1) şi α∈ℂ este o rădăcină a lui f, atunci f~ (α)=0 şi se 
verifică imediat că şi f~ (α )=0, adică rădăcinile lui f care sunt din ℂ \ ℝ sunt conjugate două câte 
două (mai mult, ele au acelaşi ordin de multiplicitate). 

3. Dacă z=a+bi ∈ℂ, b≠0  şi z =a-bi atunci (X-z) (X- z )=X2-2aX+(a2+b2)∈ℝ[X]. De aici 
deducem imediat că un polinom f∈ℝ[X] este ireductibil în ℝ[X] dacă şi numai dacă f este de gradul 1 
sau este de forma aX2+bX+c cu a, b, c ∈ℝ şi b2-4ac<0. 

Din observaţia de mai înainte deducem că problema ireductibilităţii este interesantă doar în 
ℤ[X] (pentru ℚ[X] această problemă se reduce imediat la ℤ[X]). 
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 În continuare vom prezenta un criteriu suficient de ireductibilitate pentru polinoamele din 
ℤ[X], cunoscut sub numele de criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein: 
 
 Propoziţie 4.12. Fie f=a0+a1X+...+anXn∈ℤ[X] de grad ≥1 şi să presupunem că există p∈ℕ 
un număr prim a.î. p a0, a1, ..., an-1 ,  p ∤  an  şi  p2 ∤ a0 . 

Atunci f este ireductibil în ℤ[X]. 
 
 Demonstraţie. Să presupunem prin absurd că f este reductibil în ℤ[X], adică putem scrie 
f=(b0+b1X+...+bmXm)(c0+c1X+...+ckXk) cu m, k≥1 şi m+k=n. Identificând coeficienţii lui f deducem că  

 (*)  
















=

+=

++=

+=
=

−−−

kmn

kmkmn

cba
cbcba

cbcbcba
cbcba

cba

111

0211202

01101

000

...............................
  

 Cum p a0 iar p2 ∤ a0 deducem că p b0 şi  p ∤ c0 sau p c0  şi        p ∤ b0. Să presupunem de 
exemplu că p b0 şi  p ∤ c0.  

Dacă ţinem cont de relaţiile (*) deducem din aproape în aproape că p b1, p b2, ..., p bm-1 şi 
din ultima relaţie din (*) am deduce că p an          -absurd!. Analog, dacă p ∤ b0 şi p  c0 am deduce că 
p c1, p c2, ...,        p ck-1 şi din ultima relaţie din (*) am deduce că p an -absurd. ∎ 
 
 Observaţia 4.13. Alegând un număr prim p≥2 şi n∈ℕ* atunci conform criteriului de 
ireductibilitate al lui Eisenstein polinomul         Xn-pX+p∈ℤ[X] este un polinom ireductibil din ℤ[X]. 

Deci pentru orice n ≥1 în ℤ[X] găsim o infinitate de polinoame ireductibile de grad n. 
 
 
 În continuare vom prezenta metode de rezolvare a ecuaţiilor algebrice de grade 3 şi 4 cu 
coeficienţi din ℂ (adică a ecuaţiilor de forma   f~ (x)=0 cu f∈ℂ[X] iar grad(f)=3 sau 4). 

 1. Să considerăm la început ecuaţia algebrică de grad 3 cu coeficienţi din ℂ  scrisă sub forma  
                            (1)   x3+ax2+bx+c=0  cu  a∈ℂ.  

Dacă în (1) înlocuim y=x+
3
a  obţinem o ecuaţie algebrică în y de forma: 

                    (2)   y3+py+q=0 cu p, q∈ℂ. 
Fie acum θ o rădăcină a lui (2) (eventual într-o extindere K a lui ℂ, conform Corolarului 4.14.) 

iar x1, x2 rădăcinile ecuaţiei 

                    (3)   x2 - θx - 
3
p = 0. 

Conform relaţiilor lui Viète avem  

                    (4)    x1+x2=θ   şi   x1x2= 3
p− . 

Înlocuind pe θ în (2)  avem că θ3+pθ+q=0 astfel că dacă ţinem cont de (4) obţinem 

x1
3+x2

3=(x1+x2)3-3x1x2(x1+x2)=θ3+pθ=-q şi cum       x1
3x2

3=
27

3p− obţinem că x1
3 şi x2

3 sunt rădăcinile 

ecuaţiei x2+qx-
27

3p =0, adică  x1
3= - 

2
q +

274

32 pq
+  şi  x2

3= - 
2
q +

274

32 pq
+   de unde deducem : 
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x1
(j)=εj 3

32

2742
pqq

++
−  şi  x2

(t)=εt 3
32

2742
pqq

+−
− , 0≤j, t≤2,  în care ε0, ε1, ε2 sunt rădăcinile 

ecuaţiei x3-1=0.  

Cum rădăcinile ecuaţiei x3-1=0 sunt 1 şi ε, ε2 (cu ε=
2

31 i+− ) deducem că rădăcinile ecuaţiei  

(2) sunt   
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=
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Astfel, rădăcinile lui (1) vor fi xi=θi - 3
a , 1≤ i ≤ 3. 

2. Să considerăm acum ecuaţia algebrică de grad 4 cu coeficienţi din ℂ: 
         (5)    x4+ax3+bx2+cx+d=0  (a, b, c, d ∈ℂ). 

Notând y=x+
4
a  obţinem că y verifică o ecuaţie de forma 

        (6)     y4+py2+qy+r=0  cu p, q, r∈ℂ. 

Fie α un element dintr-o extindere K a lui ℂ a.î. scriind pe (6) sub forma        (7) (y2+
2
p +α)2-

[2αy2-qy+(α2+pα-r+
4

2p )]=0 şi cel de al doilea termen să fie pătrat perfect, adică α să verifice ecuaţia 

de gradul 3: 

              q2-8α(α2+pα-r+
4

2p )=0 ⇔  

         (8)  8α3+8pα2+(2p2-8r)α-q2=0. 
Pentru α ce verifică ecuaţia (8), ecuaţia (7) devine: 

             (9)   (y2+
2
p +α)2-2α(y-

α4
q )2=0  

iar rădăcinile lui (9) sunt rădăcinile ecuaţiilor y2-θy+(
2
p +α+

2
q )=0 

                   y2+θy+(
2
p +α-

2
q )=0 

cu θ rădăcină a ecuaţiei x2-2α=0. 
 Astfel, rezolvarea unei ecuaţii algebrice de grad 4 se reduce la rezolvarea unei ecuaţii de 
gradul 3 şi a două ecuaţii algebrice de grad 2.   
 
 
CURSUL nr. 12 
  
DETERMINANŢI.SISTEME DE ECUAŢII LINIARE. 

 
 
§1. Definiţia unui determinant de ordin n. Proprietăţile determinanţilor. Dezvoltarea 

unui determinant după elementele unei linii. Regula lui Laplace.  
 

În cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel comutativ şi unitar. 
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Definiţia 1.1. Dacă n∈ℕ, n≥1 şi M=(aij)1≤i,j≤n∈Mn(A), atunci prin determinantul matricei 

M notat det(M) înţelegem elementul  
                                     det(M)= ( ) ( ) ( ) ( )nn

nS

aaa σσσ
σ

σ ...sgn 2211∑
∈

∈A  

(unde prin Sn am notat mulţimea permutărilor asupra mulţimii     {1, 2, …, n} iar pentru σ∈Sn, 
sgn(σ) reprezintă signatura permutării σ). 

Convenim să notăm det(M)=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

 (sau condensat, det(M)=|aij|1≤i,j≤n).  

Asociind la fiecare M∈Mn(A) elementul det(M)∈A, obţinem o funcţie det:Mn(A)→A numită 
funcţia determinant.  

De exemplu, dacă n=2 şi M= 








2221

1211

aa
aa , atunci det(M)=a11a22--a12a21  iar dacă n=3 şi 

M=
















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

, atunci:  

            det(M)=a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32–a13a22a31-a12a21a33-a11a23a32.  
 
Produsul a1σ(1)a2σ(2)….anσ(n) poartă numele de termen al lui det(M). Astfel, det(M) este suma a n! 

termeni dintre care 
2

!n
 apar în det(M) cu semnul  (+) iar  

2
!n

 cu semnul (-).  

Dacă n=1, adică M=(a11) convenim să definim  det(M)=a11. 
 
 
În cele ce urmează vom pune în evidenţă principalele proprietăţi ale determinanţilor.  

 
Propoziţia 1.2. Pentru orice M∈Mn(A), det(tM)=det(M) (unde prin tM am notat 

transpusa matricei M). 
Demonstraţie. Fie M=(aij)1≤i,j≤n şi  tM=(taij)1≤i,j≤n unde prin taij am notat elementul aji.  
Avem  det(tM)= ( ) ( ) ( ) ( )nn

ttt

nS

aaa σσσ
σ

σ ...sgn 2211∑
∈

= ( ) ( ) ( ) ( )nn
nS

aaa σσσ
σ

σ ...sgn 2211∑
∈

=  

= ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )nn

nS

aaa
σσσσσσσσσ

σ

σ 1212111
...sgn −−−

∈
∑ = ( )

( ) ( ) ( )nn
nS

aaa 1212111
1

1 ...sgn −−−

∈−

−∑ σσσ
σ

σ =det(M)  (deoarece atunci 

când σ parcurge Sn şi σ-1 parcurge bijectiv pe Sn iar  sgn(σ-1)= sgn(σ)). ∎  
 

Observaţia 1.3. Egalitatea det(tM)=det(M) ne arată că ori de cîte ori avem o proprietate 
adevărată referitoare la liniile unui determinant, aceeaşi proprietate este adevărată şi pentru coloanele 
determinantului. Din această cauză în continuare vom prezenta principalele proprietăţi ale 
determinanţilor referitoare la linii, rezultând tacit că acestea sunt adevărate şi pentru coloane. 
 

Propoziţia 1.4. (i) Dacă toate elementele unei linii dintr-o matrice sunt nule, atunci 
determinantul matricei este nul 

          (ii) Dacă într-o matrice schimbăm două linii între ele, matricea astfel obţinută are 
determinantul egal cu opusul determinantului matricei iniţiale. 
          (iii) Dacă o matrice are două linii identice, atunci determinatul său este nul 
          (iv) Dacă toate elementele unei linii a unei matrice conţin factor comun un element a∈A, 
atunci acel element poate fi scos în faţa determinantului matricei 
          (v) Dacă elementele a două linii ale unei matrice sunt proporţionale, atunci determinantul 
său este nul. 
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Demonstraţie. (i). Dacă de exemplu, toate elementele de pe linia i a matricei M sunt egale cu 
0, atunci cum fiecare termen al determinantului conţine ca factor şi un element al liniei i deducem că 
det(M)=0.  

(ii). Fie Mij matricea ce se obţine din matricea M=(aij)1≤i,j≤n schimbând între ele liniile i şi j. 
Avem det(Mij)= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnjiij

nS

aaaaa σσσσσ
σ

σ .........sgn 2211∑
∈

 

Dacă considerăm transpoziţia ε=(i j) (ce duce pe i în j, pe j în i şi lasă pe loc restul elementelor 
din {1, 2, …, n}) atunci putem scrie det(Mij)= ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )nn

nS

aaa εσεσεσ
σ

σ
ooo

...sgn 2211∑
∈

=-

( ) ( ) ( ) ( )nn
nS

aaa τττ
τ

τ ...sgn 2211∑
∈

=-det(M) (deoarece atunci când σ parcurge pe Sn, σ∘ε=τ parcurge bijectiv pe 

Sn iar sgn(τ)=sgn(σ)⋅sgn(ε)=-sgn(σ)).   
(iii). Dacă matricea M are identice liniile i şi j, atunci schimbând între ele aceste linii trebuie 

după ii) ca det(M)=-det(M), de unde deducem că det(M)=0 (evident în ipoteza că inelul A nu este de 
caracteristică 2).  

(iv). Fie M=(aij)1≤i,j≤n iar Mʹ matricea ce diferă de M prin aceea că în locul liniei (ai1, ai2, …, 
ain) are linia (aai1, aai2, …, aain). Atunci 
det(Mʹ)= ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )nnii

nS

aaaaa σσσσ
σ

σ ......sgn 2211∑
∈

=a· ( ) ( ) ( ) ( )nn
nS

aaa σσσ
σ

σ ...sgn 2211∑
∈

==a·det(M). 

 (v). Rezultă imediat din (iv) şi (iii).  ∎ 
 
Fie acum M=(aij)1≤i,j≤n∈Mn(A) şi să presupunem că elementele liniei i se scriu sub forma 

aij=aijʹ+aijʹʹ pentru fiecare 1≤j≤n.  
Dacă notăm cu Mʹ (respectiv Mʹʹ) matricea care se obţine din M înlocuind elementele de pe 

linia i cu elementele (aijʹ) (respectiv (aijʹʹ)) (1≤j≤n) atunci avem următorul  rezultat: 
Propoziţia 1.5.   det(M)=det(Mʹ)+det(Mʹʹ). 
Demonstraţie. Avem det(M)= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnii

nS

aaaa σσσσ
σ

σ ......sgn 2211∑
∈

= 

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )nniiii
nS

aaaaa σσσσσ
σ

σ ......sgn 2211 ′′+′∑
∈

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnii
nS

aaaa σσσσ
σ

σ ......sgn 2211 ′∑
∈

+ 

+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnii
nS

aaaa σσσσ
σ

σ ......sgn 2211 ′′∑
∈

=det(Mʹ)+det(Mʹʹ). ∎ 

 
Corolar 1.6. (i) Dacă o linie a unei matrice pătratice este o combinaţie liniară de celelalte 

linii, atunci determinantul matricei este nul.  
(ii) Dacă la o linie a unei matrice pătratice adăugăm o combinaţie liniară de alte linii, 

determinantul matricei nu se schimbă. 
 

Observaţia 1.7. Sintetizând proprietăţile de mai sus ale determinanţilor avem următoarele 
proprietăţi principale ale determinanţilor:  

Proprietatea 1: Dacă într-un determinant schimbăm liniile cu coloanele, determinantul nu-şi 
modifică valoarea. 

Proprietatea 2: Dacă toate elementele unei linii a unui determinant sunt nule, atunci şi 
determinantul este nul. 

Proprietatea 3: Dacă într-un determinant schimbăm două linii între ele, determinantul îşi 
schimbă doar semnul. 

Proprietatea 4: Într-un determinant factorii comuni se scot pe linii. 
Proprietatea 5: Dacă într-un determinant două linii sunt proporţionale, atunci determinantul 

este nul. 
Proprietatea 6: Dacă toate elementele unei linii a unui determinant se scriu ca sumă de două 

elemente atunci şi determinantul se scrie ca sumă de doi determinanţi. 
Proprietatea 7: Dacă o linie a unui determinant este o combinaţie liniară de celelelte linii, 

atunci determinantul este nul. 
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Proprietatea 8: Dacă într-un determinant la o linie adăugăm o combinaţie liniară de alte linii, 
atunci determinantul nu-şi schimbă valoarea. 
 

Observaţia 1.8. În cazul determinanţilor de ordinul 3 există două reguli simple de calcul a 
acestora cunoscute sub numele de regula lui Sarrus şi respectiv regula triunghiului.  

Pentru regula lui Sarrus se procedează astfel: 

Dacă M=
















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 atunci adăugând primele două linii la M obţinem matricea de ordinul 

(5, 3): 

                               Mʹ=



































232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

O

OO

OO

O

. 

 Termenii cu (+) din dezvoltarea lui det(M) sunt cei ce se obţin înmulţind elementele de pe 
diagonala principală a lui M şi cele ale ,,diagonalelor paralele” cu aceasta din Mʹ iar cei cu (-) se obţin 
înmulţind elementele de pe diagonala secundară lui M şi cele  ale ,,diagonalelor paralele” cu aceasta 
din Mʹ. De exemplu, dacă  

 
 

M=
















−
−

−

412
112
321

              atunci  

           Mʹ=



































−

−

−

−

−

112

321

412

112

321

OO

OO

OO

O

 şi astfel  

det(M)=1·1·4+(-2)·(-1)·(-3)+2·2·1-(-3)·1·2-1·(-1)·1-4·2·(-2)=4-6+4+ +6+1+16 = 25. 
 

Pentru regula triunghiului se procedează astfel:  
 

Se consideră M=























333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

ON

NO

 şi se observă că tripletele (a13, a21, a32) şi (a31, a12, a23) 

formează două ,,triunghiuri” cu vârfurile în a13 şi respectiv a31 şi cu bazele ,,paralele” cu diagonala 
principală, astfel că termenii din dezvoltarea lui det(M) ce apar cu semnul plus pot fi individualizaţi 
astfel: produsul elementelor de pe diagonala principală precum şi produsele celor două triplete ce 
formează două triunghiuri cu bazele paralele cu diagonala principală. Cele cu semnul minus vor fi: 
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produsul elementelor de pe diagonala secundară precum şi cele două produse ale tripletelor (a11, a32, 
a23) şi (a33, a21, a12) ce formează două triunghiuri cu vârfurile în a11 şi respectiv a33 şi cu bazele 
,,paralele” cu diagonala secundară. 
 

În continuare vom prezenta un procedeu recursiv de calcul al unui determinant de ordinul n 
prin care calculul acestuia se reduce la calculul a n determinanţi de ordinul n-1. 

 
Fie deci M=(aij)1≤i,j≤n∈Mn(A) (n≥2) şi d=det(M)=|aij|1≤i,j≤n . 
 
Definiţia 1.9. Numim minor complementar al elementului aij în det(M) elementul notat dij 

ce se obţine calculând determinantul de ordinul n-1 obţinut prin eliminarea din det(M) a liniei i 
şi coloanei j (1≤i, j≤n).  

Elementul δij=(-1)i+jdij se numeşte complementul algebric al lui aij în det(M). 
 

Teorema 1.10. Dacă M=(aij)1≤i,j≤n∈Mn(A), atunci pentru orice 1≤i≤n avem egalitatea: 
                           det(M)= ai1δi1+ai2δi2+…+ainδin. 
Demonstraţie. Avem  det(M)= ( ) ( ) ( ) ( )nn

S
aaa

n

σσσ
σ

σ ...sgn 2211∑
∈

 şi să notăm pentru 1≤i≤n, 

si=ai1δi1+ai2δi2+…+ainδin.  
Ideea de demonstraţie a egalităţii det(M)=si este următoarea: vom arăta că fiecare termen de 

forma aijδij  al sumei si este suma a (n-1)! termeni din dezvoltarea lui det(M) având acelaşi semn ca şi 
cei din dezvoltarea lui det(M) iar pentru două valori diferite ale indicelui j avem termeni diferiţi din 
dezvoltarea lui det(M). O dată stabilit lucrul acesta, egalitatea det(M)=si se probează astfel: suma si 
are n⋅(n-1)!=n! termeni identici şi cu acelaşi semn ca şi termenii ce ne dau dezvoltarea lui det(M), 
deci cu necesitate det(M)=si. 

 Să ne ocupăm la început de termenul a11δ11.  
Avem a11δ11=a11 ( ) ( ) ( ) ( )nnaaa τττ

τ

τ ...sgn 3322∑ = ( ) ( ) ( ) ( )nnaaaa τττ
τ

τ ...sgn 332211∑  

(sumarea făcându-se după toate permutările τ asupra mulţimii {2, 3, …, n}). Se observă că cei (n-1)! 
termeni ce apar în dezvoltarea lui a11δ11 sunt termeni ce apar şi în dezvoltarea lui det(M).  

Să arătăm că aceştia apar cu acelaşi semn ca şi în dezvoltarea lui det(M). Pentru o permutare τ 
asupra mulţimii {2, 3, …, n} semnul termenului ( ) ( ) ( )nnaaa τττ ...3322  din dezvoltarea lui δ11 este sgn(τ), deci 
semnul termenului ( ) ( ) ( )nnaaaa τττ ...332211  provenit din produsul a11δ11 este egal cu sgn(τ).  

Pe de altă parte, semnul termenului ( ) ( ) ( )nnaaaa τττ ...332211  în dezvoltarea lui det(M) este  egal cu 

sgn(τʹ) unde τʹ= ( ) ( ) ( )






n

n
τττ ...321

...321  şi avem în mod evident  sgn(τ)=sgn(τʹ). 

Pentru cazul general al produsului aijδij procedăm astfel: schimbăm liniile şi coloanele în aşa 
fel încît elementul aij să vină în locul elementului a11 şi minorul dij  să rămînă neschimbat. În felul 
acesta linia i şi coloana j devin linia 1 şi respectiv coloana 1; linia 1 devine linia 2, linia 2 devine linia 
3, …, linia i-1 devine linia i; coloana 1 devine coloana 2, coloana 2 devine coloana 3,…, coloana j-1 
devine coloana j, astfel că dacă notăm prin dʹ determinantul obţinut prin astfel de schimbări avem 
det(M)=(-1)i+jdʹ şi în plus dʹ11=dij. 

Dacă 
nnkikiikikk aaaaa ......

11112211 ++−− este un termen oarecare din dezvoltarea determinantului dij din 

egalitatea det(M)=(-1)i+jdʹ şi  ţinând cont de prima parte a demonstraţiei deducem că semnul 
termenului  ( )

nnkikiijikikk
ji aaaaaa ......1

11112211 ++−−

+−  provenit din produsul  aijδij este acelaşi cu cel dat de 

dezvoltarea determinantului d. Astfel, demonstraţia teoremei este completă. ∎ 
 
Corolar 1.11. Dacă 1≤i≠j≤n, atunci 
                             aj1δi1+aj2δi2+…+ajnδin=0. 
Demonstraţie. Conform Teoremei 1.10. avem  
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                     (⋆) det(M)=ai1δi1+ai2δi2+…+ainδin.  
Deoarece δi1, δi2 ,…, δin nu conţin elementele ai1, ai2,…, ain, egalitatea (⋆) este de fapt  o 

identitate în ai1, ai2,…, ain . 
Astfel, aj1δi1+aj2δi2+…+ajnδin va fi un determinant ce are linia i formată din elementele aj1, 

aj2,…,ajn  şi cum j≠i avem atunci două linii identice  (linia j şi linia i ce coincide cu linia j), de unde 
deducem că aj1δi1+aj2δi2+…+ajnδin=0 (conform Proprietăţii 5). ∎ 
 

Sumând cele stabilite anterior, avem următorul rezultat important: 
Teorema 1.12. Dacă M=(aij)1≤i,j≤n∈Mn(A), atunci pentru orice 1≤i, j≤n avem  

             aj1δi1+aj2δi2+…+ajnδin=
( )







≠

=

ijpentru

ijpentruM

0

det
. 

 
În continuare vom prezenta o generalizare a celor stabilite în Teorema 1.10. ce ne dă 

dezvoltarea unui determinant după o linie. Mai precis vom prezenta o regulă de dezvoltare a unui 
determinant după mai multe linii (aşa zisa regulă a lui Laplace).  

Înainte de a enunţa regula lui Laplace vom defini noţiunile de minor de ordin k (k≤n-1), 
minor complementar şi complement algebric pentru un minor complementar de ordin k (care 
generalizează de fapt noţiunile definite mai înainte). 

Să alegem o matrice  M∈Mn(A) (n≥2) şi să fixăm k linii i1, i2,…, ik  şi k coloane j1, j2,…, jk  
(k≤n-1) distincte. 

Elementele ce se află la intersecţia liniilor i1, i2,…, ik  şi coloanelor j1, j2,…, jk  fomează o 
matrice de ordinul k al cărei determinant îl vom nota prin kiii

kjjjM ...21
...21

 şi îl vom numi minor de ordin k 
pentru det(M).  

Dacă eliminăm din matricea iniţială liniile i1, i2,…, ik  şi coloanele j1, j2,…, jk  obţinem o 
matrice pătratică de ordin n-k al cărei determinant îl vom nota prin kiii

kjjjM ...21
...21

 şi îl vom numi minorul 
complementar al lui kiii

kjjjM ...21
...21

. 

Convenim de asemenea să notăm ( )∑
=

+=






 k

t
tt

k

k ji
jjj
iii

121

21

...

...
. Numărul 

kiii

kjjjA ...21
...21

= ( ) 








− kjjj
kiii

...21

...21
1 · kiii

kjjjM ...21
...21

 se va numi complementul algebric al lui kiii

kjjjM ...21
...21

. 

Observăm că pentru k=1 obţinem noţiunile prezentate în Definiţia 1.9.. 
 

Exemplu. Fie matricea M=


















−
−−

−
−

1310
2111

2110
1321

∈M4(ℤ).  

Să alegem liniile i1=2, i2=4 şi coloanele j1=1, j2=2 (deci k=2).  

Avem 0
10

1024
12 =

−
=M , 5

21
1324

12 −=
−
−

=M , 9
21
42

=






 , deci  

 
                                   ( ) ( ) 551 24

12
924

12 =−−=−= MA . 
 

Să observăm că dacă fixăm k linii, cu elementele acestora putem forma k
nC  minori de ordin k. 

 
Suntem acum în măsură să prezentăm regula lui Laplace: 
Teorema 1.13. (Laplace). Dacă M=(aij)1≤i,j≤n∈Mn(A) şi fixăm liniile 1≤i1<i2<…<ik≤n 

(k≤n-1), atunci  
        det(M)= ∑

≤<<<≤

⋅
nkjjj

kiii

kjjj
kiii

kjjj AM
...211

...21
...21

...21
...21

  (o sumă de k
nC  termeni). 
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Demonstraţie. În esenţă, ideea de demonstraţie este asemănătoare cu cea de la demonstraţia 
Teoremei 1.10. cu deosebirea că este ceva mai elaborată. 

Observăm că pentru 1≤j1<j2<…<jk≤n, kiii

kjjjM ...21
...21

 este o sumă de k! termeni iar kiii

kjjjA ...21
...21

este o 
sumă de (n-k)! termeni astfel că dacă notăm cu S suma din partea dreaptă a egalităţii din enunţ atunci 
S va fi o sumă de k!·(n-k)!· k

nC =n! termeni.  
Dacă vom arăta că cei n! termeni ce formează pe S sunt de fapt termeni distincţi din 

dezvoltarea lui det(M) (şi cu acelaşi semn ca în det(M)) atunci în mod evident avem egalitatea din 
enunţ det(M)=S. 

Să considerăm la început cazul i1=j1=1, i2=j2=2, …, ik=jk=k. 
Atunci k

kM ...12
...12 = ( ) ( ) ( ) ( )kk

kS

aaa σσσ
σ

σ ...sgn 2211∑
∈

,  

                          ( ) ( )1...212
...21
...21

+=+++=







kkk

k
k , deci 

          k
kA ...12

...12 = ( ) ( ) k
k

kk M ...12
...12

11 ⋅− + = k
kM ...12

...12 = ( ) ( ) ( )nnkk
kS

aa ττ
τ

τ ...sgn 11 ++
′∈

∑  (unde prin Sʹk  am notat mulţimea 

permutărilor asupra elementelor k+1, k+2, …, n) astfel că 
             k

kM ...12
...12 · k

kA ...12
...12 = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnkkkk

kS
kS

aaaaa ττσσσ

τ
σ

τσ ......sgnsgn 112211 ++

′∈
∈

⋅⋅∑ .  

Dacă notăm ( ) ( ) ( ) ( ) ( )






+
+

=
nkk

nkk
ττσσσ

ε
...1...21
...1...21 ∈Sn, atunci în mod evident 

sgn(ε)=sgn(σ)·sgn(τ), astfel că termenii sumei k
kM ...12

...12 · k
kA ...12

...12  fac parte din termenii lui det(M) şi apar cu 
acelaşi semn ca şi în dezvoltarea lui det(M). 

Căutăm acum să probăm un rezultat similar pentru un produs general de forma 
kiii

kjjjM ...21
...21

· kiii

kjjjA ...21
...21

. Permutând succesiv liniile şi coloanele vecine putem aduce minorul kiii

kjjjM ...21
...21

 în colţul 
din stânga sus al determinantului det(M); pentru aceasta sunt necesare (i1-1)+(i2-2)+…+(ik-k)+         

(j1-1)+(j2-2)+…+(jk-k)= 








k

k

jjj
iii

...

...

21

21 -k·(k+1) permutări de linii şi coloane. 

Dacă notăm prin N matricea astfel obţinută avem că det(N)= ( ) 








− kjjj
kiii

...21

...21
1 ·det(M), 

kiii

kjjjM ...21
...21

= k
kN ...12

...12  iar kiii

kjjjM ...21
...21

= k
kN ...12

...12 . Din cele demonstrate anterior, în det(N) suma tuturor termenilor 
ale căror prime k elemente intră în minorul kiii

kjjjM ...21
...21

 este egală cu produsul kiii

kjjjM ...21
...21

· kiii

kjjjM ...21
...21

. De aici 
rezultă că suma termenilor corespunzători ai lui det(M) este egală cu produsul: 

         ( ) 








− kjjj
kiii

...21

...21
1 · kiii

kjjjM ...21
...21

· kiii

kjjjM ...21
...21

= kiii

kjjjM ...21
...21

· kiii

kjjjA ...21
...21

. 

Cu aceasta teorema este complet demonstrată.  ∎ 
 

Exemplu. Fie matricea M=


















−−
−

−

0321
1321

1110
0121

∈M4(ℤ).  

Să calculăm det(M) dezvoltându-l cu ajutorul regulii lui Laplace după liniile 1 şi 2. Avem 
 det(M)= 12

34
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34

12
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12
24

12
23

12
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12
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12
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12
13

12
13

12
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12
12 AMAMAMAMAMAM +++++ = 
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1
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21
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⋅−⋅
−
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1
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⋅−⋅
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+ ( )
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1
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01
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11

1
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21 −−

⋅−⋅
−

− 








+ ( )
31
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1
11
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⋅−⋅
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21
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1
11
01

43
21 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

812123
612111011211311 98876

=++−−=
=−⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅−= . 
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Corolar 1.14. Dacă M, N∈Mn(A), atunci det(M·N)=det(M)·det(N) (adică aplicaţia 
det:Mn(A)→A este morfism de monoizi multiplicativi). 

Demonstraţie.  Alegem M=(aij)1≤i,j≤n, N=(bij)1≤i,j≤n şi considerăm matricea P∈M2n(A), 

P= 







− NI

OM

n

n  al cărui determinant îl calculăm în două moduri:  

Pe de o parte, cu ajutorul regulei lui Laplace dezvoltăm pe det(P) după primele n linii şi 

obţinem det(P)=det(M)· ( ) 








− n
n

...21

...21

1 ·det(N)=det(M)·det(N).  

Pe de altă parte, pentru fiecare 1≤j≤n în det(P) facem următoarele operaţii: înmulţim coloana 
1 cu b1j, pe a doua cu b2j, …, pe a n-a cu bnj şi ce obţinem adunăm la coloana n+j, obţinând astfel 

pentru det(P) următoarea formă: det(P)=det(Pʹ), unde Pʹ este matricea 







−

⋅

nn OI
NMM

.  

Dezvoltând acum pe det(P) după ultimele n coloane obţinem:  

det(P)=det(M·N)· ( ) 







++− nnn

n
2...21

...21

1 ·det(In)=det(M·N)· ( ) ( )nn 11 2...21 −⋅− +++ =det(M·N)·(1)n(2n+1)+n=det(MN), 

de unde deducem egalitatea det(M·N)=det(M)·det(N). ∎ 
 
 

§2. Matrice inversabilă. Inversa unei matrice. Rangul unui sistem de vectori. Rangul 
unei matrice. Rangul unei aplicaţii liniare între spaţii vectoriale de dimensiuni finite. 

 
În cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel unitar şi comutativ (cu 0≠1). 

Reamintim că prin U(A) se notează de obicei unităţile monoidului    (A, ⋅) (adică U(A)={a∈A | există 
b∈A a.î. ab=ba=1}). În mod evident  (U(A), ⋅) este grup, numit grupul unităţilor lui A.  

Grupul unităţilor inelului Mn(A) se notează cu GLn(A) şi poartă numele de grupul general 
liniar de grad n al inelului A; în particular GL1(A)=U(A).  

 
În continuare vom prezenta o caracterizare a unităţilor inelului Mn(A) cu ajutorul 

determinanţilor. 
Teorema 2.1. Dacă A este un inel unitar şi comutativ, atunci M∈Mn(A) este inversabilă 

(adică M∈GLn(A)) dacă şi numai dacă det(M)∈U(A). 
Demonstraţie. ,,⇒”. Dacă M∈Mn(A) este inversabilă, atunci există  N∈Mn(A) a.î. M⋅N=In. 

Deducem imediat că det(M)⋅det(N)=1, adică det(M)∈U(A). 
,,⇐”. Să presupunem că d=det(M)∈U(A). Vom nota prin M* matricea din Mn(A) ce se obţine 

din tM înlocuind fiecare element din tM prin complementul său algebric din tM şi să demonstrăm că                  
M-1=d-1⋅M*. Pentru aceasta observăm că dacă M*=(aij

*)1≤i, j≤n, atunci         aij
*=(-1)i+j dji=Γji  (vezi 

notaţiile de la §1.). 
Astfel, un element oarecare al matricei M⋅M* va fi de forma cij=ai1⋅a1j

*+…+ ain⋅anj
*= 

ai1⋅Γj1+…+ ain⋅Γjn.  

Deoarece 






≠

=
=

jipentru
jipentrud

c ij 0
 (vezi Teorema 1.12.) deducem că M⋅M*=d⋅In şi atunci M⋅(d-

1⋅M*)=In. Analog deducem şi că    (d-1⋅M*)⋅M=In, de unde concluzia că  M-1=d-1⋅M*. ∎ 
 
Observaţia 2.2. Matricea M* construită mai sus poartă numele de reciproca lui M.  
 
Corolar 2.3. Dacă K este un corp comutativ, atunci M∈Mn(K) este inversabilă dacă şi 

numai dacă det(M)≠0. 
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 Exemplu. Fie M=
















−
−

−

011
010
121
∈M3(ℤ). Deoarece d=det(M)=1∈U(ℤ) deducem că M este 

inversabilă în M3(ℤ). Pentru calculul lui M-1 procedăm ca în cazul demonstraţiei Teoremei 3.1.. 

 Pentru aceasta calculăm tM=
















−
−

−

001
112
101

  iar M*=
















−−−
−

−−

131
010
110

 şi astfel M-

1=M*=
















−−−
−

−−

131
010
110

 . 

Într-adevăr, M⋅M*=















=

















−−−
−

−−
⋅

















−
−

−

100
010
001

131
010
110

011
010
121

=I3 şi analog M*⋅M=I3. 

 
Corolar 2.4. Fie K un corp comutativ şi M∈Mn(K). Atunci următoarele afirmaţii sunt 

echivalente :  
(i) M∈GLn(K)  
(ii) det(M)≠0  
(iii)  { }M

n
M

K ccind ~,...,~
1    

             (iv) { }M
n

M
K llind ,...,1 ,   unde prin M

n
M cc ~,...,~

1 , respectiv M
n

M ll ,...,1  am notat transpusele 
coloanelor, respectiv liniile matricei M ( M

n
M cc ~,...,~

1 sunt priviţi ca vectori în Km  = M1, m (K) iar 
M
n

M ll ,...,1  ca vectori în  Kn= M1, n (K)). 
 
În cazul în care numărul n este mai mare metoda de calcul a lui M-1 descrisă în  demonstraţia 

Teoremei 2.1. este inutilizabilă datorită numărului mare de calcule pe care le implică.  
Pentru matricele cu coeficienţi într-un corp comutativ K, lema substituţiei oferă o metodă 

eficientă de calcul a inversei acestora.  
Într-adevăr, se pleacă de la tabelul : 

 
Baza       Mc1      Mc2    …   M

nc       nIc1     nIc2   …   nI
nc    

  e1             a11           a12    …    a1n       1       0     …   0 
  e2         a21       a22    …   a2n       0       1     …   0 
 …..       ……….……………       ……………… 
  en          an1          an2                  ann        0       0     …   1                    

 
 
Cu ajutorul lemei substituţiei înlocuim pe  Mc1 , Mc2 ,…, M

nc  prin nIc1 , nIc2 , …, nI
nc    

(lucru posibil datorită Corolarului 2.4., (iii)) obţinând în final tabelul: 
 

Baza       Mc1      Mc2    …   M
nc        nIc1        nIc2   …   nI

nc    
  Mc1            1        0      …     0         b11         b12    …   b1n 

  Mc2         0         1     …     0         b21      b22    …  b2n 

  …..          ……….………            …….…………… 
  M

nc         0         0      …    1               bn1          bn2     …    bnn        
 
  Matricea N=(bij)1≤i,j≤n ce apare în al doilea ,,compartiment” al ultimului tabel este chiar 

inversa lui M deoarece pentru orice 1≤i, j≤n avem M
nnj

M
j

nI
j cbcbc ++= ...11 , lucru echivalent cu 

egalitatea In=M⋅N. 
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 Să calculăm de exemplu cu ajutorul lemei substituţiei inversa matricei M= 







− 11

23 ∈M2(ℝ) 

(aceasta există deoarece det(M)=3+2=5≠0): 
 
 

 
Baza       Mc1      Mc2      2

1
Ic        2

2
Ic    

  e1             �       2         1           0           
  e2        -1         1         0           1  

 Mc1    1       2/3    1/3         0 
  e2          0       5/3    1/3         1 
 Mc1          1         0     1/5       -2/5 
 Mc2          0         1     1/5        3/5 

 

Deducem că M-1= 






 −
5/35/1
5/25/1

.  

Într-adevăr, 







− 11

23 ⋅ 






 −
5/35/1
5/25/1 = 








10
01 =I2.  

 
Observaţia 2.5. 1. Vectorii bazei canonice e1, …, en din Kn nu pot fi întotdeauna înlocuiţi cu 

Mc1 , Mc2 ,…, M
nc  (în această ordine). În general e1, …, en se înlocuiesc cu ( )

Mc 1σ , ( )
Mc 2σ ,…, ( )

M
ncσ  unde σ∈Sn, 

astfel că M-1 apare în ultimul tabel din lema substituţiei ,,perturbată” de σ. În acest caz, M-1 poate fi 
obţinută prin diferite permutări de linii care restabilesc ordinea Mc1 , Mc2 ,…, M

nc  în baza { ( )
Mc 1σ ,…, ( )

M
ncσ }. 

2. Calculul lui M-1 cu ajutorul lemei substituţiei poate demara fără a ne asigura că det(M)≠0.  
Dacă det(M)=0, atunci la un anumit pas al iteraţiei din lema substituţiei, nu toţi vectorii M

ic , 

1≤i≤n pot să înlocuiască vectorii ei, 1≤i≤n, ceea ce va avea ca efect blocarea algoritmului de calcul, 
de unde concluzia că det(M)=0, adică M-1 nu existăSă considerăm acum sistemul de n ecuaţii cu n 
necunoscute cu coeficienţi în corpul comutativ K: 

 

                       [S]  











=++

=++
=++

nnnnn

nn

nn

bxaxa

bxaxa
bxaxa

...
..............................

...

...

11

22121

11111

 

 
Notăm M=(aij)1≤i,j≤n∈Mn(K),  b=(b1, …, bn)∈Kn iar pentru 1≤i≤n fie Mi matricea ce se 

obţine din M înlocuindu-i coloana i prin coloana termenilor liberi bb t=
~ .  

În aceste condiţii avem următorul rezultat:  
 
Teorema 2.6. (Cramer) Dacă d=det(M)≠0, atunci sistemul [S] admite soluţia unică 

x=(x1, …, xn) unde xi=di⋅d-1 cu di=det(Mi) pentru orice 1≤i≤n. 
Demonstraţie. Scriem sistemul [S] sub forma matriceală bxM

~~ =⋅ , unde   x=(x1, …, xn) iar 
b=(b1, …, bn). Deoarece d=det(M)≠0, conform Corolarului 2.3. există M-1, astfel că bMx ~~ 1 ⋅= − . În 
cadrul demonstraţiei Teoremei 2.1. am stabilit că  

                     ( ) ( )
njiija

d
M

M
M

≤≤

− ⋅=⋅=
,1

**1 1
det

1 , 

 
unde aij

*=Γji , 1≤i, j≤n. 
Astfel:                                
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                                         ( )
njiijadx

≤≤

− ⋅=
,1

*1~     sau 
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⋅
⋅
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Γ++Γ
Γ++Γ
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⋅=

−

−

−
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nnnnnn

nn

nn

nnnn

nn

nn

dd

dd
dd

d

d
d

d

bb

bb
bb

d

baba

baba
baba

dx

1

2
1

1
1

2

1

1

11

2112

1111

1

*
1

*
1

*
21

*
21

*
11

*
11

1

......
...

......................
...
...

...
.......................

...

...

~  

 
(ţinând cont de Teorema 1.12.), de unde xi=d-1⋅di, 1≤i≤n. ∎ 

Observaţia 2.7. În condiţiile Teoremei 2.6. spunem despre sistemul [S] că este Cramerian. 
 
Definiţia 2.8. Fie V un spaţiu vectorial peste corpul K iar  S={v1, …, vn}⊆V un sistem 

finit de vectori. 
Prin rangul lui S notat rang(S), înţelegem numărul maxim de vectori din S ce sunt liniar 

independenţi peste K.  
În mod evident, rang(S)=dimK(S), unde reamintim că prin (S) am notat spaţiul vectorial 

generat de S (vezi §1. din Capitolul 6).  
Să definim acum noţiunea de rang al unei matrice M= ( )

nj
miija

≤≤
≤≤

1
1 ∈Mm,n(K) cu K corp comutativ.  

Pentru 1≤p≤m şi 1≤q≤n prin minor de tipul (p, q) al lui M înţelegem determinantul matricei 
de tipul (p, q) ce are elementele situate la intersecţia a p linii şi q coloane ale lui M. Dacă p=q un 
minor de ordinul (p, p) al lui M se zice minor de ordinul p al lui M (în mod evident, matricea M are 

q
n

p
m CC ⋅  minori de tipul (p, q) şi p

n
p

m CC ⋅   minori de ordin p). 

Definiţia 2.9. Fie K un corp (comutativ) şi M∈Mm,n(K). Spunem despre matricea M că 
are rangul r şi scriem rang(M)=r dacă M are un minor de ordinul r nenul şi toţi minorii de 
ordin mai mare ca r (dacă există!) egali cu zero. În mod evident, 0≤rang(M)≤min{m, n} şi în 
definiţia lui rang(M) este suficient să cerem ca toţi minorii de rang r+1 (dacă există) să fie egali 
cu zero.  

Dacă m=n, a spune că rang(M)=n revine în mod evident la a spune că det(M)≠0. 
Din definiţia de mai sus deducem imediat următoarele proprietăţi elementare pentru rangul 

unei matrice M∈Mm,n(K): 
R1) rang(M)=rang(tM) 
R2) Dacă notăm prin Mʹ matricea ce se obţine din M schimbând între ele două linii (sau 

coloane), atunci rang(M)=rang(Mʹ) 
R3) Dacă a∈K* şi notăm prin Mʹ matricea obţinută din M prin înmulţirea tuturor elementelor 

unei linii (sau coloane) cu a, atunci rang(M)=rang(Mʹ). 
Corolar 2.10. Rangul unei matrice M nu se schimbă dacă la o linie (sau coloană) a sa 

adunăm o combinaţie liniară de alte linii (sau coloane).  
           Demonstraţie. Într-adevăr, dacă notăm prin Mʹ matricea ce se obţine din M adăugând la o linie 
(sau coloană) a sa o combinaţie liniară de linii (sau coloane)  atunci subspaţiul vectorial generat de 
liniile lui Mʹ va fi în mod evident egal cu subspaţiul vectorial generat de liniile lui M. ∎ 

Observaţia 2.11. Teorema 2.10. ne permite să calculăm iterativ rangul unei matrice nenule 
M∈Mm,n(K).  

Deoarece M este nenulă, rang(M)≥1. Să presupunem că am găsit un minor de ordin r≥1 
nenul. Pe acesta îl bordăm cu elementele corespunzătoare ale uneia din liniile şi uneia dintre coloanele 
ce nu fac parte din acel minor. Dacă toţi aceşti minori de ordin r+1 sunt nuli, atunci rang(M)=r. Dacă 
însă cel puţin unul este nenul, atunci continuăm procedeul cu acel minor.  

Să observăm că în felul acesta numărul minorilor de ordin r+1 ce se calculează prin bordarea 
unui minor de ordin r este (m-r)(n-r) pe când dacă am fi calculat rangul lui M cu ajutorul Definiţiei 
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3.9. ar fi trebuit să calculăm 11 ++ ⋅ r
n

r
m CC   m minori de ordin r+1, reducând astfel anumite calcule 

(deoarece în general 11 ++ ⋅ r
n

r
m CC >(m-r)(n-r)).  

Exemple. 1. Să determinăm rangul matricei M=
















−
−

−

1011
2113
0112
∈M3,4(ℝ). 

Se observă că 05
13
12

≠=
− , deci rang(M)≥2. Pentru a vedea dacă rang(M) este 2 sau 3 este 

suficient să calculăm doar doi determinanţi şi anume: 

                      5
011
113

112
=

−
−

−
     şi         3

111
213
012

=
−

−
. 

Deducem astfel că rang(M)=3. 

2. Dacă considerăm acum matricea M=















−−

−

1011
2110

3121
∈M3,4(ℝ). 

Se observă că 01
10

21
≠−=

−
, deci rang(M)≥2.  

Calculând acum cei doi minori ai lui M ce bordează pe 
10

21
−

 obţinem: 0
011
110
121

=−
−

 şi  

0
111
210

321
=−−  (deoarece ultima linie este suma primelor două), astfel că  rang(M)=2. 

 
Observaţia 2.12. 1. Există şi alte procedee de a determina rangul unei matrice cu ajutorul 

anumitor transformări elementare de matrice. În cadrul acestei lucrări (mai ales pentru teoria 
sistemelor liniare pe care o vom prezenta în continuare) vom utiliza doar procedeul recursiv de mai 
înainte de a determina rangul unei matrice deoarece pe lîngă faptul că acest procedeu ne oferă cît este 
rangul matricei M ne permite şi punerea în evidenţă a unui minor de ordin cît este rangul lui M care 
este nenul. 

2. Când m şi n sunt numere mari, o metodă mai rapidă de calcul a rangului unei matrice ne 
este oferită de lema substituţiei: dacă  M∈Mm,n(K) şi (e1, …, em) este baza canonică a lui Km, atunci 
rangul lui M coincide cu numărul vectorilor coloană { Mc1 , Mc2 ,…, M

nc } ai lui M care prin aplicarea 
succesivă a lemei substituţiei înlocuiesc vectorii din baza canonică {e1, …, em}. 

 Spre exemplificare, să stabilim cu ajutorul lemei substituţiei cât este rangul matricei 

M=
















−−
−

−

4213
1201
3012
∈M3,4(ℝ):  

Baza       Mc1     Mc2      Mc3        Mc4      
  e1           �       -1        0          3            
  e2         1         0       -2          1  
  e3              3        -1      -2           4 
 Mc1     1      -1/2      0         3/2 
  e2          0       1/2     -2       -1/2 
  e3          0       1/2     -2       -1/2 
 Mc1          1         0       2          -2       
 Mc2          0         1     -4           -1 
  e3          0         0       0            0 
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Cum în locul lui e3 nu poate fi adus nici Mc3  şi nici Mc4  deducem că  rang(M)=2. 
 
Fie V şi W două K-spaţii vectoriale de dimensiuni finite iar f:V→W o aplicaţie liniară ce are 

în raport cu bazele fixate din V şi W matricea M. 
 
Definiţia 2.13. Prin definiţie, rang(f)=rang(M).  
 
Ţinând cont că dacă considerăm în V şi W alte baze matricea lui f în raport cu aceste noi baze 

este de forma P·M·N cu P şi N matrice pătratice inversabile iar rang(P·M·N)=rang(M) deducem că 
definiţia pentru rangul lui f de mai înainte este corectă. 

 
Observaţia 2.14. Ţinând cont de cele stabilite mai înainte deducem că dacă f:V→W este o 

aplicaţie liniară între două spaţii vectoriale de dimensiuni finite atunci: 
(i)  f este momomorfism dacă şi numai dacă rang(f)=dimKV 
(ii) f este epimorfism dacă şi numai dacă rang(f)=dimKW 
(iii) f este izomorfism dacă şi numai dacă rang(f)=dimKV=dimKW. 
 

 
§3. Sisteme de ecuaţii liniare cu coeficienţi într-un corp comutativ. Sisteme omogene. 

Vectori şi valori proprii ai unui operator liniar. Teorema Cayley–Hamilton 
 

În cadrul acestui paragraf prin K vom desemna un corp comutativ.  
Prin sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute (m, n∈ℕ*) înţelegem un sistem de forma:  

 [S]  











=++

=++
=++

mnmnm

nn

nn

bxaxa

bxaxa
bxaxa

...
..............................

...
...

11

22121

11111

, unde aij, bj∈K, 1≤i≤m, 1≤j≤n. 

A rezolva sistemul [S] revine la a găsi x=(x1, …, xn)∈Kn ce verifică [S]; un astfel de x∈Kn se 
va numi soluţie a lui [S].  

Sistemul [S] se zice compatibil în K dacă are cel puţin o soluţie şi incompatibil în caz contrar. 
Dacă [S] are un număr finit de soluţii el se zice compatibil determinat iar în cazul în care are o 
infinitate de soluţii se zice compatibil nedeterminat. Dacă mai avem un alt sistem [Sʹ] de ecuaţii 
liniare cu m linii şi n necunoscute, vom spune că [S] şi [Sʹ] sunt echivalente dacă au aceleaşi soluţii; în 
acest caz vom scrie [S]~[Sʹ].  

Notând  M= ( )
nj
miija

≤≤
≤≤

1
1 ∈Mm,n(K), b=(b1, …, bm)∈Km şi x=(x1, …, xn)∈Kn, sistemul [S] admite 

scrierea matriceală bxM ~~ =⋅  (unde xx t=~  şi bb t=
~ ).  

A rezolva sistemul [S] revine la a da răspuns (în această ordine) la următoarele probleme: 
P1: Dacă [S] este compatibil sau nu; 
P2: În caz de compatibilitate, cum se rezolvă [S].  
Fie r=rang(M); din cele stabilite în §2. avem că 0≤r≤min{m, n}. Există atunci un minor de 

ordin r al lui M nenul şi toţi minorii de ordinul r+1 sunt nuli (evident, dacă există minori de ordinul 
r+1). 

Ţinând cont de proprietăţile determinanţilor putem presupune că minorul de ordinul r nenul 
(pe care îl vom numi minor principal) este 0

,1
≠

≤≤ rjiija . 
Necunoscutele x1, …, xr se vor numi necunoscute principale iar restul se vor numi 

necunoscute secundare. Ecuaţiile 1, 2, …, r se vor numi ecuaţii principale iar restul secundare. 
 
În cele ce urmează vom răspunde la P1 şi P2 în funcţie de valorile pe care le poate lua r.  
Cazul 1: r=m=n.  În acest caz d=det(M)≠0, sistemul [S] se zice Cramerian din cele stabilite 

în  §2.,  (vezi Teorema 2.6.) deducem că sistemul [S] este compatibil determinat iar soluţia este dată de    
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x=(x1, …, xn) cu xi=d-1di, 1≤i≤n, unde di este determinantul matricei ce se obţine din M înlocuind 
coloana i prin coloana b~  a termenilor liberi, 1≤i≤n. 

Cazul 2:  r=m<n.  În acest caz toate ecuaţiile sunt principale şi avem doar necunoscute 
secundare (şi anume pe xr+1, xr+2, …, xn). 

Răspunsul la P1 şi P2 este dat de: 
Teorema 3.1. Dacă r=m<n atunci:  

  P1: Sistemul [S] este compatibil n-r nedeterminat 
  P2: Pentru rezolvarea lui [S] procedăm astfel: trecem în membrul drept termenii ce 
conţin necunoscutele secundare, obţinând astfel un sistem Cramerian în necunoscutele 
principale. Alegând xs=αs∈K pentru r+1≤s≤n vom determina cu ajutorul formulelor lui 
Cramer pe x1, …, xr  în funcţie de  αr+1, …, αn . 

Demonstraţie. Într-adevăr, dacă notăm Mr= ( )
rjiija

≤≤ ,1
,                Nn-r= ( )

njr
miija

≤≤+
≤≤

1
1 , xʹ=(x1, …, 

xr)∈Kr şi xʹʹ=(xr+1, …, xn)∈Kn-r, atunci sistemul [S] se scrie sub forma echivalentă: 
                       [Sʹ]        bxNxM rnr

~~~ =′′⋅+′⋅ − .  
Deoarece det(Mr)≠0, există 1−

rM  şi astfel [Sʹ] este echivalent cu: 
                       [Sʹʹ]     bxNxM rnr

~~~ +′′⋅−=′⋅ −  

care este un sistem Cramerian în necunoscutele principale x1, …, xr. Alegând xs=αs∈K cu r+1≤s≤n 
din rezolvarea lui [Sʹʹ] cu ajutorul formulelor lui Cramer găsim pe x1, …, xr  în funcţie de αr+1, …, αn, 
astfel că soluţia generală a lui [S] este dată de: x1=x1(αr+1, …, αn),…, xr=xr(αr+1,…, αn), xr+1=αr+1,…, 
xn=αn, cu αr+1, …, αn din K, alese arbitrar. ∎ 

Exemplu. Să considerăm în ℝ sistemul: 

                                    [S]     




−=+−+
=−+−

12
232

4321

4321

xxxx
xxxx

.  

În acest caz m=2, n=4, 







−

−−
=

2111
1312

M  şi deoarece 03
11
12

≠=
−

, deducem că 

rang(M)=2=m < n=4, astfel că x1 şi x2 sunt necunoscute principale iar x3 şi x4 secundare.  
Din cele prezentate mai sus deducem că sistemul [S] este compatibil 4-2=2 -nedeterminat. 

Pentru rezolvarea sa să alegem x3=α3, x4=α4 (cu α3, α4∈ℝ) şi astfel sistemul [S] este echivalent cu 
sistemul Cramerian: 

                       [Sʹ]   




−−=+
++−=−

12
232

4321

4321

αα
αα

xx
xx

.  

Folosind formulele lui Cramer deducem imediat că 
3
1

3
1

3
2

431 +−−= ααx  şi 
3
4

4
5

432 −−= ααx , 

astfel că soluţia lui [S] este x=(
3
1

3
1

3
2

43 +−− αα , 
3
4

4
5

43 −−αα , α3, α4 ) cu α3, α4∈ℝ arbitrare. 

 
Cazul 3: r < m. În acest caz sistemul [S] are şi ecuaţii secundare. Pentru a răspunde la la P1 şi 

P2 să stabilim anumite notaţii şi definiţii specifice acestui caz.  
Vom nota ( )bMM

~
,= ∈Mm,n+1(K), matricea ce se obţine din M adăugându-i acesteia coloana 

b~  a termenilor liberi. Matricea M  astfel obţinută poartă numele de extinsa lui M.  
 
Următorul rezultat răspunde la P1: 
Teorema 3.2. (Kronecker-Capelli) Sistemul [S]  este compatibil dacă şi numai dacă 

rang(M)=rang( M ).  
Demonstraţie. Totul rezultă din scrierea lui [S] sub forma matriceală echivalentă următoare:  
           [Sʹ]         bcxcxcx nn

~~...~~
2211 =⋅++⋅+⋅  

(unde nccc ~,...,~,~
21  sunt coloanele matricei M) şi privind pe nccc ~,...,~,~

21  ca vectori din Km.  
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Astfel, dacă (α1,…,αn)∈Kn este o soluţie a lui [S] atunci bccc nn

~~...~~
2211 =⋅++⋅+⋅ ααα  şi deci 

b~  este o combinaţie liniară de  nccc ~,...,~,~
21 , de unde concluzia că rang(M)=rang( M ) (ţinând cont de 

Teorema 2.10. şi Corolarul 2.11.).  
Reciproc, dacă rang(M)=rang( M ) înseamnă că b~  este o combinaţie liniară de  nccc ~,...,~,~

21 , 
adică există α1, …, αn ∈K a.î. bccc nn

~~...~~
2211 =⋅++⋅+⋅ ααα  şi astfel x=(α1, …,αn)∈Kn este o soluţie a 

lui [S].   ∎ 
Pentru fiecare r+1≤j≤m să notăm prin Nj matricea 

                                





















=

jjrj

rrrr

r

j

baa
baa

baa

N

...

...
............

...

1

1

1111

 iar Δj=det(Nj).  

Cei m-r determinanţi Δj (r+1≤j≤m) poartă numele de determinanţi caracteristici.  
Astfel, Teorema 3.2. are următoarea formă echivalentă datorată lui Rouché: 
Teorema 3.3. (Rouché) Sistemul [S] este compatibil dacă şi numai dacă toţi cei m-r 

determinanţi caracteristici Δj  (r+1≤j≤m) sunt egali cu zero.  
 
Pentru a răspunde la P2 avem nevoie de următorul rezultat: 
Propoziţia 3.4. Dacă sistemul [S] este compatibil, atunci [S] este echivalent cu sistemul 

[Sr] format doar din ecuaţiile principale. 
Demonstraţie. Avem de demonstrat doar că în caz de compatibilitate a lui [S], dacă (α1 , …, αn 

)∈Kn este o soluţie a lui [Sr] atunci pentru orice r+1≤j≤m avem: 
                                   aj1α1 + aj2α2 + …+ ajnαn  = bj .  

Pentru aceasta plecăm de la determinantul de ordin r+1: 
 

( ) js

n

s

jsjrj

rsrrr

sr

jnjnjjrj

rnrnrrrr

nnr

njr x

aaa
aaa

aaa

bxaxaaa
bxaxaaa

bxaxaaa

xxD ∆−⋅=

−++
−++

−++

= ∑
=1

1

1

1111

111

111

11111111

1,

...

...
............

...

......

......
............

......

,...,  

(Δj fiind determinantul caracteristic).  
Cum rang(M)=r deducem că  
                             (⋆) Dr,j(x1,…, xn)=-Δj. 
Dacă (α1, …, αn)∈Kn este o soluţie a lui [Sr], atunci 

 ( )

jnjnjjrj

rrr

r

njr

baaaa
aa

aa

D

−++

=

αα

αα

......
0...
............
0...

,...,

111

1

111

1, = 

 =det(Mr)(aj1α1+aj2α2+…+ajnαn-bj) şi ţinând cont de (⋆) deducem că  
                      det(Mr)(aj1α1+aj2α2+…+ajnαn-bj)=-Δj  (⋆⋆).  

Cum [S] este compatibil, deducem că Δj=0 pentru orice r+1≤j≤m (conform Teoremei 3.3.) şi 
astfel din (⋆⋆) deducem că   

         aj1α1+aj2α2 +…+ajn αn -bj=0 pentru orice r+1≤j≤m. ∎ 
 

Observaţia 3.5. Din cele stabilite mai înainte, deducem că în cazul când rang(M)=r < m, 
pentru a răspunde la P1 calculăm cei m-r determinanţi caracteristici Δj (r+1≤j≤m). Dacă unul dintre 
aceştia este nenul, atunci sistemul [S] este incompatibil pe când dacă toţi sunt nuli, atunci sistemul [S] 
este compatibil, n-r nedeterminat.  
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Pentru a răspunde la P2 (în caz de compatibilitate) reţinem sistemul format din ecuaţiile 
principale şi procedăm ca în Cazul 2. 

Exemplu. Să se decidă dacă sistemul 

                        [S]   








=+−

=−+
−=+−

1323
2

1432

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

este compatibil sau nu şi în caz afirmativ să se rezolve în ℝ. 

           Avem 
















−
−

−
=

323
111

432
M ∈M3(ℝ) şi cum det(M)=0 iar 05

11
32

≠=
−

 deducem că rang(M)=2 

< 3=m astfel că suntem în Cazul 3.  

Avem un singur determinant caracteristic 0
123
211
132

=
−

−−
 şi atunci conform Teoremei lui 

Rouché sistemul [S] este compatibil 1-nedeterminat. Primele două ecuaţii, ca şi necunoscutele x1, x2 

sunt principale.  Pentru  rezolvarea lui [S] reţinem sistemul format din ecuaţiile principale: 

                           [Sʹ]    




=−+
−=+−

2
1432

321

321

xxx
xxx

  

şi procedând ca în Cazul 2 găsim soluţia ( 1
5
1

1 +−= αx , 1
5
6

2 += αx , α=3x ) cu α∈ℝ.  

Dacă în sistemul iniţial [S], b1=b2=…=bm=0, vom spune despre [S] că este omogen. 

Observaţia 3.9. Sistemele liniare se pot rezolva şi cu ajutorul lemei substituţiei.  
Vom exemplifica pe un caz particular de sistem cramerian (cititorul putând intui uşor cum se 

procedează în general).  
Pentru aceasta să considerăm sistemul: 

               [S]   




=+
=−
2

432

21

21

xx
xx

   ⇔   







=⋅







−
+⋅








2
4

1
3

1
2

21 xx . 

 Deoarece 05
11
32

≠=
− , deducem că sistemul [S] este Cramerian şi deci coloanele 








1
2  şi 








−
1
3  formează o bază pentru ℝ2 şi a rezolva pe [S] revine la a găsi coordonatele lui 








2
4  în această 

bază.  
Din tabelul lemei substituţiei: 
 

Baza      1c       2c       b   
  e1           �      -3         4                      
  e2         1         1        2           

 1c    1      -3/2      2        
  e2          0        5/2     0         
  1c          1         0       2 
  2c          0         1       0 

  

deducem că soluţia lui [S] este (2, 0).  
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CURSUL nr. 13  
   
 
SPAŢII VECTORIALE  
 
 

În cadrul acestui capitol prin K vom desemna un corp comutativ .  
 

Definiţia 1.1.  Vom spune despre un grup abelian (V,+) că este K-spaţiu vectorial  (la 
stinga) dacă este definită o operaţie algebrică externă pe M,  φ:K×V→V, φ(a,x)=ax, pentru 
orice a∈K şi x∈V a.î. pentru oricare a, b∈K şi    x, y∈V  sunt verificate condiţiile: 

(i)   a(x+y)=ax+ay 
            (ii)   (a+b)x = ax+bx 
            (iii)  a(bx)=(ab)x 
            (iv)  1·x=x 

 
În acest caz, elementele lui K se numesc scalari iar φ se numeşte înmulţire cu scalari.  

 
Exemple 1. Corpul  K devine în mod canonic K- spaţiu vectorial considerând înmulţirea de pe 

K  drept înmulţirea cu scalari. 
2. Considerând un număr natural n∈ℕ* şi grupul aditiv Kn=K×…×K (faţă de adunarea 

x+y=(xi+yi)1≤i≤n, cu x=(xi)1≤i≤n şi y=(yi)1≤i≤n∈Kn) atunci Kn devine în mod canonic un K-spaţiu 
vectorial definind înmulţirea φ cu scalari pentru a∈K şi x= ( ) niix ≤≤1 ∈Kn  prin  φ(a, x)= ( ) niixa ≤≤⋅ 1 ∈Kn. 

3. K[X]  devine K- spaţiu vectorial , definind pentru a∈K şi P = a0+a1X+…+anXn∈K[X] 
înmulţirea cu scalari φ prin  

                      φ(a, P) = (aa0)+(aa1)X+…+(aan)Xn∈K[X]. 
4. Grupul aditiv Mm,n(K) al matricelor de tipul (m, n)  (m, n≥1) devine în mod canonic K-

spaţiu vectorial definind înmulţirea cu scalari pentru a∈K şi o matrice ( )
nj
miija

≤≤
≤≤

1
1  prin  

a ( )
nj
miija

≤≤
≤≤

1
1 = ( )

nj
miijaa

≤≤
≤≤⋅

1
1  ∈ Mm,n(K). 

5. Dacă I este un interval de numere reale, atunci mulţimea  
                           C(I, ℝ)={f : I→ℝ | f este continuă} 

(care devine grup abelian faţă de adunarea canonică a funcţiilor continue) devine ℝ-spaţiu vectorial 
definind înmulţirea  φ cu scalari pentru a∈ℝ şi f:I→ℝ prin φ(a, f): I→ℝ, φ(a, f)(x)=af(x), oricare ar fi 
x∈I. 

Propoziţia 1.3. Dacă V este un K-spaţiu vectorial, atunci pentru orice a, b, a1, …, an∈K şi 
x, y, x1, …, xm∈V avem: 
 (i)  a·0=0·a=0 
 (ii) (-a)x=a(-x)=-(ax) iar (–a)(-x)=ax 
 (iii) a(x-y)=ax-ay iar (a-b)x=ax-bx 
 (iv) (a1+…+an)x=a1x+…+anx  iar  a(x1+ …+ xm)=ax1+…+axm.  

Demonstraţie. (i). Din 0+0=0 deducem că a(0+0)=a·0 ⇔a·0+a·0=a·0⇔ a·0=0. Analog 
deducem şi că 0·a=0.  

(ii). Scriind că a+(-a)=0 deducem că ax+(-a)x=0·x=0, de unde     (–a)x=-(ax). Analog restul de 
afirmaţii. 

(iii). Se ţine cont de (ii). 
(iv). Se face inducţie matematică după m şi n.∎ 
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Definiţia 1.4. Fiind dat un K-spaţiu vectorial V, o submulţime nevidă V′ a lui V se zice 
sub-spaţiu vectorial  dacă V′ este subgrup al grupului aditiv (V,+) iar restricţia înmulţirii cu 
scalari la V′ îi conferă lui V′ structură de  K-spaţiu vectorial.  

 
Vom nota prin LK(V) familia sub-spaţiilor vectoriale ale  lui V. În mod evident, {0} şi V fac 

parte din LK(V). Oricare alt sub-spaţiu vectorial al lui V diferit de {0} şi V se zice propriu. Dacă nu 
este pericol de confuzie, sub-spaţiul vectorial {0} se mai notează şi prin 0 şi poartă numele de K-spaţiu 
vectorial  nul.  

Următorul rezultat este imediat: 
Propoziţia 1.5. Dacă V este un K-spaţiu vectorial, atunci pentru o submulţime nevidă N a 

lui V următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
(i)   N∈LK(V) 
(ii)  Pentru orice x, y∈N şi a∈K, x-y∈N şi ax∈N 

      (iii) Pentru orice x, y∈N şi a, b∈K , ax+by∈N . 
 

Propoziţia 1.6. Dacă ( ) IiiN ∈  este o familie de sub-spaţii vectoriale ale unui K-spaţiu 
vectorial V, atunci I

Ii
iN

∈

∈LK(V). 

          Demonstraţie. Fie N=I
Ii

iN
∈

 şi x, y∈N (adică x, y∈Ni pentru orice i∈I) iar a, b∈K. Atunci 

ax+by∈Ni pentru orice i∈I, adică ax+by∈I
Ii

iN
∈

=N, deci N∈LK(V).∎ 

 
Propoziţia 1.6. ne permite să introducem pentru un K-spaţiu vectorial V şi o submulţime 

nevidă M a sa, noţiunea de sub-spaţiul vectorial generat de M ca fiind cel mai mic K-spaţiu vectorial 
al lui V (faţă de relaţia de incluziune), ce conţine pe M. Dacă notăm prin (M) acest sub-spaţiu vectorial 
avem în mod evident 

                       I })({)( VMVLNM K ⊆∈= . 

Propoziţia 1.7. Dacă V  este un K-spaţiu vectorial iar M⊆V o submulţime nevidă a sa, 
atunci (M)={a1x1+…+anxn | a1, …,an∈K, x1, …,xn∈M, n∈ℕ*}. 

Demonstraţie. Să notăm prin M′ mulţimea combinaţiilor finite cu elemente din M din partea 
dreaptă a egalităţii din enunţ. Se arată imediat că M′ este sub-spaţiu vectorial al lui V ce conţine pe M, 
de unde incluziunea (M)⊆M′. Dacă alegem N∈LK(V) a.î. M⊆N atunci M′⊆N şi cum N este oarecare 
deducem că M′⊆∩N=(M), de unde egalitatea (M)=M′. ∎ 

 
Observaţia 1.8. 1. Dacă (M)=V, elementele lui M se zic generatori pentru M. Dacă M este 

finită, M se zice K-spaţiu vectorial finit generat . 
2. Dacă M={x} cu x∈V, atunci sub-spaţiul vectorial al lui V generat de mulţimea {x} se zice 

principal şi conform propoziţiei precedente avem:  
                                    ({x})={ax |a∈K} ≝Kx. 
3. Mulţimea ordonată  (LK(V), ⊆) devine în mod canonic latice completă, unde pentru o 

familie ( ) IiiN ∈  de elemente din LK(V) avem 
Ii∈

∧ Ni=I
Ii

iN
∈

iar 
Ii∈

∨ Ni=(U
Ii

iN
∈

); în mod evident această 

latice este mărginită, unde 0={0} iar 1=V. 
4. Dacă N, P∈LK(V),  atunci  
               N∨P=(N∪P)={x+y|x∈N şi y∈P}≝N+P,  

iar ({x1, …, xn}) =Kx1+…+Kxn. 
 

Propoziţia 1.9. Pentru orice K-spaţiu vectorial V, laticea  (LK(V), ⊆) este modulară. 
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Demonstraţie. Trebuie să arătăm că dacă P, Q, R∈LK(V) şi R⊆P, atunci 
P∧(Q∨R)=(P∧Q)∨R⇔P∩(Q+R)=(P∩Q)+R.  

Cum incluziunea (P∩Q)+R⊆P∩(Q+R) este evidentă, fie x∈P∩(Q+R). Atunci x∈P şi x=y+z 
cu y∈Q şi z∈R. Cum R⊆P deducem că y=x-z∈P şi cum y∈Q avem că y∈P∩Q, adică x∈(P∩Q)+R, 
deci este adevărată şi incluziunea P∩(Q+R)⊆(P∩Q)+R, de unde egalitatea P∩(Q+R)=(P∩Q)+R.  ∎  
 

Definiţia 1.11. Fie V un K-spaţiu vectorial. Vom spune despre elementele   x1, …, xn∈V 
că sunt liniar independente peste K dacă având o combinaţie liniară nulă a1x1+…+anxn= 0 cu a1, 
…, an∈K, deducem că a1=a2=…=an=0.  

Dacă notăm F={x1, …, xn} convenim să notăm fapul că elementele lui F sunt liniar 
independente peste K scriind indKF.  

Dacă V׳⊆V este o submulţime oarecare a lui V, vom spune că elementele lui V׳ sunt 
liniar independente peste K dacă orice submulţime finită F⊆V׳  este formată din elemente liniar 
independente peste K (vom nota lucrul acesta scriind indKV׳).  

În cazul în care elementele x1, …, xn∈V nu sunt liniar independente peste K vom spune 
despre ele că sunt liniar dependente peste K (acest lucru revenind la a spune că există a1, …, 
an∈K  nu toate nule a.î. a1x1+…+anxn=0) . 

Exemple. 1. Dacă n∈ℕ* şi V=Kn atunci notând cu ei elementele lui V ce au 1 pe poziţia i şi 0 
în rest  (1≤i≤n) se deduce imediat că elementele e1, e2, .., en sunt liniar independente peste K.  

2. Fie m, n∈ℕ* şi M=Mm,n(K) iar Eij matricea de tip (m,n) ce are 1 pe poziţia (i, j) şi 0 în rest  
(1≤i≤m, 1≤j≤n). Se verifică  imediat că elementele ( )

nj
miijE

≤≤
≤≤

1
1  sunt liniar independente peste K.  

3. Dacă  V=K[X], atunci mulţimea infinită  {1, X, X2, ….} este formată din polinoame liniar 
independente peste K.  
 

Definiţia 1.12. Dacă V este un K-spaţiu vectorial, o submulţime B a lui V se zice bază 
pentru V dacă (S)=V şi indKB. 

În acest caz, spunem despre K-spaţiu vectorial V că este liber (în mod evident V≠0).  
Din cele prezentate anterior deducem că K-spaţiile vectoriale Kn şi Mm,n(K) (cu   m, n≥2) sunt 

libere şi au baze finite iar  K[X] este de asemenea liber, având însă o bază infinită. 
 Teorema 1.13. Fie K un corp arbitrar, V un K-spaţiu vectorial nenul, I, G⊆V a.î. indKI, 

(G)=V şi I⊆G. Atunci există o bază B⊆V pentru V a.î. I⊆B⊆G. 
Demonstraţie. Să remarcăm la început faptul că există submulţimi I şi G ale lui V cu 

proprietăţile din enunţ. Într-adevăr, putem considera în cel mai nefavorabil caz G=V iar I={x} cu 
x∈G, x≠0 (căci V≠0).  

Fie F={B⊆V|I⊆B⊆G şi indKB} (deoarece I∈F deducem că F≠∅). Se verifică imediat că 
dacă (Bi) i∈I este o familie total ordonată (faţă de incluziune) de elemente din F, atunci U

Ii
iB

∈
∈F, de 

unde concluzia că (F, ⊆) este o mulţime inductivă. Conform Lemei lui Zorn există un element 
maximal B0∈F. Dacă vom demonstra că (B0)=V, cum indKB0, vom deduce că B0 este bază pentru V şi 
teorema este demonstrată.  

Pentru aceasta este suficient să demonstrăm că G⊆(B0) (căci atunci am deduce că 
V=(G)⊆(B0), de unde (B0)=V). 

Cum B0⊆G,  fie x0∈G\B0. Atunci I⊆B0∪{x0}⊆G iar datorită maximalităţii lui B0 deducem că 
vectorii din B0∪{x0} trebuie să fie liniar dependenţi peste K. Există deci λ0, λ1, …, λn∈K nu toţi nuli  
şi   x1, …, xn∈B0   a.î. λ0x0+ λ1x1+…+λnxn=0.  
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Să observăm că λ0≠0 (căci în caz contrar, cum indKB0 am deduce că λ1=…=λn=0, absurd), de 
unde deducem că ( ) ( ) nn xxx λλλλ 1

011
1

00 ... −− −++−=  adică x0∈(B0). Deducem deci că G⊆(B0) şi astfel 

(B0)=V, adică B0 este o bază  pentru V. ∎ 
 
Ţinând cont de observaţia de la începutul demonstraţiei Teoremei 1.13., deducem imediat 

următorul rezultat: 
Corolar 1.14. (i) Dacă K este un corp oarecare, atunci orice      K-spaţiu vectorial nenul 

admite cel puţin o bază.  
(ii) Orice parte I liniar independentă a unui sistem de generatori G al unui   K-spaţiu 

vectorial V poate fi completată cu elemente din G pînă la o bază a lui V. 
(iii) Orice sistem de vectori liniar independenţi ai unui spaţiu vectorial poate fi completat 

pînă la o bază a spaţiului. 
 
Teorema 1.15. (Teorema schimbului). Fie K un corp oarecare iar V un  K-spaţiu vectorial 

nenul. Dacă  x1, …, xn∈V sunt liniar independenţi peste K iar y1, …, ym∈V un sistem de 
generatori pentru V, atunci n≤m şi există o reindexare a vectorilor   y1, …, ym a.î. (x1, …, xn, yn+1, 
…, ym)=V. 

Demonstraţie. Se face inducţie matematică după n. Dacă n=1 atunci în mod evident 1≤m. 
Deoarece (y1,…,ym)=V, există a1,…,am∈K a.î. x1=a1y1+…+amym ; cum x1≠0, există un scalar ai nenul 
(să zicem a1≠0). Atunci ( ) ( ) mm yaayaaxay 1

122
1

11
1

11 ... −−− −−−= , de unde concluzia că  (x1, y2,…,ym)=V.  
Să presupunem afirmaţia adevărată pentru n-1. Deoarece x1,…,xn sunt liniar independenţi 

peste K atunci şi x1,…,xn-1 sunt liniar independenţi peste K  şi conform ipotezei de inducţie n-1≤m şi  
există o reindexare a vectorilor   y1, …,ym a.î. (x1, …, xn-1, yn , yn+1, …, ym)=V. Atunci există b1, …, bn-

1, bn , bn+1, …, bm∈K a.î. xn=b1x1+…+bn-1xn-1+ +bnyn+…+bmym . (∗) 
Dacă n-1=m atunci xn=b1x1+…+bn-1xn-1 ceea ce contrazice faptul că vectorii  x1, …, xn-1, xn  

sunt liniar independenţi peste K. Atunci       n-1≤m-1, de unde n≤m. 
            Din (∗) deducem că există un indice i, n≤i≤m a.î. bi≠0 (să zicem i=n). Atunci din (∗)  

deducem că 
            ( ) ( ) ( ) ( ) mmnnnnnnnnnnn ybbybbxbbxbbxby 1

11
1

11
1

11
11 ...... −

++
−

−−
−−− −−−−−−=   

ceea ce ne arată că (x1, …, xn, yn+1, …, ym)=V şi astfel, conform principiului inducţiei matematice 
teorema este complet demonstrată.∎ 
  

Corolar 1.16.  Fie K  un corp oarecare iar V un  K-spaţiu vectorial nenul. Atunci oricare 
două baze finite ale lui V au acelaşi număr de elemente.  

Demonstraţie. Dacă B1={x1, …, xn} şi B2={y1, …, ym} sunt două baze ale lui V cu n respectiv 
m elemente, deoarece în particular indK{x1, …, xn} şi (y1, …, ym)=V, conform teoremei schimbului 
avem n≤m. Schimbând rolul lui B1 cu B2 deducem că şi m≤n, de unde m=n.∎ 
 

Definiţia 1.17. Dacă V este un K-spaţiu vectorial nenul vom nota cu  dimKV sau [V:K] 
cardinalul unei baze arbitrare a lui V ce se va numi dimensiunea lui V peste K.  
           Dacă dimKV este finită vom spune despre V că este de dimensiune finită. 
           Dacă V={0} convenim ca dimKV=0. 
           Din cele expuse mai înainte deducem că dacă K este un corp oarecare atunci dimKKn=n, 
dimKMm,n(K)=mn, (m, n≥2) iar  dimKK[X] este infinită. 
            Dacă pentru n∈ℕ notăm Kn[X]={f∈K[X]|grad(f)≤n}, atunci  dimKKn [X]=n+1 (căci {1, X,…,  
Xn } este o bază a lui Kn [X] peste K). 
 
         2.  Matricea de trecere de la o bază la alta. Formula de schimbare a coordonatelor unui 
element la schimbarea bazelor. Lema substituţiei.  
 
   
 Fie V un K- spaţiu vectorial de dimensiune n (n≥1) iar B={e1, …, en} şi      Bʹ={e1ʹ,…, enʹ} 
două baze ale lui V.  
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 Există atunci elementele aij (1≤i, j≤n) din K a.î.  
                                  e1ʹ=a11e1 + … + a1nen 
 e2ʹ=a21e1 + … + a2nen 
 …..…………………. 
 enʹ=an1e1 + … + annen . 
 

 Definiţia 2.1. Matricea 



















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
.............

...

...

21

22212

12111

∈Mn(A) poartă numele de matricea de trecere 

de la baza B la baza Bʹ şi se notează prin M(B, Bʹ). 
Să fixăm acum anumite notaţii:  
Dacă x∈V atunci există şi sunt unice elementele α1, …,αn∈K a.î. x=α1e1+…+αnen. Elementele 

α1, …,αn∈K se vor numi coordonatele lui x în baza B. Convenim să desemnăm lucrul acesta scriind   

                                       xB=
















nα

α
M

1

∈Mn,1(A).  

 Din raţiuni de tehnoredactare convenim de asemenea să scriem ( )nB
t

B xx αα ,...,~
1== . 

Teorema 2.2. Fie V un K- spaţiu vectorial de dimensiune  n iar B={e1, …, en} şi 
Bʹ={e1ʹ,…, enʹ} două baze ale sale. Atunci: 
 (i) Matricea M(B, Bʹ) de trecere de la B la Bʹ este inversabilă, inversa sa fiind M(Bʹ, B) 
             (ii) Dacă x∈V atunci  
                                            xBʹ=M(B, Bʹ)-1·xB 
             (iii) Dacă în V mai avem o a treia bază Bʹʹ, atunci  
                                    M(B, Bʹʹ)=M(B, Bʹ)·M(Bʹ, Bʹʹ). 
          Demonstraţie. (i). Pentru orice 1≤i≤n avem: 

                                        (1)           ∑
=

=′ n

j
jiji eae

1

                   şi 

                                        (2)            ∑
=

′=
n

j
jiji ebe

1

 

 Atunci M(B, Bʹ)=
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 iar  

                         M(Bʹ, B)=
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. 

          Dacă în (1) înlocuim pentru fiecare 1≤j≤n pe ej cu valorile date de (2) obţinem pentru fiecare 
1≤i≤n egalităţile: 

                                  ∑ ∑∑∑
= ===

′








=






 ′=′ n

k
k

n

j
jkij

n

k
kjk

n

j
iji ebaebae

1 111

 

de unde cu necesitate: 

                                       (3)    






≠

=
=∑

= ikpentru

ikpentru
ba

n

j
jkij 0

1

1

.  
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 Egalităţile de la (3) ne arată că M(B, Bʹ)·M(Bʹ, B)=In (In fiind maticea unitate ce are pe 
diagonala principală 1 şi 0 în rest), de unde deducem că      M(B, Bʹ) este inversabilă având inversa 
M(Bʹ, B). 

 (ii). Dacă x∈V, atunci există α1, …,αn∈A a.î. x=α1e1+…+αnen=∑
=

n

i
iie

1

α . 
         Ţinând cont de (2) deducem că 

                      ∑ ∑∑∑
= ===

′
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 ′=
n

j
j

n

i
iji
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j
jij

n

i
i ebebx

1 111

αα , adică  

xBʹ=
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∑

∑
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1
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...

=M(Bʹ, B)·xB=M(B, Bʹ)-1·xB.  

 (iii). Se verifică direct prin calcul (analog ca la (i)). ∎ 
Vom considera acum K un corp comutativ, V un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită iar 

B={e1, …, en}⊂V o bază a lui V. Astfel, pentru orice vector v∈V există şi sunt unice elementele 

(scalarii) α1, …, αn∈K a.î. v=α1e1+…+αnen. Reamintim că am notat 















=

n

Bv
α

α
M

1

 iar prin B
t

B vv =~ =(α1, 

…, αn).  
 
Următoarea observaţie este imediată şi foarte utilă:  

Observaţia 2.3. Dacă v1, v2, …, vn∈V şi ∑
=

=
n

j
jiji eav

1

, 1≤i≤n, atunci      {v1, …, vn} formează 

o nouă bază pentru V dacă şi numai dacă 

                               

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

≠0.  

 
În continuare vom prezenta un rezultat fundamental pentru metodele numerice ale algebrei 

liniare cunoscut sub numele de lema substituţiei. 
Lema 2.4. (Lema substituţiei)  Fie V un K-spaţiu vectorial de dimensiune finită, B={e1, 

…, en}⊂V o bază a lui V, v=α1e1+…+αnen ∈V iar pentru 1≤i≤n notăm prin Bi={e1, …, ei-1, v, 
ei+1,…, en}. Atunci pentru 1≤i≤n: 

(i)  Bi formează o nouă bază pentru V dacă şi numai dacă αi≠0 
(ii) Dacă αi≠0 şi pentru x∈V, Bx~ =(λ1, …, λn), atunci 

iBx~ =(λʹ1, …, λʹn) unde λʹi = λi / αi  

iar λʹj = λj - αj λi / αi pentru 1≤j≤n, j≠i (unde pentru a, b∈K, b≠0 prin a / b desemnăm 
elementul ab-1 ). 

Demonstraţie. (i). Determinantul coordonatelor vectorilor din Bi în baza B este: 

                              

1.........00
..................
0......00
..................
0.........10
0.........01

iα
=αi  

şi acum totul rezultă din Observaţia 7.3..  
(ii). Fie x∈V, x=λ1e1+…+λiei+…+ λnen.  
Din v=α1e1+…+αiei +…+αnen  deducem imediat că  
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                αiei = v - α1e1 - … - αi-1ei-1 - αi+1ei+1 - … - αnen , 
deci ei = (1/αi)v – (α1/αi)e1 - … - (αi-1/αi)ei-1 - (αi+1/αi)ei+1 - … -(αn/αi)en  şi astfel x=λ1e1+…+λiei+…+ 
λnen = λ1e1+…+λi [(1/αi)v – (α1/αi)e1 - … - -(αi-1/αi)ei-1 - (αi+1/αi)ei+1 - … - (αn/αi)en]+…+ λnen =[λ1 - 
(λiα1 )/αi]e1 + …+ [λi-1 - (λiαi-1)/αi]ei-1 + (λi/αi)v + [λi+1 – (λiαi+1)/αi]ei+1 + … + [λn –         -(λiαn)/αi] en , de 
unde deducem imediat formula din enunţ. ∎ 
 

În practică, lema substituţiei se aplică punând în evidenţă următorul tabel: 
 

B         v               x 
e1             α1                      λ1 
…        …             … 
ei          αi                       λi 
…         …             … 
ej           αj                       λj 
…          …             … 
en          αn                       λn 
e1               0        λʹ1= λ1 - (α1λ1) / α1  
…         …         …………..  
v            1        λʹi = λi / αi  
…         …          …………..  
ej            0        λʹj = λj - (αjλi) / αi 
…         …            ………….. 
en           0        λʹn = λn - (αnλi) / αi   

În cazul în care αi≠0, elementul αi se va numi pivot.  
Se observă deci că noile coordonate ale lui x în baza Bi se pun în evidenţă în tabelul de mai sus 

astfel: 
1) Pe linia i a pivotului împărţim toate elemntele la pivotul αi. 
2) Pe oricare altă linie j cu j≠i  coordonata de ordin j a lui x în noua bază Bi se obţine după 

regula: ,,vechea coordonată minus produsul proiecţiilor împărţit la pivot” (interpretând pe αj şi λi ca 
fiind ,,proiecţiile” pivotului αi pe linia şi coloana pivotului). În anumite lucrări, această operaţie este 
cunoscută sub numele de ,,regula dreptunghiului” deoarece pentru i≠j putem scrie       
 

                                  λʹj=λj-(αjλi)/αi= 
















jj

ii

i
λα
λα

α
det1   

şi astfel se obţine ,,dreptunghiul” 







=∆

jj

ii
ij λα

λα
det  şi regula de obţinere a lui λʹj se poate enunţa 

astfel: ,,produsul elementelor de pe diagonala principală a lui Δij minus produsul elementelor de pe 
diagonala secundară a lui Δij şi ceea ce se obţine se împarte la pivot”.  
 

Ca o primă aplicaţie a lemei substituţiei vom stabili dacă un anumit număr de vectori din V 
sunt sau nu liniar independenţi.  

Pentru aceasta vedem cîţi dintre aceşti vectori pot înlocui vectorii din baza iniţială (cu ajutorul 
lemei substituţiei) şi cîţi vor verifica această condiţie atîţia vor fi liniar independenţi. În mod evident, 
dacă numărul acestora coincide cu dimensiunea lui V, atunci ei vor forma o nouă bază pentru V.  

De exemplu în ℝ3 să considerăm baza canonică e1=(1, 0, 0), e2=(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1) şi 
vectorii v1=(3, -2, 1), v2=(1, -1, 0),        v3=(-1, 1, 1) şi v=(1, 2, 3). Ne propunem să vedem dacă 
vectorii v1, v2, v3 formează o nouă bază pentru ℝ3  în care caz să deducem şi coordonatele lui v în 
această bază. 

Ţinând cont de cele stabilite mai înainte facem o serie de calcule puse sub forma următorului 
tabel: 
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B v1         v2           v3  v 
e1 

e2 

e3 

 �      1        -1 
-2      -1         1 
 1        0         1 

 1 
 2 
 3 

v1 
e2 

e3 

1      1/3     -1/3 
0     -1/3      1/3 
0      -1/3     4/3 

1/3 
8/3 
8/3 

v1 
v2 
e3 

1        0          0 
0        1         -1 
0         0        � 

 3 
-8 
 0 

v1 
v2 
v3 

1         0         0 
0         1         0 
0         0         1 

 3 
-8 
 0 

 
 

În concluzie, vectorii {v1, v2, v3} formează o nouă bază pentru ℝ3 iar coordonatele lui v în 
această bază sunt 3, -8, 0.  

Într-adevăr, 3·v1 + (-8)·v2 + 0·v3 = 3·(3, -2, 1) - 8·(1, -1, 0) =    =(9, -6, 3) + (-8, 8, 0) = (1, 2, 
3) = v. 

 Pe parcursul acestei lucrări vom mai prezenta şi alte aplicaţii ale lemei substituţiei. 
 
 
 
CURSUL nr. 14  
 
Aplicaţii liniare 
 

Definiţia 1.1. Fie V şi W două K- spaţii vectoriale. O funcţie f:M→N se zice aplicaţie 
liniară dacă 

(i)  f(x+y)=f(x)+f(y) 
(ii) f(ax)=af(x), oricare ar fi x, y∈V şi a∈K. 
 
Observaţia 1.2. 1. Se verifică imediat că dacă M şi N sunt două  K-spaţii vectoriale, atunci 

f:M→N  este aplicaţie liniară dacă şi numai dacă f(ax+by)=af(x)+bf(y), oricare ar fi x, y∈M şi a, 
b∈K. 

Deoarece în particular f este morfism de grupuri aditive deducem că f(0)=0 şi f(-x)=-f(x), 
oricare ar fi x∈M.  

2. Un morfism de K-spaţii vectoriale f:M→M  se zice endomorfism  al lui M; în particular 
1M:M→M, 1M(x)=x, oricare ar fi x∈M este endomorfism al lui M (numit endomorfismul identic al lui 
M). 

3. Dacă M şi N sunt două K-spaţii vectoriale, atunci funcţia 0:M→N, 0(x)=0, oricare ar fi 
x∈M este morfism de module numit morfismul nul. 

4. Dacă 0 este un K-spaţiu vectorial nul nul şi M un K-spaţiu vectorial, atunci morfismul nul 
este singura aplicaţe liniară  de la 0 la M ca şi de la M la 0. 
 

Pentru două K-spaţii vectoriale M şi N vom nota  
       HomK(M, N)={f:M→N∣ f este aplicaţie liniară} 

iar pentru f, g∈HomK(M, N) definim 
                    f+g:M→N prin (f+g)(x)=f(x)+g(x), oricare ar fi x∈M.  
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Propoziţia 1..3. (HomK(M, N), +) este grup abelian. 
Demonstraţie. Se verifică imediat că adunarea morfismelor este asociativă, comutativă  şi 

admite morfismul nul 0:M→N ca element neutru. Pentru f∈HomK(M, N), fie –f:M→N  dată prin       
(–f)(x)=-f(x), oricare ar fi x∈M. Deoarece pentru orice x, y∈M şi a, b∈A avem  (–f)(ax+by)=-
f(ax+by)=-(af(x)+bf(y))=-af(x)-bf(y)=a(-f(x))+b(-f(y)) deducem că -f∈HomK(M, N) şi cum f+(-f)=(-
f)+f=0 rezultă că –f este opusul lui f  în HomK(M, N). ∎ 

 
Propoziţia 1.4. Fie M, N, P trei K-spaţii vectoriale şi   f∈HomK(M, N), g∈HomK(N, P). 

Atunci g∘f∈HomK(M, P). 
Demonstraţie. Într-adevăr, dacă x, y∈M şi a, b∈A atunci 

(g∘f)(ax+by)=g(f(ax+by))=g(af(x)+bf(y))=ag(f(x))+bg(f(y))=a(g∘f)(x)++b(g∘f)(y), de unde concluzia 
că g∘f∈HomK(M, P).∎ 
 

Propoziţia 1.5. Fie M, N două K-spaţii vectoriale f∈HomK(M, N). Atunci:  
(i) M′∈LK(M)⇒f (M′)∈LK(N)  

            (ii) N′∈LK(N)⇒f-1(N′)∈LK(M). 
            Demonstraţie. (i). Ţinem cont de Propoziţia 1.5. iar pentru aceasta fie x′=f(x), y′=f(y) din 
f(M′) (cu x, y∈M′) şi a, b∈K. Deoarece ax′+ay′=af(x)+bf(y)=f(ax+by)∈f(M′) (căci ax+by∈M′) 
deducem că f(M′)∈LK(N).  

(ii). se probează analog cu (i). ∎ 
 

Propoziţia 1.5. ne permite să dăm următoarea definiţie: 
Definiţia 1.6. Fie M, N două A-module stângi iar      f∈HomK(M, N). Prin: 
i)         Imaginea lui f  (notată Im(f)) înţelegem Im(f)=f(M) 
 
ii) Nucleul lui f  (notat Ker(f)) înţelegem    

                                      Ker(f)=f-1(0)={x∈M∣f(x)=0}  
 
 
Observaţia 1.8. Dacă f:M→N este un izomorfism de K-spaţii vectoriale ,vom spune despre M 

şi N că sunt izomorfe şi vom scrie M≈N. 
Un endomorfism al lui M ce este izomorfism se zice automorfism al lui M. Notăm prin 

End(M) (respectiv Aut(M)) mulţimea endomorfismelor (automorfismelor) lui M. Se verifică imediat 
prin calcul că (End(M), +, o ) este inel numit inelul endomorfismelor lui M (unde a doua lege de 
compoziţie este compunerea endomorfismelor !).   
 
             Propoziţia 1.9. (i) Dacă indKX şi f este monomorfism, atunci indAY 
 
             (ii) Dacă  indAY, atunci indKX 
             (iii) Dacă M=(X) şi f este epimorfism, atunci N=(Y) 
             (iv) Dacă N=(Y), atunci f este epimorfism 
             (v) Dacă f este izomorfism, atunci X este bază a lui M dacă şi numai dacă Y este bază a 
lui N.  

             Demonstraţie. (i). Fie Iʹ⊆I finită a.î. ∑
′∈

=
Ii

ii ya 0  cu ai∈K, pentru i∈Iʹ. Atunci 

( ) 0===






 ∑ ∑∑
′∈ ′∈′∈ Ii Ii

iiii
Ii

ii yaxfaxaf  şi cum f este ca funcţie o injecţie  deducem că 0=∑
′∈Ii

ii xa . Cum 

indKX deducem că ai=0 pentru orice i∈Iʹ, adică indKY.  
             (ii). Analog ca la (i). 
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             (iii). Fie y∈N. Cum f este epimorfism, există x∈M a.î. f(x)=y. Deoarece M=(X), există Iʹ⊆I 
finită a.î. x=∑

′∈Ii
ii xa  cu ai∈K, pentru i∈Iʹ. Atunci y=f(x)= ( )∑ ∑

′∈ ′∈

=
Ii Ii

iiii yaxfa , de unde concluzia că 

N=(Y). 
              (iv). Dacă y∈N, atunci cum N=(Y) există Iʹ⊆I finită a.î. y=∑

′∈Ii
ii ya  cu ai∈K. Cum yi=f(xi) 

obţinem că y= 






∑
′∈Ii

ii xaf , adică f este surjecţie. 

              (v). Rezultă imediat din (i)-(iv). ∎ 
 
 Teorema 2.20. (a defectului) Fie V şi W două K-spaţii vectoriale de dimensiuni finite  
iar  f∈HomK(V, W). Atunci:  
                                         dimKKer(f)+dimKIm(f)=dimKV.  
             Demonstraţie. Fie (vi)1≤i≤n  bază pentru Ker(f) iar (wj)1≤j≤m  bază pentru Im(f). Alegem 
(vjʹ)1≤i≤m ⊂V a.î. f(vjʹ)=wj pentru orice 1≤j≤m. 
            Vom demonstra că B={v1,…,vn, v1ʹ, …,vmʹ} este o bază pentru V şi astfel teorema va fi 
demonstrată.  
            Să arătăm la început indKB iar pentru aceasta fie α1,…,αn, β1,…,βm∈K a.î. 
α1v1+…+αnvn+β1v1ʹ+…+βmvmʹ=0. Deducem că α1f(v1)+…+αnf(vn)+β1f(v1ʹ)+…+βmf(vmʹ)=0 sau 
β1w1+…+βmwm=0, de unde β1=…=βm=0. 
            Atunci  α1v1+…+αnvn=0, de unde şi α1= …=αn=0. 
            Pentru a arăta că B este şi sistem de generatori pentru V (adică (B)=V), fie x∈V. Atunci  
f(x)∈Im(f) şi deci există β1,…,βm∈K a.î. 
f(x)=β1w1+…+βmwm=β1f(v1ʹ)+…+βmf(vmʹ)=f(β1v1ʹ+…+βmvmʹ), de unde concluzia că x-
(β1v1ʹ+…+βmvmʹ)∈Ker(f), adică există α1,…,αn∈K a.î.               x-
(β1v1ʹ+…+βmvmʹ)=α1v1+…+αnvn⇔x=α1v1+…+αnvn+β1v1ʹ+…+βmvmʹ. ∎  
 
  
2.Matricea ataşată unei apicaţii liniare între două spaţii vectoriale de dimensiuni finite; formula 
de schimbare a  acesteia la schimbarea bazelor. 
 
  
          Fie acum V şi Vʹ două K-spaţii vectoriale de dimensiuni finite,  B={e1, …, em} o bază a lui V 
iar Bʹ={e1ʹ,…, enʹ} o bază ale lui Vʹ iar f:V→Vʹ  o aplicaţie liniară.  
          Atunci, există  elementele aij∈K (1≤i≤m, 1≤j≤n) a.î.:  
 
                                      f(e1)=a11e1ʹ + a12e2ʹ +  … + a1nenʹ    
                                      f(e2)=a21e1ʹ + a22e2ʹ +  … + a2neʹn  
                                      ……………….…………………. 
                                      f(em)=am1e1ʹ + am2e2ʹ + … + amnenʹ . 
 
 Definiţia 2.1. Matricea  

                               Mf(B, Bʹ)=


















mnnn

m

m

aaa

aaa
aaa

...
.............

...

...

21

22212

12111

∈Mn,m(K)  

poartă numele de matricea asociată lui f  relativă la perechea de baze (B,  Bʹ) . 
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 Propoziţia 2.2. Dacă V şi Vʹ sunt două K-spaţii vectoriale de dimensiuni finite, de baze  
B={e1, …, em} şi respectiv Bʹ={e1ʹ,…, enʹ}, atunci oricare ar fi f, g∈HomK(V, Vʹ) şi a∈K avem: 
                                   Mf+g(B, Bʹ)=Mf (B, Bʹ)+ Mg (B, Bʹ)    iar 
                                   Ma f (B, Bʹ)=a·Mf (B, Bʹ). 
          Demonstraţie. Dacă alegem  Mf(B, Bʹ)= ( )

mj
niija

≤≤
≤≤

1
1 şi  Mg(B, Bʹ)= ( )

mj
niijb

≤≤
≤≤

1
1 ,  atunci avem egalităţile 

( ) ∑
=

′=
n

i
iijj eaef

1

 şi ( ) ∑
=

′=
n

i
iijj ebeg

1

, 1≤j≤m.  

          Egalităţile din enunţ rezultă imediat ţinând cont că pentru orice 1≤j≤m avem egalităţile:  

                   (f+g)(ej)=f(ej)+g(ej)=∑
=

′n

i
iij ea

1

+ ∑
=

′n

i
iij eb

1

= ( )∑
=

′+
n

i
iijij eba

1

 şi 

                   (af)(ej)=a·f(ej)=a·∑
=

′n

i
iij ea

1

= ( )∑
=

′⋅
n

i
iij eaa

1

. ∎ 

 
 Propoziţia 2.3. FieV, Vʹ, Vʹʹ trei  K-spaţii vectoriale de dimensiuni finite, de baze  B, Bʹ şi 
Bʹʹ. Atunci oricare ar fi f∈HomK(V, Vʹ) şi g∈HomK(Vʹ, Vʹʹ) avem 
                                   Mg∘f (B, Bʹʹ)=Mg (Bʹ, Bʹʹ)·Mf (B, Bʹ). 
           Demonstraţie.  Alegem B={e1, …,em}, Bʹ={e1ʹ,…enʹ}, Bʹʹ={e1ʹʹ,…epʹʹ},  Mf(B, Bʹ)= ( )

mj
niija

≤≤
≤≤

1
1  

şi Mg(Bʹ, Bʹʹ)= ( )
nj
piijb

≤≤
≤≤

1
1 .    

            Acum, egalitatea din enunţ rezultă imediat deoarece pentru orice 1≤j≤m avem 
(g∘f)(ej)=g(f(ej))= 
       = ∑ ∑∑ ∑∑∑

= == ===

″






=







 ″=




 ′=






 ′ p

i
i

n

k
kjik

n

k

p

i
iikkj

n

k
kkj

n

k
kkj eabebaegaeag

1 11 111

. ∎ 

 
 Fie acum V şi Vʹ sunt două K-spaţii vectoriale de dimensiuni finite de baze B={e1, …, em} şi 
respectiv Bʹ={e1ʹ,…, enʹ}. Dacă definim  φ:HomK(V, Vʹ)→Mn,m(K) prin φ(f)=Mf(B, Bʹ) pentru orice     
f∈HomK(V, Vʹ), atunci din Propoziţia 6.4. deducem că φ este aplicaţie liniară . Cum în mod evident φ 
este şi bijecţie, deducem următorul rezultat:  
 Corolar 2.4.  HomK (L, Lʹ) ≈ Mn,m(K)  (izomorfism de  spaţii vectoriale).  
 
          Din Propoziţia 2.2. şi Propoziţia 2.3. deducem imediat că dacă V este un K-spaţiu vectorial 
având baza B={e1, …, en}, atunci definind ψ:EndK(V)→Mn(V) prin ψ(f)=Mf(B, B), ψ este morfism 
de inele. Deoarece ψ este în mod evident şi bijecţie deducem un alt rezultat asemănător celui de mai 
înainte: 
          Corolar 2.5.  (i) EndK(L) ≈ Mn(K) (izomorfism de inele) 
          (ii) f∈EndK(V)  este inversabil (adică este izomorfism de K-spaţii vectoriale) dacă şi numai 
dacă matricea Mf(B, B) este inversabilă în Mn(K). 
 
           Propoziţia 2.6.  Fie V şi Vʹ două K-spaţii vectoriale de dimensiuni finite de baze  
B={e1,…,em} şi respectiv Bʹ={e1ʹ,…,enʹ} iar g∈HomK(L, Lʹ).   
           Dacă C={f1, …, fm} şi  Cʹ={f1ʹ,…, fmʹ} reprezintă o altă pereche de baze pentru L şi 
respectiv Lʹ, atunci  
                             Mg(C, Cʹ)=M(Bʹ, Cʹ) -1·Mg(B, Bʹ)·M(B, C). 
            Demonstraţie. Dacă alegem M(B, C)= ( )

mjiiju
≤≤ ,1

,  
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M(Bʹ, Cʹ)= ( )
njiijv

≤≤ ,1
, Mg(B, Bʹ)= ( )

mj
niija

≤≤
≤≤

1
1 , Mg(C, Cʹ)=

mj
niija

≤≤
≤≤






 ′

1
1

, atunci avem egalităţile: ∑
=

=
n

j
jjii euf

1

 

(1≤i≤m), ∑
=

′=′ n

j
jjii evf

1

 (1≤i≤n), ( ) ∑
=

′=
n

j
jjii eaeg

1

(1≤i≤m) şi ( ) ∑
=

′′=
n

j
jjii fafg

1

 (1≤i≤m).  

 Deducem imediat că pentru orice 1≤j≤m avem 

                     ( ) ∑ ∑∑ ∑∑
= == ==

′
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iar pe de altă parte 

       ( ) ( ) ∑ ∑ ∑∑∑∑
= = ====

′






=






 ′==






=

m

k
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n

i

m

k
kjik

n
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k
kkji euaeauegueugfg

1 1 1111

,  

de unde egalităţile ∑∑
==

=′ m

k
kjik

n

k
kjik uaav

11

 oricare ar fi 1≤i≤n şi 1≤j≤m. Aceste ultime egalităţi ne arată 

că avem egalitatea matriceală 
                                M(Bʹ, Cʹ)·Mg(C, Cʹ)=Mg(B, Bʹ)·M(B, C)  
echivalentă cu cea din enunţ. ∎ 
 
 Corolar 2.7. Dacă L este un A-modul liber de rang finit având două baze B şi Bʹ atunci 
pentru orice f∈EndA(L) avem:  
                            Mg(Bʹ, Bʹ)=M(B, Bʹ)-1·Mg(B, B)·M(B, Bʹ). 
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