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Fundamentele algebrice ale informaticii

pentru anul I Informatica ( zi + ID) incepind cu anul universitar 2005/2006
CURSUL nr. 1

§1. Multimi. Operatii cu multimi

in cadrul acestei lucrari vom privi multimile in sensul in care ele au fost privite de citre
GEORG CANTOR - primul matematician care a initiat studiul lor sistematic (punct de vedere
cunoscut in matematicd sub numele de teoria naiva a multimilor).

Definitial.1.. Daca A si B sunt dous multimi, vom spune ca A este inclusi in B (sau ca A
este submultime a lui B) daci elementele lui A sunt si elemente ale lui B; in acest caz vom scrie

ACSB iar in caz contrar AZB.

Avem deci : ASB < pentru orice XEA =>xEB

AZB< exista x€A al. x¢B.

Vom spune despre multimile A si B ca sunt egale daca oricare ar fi X, XA <> xEB. Deci,
A=B<AcBsi BCA.

Vom spune ci A este inclusa strict in B si vom scrie ACB daca ACB si A#B.

Se acceptd existenta unei multimi ce nu contine nici un element care se noteazi prin J si
poartd numele de mulfimea vidd. Se observa ca pentru orice multime A, Q<A (deoarece in caz

contrar ar trebui sa existe x€J a.il. x¢A — absurd.!).
O multime diferitad de multimea vida se zice nevida.

Pentru o multime T, vom nota prin P(T) multimea submultimilor sale (evident &, TEP(T) ).

Urmatorul rezultat este imediat :

Daca T este o multime oarecare iar A, B, CEP(T), atunci :
(i) ACA

(ii) Daca ACB si BC A, atunci A=B

(iii) Daci ASB si BSC, atunci AcC.

In cadrul acestei lucrari vom utiliza deseori notiunea de familie de elemente a unei multimi
indexatd de o multime nevida de indici I (prin aceasta intelegdnd o functie definitd pe multimea I cu
valori in multimea respectiva).

Astfel, vom scrie de exemplu (x;)ie; pentru a desemna o familie de elemente ale unei multimi
sau (A)) ie; pentru a desemna o familie de multimi indexatd de multimea I. Pentru o multime T si A,
B&P(T) definim :
ANB={x€T | xEA si x€B}
AUB={Xx€T | xEA sau x€B}
A\B={x€T|x€A si x¢B}
AAB=(A\B)U(B\A).
Daca ANB=0, multimile A si B se zic disjuncte.
Operatiile N, U, \ si A poartd numele de intersectie, reuniune, diferentd si diferentd
simetrica.
In particular, T\ A se noteaza prin Cr(A) (sau C(A) daca nu este pericol de confuzie) si poarti
numele de complementara lui A in T.



in mod evident, pentru A, BEP(T) avem:
A\B=AN(r (B)
AAB=(AUB\ANB)=(ANCr(B))U(Cr(A)NB)
Cr(@)=T, C«(T)=2
AUCT(A)=T, AnNCr(A)=@ iar Cr(Cr(A)=A.
De asemenea, pentru x€T avem:
xZ€ANB < x&A sau x¢B
xZAUB < x&A si x¢B
Xx¢A\B © x€¢A sau x€B
XZAAB & (XA si x¢B) sau (XEA si x€B)
x¢(Cr (A)= x€A.
Din cele de mai Tnainte deducem imediat ca daca A, BEP(T), atunci:

Cr(AnB)=C+(A)UC:(B) si Cr(AUB)=Cr(A)NCr(B).
Aceste ultime doua egalitati sunt cunoscute sub numele de relatiile lui De Morgan.

Pentru o familie nevida (A, )ie; de submultimi ale lui T definim:
(4, ={xET | xEA, pentru orice i1} si

iel
U4, ={xeT |exista i€l al x€A;}.
iel

Astfel, relatiile lui De Morgan sunt adevarate Intr-un context mai general:

Dacid (Aj)ier este o familie de submultimi ale multimii T, atunci:

CT(Q Aij = LJICT(Ai) si CT('UI Aij = QCT(Ai)'
Urmatorul rezultat este imediat:

Propozitia 1.2. Daca T o multime iar A, B, CEP(T), atunci:
(i) ANBNC)=(ANB)NC si AUBUC)=(AUB)UC

(ii) ANB=BNA si AUB=BUA

(iii) ANT=A si AUD=A

(iv) ANA=A si AUA=A.

Observatia 1.3. 1. Din (i) deducem ca operatiile U si N sunt asociative, din (i1) deducem ca
ambele sunt comutative, din (iii) deducem ca T si & sunt elementele neutre pentru N si respectiv
pentru U, iar din (iv) deducem ca N si U sunt operatii idempotente pe P(T).

2. Prin dubla incluziune se probeaza imdiat ca pentru oricare A, B, CEP(T) avem:

ANBUC)=(ANB)UANC) si

AUBNC)=(AUB)N(AUC),
adica operatiile de intersectie si reuniune sunt distributive una fata de cealalta.

Propozitial.4. Daca A, B, C€P(T), atunci:
(i) AA(BAC)=(AAB)AC
(ii) AAB=BAA
(iii) AAD=A iar A AA=0QD
(iv) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
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Demonstratie. (i). Prin dubla incluziune se aratd imediat ca:
AABAC)=(AaB)AC=[ANCB)NCH(O)UIC(A)NBNCHO)]U

U[CHA)NCHB)NCJUANBNC).
(i1), (ii1) sunt evidente.
(iv). Se probeaza fie prin dubld incluziune, fie tinand cont de distributivitatea intersectiei fata

de reuniune. H

Din cele de mai inainte deducem ca dacd T este o multime oarecare , atunci (P(T), A,N)
este inel Boolean .

Definitial.S. Fiind date doui obiecte x si y se numeste pereche ordonati a obiectelor x si y
multimea notata (x, y) si definita astfel:

(x, Y)={ {X}a {xy} }

Se verificad acum imediat cd dacd x si y sunt doud obiecte a.l. x+#y, atunci (x, y)#(y, x) iar
daci (x, y) si (u, v) sunt doud perechi ordonate, atunci (x, y)=(u, v) < x=u si y=v ; in particular,

(x, y)=(y, x) >x=y.

Definitial.6. Dacia A si B sunt doui multimi, multimea notati AXB={ (a, b) | acA si

beB } se va numi produsul cartezian al multimilor A si B.
In mod evident:

AXB+J © A+ siB+0
AXB=0 < A= sau B=J
AXB=BXA < A=B

A'CAsiB'SB = A’XB'cAXB.
Dacd A, B, C sunt trei multimi vom defini produsul lor cartezian prin egalitatea :

AXBXC=(AXB)xC.
Elementul ((a, b), ¢) din AXBXC 1l vom nota mai simplu prin (a, b, ¢).
Mai general, dacd A, A, ..., A, (n=3) sunt multimi punem

ArX ApX XA =((L((ATXADXA)X LL)XAY). R
Daca A este o multime finitd, vom nota prin |A| numarul de elemente ale Iui A. In mod

evident, dacd A si B sunt submultimi finite ale unei multimi M atunci si AUB este submultime finitd a
lui M iar

|AUB|=|A[+B|-|ANB].

Vom prezenta in continuare un rezultat mai general cunoscut sub numele de principiul
includerii §i excluderii:

Propozitial.7. Fie M o multime finita iar M;, M,, ..., M,, submultimi ale lui M. Atunci :

g
i=1

— et ()M A M|

= > |m,|- ZM,.mM_,\+ Z‘MimMijk -

I<i<n I<i<j<n I<i<j<k<n



§2.Relatii binare pe o multime. Relatii de echivalenta

Definitia 2.1. Daca A este o multime, numim relatie binard pe A orice submultime p a

produsului cartezian AXA. Dacia a, bEA si (a, b)Ep vom spune ca elementul a este in relatia p cu

b.

atunci

De asemenea, vom scrie apb pentru a desemna faptul ca (a, b)Ep.

Pentru multimea A vom nota prin Rel (A) multimea relatiilor binare de pe A (evident, Rel
(A)=P(AXA)).

Relatia A,={ (a, a) | a€A} poartd numele de diagonala produsului cartezian AXA.

Pentru pERel (A) definim p'={(a, b)EAXA | (b, a)Ep}.

in mod evident, (p')"'=p iar daci mai avem p’ERel (A) a.i. pSp’= p'cp”.

Definitia2.2. Pentru p, p’€Rel (A) definim compunerea lor pop’ prin pop’={(a, b)€AXA
| existd c€A ald. (a,c)Ep’ si (¢, b)Ep}.

Rezultatul urmator este imediat:

Propozitia 2.3. Fie p, p’, p”’€Rel (A). Atunci:

(i) pors=Ancp=p

(i) (pop’)op”’=po(p’op”)

(iii) pSp’= pop”’'Sp'op” si pTopSpTop’

(iv) (pop)'=p"'op”

v) (pUp)'=p'Up’"; mai general, dacii (p;) ;ci este o familie de

iel iel
Pentru nEN si peRel (A) definim :
A, pentru n=0
P ={popo..op pentru n>1.
| ——

n ori

Se probeazi imediat ci dacim, n EN atunci p™op"=p™™.

Definiti 2.3. Vom spune despre o relatie pcRel (A) ca este:
i) reflexivd daca Ap Sp

i) simetricd daca p<p™

iii) antisimetrici daci pNp'S A,

iv) tranzitivd daci p>Cp.
Rezultatul urmator este imediat:

relatii binare pe A,

Propozitia2.4. O relatie pcRel(A) este reflexiva ( simetrici, antisimetrica, tranzitiva )
daci si numai daci p™' este reflexivi ( simetrici, antisimetrici, tranzitivi ) .

Definitia 2.5. Vom spune despre o relatie pcRel(A) ca este o echivalentd pe A daci este
reflexiva, simetrica si tranzitiva.



Vom nota prin Echiv (A) multimea relatiilor de echivalentd de pe A. Evident, A,
AXAE€EEchiv (A).

Propozitia 2.6. Daca p€Echiv (A) , atunci pl=p si p2=p.

Demonstratie. Cum p este simetrici pSp™'. Daci (a, b)Ep™', atunci (b, a)EpSp” = (b, a)Ep’
' (a, b)Ep, adica p'Sp, deci p'=p. Cum p este tranzitivi avem p’Sp. Fie acum (x, y)Ep. Din (x,

X)Ep i (x, Y)EP = (x, y)Epop=p’, adicd pSp’, deci p’=p. W

Lema 2.7. Fie p€Rel(A) si ; =A,UpUp™. Atunci relatia ; are urmatoarele proprietaiti:
@ pcp
(i) ; este reflexiva si simetrica

(iii) daca p’ este o alti relatie binari de pe A reflexiva si simetrica a.i. pSp’, atunci pSp.

Demonstratie. (i). este evidenta .
(ii). Cum AAS p deducem cid p este reflexiva iar cum

-1 — —
P =(AAUpUp ) '=ALTUPTU (p)'=AAUpUpT=p deducem cd p este si simetrica.

(iii). Daca p’ este reflexiva si simetricd a.i. pSp’, atunci p'Sp”'=p’ si cum A, Sp’ deducem
cd p=A,UpUp'cp.m

Lema 2.8. Fie pERel(A) reflexivi si simetrici iar p = Jp" . Atunci ; are urmatoarele
nx1
proprietiti :
@ pSp;
(ii) p este o echivalenta pe A;

(iii) Dacii p’€Echiv(A) a.i. pSp’, atunci p Sp'.

Demonstratie. (1). este evidenta.
(i1). Cum A,Sp<S p deducem ca A,<S p, adica p este reflexiva. Deoarece p este simetrica

si pentru orice n€EN* avem e '=(p""=p" , deducem ca
- n B n )l n
P =|Ue"| =Ulb"J =Ur"=5.
n>1 n>1 n>1
adica ; este si simetrici. Fie acum (X, y)E€ po p ; atunci existi zEA a.i. (x, 2), (z, y)€ ; , adica exista
o a . T e .
m, nEN* ai. (x, 2)Ep™ si (z, y)Ep". Deducem imediat ci (x, y)Ep"op™=p" ™S p,adicd p < p, deci
; este tranzitiva, adica ; €Echiv (A).
(iii). Fie acum p’€Echiv (A) ai. pSp’. Cum p "Sp’ "=p’ pentru orice n€N* deducem ci
p=Up" cp’. m

n>1

Din Lemele de mai sus deducem imediat:

Teorema 2.9. Daca p&Rel(A), atunci

py=Ul.UslUr™) "

n=l1
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Definitia 2.10. Daca pcEchiv (A) si acA, prin clasa de echivalentd a lui a relativa la p
intelegem multimea

[a],={xEA | (x,a)Ep} (cum p este in particular reflexiva deducem ci ac[a],,
adica [a],+ O pentru orice acA).

Multimea A / p ={ [a] , | a€A } poarti numele de multimea factor ( sau cdt) alui A prin
relatia p.

Propozitia 2.11. Daca p€Echiv (A), atunci:
() Ulal=A;

acd
(ii) Daca a, bEA atunci [a],=[b],< (a, b)Ep;
(iii) Daca a, bEA, atunci [a],=[b], sau [a],N[b],=D.

Demonstratie.

(i). Deoarece pentru orice a€A, a€[a], deducem incluziunea de la dreapta la stdnga; cum
cealaltd incluziune este evidenta deducem egalitatea solicitata.

(ii). Daca [a],=[b], , cum a€[a], deducem cad aE€[b], adica (a, b)ep.
adica x€[b],, deci [a], S[b],. Analog deducem ca si [b],<[a], , adica [a],=[b],.

(iii). Presupunem ca [a],N[b],#<. Atunci existd XEA a.i. (x, a), (x, b)Ep si astfel (a, b)Ep,
deci [a],=[b], (conform cu (ii)). W

Definitia 2.12. Numim partitie a unei multimi M o familie (M;)ic; de submultimi ale lui M
ce verifica conditiile :

(i) Pentru i, j€L, i#j = M; NM;=J;

(i) UM, =M .

iel

Observatia 2.13. Din cele de mai inainte deducem ca daca p este o relatie de echivalenta pe
multimea A, atunci multimea claselor de echivalentd ale lui p pe A determina o partitie a lui A.

Definitia 2.13. Daca A si B sunt doui multimi vom spune despre ele ca sunt cardinal
echivalente (sau mai simplu echivalente) daca existd o bijectie f : A—B. Daci A si B sunt

echivalente vom scrie A~B (in caz contrar, vom scrieA+B).

Propozitia 2.14. Relatia de ,,~’’ este o echivalenta pe clasa tuturor multimilor .

Demonstratie. Pentru orice multime A, A~A caci functia 1,:A— A este o bijectie. Dacd A si B
sunt doud multimi iar A~B, atunci existd f : A—B o bijectie. Cum si f ' : B—A este bijectie, deducem
ca B~A, adica relatia ,,~’’ este si simetrica. Pentru a proba si tranzitivitatea relatiei ,,~"’ fie A, B, C
multimi a.l. A~B si B~C, adica existd f :A—B si g :B—C bijectii. Cum gof: A —C este bijectie
deducem ca A~C. m

Definitia 2.15. Daca A este o0 multime, prin numdrul cardinal al lui A intelegem clasa de
echivalenti a lui A (notati |A|) relativa la relatia de echivalenta ~.

Deci BE|A| < A~B.

Vom numi sectiuni ale lui N multimile de forma S,={0, 1, ..., n-1} formate din n elemente

(meN"); convenim si notim pentru n€N’, n=S,|. Convenim de asemenea si notim 0=cardinalul
multimii vide §i prin g, (alef zero) cardinalul multimii numerelor naturale N.

6
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FieneN,n>2si p,cZx7Z definita prin (x,y) € p <> n|x-y.

Deoarece pentru orice x € Z, n|x-x=0 deducem ca p, este reflexiva iar daca n[x-y, atunci nly-x,
adica (y,x)ep, astfel ca p, este si simetrica. Daca (x,y), (y,z)€ps, atunci njx-y, y-z si atunci n|(x-
y)+(y-z)=x-z, deci (x,z)€p,, adica p,este si tranzitiva, deci o echivalenta pe Z.

Daca xeZ, atunci impartind pe x lan avem x =cn+rcuce”Z si re{0,1,...,n-1}. Atunci x-r=
cn adicd (x, r)ep, si deci [x] o = 7] ,, astfel ca

Zipy={[0],, . 1], »--s[n—1],, }

Pentru a respecta traditia notatiilor, vom nota Z/p,=Z, iar [k] b, = k pentru orice ke {0,1,...,n-

1} (daca nu este pericol de confuzie); astfel Z , - {(A), i---,n z 1} iar k ={k+cn|ceZ} pentru orice
ke{0,1,...,n-1}.

Elementele lui Z,, se numesc clasele de resturi modulo n.

CURSUL nr. 2:

§1.Multimi ordonate.LLema Zorn

Definitia 1.1. Printr-o multime ordonati intelegem un dublet (A, <) format dintr-o
multime nevidd A si o relatie binard pe A notata traditional prin "<" care este reflexiva,
antisimetrica si tranzitiva. Vom spune ca "<" este o ordine pe A.

Pentru x,y €A vom scrie x <y dacd x<y,x=#y. Dacarelatia "<" este doar
reflexiva si tranzitivi, vom spune despre ea ci este o ordine partialdi sau ca (A, <) este o
multime partial ordonata.

Daca pentru x,yeA definim x>y daca si numai dacd y <x obtinem o noui relatie
de ordine pe A. Dubletul (A, >) il vom nota prin A° si spunem ci multimea ordonata A° este
duala multimii A.

Fie (A,S) o multime partial ordonata iar p o relatie de echivalentd pe A. Vom spune despre
p ca este compatibild cu preordinea < de pe A daca pentru oricare elemente X,y , z, t din A avem
implicatia (x,y) € p,(z,t) epsix<z=y<t

Dacd p este o relatie de echivalentd pe A compatibild cu  preordinea < , atunci pe
multimea cat A/ p se poate defini o ordine partiald astfel : [x], <[y], < existd ze[x], si te[y],
a.l. z<t; vom numi aceastd ordine partiald preordinea cdt.

In cele ce urmeazi prin (A, <) vom desemna o multime ordonata.
Cand nu este pericol de confuzie prin multime ordonatd vom specifica numai multimea

subiacenta A (fara a mai pune in evidenta relatia <, aceasta subantelegandu-se ).

Definitia 1.2. Fie m,M €A si Sc A, S=d.

Vom spune ca:

i) m este minorant pentru S daci pentru orice s€S, m <s (in caz ca exista, prin
inf (S) vom desemna cel mai mare minorant al lui S)

ii) M este majorant pentru S daca M este minorant pentru Sin A°, adicd pentru
orice se€S, s<M (in caz ca exista, prin sup (S) vom desemna cel mai mic majorant al lui S).

Daca S={si, s, ..., Sp} SA atunci vom nota inf (S)= s;As, A...As, iar sup (S)=s;Vs,
V..Vs, (evident, in cazul 1n care acestea exista).

Ordinea "<" de pe A se zice fotala daca pentru orice a, beA,a<b sau b<a; o
submultime total ordonatd a lui A poartda numele de lant.

Pentru a, be A vom spune cd b urmeaza pe a (sauca a este urmatde b)daca a<b
iar pentru a<c<b avem a=c sau c=b; vom utiliza in acest caz notatia a £ b.



Pentru a,b € A vom nota:

(a, b)={xEA|a<x<b}

[a, b]={xEAla<x<b}

(a, b]={xEA|a<x<b}

[a, b)={xEA]a<x<b}
si vom numi astfel de submultimi ale lui A intervale (respectiv deschise, inchise, inchise la dreapta si
deschise la stinga, inchise la stinga si deschise la dreapta).

Multimile ordonate finite A pot fi reprezentate prin asa zisele diagrame Hasse.

In acest sens, vom reprezenta fiecare element al lui A printr-un cerculet "e".

Dacd a Zb vom desena cerculetul corespunzator lui b deasupra celui ce-1 reprezinta pe
a, unind cele doua cerculete printr-un segment (de remarcat faptul ca intersectia a doud astfel de
segmente poate s nu reprezinte un element al lui A).

Dintr-o astfel de diagrama putem sa reconstituim relatia "<" tinand cont de observatia ca a
Z b daca si numai daca pentru un sir finit de elemente CCp s C ale lui A avem a = c Le L. L

¢ £c=b.
lata cateva exemple de diagrame Hasse:

Din pacate, astfel de diagrame sunt greu de utilizat in cazul multimilor ordonate infinite

(cum ar fi de exemplu Q sau R cu ordonarea obisnuita).

Daca (P; , S ) este o familie finitd de multimi ordonate, atunci P= x P; devine in

<i< 4
I=<i=n I<i<n

mod canonic multime ordonatd, definind pentru x=(xj), _,_ , y¥=(¥i),_,., €p, X<y <#> exista

I<s<nald. x| =Yy, ..., Xs1=Ys.1 §1 X;<y;s (aceastd ordonare se numeste ordonarea lexicografica).
Definitil.3. Un element meA se zice:
i) minimal daca avind acA ai a<m deducemcia m=a
ii) maximal daca avind acA al m<a deducemca m=a
Daca A are 0, un element acA se zice atfom daci a#0 siavind xeA ai. x<a,
atunci x=0 sau x=a (deci 0 £ a).
Definitie.
i) O multime ordonati in care orice submultime nevidi a sa are un element initial se zice
bine ordonati (evident o multime bine ordonata este inf-completa si total ordonata)
ii) O multime ordonata in care orice submultime total ordonati a sa are un majorant
(minorant) se zice inductiv (coinductiv) ordonata.

(N, <) este un exemplu de multime bine ordonata.
In cele ce urmeazi, acceptim ci pentru orice multime M este verificatd axioma alegerii:
Exista o functie s: P(MM) > M ad. s(S)eS pentru orice submultime nevida S a lui M.
In continuare, reamintim un rezultat datorat lui Bourbaki si cateva corolare importante ale
acestuia .

Lema 1.4.(Bourbaki). Daca (A, <) este o multime nevida, inductiv ordonatasi f: A—> A
este o aplicatie a.i. f(a) <a pentru orice acA, atunci existi ueA ali. f(u)=u.
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Corolar 1 (Principiul lui Hansdorf de maximalitate). Orice multime ordonati contine o
submultime total ordonata maximala.

Corolar 2 (Lema lui Zorn). Orice multime nevida inductiv (coinductiv) ordonata are cel
putin un element maximal (minimal).

Corolar 3 (Principiul elementului maximal (minimal)). Fie (A, <) o multime inductiv
(coinductiv) ordonatd si acA. Existd un element maximal (minimal) m; € A af. a<m, (m,

<a).

Corolar 4 (Lema Iui Kuratowski). Orice submultime total ordonati a unei multimi
ordonate este cuprinsi intr-o submultime total ordonata maximala.

Corolar 5 (Teorema Ilui Zermelo). Pe orice multime nevidd A se poate introduce o
ordine fatd de care A este bine ordonata.

Corolar 6 (Principiul inductiei transfinite). Fie (A, <) o multime bine ordonati infinita si
P o proprietate dati. Pentru a demonstra ca toate elementele multimii A au proprietatea P
este suficient si demonstram ca:
(i) Elementul initial 0 allui A are proprietatea P
(i) Daca pentru aecA, toate elementele xeA a.d. x<a au proprietatea P, atunci si
elementul a are proprietatea P.

CURSUL nr. 3
§1.Semilatici. Latici.Filtre.Ideale.Morfisme de latici.Latici distributive.Latici modulare

Definitia 1.1. Vom spune despre A ca este:
i) inf - semilatice, daca pentru oricare doua elemente a,beA exista aAb=inf{a, b}

ii) sup — semilatice, daca pentru oricare douid elemente a,beA exista avb=sup{a, b}

iii) latice, daca este simultan inf si sup-semilatice (adica pentru oricare doua elemente
a,be A exista anb si avb)

iv) inf — completi, daca pentru orice submultime S c A existd inf (S)

v) sup — completd, daca pentru orice submultime S c A existd sup (S)

vi) completi daca este simultan inf si sup-completi (evident in acest caz se poate utiliza
denumirea de latice completa)

vii) inf - mdrginitd daca existi un element notat traditional prin 0€A a.i. pentru orice
acA, 0<La

viii) sup - marginitd daca existd un element notat traditional prin 1€ A a.i. pentru orice
acA, a<l

ix) marginitd daca este simultan inf si sup - marginita (adica 0 < a <1 pentru orice a
€A); in acest caz 0 se zice element initial (sau prim) al lui A iar 1 element final (sau ultim) al
lui A

X) conditional completd daca pentru orice submultime nevida si marginita S a sa exista
inf (S) si sup (S).

Observatial.2.

1.0rice multime ordonatd A care este inf-completa este latice completa.

Intr-adevir, fie M < A, M’ multimea majorantilor lui M iar m=inf (M’). Cum pentru xeM
si yeM’' avem x<y deducemca x <m, adicdi meM’, astfel m = sup (M).
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2. Daca A este o latice completd, atunci inf (&)=1 iar sup (J)=0.
3. Pentru ca o latice L sa fie conditional completa, este suficient ca pentru orice submultime
nevida si marginitd S a sa, sa existe doar inf (S) (sau sup (S)).

Definitia 1.3. Daca A este inf-semilatice (respectiv sup-semilatice) vom spune despre o
submultime A'CA ci este inf-sub-semilatice (respectiv sup-sub-semilatice), daci pentru oricare
doui elemente a, bEA’ avem aAbEA’ (respectivaVbeA’).

Daca A este latice, A'CA se va zice sublatice, daca pentru oricare doui elemente a,

beA’ avem aAb, avVbeA’.
Exemple.

H|"

1. Fie N multimea numerelor naturale iar " | relatia de divizibilitate pe N. Atunci este

o relatie de ordine pe N. Fatd de aceastd ordine N devine latice in care pentru m, n €N, m A n= cel
mai mare divizor comun al lui m $i niar m v n = cel mai mic multiplu comun al lui m si n.

Evident, pentru relatia de divizibilitate, elementul 1N este element initial iar 0eN este
element final. Aceastd ordonare nu este totala deoarece daca avem doua numere naturale m, n prime

intre ele (cum ar fi de exemplu 2 si 3) nu avem m | n sinici n ’ m.

2. Daci K este una din multimile de numere N, Z, Q sau R, atunci K cu ordonarea naturala este
o latice, iar ordonarea naturala este totala.

3. Fie M o multime iar P(M) multimea submultimilor lui M. Atunci (P (M), <) este o latice
completa cu prim si ultim element (respectiv & si M).

Fie acum A, A’ doud multimi ordonate (cidnd nu este pericol de confuzie convenim sd notam

prin "<" ambele relatii de ordine de pe A si A" ) si A—A’ o functie.

Definitial.4. Vom spune despre f ca este morfism de multimi ordonate (sau aplicatie
izotond) daca pentru orice a, beA cu a< b avem f (a)<f (b) (in anumite lucrari f se zice
monoton crescdtoare).

Daca A, A’ sunt inf (sup) - semilatici vom spune despre f ci este morfism de inf (sup) -

semilatici daca pentru oricare doua elemente a, b€A, f (a A b) =1 (a) A f (b) (respectiv
f(avb)= f(a)vf()).

Daci A, A’ sunt latici, vom spune ci f este morfism de latici daca f este simultan
morfism de inf si sup-semilatici (adica pentru oricare doua elemente a,b €A avem f(a A D)
=f@Aaf(b)sif(avb)=1f(a)v{f(b)).

In mod evident, morfismele de inf (sup) - semilatici sunt aplicatii izotone iar dacd compunem
doud morfisme de acelasi tip obtinem tot un morfism de acelasi tip.

Dacd A, A’ sunt multimi ordonate iar f:A— A’ este morfism de multimi ordonate, atunci f se
zice izomorfism de multimi ordonate daca existd g:A’— A morfism de multimi ordonate a.i. fog=1,' si

gof=1,. Acest lucru revine la a spune de fapt ci f este o bijectie. In acest caz vom scrie A<A” .

Analog se defineste notiunea de izomorfism de inf (sup) - semilatici ca si cea de izomorfism de
latici.

Definitia 1.5. Fie A o inf-semilatice si F SA o submultime nevida a sa. Vom spune ca F
este filtru al lui A dacd F este o inf-sub-semi- latice si pentru a,b €A, daca a<b si aeF
atunci beF.

Vom nota prin F (A) multimea filtrelor lui A.

Notiunea duala celei de filtru este aceea de ideal pentru o sup-semilatice. Mai precis avem:

Definitial.6. Fie A o sup-semilatice iar I cA o submultime nevida a sa. Vom spune ca 1
este un ideal al lui A daca I este sup-sub-semilatice a lui A si pentru orice a,beA cu a<b,
daca bel atunci si ael.

Vom nota prin I (A) multimea idealelor lui A.

10
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Observatial.7. Daca A este latice, atunci notiunile de filtru si ideal au definitii precise in A
(tindnd cont de definitiile de mai sus, caci A este simultan inf si sup-semilatice); evident in acest caz
A eF (A)NI (A).

Cum intersectia oricarei familii de filtre (ideale) este de asemenea filtru (ideal), putem vorbi de
filtrul (idealul) generat de o multime nevida.

Daca A este o inf(sup)-semilatice, pentru J#ScA vom nota prin [S) ( (S]) filtrul(idealul)
generat de S (adica intersectia tuturor filtrelor (idealelor) lui A ce contin pe S).

Propozitial .8. Dacd A este o inf-semilatice si S cA o submultime nevida a sa, atunci:
[S)={acA |existd sy, §; ,.., S,ES al. 51AS; A As,<a}.

Demonstratie.Fie Fs={a€A|existd s, 85 ,.., S,€S a.l. s;As; A..As,<a}. Se probeazi imediat
cd Fs e F(A) si ScFs, deci[S)cFs

Dacd F'€F(A) a.i. S ¢ F’ atunci FsCF’ deci FsSNF'=[S),de unde [S)=Fs .A

Dual se demonstreaza:
Propozitial.9. Daci A este o sup-semilatice si ScA este o submultime nevida a sa,
atunci:

(S|={a€A |existi s;, 53 ,.., SpES ad. a<s;vs; Vv s,
Astfel, (F(A),<) si (I(A),<) sunt latici in care pentru F,, F,€F(A) (respectiv I;, LEI(A)) avem
F1 /\FZZFlan iar Fl VFZZ[FIUFz) (respectiv 11/\12:11012 iar 11V12:(11U12] )

Dacd A este o inf (sup)-semilatice si acA, vom nota prin [a)  ( (a]) filtrul (idealul) generat
de {a}.

Conform celor de mai sus avem ca: [a)={xEA|a<x} si (a]={xEA|x<a} ([a), (a] poartd numele
de filtrul (idealul) principal generat de a).

Definitial.10. Vom spune despre o latice (L,<) ci este:
i) modulara daca pentru oricare x, y, zeL cu z<x avem XA(YVZ)=(XAYy)V

ii) distributiva daca verifica una din urmitoarele doué conditii echivalente:
1) xA(YyvZ)=XAY)V(XAZ)

2) xv(yAz)=(xXVvy)A(XVz) pentruoricex,y,z e L.

Sa notam ca exista latici ce nu sunt modulare.
Intr-adevar, daca vom considera laticea notata traditional prin N :

1
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observamca a<c, pecand av(bac)=av0=a iar (avb)ac= =1Ac=#a,astfelci cAn(bv
a) # (c A b) v a, deci N5 nu este modulara.

Teorema 1.11. (Dedekind). Pentru o latice L. urmaitoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) L este modulara
(ii) Pentru orice a, b, cel,daca c<a, atunci aAn(bvec)< <(aAb)ve
(iii) Pentru orice a, b, ceLL avem ((aAnc) v b) A ¢ = (anc) v (bac)
(iv) Pentru orice a, b, ceL, daca a < ¢, atunci din a Ab=c Ab si avb=cv b deducem ca
a=c
(v) L nu are sublatici izomorfe cu N;.

Demonstratie. Cum in orice latice, daca ¢ <a, atunci (a Ab) vc<aA(bvc), echivalenta (i)
& (i1) este imediata.
(1) = (iii). Rezultd dinaceeacd anc<c.
(i) = (i). Fie a,b,c e L al a<c. Atunci a=aAc, deci (avb)ac=(anc)vb)ac
=(anc)v(bac)y=av(bac).
(i) = (@v). Avem a=av(aanb)=av(cab)=av(bac)=(avb)ac= (cvb)ac=c.
(iv) = (v) Evident (tindnd cont de observatia de mai inainte).
(v) = (i) Sapresupunem cd L nu este modulara. Exista atuncia,b,c in L ail. a<c,iar av (b Ac)
#(avb)Aac. Siobservamcaibac<av(bac)<(avb)ac<avb,bac<b<avb, av(bac)<b
si b<(avb)ac.

Obtinem 1in felul acesta diagrama Hasse a unei sublatici a lui L izomorfa cu Ns:

avb

(avb)ac

av(bac)

bac

(observand si ca (a v (bac)) vb=av ((bac) vb)=avb si ((avb) Ac)aAb=((avb)Ab)ac=bAc,
ceea ce este absurd. W

Pe parcursul acestei lucrari vom prezenta mai multe exemple de latici modulare.

Evident, orice latice distributiva este modulara. in cele ce urmeaza, prin Ld vom nota clasa
laticilor distributive iar prin Ld (0, 1) clasa laticilor distributive marginite.
Exemple.
1. Daca L este un lant, atunci LeLd (0, 1).

2.(N, ), (P(M), <) € Ld (0, 1).

Teorema 1.12. Pentru LeL urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) LelLd

(ii) an(bvec)<(aanb)v(anc) pentruorice a,b,ce L

(i) @aAb)v(bAac)v(cana)=(avb)a(bvc)A(cva) pentru orice a, b, cel

(iv) Pentru orice a,b,cel,daci anc=bAc si avec=bvec,atunci a=b

(v) L nu are sublatici izomorfe cu Ns sau M3’ unde M; are urméitoarea diagrama
Hasse:

12
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0

Demonstratie. (1) < (ii). Rezultd din aceea ca pentru oricare elemente a,b,c e L, (aAb) v
(anc)<an(bveo).
(i) = (iii). Sa presupunem ca L € Ld sifie a,b,ce L. Atunci (avb)a(bv c)a(cva) =
((avb)yab)v(avb)ac)a(cva)==bv((anc)v (bac))a(cva) =(bv(aac) A (cv
a) = (ba(cva)v(@aarc)ya(cva)=(bac)v(bra)v(aac)= (anb)v(bac)v(cnaa).
(i) = (i1). Deducem imediat ca L este modulara, deoarece dacia,b, ce L si a<c, (avb)ac
= (avb)a(bvecyac)=(avb)abvvc)a(cva)y=(aab)v(bac)v(crna)=(aarb)v(bac)
va= ((aanb)va)v(bac)=av(bac). Cuaceastd observatie, distributivitatea Iui L se deduce
astfel:
anbve)y=(an(avb)a(ve) = ((an(cva)a(avb)a(bvec) =an(avb)abvec)a(cv
a)=an((anb)v(bac)v(icnrna)=
=(@ A ((aAb)v(bAac)) Vv (cna a)=(datorita modularititii) =a A (b Ac)) v(aab)v(cnaa)=
(datorita modularititii) = (a A b) v (a A ¢).
(i) = (iv). Daca anc=bAc si avc=Dbvec, atunci a=an(avc) =an(bve) = (aab)v(a
Ac) = (anb)v(bac) =ba(avc)=ba(bvc)=b.
(iv) = (v). S admitem prin absurd ci atit Ns citsi M sunt sublatici ale lui L. In cazul lui Ns
observam ca bac=baa=0,bvc==bva=1 sitotusi a#c iarincazullui M3, bara=bAc
=0,bva=bvc=1 sitotusi a#c - absurd!
(v) = (i). Conform Teoremei 1.1, daca L nu are sublatici izomorfe cu N5 atunci ea este modulara.
Cum pentru oricare a, b, ¢ € L avem: (anb)yv(bac)v(cra)s(avb)a(bvec)a(cva), sa
presupunem prin absurd cdexistdi a,b,c e L ail (aanb)v(bac)v(caa) < (avb)a(bvc)a
(cva). Notaim d=(aAb)v(bac)v(cana), u=(avb) A(bvec) a(cva), a = (dva)

Au b =(dvb)au si ¢’=(dvc)au

Diagrama Hasse a multimii {d, a’, b’, ¢’,u} este:

13
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d

Cum {d, a',b’, ¢’,u}cL este sublatice, dacd vom verifica faptul cd elementele d,a’,b’,c’,u sunt
distincte, atunci sublaticea {d, a’, b’, ¢/, u} va fi izomorfa cu M; ceea ce va fi contradictoriu cu
ipoteza pe care o acceptam.

Deoarece d <u, vom verifica egalititile a’'vb" = b'vce'=c'va =u, a Ab=b Ac' =
¢’ Aa’'=d siatunci va rezulta si ca cele 5 elemente d, a’, b’, ¢/, u sunt distincte.

Datorita modularitatii lui L avem: a'=dv (aaAu), b'=d v(bAau),c’=dv(cAun) iar
datorita simetriei este suficient s demonstram doarcd a’' Ac'=d.

intr-adevir, a’Ac’ = (dva)au)a(dvec)au) = (dva)adve)au=(anb)v(ba
c) vicra)vaya(dve)yau ==((bac)va)adveyau = (barc)va)a((a@aab)ve)a
Alavb)yabve) A(cva) = (bac)va) A ((aab)ve) =(bac) v (an((anb)ve)) =
(datorita modularitatii) =(b A ¢) v (((a Ab) vc)yaa)=(b Ac)vVv ((@aanb)v(ca a)) = (datoritd
modularitatii) = d.

Corolar 1.13. Fie L o latice oarecare si x, yeL. Atunci

]IA lEx AY] ilar (xVvy]E(x] Vv (y]; dacd LeLd, atunci (x]v (Y]=(xVvYy].

Demonstratie. Egalitatea (x] A (y] = (X A'y] se probeazd imediat prin dubld incluziune iar
incluziunea (x v y]S(x] v (y] este imediata. Dacd L€Ld , atunci (x] v (y]={ivj |ie (x] si je€
(yl}={ivj | i<xsi j<y}, deunderezultd imediatca (x] v (y] < (x vy],deci (x Vv y]=(X]V (¥].
|

CURSUL nr. 4

§1.Algebre Boole.

Definitial. Fie L o latice marginiti. Vom spune ci elementul acL are un complement in
L daca exista a’eL a.. ana' =0 si ava' =1 (a’ sevanumicomplementul lui a).

Vom spune despre laticea L ca este complementatdi daca orice element al sdu are un
complement.

Daca L este o latice oarecare si a, b €L, a < b, prin complementul relativ al unui
element xe[a, b] din intervalul [a, b], intelegem acel element x'e€[a, b] (daca existd!) pentru
care xAx =a si xvx =h.

Vom spune despre o latice L ca este relativ complementatd daca orice element al siu
admite un complement relativ in orice interval din L. ce-l contine.
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Lema 1.2. Daca LeL(0, 1), atunci un element al lui L poate avea cel mult un
complement.

Demonstratie. Fie ael iar a’, a” doi complementi ai lui a. Atunci aAna =aana’=0
siava'=ava'=1, deunde a'=a" W

Lema 1.3. Orice latice L modulara si complementata este relativ complementata.

Demonstratie. Fie b,c €L, b<c, a€[b,c] si a’ € L complementul lui a iIn L. Dacd vom
considera a”" =(a’vb)Aac e [b,c], atunciana’= anf(@'vb)ac]=[(ana)v(aab)]ac=(an
b)Ac =bAac=biarava’=av[@@vb)acl]=(avavb)aave=1Aac=c,adica a” este
complementul relativ al luia in [b, c]. B

Lemal.4. (De Morgan) Fie LeLd(0, 1), a, beL avind complementii a’, b’ eL. Atunci
aAb, avb aucomplementiin L si anume (aAb) =a’'vDb’' iar (avb)=a"Ab.

Demonstratie. Este suficient sa probdmca (aAb)A(a’vb)=01iar (aanb)v(a' vb)=1.
Intr-adevir, (aAab)A(a’ vb)=(aabara)v(@abab)=0v0=0iar(arb)v(a vb)=(ava
vb)a(bva vb)=1A1=1 N

Observatia 1.5. Daca LeLd (0,1) si acL are un complement a’eL, atunci a’ este cel mai
mare element al lui L cu proprietateaca aAa'=0 (adicd a’=sup({x e L | aAnx=0}).
Aceasta observatie ne conduce la:

Definitial.6. Fie L. o inf-semilatice cu 0 s§i aeL. Un element a"eL se zice

pseudocomplementul lui a daca a’= sup ({xe L |[aAnx=0}).

Daca orice element al lui L. are pseudocomplement, vom spune ci inf - semilaticea L
este pseudocomplementati

O latice L se zice pseudocomplementatd, dacia privitd ca inf-semilatice este
pseudocomplementata.

Lema 1.7.Daca L este o latice modularda marginita, atunci orice element ce are un
complement a’ il va avea pe a’si ca pseudocomplement.

Demonstratie. Intr-adevir, fie acL, a’ un complement al lui asibel ai a’<b si baa

Atunci b=bAal=ba(@va)=a v(bra)=a'v0=a. B

Teorema 1.8. Fie LeLd (0) pseudocomplementata,
R(L)={a* | aeLl} iar D(L)={ael | a*=0}.

Atunci, pentru a,b €. avem:

1) ana =0iaraab=0< a< b”

2)a<b = a“2b”

3) a<a™™”

4) a’ =a"

5)(avb)*=a"Ab"

6)(aAb) ™ =a"" Abp™"

TYaab=0< a"  Ab* =0

8)a/\(a/\b)*=a/\b*

90°=1, 1"=0

*k
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10)acR(L) © a=a""

11)a,be R(L) = aanbe R (L)

12) sup ., {a,b} =(@avb) ™ =@" A b")"

13)0, 1e R(L), 1e D(L) si R(L)nD (L)={1}
149)a,be D(L) > anbeD(L)

15)aeD (L) si a<b = beD ()

16)ava”“ e D (L).

Demonstratie. 1) Rezultad din definitia lui a”. Echivalenta rezulta din definitia lui b*.
2) Deoarece b A b= 0, atunci pentru a < b, deducem cd a A b= 0, adica b*<a™.

. % < * [ L NE sk
3) Din ana =0 deducemca a~ Ana=0, adicd a< (a") =a .

. 3 < skesksk k. . - % sk Kk skesksk -
4) Din a<a "~ §i 2) deducemcd a~~ <a sicumdin 3)deducemca a <(a’) =a rezulta
- % skskok
cia =a .

5) Avem (avb) A(@ Ab%) = (ana*Ab") v bara" Ab*)= 0v0=0.Ficacum x € L a.i.
(avb)Ax=0.Deducemca (aAx)v(bax)=0, adica aAx=bAax=0, deunde xSa*, be*,
adici x <a™ Ab". Restul afirmatiilor se probeaza analog. ®

Observatie 1.9.

1. Elementele Iui R (L) se zic regulate iar cele ale lui D (L) dense.

2. Tinand cont de 4) si 10) deducemcaR (L)={ae L: a™* = a}.

3. Din 14) si 15) deducem ca D (L) € F (L).

Teoremal.10. Fie Lel.d si acL.
Atunci f; : L - (a] x[a), f; (X) =(X A a, XV a) pentru xeL este un morfism injectiv in

Ld. in cazul in care LeLd (0, 1), atunci f, este izomorfism in Ld (0, 1) daca si numai daca a

are un complement.

Demonstratie. Faptul cad f; este morfism de latici este imediat. Fie acum x, y €L ai. f; (x)
=1, (y) adici xAna=yAa si xva= yva CumLeld, atunci x =y, deci f; este ca functie o
injectie, adica f; este morfism injectiv in Ld.

Sa presupunem acum cad LeLd (0, 1). Daca f; este izomorfism in Ld (0, 1), atunci pentru
(0,1) e (a] x[a) va exista xeL ai f(x)=(0,1), adicd anx=0 si avx=1, deunde x=2a'.

Reciproc, daca a' € L este complementul lui a, pentru (u, v) €(a] x [a) alegand x = (uva’)
Av deducem imediat ca fj (x) = (u, v), adicd f; este si surjectie, deci izomorfism in Ld (0,1). ®

Definitial.11. Numim Jlatice Boole orice latice complementati din Ld (0, 1).

Exemple.

1. Lantul trivial 1={J} ca si 2={0,1} (incare(’'=1 si 1'=0). Defapt 1 i 2 sunt
singurele lanturi ce sunt latici Boole.

2. Pentru orice multime M, (P(M), <) este o latice Boole 1n care pentru orice X< M, X' =
M\ X =Cy (X).

3. Fie neN, n>2 ijar D;, multimea divizorilor naturali ai lui n.

Multimea ordonatd (Dy, | ) este latice Boole < n este liber de patrate (in care caz

pentru p,q€ Dy, pAq=(P,9,pvq=[p,ql,0=1,1=n iar p"=n/p).
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4. Fie M o multime iar 2M = {f: M — 2}. Definim pe 2M relatia de ordine f<g < f(x)
< g (x) pentru orice xeM. Astfel (ZM, <) devine latice Boole (in care caz pentru f e 2M =1

-1).

Definitial.12. Din punctul de vedere al Algebrei Universale, prin algebrd Boole
intelegem o algebra (B, A, v, ', 0, 1) de tipul (2,2,1,0,0) (cu A si v operatii binare,’ o
operatie unari iar 0, 1 € B operatii nule) a.i.

B1: B,A,v) e Ld
By: Sunt verificate identitatile xA0=0, xvl1=1
xAX =0, xvx=1.
In cele ce urmeazi prin B vom desemna clasa algebrelor Boole.
Daca B,B, € B, f: B — B, va fi morfism de algebre Boole daca f este morfism in Ld (0,

1) siinplus f(x') =(f(x)) pentruorice x € B..

Morfismele bijective din B se vor numi izomorfisme.

Propozitial.13. (Glivenko) Fie (L, A, *, 0) o inf-semilatice pseudocomplementati iar R
(L)y={a" | a € L}. Atunci, cu ordinea indusi de pe L, R (L) devine algebri Boole.

Demonstratie. Deducem imediat cd L este marginitd (1 = O*) iar pentru a,b € R(L), aAb
eR (L) iar supR (L) {a, b} = (a* A b*)* astfel cd R (L) este latice marginita i sub-inf-semilatice a
lui L.

Deoarece pentru aeR (L), av a¥ = (a* A a**)* =0%=1 si an a" =0 deducemci a*
este complementul lui a in R (L). Mai ramane de probat faptul ca R (L) este distributiva.
Pentru x,y,ze R(L), xAz < xVv(yAnz) si yA z< XV (YA z),deci X/\Z/\[X\/(Y/\Z)]*:O
si (YAZ)A [xv(yAz)]*:Oastfelcé ZA [Xv(y/\z)]*Sx*,y*, adica z A [Xv(y/\z)]*SX*Ay*
si ZA[XV (YA z)]* A (x* A y*)* =0 ceea ce implica zA (x* A y*) < [xv(ya z)]**. Cum
partea stangd a acestei ultime inegalitati este z A (X vy) iar partea dreaptd este x v (y Az) (iIn R
(L)), deducemca zA (xvy)<xVv(yAaz), adicdi R (L) este si distributiva. B

Propozitial.14. Fie B €B si a,beB ai aAb=0si avb=1. Atunci b=a
Daca B €B si a,b € B, atunci (a")’=a, (aAb)'=a’vb' iar (avb)=a"Ab’".

Demonstratie. Rezulta imediat din cele de mai inainte B

Propozitial.15. Daca M este 0 multime oarecare, atunci algebrele Boole M si P(M)
sunt izomorfe.

Demonstratie. Fie XeP(M) si o, :M—2,

ax<x>={

Se verifica imediat cd asocierea X — oy defineste un izomorfism de algebre Boole a. : P(M)

—>2M m

0 pentru xe¢ X
1 pentru xe X

§2.Legitura dintre inelele Boole si algebrele Boole.
Definitia 2.1. Un inel (A,+,-,-,0,1) se zice Boolean daca a’=a pentru orice a € A.
Exemple 1. 2 este inel Boolean (in care 1+ 1 =0).
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2. (PX),A, N, ", ,X) cu X multime oarecare iar A diferenta simetrica de multimi.

Lema 2.2. Daca A este inel Boolean, atunci pentru oriceae A, a+a=0 iar A
este comutativ.

Demonstratie. Din a+a=(a+a)’ deducemci a+a=a+a+a+a,adici a+a=0, deci -
a=a.

Pentru a,b € A, din a+b=(a+b)’ deducemci a+b=a’+ab+ba++b” adici ab+ ba
=0 deunde ab=-(ba)=ba. B

Legatura dintre algebrele Boole si inelele Boole ne este oferita de:

Propozitia 2.3. (i) Daca (A, +,-,-,0,1) este un inel Boole, atunci relatia "<" de pe A
definita prin a<b < ab =a conferid lui A structura de algebra Boole, unde pentru a,b € A,
anb=ab, avb=a+b+ab iar a=1 +a.

(ii) Reciproc, daca (A, A, Vv, ', 0, 1) este o algebra Boole, atunci A devine inel Boole
fati de operatiile +, - definite pentrua,b € A prin a+b=(@Ab’)v(a Ab) si a-b=aAb
iar -a=a.

Demonstratie. (1) Faptul cd (A, <) este multime ordonata se probeaza imediat. Fie acum a,
b € A. Deoarece a (ab) =a’b=ab si b (ab)=ab’=ab deducemci ab<a si ab<b. Fieacum c
€A ail c<a sic<b, adici ca=c si cb=c. Atunci ¢’ ab=c> < cab=c < c < ab, de unde
concluziaca ab=anb.
Analog se probeaza cd avb=a+b+ab.
Deoarecean(bvc)=a(b+c+bc)=ab+ac+abciar (aAb)v (aAc)==(ab)v (ac)=ab
+ac+a’ bc=ab+ac+abc deducemci an (bvc)=(aAb)v(anc), adici A € Ld. Deoarece
pentru ac€ A,ana =an(l+a)=a(l+a)==a+a’=a+a=0gsiava=av(l+ta)=a+tl+a+
a(l+a)=a+1+a+a++a’=1+ata+ta+a=1deducemca (A, A, v,’,0,1) este latice Boole.
(ii) Pentru a,b,c e A avem
l.at(b+c)=[an(bt+c)]v[a" A(b+c)]=
={an[(bac)v® Ac)'}vi{a Al(bAac) Vv (D' AC)]} =
={an[b've)a(bvc)]}vi{@ Abac)v(@ Ab Ac)}=
={an[(b'Ac)v(cab)}v{@ AbAac)v(@ Ab Ac)}=
=(@aAb ac)v(@aabac)v(@ Abac)v(@ Ab Ac)=
=(aanbac)v(@aab ac)vibac Ard)vicaa Ab)
Cum forma finala este simetriciin a,b si ¢ deducemca a+(b+c)= =(a+b)+c.
2. atb=(@aAb)v(@ab)=(baa)v(aab)=b+a.
3.at0=@n0)v(@ A0)=(@Anl)v0 =a.
4. ata=@ ra)v(ana)=0v0=0, deci -a=a.
S.a(bcy=an(barc)=(anb)ac=(ab)c
6.a-1=anl=a
7.a(b+tc)=an[(bac)v(b' Ac)]=(aanbac)v(@aab ac)iar (ab)+(ac) = (anb)+(anc) =
[@Aab)A(anc)]v(@aab) A(anc)]=[aaba@ vc)]Vv@ vb)a(anc)]=[(arnbaa)v(a

Abac)]vancana)v(ancab)]= =(@abac)v(aacab’),deunde deducemci a(b+c)
=ab +ac.
Din 1-7 deducem ca (A, +, -, -, 0, 1) este inel Boolean unitar. B

Teorema 2.4. Fie (B, +, -), (B,, +, ) doua inele Boole iar (B;, A, v,’, 0, 1), (B3, A, Vv, ', 0, 1)
algebrele Boole induse de aceste.

Atunci f : B; - B, este morfism de inele (unitare) daca si numai daca f este morfism de
algebre Boole.

Demonstratie. Totul rezulta din definitia morfismelor de inele si de latici Boole ®
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Teorema 2.5. Fie B, si B, doua algebre Boole iar f : B, - B, o functie. Urmétoarele
conditii sunt echivalente:

(i) f este morfism de algebre Boole;

(ii) f este morfism de latici marginite;

(iii) f este morfism de inf-semilatici si f(x") = (f(x))’ pentru orice xeBy;

(iv) f este morfism de sup-semilatici si f(x") = (f(x))’ pentru orice xeB;.

Demonstratie. (i) = (ii). Evident.

(1) = (1). f(x) A f(x') = f(x A xX") = f(0) = 0 si analog f(x) v f(x) = f(x v x) = (1) =1, deci
f(x') = (fx))".

(ii1) = (i). f este morfism de sup — semilatici deoarece f(x v y) = f(x" vy") =f((x AY)) =
(fx" A y")" = (fx) A f(y")'= ()" A ((y)))" = fx)" v f(y)" = f(x) v f(y).

Atunci f(0) = f(x A X') = f(x) A (f(x))’ = 0 si analog f(1) = 1, deci f este morfism de algebre
Boole.

(i) = (iii). Evident.

(iv). Este afirmatia duala lui (iii) si deci echivalenta (iv) < (i) se demonstreaza analog ca si
echivalenta (i) < (iii). ®

Teorema 2.6. Fie f : B, - B, un morfism de algebre Boole iar Ker(f) = = f {0} = {xeB,|
f(x) = 0}. Atunci Ker(f) € I(B,) iar f este ca functie o injectie daca si numai daca Ker(f) = {0}.

Demonstratie. Fie xeKer (f) si yeB, ai. y < x. Atunci, f fiind izotond = f(y) < f(x) =0 =
f(y) = 0 = yeKer (f). Daca x, yeKer (f) atunci in mod evident si x v y €Ker (f), adicd Ker (f)
EI(Bl)

Sa presupunem ca Ker (f) = {0} si fie X, y € Ker(f) a.i. f(x) = f(y). Atunci f(xAy’) = f(x)Af(y")
= fX)Af(y) =f(x) A f(x)' =0, deci x Ay’ eKer (f), adica x Ay =0,deci x<y. Analog se aratd
cay<x,deunde x =y.

Implicatia reciproca este evidenta (deoarece f(0) = 0). B

Teorema 2.7. Fie f : B; > B, un morfism de algebre Boole. Urméitoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) f este izomorfism de algebre Boole;

(ii) f este surjectiv si pentru orice x, yeB; avem x <y < f(x) < f(y);

(iii) f este inversabili si f' este un morfism de algebre Boole.

Demonstratie. (i) = (ii). f izomorfism = f surjectie.

Orice morfism de latici este o functie izotond, deci x<y = f(x) < f(y).

Fie f(x) < f(y). Atunci f(x) = f(x) A f(y) = f(x A y) si cum feste injectivi = X =X Ay, de unde
X<y.

(i1) = (iii). Aratam ca f este injectiva. Fie f(x) = f(y) = f(x) < f(y) si f(y) £ f(x) =2 x <ysiy <
x = x =y. Cum f este si surjectie, rezulta ca f este bijectie, deci este inversabild. Sd demonstram de
exemplu ca f '(x Ay ) =f"(x) A A f7(y), oricare ar fi x, yeB,. Din x, yeB, si f surjectie rezulti ci
existd x; iy B, ad f(x))=xsif(y) =y, deci f'xAy)=Ff" (fx)Af(y))=f"Ex Ay))= X A
yi= £ ) A £ (fy)) = 700 A £ ().

Analog f'(xvy)=f'x) vy sif' (x)=({"x)).

(iii) = (i). Evident.

Teorema 2.8. intr-o algebra Boole (B, A, Vv, ', 0, 1), pentru x,yeB definim:
X2 Yy=X'Vysixoy=xy) A [FYoXx) =X vy) Ay vx).
Atunci pentru orice X, y, zeB avem:
(i) x<yeox-oy=1;
(i) x>0=x,0>ox=L,x>1=1,1>x=x, x>x=1, x'->x=x, x>X

1
»

(i) x> (y> x)=1;
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@(iv) x> (y—2>z)=(x>Yy)> (x> 2);
V) xo>F-2>2)=(xXAyY)> z;

(vi) Dacaix<y,atunciz—>x<z>ysi y>z<x->z;
(Vi) X2 Y)AY=Y, XA(XD>Y)=XAY;
Vi) x> yYA(Y—>2) < x>z

(ix) (x>y)>yV)>y=x-Yy;

x) E-o>yY)-o>y=F->X)>Xx=xVYy;
xi) x>y=sup {zeB:xAz<y};

i) x>FYAD)=x>Y)AEX—>2);
xiil)) xvy)2>z=x—>2)A (Y>> 2);
xiv) XAY22)=xA[XAY)> (X AZ)];
xv) xoy=1sx=y.

Demonstratie. (i). Dacd x—y =1 atunci x'vy=1<x<y.
>ii). x> (y=x)=x'v(yvx)=1vy =1
Analog celelalte relatii . W

CURSUL nr. 5

§1.Filtre intr-o algebri Boole.

Asa cum am mentionat anterior, prin filtru intr-o algebrd Boole (B,A,V,",0,1) intelegem un

filtru al laticei (B,A,V,0,1). Ca si in cazul laticilor vom nota prin F(B) multimea filtrelor ui B. Un
filtru maximal propriu al Iui B se va numi (ca si in cazul laticilor) ultrafiltru.

Ca si in cazul laticilor deducem:

Teorema.l1.1. (i) in orice algebri Boole B existi ultrafiltre;

(ii) Orice element x + 0 este continut intr-un ultrafiltru.

Corolar 1.2. Fie B o algebra Boole si x,yeB, x+y. Atunci existd un ultrafiltru U al lui B
ail. xeUsiygU.

Demonstratie. Dacax #y, atunci X £ ysiy € x.

Consideram ca x £y. Atunci x Ay’ # 0 (céci daca x Ay’ =0, atunci x <y). Conform Teoremei

1, (i), cum X Ay # 0 existd un ultrafiltru U al lui B a.l. x Ay'eU. Cum x Ay <x,¥ si Ueste in
particular filtru deducem cé x, y'e U. Cum U # B deducem ca ygU. B

Teorema 1.3. Fie (B, A, v, ', 0, 1) 0 algebra Boole iar FeF(B). Pe B definim urmatoarele
relatii binare:
X ~py <> existd feF ail x Af=y Af,
rryexoyeF.
Atunci:

not
() ~F =®F =Pr;
(ii) pr este o congruenta pe B;
(iii) Daca pentru xeB notiam prin x/F clasa de echivalenta a lui x relativa la pg, B/F =
{x/F| xeB}, atunci definind pentru x,yeB, x/F A y/F = = (xAy)/F, x/F v y/F = (xvy)/F si (x/F)’
=x'/F, atunci (B/F, A, v, ’, 0, 1) devine in mod canonic algebra Boole (unde 0 = {0}/F = { xeB | x’
eF} iar 1= {1}/F =F).

Demonstratie. (1). Fie x ~p y & existd feF al. x Af=y A f.
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AtuncixX' v xAD) =X viAD) =K vx) AV=EVY)YAE v =X vEi= (X' Vvy)
A (X' v 1). Cum feF, F filtru i f < x" v frezultd ca X’ v f eF = x'vyeF. Analogx vy'eF, decix <y
eF, adicda x = y.

Invers, daci x spy 2 x o yeF =X vy)A X vy)eF = x' vy, x vy eF = exista fj,
fheFalx' vy=fisi xvy=£fH Atuncix Afi=xA X vy)=xXAX)Vv(XAY)=XAYysianalog yA
f, =x Ay, decidaca f=1f) A f,€F, atunci x Af=yAf

(i1). Demonstram ca pr este o relatie de congruenta.

-reflexivitatea: x pr X deoarece X' v x =1€F.

-simetria: X pr y=> X' vy)Aaxvy)eF = ypr x

- tranzitivitatea: X pr ySiy pg zimplicax' vy, xvy,y vz, yvz €F. Atuncix' vz=x'
VZV(yAY)=(X' vzvyn(x'vzvy)2 (X vy)A(Y v z).Deoarece x' vy, y vz eFatunci X' v
z €F. Analog x v 7' €F, deci x pr z.

Astfel am demonstrat ca pr este o relatie de echivalenta.

Demonstram compatibilitatea lui pr cu operatiile A,v,'.

Fiexpr ysizprt. Atuncix' vy, z vteF = X' vy)A(Z vt) eF. Avem (X' v y)A(Z Vv 1)
SEVYVHOA(Z vivy)= X'AZ)v(yv)=xvz)vv(yvt),deci(xvz)v(yvt)eF.

Analog (yvt) v(xvz)deci (xvz) pr(yVvt).

Fie x pry. Atunci X & yeF si X'y = X'VYIANFY'VX) =X VYY) A X' vy =x©y,
decix’' pry'.

Fie x pr y si z pr t. Conform celor de mai sus x’' pr y' siZ' pg t’' $i cum pr este compatibila cu
viyavem (X' vZ) pr (Y V) xAZ) pr (YA < xAZ) pr (YAD).

Cu aceasta am stabilit cd pr este o congruenta.

(ii1). Totul rezulta din faptul ca pr este o congruenti pe B . ®

Teorema 1.4. Fie By, B, doua algebre Boole iar f : B, — B, este un morfism de algebre
Boole. Notiim prin F; = f'({1}) = {xeB, : f(x) = 1}. Atunci:

(i) FreF(By);

(ii) f ca functie este injectie < F;= {1};

(iii) By/ Fr = Im(f) (unde Im(f) = f(B,)).

Demonstratie. (1). Se verifica imediat prin dualizarea teoremei corespunzatoare de lalatici.

(i1). Daca f este injectiva si xeFy atunci din f(x) =1 = f(1) = x = 1. Daca Fr= {1} si f(x) =
f(y), atunci f(x'vy)=f(x vy)=1,decix'vy=xvy =1,adicix<ysiy<x,decix=y.

(iii). Consideram aplicatia o : B/F; — f(B,) definitd prin o (x/Ff) = f(x), pentru orice x/F¢

EB]/Ff.

Deoarece pentru x,yeB: x/Fr=y/Fr < X ~p A x'vy)A(xvy')eFs (conform Teoremei 1)
S ((X'vy)AxvY)) = 1 (X' vy)=fxvy)=1< {(xX)=f(y) < a(x/Fr) = a (y/Fs), deducem ca o este
corect definita si injectiva.

Avem : o (x/F¢ v y/Fy) = a (x vy) / Fp) = f( xvy ) = f(x)v f(y) = a (x/F) v va ( x/Fg); analog se
aratd ca o (x/Fr A y/Fg) = o (x/Fr) A (y/Fp) si o (X'/Fr) = (a0 (x/Fp))’, deci a este morfism de latici Boole.

Fie y = f(x) €f(B,), xeB;; atunci x/Fr €B,/F si a ( x/Fy) = f(x) =y, deci a este surjectiv, adica
izomorfism. H

Teorema 1.5 . Pentru un filtru propriu F al unei algebre Boole B urmitoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) F este ultrafiltru;

(ii) Pentru orice xeB\F avem ca x'eF .

Demonstratie. Sa observam ca nu putem avea x, X' €F deoarece atunci x A X' =0¢€F, adicd F
= B, absurd.

(1) = (i1). Presupunem ca F este ultrafiltru si cd x¢F. Atunci [FU{x}) = B. Deoarece 0B,
existd xi,...,.x,€F al x; A ... AXuAX =0, deci x; A ... AX, <X, de unde concluzia ca x'eF ( caci x; A
... A X, €F si F este un filtru).
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(il) = (i). Sa presupunem ca existd un filtru propriu F, ai. F& F;, adicd exista xeF, \ F.
Atunci x'eF, deci x'eF; si cum xeF; deducem cd 0eF,, deci F; = B, absurd. Deci F este
ultrafiltru. M

Teorema 1.6. Pentru un filtru propriu F al unei algebre Boole B urmitoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) F este ultrafiltru;

(i) 0 ¢F si pentru orice elemente x, yeB daca x v yeF atunci xeF sau yeF ( adica F este
filtru prim).

Demonstratie. (1) = (i1). Presupunem ca x vy €F si x¢F.

Atunci [FU{x}) = B si atunci cum 0€B existd zeF a.i. z A x = 0. Deoarece z, X vy €F rezulta
cd zAXVY)=ZAX)V(ZAY)=0v(zAy)=zAyeF.CumzAy<ydeducemcayeF.

(i) = (i). Cum pentru orice xeB, x v x’ = 1, deducem ca xeF sau x'eF si atunci F este un
ultrafiltru. B

Teorema 1.7. Pentru un filtru propriu F al unei algebre Boole B urmitoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) F este ultrafiltru;

(i) B/F = 2.

Demonstratie. (1) = (ii). Reamintim ca B/F = {x/F | xeB} (vezi Teorema 3). Fie xeB a.i. x/F
# 1. Atunci x¢F ,deci x'€F, adica x'/F =1. Dar (x/F) =x'/F, deci x/F = (x/F)" =1'=0, de unde
concluzia ca B/F = ={0,1} ~2.

(i) = (i). Daca x¢F atunci x/F # 1, deci x/F = 0 iar X'/F = (x/F)' =0’ =1, adica x’eF si deci F
este ultrafiltru. M

Teorema 1.8. (Stone). Pentru orice algebri Boole B exista o multime M a.i. B este
izomorfa cu o subalgebra Boole a algebrei Boole (P(M), ©).

Demonstratie. Vom nota prin M = Ug multimea ultrafiltrelor lui B iar despre ug : B — P(Up),
up(x) = {Fe Up : xeF} vom arita cd este morfism injectiv de algebre Boole ( astfel ca B va fi
izomorfa cu ug(B))

Daca x,yeB si x # y atunci exista Fe U a.l. xeF si yeF, adica Fe up(x) si F¢ up(y), deci
up(X) # EB(Y)-

In mod evident u(0) = si u(1) = Us.

Fie acum x,yeB si Fe Ug. Avem: Fe up(xAy) < x A yeF < xeF si yeF deci ug(x A y) =
ug(X) A up(y).

Deducem ca ug(x v y) = up(X) Vv up(y), iar apoi ug(x’) = (up(x))’, adica ug este si morfism de
algebre Boole. ®

CURSUL nr. 6

§1.0peratii algebrice. Monoizi. Morfisme de monoizi.
Produse directe finite de monoizi

Definitia 1.1. Fiind dati o multime nevidd M, numim operatie algebrici (interni) sau lege
de compozitie (internd) pe M orice functie :Mx M—>M.

Pentru usurinta scrierii vom nota pentru x, ye M pe ¢(X, y) (care se mai numeste si compusul
lui x cu y) prin xoy sau pur si simplu prin Xy (convenim sa spunem ca am notat operatia algebrica ¢
multiplicativ).

In anumite situatii folosim pentru ¢ si notatia aditiva ,,+”.
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Exemple
1. Daca T este o multime nevida iar M=P(T), 1n capitolul precedent am definit pe M operatiile
algebrice de intersectie, reuniune, diferenta si diferenta simetrica.

2. Dacd A este o multime nevida iar Hom(A)={f:A—A}, atunci pe Hom(A) avem operatia de
compunere a functiilor: ¢ : Hom(A) x Hom(A) - Hom(A), ¢(f, g) =
fog pentru orice f, g € Hom(A).

Pe parcursul acestei lucrari vom mai pune in evidentd alte multimi si operatii algebrice pe

acestea (inclusiv multimile numerelor intregi Z, rationale Q, reale R si complexe C precum si
operatiile de adunare §i inmultire pe acestea).

Definitial.2. Daca M este multime nevidid, vom spune despre o operatie algebrica de pe
M (notata multiplicativ) ca este:
(i) comutativid — daca pentru oricare x, ye M, xy = yx
(ii) asociativda — daca pentru oricare x, y, ze M, (xy)z = x(yz).

Operatiile de intersectie, reuniune si diferentd simetricd sunt exemple de operatii ce sunt
simultan comutative si asociative, pe cdnd compunerea functiilor nu este operatie comutativa fiind insa
asociativa.

Daca o operatie algebricd de pe M este asociativa, atunci pentru a scrie compunerea a trei
elemente x, y, z din M (sau mai multe) nu mai este necesar sa folosim parantezele, astfel ca in loc sa
scriem (Xy)z sau x(yz) vom scrie Xyz.

Pentru n elemente x,...,x, (neN) din M utilizam de multe ori notatiile:

n
X1X2eennne x,=[]xi (cand operatia algebrica asociativa este notatd multiplicativ) sau
i=1

n
XX t.. . +%, =Y xi (cand aceeasi operatie algebrica asociativa este notatd aditiv).
i=1
- . * . - - n o . .o
Daca x;=x,=...=x,=X si neN" convenim sa notim x;X,...X, = X" daca operatia algebrica este
notatd multiplicativ i x;+x,+...+X, = nx daca ea este notata aditiv.

Definitie Fie M o multime nevidd pe care avem o operatie algebrici. Vom spune cd un
element eeM este element neutru pentru operatia algebrica respectiva dacd pentru orice xeM, xe
= eX=X.

Observatie 1.3.

(1). Daca o operatie algebrica de pe M ar avea doud elemente neutre e, e'eM, atunci
ee’=e (dacd gandim pe ¢' element neutru) si tot ee’=e’ (daca gandim pe e element neutru) astfel ca e=e'.
Deci, elementul neutru al unei operatii algebrice (daca exista !) este unic.

(ii). In cazul adoptarii notatiei multiplicative pentru o operatie algebrica, elementul siu neutru
(daca existd) va fi notat prin 1, iar in cazul adoptarii notatiei aditive acesta se va nota prin 0.

Exemple
1. Dacd T=Q, atunci pentru operatiile algebrice N,U si A de pe M=P(T) elementele neutre
sunt T, @ si respectiv @.

2. Dacd A=, atunci pentru compunerea functiilor de pe Hom(A), 14 este elementul neutru.

Definitia 1.4. Un dublet (M, -) format dintr-o multime nevida M si o operatie algebrica pe
M se zice semigrup daca operatia algebrica respectiva este asociativi. Daca operatia algebrica
are si element neutru, semigrupul (M, :) se zice monoid. Daca operatia algebrica este
comutativia, monoidul se zice comutativ.

De multe ori, in cazul unui semigrup se specificd doar multimea subiacentd M (fara a se mai
specifica operatia algebrica de pe M; daca este pericol de confuzie atunci si aceasta trebuie neaparat
mentionata).
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Exemple

1. Daca T = & si M =P(T), atunci (M, N), M, U) si (M, A) sunt monoizi comutativi.
2. Daca A # O, atunci (Hom(A),0) este monoid necomutativ.

Sa revenim acum la cazul general al semigrupurilor.
Urmatorul rezultat este imediat:

o . w . . * . .
Propozitia 1.5. Daci M este un semigrup, xeM iar m, neN’, atunci x"™-x"=x""" iar
(Xm)nzxmn.

Dacd mai avem yeM a.i. xy=yx, atunci (xy)'=x"y".

Definitial.6.. Daca M, M’ sunt monoizi, o functie f:M—>M' se zice morfism de monoizi
daca f(1)=1si f(xy)=f(x)f(y) pentru orice x, ye M.

Vom nota prin Mon clasa monoizilor iar pentru M, M'eMon vom nota prin Hompe,(M, M")
(sau mai simplu Hom(M, M’) daca nu este pericol de confuzie) toate morfismele de monoizi de la M la
M’, adica Hom(M, M) = ={f:M—>M'/ f este morfism de monoizi}.

Propozitial.7. Daca M, M', M"” sunt monoizi iar fe Hom(M, M’) si geHom(M', M") ,
atunci gofe Hom(M, M"’).

Demonstratie. Cum f(1) = g(1), (gof)(1) = g(f(1)) = g(1) = 1 iar pentru X, yeM avem
(goh)(xy) = g(f(xy)) = g(f(x)f(y)) = g(f(x))g(f(y)) = (goH(x)(gof)(y), adici gof € Hom(M, M").®

Definitial.8. Daca M si M’ sunt doi monoizi, numim izomorfism de monoizi un morfism
feHom(M, M’) pentru care existai geHom(M', M) ai  fog = 1y si gof = 1; in acest caz vom
spune despre monoizii M, M’ ca sunt izomorfi si vom scrie M~M'.

Se deduce imediat ca feHom(M, M’) este izomorfism de monoizi dacd si numai daca f este
bijectie; atunci f ':M'—M este morfism de monoizi.

Definitial.9. Fie (M, :) un monoid. Vom spune despre un element xeM ca este inversabil
(sau simetrizabil ) dacia existia x'eM a.i. xx'=x'x=1.

S& observam ca dacd x' existd atunci el este unic deoarece dacd ar mai exista x"'eM a.l.
xx""=x""x=1, atunci x'(xx"")=x'1=x" i X'(xx'")=(x'x)x"'=1x""=x", adica x'=x"".

Elementul x’ poarta numele de inversul (sau simetricul) lui X. In cazul notatiei multiplicative
vom nota x'=x"' iar in cazul notatiei aditive vom nota x'=-x (iar —x se va numi opusul lui x). In cele
ce urmeaza (pana la specificari suplimentare) vom considera monoizi multiplicativi.

Pentru monoidul (M, -) prin U(M, -) (sau mai simplu U(M) dacad nu se creeaza confuzii prin
nespecificarea operatiei algebrice de pe M ) vom nota multimea elementelor inversabile din M (adica
UM)={xeM /exista x'eM a.i xx'=x'x=1}).

Evident, daca xeU(M), atunci x " €U(M) iar (x ) "=x.

Pentru exemplele de monoizi de pana acum avem: U(P(T),N)={T}, UP(T),V)={T},

U(P(T),A)=P(T), UN,+)={0}, U(N,") = {1}, iar pentru o multime A=, UHom(A),0)={f:A—>A /
este bijectie}. Convenim sd notdm > (A)={feHom(A) / f este bijectie} si sa numim un element
fe2(A) ca fiind o permutare asupra elementelor lui A.

Propozitial.10.Fie (M, -) un monoid si x, yeU(M). Atunci 1eUM), xyeUM) iar (xy)
1_ 1 -1
=y 'x.

Demonstratie. Din 1-1=1-1=1 deducem ci 1€ U(M) iar din (xy)(y 'x") = =x(yy Hx'=x-1x"=
xx'=1 si (y'x)xy)=y'x'x)y =y"1-y=y"'y=1 deducem ci xyeU(M) iar (xy)'=y'x".m
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Observatie. Rationand inductiv dupd n deducem cd dacd xi,....x,€UM) (n=2), atunci
X1Xp'... X, € U(M) iar (x1~X2-...~Xn)'1:xn'1...xz'lxl'l.

Fie acum M;, M,, ..., M,, monoizi iar
M =M X...XM={(xy, ..., Xy) / x;€M;, 1< 1 <n}.
Pentru x=(x,...,Xy), =(Y1,-..,yn) €M definim xy=(X;yy,...,X,y,) iar pentru fiecare 1< i <n consideram
pi:M—>M;definit prin p;(x)=x; pentru orice Xx=(Xy,...,X,) €M ( pi se zice a i-a proiectie a lui M pe M;
sau proiectia de indice i ).

Propozitia 1.11. Dacd My,...,M, sunt monoizi, atunci (M, :) este monoid, UM)=U
(Mp)X... XU (M,), pentru fiecare 1 <i < n, p; eHom(M,M;) si in plus este verificata urmatoarea

proprietate de universalitate: Pentru oricare monoid M’ si familie de morfisme de monoizi (p;);<;
<ncu p;’eHom(M’, M;), 1 <i <n, existid un unic ueHom(M’, M) a.i. p;ou=p;".

Demonstratie. Asociativitatea operatiei de inmultire de pe M rezultd din asociativitatea
fiecarei operatii de inmultire de pe M; iar elementul neutru este 1=(1,...,1).

Daca xeU(M), x=(Xi,...,Xy), atunci exista yeM , y=(y,...,yn) al xy=yx=1 <
(X1Y15- - > XoY0)=(V1X15. - ¥oXn)=(1,...,1) < Xy; = yiX;= 1 pentru orice 1 <i<n < x;€ U(M)) pentru orice
1 <i<nexeUM)) X...xX UM,), de unde egalitatea (de multimi).

UM)=UM)) X...x UM,).

Daca x=(Xy,...,Xn), Y=(¥1,..-,.Yo) €M s1 1 <1 < n, atunci Xy=(X1Y1,...,XaYn), deci p; (Xy) =X; y; =p;
(X)pi (y), adica p; eHom(M, M;).

Sa verificam acum proprietatea de universalitate, iar pentru aceasta fie M' un alt monoid si
pentru 1 < i < n sd consideram p/eHom(M’, M;). Pentru xeM’, definim u:M'—>M prin
u(x)=(p1'(x),...,pa'(x)) si se verifica imediat ca ueHom(M’, M) iar p,ou=p;’ , pentru orice 1< 1 <n.

Fie acum u'eHom(M’, M) a.i. pjou'=p;’ pentru orice 1 <i < n. Atunci pentru orice xeM’
avem pi(u'(x)) =pi'(x), adica

u'(x)=(p1'(X),...,ps'(X))=u(x), de unde uv=v’.m

Definitia 1.12. Monoidul M=M; X...XM, impreuna cu proiectiile (p;)i<ic, poarta numele
de produsul direct al monoizilor My, M,, ..., M, (cind nu este pericol de confuzie nu vom mai
specifica proiectiile).

CURSUL nr. 7

§1. Grup. Calcule intr-un grup. Subgrup.
Subgrup generat de o multime. Grup ciclic.
Ordinul unui element intr-un grup.

Definitial.1. Vom spune despre un monoid M ca este grup daca UM)=M. Altfel zis,
dubletul (M, ‘) format dintr-o multime M si o operatie algebrica pe M este grup daca operatia
algebrica este asociativa, admite element neutru si orice element din M este inversabil.

Grupul M se va zice comutativ ( sau abelian ) daca operatia algebrica este comutativa.

Exemple. 1. Daca T este o multime nevida atunci (P(T), A) este grup comutativ.
2. Dacd A este o multime nevida, atunci (2(A), o) este grup ( in general necomutativ).
3. Mai general, daca (M, -) este un monoid atunci (U (M), -) este grup.
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in cele ce urmeaza prin (G, -) vom desemna un grup multiplicativ (daci nu este pericol de
confuzie nu vom mai specifica operatia algebricd). Cardinalul multimii G se va nota | G | si se va
numi ordinul grupului G .

in consecintd, elementul neutru al lui G va fi notat cu 1 iar pentru xeG inversul sdu va fi notat
prin x™ .

Analog ca in cazul semigrupurilor, daci pentru xeG definim x"= 1, atunci (x')'= x iar daci
m, neN, atunci x™ x" =x™™ si (x™)" = x™. De asemenea, daci x,y €G si Xy = yx, atunci pentru

oriceneN (xy)'=x"y".

Definitial.2. O submultime nevida S a lui G se zice subgrup al lui G daca S impreuni cu
restrictia operatiei algebrice de pe G la S formeazi grup.

Vom nota prin L(G) multimea subgrupurilor lui G; pentru a exprima ca HeL(G) vom indica
lucrul acesta scriind ca H<G.
Propozitial.3. Pentru o multime nevida S a lui G urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:
H Sel(G);
(i) 1€S si pentru orice x, yeS, xyeSsix 'eS;
(iii) pentru orice x, yeS, x'yeS.

Demonstratie. Implicatiile (1)=(ii) si (i1)=>(iii) sunt imediate.
(111))=(1). Cum S # @ existd xo€S si atunci 1=x,"'x0€S. Alegand un element oarecare xeS,

cum 1eS avem ci si x'=x"1€S adici (S, ) este grup.m

In mod evident, {1} €L(G) si GeL(G). Oricare alt subgrup S al lui G diferit de {1} si G se
zice propriu. Subgrupul {1} se zice subgrup nul si se noteaza de obicei prin 0.

Propozitial.4. Fie (S;)ic;0 familie nevida de subgrupuri ale lui G . Atunci, S, € L(G).

iel
Demonstratie. Fie S=(\S; si X,y €S . Atunci pentru orice i€l, X, yeS; si cum S;<G avem ca
iel

x 'y€S;, adica x'y€S, deci S<G.®

Observatial.5. In ceea ce priveste reuniunea a doud subgrupuri ale lui G si demonstrim ci
dacd H, KeL(G), atunci HUKeL(G)<HcK sau KcH. Implicatia de la dreapta la stanga fiind
evidenta sa presupunem ca HUKeL(G) si totusi HzK si KzH , adica existd xeH astfel incat x¢K si
yeK astfel incat yg H. Considerand elementul z=xy atunci cum am presupus ca HUK eL(G) ar trebui

ca ze HUK. Daci zeH, atunci cum y=x"'z am deduce ci yeH — absurd. Dacd z€K atunci ar rezulta
cix=zy 'eK —absurd !.
Din cele expuse mai inainte deducem ca in general, dacd H, KeL(G) nu rezultd cu necesitate

ca si HUKeL(Q). Este una din ratiunile pentru care vom introduce notiunea ce urmeaza.

Definitial.6. Daca M este o submultime nevida a lui G, prin subgrupul lui G generat de M
intelegem cel mai mic subgrup al lui G ( fata de relatia de incluziune ) ce contine pe M si pe care
il vom nota prin <M>. Altfel zis

<M>= (s.
SeL(G)

McS

Dacd M € L(G), in mod evident <M>=M.

Propozitial.7. Dacd McG este o submultime nevida, atunci <M> = {x; ...Xx, | neN

iar x; eM sau x;! eM pentru orice 1<i<n }.
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Demonstratie. Fie H={x, ...x, | neN iar x; €M sau x;" €M pentru orice 1<i<n } si x, yeH,
adicd X=X ... Xy, Y=Y1...Ym CUX; SaU x;'in M siy; sau yj’1 in M pentru 1<i<n si 1<j<m.

Cum x’ly =x," .. x" Vi ... Ym deducem ca x'lye H, adica H<G. Deoarece McH iar <M>
este cel mai mic subgrup al lui G ce contine pe M deducem ca <M>cH .

Fie acum S<G astfel incdit McS. Atunci HcS, deci Hc Ns=<M>, de unde egalitatea

S<G
McS

<M>=H.m

Corolar 1.8 . <x>={x" | neN}U{(x™")" | neN}.

Definitie. <x> poarti numele de grupul ciclic generat de x. Ordinul unui element xeG
notat o(x) se defineste ca fiind o(x)=|<x>|. Evident, o(1)=1 iar daca x#1 si o(x)=n, atunci n este cel

mai mic numér natural pentru care x"=1. Daca o(x)=c0, atunci x"#1, pentru orice n>1.

Observatia 1.9.

1. Daci x e G este de ordin finit si existd 7 €N "a.i. x" =1, atunci o(x) n.
Intr-adevir, impartind pe n la o(x) gasim ¢, r €N ai n=c-o(x)+r si r<o(x).
Din x°®
o(x)), deci o(x)|n.

=x" =1 deducem imediat ca si x" =1, adica r = 0 (tinadnd cont de minimalitatea lui

2. Dacd x,ye G, al o(x) si o(y) sunt finite, Xy = yx si (o(x), o(y)) = 1, atunci o(xy) =
o(x)o(y).
Intr-adevar, daci notim m = o(x), n = o(y) si p = o(xy), din x" =y" =1 deducem ci

(xy)™ =x™" - y™ =1, adica p |mn . Din o(xy) = p deducem ca (xy)” =1, deci x” = y™" iar de aici

x" =(y")? =1, adicd mjnp si cum (m,n) = 1 deducem ca m|p. Analog n|psi cum (m,n) = 1
deducem ci mn|p, adica p = mn.

3. Din cele de mai inainte deducem recursiv cd dacd x,,x,,..,x, €G (n>2) si cele n
elemente comutd intre ele iar ordinele a oricare doud (diferite) sunt prime Intre ele, atunci
o(x;..x,)=o0(x,)..o(x,).

Propozitial.10. (L(G), c) este latice completa.

Demonstratie.  In mod evident 0={1}, 1=G iar pentru H, KeL(G), HAK=HNK iar
HvK=<HUK>. Daca (S;)ie; este o familie oarecare de subgrupuri ale lui G, atunci A S;= (S, €
iel

iel

L(G)iar vSi=<U S>eLG).m

iel iel

§2.Subgrupuri normale. Factorizarea unui grup
printr-un subgrup normal

Definitia 2.1. Vom spune despre un subgrup H al lui G ci este normal in G daca xH =

Hx pentru orice xeG si vom scrie H<G pentru a desemna faptul acesta.
Vom nota prin Ly(G) multimea subgrupurilor normale ale lui G. Evident, Ly(G) < L(G), {1},
Ge Ly(G) iar daca G este comutativ, atunci Lo(G)= L(G).

Propozitia 2.2. Pentru HeL(G) urmitoarele afirmatii sunt echivalente
() He Ly(G)
(i) Pentru orice xeG, xHx'cH (unde xHx'={xhx" : heH}).
Demonstratie. (i) = (ii). Daca H<G si xeG, atunci xH=Hx, deci pentru heH, xh=kx cu keH
astfel ci xhx' = keH.
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(ii)=(i). Fie xeG. Din xHx'cH deducem imediat ca xHcHx. Inlocuind pe x cu x”' deducem
ca x'H < Hx"', de unde HxcxH, adica xH=Hx, deci He Ly(G).m

Propozitia 2.3. Ly(G) este sublatice modulara marginita a lui L(G).

Demonstratie. Am vazut ca {1} si G fac parte din Lo(G). Fie acum H, Ke Ly(G), xeG si
heHNK. Atunci xhx'eH, K deci xhx'eHnK, adici HNK e Ly(G). Si aritim acum ci HvK
=HK=KH (unde HK= {hk|heH, keK}). Avem
HK= |J xK = |JKx=KH .

xeH xeH
in mod evident H, KcHK iar daca alegem S<G astfel incat H, KcS atunci HKcS, adica

HK=KH=HVK. Pentru a arata ca HK<G, fiec xeG, heH si keK.
Scriind x(hk)x"'=(xhx")(xkx"), cum xhx'eH si xkx'eK, deducem ca x(hk)x" eHK, adica

HK <G, deci si HvKeLy(G). Am demonstrat deci cd Ly(G) este sublatice (marginitd) a lui L(G).
Pentru a proba cd Ly(G) este modulara fie H, K, LeLy(G) astfel incdit HCK si sd aratam ca
KA(HvL)=Hv(KAL). Tinind cont de cele stabilite anterior este suficient sd probam incluziunea
Kn(HL)cH(KNL) (cealaltd fiind evidentd) iar pentru aceasta fie xe KN(HL). Atunci xeK si xeHL
ceea ce implicd x=yz cu yeH si zeL. Avem z=y'xeK si cum zeL deducem ci zeKnL.

Cum yeH rezulta x=yze H(KNL), adica avem Kn(LH)cH(KNL).m

Daca H<G, atunci (G/H)s=(G/H)~=G/H.

Pentru xH, yHeG/H (cu x,yeQG) definim (xH)(yH)=(xy)H si sd aratim ca fatd de aceasta
operatie algebrica G/H devine grup.

Daca mai avem X', y'e€G astfel incat xH=x'H si yH=y'H atunci x'x', y'y'eH.
Pentru a proba ca (xy)H=(x'y")H scriem (xy) ' (x'y')= =y'x'x'y'=[y"(x' x)yl(y'y'), de unde
deducem ci (xy)'(x'y")eH, adici (xy)H=(x'y")H si astfel inmultirea pe G/H este corect definiti. Ea

este si asociativd deoarece pentru xH, yH, zHeG/H cu x, y, zeG avem
(xH)[(yH)(zH)]=(xH) [(y2)H]=[x(yz) [H=[(xy)z]H=[(xy)H](zH)= =[(xH)(yH)](zH) Elementul neutru
va fi 1H=H iar pentru xHEG/H avem (x'H)(xH)=(x"'xH)=H si (xH)(x'H)=(xx")H=H, de unde
deducem ca (xH)'=x"H.

Definitia 2.4. Grupul (G/H, -) poartd numele de grupul factor al lui G prin subgrupul
normal H. Aplicatia pyn:G—G/H, pu(x)=xH pentru orice xeG poartd numele de surjectia
canonicd.

Observatia 2.5.
1. In mod evident | G/H|=|G:H| , astfel ca daca G este finit, | G/H|=|G|:|H].

2. Daca H<G si |G:H]=2, atunci H<G, (deoarece alegand xe G\H, din HnxH = HNHx= si
HuxH=HUHx=G deducem ca xH=HXx).

In continuare vom prezenta un alt mod de a introduce grupul factor G/ H cand H<G.
Sa presupunem la inceput ca H este doar subgrup al lui G (fara a fi normal).

Pe G definim doua relatii p3, si p& astfel:

(X, y)€E p;, < x'yEHsi(x,y)E€ pi < xy €H.

Se verificd imediat cd p;, si pi  sunt relatii de echivalenti pe G iar pentru xEG,
[x]p.;{ =xH si [x]p;fl = Hx.

In cazul in care HSG , atunci Py = pf, & py sisdardtdm ca p, este o congruentd pe G

(adicd compatibild cu structura de grup a lui G). Pentru aceasta fie x, x', y, y€G al (x, X)), (y,

s s

Y)E p,; sisd aratim ci si (xy, X'y)€ p,, . Avem (xy)' (x'y)=y'x'x'y'= [y'x'x)yl(y'y") sicum
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x'x, y'y€H iar H<G (adici y'(x'x')y€H) deducem imediat ci (xy)'(x'y’)€H adica,
(xy, X'y)E py - Astlel G/ py ={[x],, }re¢ = (¥H}cc =G/ H si de aici constructia grupului factor G /

H continua ca mai Inainte.

Observatia 2.6. Am vazut ca daca H<G, atunci p, este o congruentd pe G (adica o relatie
de echivalentd pe G compatibild cu structura de grup a lui G).

Se poate arata imediat cd asocierea H ~ p,, stabileste o bijectie intre Lo(G) si congruentele de
pe G. Intr-adevir, daci p este o congruenti pe G, atunci se arati usor ci
[, = fx e G(x1)e p}ELO(G) si astfel, asocierea p ~ [1], este inversa functiei H ~ p, (de mai

inainte).

CURSUL nr. 8

§1.Morfisme de grupuri. Compunerea morfismelor de
grupuri. Monomorfisme, epimorfisme, izomorfisme de
grupuri.

Definitia 1.1. Daca G si G’ sunt doud grupuri, vom spune ci o functie f:G—G’ este
morfism de grupuri daca pentru orice x, yeG, f(xy)=f(x)f(y).

Vom nota Homg(G, G')={f:G—G’|f este morfism de grupuri}. Dacd nu este pericol de
confuzie in loc de Homg,(G, G") vom scrie Hom(G, G').

Exemple.
1. Functia 15:G—G este morfism de grupuri.
2. f: G—G', f(x)=1 pentru orice xeG este de asemenea morfism de grupuri (numit
morfismul nul).

3. Daca H=G atunci py :G—G/H, py(x)=xH pentru orice xeG este morfism surjectiv de
grupuri (numit morfismul surjectiv canonic).

Observatia.1.2. Ca si in cazul monoizilor se demonstreaza imediat ca daca G, G’, G sunt
grupuri si feHom(G,G'), geHom(G',G""), atunci gofe Hom(G,G"").

Propozitia 1.3. Daca G, G’ sunt grupuri si fe Hom(G, G'), atunci f(1)=1 si fx") = fx)?!
pentru orice xeG.

Demonstratie. Din 1=1-1 deducem ca f(1)=f(1-1)=f(1)-f(1) iar de aici ca f(1) =1. Dacd xeG,
cum xx' = 1 deducem 1 = f(1) = fixx") = =f(x) f(x "), de unde f(x)=f(x)". W

Propozitia 1.4. Fie G, G’ grupuri iar feHom(G, G').
(i) Daca H<G atunci f(H)<G'
(ii) Daca HIG i f este functie surjectiva, atunci f(H)<G'
(iii) Dacid H'<G', atunci f'(H')<G
(iv) Daci H'SG', atunci f'(H)<G.
Demonstratie. (1). Dacd x', y'ef(H), atunci x'=f(x), y'=f(y) cu x, yeH si cum X"y =(f(x))"
f(y)=f(x'y) iar x'yeH deducem ci x"'y’ef(H), adica f(H)<G'.
(i1). Daca x'eG’ si h'ef(H) atunci cum f este surjectie x'=f(x) cu xeG si h'=f(h) cu heH. Deoarece
x'h'x"'=f(xhx™") iar xhx™' €H (cici HSG) deducem ci x'h'x"" ef(H), adica f(H)<G.
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(iii). Daca x, yef'(H"), atunci f(x), f(y)eH' si cum H'<G’ deducem ca  f(x)" f(y)=f(x'y)eH’, adici
x'ye f'(H), deci f'(H")<G.

(iv). Fie xeG si yef'(H') (adici f(y)eH'). Cum H'SG' avem f(x)f(y)f(x)"' eH’ sau f(xyx")eH’, deci
xyx ' ef'(H"), adica f'(H')<G.m

Observatia 1.5. Dacd feHom(G, G'), conform propozitiei precedente deducem cd f
'({1})<G iar f(G)<G'. Convenim si notam f'({1})=Ker(f) si sa-1 numim nucleul lui f iar f(G)=Im(f)
si sa-1 numim imaginea lui f.

Astfel, pentru orice feHom(G, G"), Ker(f)<G iar Im(f)<G".

Propozitia 1.6. Dacid G, G’ sunt grupuri iar feHom(G, G'), urmitoarele afirmatii sunt
echivalente:
(i) feste functie injectiva
(i)  Ker(h={1}

(iii)  Pentru orice grup G" si a, e Hom(G", G), daca foa=fof}, atunci a=f.

Demonstratie. (i) = (ii). Evident {1}cKer(f). Daca xeKer(f) atunci f(x)=1=f(1) si cum f
este injectie deducem ca x=1, adica Ker(f)={1}.

(ii)=(i). Daci x, yeG astfel incat f(x)=f(y), cum f(x'y)=(f(x))'f(y)=1 deducem ci
x'yeKer(f)={1}, adica x"'y=1 deci x=y, rezultand astfel ci f este injectie.

()= (iii). Evidenta

(11))=(1). Sa presupunem prin absurd ca f nu este injectiva (desi verifica (iii)). Cum (i) <
(i1), deducem ca Ker(f)={1}. Daca notam G"'=Ker(f) si consideram a, B:G"’'— G, a=incluziunea iar
B= morfismul nul (adicd B(x)=1 pentru orice xeG"), atunci 0B si fooa=fof (cdci ambele dau

morfismul nul) — absurd !.®

Observatia 1.7. Datoritd propozitiei precedente vom numi morfismele injective de grupuri
monomorfisme. Monomorfismele se mai zic si scufundari.

Propozitia 1.8. Daca G, G’ sunt grupuri iar fe Hom(G, G’), atunci in ipoteza ci G’ este
comutativ, urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este surjectie

(i) Im(H=G’

(iii) Pentru orice grup G" si orice morfisme o, pcHom(G',G"), daca aof=Pof, atunci a=f.

Demonstratie. Echivalenta (1) < (ii) este imediata.
(1)=(ii1). Daca yeG' cum f este surjectie exista xeG astfel incat f(x)=y. Atunci (aof)(x)=( pof)(x) <
a(f(x))= B(f(x)) < a(y)=p(y), adica oa=p.
(iii)<=(1). Sa presupunem ca f verifica (iii) si totusi nu este surjectiva, adica Im(f)=G’. Alegand
G"'=G'/Im(f) (lucru posibil deoarece prin ipoteza G’ este comutativ si deci Im(f)<G’) avem ca G"'={1}
si astfel alegand a=pim:G'—G" si P= morfismul nul de la G’ la G”" avem ca a=P desi aof=Pof (caci

ambele compuneri dau morfismul nul) — absurd.m

Observatia 1.9. Datorita propozitiei precedente morfismele surjective fe Hom(G, G") cu G’
comutativ se mai zic §i epimorfisme.

Definitia 1.10. Daca G, G' sunt grupuri, vom spune ci feHom(G, G') este izomorfism de

grupuri daca existd ge Hom(G', G) astfel incat gof=1¢ si fog=1¢. in acest caz vom spune despre
grupurile G si G' ca sunt izomorfe si vom scrie G= G'.
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§2.Teoremele de izomorfism pentru grupuri

Vom incepe cu o teorema cunoscutd sub numele de teorema fundamentala de izomorfism
pentru grupuri:

Teorema.2.1. Daca G, G' sunt grupuri iar fe Hom(G, G’), atunci G/Ker(f)=Im(f).

Demonstratie. Daca notam H=Ker(f) atunci H={xeG | f(x)=1}2G iar G/Ker(f)={x Ker f |
xeG}={xH | xeG}.

Definim @:G/Ker(f)—Im(f) prin ¢(xH)=f(x) pentru orice xeG. Daca x, yeG, atunci din
echivalentele xH=yH < x'yeH < fix'y)=1 < f(x)=f(y) deducem ci ¢ este corect definita si
injectiva. Surjectivitatea lui ¢ fiind imediatd deducem ca @ este bijectie.

Cum ¢ ((xH)(YH)) = o((xy)H) = f(xy) = f(x)f(y) = ¢(xH)p(yH) pentru orice xH, yHeG/H

deducem ca ¢ este si morfism de grupuri, adicd ¢ este izomorfism de grupuri.m

Corolar 2.2. Dacd G, G’ sunt grupuri iar fe Hom(G, G') un morfism surjectiv de
grupuri, atunci G/Ker(f)=G'.

Corolar 2.3. Fie G un grup, H, K subgrupuri ale lui G a.i K <G. Atunci HK < G, HNK
<Hiar HK/K=H/HNK.
in plus, dacii si H < G, atunci HK< G (unde reamintim ci HK={hk / heH si keK}).

Demonstratie. Cum K <G, xK=Kx pentru orice xeG si prin urmare HK= | JKx = | JxK =KH

xeH xeH

Daci x, yeHK, x=hk; si y=hyk, cum h;, h,eH si k;, k, K atunci scriind:
xy '=(hik;)(hoko) '=(hik;)(hy ko) =Thy (kik, by 'I(hih, ) deducem ca xy' eKH=HK (céci din H, K<G
si K<IG deducem pe rand i hy,h," €K, hy(kk,")h," €K si hh," €H), adica HK<G.

in mod evident K<HK si sa consideram @:H—>HK/K, ¢(x)=xK pentru orice xeH (evident ¢
este corect definita deoarece pentru xeH avem xeHK si xKe HK/K), care este morfism de grupuri.

Deoarece orice element din HK/K este de forma (xy)K=x(yK)=xK=¢(x) (cu xeH si yeK)
deducem ca ¢ este morfism surjectiv de grupuri.

In plus, Ker o={xeH / p(x)=1}={xeH / xK=K}={xeH / xeK}=HNK.
Deducem ca H/Kerp ~ HK/K <H/HNK~HK/K. Dacd si H<G, atunci pentru orice xeG avem
x(HK)=(xH)K=(Hx)K=H(xK)=H(Kx)=(HK)x, adica HK<G.®

§3.Grupuri de permutiri. Teorema lui Cayley.
Grupurile S, si A,.

Fie M o multime nevida iar Z(M)={feHom(M) | f este bijectivd}. Dupa cum am vazut in §1
al acestui capitol (Hom(M),o) este monoid iar (M) apare acum ca grupul unitatilor monoidului
Hom(M).

Convenim sa numim grupul (M) ca fiind grupul permutdrilor asupra elementelor multimii
M.
Dacd M este o multime cu n elemente (exemplul clasic fiind M={1,2,...,n} cu n>1), atunci

grupul X(M) se noteaza prin S, si se va numi grupul permutdrilor asupra unei multimi cu n elemente
sau grup simetric de grad n. (vom vedea mai departe ca pentru grupul S, natura elementelor multimii
M joaca un rol secundar, numarul elementelor lui M fiind lucrul important).

Astfel, un element o al lui S, se va prezenta de multe ori sub forma unui tabel

o 7 o)
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Vom nota prin e, sau simplu prin e (daca nu este pericol de confuzie) permutarea identica din
S,
Avem ca |S,|=n!.

Teorema 3.1.(Cayley) Orice grup G este izomorf cu un subgrup al grupului de permutiri
2 (G).
Demonstratie. Pentru xeG se probeazd imediat ca 0,:G—2(G), 0,(y)=xy pentru orice yeG

este un element din 3(G). Sa aratim acum cid ¢:G—2(G) , o(x)=0, pentru orice xeG este un
morfism injectiv de grupuri. Daca x, yeG si ¢(x)=0(y), atunci 8,=0, deci in particular 6,(1)=0,(1) <
x-1=y-1 <<x=y, de unde deducem ca ¢ este ca functie o injectie.

De asemenea, ¢(x) ° ¢(y) = 0y ° 0y iar dacd zeG avem (6, ° 0,)(z) = 6, (0y(2)) = x(yz) = (Xy)z
= 0,,(2), adica 6, ° 0, = 0,, = =@(xy), deci ¢(x) ° ¢(y) = ¢(xy), adicda pcHom (G, 2(G)). Deducem ca
G=o(G)<2(G).m

In continuare ne vom ocupa de studiul grupului S, cu n>2. Evident, grupul S, avand 2
elemente este comutativ pe cand incepand cu n>3, S, nu mai este comutativ.

Definitia 3.2. Numim ciclu de lungime k (2<k<n) o permutare €S, pentru care existia
elementele distincte i, i,...,ix din {1,2,...,n} a.i. o(i1)=i,, 6(i,)= i3, ..., 6(ix )=l iar ¢(i)=i pentru orice
ie{l,2,...,n} \ {ip,iy, ..., i}. Convenim sa notdm un astfel de ciclu 6 prin 6 = (i; 15 ... i) sau 6 = (i, 1y,
..., 1) (daca exista pericol de confuzie).

Ciclii de lungime 2 se mai numesc §i transpozitii.

De exemplu, in Ss

1 2345). 12345
(135)= iar (2 4)= .
32541 14325

Dacd 6 = (i 12 ... iy) este un ciclu de lungime k, convenim sa numim multimea {iy,i,, ..., ik} ca
fiind orbita lui 6 .

Daca t=(j; j» ... Ju) este un alt ciclu de lungime t din S, , vom spune cd ¢ si T sunt ciclii
disjunc,ti daca {i], iz, ceey lk} N ‘Ul, jz, . jt}:Q.

Propozitia 3.3. Daci o, T sunt ciclii disjuncti din S,, atunci ot=T0.

Demonstratie. Daca 1 e {1, 2, ..., n} \ ({i, 1, ..., &} U {1 j2, -..» ji}), atunci (o1)(i) =
=(10)(i) =i. Sa presupunem ca ief{i;, i, ..., I}, sa zicem de exemplu ca i=i;. Atunci
(o1)(1)=o(t(i))=0(i)=0(i;)=i,, iar (16)(i)=1(c(i))=1(i2)=1, de unde concluzia ca (ot)(i)=(tc)(i). Analog se
arata ca A(cst)(i)=(1:cs)(i) dacaie{ji, jo, .., ji}, de unde deducem egalitatea ot = 10.

In esentd am folosit faptul ca daca i¢ {ij, iy, ..., i} atunci t(i)=i iar dacd j¢& {ji, jo, ---» ji}>

atunci 6(j)=j.
Observatia 3.4. Deoarece pentru orice 2<k<n avem (i ...i) =03 ... g 1)) = ... =

.. . . o1 e e .
(i 1; ... 1.1) deducem cd in S, existd % . A,’,‘ ciclii distincti de lungime k.

Propozitia 3.5. Ordinul oricarui ciclu de lungime k (2<k<n) este k . Daca o, sunt 2 ciclii
disjuncti de lungimi k si respectiv t (2<k, t<n), atunci o(c7)=[k,t]. in particular, daca (k,t)=1,
atunci o(ct)=0(0)-0(T).

Demonstratie. Trebuie in prima parte si demonstrim ci ¢*(i)=i pentru orice ic {1,2, ... ,;n},
unde 6=(i}, 1, ... , Ix) este un ciclu de lungime k.

Daca ie {1,2,...,n}\ {i;, 1, , ..., iy}, atunci In mod evident Gk(i)=i. Daciie{i;, 1, , ...,
i}, de exemplu i = i}, atunci o’(i) = o(c(i)) = o(o(iy)) = o(ir) = i3, deci 6*'(i) = iy #i iar o"(i)=i si
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analog pentru orice ie {i; , 1, , ..., i}, i#1; , de unde concluzia ca o"=e iar k este cel mai mic numar
natural cu aceasta proprietate, adica o(c)=k.

Fieo=(ij 1 ... i) , =( j2 ... jo) ciclii disjuncti de lungime k si respectiv t (2<k, t<n), € = o1 =
1o, s=[k,t] iar r=0(g). Va trebui sa demonstram ca r=s.

Deoarece k,t | s deducem ca &’=e, adica r|s. Cum €= e deducem cd ¢'t=¢ adicd ¢'=t" . Dacd
am avea ¢'#e, atunci existd ie {ij i, ... ,ix} a.l. 6'(1)#i. Cum o'=1" deducem ca si 7'(i)#i, adicd i< {j;,
j2s ...njit —absurd ! . In concluzie 6 "=t "=e, de unde deducem Klr si tir. Cum s=[k,t] deducem ci sr,

adica s=r.m

Corolar 3.6. Daci oy, ... o, sunt ciclii disjuncti doi cite doi din S, de lungimi t,, ... ,t;
atunci 0(01 ooo O'k)=[t1, ...,tk].

Teorema 3.7.. Orice permutare ¢S, c£e se descompune in mod unic in produs de ciclii
disjuncti (exceptand ordinea in care acestia sunt scrisi) .

Demonstratie. Fie t=|{ i€ {1,2,...,n} |o(i)#i }| ; cum o+#e deducem ca existd ie {1,2.,...,n} a.i.
o(i)i si astfel si o(o(i))#0(i), de unde concluzia ca t>2. Vom face acum inductie matematica dupa t.
Daca t=2 totul este clar caci in acest caz o se reduce la o transpozitie.

Sa presupunem acum teorema adevdrata pentru toate permutarile ce schimba efectiv mai putin
de t indici si sa ardtim ci dacd ¢ este o permutare ce schimba efectiv t indici atunci 6 se descompune
in produs de ciclii disjuncti. Alegem ipe {1,2,...,n} pentru care o(ip)#iy i fie g=o(c). Alegand i,=0(iy),
i,=0(i}), ... ,i+1=0(iy), ... se vede ca ik=csk(i0) pentru orice k>1. Cum ¢’= e deducem ci ¢"(iy)=io, deci
ig=lp. Putem alege atunci cel mai mic numar natural m cu proprietatea cd in=lp. Atunci numerele
ig,11,...,im.1 sunt distincte intre ele.

intr-adevar, dacid i=is cu 0<r, s<m, atunci 6'(ip)=0°(ip). Daca r>s, notdind  p=r-s obtinem
6"(ip)=io si deci i,=i, contrazicand alegerea lui m (caci p<m).

Analog daca r<s. Cu ig,iy, .... ,ip formam ciclul T =(igi; .... i) $i 88 consideram permutarea
o'=t"c. Dacd avem un i a.i. o(i)=i, atunci i { io,iy, .... , im1} §i deci T'(i)=i de unde o’(i)=i. Cum
1;=0(ip), ,=0(1y), ... , 17=6(iy.1) deducem ca pentru orice i€ { ig,iy, .... ,in.} avem o'(i)=1.

Rezulta ca ¢’ schimba efectiv mai putin de t-m elemente iar cum m>2 atunci t-m<t, deci putem
aplica ipoteza de inductie lui ¢’. Rezultd atunci ca putem scrie 6'=t, ... T, cu T, ... Ty ciclii disjuncti.
Punand 1,=t obtinem cd o=11, ... Tsiar T, este disjunct fatd de ceilalti ciclii. Din modul efectiv de
descompunere de mai inainte deducem ca scrierea lui ¢ sub forma o= 1T, ... T, este unic

determinata.

Observatia 3.8. Daca o=( iy, 1, .... ,ix) este un ciclu de lungime k din S, (2<k<n), atunci se
probeazd imediat prin calcul direct cd avem urmatoarele descompuneri ale lui ¢ in produs de
transpozitii:

G:(iliz)(i2i3). . ~(ik—1ik):(i1ik)(ilik—1) ven (1112)
Din cele de mai sus deducem imediat urmatorul rezultat:

Corolar 3.9. Orice permutare oS, (n>2) este un produs de transpozitii (s observam ca
daca o=e, atunci 6=(12)(12)).

o(i) - o(j)

1<i<j<n 1—]

Definitie 3.10. Fie o€S,. Signatura lui ¢ este numarul sgn(a)z ; evident,

sgn(o) € {i 1} .

O inversiune a lui ¢ este o pereche (ij) cu 1<i<j<n a.il. o(i)>c(j). Daca r este numarului de
inversiuni ale lui 6, atunci evident sgn(c) = (-1)" . Daca r este par spunem ¢ ¢ este permutare pard iar
dacd r este impar spunem ca ¢ este permutare impard .

Vom nota prin A, multimea permutarilor pare.

Astfel, 6€8S,, este pard < sgn(c)=1 si impard < sgn(c)=-1.
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Propozitia 3.11. Daca o,t€S,, atunci sgn(c°t)=sgn(c)-sgn(t).

a(z(@)-o(z(j)

Demonstratie. Avem sgn(oor)= []

1<i<j<n 1=J
_ 1y o) -ole(i) <(i)-() _
_H (i) - 1(; i- ]
-1 G(i)—ff(j)_ I1 T(i)—f(j)zsgn(c)_sgn(r) -

I<i<j<n 1=] I<i<j<n 1-]

!
Corolar 3.12. Pentru orice n>2, A, <S8, iar ‘An‘ :% .

Demonstratie. Din Propozitia 10.11. deducem ca functia sgn : S, — {£ 1} este un morfism
surjectiv de la grupul (S,,°) la grupul multiplicativ ({£ 1 },-).
Deoarece Ker(sgn) = {o€S, | sgn(c)=1}=A, deducem imediat ca A,<S,. Conform primului Corolar de
la Teorema fundamentalad de izomorfism pentru grupuri deducem ca S, /A, = {1}, de unde concluzia

n!
2

—_ n —_

CAIS/A, =2 |Sh]: | AL =2 &

An

Observatia 3.13. Orice transpozitie (rs) cu 1<r<n este o permutare impari . intr-adevar,
inversiunile sale sunt de forma (r,1) cu r<i<s sau (i,5) cu r<i<s astfel cd numarul lor este egal cu 2(s-r)-
1. Astfel dacd c€S, si scriem pe ¢ ca un produs de transpozitii o=t,t,...t,, , atunci sgn(c) = sgn(t)
sgn(ty) ... sgn(t,)= (-1)™ si deci © va fi permutare para sau impara dupa cum m este par sau impar.

in particular, dacd o=(i 1, .... iy) cum 6=(i;i>)(izi3). . .(i.1ix) deducem ca sgn(c)=(-1)<".

Teorema 3.14. Doua permutiri a, peS, sunt conjugate in S, daca si numai daca ele au
aceeasi structura ciclica.

Demonstratie. ,,=" . Daci a, B sunt conjugate in S,, atunci existd yeS, a.i. p=yoy" . Insi yoy
" are aceeasi structura ciclica cu a (cici dacd a= ... (ij i ... i) ... , atunci yoy'= ...(_ (i) v(ip) ....
v(ix)). .. de unde concluzia cd a i  au aceeasi structurd ciclica.

Faptul ci yoy™ actioneazi asupra lui o de maniera descrisa mai sus se probeazi astfel : se
descompune « in ciclii disjuncti a = c,c, ... ¢, si se observa ca yoy'=(yc;y") (yeoy') ... (yeyy') iar
daci de exemplu ¢,=(ii ... i), atunci vy =[y(i1i2)y '] [¥(2is)y '] ... [Y(ixai)y '], totul reducandu-se

astfel la a proba de exemplu ¢ y(iii)y ' =(y(i)Y(i2)) < <yo(ii)=(y(i1)y(i2))°Y.

Dacd ie{l,2, ...n} \ {i,h} atunci y()=y(i)y(i) si (vo(ini))@)=y((,i)D)=y() iar
((r(i)v(i2)>v)(@) =(v()y(i))(y(D))= (i) iar daca de exemplu i=i; atunci (ye(iii))(11)= Y((11i2)(i))=y(i)
ar ((v(ir)y(i2))ey)(1)=(y(11)v(i2))(v(i1))= v(i2), de unde egalitatea dorita.

,,<". Si presupunem acum ci o si f au aceeasi structuri ciclica si sa construim v a.i. B=yay™.

Vom face lucrul acesta pe un exemplu concret (la general rationindu-se analog) . Sa
presupunem ci suntem in Ss §i avem a=(15@23)si B=(34)215). Tinand cont de
15423

j=(13542).-
34215

A : = -1 . =
felul in care actioneaza yoy™ asupra lui o deducem ca: y = (
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CURSUL nr. 9

§1.Inel. Exemple. Reguli de calcul intr-un inel. Divizori ai lui zero. Domenii de
integritate. Caracteristica unui inel

Definitia 1.1. O multime nevida A, impreuni cu doui operatii algebrice notate
traditional prin ,,+” si ,,* ” se zice inel daca:
(i) (A,*) este grup comutativ
(ii (A,’) este semigrup
(iii) inmulﬁrea este distributiva la stinga si la dreapta fatd de adunare, adica pentru
oricare x,y, Z €A avem:
x(y+z)=xy+xz si (x+y)z=xz+yz.
In cele ce urmeaza (daci nu este pericol de confuzie) cind vom vorbi despre un inel A vom
pune in evidentd doar multimea A (operatiile de adunare si inmultire subantelegandu-se).
Astfel, prin 0 vom nota elementul neutru al operatiei de adunare iar pentru a€ A, prin — a vom
desemna opusul lui a.
Daca operatia de inmultire de pe A are element neutru (pe care il vom nota prin 1) vom spune
despre inelul A ca este unitar.
Daca A este un inel unitar si 0=1 vom spune despre A ci este inelul nul; in caz contrar vom
spune ca A este inel nenul.
Dacd inmultirea de pe A este comutativd, vom spune despre inelul A cd este comutativ.
Convenim sa notim A =A\{0}.

Exemple.

1. Din cele stabilite in §6 de la Capitolul 2 deducem ca (Z,+,") este inel comutativ unitar.

2. Daca vom considera A=27={2n : neZ} atunci (A,+,") este exemplu de inel comutativ
neunitar (caci 1¢27).

3. Daca neN, n>2 atunci (Z,, +, -) este exemplu de inel unitar comutativ finit cu n elemente
(vezi §6 de la Capitolul 2).

4. Fie A un inel si m, neN". Un tablou de forma

cu m limii i n coloane, format din elemente ale lui A se zice matrice cu m linii §i n coloane; convenim

sa notam o astfel de matrice si sub forma mai condensatd o = (a,-/- )lSiSm .
I <n

Daca m=n notdm M,, ,(A)=M,(A); o matrice din M,(A) se zice pdtratica de ordin n.
Pentru a, BEMm,n(A): OL:(Otij) I<i<m Si B:(Bij) I<i<m definim:
1<j<n 1<j<n
ot B=(0iBy) 1<icm -
1<j<n
Asociativitatea adunarii matricelor este imediatd, elementul neutru este matricea O,,, din
Mmn(A) ce are toate elementele egale cu 0, iar opusa matricei o este matricea -0 =(-0j) 1;<,, » d€ unde

1<j<n
concluzia ca (M ,(A), +) este grup (abelian).
Pentru m, n, pe N, A€M u(A), BEMy(A), 0=(0) 1< » B=(Bik) 1< /<, definim oB=(Yi) 1<i< »

1<j<n 1<k<p 1<k<p

unde = i aiiBik pentru 1<i<m si 1<k<p.

=
In mod evident, oy e My, 5(A).
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Si demonstrim ci daci m, n, p, qeN" si  aeMy.(A), BeM,,(A), YeM,4(A), atunci

. n . p
(aB)y=c(By). Intr-adevar, fie af=(di) << » CU 6ik:Z: 0Lijﬁjk si (af)y =(&) 1<j<m CU gitzz SikYke

1<k<p Jj=1 1<t<q k=1
)4 n p n
:Z (Z Othjk)th:Z Z i Bk Ve
k=1 =l k=1 =1
L . : !
Daca  By=(8'i) ;s cu 8=, Puv dar  oPyY)=(€'i) <icn» atunci &= o;d
1<t<q k=1 1<t<q Jj=1

n p n p
=2 o) Bire=2, 2 i, de unde egalitatea (aByy=cu(pBy).
j=1 k=1 ==
Tinand cont de distributivitatea inmultirii de pe A fatd de adunare, deducem imediat cd daca
oeMpyn(A) si ByyeM,,(A) atunci aB+y)=af+toy iar dacd o, BeMp.(A) si yeM,,(A) atunci
(oHB)y=ouy+Py.
Sumand cele de mai sus, deducem cé dacd neN, n>2, atunci (M,(A),*,") este un inel (numit
inelul matricelor patratice de ordin n cu elemente din A).
Daca inelul A este unitar, atunci si inelul (My(A),+,") este unitar, elementul neutru fiind
matricea I, ce are pe diagonala principala 1 si in rest 0.
Sa remarcam faptul ca in general, chiar daca A este comutativ, M,(A) nu este comutativ.

Observatia 1.2. Daca A este inel unitar, rezulta ca adunarea de pe A este comutativa.

Intr-adevir, calculand pentru a, beA, (atb)(1+1) in doud moduri (tindnd cont de
distributivitatea la stanga si la dreapta a inmultirii fatd de adunare) obtinem egalitateaa +a+b+b=a
+b +a+ +b, de unde at+b=b+a.

2. Notarea genericd cu litera A a unui inel oarecare se explica prin aceea cd in limba franceza
notiunea matematica corespunzatoare se traduce prin anneaux.

In anumite carti un inel oarecare se noteazi prin R (de la faptul ci in limba englezi notiunea
matematica de inel se traduce prin ring).

Propozitia 1.3. Daca A este un inel, atunci:
(i) a0=0-a=0, pentru orice acA
(ii) a(-b)=(-a)b= -(ab) si (-a)(-b) = ab, pentru orice a, be A
(iii) a(b-c)= ab-ac si (a-b)c= ac-bc, pentru orice a, b, ce A
(iv) a(by+...+by)=ab,+...+ab, si (a,+...+a,)b=a,b+...+a,b, pentru orice a, b, a;, b;eA,
1<i<n
(v) Dacaa,b €A, neN¥* i ab=ba avem egalititile:
a"- b"= (a-b)(@a""' + a"?b +...+ ab" >+ b™")
a211+1_|_b2n+1 = (a+b)(a2n_ aZn-lb +...- ab211—1 + bZn).

Demonstratie. (1). Totul rezulta din 0+0=0.
(i1). Totul rezulta din (i) si din aceea ca b+(-b)=0.
(iii). Rezultd din (ii).

(iv). Se face inductie matematica dupa n.

(v). Se fac calculele in membrul drept.l

Observatia 1.4. Definind pentru acA sineZ
s

a+..+a daci n>0
——

n ori

na= < 0 daca n=0

(=a)+...+(-a) daca n<0,
\ —n ori

atunci (vi). a(nb)=(na)b=n(ab) pentru orice a,beA sineZ
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(vi)). Daca A este un inel unitar, a, beA, ab=ba si ne N*, avem egalitatea
(a+b)" = Cra"*b* (prin definitie a"=1).
=0
Egalitatea de la (vi) rezulta din (iv) iar (vii) se demonstreaza prin

inductie matematica dupd n tinand cont de faptul ca C* + C**' = C*!! pentru orice neN"si 0< k <n.

Definitia 1.6. Prin unititile U(A) ale inelului unitar A intelegem unitatile monoidului (A,
*), adica U(A)={aecA : existid beA a.l. ab=ba=1}.

In mod evident, (U(A), *) este grup.

De exemplu, U(Z)={f1} iar dacd A este inel wunitar si neN, n>2, atunci
UM,(A))={MeM,(A)| det(M)=0}.

Grupul (U(My(A),") se noteaza prin GL,(A) si se numeste grupul liniar general de grad n
peste A.

Definitia 1.7. Un element acA se zice divizor al lui zero la stinga (dreapta) daca exista
beA* a.i. ab=0 (ba=0).
00

10
Exemple 1. Daca A=M,(Z), atunci din [1 OJ(I :

J =0, deducem

00
ca (1 OJ este divizor al lui zero la stnga iar [1 J este divizor al lui zero la dreapta.

Dacd neN, n > 2 nu este un numar prim iar n=n;n, cu ny, n, diferiti de 1 si n, atunci in inelul
(Z,, +, ) avem egalitatea n, -n, =n =0, adica n, si n, sunt divizori ai lui zero.
2. In orice inel A, elementul 0 este divizor al lui zero la stanga si la dreaptaA.

Propozitia 1.8. Fie A un inel si a, b, ceA.

(i) Daca A este unitar si acU(A), atunci a nu este divizor al lui zero ( nici la dreapta nici
la stinga)

(i) Daci a nu este divizor al lui zero la stinga (dreapta) si ab=ac (ba=ca), atunci b=c.

Demonstratie. (1). Daca aecU(A), atunci exista beA a.i. ab=ba=1. Daci a ar fi divizor al lui
zero, de exemplu la stinga, atunci existi ce A" a.i. ac=0. Deducem imediat ci b(ac)=b-0=0 < (ba)c=0
< 1'¢c=0 < ¢=0 - absurd. Analog daci a este divizor al lui zero la dreapta.

(i1). Din ab=ac deducem ca a(b-c)=0 si cum am presupus cd a nu este divizor al lui zero la

stanga, cu necesitate b-c=0, adicd b=c. &

Definitia 1.10. Numim domeniu de integritate (sau inel integru), un inel comutativ, nenul
si fara divizori ai lui zero, diferiti de zero.

Inelul intregilor (Z, +,) este un exemplu de inel integru .

Definitia 1.11. Un element ac A se zice nilpotent daci existi neN" a.i. a"=0.
Vom nota prin N(A) multimea elementelor nilpotente din inelul A (evident 0eN(A)).

01
De exemplu, in inelul A=M,(Z) daci alegem M_{OOJ cum
M?=0,, deducem ci MeN(My(Z)). De asemenea, cum in inelul Zg avem 23 =8=0 deducem ci

2 eN(Zy).
in mod evident, daci acN(A), atunci a este divizor al lui zero la dreapta si la stinga.
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Sa presupunem ca A este un inel unitar nenul. Daca elementul 1 are ordinul infint in grupul
(A,+) vom spune ca A este un inel de caracteristica 0 (vom scrie car(A)=0). In mod evident, a spune

ci car(A)=0 revine la aceea ci n-1#0 pentru orice neN".

Daca ordinul lui 1 in grupul (A,+) este p vom spune ca inelul A are caracteristicd p $i vom
scrie car(A)=p (acest lucru revine la a spune ci p este cel mai mic numar natural nenul cu proprictatea
ca p-1=0).

De exemplu, inelul intregilor este un inel de caracteristica 0, pe cand Z; este un inel de
caracteristica 3.

Observatia 1.12. Daca inelul A este domeniu de integritate de caracteristica p, atunci p
este un numar prim.

intr-adevir, dacd p nu ar fi prim, atunci putem scrie p=p;p, cu p;, p, numere naturale mai mici
decét p si diferite de 1 si p. Cum p-1=0 iar (p;p,)-1=(p:1)(p.-1) obtinem ca (p;-1)(p,:1)=0 si cum A
este domeniu de integritate deducem cid p;-1=0 sau p,'1=0, contrazicand minimalitatea lui p cu
proprietatea ca p-1=0.

§2. Subinele si ideale

Definitia 2.1. Daci (A,+,") este un inel, vom spune cii o submultime nevidi A’ a lui A este
subinel al lui A daca restrictiile operatiilor de adunare si inmultire de pe A la A' ii confera lui A’
structura de inel.

Acest lucru revine la a spune cd A' < (A,+) (adica pentru orice a,beA' = a-beA") si ca pentru
orice a, be A' = abeA'.

Observatia 2.2. Daca A este inel unitar, vom spune cd o submultime nevidad A' a lui A este
subinel unitar al lui A daca A' este subinel al lui Asi 1€ A'.

De exemplu, {0} si A sunt subinele ale lui A. Oricare alt subinel al lui A diferit de {0} si A se
Z1CE propriu.

Cum orice subinel A al inelului intregilor Z este in particular subgrup al grupului (Z, +) cu
necesitate existd neN a.i. A=nZ .

in mod evident, pentru a, be A avem abeA, de unde concluzia ca subinelele lui (Z, +) sunt

submultimile de forma nZ={nk : ke Z} cuneN.
In cele ce urmeaza prin I(A) vom nota multimea subinelelor lui A.

Propozitia 2.3. Daci (A;)i este o familie de subinele ale lui A, atunci ()4, €I(A).

iel

Demonstratie. Fie A'=()A4; #J (caci 0€A') si a, beA' . Atunci a, beA; pentru orice iel si
iel
cum A; este subinel al lui A deducem ci a-b, abeA;, adicd a-b, abeA'. Daca A este unitar, cum l1€A;
pentru orice iel deducem ca le ()4, =A". m

iel
Observatia 2.4. In general, o reuniune de subinele ale unui inel nu este cu necesitate un
subinel. De exemplu, 2Z si 37 sunt subinele ale lui (Z, +, ) pe cdnd A=2Z U 3Z nu este subinel al lui
Z deoarece 2, 3€A iar 3-2=1¢A.

Definitia 2.5. Fie A un inel iar I ¢ A o submultime nevida a sa. Vom spune ca I este un
ideal stang (drept) al lui A daca:
(i) I<(A,+) (adica pentru orice a, bel = a-bel)
(ii) Pentru orice acA si xel avem axel (xael).
Daca I este un ideal simultan sting si drept vom spune despre el ca este bilateral.
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Vom nota prin Idy(A) (Idg(A)) multimea idealelor stangi (drepte) ale lui A iar prin Id,(A)
multimea idealelor bilaterale ale Iui A.

In cazul cand A este comutativ, in mod evident Id((A)=Id4(A)=Idy(A) si convenim si notim
prin Id(A) multimea idealelor lui A.

Observatia 2.6.
1. Tinand cont de definitia subinelului unui inel deducem cd orice ideal este subinel.
Reciproca nu este adevarata.

intr-adevir, in inelul unitar M,(Z) al matricelor patratice de ordin n (n>2) multimea S a

matricelor superior triunghiulare (adica acele matrice din My(Z) ce au toate elementele de sub
diagonala principald egale cu zero) este subinel unitar dupa cum se verifica imediat prin calcul, dar nu

este ideal stang sau drept al lui M,(Z) céci in general produsul dintre o matrice superior triunghiulara

din S si o altd matrice din M,,(Z) nu este superior triunghiulara.
2. Nu orice ideal stang este in acelasi timp si ideal drept sau invers.

Intr-adevir, dacd neN, n>2, atunci in inelul M,(Z) multimea I={A=(a;) e M,(Z)| a;;=0 pentru

orice 1<i<n} este ideal stdng fara a fi ideal drept iar J= {A=(a;)eM,(Z)| a;;=0 pentru orice 1<j<n} este
ideal drept fara a fi ideal stang.

3. Daca I este un ideal al unui inel comutativ si unitar A si neN, n>2, atunci M(I) este ideal
bilateral al lui My(A).

4. Daca A este un inel unitar i comutativ, atunci N(A)eld(A). Intr-adevar, daca

xeN(A) atunci existd neN a.i. x"=0, astfel ca dacd acA, (ax)"=a"x"=a" -0=0, deci axeN(A). Dacd mai

avem yeN(A), atunci existi meN a.i. y"=0. Se deduce imediat ci (x-y) ™" =0, adicd x-y eN(A).

5. Daci xeU(A) si yeN(A), atunci x+yeU(A). Intr-adevar, scriind x+y=x(1+xy), cum x'y
= zeN(A), pentru a proba ca x+yeU(A) este suficient sd ardtam cd dacd zeN(A), atunci 1+zeU(A).
Scriind din nou 1+z =1- (- z), cum t = - zeN(A), totul s-a redus la a proba ci daca teN(A), atunci 1-
teU(A). Acest lucru este imediat, deoarece din teN(A) deducem existenta unui numar natural n a.i.
t"=0 si astfel 1=1-0=1-t"= (1-t)(1+t+t*+...+t""), de unde concluzia ci 1- teU(A) iar (1-t)"
=1+t ™

Propozitia 2.7. Daca (Li)icx este o familie de ideale stingi (drepte, bilaterale) ale lui A

atunci, ()/, este de asemenea un ideal sting (drept, bilateral) al lui A.
iek

Demonstratie. Fie 1= (I, si sa presupunem ca toate idealele I; sunt stdngi. Daca a, bel,
ieK

atunci a, bel; pentru orice ieK §i cum [; este ideal avem ca a-bel;, adicd a-bel. Dacid acA si bel
atunci bel; pentru orice ieK si cum [ este ideal stang al lui A avem ca abel;, de unde abel. Analog
se demonstreaza in celelalte cazuri.m

Definitia 2.8. Fie A un inel oarecare iar M c A o submultime nevidd a sa. Vom nota
<M>; (<M>4, <M>) cel mai mic ideal sting (drept, bilateral) al lui A ce contine pe M. Deci
<M>= (I ,<M>,= (I iar<M>= [)I.

Ield (A4) Ield,;(A4) Ield,(A4)
Mcl Mcl Mcl

Propozitia 2.9. Fie A un inel unitar si M c A o submultime nevida.

Atunci: (i) <M>S={Za,-x,-neN*,a,-eA, x; eM, 1<i<n}

i=1

(i) <M >,={3 xq,

i=1

* .
neN ,a;,€A4, x;eM, 1<i<n}

(iii) <M>:{Za-xAbAneN*,ai,bieA, x; €M, 1<i<n}.

ivi%i
i=1
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Demonstratie. Este suficient sa probam doar egalitatea de la (i), celelalte facandu-se analog,
iar pentru aceasta sd notam cu Iy multimea din partea dreaptd de la (i). Se verifica imediat ca L;eld (A)
si ca McI (caci A fiind unitar putem scrie pentru xeM, x=1-x). Cum <M> este cel mai mic ideal
stang al lui A ce contine pe M, cu necesitate <M>, cl. Daca [eldy(A) a.i. Mcl, atunci [, NI=<M>,
de unde egalitatea <M>;=I,. m

Observatia 2.10. in particular daci M={a} atunci idealul sting (drept, bilateral) generat de M
se numeste idealul principal stang (drept, bilateral) generat de a si atunci avem <a>={ba| be A} £Aa ,

<a>;~={ab| be A} ¥ aA.
Dacd A este un inel comutativ si unitar, atunci idealul principal generat de {a} se noteazi
simplu prin <a> gi avem deci <a>=Aa = aA.
Pentru a=0 avem <0>={0} iar pentru a=1 avem <1>=A. Avem in mod evident <a>=A <
acU(A).

Corolar 2.11. Daci A este un inel oarecare unitar, atunci in raport cu incluziunea Idy(A),
Id4(A) si Id,(A) sunt latici complete.

Demonstratie. Analog ca in cazul subinelelor, infimul unei familii de ideale este egal cu
intersectia lor iar supremul va fi idealul generat de reuniunea lor. m

Fie acum I, I, doud ideale stingi (drepte, bilaterale) ale unui inel unitar A.
Deducem imediat ca:
<[JulL>= <[jul,>y= <[JulL> = {X+y | XGI], yEIz}.
Convenim sd notdm {x+y| xel;, yel,} prin [;+]; si sd numim acest ideal suma idealelor 1, si
L.
Daci (I;);cx este o familie oarecare de ideale stngi (drepte, bilaterale) ale inelului unitar A, se
constatd imediat ca :

<UL>=<Ul,>=

ieK ieK
=<1, >={D a;la; I, pentru ieK iar {ieK\ai #0} este finital convenim sd notim aceastd
ieK ieK
ultimd multime prin Z[ ; §l1s-o numim suma idealelor (1;);x.

ieK

§3.Morfisme de inele. Izomorfisme de inele.Transportul subinelelor si idealelor prin
morfisme de inele. Produse directe de inele

Fie A si B douai inele in care (pentru a simplifica scrierea) operatiile sunt notate pentru
ambele prin ,,+” i ,,”” .

Definitia 3.1. O functie f : A—>B se zice morfism de inele daca pentru oricare a, be A
avem egalitatile:
(i) f(at+b)=f(a)+f(b)
(ii) f(a-b) = f(a)-f(b).
Daca A si B sunt inele unitare, vom spune ca f este morfism de inele unitare daca este
morfism de inele gi in PLUS (iii) f(1)=1.
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Observatia 3.2.
1. Cum in particular f este morfism de grupuri aditive avem f(0)=0 si f (-a) = -f(a), pentru
orice acA.

0
2. Se verifica imediat ca f : Z—>M,(Z), f (n)= {’(:O] pentru orice ne Z este morfism de inele

10
fara a fi insd morfism de inele unitare (caci f(1)= (0 0] #1,).

3. Daca A si B sunt inele unitare si f: A—B este un morfism surjectiv de inele, atunci f este si
morfism de inele unitare.

Intr-adevir, daci beB este un element oarecare existi acA ai. fla)=b. Cum a1 =1-a=a,
deducem ca f(a) f(1) =1(1) f(a) = f(a) &
< b-f(1)=f(1)-b=b, iar din unicitatea elementului 1 din B deducem cu necesitate ca f(1)=1.

Vom nota prin Hom(A, B) multimea morfismelor de inele de la A la B; in mod evident
IaeHom(A, A), iar daca C este un alt inel, fe Hom(A, B), ge Hom(B, C), atunci ge-fe Hom(A, C).

Definitia 3.3. Vom spune despre inelele A si B ca sunt izomorfe ( si vom nota A~B ) daca
exista feHom(A, B), geHom(B, A) a.i. fog=1y si gef=1,. in acest caz despre f si g vom spune ci
sunt izomorfisme de inele.

In particular, un izomorfism de inele este o aplicatie bijectiva.

Reciproc, daca f:A—B este un morfism bijectiv de inele, atunci ca in cazul morfismelor de
grupuri (de la Capitolul 1) se arati usor cd f':B—A este morfism de inele si cum fof '=1y iar f'of=1,
deducem cd feHom(A, B) este izomorfism de inele daca si numai daca f este morfism bijectiv de
inele.

Propozitia 3.4. Fie A si B doua inele iar fe Hom(A, B).
(>i) Daca A' c A este subinel al lui A, atunci f(A') este subinel al lui B.
(ii) Daci B' este subinel al lui B, atunci f '(B') este subinel al lui A.

Demonstratie. (1). Fie a, bef(A'"); atunci a=f(a'), b=f(b") cu a', b'e A".
Cum a-b=f(a'-b') si ab=f(a"b') iar a'-b', a""b'e A' deducem ca a-b, abef(A'"), adica f(A') este subinel al
lui B.

(ii). Daci a', b'ef'(B'"), atunci f(a"), f(b')eB' si cum f(a')-f(b"=f(a'-b"), f(a")f(b")=f(a"b') iar B'

este presupus subinel al lui B, deducem ci a'-b', a"b'€ f' (B'), adica f'(B') este subinel al lui A.m

Observatia 3.5. Din propozitia precedentd deducem in particular ca f(A) (pe care il vom nota
prin Im(f) si il vom numi imaginea Iui f) este subinel al lui B si f '({0}) (pe care il vom nota prin
Ker(f) si il vom numi nucleul lui ) este subinel al lui A.

Propozitia 3.6. Fie A si B doui inele, fe Hom(A, B) un morfism surjectiv de inele, iar
I{(A)={Sel(A):Ker(f)cS}. Atunci functia F:1d(A)—>I1d(B), F(S)=f(S) pentru orice Sel{A) este un
izomorfism de multimi ordonate.

Demonstratie. Definim G: Id(B)—Id(A) prin G(B') = f'(B'") pentru orice B'eId(B). (in mod
evident functia G este corect definitd). Faptul ca F si G sunt morfisme de multimi ordonate (adica
pastreaza incluziunea) este imediat.

Ca si in cazul grupurilor se arata ca FeG=1,,(5) si G°F=1,, (,), de unde concluzia propozitiei.

Propozitia 3.7. Fie fe Hom(A, B) un morfism de inele.
(i) Daca f este functie surjectiva iar I este un ideal sting (drept, bilateral) al lui A, atunci
f(I) este ideal stang (drept, bilateral) al lui B
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(i) Daca I' este ideal stang (drept, bilateral) al lui B, atunci f'(I') este ideal sting (drept,
bilateral) al lui A.

Demonstratie. (1). Sa presupunem de exemplu ca I este ideal sting (in celelalte situatii
demonstratia facandu-se asemanator).

Daca a,bef(l), atunci a=f(a'), b=f(b") cu a', b'el si cum a-b= =f{(a") - f(b")=f(a'-b"), iar a'-b'el
deducem ca a-bef(l).

Daca ceB atunci, cum f este surjectie, existd c'e A a.i. c=f(c'") si astfel ca=f(c")f(a')=f(c'a") ef(I)
(caci c'a'el). Deci f(I) este ideal stang al lui B.

(ii). Sa presupunem de exemplu ci I' este ideal stang al lui B si fie a, bef'(I'). Atunci f(a),
f(b)el' si cum f(a)-f(b)=f(a-b)el' deducem ci a-bef'(I'). Daci ceA, cum f(ca)=f(c)f(a)el' deducem
ca caef!(I'), adica ' (I') este ideal sting al lui A. Analog in celelalte cazuri. m

Observatia 3.9. In particular, deducem ci Ker(f) este ideal bilateral al lui A, (adica Ker(f)

Fie acum (4, )iE , o familie de inele iar A= [ [ 4; multimea subiacentd a produsului direct al
iel
multimilor subiacente (Ai )l.e ; (vezi §8 de la Capitolul 1).
Reamintim ¢ A={ (X;)ie1: X;€A; pentru orice i€I}.
Pentru doud elemente x=(X;)ic; $1 y=(yi)ier din A definim adunarea si inmultirea lor prin:

xty=(xity)iersi X y=(Xi Vi) ier -
Propozitia 3.10. (A, +,°) este inel.

Demonstratie. Faptul ca (A, +) este grup abelian rezultd imediat: asociativitatea adunarii de pe
A este datd de asociativitatea adunarii de pe fiecare inel A;, elementul neutru este 0=(a;);c; cu a;=0
pentru orice i€1, iar opusul elementului x=(x;)ic; este -x=(-X;)ier .

Daca x=(x;) i1 , Y=(Yiie1, Z=(z)ie sunt trei elemente din A, atunci (x+y)z=((X; +Y)) z)ie1

=(x; z; tyiz))iel =(Xiz)ier+(Vizi)ie1=Xz+yz si analog z(x+y)=zx+zy, proband astfel distributivitatea la
stanga si dreapta a Inmultirii fatd de adunarea de pe A. Asociativitatea Inmultirii de pe A este data de

asociativitatea inmultirii de pe fiecare inel A; €1). B

Observatia 3.11.

1. Daca pentru orice i€1 inelul A; este unitar atunci si inelul A este unitar (elementul neutru
fiind 1=(b;);e; cu b;=1 pentru orice i€l ).

2. Daca pentru orice i€l inelul A; este comutativ, atunci si inelul A este comutativ.

Pentru fiecare i€l consideram functia p; : A— A;data de pi(( Xj)je)=xi. (pi poartd numele
de proiectia de indice i sau proiectia lui A pe A;).

Se verifica imediat ca pentru fiecare i€1, p; este morfism surjectiv de inele (iar daca (Aj)ie
sunt inele unitare, atunci p; este morfism surjectiv de inele unitare).

Propozitia 3.12. Dubletul (A, (p)ic1) verificd urmitoarea proprietate de universalitate:
Pentru orice inel A’ si ovice familie de morfisme de inele (p;);c;, cu p;”"A’—A; pentru orice i €l

existd un unic morfism de inele f :A’—A a.i. p;of =p; pentru orice i €L.

Demonstratie. Pentru x€A" definim f(x)=(p;'(x))ie1 $i in mod evident f este morfism de inele
(deoarece pentru orice i€, p;" este morfism de inele) si p;of=p;" pentru orice i€l. Pentru a proba

unicitatea lui f cu proprietatea din enunt, fie f:A’—A un alt morfism de inele a.i. p;of "=p;” pentru
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orice i€1. Atunci, pentru orice x€A” pi(f '(x))=pi'(x), adica f'(x)=(p;'(x))ier=1(x), de unde concluzia
ca f=f".
Daci inelele (Aj)ic; sunt unitare atunci §i A este unitar §i proprietatea de universalitate este

valabila considerand in loc de morfisme de inele, morfisme unitare de incle. W

Definitia 3.13 . Dubletul (A, (pi)ic1) ce verifica proprietatea de universalitate de mai sus
poarti numele de produsul direct al familiei de inele (A;)ic; si se noteazi prin [ ] 4, (de multe ori

iel

se omit morfismele structurale (p;)ic; daca nu este pericol de confuzie).

Daca I={1, 2, ..., n} convenim si notam [ | 4; prin A;XA,...XA,.

iel

Propozitia 3.14. Dacd (A))c; este o familie de inele unitare si A=]]4,, atunci

iel
UA)=]]U (4,) (in partea dreapti fiind produsul direct al multimilor U(A,);c)).

iel

Demonstratie. Fie x=(x;)ici€A. Atunci din echivalentele: x€U(A) < existd x'=(x;")ic;EA
al xx'=xx=1 & xix{'=x;x;=1 pentru orice i€l < x;€U(A;) pentru orice i€l & x& HU(A,-)

iel
deducem egalitatea din enunt (ca egalitate de multimi!). B
De exemplu, U(ZXZ )Z{(L _1)5 (1: 1)9 (_15 1)’ (_19 _1)}

Observatia 3.15. Analog ca in cazul grupurilor  pentru m, nEN*, (m, n)=1 avem

izomorfismul de inele Z,,XZ, =~Z .

§4.Factorizarea unui inel printr-un ideal bilateral.
Teoremele de izomorfism pentru inele

Reamintim ca pentru un inel A, prin Id,(A) am desemnat multimea idealelor bilaterale ale lui A.
Pentru Ieldy(A), cum (A, +) este grup abelian avem ca [ < (A,+) astfel ca putem vorbi de A/l =

{x+]| xeA} si de grupul abelian (A/L, +) unde pentru x,ye A, (x+)+(y+D)=(x+y)+L
Vom defini acum pe grupul factor A/l o noud operatie algebrica :
(x+I)(y+D)=xy+I, pentru orice x, yeA (pe care convenim si o numim nmultire).

Propozitia 4.1.. (A/L,+, + ) este inel. Daci A este unitar (comutativ) atunci si A/l este
unitar (comutativ).

Demonstratie. Sa aratam la Inceput ca iInmultirea pe A/l este corect definitd i in acest sens sa
consideram x, y, X/, y'eA a.i. x+I=x"+I si y+I=y'+l. Scriind xy-x'y'=x(y-y')+(x-x")y’ deducem ca xy-
x'y'el, adicd xy+I=x"y"+1. Sd alegem acum X, y, zel si sd notim X=x+I, y= y+I, z= z+L

N\ N\

Atunci %( 2)=x(yz) iar (% 7)2=(xp)z, de unde deducem ca %(jz)= (%) , adica inmultirea pe A/I
este asociativa, deci (A/I, -) este semigrup.

NN

De asemenea, x(p+2)=x(y+z) = xy+xz=xy+xz=5p+ 32 si analog (X+7)2=%%+) 2, de
unde concluzia ca (A/], +, -) este inel.
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Daca inelul A este unitar, atunci si A/l este unitar, elementul neutru pentru inmultire fiind

1=1+I deoarece pentru orice element x+I€ A/l avem (1+])(x+D)=(x+)(1+])=x+L

Dacd A este inel comutativ, atunci X y=xy=yx=7 %, de unde concluzia cd si A/l este
comutativ.m

Definitia 4.2. Inelul (A/I, +, *) poartd numele de inel factor (spunem cia am factorizat
inelul A prin idealul bilateral I).

Surjectia canonica p:A—A/L, pi(X)=x+] pentru orice XeA (care este morfism de grupuri
aditive) este de fapt morfism de inele deoarece pentru x,ye A avem py(xy)=xy+I=(x+D)(y+1)=p; (X)p:

(y)-

Daca A este inel unitar, atunci cum py(1)=1+I=1 iar | este elementul neutru al inmultirii din
A/, deducem ca p; este morfism de inele unitare.
Deoarece pentru xel, xeKer(p;) < x+I=I < xel, deducem ca Ker(p;)=1.

In continuare vom prezenta teoremele de izomorfism pentru inele.

Vom incepe ( ca si In cazul grupurilor ) cu o teorema importantd cunoscuta sub numele de
Teorema fundamentald de izomorfism pentru inele:

Teorema.4.3. Daci A, A’ sunt doua inele, fe Hom(A, A’), atunci Ker(f)eld,(A) si
A/Ker(f) =~ Im(f).

Demonstratie. Pentru xeA, definim: ¢ : A/Ker(f)—>Im(f) prin o(x+Ker(f))=f(x). Dacd mai

avem y€A, atunci din sirul de echivalente x+Ker(f)=y+Ker(f) < x-yeKer(f) <f(x)=f(y) deducem ca
¢ este corect definitd si ca functie este injectie. Cum surjectivitatea Iui ¢ este evidentd, deducem ca ¢
este bijectie. Deoarece pentru X, ye A avem :

¢ [(x+Ker(f)+(y+Ker(D) =f(x+y)=f(x)H(y)=p[x+tKer(D+o [y+Ker()] si ¢ [(x+Ker(f))(y+Ker(f))]
=0 [xy+Ker(f)] = f(xy) = f(x)f(y) =

= ¢ [x+Ker(f)] ¢ [y+Ker(f)] deducem ca ¢ este morfism de inele si cum mai sus am probat ca este si
bijectie, rezulta ca ¢ este izomorfism de inele.m

Corolar.4.4. Daca A, A’ sunt inele si fe Hom(A,A’) este un morfism surjectiv de inele,
atunci A/Ker(f) = A'.

Corolar.4.5. Fie A un inel, A’ c A un subinel iar IeId,(A). Atunci A'+I={x+y| xeA', yel}

este subinel al lui A, Ield,(A'"+]), A'NIeldp(A’) si avem urmaitorul izomorfism de inele:
ANA' D) = (A + 1)/ T .

Demonstratie Fie a,be A'+], a=x+y, b=z+t, x,ze A’ 51 y,tel. Atunci a-b=(x-z)+(y-t)e A+I iar
ab=(x+y)(z+t)=xz+(xt+yz+yt)e A'+l, de unde concluzia cd A+l este subinel al lui A. Faptul ca
Ield,(A'+]) este evident.

Sa consideram acum @:A'—>(A'+1)/I, @(x)=x+I care este in mod evident morfism de inele.
Daca avem un element (x+y)+I din (A+I)/I cu xeA' si yel, atunci cum (x+y)-x=yel deducem ca
(x+y)+I=x+I=¢(x), adica ¢ este surjectie.

Din sirul de echivalente: xeKer(p) < ¢(x)=0 < x+I=I, pentru orice xeA' < xel, pentru
orice xe A’ & xe A'nl deducem ca A'NnI=Ker(¢p)eld,(A’).

Conform Corolarului 4 avem izomorfismele de inele:

A/Ker(p) ~Im (9) < A'/(A' A1) ~(A' +1)/1.m

Corolar 4.6. Fie A un inel, Ield,(A) iar J un subinel al lui A ce include pe 1. Atunci
Jeldy(A) < J/1eldy(A/D). in acest caz avem izomorfismul canonic: A/J= (A/T) / (J/T) .
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Demonstratie. Echivalenta Jeldy(A) < J/I €ld, (A/]) este imediatd. Fie acum A ~ —£

ANl —Lur 5 (AN)/J/) iar ¢ :A— (A/D/J/N), 9=pyrep:.

in mod evident ¢ este morfism surjectiv de inele (fiind compunerea morfismelor surjective
canonice).
Cum Kergp={acA: ¢p(a)=0}={acA: pji(atD)=0}={acA: (a+tD)+J/I=)/1}=

={acA:atlel)/l}={acAl:ac]}=], izomorfismul cautat rezultd acum din Corolarul 4 m

CURSUL nr. 10

§1.Corp. Subcorp. Subcorp prim.
Morfisme de corpuri. Caracteristica unui corp

Definitia 1.1. Vom spune despre un inel unitar K ci este corp daca UK)=K" (unde
K'=K\{0}). Astfel, (K, +, -) este corp daci:

(i) (K, +) este grup

(i) (K*, ) este grup

(iii) Inmultirea este distributiva la stanga si la dreapta fat de adunare.

Din cele stabilite anterior deducem ca dacd neN, n>2, atunci (Z,,*,") este corp daca si numai
daci n este prim. .

in mod evident, intr-un corp K nu existd divizori ai lui zero nenuli dupd cum nu existi nici
ideale diferite de {0} si K ( céci daca prin absurd ar exista de exemplu un ideal I la stdnga a.i. {0} 1
< K atunci am avea acl a.i. a#0 si cum K este corp am deduce ci a'a=1¢€l, adica I=K - absurd!).

Reciproc, dacd un inel unitar A are doar idealele {0} si A atunci A este corp. Intr-adevar, daci

acA’, atunci considerand idealele aA si Aa trebuie ca aA=Aa=A, adica ab=ca=1, cu b, cEA, de unde
b=c si ab=ba=1, adica a este inversabil si astfel A devine corp.

Definitia 1.2. Fiind dat corpul K, o submultime nevida k a lui K se zice subcorp al lui K
daci restrictiile operatiilor de adunare si inmultire de pe K la k conferi lui k structura de corp.
In acest caz spunem despre K ca este o extindere a lui k .

Propozitia 1.3. Fie K un corp iar k ¢ K o submultime nevida a sa. Atunci k este subcorp
al lui K daca si numai daca :

(i) oricare ar fi x, yek = x-yek

(ii) oricare ar fix, yek cuyz0 = xy’eck.

Demonstratie. Echivalenta celor doua afirmatii rezulta din faptul ca (k, +) si (k’, *) trebuie sa
fie subgrupuri ale grupurilor (K, +) si respectiv (K, -). Sa observam ca elementele unitate din K si k
coincid.m

Definitia 1.4. Daca K, K' sunt doué corpuri, numim morfism de corpuri orice morfism
unitar de inele f:K—>K".

Deci, f : KK’ este morfism de corpuri dacd si numai daca f(1)=1 si f(x+y)=f(x)+f(y),
f(xy)=f(x)f(y) pentru orice x, yeK.

in particular, deducem ci f(0)=0, f(-x) = -f(x) pentru orice xeK iar daci xeK’, atunci f(x") =

()™

Observatia 1.5. Orice morfism de corpuri f : K—K’ este ca functie o injectie.
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Intr-adevir, dacd vom considera x, yeK a.i. f(x)=f(y) si presupunem prin absurd ci x-y=0,
cum x-yeK’, existi zeK ai. (x-y)z=1. Deducem imediat ci : f(x-y)f(z)= f(1)=1 < (f(x)-f(y))f(z)=1
& 0-f(z)=1 < 0=1-absurd, deci x-y=0 =>x=y.H

Definitia 1.6. Un morfism de corpuri f:K—K'’ se zice izomorfism de corpuri daca exista
g:K'—5K ad. gof=Ig si fog=Ix. In acest caz vom scrie K~K’. Se probeazi imediat ci f este
izomorfism de corpuri daca si numai daca f este morfism bijectiv de corpuri.

Tinand cont de observatia de mai sus deducem ca morfismul f: K—K' este izomorfism de
corpuri daca si numai daca f este surjectie.

Propozitia 1.7. Fie K un corp comutativ cu car(K)=p (p=2 numér prim). Atunci, pentru
orice x, yeK avem:

(i) px=0

(i) (xy)"=xy”

(iii) (xxy)’=x"+y” (semnele se corespund).

Demonstratie. (1). Avem px=p(1xx)=(p-1x)x=0-x=0
(i1). Este evidenta deoarece xy=yx.
(ii1). Cum p este prim p | C ’,; pentru orice 1<k<p-1 si astfel dezvoltand dupa binomul lui Newton

avem (x+y)’=x"+y’ iar (x-y) ? =x P +(-1) P y P. Daca p>2, atunci cum p este prim (deci cu necesitate
impar) deducem ci (x-y) P=x P—y ? iar dacd p=2, cum 2y *= 0 avem  (X-y)’=x+y’=x’-y’. m

Observatia 1.8. Din propozitia precedentd deducem ca functia ¢,;K—K, ¢,(x)=x" este
morfism de corpuri. Morfismul @, poartad numele de morfismul lui Frobenius.

§2.Constructia corpului C al numerelor complexe

Scopul acestui paragraf este de a identifica corpul R al numerelor reale cu un subcorp al unui
corp comutativ C in care ecuatia x* =-1 are solutie.
Pentru aceasta vom considera C=RxR iar pentru (x, y), (z, )eC definim :
(%, y)+(z, t)=(x+z, y+t)
(%, ¥)(z, t )=(xz-yt, xt+yz).

Teorema 2.1. (C, +, -) este corp comutativ in care ecuatia x*=-1 are solutie.

Demonstratie. Faptul ca (C, +) este grup abelian se probeazi imediat (elementul neutru este (

0, 0), iar pentru (x, y)€C, -(x, y)= =(-x, -y)).
In mod evident Inmultirea este comutativa.

Pentru a proba cd (C*, -) este grup, fie (x, y), (z, t), (r, s)€C. Deoarece (x, y)[(z, t):(r, s)]=[(x,
y)(z, t)]:(1, s)=(xzr-xts-yzs-ytr, xzs+xtr+yzr-yts) deducem ca inmultirea este asociativa.

Cum (x, y)(1, 0)=(1, 0)(x, y)=(x, y) deducem ci elementul neutru fatid de inmultire este (1,
0). Fie acum (x, y)eC* (adicd x#0 sau y#0). Egalitatea (x, y) (x’, y")=(1, 0) este echivalentd cu xx’-

yy'=1 si xy'+tyx’=0, de unde x'= 2x 5 si y=- 2y >, adicd (x, y) =

X +y X +y
o Y
x2+y2’ x2+y2 '

Cum pentru (x, y), (2, t), (1, )EC, (x, y)[(z, H(r, 9)]=(x, y)(z, (X, y)(r, s)=(xztxr-yt-ys,
xt+xs+yz+yr) deducem ca inmultirea este distributiva fata de adunare, adica (C, +, -) este corp
comutativ.
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Sa notam i=(0, 1). Cum i*=(0, 1)(0, 1)=(-1, 0)=(1, 0) deducem ci ecuatia x*=-1 are solutie

nC. m

Observatia 2.2. Se probeaza imediat cd ir:R—C, ir(x)=(x, 0) pentru orice XER, este
morfism de corpuri (deci functie injectiva). In felul acesta R poate fi privit ca subcorp al lui C.

Deoarece pentru z=(x, y)€C putem scrie z=(x, 0)+(y, 0)(0, 1), tindnd cont de identificarile
anterioare deducem ci z se poate scrie (formal) sub forma z=x+iy (cu i=(0, 1) iar i*=-1).

Multimea C poartd numele de multimea numerelor complexe, iar (C, +, *) corpul numerelor
complexe. Elementele din C\R se zic pur imaginare.

Daca z=x+iyeC cu x, yeR, atunci x se zice partea reald a lui z iar yi partea imaginara a lui
z (y se numeste coeficientul partii imaginare ).

Pentru z€C, z=xHy, definimz=x—iy (ce se va numi conjugatul lui z) si |z|=+x>+y
( |z| poarta numele de modulul lui z ).

Propozitia 2.3. Fie z, z;, Z,€C. Atunci
(i) zER = z=:

(ii) =z ,z;:‘z‘z

e ——— — — — — — [(z) z
(ii) z, tz, =2z, %tz, , zjz, =2, z, , [IJ:I (cu 2,#0)
Zy Zy

(iv) \z\:‘g s |21+ 25| <z |+ 225 il :@ (cu z,70).
2| |z

21 22| =[21] Jeal

Demonstratie. (i). Fie z=a+ib. Daca zER, atunci b=0, deci z=a =z iar daci z=z atunci b

=-b adica b=0, deci zeR.
(i1). si (ii1). sunt evidente.
(iv). Sa probam doar inegalitatea |z;+2z,|<|zi|+|z5| (celelalte probandu-se imediat). Alegem

Z1=XHy; §i Zz=X,Hiy, cu X1, X2, ¥1, Y2ER si astfel

|Zl+22|§|21|+|22|<:>\/(x1+x2)2+(J/1+)’2)2 < \/95124')/12 +\/X§+y§ Aad

2 2 2 2 2 2 2 2
X{ +xy +2x x5 Y] Y3 H2Y ¥y SX;H Y] AX; Y5+

/i 2 2K 2 zi
+ 2y 1 fx2 + 3

< (yx, + 30, ) < (xlz + i szz +y3 )<:> (x,7, —x,¥, ) > 0 ceea ce este evident.

Egalitate avem daca Mo cua €R, adicad z;=1z,. &
i X2

. .. .. . . . a b .
Observatia 2.4. Asociind fiecarui numar complex z=a+ib matricea [ ] se probeaza
a

. . b . .
imediat c¢d corpul (C,+,) este izomorf cu corpul [ ab J | a, b€RL , operatiile de adunare si
- a

inmultire fiind cele obisnuite din M, (R).
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CURSUL nr. 11
§1.Inelul polinoamelor intr-o nedeterminati

In cele ce urmeaza prin A vom desemna un inel unitar i comutativ.
Prin AN vom nota multimea functiilor f:N— A. Pentru usurinta scrierii vom reprezenta o

functie f:N — A in felul urmator : f=(ay, ai, ...,an,...) unde pentru orice ieN, a;=f(i)e A ( f se
mai numeste si sir de elemente din A).

in mod evident, dacd mai avem gaN—> A, g=(by, by, ..., by ,...), atunci f=g daca si numai daca
a;=b; , pentru orice ie N.

Pentru f, ge AN | f=(ay, a,, ..., a,, ...) si g=(by, by, ..., by, ...) definim f+g, fg € AN prin
(f+2)(Q)=f(i)+g(i) si (fg)(i)= Zl: f(k)g(i—k) pentru orice ieN.
k=0

Altfel zis, f+g=(astby, a;+by, ..., a,tb,, ...) si fg=(co, ci, ..., Cp, ...) unde ¢=> a b pentru
k=0

orice ie N. Astfel, cy=agby, c;=agb;+aby, ..., ca=agb,ta,by+...+a, b1 +asbo, ...
Propozitia 1.1. (AN, +,) este inel unitar comutativ.
Demonstratie.  Faptul ca (AN, +) este grup comutativ este imediat: asociativitatea si

comutativitatea adunarii de pe AN rezultd din asociativitatea si comutativitatea adunarii de pe A,
elementul neutru este sirul nul 0=(0, 0, ..., 0, ...) (ce are toate componentele egale cu zero), iar pentru

f=(ay, aj, ..., &y, ...)EAN opusul sdu -f este dat de -f=(-ay, -ay, ..., -a,, ...) .
Comutativitatea Inmultirii de pe AN rezultd din comutativitatea inmultirii de pe A. Pentru a
proba asociativitatea Tnmultirii de pe AN, fie f=(ay, ai, ..., ay, ...), g = (b, by, ..., by, ...), h
= (Co, C1, -y Cpy ..) trei elemente oarecare din AN si si probam ca (fg)h=f(gh). Intr-adevar, pentru ne N
avem :
((EM) )= X ()0~ =32 /(i = P)htn—1)
i= =0 =

= 2 S(Dgk)h(r) si analog (fgh)(m)= 2 f(j)g(k)h(r), de unde ((fg)h)(n)=(f(gh))(n), adica

jk+t=n jk+t=n
(fg)h=f(gh).

Daca notam 1=(1, 0, ..., 0, ...)eAN , atunci pentru orice feAN avem f-1=1-f=f , de unde
concluzia cd 1 este elementul neutru pentru inmultirea de pe AN. Deoarece inmultirea de pe A este
distributiva fatd de adunarea de pe A deducem imediat cd daca f, g, h €AN si neN, atunci
(f(gth))(n)=f(n)(g(n)+h(n))=f(n)gn)+fn)hm)=(fg)(n)+(th)n)=  =(fg+th)(n), adica f(g+th)=fg+fh,
altfel zis iInmultirea de pe AN este distributiva fatd de adunarea de pe AN si cu aceasta propozitia este

demonstrata. B

Observatia 1.2.
1. Daca vom considera i, : A —> AN, ia(a)=(a, 0, 0,...,0,...) pentru orice a€A, atunci i
este morfism injectiv de inele unitare, astfel ca putem identifica orice element a€A cu elementul (a,

0,..., 0, ...) din AN si astfel putem privi pe A ca subinel unitar al inelului AN.
2.Dacd X=(0,1,0, ...,0, ..) €AN , atunci pentru orice neN avem X"=( 0,...,0,1,0, ...),
%’_J

astfel ca daca f=(ao, aj, ..., a,, ...)€AN, atunci folosind adunarea i inmultirea definite pe AN ca si
identificarile stabilite In prima parte a acestei observatii avem:
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= (ay, ay, ..., 8y, ...) = (a0, 0, ...) + (0,2, 0, ...) + ... =(a,, 0, ...) + +(a;, 0, ...) (0, 1, 0,...) + (a5, 0,
.)(0,0,1,0,..) ..+ (a, 0, ...) (0,0,...,0, 1,0, ...) +... =(a, 0, ...) + (a5, 0, ...) X + (ay, 0, ...) X*+..+
—
+(ay, 0, ...) X"+..= apta, X+..+a,X"+...
Obtinem astfel scrierea obisnuitd a unei serii formale. Aceastd observatie ne permite sa dam
urmatoarea definitie :

Definitia 1.3. Inelul (AN, +, ) se numeste inelul seriilor formale in nedeterminata X cu
coeficienti din A si se noteazad prin A[[X]].
Un element f din A[[X]] se va scrie condensat sub forma f=) a; X " (aceasta fiind doar o
>0

notatie, farad sens de adunare).

Definitia 1.4. O serie formali f =) a.X " €A[[X]] cu proprietatea ci { ieN |ai¢ 0} este
>0
finita se numeste polinom cu coeficienti in A.
Vom nota prin A[X] multimea polinoamelor cu coeficienti in A. Polinoamele de forma aX" cu
acA* se zic monoame.

Astfel, daca =) a, X " eA[X], atunci existd neN a.i. a=0 pentru orice ie N, i >n+1; in acest

>0
n .
caz vom scrie f=agta; X+...+a,X" sau =) a, X" .
i=0

In cazul polinomului nul, a=0 pentru orice ie N; daca nu este pericol de confuzie convenim sa
notam prin 0 polinomul nul.

Observatia 1.5. Fie f=) a, X', g=> b X' doud polinoame din A[X]. Cum in particular fsi g
i=0 i=0
sunt functii de la N la A deducem ca f=g daci si numai daca m=n si a=b; pentru orice 0 <i<n.
In particular, =0 daca si numai daca a;=0 pentru orice 0<i<n si f#0 daca si numai daca
existd 0<i<nal. a;#0.

Definitia 1.6. Pentru polinomul nul 0€A[X] definim gradul sau ca fiind - iar pentru
feA[X], f#0 definim gradul lui f ca fiind
grad(i)=max{i| a; = 0}.
Astfel, daca f= 0 si grad(f)=n> 1, atunci f se poate scrie sub forma
f=ayta, X+...+a,X" sia,#=0.
in acest caz, a, se zice coeficientul dominant al lui f; daca a,=1, f se mai zice monic.
Dacaé grad(f)=0, atunci f=a cu ae A; spunem in acest caz ca f este polinom constant.

Propozitia 1.7. A[X] este subinel al inelului A[[X]].

Demonstratie. Fie f=apta,X+..+a,X" si g=botb X+...+b, X" doud polinoame din A[X] de
grade n si respectiv m. Dacad de exemplu n<m, atunci f-g=(ao-bo)+(a;-b))X+...+(a,-b,)X"+(-
b)) X" .. A (-by)X™ € A[X] iar fg=aobo+(aeh;+a;be)X+...+a,b,X"™ e A[X]. De asemenea, polinomul

constant 1€ A[X]. B

Definitia 1.8. Inelul A[X] poarti numele de inelul polinoamelor in nedeterminata X cu
coeficienti in inelul A sau mai pe scurt, inelul polinoamelor intr-o nedeterminata.

Propozitia 1.9.Daca f, ge A[X], atunci:

(i) grad (f+g) < max{grad(f), grad(g)}
(ii) grad (fg) < grad(f) + grad(g).
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Demonstratie. Daca f=g=0 totul este clar. De asemenea, daca de exemplu =0 si g+ 0 (tinand
cont de conventiile de calcul cu * o). Daca f#0 si g+0 inegalitatile de la (i) si (ii) rezultd imediat din

felul in care se efectueaza f+gsi fg W

Propozitia 1.10. Fie f=ay+a,;X+...+a,X" e A[X]. Atunci:

(i) feUAIX]) & a,eU(A) iar ay, ..., 2,€N(A) (reamintim ca prin N(A) am notat multimea
elementelor nilpotente din A)

(ii) f este divizor al lui zero in A[X] < exista acA” al. af=0.

Demonstratie. (1). "=". Daca fe U(A[X]), atunci existd g=byt+b,; X+...+b, X" e A[X] a.i. fg=1

ayb, =1
agh, +a,b, =0
agb, +a,b, +a,b, =0

*)

a, b, +a,b, =0
a,b, =0

Din prima egalitate din (*) deducem ci aoeU(A). Inmultind ambii membrii ai penultimei
egalitati din (*) cu a, si tindnd cont de ultima egalitate deducem ci a,’b,,=0. Inductiv deducem ci
a," 'by=0, de unde a,™"'=0 (cici byeU(A)), adici a,eN(A). Atunci a,X" eN(A[X]) si cum fe U(A[X])
deducem ci fi=f-a,X" eU(A[X]). Cum fi=ao+a,;X+...+a,,X"" deducem ci a,.;€N(A). Rationand acum
inductiv deducem ca a,,, ..., 3, a; eN(A).
"<=". Sa presupunem ca ape U(A) (deci ape U(A[X])) si ai, ay, ..., a,€N(A). Atunci ay, ..., a,eN(A[X])
si cum N(A[X]) este ideal in A[X] deducem ci a;X, a,X%...a,X" eN(A[X]) deci si
a;X+a,X+...+a,X"eN(A[X]). Cum a,e U(A[X]) iar f=ay+(a;X+...+a,X") deducem ci fe U(A[X]) .

(ii). "<". Evidenta.

"=". Sa presupunem ci f este divizor al lui zero in A[X] si fie g=bo+b; X+...+b, X" €A[X] un
polinom nenul de grad minim pentru care fg=0. Atunci a,b,,=0 §i cum g;=a,g=a,by+a,b;+...+a,b,.
X™! are gradul < m-1<m si g;f=0, datoritd minimalitatii lui m deducem cd g=0, adica
anbp=a,b;=...= ayby,.1=0. Inductiv se arata ca a,,g=0 pentru 0<k<n si deci a;bj=0 pentru orice 0<i<n,
0<j<m.Cumg#0existi 0<j<m a.i bj#0.

Cum b;a;=0 pentru orice 0<i<n deducem ca b;f=0. m

Corola 1.11. Daca A este domeniu de integritate atunci
(i) f=aj+a; X+...+a2,X" eU(A[X]) © a;=a,=...=a,=0 iar a,e U(A) (altfel zis, f€U(A[X]) daca si
numai daca f=a,, cu a,eU(A)).

(ii) A[X] este domeniu de integritate.

Demonstratie.(1). Rezulta imediat deoarece in cazul in care A este domeniu de integritate,
N(A)={0}.

(i1). Sa aratam ca daca feA[X] este divizor al lui 0 in A[X], atunci f=0. Alegem
f=apta, X+...+a,X" eA[X] si existd bEA* al bf=0 < ba=0, pentru orice 0<i<n. Cum bEA* iar A

este domeniu de integritate deducem ca a;=0 pentru orice 0<i<n, adica f=0. ®

Aplicatia is:A—A[X], ia(a)=a pentru orice ae A este morfism injectiv de inele unitare (numit
morfismul canonic de scufundare al lui A In A[X]).

in continuare vom prezenta o proprietate importanti a inelului de polinoame A[X], numiti
proprietatea de universalitate a inelelor de polinoame intr-o nedeterminata.
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Teorema 1.12. Pentru orice inel unitar, comutativ B, orice element beB si orice morfism

de inele feHom(A, B), existd un unic morfism de inele unitare f ‘e Hom(A[X], B) a.i. f'(X)=b iar
diagrama:

A — AX]

N/

B

este comutativa (adici f ' o i =f).

Demonstratie. Fie P=ayta;X+..+a,X"€A[X] si sd aritim cd dacd definim f

'(P)=f(ap)+f(a;)b+...+f(a,)b", atunci f * este morfismul de inele cautat. Avem f'(1)=f(1)=1, iar dacd mai
avem Q=byt+b;X+...+b, X"eA[X] cu m<n, atunci scriind si pe Q sub forma Q=by+b;X+...+b, X" cu
bm+1=...=b,=0, avem

m+n

P+Q= Z (a,+b)X', PQ=>cX' cu c= Zl: ab, , (0<i<m+n)  astfel ca
i=1 i=0 k=0
FPHQI=Y. f(a; +b)b =3 (f(a)+ £ (b)) =
i=0 i=0
=3 F(a)b' +3 f(b)b =t (PYH(Q) iar £'(PQ)=S" fc )b .
i=0 i=0 i=0

Cum ci:zl:akbl._k pentru orice 0<i<m+n avem f(ci):zl: f(a,)f(b_,) astfel ca f
k=0 =0

m+n i

"(PQ= X (X S (@) f(b))b'= =f'(P)f '(Q), adicd f’eHom(A[X], B).

i=0 k=0
Daci aeA, atunci (f ' o ip)(a)=f '(ia(a))=f '(a), adica f "o i,=f.
Sa presupunem acum ca mai avem '’ eHom(A[X], B) a.i. f”(X)=b si f' o i,=f. Atunci, pentru
P=aj+a,X+...+a,X"e A[X] avem {''(P)=f""(ag+a,X+...+a,X")=f""(ap)+f"' (a)f"' (X)+... " (a,)((X))" =
=f(ap)+f(a;)b+...+(a,)b"=f '(P), adica f''=f". m

Definitia 1.13. Daca f=aj+a,X+...+a,X"eA[X], atunci j7 tA—A, j7 (a)=ajtaa+t...+aa"
pentru orice ac A poarti numele de functia polinomiali atasatd lui f. Vom spune despre o functie
g:A — A ci este polinomiala daci exista feA[X] al. g=f .

Observatia 1.14.
1. Daca f, g e A[X] si f=g (ca polinoame), atunci in mod evident f = g (ca functii).
2. Reciproca primei observatii nu este adevarata pentru orice inel A.
Intr-adevir, considerand A=7Z, , =1 +X, g=i +X?, atunci 17 ( 6)= g (6)=i , 17 (i)= g (i)=6 ,
deci f =g ,pecand f#g.
/\/ ~
3. Se probeaza imediat ca daca f, g e A[X], atunci f+g=f+g si
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§2.Inelul polinoamelor in mai multe nedeterminate

In paragraful precedent am construit inelul polinoamelor intr-o nedeterminati. in cadrul
acestui paragraf vom construi inductiv inelul polinoamelor intr-un numar finit de nedeterminate
punand apoi in evidenta principalele proprietati ale unor astfel de polinoame. Reamintim ca prin A am
desemnat un inel unitar comutativ.

Definitia 2.1. Inelul polinoamelor in nedeterminatele X, X, ..., X, (n=2) cu coeficienti in
inelul A, notat prin A[X, X;, ..., X;] se defineste inductiv astfel: A[X;] este inelul polinoamelor in
nedeterminata X, cu coeficienti din A, A[Xj, X;] este inelul polinoamelor in nedeterminata X, cu
coeficienti din inelul A[X;] si in general A[X;, X,, .., X,] este inelul polinoamelor in
nedeterminata X, cu coeficienti din inelul A[Xj, ..., X;.].

Astfel, o data construit A[X;] avem A[X;, X;[=A[X(][X2], ..., A[X), Xa, ..., Xu]FA[X, Xa, ...,
Xu1][Xy]- Analog, plecand de la inelul seriilor formale A[[X;]] se construieste inductiv inelul A[[X],
..., Xa|] al seriilor formale cu coeficienti din A prin A[[X|, ..., Xa]] =A[[X1, ..., Xoa]] [[Xal]-

Daca feA[X, ..., Xa]=A[Xi, ..., Xp1][Xa], atunct =fotfi X+ X'n cu fieA[X,, ..., Xni]

pentru 0<i<t,. Scriind la randul lor pe fo, fi, ..., f[n ca polinoame in X, ; cu coeficienti in A[X,,

ooy Xi2], s.a.m.d., deducem ca f se scrie ca o suma finita de forma

bty e,

() f= > ailiwnXlil ..X," (in care ai, i, €A se numesc coeficientii lui f).
i,=0

iy yeeesdy

Observatia 2.2. Ficand inductie matematicd dupa n se aratd imediat cd scrierea lui f sub
forma (*) este unica (echivalent cu a arata cd f = 0 daca si numai daca toti coeficientii a; i, _i  =0).

Definitia 2.3. Un polinom de forma aX,'!..X,'” cu acA¥* iar iy, i, ..., i,eN se numeste
monom iar prin gradul siu intelegem numirul natural i+i+...+i, (convenim si scriem
grad(aX;'!...X, " )= = ij+...Hiy).

Astfel, un polinom feA[X, ..., X,] se scrie in mod unic ca suma finitd de monoame nenule
din A[X], ..., X,].

— il i
f= 2 a , X".X".
oy =

Monoamele nenule din scrierea lui f se numesc termenii lui f.

Gradul lui f se defineste astfel:
-0 , daca f=0
grad(f) =

maximul gradelor termenilor sdi, daca f# 0.

Astfel, daca f=2X,*-3X,X,>+4X, X, X;e Z[X,, X, X3], atunci
grad(f)=max{2, 1+2, 1+1+1} = max {2, 3, 3}=3.
Observam deci ca in cadrul unui polinom f de mai multe variabile pot sa apara termeni diferiti
(in cazul exemplului nostru fiind monoamele -3X,X,° s1 4X,X,X3) care insd sd aiba acelasi grad, astfel
ca nu putem vorbi de un termen bine individualizat de grad maxim (ca in cazul polinoamelor de o
singura nedeterminata in care termenii se pot ordona dupa puterile nedeterminatei).
Pentru monoamele nenule ale unui polinom de mai multe variabile putem defini o ordonare cu

ajutorul ordonirii lexicografice (vezi §5 de la Capitolul 1). Mai precis, dacd n>2, M;=aX,'t.. X, ,
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M,=bX,'1.. X, » e A[X], ..., Xu] cu a, beA*, atunci definim M, <M, < < (i, ... ,i) <1, ..., ju) (in

ordonarea lexicograficd de pe N" !).
Astfel, M, <M, & existd 1 <k<na.l. i]ziz,...,ik:jk Sl ik+l<jk+1'

De exemplu, in Z[X, X5, Xs] : 2X,°X,°X5" <-4X2X,°X5°, X < XX, Xs.

in general, avand un polinom nenul fe A[X|, ..., X,], cum acesta se poate scrie ca suma finiti
de monoame nenule din A[Xj, ..., X,], cu ajutorul ordonarii lexicografice de pe A[Xj, ..., X,] putem
individualiza un monom nenul care si fie cel mai mare in ordonarea lexicografica. Acest termen se
numeste termenul principal al polinomului f (convenim sd-1 notam prin ty(f)).

Astfel, dacd in Z[X,, X,, X;] consideram polinoamele f=X;+X,+X;, g=XXp+XoX5+X:X si
h=X,X,"X3-4X,X," X" atunci t,()=X, t,(g)=X,X; iar t,(h)= - 4X,X,’X;".

Observatia 2.4.

1. Cum ordonarea lexicografica este o relatie de ordine (partiald) pe A[X4, ..., X,], dacd avem
M, M,, Nj, N, patru monoame nenule din A[X, ..., X,] a.1. M; <M, si N; <N,, atunci M{N; <M,N; si
MiN; <MN,.

2. In consecinta, dacd produsul termenilor principali a doud polinoame nenule din A[X|, ...,
X,] este un monom nenul, atunci acesta este termenul principal al produsului celor doui polinoame.

Sa revenim acum asupra problemei gradului unui polinom din A[X,...,X,].

Definitia 2.5. Daca toti termenii unui polinom f din A[Xj, ..., X,] au acelasi grad, vom
spune despre f ca este polinom omogen sau forma.

Fiind date doud polinoame omogene f si g din A[Xj, ..., X;] atunci produsul lor fg este sau
polinomul nul sau un polinom omogen de grad egal cu grad(f)+grad(g).

Observatia 2.6. Orice polinom nenul fe A[X, ..., X,] de grad n se poate scrie in mod unic sub
forma f=fy+f,+...+f, unde fiecare f;, 0<i<n este sau nul sau polinom omogen de grad i. Polinoamele
omogene nenule f, 0<i<n din scrierea lui f de mai sus se numesc componentele omogene ale
polinomului f.

Propozitia 2.7. Pentru orice f, ge A[Xy, ..., X,] avem:
(i) grad(f+g) < max{ grad(f), grad(g) }
(ii) grad(fg) <grad(f)+grad(g).

Demonstratie. Atat (i) cat si (i) sunt clare daca tinem cont de scrierea polinoamelor fsi g ca

sume de polinoame omogene. B

Propozitia 2.8. Daca A este domeniu de integritate, atunci si A[X|, ..., X,] este domeniu
de integritate iar in acest caz pentru orice f, geA[X,,...,X,] avem grad(fg)=grad(f)+grad(g).

Demonstratie. Vom face inductie matematicd dupa n, pentru n=1 totul fiind clar daca tinem
cont de cele stabilite in paragraful precedent.

Cum A[X], ..., XyFA[X, ..., Xu1][Xy], daca presupunem ca  A[X|, ..., X,.1] este domeniu de
integritate, atunci si A[X, ..., X,] va fi domeniu de integritate.

Fie acum f, g polinoame nenule din A[X], ..., X,,] de grad m si respectiv n. Atunci scriem pe f
si g sub forma f=fy+fi+..+f,, g=gotg+...+g, cu f,#0, g,# 0 iar f, g sunt sau nule sau polinoame

m+n
omogene de grad i, respectiv j, 0<i<m-1, 0<j<n-1. Avem fg= >k, cuh= ) fg; (0<k<m+n).
k=0 i+j=k

Cum A[X;, .., X,] este domeniu de integritate avem hy,~fng., de unde relatia
grad(fg)=grad(f)+grad(g). m

Functia i,:A > A[X|, ..., X,] definitd prin iy(a)=a pentru orice a€ A este un morfism injectiv
de inele unitare (numit morfismul canonic de scufundare a lui A in A[X, ..., X,]).

Sa observam ca in notarea morfismului canonic de scufundare a lui A in A[X,, ..., X,] ar fi
trebuit sd amintim si de n. Nu am facut lucrul acesta pentru a nu complica notatia, Insd daca este
pericol de confuzie vom face si lucrul acesta.
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Suntem acum 1n masurd sd prezentam proprietatea de universalitate a inelelor de polinoame
in mai multe nedeterminate.

Teorema 2.9. Fie neN, n>2, B un inel unitar comutativ, f:A—B un morfism de inele
unitare si by, ..., b,eB. Atunci existi un unic morfism de inele unitare f' : A[X|, ..., X,] =B a.l.

f'(X;)=b; pentru orice 1<i<n iar diagrama
ix

A ——> AlXpeoXal

g ¥

este comutativa (adici f’oiy=f).
Demonstratie. Facem inductie matematicd dupa n (pentru n=1 rezultatul fiind adevérat
conform Teoremei 1).

Sa presupunem acum afirmatia din enunt adevaratd pentru n-1 si sd o demonstram pentru n.
Avem deci un unic morfism de inele unitare f;: A[Xj,...,X,.1]—B a.i. fi(X;)=b;, 1 <i<n-1 si diagrama

A

B

este comutativa, adica fjoi,'=f (i," fiind morfismul canonic de la Ala A[X,...,X,.1]).
Cum A[X,..., X, =A[X,...,. X0 1][Xy,], conform Teoremei 1 avem un morfism de inele unitare

:A[X, ..., Xu]—=B a.i f'(X,)=b, si diagrama

1
[Xl yAX;L]] 14[‘XL ’AX;’]
B

este comutativi (adica ' oi,"'=f}), unde i,"’ este morfismul canonic de la A[X,, ..., Xua] la A[X],
oo X1 X JFA[X, ey X

In mod evident, iy=i,""oi," si obtinem din cele doud diagrame comutative de mai inainte
diagrama comutativa
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In mod evident f '(X;)=b; pentru orice 1<i<n. Unicitatea lui f rezulti din unicitatea lui f; si a
faptului ca £'o iy"'=f}.

Conform principiului inductiei matematice teorema este adevirata pentru orice neN,n>1. H
§3.Polinoame simetrice
Pastrand notatiile de la paragrafele precedente, daca ceS, este o permutare (n=2) atunci

conform proprietatii de universalitate a inelului de polinoame A[X{, ..., X,], existd un unic morfism de
inele unitare c*:A[Xl, o Xy A[X, ...y Xy] aldl G*(Xi)ZXU(i) pentru orice 1 <i<n iar diagrama

A ia A[X, ..., Xu]
ia o*
A[Xl EREE) Xn]
este comutativd (adicd pentru orice acA, o'(a)=a). In general, daci avem feA[X,, ..., X,

oty sty . i
= A ; .
£ Z i, ., X'..X,", atunci
iy sy pensiy =0
R

!
— l iVl
o*(f)= X @i i Koy - Xom " -
-0

iy oo

1 3
Daca avem de exemplu f=X12—2X1X2—X2X32eZ[XI,XZ,X3] iar o= (3 | 2] €S;, atunci
o*(H=X5"2X:X,-X, X57.
Observatia 3.1.
1. Daca o, t€S,, atunci (ot)*=c* o T*,
2. Dacd e€S, este permutarea identicd, atunci e*=1 5, L, 1
3. Daca c€eS,, atunci 6*:A[X|, ..., Xa]>A[X], ..., X,] este izomorfism de inele unitare (tinand

. . .. - - . -1
cont de prima parte a acestei observatii deducem ca inversul lui 6* este (™ )*).

Definitia 3.2. Vom spune cd un polinom fe A[Xj, ..., Xy] (n=>2) este simetric daca pentru
orice oeS,, o*(f)=f, altfel zis, oricum am permuta (schimba) variabilele lui f acesta raméne
neschimbat (spunem ca f riméne invariant la ).

Cum orice permutare din S, este un produs de transpozitii, atunci un polinom din A[X], ..., X]
este simetric daca i numai daca f raimane invariant la orice transpozitie din S,. Vom nota prin S(A[X|,
..., Xn]) multimea polinoamelor simetrice din A[X|, ..., X,].

Propozitia 3.3. S(A[Xj, ..., Xu]) este subinel unitar al inelului A[X, ..., X,].

Demonstratie. In mod evident, polinoamele constante din A[X, ..., X,] (deci si 1) fac parte
din S(A[X], ..., X,]) iar daca f, geS(A[X], ..., X,]) si 6€S,, cum c* este morfism de inele unitare
avem o*(f-g) = o*(f) - o*(g) = f-g 51 o*(fg)=c*(f)c*(g)=fg, de unde deducem ca f-g, fg eS(A[X,, ...,
X.]), adica S(A[X, ..., X,]) este subinel unitar al lui A[X|, ..., X,].

Observatia 3.4. Dupad cum am vazut in paragraful precedent, orice polinom fe A[X, ..., X,] se
scrie in mod unic sub forma f=fy+f;+...+f; unde fiecare f; este un polinom omogen de grad i (0<i<k)
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din A[X4, ..., X,]. Astfel, dacd ceS,, atunci o*(f)=c*(fy+fi+...+f)=c*(fy)+o*(f;)+...+c*(fy). Deoarece
o*(f}), 0<i<k este tot un polinom omogen de grad i, deducem din unicitatea scrierii lui f sub forma
=fy+fi+...+ ca o*(f)=f <o*(f))=f; pentru orice 0<i<k.

Altfel zis, un polinom f din A[Xj, ..., X,] este simetric daca si numai daca fiecare componenta
omogena a sa este un polinom simetric.

Aceastd observatie ne permite ca de multe ori atunci cand rationdm relativ la un polinom
feS(A[Xj, ..., X4]) sa-1 consideram si omogen.

Sa consideram acum polinoamele Sy, S, ..., S, din A[X{, ..., X,] definite prin :
81:X1+X2+...+Xn: ZXI

1<i<n

SZZX1X2+X1X3+...+Xn_1XnZ ZXIX]

1<i<j<n

Propozitia 3.5. S;, S,, ..., SheS(A[X}, ooy Xa])-

Demonstratie. Vom considera polinomul
g=(X-X)(X-X>)...(X-X,) din A[X, ..., X,, X] care se mai poate scrie si sub forma g=X"-S;X"'+8,X"
L+ +(-1)"S,.

Pentru ce S, avem morfismul de inele unitare
co*:A[X, ..., Xu] = A[X], ..., X4] cu ajutorul caruia si al Teoremei 9 gasim morfismul unitar de inele
o**A[X, ..., Xn X]2A[X), ..., X, X] pentru care o**(X;)=Xs5=c*(X;) pentru orice 1<i<n,
o**(X)=X si 6**(a)=a pentru orice a€A.

De fapt, dacd vom considera permutarea ¢’ din S, cu proprietatea ci ¢’ (i)=c(i) pentru orice
1<i<n si o(n+1)=n+1, atunci numerotind eventual pe X prin X,+;, c** este de fapt c’*.

Atunci o**(g)=c**((X-X)...(X-X,))=c**(X-X))...0**(X-X,)=
=(X-Xo(1))--(X-Kom)=(X-X))...(X-X,)=g iar pe de alta parte
o *(g)=0* (X -8, X" 48, X - A(-1)"S,)=X"-0*(S)) X" +0*(S) X" -..+(-1)"c*(Sy).

Comparand cele doua expresii ale lui 6**(g) deducem ca *(S;)=S; pentru orice 1 <i<n, adica
SieS(A[Xj, ..., X,]) pentru orice 1 <i<n. B

Definitia 3.6. Polinoamele S;, S, ..., S, poarti numele de polinoamele simetrice
fundamentale din A[X,, ..., X;].

Reamintim ca in paragraful precedent pentru feA[X,, ..., X,] prin t,(f) am notat termenul
principal al lui f (adica acel monom nenul care in ordonarea lexicografica este cel mai mare termen al

ui f).

Propozitia 3.7. Fie feS(A[X}, ... ,X4]) si sd presupunem ca tp(f)=aX111X2i2...Xnin cu

aeA¥*. Atunci cu necesitate i, >i,>...>1i,.

Demonstratie. Sa presupunem prin absurd cd pentru un 1 <k<n avem ix<ix; $i sd consideram
monomul M=aX,'1... X, #-1 X #+1 X, 'k .. X,'n. Cum f este simetric cu necesitate M face parte
dintre termenii lui f. Contradictia provine din aceea c4, relativ la ordonarea lexicografica, t,(f) <M -
absurd. ®

Observatia 3.8. Daca X;'1..X,' este un monom din A[X, ..., X,] pentru care i, 21, > ... 21, ,
atunci exista doar un numar finit de monoame lelej 2 ...an nooal 122 2],

siX{P1X2 X)) <X"1X,'2 .. X,'n (deoarece din j; <i; deducem ci avem un numdr finit de moduri

J12J22 e 2]n)-
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Suntem acum in masurd sa prezentdm un rezultat important legat de polinoamele simetrice
cunoscut sub numele de Teorema fundamentala a polinoamelor simetrice:

Teorema 3.9. Pentru orice feS(A[Xj,...,X,]) existd un unic geA[Xy,....X,] ad. f=g(S;, ...y
Su), unde Sy, ..., S, sunt polinoamele simetrice fundamentale.

Demonstratie. Tindnd cont de observatia de mai sus putem presupune ca f este si omogen; fie
grad(f)=m. Daca t,(f)=aX;'!...X,', atunci avem ca i;21,>...21, Tinand cont de faptul ca pentru
orice 1 <i<n, t,(S;)=XX,...X; deducem ca :
tp(Slll_lz Sz‘z 13 msn_lln—l Ty Snln ):
=X,172 (X,X,)' 2 13 (X X Xy ) 1 (X X XK )
=X 12 70 305 g o Yy X G )58, 00, X = XX X = (D).

Astfel, daci vom considera fi=f-aS;'1728,'273. .S, 'n-17nS,n, t,(f1)<t,(f) (in ordonarea
lexicografica ).

Continudm acum procedeul pentru fi. Daca bX,'!.. X, n=t,(f)) atunci j;>j,>...2j, si daca
vom considera
£H=11-bS{172 8,273 .S n-17n S0 n | atunci t(f) < t,(f) < t(f) si astfel procedeul va continua.
Tindnd cont de Observatia 3.8., acest procedeu se va sfarsi dupa un numar finit de pasi.

Astfel, f:anl 12 Szlz 13 “.Sn_lln—l T Snl n +f1:
=a8,'1728,7273 S In-17n§ T +bS 17280293 | § [n-1TnS§u+f= . sidecialegind
g=aX 172X, 213 X et ia X T 4bX 192 X2 9

DXt I X e+ eA[X,...,. X, ] avem cd f=g(Sy, Sy, ..., Sn).

Sa demonstram acum unicitatea lui g. Acest lucru revine la a demonstra ca daca geA[X,, ...,
Xals g:Zailwn X,"..X,"si g(Si, ..., Su)=0, atunci toti coeficientii ai i, i, =0.

Sa presupunem prin absurd cd existd un coeficient 8 i,.i, * 0. Atunci polinomul

S,'1S,'2..S,'n» are ca termen principal tp(SliISZiZ...S,,iﬂ):lelejz...anﬂ cu ji=ipt..tHp,

Jo=lot . Fnyens Jo=in dar grad(t,)=> j, =D ki, .
k=1

k=1
Deducem de aici ca daca

Slll Szlz ...Snln * Sljl SZJ 2 ...S“J n  atunci
t(S1't S2'2 LSh'm ) #E(SP S22 .S,'n ). Deci termenii principali in X, X, ..., X, ai
diferitelor monoame distincte In Sy, S,, ..., S, care apar in expresia lui g, nu se reduc.

Dacid X;'1...X,'» este cel mai mare termen principal, atunci inlocuind S, ..., S, prin expresiile

lor in X3, ..., X, apare un polinom in X, ..., X, egal cu zero dar care are un termen a .t XXt

n

nenul -absurd!

Cu aceasta teorema este complet demonstrata. B

Aplicatii:1. Sa exprimam pe

=X+ X0+ X5) (X -Xo+X5)(X+X,-X3) (care in mod evident apartine lui S(Z[X;, X,, X;3]) ca
polinom din Z[X;, X,, X3] de polinoamele simetrice fundamentale Sy, S,, S;. Avem ca tp(t)=—X13 astfel
ca exponentii termenilor principali ai polinoamelor fj, f,, ... care vor rimane dupa eliminarea succesiva
a termenilor principali (ca in procedeul descris in Teorema 3.9.) vor fi (3, 0, 0), (2, 1,0)si (1, 1, 1).

Deci f= -Sl3+a512'1SZI'OS30+bSIHSZHS;: -SIS+aSISZ+bS3 unde a, be’.

Alegand de exemplu X;=X,=1 si X;=0 obtinem ca (1, 1, 0)=0, S;=2, S,=1, S;=0 deci 0= -
8+2a, adica a =4.
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Alegand X,=X,=X;=1, atunci (1, 1, 1)=1, S;=3, S,=3, S;=1 si astfel obtinem 1=-27+36+b, de
unde b =-8.

Deci f = - §;°+4S,S,-8S;, astfel cd alegind g = - X,*+4X,X,-8X; avem f=g(S;, Sz, S3).

2. Tot ca aplicatie la Teorema fundamentald a polinoamelor simetrice (Teorema 3.9.) vom
arata cum se exprimd in functie de polinoamele simetrice fundamentale S,, ..., S,, polinoamele

P=X/ +..+ X} (keN).

§4.Réd:icini ale polinoamelor cu coeficienti intr-un
corp. Teorema fundamentali a algebrei. Polinoame
ireductibile. Rezolvarea ecuatiilor algebrice de grad 3
sid

In cadrul acestui paragraf toate corpurile considerate vor fi comutative. Dacd k, K sunt doui
corpuri a.1. k este subcorp al lui K vom spune ca K este o extindere a lui k.

Definitia 4.1. Fie k un corp, K o extindere a sa si M cK o submultime oarecare. Intersectia
tuturor subcorpurilor Iui K ce contin kUM se noteaza prin k(M) si se spune ca este corpul obtinut
prin adjunctionarea la k a elementelor lui M. Daca M:{ ay, ..., Oy } vom scrie k(M)=k(ay, ..., o).

O extindere K a lui k se zice de tip finit daca existd o submultime finita M cK a.i. k(M)=K ;
daca existd un element xeK a.i. K=k(x) atunci K se zice extindere simpla a lui k.

Daca k cK este o extindere de corpuri, vom spune despre un element aeK ca este algebric
peste k daca existd un polinom nenul fek[x] a.i f(oc)=0 (reamintim ca f :k—k este functia

polinomiala atasatd lui f). in caz contrar, spunem ci o este transcendent peste k.

O extindere K a unui corp k se zice algebrica daca orice element al Iui K este algebric peste k.
Daca orice element dintr-o extindere a lui k, care este algebric peste k, apartine lui k, vom spune
despre k ca este algebric inchis.

Teorema 4.2. (Teorema impartirii cu rest) Fie K un corp comutativ, f, geK[X] cu g=# 0.
Atunci exista si sunt unice doua polinoame q, reK[X] a.i. f=gq+r si grad(r)<grad(g).

Demonstratie. Fie f=ajta;X+..+a,X" si g=bytb; X+..+b,X™ cu b,#0 si m>0. Vom
demonstra existenta polinoamelor q §i r prin inductie matematica dupa gradul lui f (adica dupa n).

Daca grad(g) > n, putem alege q=0 si r=f.

Daci grad(g) < n, considerim polinomul f;=f-b,,"a,X"™g. Cum grad(f;)<n, conform ipotezei
de inductie existd q;, r;eK[X] a.i. fi=gq;+r; cu grad(r;)<grad(g). Obtinem f-b,," a, X"™ g =gq,+1,, de
unde f=g(q;+b,'a,X"™)+r,, de unde se observa ci alegand q=q;+b,," a, X"™ si r=r; avem f=gq+r si
grad(r)<grad(g). Conform principiului inductiei matematice partea de existentd din teorema este
demonstrata.

Pentru a proba unicitatea lui q si r, sd presupunem cd mai existd q’, r'eK[X] a.i. f=gq'+r’ si
grad(r’)<grad(g). Cum f=gq+r deducem ci gq'+r'=gq+r < g (q'-q)=r-r’. Dacid q'=q, atunci in mod
evident si r'=r. Dacd q'#q, atunci cum b,# 0 din egalitatea g(q'-q)=r-r’ deducem ca gradul
polinomului g(q’-q) este mai mare sau egal cu n pe cind gradul lui r-r” este strict mai mic decat n -

absurd! . In concluzie, r=1"si q=q’. =
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Definitia 4.3. Polinoamele q si r din enuntul Teoremei 4.2. poarta numele de carul/ si
respectiv restu/ impartirii lui f la g.
Daca r=0 spunem ca g divide f si scriem g | f.

Un polinom fEA[X] care nu este ireductibil iIn A[X] se va zice reductibil in A[X].

Propozitia 4.4. (Bézouf) Fie A un inel comutativ unitar, feA[X] si aeA. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) a este radicini a lui f (adica f (a)=0)

(i) X-a | f.

n

Demonstratie. (1)=(ii). Fie f=apta;X+...+a,X" €A[X] si sd presupunem ca f(a)=0 &

agtajat..+a,a™=0. Putem deci scrie  f=(agta,; X+..+a,X")~(agtaat...+a,a")=a;(X-a)ta (X
a®)+...+a,(X"-a") si cum pentru orice ke N, X*-a*=(X-a)(X*'+aX"*+..+a"*X+a"") (adicd X-a|X*-a")
deducem imediat ca X-a | f.
(ii)=(i). Dacd X-a|f atunci putem scrie f=(X-a)g cu ge A[X] si cum
N
f= (x—a)g deducem ci ]7 (a)=(a-a) g (a)==0-g (a)=0. m

Observatia 4.5. Din propozitia de mai inainte deducem ca daca A este un inel integru, atunci
un polinom de grad 22 din A[X] care are o radacina in A este reductibil. Reciproca acestei afirmatii (in
sensul ca orice polinom reductibil are cel putin o radacina in A) nu este adevarata dupa cum ne putem
convinge considerand polinomul f=(1+X*)(1+X*)e Z[X] care desi este reductibil in Z[X] nu are nici o

radacind in Z. Afirmatia ramane totusi adevaratd pentru polinoamele de grad 2 si 3 cu coeficienti intr-
un corp (caci in acest caz cel putin un factor al sau este de gradul 1 si orice polinom de gradul 1 are o
radacinad 1n corpul coeficientilor ).

Definitia 4.6. Fie fe A[X], f# 0 si acA. Vom spune despre a ca este raddcind multipld de

ordin i pentru f daci (X-a)' | £ si (X-a)'"'f f. Numirul i poartd numele de ordinul de multiplicitate
al lui a (a spune ca i=0 revine de fapt la a spune ca a nu este radacina pentru f).

Atunci cand numaram radacinile unui polinom si nu facem specificarea expresa ca sunt sau nu
distincte, vom numadra fiecare radacina, de atatea ori cat este ordinul sdu de multiplicitate.

Propozitia 4.7. Fie A un domeniu de integritate.

(i) Daca a€A este radacind multipla pentru polinoamele nenule f, ge A[X] cu ordine de
multiplicitate i respectiv j, atunci a este ridacina multipla de ordin i+j pentru fg

(ii) Daca ay, ..., a sunt radacini distincte din A ale polinomului nenul fe A[X] cu ordinele
de multiplicitate iy, ..., iy atunci f se scrie sub forma f=(X-a1)i1 ...(X-ak)ik g cugeAlX].

Demonstratie. (i). Putem scrie f=(X-a)'f, si g=(X-a)g, cu f,, g€ A[X] iar 171 (=0, g,(2)=0.

Atunci fg=(X-a)'f; (X-ayg;= (X-a)" fig,
NS

st fig, (a)=j71 (a) g;(a) #0 (caci A este domeniu de integritate), de unde concluzia ci a este radacina
multipla de ordin i+j pentru fg.

(i1). Facem inductie matematica dupa k ,pentru k=1 afirmatia fiind evidentd . S& presupunem
afirmatia adevdratd pentru k-1 si s-o probam pentru k. Existd deci fieA[X] a.i. f=(X-a,)'1 ...
(X-ay,) k-1 1.
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Cum f (ax)=0 iar A este domeniu de integritate deducem ca fl(ak)zo si ordinul de
multiplicitate al Iui a, in cadrul lui f; este acelasi ca in cadrul lui f, adica fi=(X-ay)' * g si astfel f=
(X-a))'1...(X-a) 'k g. m

Propozitia 4.8. (Relatiile lui Viéte) Fie A un domeniu de integritate si fe A[X] un polinom
de grad n, f=ag+a,X+...+a,X" (deci a, # 0). Daca xy, ..., X, sunt ridicinile lui f in A, atunci

Ay (Xg+.HXp)=-2p

Ay ( X Xo+X X3+ A X1 X0)=2p2

_ k
Ap (X1 X200 XX X000 Xpe 1 X gt F oo o F X g1 Xk 2ee o Xn )= (-1) "2 i

a, (X1...X)=(-1)"a,.

Demonstratie. Putem scrie f=(X-x;)...(X-x,)g ; identificind coeficientul lui X" in ambii
membrii deducem cé g=a, , astfel ca f=a,(X-x;)...(X-x,)=
=2, X -ap(XF... %) X" (X1 X0t K KgAK X)X A1) an(X) o X
FX Lo X1 Kt 1o Xt 1 Xk 2 Xn) X 5 (-1 80X o X
Identificand coeficientii lui X* (0<k<n) din cele doua scrieri ale lui f obtinem relatiile din enunt

dintre radacinile si coeficientii lui f. B

Corolar 4.9. Daca A este corp comutativ, atunci relatiile dintre radicinile si coeficientii
lui f devin:

-1
X +o.t+x,=-a,,a,

-1
X)Xy + X X3 +...+ X, X,=4a, ,a

—. n

-1

_ k
Xy Xy + XX X Xy F oot Xy i1 Xypnn X, =(=D"a,_,a,

1

X %,..x, =(=D)"aya,”
Corolar 4.10. (Wilson). Daca p=2 este un numar prim, atunci (p-1)!+1=0 (mod p).

Demonstratie. In Z,[X] considerdm polinomul £=X*"'-1. Tinand cont de faptul ca (Z,*, -) este

un grup (comutativ) cu p-1 elemente, avem ci pentru orice £ eZ,*, 37 =1 si radacinile lui f sunt 1,

R VAN
Conform ultimei relatii a lui Viete avem 1 2...... p-1=(-1)"'(-1) = (p - 1)!+1 =0 < (p-1) +1=0 (p).
|

Suntem acum in masura sa prezentim un rezultat deosebit de important in algebra cunoscut
sub numele de teorema fundamentald a algebrei :

Teorema 4.11. (D'Alembert - Gauss). Orice polinom de grad >1 din C[X] are cel putin o

riadicini in C (adicd corpul numerelor complexe C este algebric inchis).
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Demonstratie.  Fie f=ayjta;X+.+a,X" e€([X] cu n =21 si a,#0. Considerand
f=a,ta,X+.+a,X" (unde pentru zeC prin z desemndm conjugatul sau) atunci

_ J
[ f =botb X+ 45X unde b= a,a@,_, , 0<j<2n.
k=0

_J _
Deoarece bjzl\;)af,(ajfk =b;, deducem cd bjeR (0<j<2n) astfel ca f f eR[X]. Daca

admitem teorema adevarata pentru polinoamele din
NS o - = -

R[X], atunci existd aeC ai ( f f ) a)=0 < f (o) f (0)=0< f (a)f (& )=0 (caci f (a)=f (@))
de unde concluzia cd « sau & sunt radacini ale lui f.

in concluzie, putem presupune fe R[X].

Dacd grad(f) este impar, cum f :R—R este functie continud iar la * oo ia valori de semne
contrarii deducem ca existd o€ R a.i. f (o)=0.

Sa presupunem acum cé grad(f)=2 "r cu neN si re N*, r impar. Prin inductie matematica dupa
n vom arata cd existd aeC a.i. ]N" (a)=0.

Daca n=0, atunci grad(f) este impar si dupad cum am vézut mai inainte existd aeR a.i. f (a)=0.
Sa presupunem afirmatia adevirata pentru toate polinoamele ge R[X] cu proprietatea cd n-1
este exponentul maxim al lui 2 in descompunerea in factori primi a gradului lui g si fie fe R[X] cu
grad()=2"r cun, reN, rimpar.
Exista o extindere K a lui C in care f are toate radacinile xi, ..., X, (unde m=grad(f)).
Pentru aeR arbitrar consideram z;* =x;x;+a(x;+x;), 1<i<j<m.

Daca vom considera polinomul

g~ [[(X—-z;") ,atunci grad(g,)= Ci=

1<i<j<m

m(m—1) si cum m=grad(f)=2r (cu k, reN, r impar)

=%t (2"1-1)=2""1" unde r'=r (2"r-1) este numir natural impar.

k k
avem cd grad (&):w =

Sa observam ca coeficientii lui g, sunt polinoame simetrice fundamentale de z;". Mai mult,
avand in vedere expresiile lui z;", 1<i<j<m rezulta ca acesti coeficienti, ca polinoame de xj, ..., X;, sunt
simetrice deoarece orice permutare a acestora are ca efect schimbarea elementelor z;" intre ele

(1<i<j<m). Tinand cont de Observatia 4.15. deducem ca g,e R[X]. Aplicand ipoteza de inductie lui g,
deducem ca exista o pereche (i, j) cu I<i<j<m a.i. z;* eC.

Facand pe a sa parcurgd multimea infinita R a numerelor reale, cum multimea perechilor (i, j)
cu 1<i<j<m este finitd, deducem ca existd a, beR, a# b a.i. z;’, Zijbe C.

Din z;"=xixj+a(xi+x;) si z;"=xxj+b(xi+x;) deducem ci  z;'-z;"=(a-b) (xi+x;)€C, adici xi+x;e C.

Atunci §i xx;€ C, adica x;, Xj€ C si cu aceasta teorema este demonstrata. W

Observatie. 1. Deducem imediat ca in C[X] polinoamele ireductibile sunt cele de gradul 1.

2. Dacd f=agta; X+...+a,X" e R[X] (n>1) si aeC este o radicini a lui f, atunci f (0)=0 si se
verificd imediat ca si f (@ )=0, adica radacinile lui f care sunt din C \ R sunt conjugate doud cate
doud (mai mult, ele au acelasi ordin de multiplicitate).

3. Dacd z=atbi €C, b#0 si z=a-bi atunci (X-z) (X-Zz )=X*-2aX+(a’+b*)eR[X]. De aici
deducem imediat ca un polinom fe R[X] este ireductibil in R[X] daca si numai daca f este de gradul 1

sau este de forma aX*+bX+c cu a, b, c eR si b*-4ac<0.
Din observatia de mai inainte deducem ca problema ireductibilititii este interesantd doar in

Z[X] (pentru Q[X] aceastd problema se reduce imediat la Z[X]).
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in continuare vom prezenta un criteriu suficient de ireductibilitate pentru polinoamele din

Z[X], cunoscut sub numele de criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein:

Propozitie 4.12. Fie f=aj+a;X+...+a,X"eZ[X] de grad >1 si si presupunem ci existd peN
un numir prim ad. p | ay, a;, ., 200, p1 an si p> 1 g

Atunci f este ireductibil in Z[X].

Demonstratie. Sa presupunem prin absurd ci f este reductibil in Z[X], adicd putem scrie
f=(b0+b1X+...+mem)(co+c1X+...+cka) cum, k=1 si m+k=n. Identificand coeficientii lui f deducem ca
ay =byc,

a, =b,c, +bc,

a, =byc, +bc, +b,c,

(*)
an—l = bm—lck + bmck—l
an = bmck
Cum p | ao iar p® 4 ao deducem ca p | by si p + cosauplco si p t bo. Sd presupunem de

exemplu caplbysi p t co.
Daci tinem cont de relatiile (*) deducem din aproape in aproape ca p | by, p Iby, ..., p | Bt si

din ultima relatie din (*) am deduce ci p | a, -absurd!. Analog, dacip f bysip |c,am deduce ca

p lcy, p lco, ..., p | ¢i1 si din ultima relatie din (*) am deduce ca p | a, -absurd. m

Observatia 4.13. Alegdnd un numir prim p>2 si neN* atunci conform criteriului de
ireductibilitate al Iui Eisenstein polinomul X"-pX+peZ[X] este un polinom ireductibil din Z[X].

Deci pentru orice n >1 in Z[X] gasim o infinitate de polinoame ireductibile de grad n.

In continuare vom prezenta metode de rezolvare a ecuatiilor algebrice de grade 3 si 4 cu
coeficienti din C (adica a ecuatiilor de forma f (x)=0 cu fe C[X] iar grad(f)=3 sau 4).
1. Sa consideram la inceput ecuatia algebrica de grad 3 cu coeficienti din C scrisa sub forma

(1) x*+ax’+bx+c=0 cu acC.

< = . . a . . o
Dacéd in (1) inlocuim y=x+ 3 obtinem o ecuatie algebrica in y de forma:

(2) y+py+q=0cup,qeC.
Fie acum 6 o ridacind a lui (2) (eventual intr-o extindere K a lui C, conform Corolarului 4.14.)
iar x,, X, radacinile ecuatiei

3) xz-ex-§=0.
Conform relatiilor lui Viéte avem

4) x+x=0 si xlxzz%.
Inlocuind pe 0 in (2) avem ci ©’+pA+q=0 astfel ci daci tinem cont de (4) obtinem
_p3
27

3 2 3 2 3
ecuatiei x2+qx— p =0, adica x,’=- 1 +4 q_ +p— si Xp = - 1 +, 9 +p— de unde deducem :
27 2 4 27 2 4 27
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—1+i3 "
—— ) deducem ca radacinile ecuatiei

ecuatiei x’-1=0.
o 1w _:_ - . .3 . 2
Cum radacinile ecuatiei x™-1=0 sunt 1 si g, €” (cu e=

(2) sunt
3 3\/_q ~ q 2 p 3

—+
2 4 2
2 3 2 3
0 2523\/_(14‘ qi_;’_pi +g3\/_q_ qi_;’_pi
3 2 4 27 2 4 27

Astfel, radacinile lui (1) vor fi x;=0;
2. Sa consideram acum ecuatia algebrica de grad 4 cu coeficienti din C:

(5) xMax’+bx*+cx+d=0 (a, b, c,d €C).

A a . . e o .
Notand y=x+— obtinem ca y verifica o ecuatie de forma

(6)  yHpy+qy+r=0 cup, g, reC,
Fie o un element dintr-o extindere K a Iui C a.i. scriind pe (6) sub forma @) (y2+§ +ar)’-

2
[2ay” —qy+(oc2+p0t—r+p— )]=0 si cel de al doilea termen sa fie patrat perfect, adicd o sa verifice ecuatia

de gradul 3:
2
q2—80c(oc2+poc—r+ pT )0 <

(8) 8o’ +8pa’+(2p-8r)a-q=0.
Pentru o ce verifica ecuatia (8), ecuatia (7) devine:

©) (y2+§ +a)*-20(y- ﬁ )=0

iar radacinile lui (9) sunt radacinile ecuatiilor y2—9y+(§ +oc+% )=0

4 q
+0y+H( £ +a- = )=0
YOy () oo
cu 0 radicini a ecuatiei x*-20=0.
Astfel, rezolvarea unei ecuatii algebrice de grad 4 se reduce la rezolvarea unei ecuatii de

gradul 3 si a doud ecuatii algebrice de grad 2.

CURSUL nr. 12
DETERMINANTLSISTEME DE ECUATII LINIARE.

§1. Definitia unui determinant de ordin n. Proprietitile determinantilor. Dezvoltarea
unui determinant dupa elementele unei linii. Regula lui Laplace.

In cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel comutativ si unitar.
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Definitia 1.1. Dacd n€EN, n>1 si M=(a;j)1<ij<n€Ma(A), atunci prin deferminantul matricei
M notat det(M) intelegem elementul

det(M)= Zsgn(o-)a,a(,)azﬁ(z)...am(”) cA

oeS,

(unde prin S, am notat multimea permutérilor asupra multimii {1, 2, ..., n} iar pentru c€S,,
sgn(o) reprezinta signatura permutarii c).

all a12 1n
C a, ay, a,,
Convenim sa notam det(M)=| = * | (sau condensat, det(M)=|ajj|; <ij<n)-
a a a

nl

Asociind la fiecare MEM, (A) elementul det(M)EA, obtinem o functie det:M,(A)— A numita
functia determinant.

. . a, a . . . .
De exemplu, dacd n=2 si Mz[ " ”j, atunci det(M)=ajjan--a;,8;; iar dacd n=3 si
aZl a22
all alZ al}
M=|a, a, a, |,atunct
a a a

33

det(M)=a1a2,a33721,8,3831121332133,-21332,831-212321333-21 122323

Produsul a;4(1ya26(2)... @nom) POartd numele de termen al lui det(M). Astfel, det(M) este suma a n!

n! . n!
termeni dintre care > apar in det(M) cu semnul (+) iar > cu semnul (-).

Dacd n=1, adicd M=(a,;) convenim si definim det(M)=aj,.

In cele ce urmeaza vom pune in evidenta principalele proprietdti ale determinantilor.

Propozitia 1.2. Pentru orice MEM,(A), det(M)=det(M) (unde prin ‘M am notat
transpusa matricei M).

Demonstratie. Fie M=(a;)) <ij<n 51 ‘M=('aj});=i;<n unde prin ‘a; am notat elementul aj;.
t — t — —
Avem det(M)= ngn(a) "0 Aoy Co() = ngn(a)aa(,)laa(z)z...aﬁ(n)n =

oeSy oeSy

— — -1 — ]
_Zsgn(a}za(l)c_l(U(I))ac(z)a_,(6(2))...516(”)6_1(5(”))— > sen(o )1154(l)a:af'(z)"'awfl(,‘)_det(M) (deoarece atunci

oeSy o les,

cand o parcurge S, si 6™ parcurge bijectiv pe S, iar sgn(c™”)= sgn(c)). B

Observatia 1.3. Egalitatea det('M)=det(M) ne aratd cd ori de cite ori avem o proprietate
adevdrata referitoare la liniile unui determinant, aceeasi proprietate este adevarata si pentru coloanele
determinantului. Din aceastd cauzd 1n continuare vom prezenta principalele proprietati ale
determinantilor referitoare la linii, rezultand tacit ca acestea sunt adevarate i pentru coloane.

Propozitia 1.4. (i) Dacd toate elementele unei linii dintr-o matrice sunt nule, atunci
determinantul matricei este nul
(ii) Daca intr-o matrice schimbiam doua linii intre ele, matricea astfel obtinuta are
determinantul egal cu opusul determinantului matricei initiale.
(iii) Daca o matrice are doua linii identice, atunci determinatul sau este nul

(iv) Daca toate elementele unei linii a unei matrice contin factor comun un element acA,
atunci acel element poate fi scos in fata determinantului matricei

(v) Daca elementele a doua linii ale unei matrice sunt proportionale, atunci determinantul
sau este nul.
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Demonstratie. (1). Daca de exemplu, toate elementele de pe linia i a matricei M sunt egale cu
0, atunci cum fiecare termen al determinantului contine ca factor si un element al liniei i deducem ca
det(M)=0.

(ii). Fie M;; matricea ce se obtine din matricea M=(a;j);<;j<n sSchimband intre ele liniile i si j.

Avem det(M;)= ngn(a}zw(])azo(z)...a

oeS,

..a ..a

joli) = Fio(j) " no(n)

Daca consideram transpozitia €=(i j) (ce duce pe iin j, pe j in isi lasd pe loc restul elementelor
din {l, 2, .., n}) atunci putem scric det(My)= > sgn(o W, .\ @s0is) oot ="

GeS,

Zsgn(r)zl,(,)az,(z)...am(n) =-det(M) (deoarece atunci cand ¢ parcurge pe S,, coe=1 parcurge bijectiv pe

reS,

S, iar sgn(t)=sgn(c)-sgn(e)=-sgn(o)).

(ii1). Daca matricea M are identice liniile i i j, atunci schimband intre ele aceste linii trebuie
dupa ii) ca det(M)=-det(M), de unde deducem ca det(M)=0 (evident in ipoteza cd inelul A nu este de
caracteristica 2).

(iv). Fie M=(a;j);<ij<, iar M’ matricea ce diferd de M prin aceea ca in locul liniei (aj;, ap, ...,
ajn) are linia (aa, aap, oo aay,). Atunci

detM")= Zsgn(a}zw(l)aw(z)...(aam(‘))..aw(”) =a- Zsgn(a}zlo(l)aw(z)...aw(”) ==a-det(M).

oeS, oeS,

(v). Rezultd imediat din (iv) si (iii). W

Fie acum M=(a));<ij<n€EMan(A) si sd presupunem ca elementele liniei i se scriu sub forma
a;=a; Ta; pentru fiecare 1 <j<n.

Dacd notdm cu M’ (respectiv M’") matricea care se obtine din M inlocuind elementele de pe
linia i cu elementele (a;) (respectiv (a;"")) (1<j<n) atunci avem urmatorul rezultat:

Propozitia 1.5. det(M)=det(M")+det(M"").

Demonstratie. Avem det(M)= Zsgn(cr)a,c(l)aw(z)...am(‘)...aw(”) =

oeSy

= Zsgn(o-)am(l)az(,(z)...(a,.’a(,.) + a,.';(,.))..am(n) = Zsgn(o-)am(l)am(z)...a,.’a(i)...am(n)+

oeS), oeS),

+ 3 sgn(0 ), ) @ao )l =det(M)+det(M"’). W
ceSy

Corolar 1.6. (i) Daca o linie a unei matrice patratice este o combinatie liniara de celelalte
linii, atunci determinantul matricei este nul.
(ii) Daca la o linie a unei matrice patratice adiugim o combinatie liniara de alte linii,
determinantul matricei nu se schimba.

Observatia 1.7. Sintetizdnd proprietatile de mai sus ale determinantilor avem urmdtoarele
proprietati principale ale determinantilor:

Proprietatea 1: Daca intr-un determinant schimbam liniile cu coloanele, determinantul nu-si
modifica valoarea.

Proprietatea 2: Daca toate elementele unei linii a unui determinant sunt nule, atunci si
determinantul este nul.

Proprietatea 3: Daca intr-un determinant schimbam doud linii intre ele, determinantul isi
schimba doar semnul.

Proprietatea 4: Intr-un determinant factorii comuni se scot pe linii.

Proprietatea 5: Dacd intr-un determinant doud linii sunt proportionale, atunci determinantul
este nul.

Proprietatea 6: Daca toate elementele unei linii a unui determinant se scriu ca suma de doua
elemente atunci si determinantul se scrie ca suma de doi determinanti.

Proprietatea 7: Dacd o linie a unui determinant este o combinatie liniard de celelelte linii,
atunci determinantul este nul.
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Proprietatea 8: Daca intr-un determinant la o linie adaugdm o combinatie liniara de alte linii,
atunci determinantul nu-si schimba valoarea.

Observatia 1.8. In cazul determinantilor de ordinul 3 existi doua reguli simple de calcul a
acestora cunoscute sub numele de regula lui Sarrus si respectiv regula triunghiului.
Pentru regula lui Sarrus se procedeaza astfel:

all a12 al3
Daca M=|a, a, a, | atunciadaugind primele doua linii la M obtinem matricea de ordinul
a3l a32 a33
(5, 3):
all alZ a13
aZl a22 a23
r_
M'= a; as; a,
all alZ a13
a a a

21 22 23

Termenii cu (+) din dezvoltarea Iui det(M) sunt cei ce se obtin inmultind elementele de pe

diagonala principald a lui M si cele ale ,,diagonalelor paralele” cu aceasta din M’ iar cei cu (-) se obtin
inmultind elementele de pe diagonala secundara lui M si cele ale ,,diagonalelor paralele” cu aceasta

din M". De exemplu, daca

1 2 -3
M=|-2 1 1 atunci

2 -1 4
1 2 -3
-2 1 1

M'=| 2 -1 4 | siastfel
1 2 -3
-2 1 1

det(M)=1-1-4+(-2)(-1)-(-3)+2:2-1-(-3) 1 2-1-(-1)- 1-4-2:(-2) =4-6-+4+ +6+1+16 = 25.

Pentru regula triunghiului se procedeaza astfel:

all alZ alS
Se considera M=| a,, a,, a,, | sise observa ca tripletele (a3, az1, a32) $i (231, @12, 823)
a a a

31 32 33

formeaza douad ,,triunghiuri” cu varfurile in a;3 si respectiv ay; si cu bazele ,,paralele” cu diagonala
principald, astfel ca termenii din dezvoltarea lui det(M) ce apar cu semnul plus pot fi individualizati
astfel: produsul elementelor de pe diagonala principala precum si produsele celor doud triplete ce

formeaza doud triunghiuri cu bazele paralele cu diagonala principald. Cele cu semnul minus vor fi:
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produsul elementelor de pe diagonala secundard precum si cele doua produse ale tripletelor (a;;, a3y,
ay) $1 (a33, 8y, a;p) ce formeaza doua triunghiuri cu varfurile n a;; si respectiv as; si cu bazele
»paralele” cu diagonala secundara.

In continuare vom prezenta un procedeu recursiv de calcul al unui determinant de ordinul n
prin care calculul acestuia se reduce la calculul a n determinanti de ordinul n-1.

Fie deci M=(aj);<ij<n€EMy(A) (n=2) si d=det(M)=laj; <ij<n -

Definitia 1.9. Numim minor complementar al elementului a;; in det(M) elementul notat d;;
ce se obtine calculind determinantul de ordinul n-1 obtinut prin eliminarea din det(M) a liniei i
si coloanei j (1<i, j<n).

Elementul 6ij=(-1)i+jdij se numeste complementul algebric al lui a; in det(M).

Teorema 1.10. Dacd M=(a;));<;j<n€Mi(A), atunci pentru orice 1<i<n avem egalitatea:
det(M)= ai1611+ai2612+. . .+ain6in.
Demonstratie. Avem  det(M)= 3 sgn(0) a,,(1)@25(2)-duo(,) $1 S& nOtam pentru 1<i<n,
oeS,
$i=2;10;1Tap0pt. ..+ 0.
Ideea de demonstratie a egalitatii det(M)=s; este urmatoarea: vom arata ca fiecare termen de

forma a;;0;; al sumei s; este suma a (n-1)! termeni din dezvoltarea lui det(M) avand acelasi semn ca si
cei din dezvoltarea lui det(M) iar pentru doud valori diferite ale indicelui j avem termeni diferiti din

dezvoltarea lui det(M). O data stabilit lucrul acesta, egalitatea det(M)=s; se probeaza astfel: suma s;
are n-(n-1)!=n! termeni identici si cu acelasi semn ca si termenii ce ne dau dezvoltarea lui det(M),

deci cu necesitate det(M)=s;.
Sa ne ocupam la inceput de termenul a;,3,;.

Avem a;,81=a;; ) sgn(r)ah(z)aw)...a”r(n) = sgn(r)allah(z)aw)...am(”)

(sumarea facandu-se dupa toate permutdrile T asupra multimii {2, 3, ..., n}). Se observa ca cei (n-1)!
termeni ce apar 1n dezvoltarea lui a;,8;, sunt termeni ce apar si in dezvoltarea lui det(M).

Sa aratam ca acestia apar cu acelasi semn ca si in dezvoltarea lui det(M). Pentru o permutare t
asupra mulfimii {2, 3, ..., n} semnul termenului a,,,a,,..a,,, din dezvoltarea lui 8, este sgn(t), deci

2 3 nt

semnul termenului a,a,,,a,s..a,,, provenitdin produsul a;;0;; este egal cu sgn(t).

Pe de alta parte, semnul termenului a, a,,,a,,;)..a

11%27(2)
1 2 3 ... n
4 4

sgn(t’) unde v'=
gn(®) [1 (2) 6) .
Pentru cazul general al produsului a;0; proceddm astfel: schimbam liniile si coloanele in asa
fel incit elementul a;; sd vina in locul elementului a;; si minorul d;j sd rdmind neschimbat. In felul
acesta linia i si coloana j devin linia 1 si respectiv coloana 1; linia 1 devine linia 2, linia 2 devine linia
3, ..., linia i-1 devine linia i; coloana 1 devine coloana 2, coloana 2 devine coloana 3,..., coloana j-1

nt

) In dezvoltarea lui det(M) este egal cu

)J si avem 1n mod evident sgn(t)=sgn(t").

devine coloana j, astfel ¢ dacd notdm prin d’ determinantul obtinut prin astfel de schimbari avem

det(M)=(-1)"d’ si in plus d’;,=d;;.
Dacd a, a,,,..a,, , a .4, este un termen oarecare din dezvoltarea determinantului d;; din

1y P 2ky it ko it kg Yok,

egalitatea det(M)=(-1)"d’ si tindnd cont de prima parte a demonstratiei deducem ca semnul

termenului  (-1)7a,, a,,,..a

a, —provenit din produsul a;o; este acelasi cu cel dat de

i1 ki B it gy o

dezvoltarea determinantului d. Astfel, demonstratia teoremei este completa. B

Corolar 1.11. Daca 1<i#j<n, atunci

aj16i1+aj2612+.. .+ajn6in=0.
Demonstratie. Conform Teoremei 1.10. avem
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(%) det(M)=a;;5;tapdpt.. . +aj,din.
Deoarece 0, 0 ,..., Oip U contin elementele a;;, ap,..., a;y,, egalitatea (x) este de fapt o
identitate in aj;, ap,..., aj, .
Astfel, a;;0i1+ajp0i1...1ajndin va fi un determinant ce are linia i formatd din elementele aj,
ap,...,ajn §1 cum j*i avem atunci doud linii identice (linia j si linia i ce coincide cu linia j), de unde

deducem cd aj;6;;+aj,0i+. . . T2jndin=0 (conform Proprietitii 5). W

Suménd cele stabilite anterior, avem urmitorul rezultat important:

Teorema 1.12. Dacd M=(a;));<ij<n€Mi(A), atunci pentru orice 1<i, j<n avem

det(M) pentru j=i
aj1611+aj26i2+...+ajn6in= { Lo
0 pentru j #i

In continuare vom prezenta o generalizare a celor stabilite in Teorema 1.10. ce ne di
dezvoltarea unui determinant dupa o linie. Mai precis vom prezenta o regulda de dezvoltare a unui
determinant dupa mai multe linii (asa zisa regula a lui Laplace).

Inainte de a enunta regula lui Laplace vom defini notiunile de minor de ordin k (k<n-1),
minor complementar si complement algebric pentru un minor complementar de ordin k (care
generalizeaza de fapt notiunile definite mai inainte).

Sa alegem o matrice MEM,(A) (n>2) si sa fixam k linii iy, 1,..., i §i k coloane ji, j,,..., jk

(k=n-1) distincte.
Elementele ce se afla la intersectia liniilor iy, 1,..., ik $i coloanelor ji, ja,..., j» fomeazad o
matrice de ordinul k al cdrei determinant il vom nota prin M*-* si il vom numi minor de ordin k

12k
pentru det(M).
Daca eliminam din matricea initiald liniile 1;, 1,..., ik $i coloanele ji, ja,..., jx obtinem o
matrice patratica de ordin n-k al carei determinant il vom nota prin M2 si il vom numi minorul

complementar al Tui M|
1J2 ik
i i

. . 5 1 k g
Convenim de  asemenea si  notim { b * } =>(i,+/,). Numarul
Ji Joo e Tk =1

) iy e ik . . . : i i
A = (- 1)[/1 - fk} - M™% se va numi complementul algebric al lui M ™"

J12 Tk N2k "

Observam ca pentru k=1 obtinem notiunile prezentate in Definitia 1.9..

1 2 3 -1
. . o 1 -1 2
Exemplu. Fie matricea M= L1 5 EMy(Z).
0 -1 3 1

Sa alegem liniile i;=2, i,=4 si coloanele j; =1, j,=2 (deci k=2).

3 -1 2 4 .
:—5,{ }:9,dec1

0
Avem M} =
0 1 -2 1 2

1 A7 24
70 M=

A7 =1 M =—(-5)=5.
S observam ca dacd fixdm k linii, cu elementele acestora putem forma C* minori de ordin k.

Suntem acum in masura sa prezentam regula lui Laplace:
Teorema 1.13. (Laplace). Dacd M=(a;j)1<ij<nEMn(A) si fixam liniile 1<i;<i,<...<ix<n
(k<n-1), atunci
det(MM)= > M!>" .41 (o sumi de C' termeni).

J1J2-Tk J12Tk
Ij1<j2<.<jE<n
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Demonstratie. In esentd, ideea de demonstratie este asemanatoare cu cea de la demonstratia
Teoremei 1.10. cu deosebirea ca este ceva mai elaborata.

Observam ca pentru 1<j<j,<...<jy<n, M > este o suma de k! termeni iar 4)”" este o

suma de (n-k)! termeni astfel ca daca notdm cu S suma din partea dreapta a egalitétii din enunt atunci
S va fi o sumi de k!-(n-k)!- C* =n! termeni.

Daca vom ardta ca cei n! termeni ce formeazid pe S sunt de fapt termeni distincti din
dezvoltarea lui det(M) (si cu acelagi semn ca in det(M)) atunci in mod evident avem egalitatea din

enunt det(M)=S.
Sa consideram la inceput cazul i;=j;=1, i,=},=2, ..., i,=ji=k.
AtunciM > = Zsgn(a)ala(l)azﬁ(z)...am(k),

12..k
oSk

1 2 .. k .
L 2 .. k}:2(1+2+'“+k):k(k+1),dec1

A=) M =M =Y sgn(ch,, d,y (unde prin S’y am notat multimea

12..k 12..k 12..k
Sk

permutarilor asupra elementelor k+1, k+2, ..., n) astfel ca
Mllzzlf : Allzzlf = Z sgn(d)~ SgH(T) ! ala(l)aZU(Z)"'akﬁ(k)aA +1 T(A+l)"'anr(n) .

ek
reS};

Dacd notim (1! 2ok kel o €S,, atunci In mod evident
o) o@) .. olk) dlk+1) o o(n) "

sgn(e)=sgn(c)-sgn(t), astfel cd termenii sumei M >F- A7+ fac parte din termenii lui det(M) si apar cu

12,k 12...k
acelagi semn ca si in dezvoltarea lui det(M).
Cautdim acum sia probam un rezultat similar pentru un produs general de forma
Mk - g2k Permutind succesiv liniile i coloanele vecine putem aduce minorul M 2% in coltul

J1J2Tk J1J2-Tk J1J2-Jk
din stdnga sus al determinantului det(M); pentru aceasta sunt necesare (i;-1)+(i-2)+...+(ix-k)+

Gi-1)HG22) . (k)= {

b l_" } -k-(k+1) permutari de linii si coloane.

1 2 o jk

| i e

Dacd notam prin N matricea astfel obtinutda avem ca det(N)z(—l)“ o ﬂ-det(M),

M2 = N2 jar ik = N4 Din cele demonstrate anterior, in det(N) suma tuturor termenilor

J1i2 ik 12..k 12k 12..k

ale caror prime k elemente intrd in minorul M "% este egald cu produsul M™* - M™%  De aici

J1J2 - Jk J1J2Jk J1J2 Tk

rezultd cd suma termenilor corespunzatori ai lui det(M) este egala cu produsul:

i e ik —
(_ I)LI P /J ‘Mmz...% ‘Mmz...% =ML]i2...ik NLLE

JJ2 Tk JJ2 Tk J1J2 Tk Ni2-jk *

Cu aceasta teorema este complet demonstrata. B

1 2 -1 0
. . 0 -1 1 1

Exemplu. Fie matricea M= L2 3 . EMy(Z).
1 2 3 0

Sa calculam det(M) dezvoltandu-1 cu ajutorul regulii lui Laplace dupa liniile 1 si 2. Avem
Qet(M)= M2 A2 + MEAD + MU + MEAZ + MEAZ + MEAZ =

1 2 a3 1 -1 a2 =1 1o 2 23
“lo -1 1) '}'3 0| o 1'(_1){1 J'2 ol o 1'(_1)[1 J'z
PRk VAT M ot P L AR B 8
-1 1 1ol |-1 1 13
L 0‘(_1){; DU 2 =031 2 () 0 1 (1) 1 24 (1) (< 6) =
1 1 I 2] =3-2+1+12=8 .
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Corolar 1.14. Dacd M, N&M,(A), atunci det(M:N)=det(M)-det(N) (adica aplicatia
det:M,(A)— A este morfism de monoizi multiplicativi).
Demonstratie.  Alegem M=(a;j)i<ijsn, N=(bjj)i<ijsn §1 considerdim matricea PEM,a(A),

M O . . U g .
P= [ NJ al carui determinant 1l calculdm 1n doud moduri:

Pe de o parte, cu ajutorul regulei lui Laplace dezvoltim pe det(P) dupid primele n linii si
obtinem det(P)=det(M)- (~1)\: : - +|-det(N)=det(M)-det(N).

Pe de alta parte, pentru fiecare 1<j<n in det(P) facem urmatoarele operatii: inmultim coloana
1 cu byj, pe a doua cu by, ..., pe a n-a cu b, si ce obtinem adundm la coloana n+j, obtinand astfel

. M M-N
pentru det(P) urmatoarea forma: det(P)=det(P’), unde P’ este matricea ( I o ] .

n n

Dezvoltand acum pe det(P) dupa ultimele n coloane obtinem:
1 2

det(P)=det(M-N)- (- 1)[m ] -det(I,)=det(M-N)- (=1)**" . (= 1) =det(M-N)-(1)"*""V""=det(MN),
de unde deducem egalitatea det(M-N)=det(M)-det(N). m

§2. Matrice inversabilid. Inversa unei matrice. Rangul unui sistem de vectori. Rangul
unei matrice. Rangul unei aplicatii liniare intre spatii vectoriale de dimensiuni finite.

In cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel unitar si comutativ (cu 0#1).
Reamintim ca prin U(A) se noteaza de obicei unitatile monoidului (A, -) (adicd U(A)={a€A | exista

bEA ai. ab=ba=1}). In mod evident (U(A), -) este grup, numit grupul unitdtilor lui A.
Grupul unitatilor inelului M,(A) se noteazda cu GL,(A) si poartd numele de grupul general

liniar de grad n al inelului A; in particular GL;(A)=U(A).

In continuare vom prezenta o caracterizare a unititilor inelului My(A) cu ajutorul
determinantilor.

Teorema 2.1. Dacd A este un inel unitar si comutativ, atunci MEM,(A) este inversabila
(adica MeGL,(A)) daca si numai daca det(M)cU(A).

Demonstratie. ,,=”. Dacd MEM,(A) este inversabild, atunci existi NEM,(A) a.l. M-N=I,.
Deducem imediat ca det(M)-det(N)=1, adica det(M)cU(A).

,,<". Si presupunem ci d=det(M)EU(A). Vom nota prin M* matricea din M,(A) ce se obtine
din 'M inlocuind fiecare element din ‘M prin complementul sdu algebric din ‘M si s demonstrim ci
M'=d"'-M". Pentru aceasta observim ca daci M*=(aij*)lsh j=n, atunci aij*=(—1)i+j di=I5 (vezi
notatiile de la §1.).

Astfel, un element oarecare al matricei M-M" va fi de forma Cij=aj| -alj*+...+ ain-anj*=
aj -+ .+ a T

d pentrui=j .
P / (vezi Teorema 1.12.) deducem ca M-M =d-I, si atunci M-(d

Deoarece ¢, = .
0 pentru i+ j

'.M")=I,. Analog deducem i ca (d'-M")-M=I,, de unde concluzia ca M'=d"-M". m

Observatia 2.2. Matricea M construitd mai sus poarti numele de reciproca lui M.

Corolar 2.3. Daca K este un corp comutativ, atunci MEM(K) este inversabila daca si
numai daca det(M)=+0.
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1 2 -1
Exemplu. Fie M=| 0 -1 0 | EM;(Z). Deoarece d=det(M)=1€U(Z) deducem cd M este
-1 1 0
inversabila in M3(Z). Pentru calculul lui M procedam ca in cazul demonstratiei Teoremei 3.1..
1 0 -1 0 -1 -1
Pentru aceasta calculim ™M=|2 -1 1 jar M= 0 -1 0 si astfel M"
-1 0 0 -1 -3 -1
0 -1 -1
'=M'=|0 -1 0
-1 -3 -1

1 2 -1\ (0 -1 -1} (1
Intr-adevar, M-M'={ 0 -1 0 [0 -1 0 |=|0
0

0
0 | =I5 si analog M -M=L.
-1 1 0 -1 -3 -1 1

Corolar 2.4. Fie K un corp comutativ si MEM,(K). Atunci urmitoarele afirmatii sunt
echivalente :

(i) MEGL.(K)

(ii) det(M)=+0
(iii) ind, " ....c"}
@iv) indk{;”’,...,l,;“}, unde prin ¢",.,c", respectiv /", L./" am notat transpusele

coloanelor, respectiv liniile matricei M (¢",...,¢" sunt priviti ca vectori in K" = M, , (K) iar
1V,..,1" cavectoriin K'= M, ,(K)).

in cazul in care numarul n este mai mare metoda de calcul a lui M™" descrisa in demonstratia
Teoremei 2.1. este inutilizabild datoritd numarului mare de calcule pe care le implica.

Pentru matricele cu coeficienti intr-un corp comutativ K, lema substitutiei oferd o metoda
eficienta de calcul a inversei acestora.

Intr-adevir, se pleaci de la tabelul :

Baza e " e e
(S5 a app ... Ay 1 0 ... 0
€ A dy ... Qp 0 1 ... 0
€n ay an am 0 0o ... 1

Cu ajutorul lemei substitutiei inlocuim pe ¢, ¢,’,...,c) prin ¢", )", ...,c)"
(lucru posibil datorita Corolarului 2.4., (iii)) obtinénd in final tabelul:

Baza N o o .o
CIM 1 0 b1 1 b12 bln
CZM 0 1 b21 bzz b2n
A ) 1 | bu by ... bu

Matricea N=(bj);<ij<n ce apare in al doilea ,,compartiment” al ultimului tabel este chiar
inversa lui M deoarece pentru orice 1<i, j<n avem c" =b c" +..+b,c,', lucru echivalent cu

wCn o

egalitatea [,=M-N.
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Sa calculam de exemplu cu ajutorul lemei substitutiei inversa matricei M=( ) J eM,(R)

(aceasta exista deoarece det(M)=3+2=5+0):

Baza ot et e
e 2 0
e -1 1 0 1
¢ |1 23 13 0
e o G2 13 1
o [1 0 15 25
o 1 U5 35

1/5 3/5

u 3 2 1/5 =2/5 10

Intr-adevar, . = =I,.
-1 1 1/5 3/5 0 1

Observatia 2.5. 1. Vectorii bazei canonice ¢y, ..., ¢, din K" nu pot fi intotdeauna inlocuiti cu
¢, ¢),...,c,’ (In aceasta ordine). In general ¢, ..., €, se inlocuiesc cu ¢}, c.(,,..., o, unde cES,,

1

1/5 -2/5
Deducem ca M'1=( ]

astfel ca M apare in ultimul tabel din lema substitutiei ,,perturbata” de o. In acest caz, M poate fi

obtinutd prin diferite permutdri de linii care restabilesc ordinea ¢, ¢,’,...,¢," inbaza {c},...,c., }-

n

2. Calculul lui M™' cu ajutorul lemei substitutiei poate demara fara a ne asigura ca det(M)=0.
Daca det(M)=0, atunci la un anumit pas al iteratiei din lema substitutiei, nu toti vectorii ¢,

1 <i<n pot sa Inlocuiasca vectorii e;, 1 <i<n, ceea ce va avea ca efect blocarea algoritmului de calcul,

de unde concluzia ci det(M)=0, adici M nu existiSa considerim acum sistemul de n ecuatii cu n
necunoscute cu coeficienti in corpul comutativ K:

a, x +..+a, x =b

11741 1n""n 1

a,x, +..+a,x, =b,

[S] o

Notam M=(a;)1=ij=<n€EMn(K), b=(by, ..., b,)EK" iar pentru 1<i<n fie M; matricea ce se
obtine din M 1nlocuindu-i coloana i prin coloana termenilor liberi b='b.
In aceste conditii avem urmdtorul rezultat:

Teorema 2.6. (Cramer) Dacd d=det(M)+0, atunci sistemul [S] admite solutia unica

x=(Xp, ..., X,) unde Xi=di-d'1 cu d;=det(M;) pentru orice 1<i<n.

Demonstratie. Scriem sistemul [S] sub forma matriceald M -¥ =5, unde x=(xi, ..., X,) iar
b=(by, ..., b,). Deoarece d=det(M)#0, conform Corolarului 2.3. existdi M, astfel cd ¥=M"-5 . in
cadrul demonstratiei Teoremei 2.1. am stabilit ca

M= o =Llw)
det(M) d ij Ji<i,j<n

unde aij*=Fji , 1Si, jSH.
Astfel:
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X =
a,b +..+a,b, b +..+T b, d, d™-d,
Yog. a,b +..+a,b, _g. L,b +..+T D, _g. d,|_|d"d,
a,b, +..+a,b, r, b +.+I,0b, d, d'-d,

(tindnd cont de Teorema 1.12.), de unde x=d"'-d, I1<i<n. m
Observatia 2.7. In conditiile Teoremei 2.6. spunem despre sistemul [S] ca este Cramerian.

Definitia 2.8. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K iar S={vy, ..., v,}SV un sistem
finit de vectori.

Prin rangul lui S notat rang(S), intelegem numéarul maxim de vectori din S ce sunt liniar
independenti peste K.

In mod evident, rang(S)=dimg(S), unde reamintim ci prin (S) am notat spatiul vectorial
generat de S (vezi §1. din Capitolul 6).

Sa definim acum notiunea de rang al unei matrice M= (a )li‘,i’Z EM,0(K) cu K corp comutativ.

Pentru 1<p<m si 1 <q=<n prin minor de tipul (p, g) al lui M Intelegem determinantul matricei

de tipul (p, q) ce are elementele situate la intersectia a p linii si q coloane ale lui M. Dacd p=q un
minor de ordinul (p, p) al lui M se zice minor de ordinul p al lui M (in mod evident, matricea M are

C? - C! minori de tipul (p, q) si C? -C” minori de ordin p).
Definitia 2.9. Fie K un corp (comutativ) si MEM,, ,(K). Spunem despre matricea M ca
are rangul r si scriem rang(M)=r dacd M are un minor de ordinul r nenul si toti minorii de

ordin mai mare ca r (daca existi!) egali cu zero. In mod evident, 0<rang(M)<min{m, n} si in
definitia lui rang(M) este suficient s cerem ca toti minorii de rang r+1 (daca exista) sa fie egali
cu zero.

Dacid m=n, a spune ci rang(M)=n revine in mod evident la a spune ci det(M)=+0.
Din definitia de mai sus deducem imediat urmatoarele proprietdti elementare pentru rangul

unei matrice MEM, o(K):

R)) rang(M)=rang(‘M)

R,) Dacd notam prin M’ matricea ce se obtine din M schimband intre ele doud linii (sau
coloane), atunci rang(M)=rang(M")

R;) Daci a€K” si notim prin M’ matricea obtinuti din M prin inmultirea tuturor elementelor

unei linii (sau coloane) cu a, atunci rang(M)=rang(M").
Corolar 2.10. Rangul unei matrice M nu se schimba daca la o linie (sau coloana) a sa
adunidm o combinatie liniara de alte linii (sau coloane).

Demonstratie. Intr-adevir, daca notdim prin M’ matricea ce se obtine din M addugénd la o linie
(sau coloand) a sa o combinatie liniara de linii (sau coloane) atunci subspatiul vectorial generat de

liniile lui M’ va fi in mod evident egal cu subspatiul vectorial generat de liniile ui M.
Observatia 2.11. Teorema 2.10. ne permite sd calculdm iterativ rangul unei matrice nenule

MEM,u(K).

Deoarece M este nenuld, rang(M)=1. Sa presupunem cd am gasit un minor de ordin r>1
nenul. Pe acesta 1l borddm cu elementele corespunzatoare ale uneia din liniile si uneia dintre coloanele

ce nu fac parte din acel minor. Daca toti acesti minori de ordin r+1 sunt nuli, atunci rang(M)=r. Daca
insa cel putin unul este nenul, atunci continudm procedeul cu acel minor.

Sa observam ca in felul acesta numarul minorilor de ordin r+1 ce se calculeaza prin bordarea
unui minor de ordin r este (m-r)(n-r) pe cand dacd am fi calculat rangul lui M cu ajutorul Definitiei
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3.9. ar fi trebuit sd calculam C."-C;" m minori de ordin r+1, reducand astfel anumite calcule

(deoarece in general C"' -C.">(m-r)(n-1)).

2 -1 1 0
Exemple. 1. Sa determinam rangul matricei M=| 3 1 -1 2|EM;4(R).
-1 1 0 1

-1 .
=5=0, deci rang(M)=2. Pentru a vedea daca rang(M) este 2 sau 3 este

2
Se observa ca 3

suficient sa calculam doar doi determinanti i anume:

2 -1 1 2 -1 0
31| -1=5 i 31| 2=3.
-1 1 0 -1 1
Deducem astfel ca rang(M)=3.
1 2 -1 3
2. Daca consideram acum matricea M=|0 -1 1 —2|EM;4(R).
1 1 0 1

2 .
= -1#0, deci rang(M)=2.

1
Se observa ca 0

1 21-1

C e . 1 . .

Calculand acum cei doi minori ai lui M ce bordeazi pe 0 obtinem: 0 —1| 1|=0 si
1 1 O

1 2| 3
0 -1 -2/=0 (deoarece ultima linie este suma primelor doud), astfel ca rang(M)=2.
1 1 1

Observatia 2.12. 1. Existd si alte procedee de a determina rangul unei matrice cu ajutorul
anumitor transformiri elementare de matrice. In cadrul acestei lucriri (mai ales pentru teoria
sistemelor liniare pe care o vom prezenta in continuare) vom utiliza doar procedeul recursiv de mai
inainte de a determina rangul unei matrice deoarece pe linga faptul ca acest procedeu ne ofera cit este
rangul matricei M ne permite §i punerea in evidentd a unui minor de ordin cit este rangul lui M care

este nenul.
2. Cand m si n sunt numere mari, 0 metodda mai rapida de calcul a rangului unei matrice ne

este oferitd de lema substitutiei: dacd MEM,, o(K) si (ey, ..., ey) este baza canonica a lui K", atunci
rangul lui M coincide cu numarul vectorilor coloana {c¢, ¢, ,..., ¢} ai lui M care prin aplicarea
succesiva a lemei substitutiei inlocuiesc vectorii din baza canonica {ey, ..., €n}.
Spre exemplificare, sa stabilim cu ajutorul lemei substitutiei cat este rangul matricei
2 -1 0 3
M=[1 0 -2 1|EM;yR):
3 -1 -2 4
Baza L e )
e @ -1 0 3
e 1 0 -2 1
e; 3 -2 4
c) 1 -12 0 32
€ 0 @ 2 -12
e; 0 12 -2 -172
c) 1 0 2 2
c) 0 1 4 -1
e; 0 0 0 0
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Cum in locul lui e; nu poate fi adus nici ¢ sinici ¢, deducem cad rang(M)=2.

Fie V si W doua K-spatii vectoriale de dimensiuni finite iar f:V—W o aplicatie liniard ce are
in raport cu bazele fixate din V i W matricea M.

Definitia 2.13. Prin definitie, rang(f)=rang(M).

Tiné&nd cont ca daca considerdam in V si W alte baze matricea lui f in raport cu aceste noi baze

este de forma P-M'N cu P si N matrice pétratice inversabile iar rang(P-M-N)=rang(M) deducem ca
definitia pentru rangul lui f de mai nainte este corecta.

Observatia 2.14. Tinand cont de cele stabilite mai inainte deducem céa daca f:V—W este o
aplicatie liniara Intre doua spatii vectoriale de dimensiuni finite atunci:

(1) feste momomorfism daca si numai dacd rang(f)=dimgV
(i) f este epimorfism daca si numai daca rang(f)=dimgW

(ii1) f este izomorfism daca si numai daca rang(f)=dimgV=dimgW.

§3. Sisteme de ecuatii liniare cu coeficienti intr-un corp comutativ. Sisteme omogene.
Vectori si valori proprii ai unui operator liniar. Teorema Cayley—Hamilton

in cadrul acestui paragraf prin K vom desemna un corp comutativ.

. . .. . . * A M
Prin sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute (m, nEN") intelegem un sistem de forma:
a,x,+..+a,x, =b

In""n 1

a,x, +..+a,x, =b, . .
e 2 * ,unde a;;, b;€K, 1<i<m, 1<j<n.

[S]

a,x, +..+a,x =b

mn”"n m

A rezolva sistemul [S] revine la a gasi x=(x, ..., X,)€K" ce verifica [S]; un astfel de x€K" se
va numi solutie a Iui [S].

Sistemul [S] se zice compatibil in K daca are cel putin o solutie §i incompatibil in caz contrar.
Daca [S] are un numadr finit de solutii el se zice compatibil determinat iar in cazul in care are o

infinitate de solutii se zice compatibil nedeterminat. Dacd mai avem un alt sistem [S'] de ecuatii
liniare cu m linii si n necunoscute, vom spune ci [S] si [S'] sunt echivalente daci au aceleasi solutii; in

acest caz vom scrie [S]~[S'].
Notand M= (a, )iz €Mupu(K), b=(by, ..., bp) EK™ $i x=(x1, ..., X,)EK", sistemul [S] admite

i

scrierea matriceald M -X=b (unde X¥='x si b='b).
A rezolva sistemul [S] revine la a da raspuns (in aceasta ordine) la urmatoarele probleme:
P;: Daca [S] este compatibil sau nu;
P,: In caz de compatibilitate, cum se rezolva [S].

Fie r=rang(M); din cele stabilite in §2. avem ca 0 <r<min{m, n}. Existd atunci un minor de
ordin r al lui M nenul si toti minorii de ordinul r+1 sunt nuli (evident, daca exista minori de ordinul
r+1).

Tin&nd cont de proprietatile determinantilor putem presupune ca minorul de ordinul r nenul

(pe care il vom numi minor principal) este L. #0.
<i.jsr

a..
i

Necunoscutele X;, ..., X; se vor numi necunoscute principale iar restul se vor numi
necunoscute secundare. Ecuatiile 1, 2, ..., r se vor numi ecuatii principale iar restul secundare.

In cele ce urmeaza vom raspunde la P; si P, In functie de valorile pe care le poate luar.

Cazul 1: r=m=n. In acest caz d=det(M)=0, sistemul [S] se zice Cramerian din cele stabilite
in §2., (vezi Teorema 2.6.) deducem ca sistemul [S] este compatibil determinat iar solutia este data de
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x=(Xi, ..., X») cu x;=d"'d;, 1 <i<n, unde d, este determinantul matricei ce se obtine din M inlocuind
coloana i prin coloana b a termenilor liberi, 1 <i<n.
Cazul 2: r=m<n. In acest caz toate ecuatiile sunt principale si avem doar necunoscute

secundare (§1 anume pe X1, X2, - -+, Xp)-
Raspunsul la P, si P, este dat de:

Teorema 3.1. Dacid r=m<n atunci:

P,: Sistemul [S] este compatibil n-r nedeterminat

P,: Pentru rezolvarea lui [S] procedim astfel: trecem in membrul drept termenii ce
contin necunoscutele secundare, obtinind astfel un sistem Cramerian in necunoscutele

principale. Alegind x,;=0,SK pentru r+1<s<n vom determina cu ajutorul formulelor lui
Cramer pe Xy, ..., X, in functie de o, ..., 0,.

Demonstratie. Intr-adevar, daca notam M,= (a. ) , Npr= (a. )mgm , X'=(xq, ...,
5 1<i, j<r

i U/ rvi<jzn

x)EK" si X" =X, ..., Xo) EK™, atunci sistemul [S] se scrie sub forma echivalent:
[S1 M -3+N,_ -X"=b.
Deoarece det(M,)+0, existd M si astfel [S'] este echivalent cu:
[S'] M,-X'=-N, -5X"+b
care este un sistem Cramerian in necunoscutele principale xi, ..., X;. Alegand x;=0;€K cu r+1<s<n
din rezolvarea lui [S"'] cu ajutorul formulelor lui Cramer gisim pe xi, ..., X, in functie de o, ..., Gy,
astfel ca solutia generala a lui [S] este datd de: X1 =X;(Cer1, --» On)sever Xe=Xe(Ops e vy On)y Xpt] =0Ohpi 1o -,
Xp=0l, CU Or1, ..., 0, din K, alese arbitrar. B
Exemplu. Sa consideram in R sistemul:
[S] {le—x2+3x3—x4:2'
X, +x, —x, +2x, =-1

2 -1 3 -1

n . 2 -1 .
In acest caz m=2, n=4, M:[1 ) | ZJ si deoarece ) 1:3:&0, deducem ca

rang(M)=2=m < n=4, astfel ca x; si X, sunt necunoscute principale iar X; i x4 secundare.
Din cele prezentate mai sus deducem ca sistemul [S] este compatibil 4-2=2 -nedeterminat.

Pentru rezolvarea sa sa alegem x3;=03, X4=04 (cu a3, a4ER) si astfel sistemul [S] este echivalent cu
sistemul Cramerian:
5] {Zx] -x, =3a, +a, +2'

X +x,=a,-2a, -1

. . . L 2 1 | 4
Folosind formulele lui Cramer deducem imediat ca x, = —3% 3% + 3 sl x, = §a3 —e -
< . . 2 1 1 5 4 .
astfel ca solutia lui [S] este X=(—§a3 —3% +§ g% T 03, 04 ) cu o3, 04 ER arbitrare.

Cazul 3: r < m. In acest caz sistemul [S] are si ecuatii secundare. Pentru a raspunde la la P, i
P, sd stabilim anumite notatii si definitii specifice acestui caz.

Vom nota M = (M b )EMm,nH(K), matricea ce se obtine din M adaugandu-i acesteia coloana

b a termenilor liberi. Matricea M astfel obtinuta poarti numele de extinsa lui M.

Urmatorul rezultat raspunde la Py:
Teorema 3.2. (Kronecker-Capelli) Sistemul [S] este compatibil daca si numai daca
rang(M)=rang( M ).
Demonstratie. Totul rezultd din scrierea lui [S] sub forma matriceala echivalenta urmatoare:
[S"] X, C 4%, C +otx, C =b
(unde ¢,,¢,,...,¢, sunt coloanele matricei M) si privind pe ¢,,¢,,...,¢, ca vectori din K™,

19Co0ee

76



71

Astfel, daci (a,...,0,)EK" este o solutie a lui [S] atunci «, -¢, +a, -C, +...+a, -¢, =b si deci
b este 0 combinatie liniard de ¢ ,¢,,...,¢,, de unde concluzia ca rang(M)=rang( M ) (tindnd cont de

Teorema 2.10. si Corolarul 2.11.).
Reciproc, dacd rang(M)=rang( M ) inseamni ci b este o combinatie liniard de ¢,Z,,...,,

adicd existd ay, ..., a, €K ai. a, -C +a, -G, +..+a -¢, =b siastfel x=(0, ...,a,)EK" este o solutie a
lui [S]. =
Pentru fiecare r+1<j<m sa notdm prin N; matricea
a a | b

iar Aj=det(N;).

Cei m-r determinanti A; (r+1<j<m) poartd numele de determinanti caracteristici.
Astfel, Teorema 3.2. are urmatoarea forma echivalenta datorata lui Rouché:
Teorema 3.3. (Rouché) Sistemul [S]| este compatibil dacd si numai dacd toti cei m-r

determinanti caracteristici A; (r+1<j<m) sunt egali cu zero.

Pentru a raspunde la P, avem nevoie de urmatorul rezultat:

Propozitia 3.4. Daca sistemul [S] este compatibil, atunci [S] este echivalent cu sistemul
[S:] format doar din ecuatiile principale.

Demonstratie. Avem de demonstrat doar ca in caz de compatibilitate a lui [S], daca (o, , ..., o,

)EK" este o solutie a lui [S,] atunci pentru orice r+1<j<m avem:

;10 + ajp0i + ...+ Ajnlly, = bj .
Pentru aceasta plecam de la determinantul de ordin r+1:

a, .. a,| ax +..+a,x, —b a, .. a,| a,
oo n
D,, (xl,...,x”): = x,—A,
L - a | ax+..+a,x —b| “Fla, .| oa,
a,| a,x +..+a,x, —b, a, .. a, ! a,

a
J1 Jr

(4 fiind determinantul caracteristic).
Cum rang(M)=r deducem ca
(*) Dr,j(le- . Xn)z-Aj.

Daca (o, ..., 0,) EK" este o solutie a lui [S,], atunci
al] alr 0
D (o g )= _
)= ;
a, .. a, |a/1011 +..ta,a, —b,

=det(M,)(aj 0, +aj00F. . . Faj,0,—b;) si tindnd cont de (%) deducem ca
det(M,)(aj 01+apost.. . a0, —b)=-A; (x *).
Cum [S] este compatibil, deducem ca A;=0 pentru orice r+1 <j<m (conform Teoremei 3.3.) si
astfel din (x x) deducem ca

aj0+apa, +...+aj, o, ~bj=0 pentru orice r+1<j<m. W

Observatia 3.5. Din cele stabilite mai inainte, deducem cé in cazul cand rang(M)=r < m,

pentru a raspunde la P; calculdm cei m-r determinanti caracteristici A; (r+1<j<m). Dacd unul dintre
acestia este nenul, atunci sistemul [S] este incompatibil pe cand daca toti sunt nuli, atunci sistemul [S]
este compatibil, n-r nedeterminat.
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Pentru a raspunde la P, (in caz de compatibilitate) retinem sistemul format din ecuatiile
principale si procedam ca in Cazul 2.

Exemplu. Sa se decida daca sistemul

2x, =3x, +4x, =-1
[S] <x +x,—x,=2
3x, —2x, +3x, =1

este compatibil sau nu si in caz afirmativ sa se rezolve in R.

2 -3 4
. .12 =3
Avem M=|1 1 -1|€M;(R) si cum det(M)=0 iar L =520 deducem ca rang(M)=2
3 -2 3

< 3=m astfel ca suntem In Cazul 3.

2 -3 -1
Avem un singur determinant caracteristic (I 1 |2|=0 si atunci conform Teoremei lui
3 =211

Rouché sistemul [S] este compatibil 1-nedeterminat. Primele doua ecuatii, ca si necunoscutele x;, X,

sunt principale. Pentru rezolvarea lui [S] retinem sistemul format din ecuatiile principale:

, 2x, = 3x, +4x, =-1
[S] {

X, +x,—x,=2
. A A < . 1 6
si procedand ca in Cazul 2 gasim solutia (x, =——a+1, x,=—a+1, x, =a ) cu a€R.
5 5

Daca in sistemul initial [S], by=b,=...=b,=0, vom spune despre [S] ca este omogen.

Observatia 3.9. Sistemele liniare se pot rezolva si cu ajutorul lemei substitutiei.

Vom exemplifica pe un caz particular de sistem cramerian (cititorul putand intui usor cum se
procedeaza in general).

Pentru aceasta sa consideram sistemul:

S Y R

Deoarece

-3 . . . . 2) .
. =5%0, deducem ca sistemul [S] este Cramerian si deci coloanele (J si

-3 . . . . (4) . <
[ ) J formeaza o baza pentru R2 si a rezolva pe [S] revine la a gasi coordonatele lui (ZJ in aceastd

baza.
Din tabelul lemei substitutiei:

Bazag ¢ ¢, |b
€ @ 3 4
) 1 1 2
¢ 1 32| 2
e 0 @ 0
¢ 1 0|2
c, 0 1 0

deducem ca solutia lui [S] este (2, 0).
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CURSUL nr. 13
SPATII VECTORIALE

In cadrul acestui capitol prin K vom desemna un corp comutativ .

Definitia 1.1. Vom spune despre un grup abelian (V,+) ci este K-spatiu vectorial (la
stinga) daca este definiti o operatie algebrica externa pe M, ¢:KXV-V, ¢(a,x)=ax, pentru
orice acK si x€V a.l. pentru oricare a, b€Ksi x,yEV sunt verificate conditiile:

(i) a(x+y)=ax+ay

(ii) (at+b)x = ax+bx

(>iii) a(bx)=(ab)x

(iv) 1-x=x

In acest caz, elementele lui K se numesc scalari iar ¢ se numeste inmultire cu scalari.

Exemple 1. Corpul K devine in mod canonic K- spatiu vectorial considerand inmultirea de pe
K drept Inmultirea cu scalari.

2. Considerand un numar natural nEN" si grupul aditiv K"=KX...XK (fatd de adunarea
x+Hy=(Xty)i<izn, €U X=(X))1=i=n $1 Y=(¥)i1=i=n€K") atunci K" devine in mod canonic un K-spatiu

vectorial definind inmultirea ¢ cu scalari pentru a€K si x=(x,)__, €K" prin ¢(a, x)=(a-x,)__, €K".

3. K[X] devine K- spatiu vectorial , definind pentru a€K si P = ajta; X+...+a,X"€K[X]
inmultirea cu scalari ¢ prin
0(a, P) = (aay)+(aa))X+...+(aa,)X"€K[X].
4. Grupul aditiv M, ,(K) al matricelor de tipul (m, n) (m, n=1) devine in mod canonic K-
spatiu vectorial definind inmultirea cu scalari pentru a€K §i o matrice (a,-, )li‘é'ﬂ prin

a (a i )% sizm = (a -a, )FLQ” S Mm’n(K).

n <j<n

J
5. Daca I este un interval de numere reale, atunci multimea
C{d, R)={f:I-R | f este continua}
(care devine grup abelian fatd de adunarea canonicd a functiilor continue) devine R-spatiu vectorial
definind inmultirea @ cu scalari pentru a€R si f:I— R prin ¢(a, f): =R, ¢(a, f)(x)=af(x), oricare ar fi
xE€L
Propozitia 1.3. Daca V este un K-spatiu vectorial, atunci pentru orice a, b, ay, ..., a,€K si

X, Y, X1y «ees X €V avem:

(i) a-0=0-a=0

(i) (-a)x=a(-x)=-(ax) iar (—a)(-x)=ax

(iii) a(x-y)=ax-ay iar (a-b)x=ax-bx

(iv) (as+...ta )x=a;x+...+a,x iar a(x;+ ...+ x,)=ax;+...tax,,,

Demonstratie. (i). Din 0+0=0 deducem ca a(0+0)=a-0 <>a0+a-0=a-0< a-0=0. Analog
deducem si ca 0-a=0.

(i1). Scriind ca a+(-a)=0 deducem ca ax+(-a)x=0-x=0, de unde = (—a)x=-(ax). Analog restul de
afirmatii.

(ii1). Se tine cont de (ii).

(iv). Se face inductie matematica dupa m si n.m
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Definitia 1.4. Fiind dat un K-spatiu vectorial V, o submultime nevida V' a lui V se zice
sub-spatiu vectorial dacia V' este subgrup al grupului aditiv (V,+) iar restrictia inmultirii cu

scalari la V' ii confera lui V' structuri de K-spatiu vectorial.

Vom nota prin Li(V) familia sub-spatiilor vectoriale ale lui V. in mod evident, {0} si V fac
parte din Lk(V). Oricare alt sub-spatiu vectorial al lui V diferit de {0} si V se zice propriu. Daca nu
este pericol de confuzie, sub-spatiul vectorial {0} se mai noteaza si prin 0 si poartd numele de K-spatiu
vectorial nul.

Urmatorul rezultat este imediat:

Propozitia 1.5. Daca V este un K-spatiu vectorial, atunci pentru o submultime nevida N a
lui V urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:

i NeLk(V)
(ii) Pentru orice x, yEN si acK, x-yeN si axeN
(iii) Pentru orice x, yEN si a, beK, ax+tbyeN.

Propozitia 1.6. Daci (V,)
vectorial V, atunci ﬂNi €Lk(V).

este o familie de sub-spatii vectoriale ale unui K-spatiu

iel

Demonstratie. Fie N=ﬂN, si X, yEN (adica x, yEN; pentru orice i€l) iar a, b€EK. Atunci

iel

ax+by€&N; pentru orice i€, adicid ax+by& ﬂ N, =N, deci NELk(V).1

Propozitia 1.6. ne permite sa introducem pentru un K-spatiu vectorial V si o submultime
nevidd M a sa, notiunea de sub-spatiul vectorial generat de M ca fiind cel mai mic K-spatiu vectorial

al lui V (fatd de relatia de incluziune), ce contine pe M. Daca notdm prin (M) acest sub-spatiu vectorial
avem in mod evident

(M)=N{NeL (VMV}

Propozitia 1.7. Daca V este un K-spatiu vectorial iar MSV o submultime nevida a sa,
atunci (M)={a,x;+...+a,x, | a, ...,2,€K, x4, ...,x,€M, neN"}.

Demonstratie. Sa notam prin M’ multimea combinatiilor finite cu elemente din M din partea
dreapta a egalitatii din enunt. Se aratd imediat cd M’ este sub-spatiu vectorial al lui V ce contine pe M,
de unde incluziunea (M)SM’. Daci alegem NELk(V) a.l. MEN atunci M'SEN si cum N este oarecare
deducem cd M’ NN=(M), de unde egalitatea (M)=M'. ®

Observatia 1.8. 1. Dacd (M)=V, elementele lui M se zic generatori pentru M. Dacd M este
finita, M se zice K-spatiu vectorial finit generat .

2. Daca M={x} cu x€V, atunci sub-spatiul vectorial al [ui V generat de multimea {x} se zice
principal si conform propozitiei precedente avem:
({x})={ax [acK} “Kx.

3. Multimea ordonatd (Lk(V), S) devine in mod canonic latice completd, unde pentru o
familie (N) de elemente din Lg(V) avem A Ni:ﬂN ; lar v Ni:(UNi ); in mod evident aceasta

iel iel

iel

latice este marginitd, unde 0={0} iar 1=V.
4. Daca N, PeLg(V), atunci

NVP=(NUP)={x+y|xEN si yEP} &N+P,
iar ({xq, ..., X,}) =Kx;+...+Kx,.

Propozitia 1.9. Pentru orice K-spatiu vectorial V, laticea (Lk(V), <) este modulara.
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Demonstratie. Trebuie sa aritim ca daca P, Q, ReLg(V) si RSP, atunci
PA(QVR)=(PAQ)VR<PN(Q+R)=(PNQ)+R.

Cum incluziunea (PNQ)+R<SPN(Q+R) este evidentd, fie x€PN(Q+R). Atunci XEP §i x=y+z
cu y€Q si z€R. Cum RSP deducem cd y=x-z€P si cum yeQ avem cd yePNQ, adicd x€(PNQ)+R,
deci este adevarati si incluziunea PN(Q+R)S(PNQ)+R, de unde egalitatea PN(Q+R)=(PNQ)+R. m

Definitia 1.11. Fie V un K-spatiu vectorial. Vom spune despre elementele xi, ..., x,€V
ca sunt liniar independente peste K daci avind o combinatie liniara nula a;x;+...+a,x,= 0 cu a,,

..., 3,€K, deducem ca a,;=a,=...=a,=0.

Dacd notim F={x,, ..., Xx,} convenim si notim fapul ci elementele lui F sunt liniar
independente peste K scriind indgF.

Dacda V'SV este 0 submultime oarecare a lui V, vom spune ci elementele lui V' sunt
liniar independente peste K daci orice submultime finiti FSV’ este formati din elemente liniar
independente peste K (vom nota lucrul acesta scriind indgV’).

In cazul in care elementele xy, ..., X,€V nu sunt liniar independente peste K vom spune
despre ele ca sunt liniar dependente peste K (acest lucru revenind la a spune ca exista a;, ...,

a,€K nu toate nule a.i. a;x;+...+a,x,=0) .

Exemple. 1. Daci n€N"si V=K" atunci notind cu e; elementele lui V ce au 1 pe pozitiaisi 0
in rest (1<i<n) se deduce imediat ca elementele ey, e,, .., €, sunt liniar independente peste K.

2. Fie m, n€N’" si M=M,, ,(K) iar E;; matricea de tip (m,n) ce are 1 pe pozitia (i, j) si 0 in rest
(1<i<m, 1<j<n). Se verificd imediat ca elementele (E )lg_gm sunt liniar independente peste K.

v/

3. Dacd V=K[X], atunci multimea infiniti {1, X, X°, ....} este formata din polinoame liniar
independente peste K.

Definitia 1.12. Daca V este un K-spatiu vectorial, o submultime B a lui V se zice bazd
pentru V daca (S)=V si indgB.

in acest caz, spunem despre K-spatiu vectorial V ca este liber (in mod evident V#£0).

Din cele prezentate anterior deducem ca K-spatiile vectoriale K" si M, ,(K) (cu m, n>2) sunt
libere si au baze finite iar K[X] este de asemenea liber, avand Insi o baza infinita.

Teorema 1.13. Fie K un corp arbitrar, V un K-spatiu vectorial nenul, I, GEV a.i. indkl,

(G)=V si I=G. Atunci exista o baza BSV pentru V a.i. ICBcG.
Demonstratie. Sa remarcadm la inceput faptul cd existd submultimi I si G ale lui V cu
proprietatile din enunt. Intr-adevar, putem considera in cel mai nefavorabil caz G=V iar I={x} cu

XEG, x£0 (cdci V£0).
Fie F={BSV|ISB<G si indgB} (deoarece IEF deducem cd F£J). Se verificd imediat ca
dacd (B)) i este o familie total ordonatd (fatd de incluziune) de elemente din F, atunci | JB; €F, de

iel
unde concluzia ca (F, S) este o multime inductivi. Conform Lemei lui Zorn existd un element

maximal ByEF. Daca vom demonstra ca (By)=V, cum indgB,, vom deduce ca B este baza pentru V si
teorema este demonstrata.

Pentru aceasta este suficient si demonstrim cd GS(B,) (cdci atunci am deduce ca
V=(G)<S(By), de unde (By)=V).

Cum B(<G, fie x0€G\By. Atunci IEByU{x,} =G iar datoritd maximalititii lui By deducem ca
vectorii din BoU{x,} trebuie sa fie liniar dependenti peste K. Existd deci Ao, A, ..., A,€K nu toti nuli
Si Xy, ..., Xp€By  a.l. Aoxot Axit...+Ax,=0.
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Sa observam ca Ao#0 (caci in caz contrar, cum indgB, am deduce cad A,=...=A,=0, absurd), de
unde deducem ci x, = (- 4,'4 Jx, +...+ (=44, Jx, adicd xo€(B,). Deducem deci ca GS(By) si astfel

(Bo)=V, adica B, este o bazd pentru V. B

Tindnd cont de observatia de la inceputul demonstratiei Teoremei 1.13., deducem imediat
urmatorul rezultat:

Corolar 1.14. (i) Daca K este un corp oarecare, atunci orice K-spatiu vectorial nenul
admite cel putin o baza.

(ii) Orice parte I liniar independenti a unui sistem de generatori G al unui K-spatiu
vectorial V poate fi completati cu elemente din G pina la o bazi a lui V.

(iii) Orice sistem de vectori liniar independenti ai unui spatiu vectorial poate fi completat
pini la o bazi a spatiului.

Teorema 1.15. (Teorema schimbului). Fie K un corp oarecare iar V un K-spatiu vectorial
nenul. Dacad Xy, ..., X,€V sunt liniar independenti peste K iar y;, ..., yn€V un sistem de
generatori pentru V, atunci n<m si exista o reindexare a vectorilor Yy, ...,y a.1. (Xg, ...y Xp5 Y15
cees Ym)=V.

Demonstratie. Se face inductie matematica dupa n. Daca n=1 atunci in mod evident 1<m.
Deoarece (yy,...,ym)=V, existd ai,...,a,€K a.i. x;=a,y;+...+a,y, ; cum x;#0, existd un scalar a; nenul
(sa zicem a;#0). Atunci y, =a,'x, - (al'laz)yz —.—(a]'a, )ym , de unde concluzia ca (xi, y2,...,ym)=V.

Sa presupunem afirmatia adevaratd pentru n-1. Deoarece Xi,...,X, sunt liniar independenti
peste K atunci si xy,...,X, sunt liniar independenti peste K si conform ipotezei de inductie n-1<m si

existd o reindexare a vectorilor yy, ...,V a.1. (X1, ..., Xo.1, Yo » Yatls ---» Ym)=V. Atunci exista by, ..., b,
L ba s burty «.vy €K A, x,=b xi+. by X+ Tbuyat. . Abnym . (k)
Daca n-1=m atunci x,=b;x;+...+b, X, ceea ce contrazice faptul cd vectorii X, ..., Xu1, Xn

sunt liniar independenti peste K. Atunci  n-1<m-1, de unde n<m.

Din (*) deducem ca existd un indice i, n<i<m a.i. b#0 (sd zicem i=n). Atunci din (k)
deducem ca

Y, = b;lxn _(b;lbl )‘Xl _"’_(b;lbn—l)xn—l _(b;lbnn )yn+1 _‘“_(b;lbm )ym
ceea ce ne aratd ca (X, ..., Xn, Yatls ---» Ym)=V §i astfel, conform principiului inductiei matematice

teorema este complet demonstrata.

Corolar 1.16. Fie K un corp oarecare iar V un K-spatiu vectorial nenul. Atunci oricare
doua baze finite ale lui V au acelasi numar de elemente.

Demonstratie. Daca Bj={x, ..., X,} si B,={y, ..., ym} sunt doua baze ale lui V cu n respectiv
m elemente, deoarece in particular indg{xi, ..., X,} st (Y1, ..., Ym)=V, conform teoremei schimbului

avem n<m. Schimband rolul lui B; cu B, deducem ca si m<n, de unde m=n.H

Definitia 1.17. Daca V este un K-spatiu vectorial nenul vom nota cu dimgV sau [V:K]
cardinalul unei baze arbitrare a lui V ce se va numi dimensiunea lui V peste K.
Daca dimgV este finitd vom spune despre V ca este de dimensiune finita.
Daca V={0} convenim ca dimgV=0.
Din cele expuse mai inainte deducem ca dacd K este un corp oarecare atunci dimgK"=n,
dimgM, ,(K)=mn, (m, n>2) iar dimxK[X] este infinita.

Daca pentru n€N notdm K,[X]={feK[X]|grad(f)<n}, atunci dimgK, [X]=n+1 (caci {1, X,...,
X"} este 0 bazd a lui K, [X] peste K).

2. Matricea de trecere de la o bazi la alta. Formula de schimbare a coordonatelor unui
element la schimbarea bazelor. Lema substitutiei.

Fie V un K- spatiu vectorial de dimensiune n (n>1) iar B={e,, ..., e,} si  B'={e/,..., &}
doua baze ale Iui V.
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Existd atunci elementele a;; (1<i, j<n) din K a.i.
el'za“el + ... Fanpe,

e’ =ay e+ ... + ayen

11 aZl nl
0ge . aIZ a22 anZ > .
Definitia 2.1. Matricea €M, (A) poarta numele de matricea de trecere
a a a

In
de la baza B la baza B’si se noteazi prin M(B, B")
Sa fixdm acum anumite notatii:
Daca x€V atunci exista si sunt unice elementele ay, ...,0,€K a.i. x=oe;+...+a,¢,. Elementele

oy, ...,0,EK se vor numi coordonatele lui x in baza B. Convenim sa desemnam lucrul acesta scriind
al
XB= EMn’l(A).
04

n

Din ratiuni de tehnoredactare convenim de asemenea i scriem X,='x, = (@,,....a, ).
Teorema 2.2. Fie V un K- spatiu vectorial de dimensiune n iar B={e;, ..., e,} si
B'={e/,..., &,"} doud baze ale sale. Atunci:
(i) Matricea M(B, B’) de trecere de la B la B’ este inversabila, inversa sa fiind M(B', B)
(ii) Daca x€V atunci
xg'=M(B, B')"*x
(iii) Daci in V mai avem o a treia bazi B”, atunci
M(B, B”')=M(B, B')-M(B’, B").

Demonstratie. (1). Pentru orice 1<i<n avem:

(1) e, = Z ae, si
=
2) e, = Z:‘b‘fe’
all az] nl
Atunci M(B, B")= Go o @ | ar
alrt a2n nn
bl] bzl bﬂl
M(BI B): bl2 b22 bnz
bln bzrt M nn

Dacd 1n (1) inlocuim pentru fiecare 1<j<n pe ¢; cu valorile date de (2) obtinem pentru fiecare

1 <i<n egalititile:
¢ :Zaly[zbﬂ»e;J:Z[ a!ib/'kjek
j=1 k=1 k=1 \_j=1

de unde cu necesitate:
1 pentru k=i

(3) iau’b/k :{

0 pentru k#i

83



84

Egalitatile de la (3) ne aratd cd M(B, B’)M(B’, B)=I, (I, fiind maticea unitate ce are pe
diagonala principalad 1 si 0 in rest), de unde deducem ca M(B, B’) este inversabild avand inversa
M(B’, B).

(i1). Daca x€V, atunci existd a, ...,0,EA a.l. x=o,e+...Fo,e,= Zaie‘ .

Tinand cont de (2) deducem ca

n

x= an:a‘[ ”1 bye;) = Z[Zn;aibﬁje; , adica
i= J= J i=!

ialb” bn b:l bnl a
= b, b, .. b )

xg=| i |=/ " 7 7] |[=M(B’, B)xg=M(B, B')"xp.
2ab,| |, , |\

In 2n o nn

(iii). Se verifica direct prin calcul (analog ca la (i)). B
Vom considera acum K un corp comutativ, V un K-spatiu vectorial de dimensiune finita iar

B={ey, ..., e, CV o0 bazd a lui V. Astfel, pentru orice vector vEV exista §i sunt unice elementele
al

(scalarii) ay, ..., 0,€K a.i. v=a,e,*...to,e,. Reamintim cd am notat v, =| | iar prin v,="v, =(a,
an

ooy Op).

Urmatoarea observatie este imediata si foarte utila:

Observatia 2.3. Dacd vi, v, ..., v,€V i v, = Za‘iel , 1<i<n,atunci  {vy, ..., v,} formeaza
j=1

0 noud baza pentru V daca si numai daca

a, a, .. a,
Ay Ay e 4y, +0
a, a, a,

In continuare vom prezenta un rezultat fundamental pentru metodele numerice ale algebrei
liniare cunoscut sub numele de lema substitutiei.

Lema 2.4. (Lema substitutiei) Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finita, B={e,,
cees €,JCV 0 baza a lui V, v=aq,e,+...ta,e, €V iar pentru 1<i<n notim prin B;={ey, ..., €;1, V,
€i+15-++5 €n}. Atunci pentru 1<i<n:

(i) B;formeaza o noua baza pentru V daca si numai daca o;+0

(i) Dacd o;+0 si pentru x€V, %, =(h, ..., M), atunci X, =1y, ..., 1) unde 1y = &/ o

iar 1 = Aj - ; & / @; pentru 1<j<n, j*i (unde pentru a, b€K, b+#0 prin a / b desemnim
elementul ab™ ).
Demonstratie. (1). Determinantul coordonatelor vectorilor din B; in baza B este:

1 0 .. .. .. 0
01 .. .. .. 0
SRR .
00 .. oo ... O
0 0 .. .. .1

si acum totul rezultd din Observatia 7.3..
(i1). Fie x€V, x=Ae ... thet.. .+ Men.

Din v=a,e;+...+a;e; +...+a,.e, deducem imediat ca
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0iCi = V-0u€ - ... - 0i1€i.1 - Wi+ 1€Ci+1- ... - UpCh s
deci e = (1/a5)v — (a/oy)e; - ... - (0i1/oy)eir - (A/a)ei - ... -(a/op)e, siastfel x=Ae+...+Aeit+...+
Men = Mert. AN [(Vop)v — (a/og)er - ... - =(ap/o)ei - (Qir1/0)€isy - ... - (ap/o)e,]+...+ Aen =[A -
(7\4(11 )/ai]el + ...+ [ki-l - (kiai_l)/ai]ei_l + (Mai)v + [)\.iﬂ — (kiam)/(xi]em + ...+ [kn — —(kian)/ai] €n, de

unde deducem imediat formula din enunt. B

In practici, lema substitutiei se aplicd punand in evidentd urmitorul tabel:

B v X

€1 o M

€ }\'i

e o A

ey Oy Ay

€1 0 )\4’12 )\41 - ((117\41) / (081
\'% 1 A i= )\.,/ (05

] 0 )u,j = )uj - (ajki) /oy

4
€n 0 A= ha-(0sM) / 0
In cazul in care o;#0, elementul o; se va numi pivot.
Se observa deci cd noile coordonate ale lui x In baza B; se pun 1n evidenta in tabelul de mai sus

astfel:
1) Pe linia i a pivotului impartim toate elemntele la pivotul ;.

2) Pe oricare altd linie j cu j#i coordonata de ordin j a lui X in noua bazd B; se obtine dupa
regula: ,,vechea coordonata minus produsul proiectiilor impartit la pivot” (interpretdnd pe o; si A ca
fiind ,,proiectiile” pivotului o; pe linia si coloana pivotului). In anumite lucrari, aceastd operatie este

cunoscutd sub numele de ,,regula dreptunghiului” deoarece pentru i#j putem scrie

) 1 Ol,- ﬂ’i
N i=N (oA 0= (a,) de{a A J

J J
. . . a, AN . .
si astfel se obtine ,,dreptunghiul” A, :det( J si regula de obtinere a lui 1; se poate enunta

astfel: ,,produsul elementelor de pe diagonala principald a lui A; minus produsul elementelor de pe
diagonala secundard a lui 4; i ceea ce se obfine se imparte la pivot”.

Ca o prima aplicatie a lemei substitutiei vom stabili dacd un anumit numar de vectori din V
sunt sau nu liniar independenti.

Pentru aceasta vedem citi dintre acesti vectori pot inlocui vectorii din baza initiald (cu ajutorul
lemei substitutiei) si citi vor verifica aceastd conditie atitia vor fi liniar independenti. in mod evident,
daca numarul acestora coincide cu dimensiunea lui V, atunci ei vor forma o noua baza pentru V.

De exemplu in R* sa considerdim baza canonica e;=(1, 0, 0), e;=(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1) si
vectorii vi=(3, -2, 1), v,=(1, -1, 0), vis=(-1, 1, 1) si v=(1, 2, 3). Ne propunem sa vedem daca

vectorii vy, V,, vz formeaza o noud baza pentru R? 1in care caz si deducem si coordonatele Iui v in
aceasta baza.

Tinand cont de cele stabilite mai inainte facem o serie de calcule puse sub forma urmatorului
tabel:
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B Vi WV, V3 \%
e ® 1 -1 1
) 2 -1 1 2
€; 1 0 1 3
Vi I 13 -173 1/3
) 0 @ 1/3 8/3
€3 0 -173 473 8/3
vy 1 0 0 3
A%} 0 1 -1 -8
€3 0 0 O] 0
Vi 1 0 0 3
\%) 0 1 0 -8
V3 0 0 1 0

In concluzie, vectorii {v;, v,, v;} formeazd o noua baza pentru R? jar coordonatele lui v in
aceasta baza sunt 3, -8, 0.

Intr-adevar, 3-v,+ (-8)-v,+ 0-vs = 3:(3, -2, 1) - 8(1,-1,0) = =(9,-6,3)+ (-8, 8,0) = (1, 2,
3)=v.
Pe parcursul acestei lucrari vom mai prezenta si alte aplicatii ale lemei substitutiei.

CURSUL nr. 14
Aplicatii liniare

Definitia 1.1. Fie V si W doua K- spatii vectoriale. O functie f:M—N se zice aplicatie
liniara daca

(D focty)=f(x)+(y)

(ii) f(ax)=af(x), oricare ar fi x, yeV si acK.

Observatia 1.2. 1. Se verificd imediat cd dacd M si N sunt doud K-spatii vectoriale, atunci
f:M—N este aplicatie liniard daca si numai daca f(ax+by)=af(x)+bf(y), oricare ar fi x, yEM si a,

bekK.
Deoarece in particular f este morfism de grupuri aditive deducem ca f(0)=0 si f(-x)=-f(x),

oricare ar fi xEM.
2. Un morfism de K-spatii vectoriale :M—M se zice endomorfism al lui M; in particular

Im:M—M, 1u(X)=X, oricare ar fi XEM este endomorfism al lui M (numit endomorfismul identic al lui
M).

3. Daca M si N sunt doua K-spatii vectoriale, atunci functia 0:M—N, 0(x)=0, oricare ar fi

xEM este morfism de module numit morfismul nul.
4. Daca 0 este un K-spatiu vectorial nul nul si M un K-spatiu vectorial, atunci morfismul nul
este singura aplicate liniard de laQ la M ca side laM la 0.

Pentru doua K-spatii vectoriale M §i N vom nota
Homg(M, N)={f:M—N| f este aplicatie liniard}
iar pentru f, g€ Homg(M, N) definim
f+g:M—N prin (f+g)(x)=f(x)+g(x), oricare ar fi xEM.
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Propozitia 1..3. (Homg(M, N), +) este grup abelian.
Demonstratie. Se verifica imediat cd adunarea morfismelor este asociativa, comutativa si

admite morfismul nul 0:M—N ca element neutru. Pentru feHomg(M, N), fie -f:M—N data prin
(-H(x)=-f(x), oricare ar fi XEM. Deoarece pentru orice X, yEM si a, bEA avem (—f)(ax+by)=-
f(ax-+by)=-(af(x)+bf(y))=-af(x)-bf(y)=a(-f(x))+b(-f(y)) deducem ca -fEHomk(M, N) si cum fH(-f)=(-
f)+f=0 rezulta ca —f este opusul lui f in Homg(M, N). B

Propozitia 1.4. Fie M, N, P trei K-spatii vectoriale si f&cHomg(M, N), geHomg(N, P).
Atunci gofeHomg(M, P).

Demonstratie. Intr-adevar, daca X, yeEM si a, beA atunci
(goH)(ax+by)=g(f(ax+by))=g(af(x)+bf(y))=ag(f(x))+bg(f(y))=a(goH)(x)++b(gof)(y), de unde concluzia
ca gofeHomg(M, P).m

Propozitia 1.5. Fie M, N doua K-spatii vectoriale fEHomg(M, N). Atunci:

(i) M’ eLg(M)=f (M')ELk(N)

(i) N’ ELg(N)=f'(N") EL(M).

Demonstratie. (i). Tinem cont de Propozitia 1.5. iar pentru aceasta fie x'=f(x), y'=f(y) din
fM’) (cu x, yeM’) si a, beK. Deoarece ax’+ay’=af(x)+bf(y)=f(ax+by)ef(M’) (cici ax+tbyeM”)
deducem cd f{(M")ELk(N).

(ii). se probeaza analog cu (i). B

Propozitia 1.5. ne permite sa dim urmatoarea definitie:

Definitia 1.6. Fie M, N doui A-module stingi iar f€eHomg(M, N). Prin:
i) Imaginea lui f (notata Im(f)) intelegem Im(f)=f(M)

ii) Nucleul lui f (notat Ker(f)) intelegem
Ker(f)=f'(0)={xeM | f(x)=0}

Observatia 1.8. Daca f:M—N este un izomorfism de K-spatii vectoriale ,vom spune despre M

si N ca sunt izomorfe si vom scrie M~N.

Un endomorfism al Iui M ce este izomorfism se zice automorfism al lui M. Notdm prin
End(M) (respectiv Aut(M)) multimea endomorfismelor (automorfismelor) lui M. Se verifica imediat
prin calcul cd (End(M), +, ©) este inel numit inelul endomorfismelor lui M (unde a doua lege de
compozitie este compunerea endomorfismelor !).

Propozitia 1.9. (i) Daca indkX si f este monomorfism, atunci ind, Y

(ii) Daca ind,Y, atunci indgX

(iii) Daca M=(X) si f este epimorfism, atunci N=(Y)

(iv) Daca N=(Y), atunci f este epimorfism

(v) Daca f este izomorfism, atunci X este baza a lui M daca si numai daca Y este baza a
lui N.

Demonstratie. (i). Fie I'Cl finitd a.i. Za,ylzo cu a€K, pentru i€l’. Atunci

iel'

f[z a,x,] =Y a,f(x,)=Y a,y =0 si cum f este ca functie o injectic deducem ca » ax,=0. Cum

iel’ iel' iel’ iel’

indgX deducem ci a;=0 pentru orice i€l’, adica indkY.
(i1). Analog ca la (i).
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(iii). Fie yEN. Cum f este epimorfism, existd xeM a.i. f(x)=y. Deoarece M=(X), exista I'CI
finitd ai. x=> a,x, cu a,€K, pentru i€l’. Atunci y=f(x)=> a,f(x,)=> ay,, de unde concluzia ci

N=(Y).
(iv). Dacd yEN, atunci cum N=(Y) existd I'<I finitd a.i. y=2ai v, cu a;€K. Cum y=f(x;)

iel’

obtinem ca y=f (z a,.xij , adica f este surjectie.

iel'

(v). Rezulta imediat din (i)-(iv). ®

Teorema 2.20. (a defectului) Fie V si W doua K-spatii vectoriale de dimensiuni finite

iar feHomg(V, W). Atunci:
dimgKer(f)+dimgIm(f)=dimg V.

Demonstratie. Fie (vi)i<i<n baza pentru Ker(f) iar (wj)<j<m bazd pentru Im(f). Alegem
(Vi )1=i=m CV a.l. f(v;")=w; pentru orice 1 <j<m.

Vom demonstra c¢d B={vi,...,vn, Vi, ...,vi’} este o bazd pentru V si astfel teorema va fi
demonstrata.

Sa aratam la inceput indgB iar pentru aceasta fie ay,...,0n, PBi,....pn€EK al

Vit oV v BV =0, Deducem  cd ouf(vi)+. . Ao f(vo)HBif(vi ). A Bul(vin)=0  sau
Biwit...+Pnw,=0, de unde B;=...=,=0.
Atunci ov+...+a,v,=0, de unde si a,= ...=0,=0.

Pentru a arata ca B este si sistem de generatori pentru V (adica (B)=V), fie x€V. Atunci

f(x)€Im(f) si deci exista Bis....pmEK al
f(xX)=Biwit.. A BaWu=PBif(vi .. APuf(Vi )= (B1vi +.. .+ PBumvin’), de unde concluzia ca  x-
Bivi'+.. HBuv )EKer(), adicd existd ay,...,0,EK ali. X-

Brvi .. APV )= viT. . 0V S X=0y Vit A0V BV L A BV . B

2.Matricea atasatd unei apicatii liniare intre doui spatii vectoriale de dimensiuni finite; formula
de schimbare a acesteia la schimbarea bazelor.

Fie acum V i V' doud K-spatii vectoriale de dimensiuni finite, B={e,, ..., €} 0 bazd a lui V
iar B'={e/’,..., &)} o bazi ale lui V' iar :V—V’ o aplicatie liniara.

Atunci, existd elementele a;€K (1<i<m, 1<j<n) a.l.:
f(el)za“el' + 31262, + ...+ alnen'

4 7 2
flex)=anie)” +ane;, + ...+ axe,

Definitia 2.1. Matricea

all a2| aml
a a a

M{(B,B)=| " * " | EMpm(K)
a a a

In 2n o mn

poarti numele de matricea asociati lui f relativi la perechea de baze (B, B) .
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Propozitia 2.2. Dacd V si V' sunt douii K-spatii vectoriale de dimensiuni finite, de baze
B={ey, ..., ex} si respectiv B'={e,’,..., e,}, atunci oricare ar fi f, gt Homg(V, V') si acK avem:
Mi:o(B, B')=M;(B, B')+ M, (B, B') iar
M. (B, B')=a-M; (B, B).
Demonstratie. Daca alegem M{(B, B")= (a )E‘énm si My(B, B')=(p )Ei"m’ atunci avem egalitatile

fle)=Xa,e sigle,)=Yb,e , 1<j<m.
i=l i=l

Egalitatile din enunt rezultd imediat tindnd cont ca pentru orice 1 <j<m avem egalititile:

n

(FrR)e)=fe)re)= Y ae +Ybe =D (a, +b,k, si

i=1

@e)=afie)=a a,e/ =3 (aa, k. m

Propozitia 2.3. FieV, V', V"' trei K-spatii vectoriale de dimensiuni finite, de baze B, B’ si
B’’. Atunci oricare ar fi fEHomg(V, V') si g Homg(V’, V'') avem
M,.:(B, B”)=M, (B', B")-M; (B, B').
Demonstratie. Alegem B={ey, ....en}, B'={e/’,...e,’}, B"={e,",...¢,”’}, M(B, B')= (a,./ |

1<j<m
si My(B', B")= (b, )=, -

¥ /1< jdn
Acum, egalitatea din enunt rezultd imediat deoarece pentru orice 1<j<m avem
(gof)(e)=g(f(e)=
n ’ n ’ n P " ) n "
= g(zahek j = Zakzg(ek ) = ak/[zbikei j = Z(Zbﬂ;al\v jel -l
k=1 k=1 i=1

k=1 i=1 \ k=1

Fie acum V si V' sunt doud K-spatii vectoriale de dimensiuni finite de baze B={e, ..., e} si
respectiv B'={e/’,..., €,}. Daca definim ¢@:Homg(V, V')—M, (K) prin ¢(f)=M(B, B’) pentru orice

feHomg(V, V'), atunci din Propozitia 6.4. deducem cd ¢ este aplicatie liniard . Cum in mod evident ¢
este si bijectie, deducem urmatorul rezultat:

Corolar 2.4. Homg (L, L") = M, »(K) (izomorfism de spatii vectoriale).

Din Propozitia 2.2. si Propozitia 2.3. deducem imediat cd dacd V este un K-spatiu vectorial

avand baza B={e,, ..., e,}, atunci definind y:Endkx(V)—M,(V) prin y(f)=M«B, B), v este morfism
de inele. Deoarece y este In mod evident si bijectie deducem un alt rezultat asemanator celui de mai
inainte:

Corolar 2.5. (i) Endg(L) =~ M, (K) (izomorfism de inele)

(ii) fEEndk (V) este inversabil (adica este izomorfism de K-spatii vectoriale) daca si numai
dacd matricea M¢(B, B) este inversabila in M, (K).

Propozitia 2.6. Fie V si V' doud K-spatii vectoriale de dimensiuni finite de baze
B=/{e,,...,e} si respectiv B'={e,’,...,e,’} iar gc Homg(L, L').
Daca C={f, ..., f,} si C'={f/,..., f,'} reprezinta o alti pereche de baze pentru L si
respectiv L', atunci
M,(C, C')=M(B’, C’) "-M,(B, B')-M(B, C).
Demonstratie. Daca alegem M(B, C)= (u

ij )1s;./sm ’
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M(B,5 C,): (vi/' )131.1371 ’

My(B. B)=(a, ), , My(C, C'):(“;'Jlgg , atunci avem egalitatile: f =Z::u/,e/

1<j<m
(I1<i<m), ﬁ' =Z":v”.e/l (1<i<n), g(el):z”:aﬂe/'(lﬁiﬁm) si g(fl)zz"aﬂ’f]' (1<i<m).
Jj=1 J=1 j=1

Deducem imediat ca pentru orice 1<j<m avem

g(f, ) = Zn:ak/,fk’ = Zn:ak/’(ivtkei’) = X(Zn: vtkak/’)ei,
= =1 P

i=l \ k=1

iar pe de alta parte

g(f[): g(zuk/ek) = zuk/g(ek)z zuk/(zaikei j = Z(Za,kuk/}, 5
k=1 k=1 k=1 i=1 i=1 k=1
de unde egalititile » v,a, =) a,u, oricare ar fi 1<i<n si <j<m. Aceste ultime egalititi ne arata
k=1 k=1
ca avem egalitatea matriceald
M(B’, C')'M,(C, C")=M(B, B')M(B, C)
echivalenta cu cea din enunt. B

Corolar 2.7. Daci L este un A-modul liber de rang finit avind doui baze B si B atunci
pentru orice fEEnd, (L) avem:
M,(B’, B')=M(B, B')"-M(B, B)-M(B, B).
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