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CAPITOLUL 1: NOTIUNI PRELIMINARII

§1 Multimi. Operatii cu multimi

In cadrul acestei lucrari vom privi multimile in sensul in care
ele au fost privite de citre GEORG CANTOR - primul matematician
care a initiat studiul lor sistematic (punct de vedere cunoscut in
matematica sub numele de teoria naiva a multimilor).

Despre paradoxurile ce le implica acest punct de vedere si felul
in care ele pot fi eliminate, rugdm cititorul sa consulte lucrarile [16] si
[30].

Definitia 1.1. Daca A si B sunt doud multimi, vom spune ca
A este inclusd in B (sau ca A este submultime a lui B) daca
elementele lui A sunt si elemente ale lui B; in acest caz vom scrie

ACSB iar in caz contrar AZB.
Avem deci : ASB< pentru orice x€EA =>xEB

AZB< existd x€A ad. x¢ZB.
Vom spune despre multimile A si B cd sunt egale daca

oricare ar fi x, x€EA< xEB. Deci, A=B<ACB i BSA.
Vom spune ca A este inclusa strict in B si vom scrie ACB daca

AcCB si A#B.
Se acceptd existenta unei multimi ce nu contine nici un element

care se noteaza prin & si poartd numele de multimea vidd. Se observa
cd pentru orice multime A, @ <A (deoarece in caz contrar ar trebui sa

existe x€D a.il. x¢A — absurd.!).
O multime diferita de multimea vida se zice nevida.
Pentru o multime T, vom nota prin P(T) multimea

submultimilor sale (evident &, TEP(T) ).

Urmatorul rezultat este imediat :

15



Daca T este o multime oarecare iar A, B, CEP(T), atunci :
(i) ACA

(ii) Daca ACB si BSA, atunci A=B

(iii) Daca A<B si BSC, atunci A<C.

in cadrul acestei lucrari vom utiliza deseori notiunea de familie
de elemente a unei multimi indexatd de o multime nevida de indici I
(prin aceasta intelegand o functie definitd pe multimea I cu valori in
multimea respectiva).

Astfel, vom scrie de exemplu (x;);e; pentru a desemna o familie
de elemente ale unei multimi sau (A;) i; pentru a desemna o familie de

multimi indexata de multimea 1. Pentru o multime T si A, BEP(T)
definim :

ANB={xeT | x€A si x€B}
AUB={x€T | xEA sau xeB}
A\B={x€T | x€A si x¢B}
AAB=(A\B)U(B\A).

Daca ANB=, multimile A si B se zic disjuncte.

Operatiile N, U, \ si A poartd numele de intersectie, reuniune,
diferenta si diferentd simetrica.

In particular, T\ A se noteaza prin Cr(A) (sau C(A) dacd nu este
pericol de confuzie) si poartd numele de complementara lui A in T.

In mod evident, pentru A, BEP(T) avem:
A\B=AN(r (B)
AAB=(AUB)\(ANB)=(ANC+(B)U(Cr(A)NB)
CT(Q)ZT, CT(T)=®
AUC+(A)=T, AnC+(A)=D iar C+(Cr(A)=A.

De asemenea, pentru x€T avem:

Xx¢ANB < x¢A sau x¢B
xZAUB < xZAsi x¢B
x¢A\B © x¢A sau x€B
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X¢AAB < (XA si x¢B) sau (XxEA si xEB)
x¢(Cr (A)e x€A.

Din cele de mai inainte deducem imediat ca daca A, BEP(T),
atunci:

Cr(AnB)=Cr(A)UCr(B) si Cr(AUB)=Cr(A)NCr(B).

Aceste ultime doud egalititi sunt cunoscute sub numele de
relatiile lui De Morgan.

Pentru o familie nevida (A;);c; de submultimi ale lui T definim:
() A, ={XxET | xEA, pentru orice i€1} si

iel

U4, ={x€T | existaicl a.i x€A;}.

iel

Astfel, relatiile lui De Morgan sunt adevarate intr-un context
mai general:

Daca (Al) i€l

este o familie de submultimi ale multimii T,
atunci:

¢[n4]-uc ) s cua]-ne ),

iel iel iel iel

Urmatorul rezultat este imediat:

Propozitia 1.2. Daca T o multime iar A, B, CEP(T), atunci:
(i) AN(BNCO)=(ANB)NC si AUBUC)=(AUB)UC

(ii) ANB=BNA si AUB=BUA

(iii) ANT=A si AUZJ=A

(iv) ANA=A si AUA=A.

Observatia 1.3. 1. Din (i) deducem ca operatiile U si N sunt
asociative, din (ii) deducem cd ambele sunt comutative, din (iii)

deducem ca T si @ sunt elementele neutre pentru N si respectiv pentru

U, iar din (iv) deducem ca N si U sunt operatii idempotente pe P(T).
2. Prin dubla incluziune se probeaza imdiat ca pentru oricare A,
B, CeP(T) avem:
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ANBUC)=(ANB)U(ANC)  si

AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
adica operatiile de intersectie si reuniune sunt distributive una fata de
cealalta.

Propozitia 1.4. Daca A, B, CEP(T), atunci:
(i) AA(BAC)=(AAB)AC
(ii) AAB=BAA
(iii) AAD=A iar A AA=C
(iv) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

Demonstratie. (i). Prin dubla incluziune se arata imediat ca:
AA(BAC)=(AaB)AC=[ANC+B)NCHO)UICHA)NBNCHC)]U

UIC+A)NC+B)NCIU(ANBNC).
(i1), (iii) sunt evidente.
(iv). Se probeaza fie prin dubla incluziune, fie tinand cont de

distributivitatea intersectiei fata de reuniune. B

Definitia 1.5. Fiind date doud obiecte x si y se numeste
pereche ordonatdi a obiectelor x si y multimea notata (x, y) si definita
astfel:

(x y):{ {X}s {x,y} }.

Se verifica acum imediat ca dacid x si y sunt doua obiecte a.l.
x#y, atunci (x, y)#(y, x) iar daca (x, y) si (u, v) sunt doud perechi
ordonate, atunci (x, y)=(u, v) < x=u si y=v ; in particular, (x, y)=

=(y, X) =x=y.

Definitia 1.6. Daca A si B sunt douad multimi, multimea

notati AXB={ (a, b) | acA si bEB } se va numi produsul cartezian
al multimilor A si B.
In mod evident:

AXB+0 < A+ siB+Q

18



AXB=0 < A=0 sauB=0
AXB=BXA < A=B

A'SAsiB'SB = A’XB'cAXB.
Daca A, B, C sunt trei multimi vom defini produsul lor

cartezian prin egalitatea : AXBXC=(AXB)XC.

Elementul ((a, b), ¢) din AXBXC 1l vom nota mai simplu prin
(a, b, c).

Mai general, dacd A, A,, ..., A, (n=3) sunt multimi punem

ArX AoX XA, =((..((AXA)XA;)X L)XAY).
Dacd A este o multime finitd, vom nota prin [A| numarul de
elemente ale lui A. In mod evident, daca A si B sunt submultimi finite

ale unei multimi M atunci si AUB este submultime finita a lui M iar

IAUB|=|A[+B|-|ANB].

Vom prezenta in continuare un rezultat mai general cunoscut
sub numele de principiul includerii §i excluderii:

Propozitia 1.7. Fie M o multime finita iar M;, M, ..., M,
submultimi ale lui M. Atunci :

n

Umi|= DM DlMnm |+ D IM M M |-
i=1

pu :

1<i<n I<i<j<n I<i<j<k<n
-1
— et ()M M|

Demonstratie. Facem inductie matematicd dupa n. Pentru n=1
egalitatea din enunt se reduce la [M,|=|M,|, ceea ce este evident. Pentru
n=2 trebuie demonstrata egalitatea :

(1) MUM,|= M [*HM,|-M;NM,|

care de asemenea este adevaratd, deoarece elementele din M;NM, apar
atat la M, cat si la M,.

Presupunem egalitatea din enunt adevaratd pentru oricare m
submultimi ale lui M cu m<n si o s o demonstram pentru n submultimi
Ml, Mz, ceey Mn .
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n-1
Daca notam N = | JM; , atunci conform relatiei (1) putem scrie:
i=1

(2) |UM,| = NUM,|=|NHM,[-NOM,|.
i=1

n-l1 n-l1
Insdi NNM,= (UMZ-] NM,= | JM; nM,), deci aplicind
i=1 i=1
n—1
ipoteza de inductie pentru | J (M M, ) si tindnd seama de faptul ca

(e,1,) (0, Q)= 0,00, ) (-
Oe,1,) (b, (0, ) (V0 1, )= bt 1) (et

obtinem:

n—1 n-1
|NmMn| = U(MzﬂMn* = Z|MiﬂMn
i=1 i=1

- Z 1|Ml.ﬂMjﬂMn +
3) : Mn
+ Y |MiﬂMjﬂMkﬂMn|—....+(—1)”_2ﬂM,-‘
1<i<j<k<n-1 i=l1
Aplicand ipoteza de inductie si pentru |[N| obtinem:
n-1 n-1
¥|=[Use| = Slael- = oo |+
@ i=1 i=1 1<i<j<n—1

+ Y mnM M |- (1)

1<i<j<k<n—1

n—1
NM,
i=1

astfel cd tinand cont de (3) si (4) relatia (2) devine:
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n
UMi‘ :|N|+|Mn|—|NmMn| =
i=1

}
Y M NOM M| Y |Ml.ﬂMjﬂMn]—...+
1<i<j<k<n-1 I<i<j<n-1
n—1
e
L i=1
—(~1)? 3 ‘M,.] NM,.N.-NM, M,
-1

1<i)<ip<..<i,_,<n

n-1 n—1
= Z|Mi|+|Mn|]_( > |MiﬂMj|+Z|MiﬂMn
i=1 i=1

1<i< j<n-1

(e

@Mi:iJMi'_ Z |MiﬂM.i|+

I<i<j<n
Y MO M| )

n
MM,
I<i<j<k<n i=1

Conform principiului inductiei matematice, egalitatea din enunt este

adevarata pentru orice numar natural n nenul. B

§2 Relatii binare pe o multime. Relatii de echivalenta

Definitia 2.1. Daca A este o multime, numim relatie binara
pe A orice submultime p a produsului cartezian AXA. Daca a, b€ A

si (a, b)Ep vom spune ci elementul a este in relatia p cu b.
De asemenea, vom scrie apb pentru a desemna faptul ca

(a, b)ep.

Pentru multimea A vom nota prin Rel (A) multimea relatiilor
binare de pe A (evident, Rel (A)=P(AXA)).

Relatia A ={ (a, a) | a€A} poartd numele de diagonala
produsului cartezian AXA.

Pentru pERel (A) definim p'={(a, b)EAXA | (b, a)Ep}.
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in mod evident, (p")'=p iar dacid mai avem p’ERel (A) a.i.

pSp’= plcp

Definitia 2.2. Pentru p, p’ERel (A) definim compunerea lor
pop’ prin pop’={(a, b)EAXA | existi ccA ald (a, c)cp’ si
(c, b)ep}.

Rezultatul urmator este imediat:

Propozitia 2.3. Fie p, p’, p”'ERel (A). Atunci:

(i) poAs=Ancp=p

(i) (pop)op”’=po(p’op”)

(i) psp’= popSp'op” si popSpTop’

(iv) (pop’)-'=p""op

v) (pup)'=p'Up"; mai general, daci (p;) i1 este o
familie de relatii binare pe A, atunci

-1
[Upz} :UP;I .
iel iel
Pentru nEN i pERel (A) definim :
A, pentru n=0
P =\popo..op pentru n>1-
cr B

n ori

Se probeazd imediat ca daca m, n €N  atunci

pmopnzpm-*-n.

Definitia 2.4. Vom spune despre o relatie pcRel (A) ca este:
i) reflexivd daca Ap Sp

ii) simetrici dacia pcp™

iii) antisimetricd daci pnp 'S A,

iv) tranzitivi daci p*Cp.

Rezultatul urmator este imediat:
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Propozitia 2.5. O relatie pcRel(A) este reflexiva ( simetrica,
antisimetricd, tranzitivi ) dacii si numai dacid p' este reflexivi
( simetrica, antisimetrica, tranzitiva ) .

Definitia 2.6. Vom spune despre o relatie pcRel(A) ca este o
echivalentd pe A daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.
Vom nota prin Echiv (A) multimea relatiilor de echivalenta de

pe A. Evident, A, AXA€EEchiv (A).
Propozitia 2.7. Daca p€Echiv (A) , atunci p'=p si p*=p.

Demonstratie. Cum p este simetrici pSp'. Daci (a, b)ep™,
atunci (b, a)EpSp’ = (b, a)Ep”'= (a, b)Ep, adica p'<Sp, deci p'=p.
Cum p este tranzitivd avem p’Sp. Fie acum (x, y)Ep. Din (x, X)Ep si

x, y)€Ep = (x, y)EpOpzpz, adica pEpz, deci pzzp. [ |

Propozitia 2.8. Fie p;, p, € Echiv (A). Atunci
piop2€Echiv (A) daci si numai daci p, op,=p, op; . In acest caz
piop= (o' .

p'eEching)

P1:P2EP

Demonstratie. Daca p; , p,€Echiv (A), atunci (p;op,)'=piop,
conform Propozitiei 2.7. Insa conform Propozitiei 2.3. avem ca

(prop2) "=y opi”'= paopy, astfel ¢d prop,=pop.

Invers, sd presupunem ca p;op,=p,°p;.

Cum AxCp; , P22 A=A 0cASpiop,, adica pjop, este
reflexivd. Cum (piop,) = py opi™! =propi= piop,, deducem ci piop,
este si simetricd. Din  (piopy)’=(piopa)o(prop)=pio(propi)opr=

=p;o(piop,)o p2=p120 p22= piop, deducem ca pjop, este si tranzitiva,
adica este o echivalenta pe A.

Sa presupunem acum ca piop,=p,op; si fie p’EEchiv (A) a.i.
P P2EP’.
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Atunci pjop, Sp'op’=p’, adica
P1° Py < ﬂP’ £

p'EEchiv(A)
P1P2P

Cum p; , p,€Echiv (A) si pyop,€Echiv (A) =p; ,p2Spiop; =0Spiop,
adica 6=p;op, .1

Pentru pERel (A), definim relatia de ehivalentd de pe A
generata de p ca fiind relatia de echivalenta

(py="Nr.
p'EE’chiv(A)
pcp

In mod evident, relatia de echivalenti <p> este caracterizati de
conditiile pS <p> iar daca p’€Echiv (A) a.i. pSp’'= <p>Sp’ (altfel zis,
<p> este cea mai mica relatie de echivalenta ce include pe p).

Lema 2.9. Fie pERel(A) si p=A,UpUp™. Atunci relatia p
are urmatoarele proprietati:
@ pcp
(ii) p este reflexivi si simetrici
(iii) daca p’ este o alta relatie binara de pe A reflexiva si simetrica
ai pSp’, atunci p Sp'.

Demonstratie. (1). este evidenta .
(ii). Cum AAS p deducemca p este reflexiva iar cum

— -1 —
p = (AUpUp ") =ATUPTU (p)'=AAUpUpT=p  deducem ci
p este si simetrica.

(iii). Daca p’ este reflexiva si simetrica a.i. pSp’, atunci

p'Sp'=p’sicum A, Sp’ deducem ca ;=AAUpUp'IEp’.I

Lema 2.10. Fie p&Rel(A) reflexiva si simetrica iar p= Ue".

n=1

Atunci p are urmitoarele proprietati :

() pSp
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(ii) p esteo echivalenta pe A

(i) Dacii p’€Echiv(A) a.i. pSp’, atunci p Sp'.

Demonstratie. (i). este evidenta.
(i1). Cum AASpS p deducem cd AL S p, adica p este

reflexiva. Deoarece p este simetrica si pentru orice nEN* avem
(P"'=(p™")=p", deducem ci

-1
_ o —
; :[Up"] Ul =Us" =7,
n>1 n>1 n>1
adici p este si simetrici. Fie acum (x, y)e;o; ; atunci exista zEA
ali. (x, z), (z, y)E p, adica existi m, nEN* ai. (x, z)Ep™ si (z, y)Ep".
. 0. m_ mm— — L =2 = .=
Deducem imediat ci (x, y)Ep"op™=p""C p, adici p < p, deci p
este tranzitiva, adicd p €Echiv (A).
(iii). Fie acum p’€Echiv (A) ai. p<Sp’. Cum p "Sp’ " =p’
pentru orice nEN* deducemca p=|Jp" Sp’. B

nx1

Din Lemele 2.9. si 2.10. deducem imediat:

Teorema 2.11. Daca p&Rel(A), atunci

py=UlUsUr™) " .

n=l

Propozitia 2.12. Fie p, p’SRel (A ). Atunci:

(i) (pUp’)=p’UpU(pop)U(p’op)

(ii) Daca p, p’€Echiv (A) atunci pUp'EEchiv (A) daca si
numai daca pop’, p'opSpUp’.

Demonstratie.

(i). Avem: (x, y)E(pUp)’=(pUp’)o(pUp’) < existd zEA ali.
(x,2)€pUp’  si (z, y)EpUp’ & [ (x,2)Ep i (z, y)Ep] sau [ (x, 2)Ep’
si (z, y)Ep] sau [(x, 2)€p” §i (z, y)Ep] sau [(x, DEP si (2, Y)EP']
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S (x, y)EP’ sau  (x, Y)EP™ sau (x, y)Epop’ sau (x, y)Ep'op &
< (x, y)Ep UpU(pop’)U(pop), de unde egalitatea ceruta.

(ii).,,=”". Avem cia p’=p, p’=p’ si (pUp’)=pUp’. Astfel,
relatia de la (i) devine: pUp'=pUp’U(pop’)U(p op), deci pop’SpUp’ si
propSpuUp’.

, <. Utilizam ipoteza din nou si relatia de la (i):
(PUP')=p*Up"?U(pop")U(p’op)=pUp’U(pep )U(pop)SpUp’,  deci
pUp” este tranzitivd. Cum A,Sp si ASp'=>A\SpUp’, adica pUp’
este reflexiva. Daca (x, y)EpUp'= (X, y)Ep sau (X, Y)Ep' = (y, X)Ep
sau (y, x)ep’= (y, x)EpUp’, adicd pUp’ este si simetrica, deci o
echivalentd pe A. B

Propozitia 2.13. Fie A o multime si pSRel(A) avind
proprietatile:

(i) Pentru orice xEA, existd yeA ald. (x, y)Ep
(i) pop™op=p
Atunci pop™, p'op EEchiv (A).

Demonstratie.

Avem ci pop'={(x, y) | existd zEA a.i. (x, z)Ep'si (z, y)Ep}.

Deci, pentru a demonstra ci A,Spop™ ar trebui ca pentru orice
XEA, (x, X)Epop™ adici si existe zEA a.i. (z, X)Ep, lucru asigurat de
(i). Deducem ci pop™ este reflexiva (analog pentru p”' op).

Daci (x, y)E pop'= existd zEA al. (x, 2)Ep’ 5i(z, y)Ep &
existd zEA ai. (y, 2)€p” si (z, X)Ep < (y, x)Epop’, adica pop’
este simetricd (analog pentru plop). Cum (pop)o(pop™) =
= (poplop)op” = pop™ deducem ci pop™ este si tranzitiva, deci este o

echivalenti. Analog pentru p”op .l

26



Definitia 2.14. Daca p&€Echiv (A) si acA, prin clasa de
echivalentd a lui a relativa la p intelegem multimea

[a],={xEA | (x, a)Ep} (cum p este in particular
reflexivi deducem ci a<|[a],, adica [a],# O pentru orice acA).

Multimea A / p ={ [a] , | a€A } poarti numele de multimea
factor (sau cdt) alui A prin relatia p.

Propozitia 2.15. Daca p€Echiv (A), atunci:
@ Ulalo=a

acA
(ii) Dacd a, bEA atunci [a],=[b],< (a, b)Ep
(iii) Daca a, bEA, atunci [a],=[b], sau [a],N[b],=D.

Demonstratie.

(i). Deoarece pentru orice a€A, a€[a], deducem incluziunea de
la dreapta la stidnga; cum cealalta incluziune este evidentd deducem
egalitatea solicitata.

(ii). Daca [a],=[b], , cum a€[a], deducem ca ac[b], adica
(a, b)ep.
Fie acum (a, b)Ep si x€[a],, adicd (x, a)€p. Datoritd

tranzitivitatii lui p deducem ca (x, b)Ep, adicd x€[b],, deci [a], S[b],.
Analog deducem ci si [b],S[a], , adica [a],=[b],.
(iil). Presupunem ca [a],N[b],#Q. Atunci exista x€A al. (x,

a), (x, b)Ep si astfel (a, b)Ep, deci [a],=[b], (conform cu (i1)). W

Definitia 2.16. Numim partitie a unei multimi M o familie
(M))ie1 de submultimi ale lui M ce verifica conditiile :

(i) Pentru i, jel, i#j = M; NM=9

(i) Um, =M.

iel
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Observatia 2.17. Din cele de mai inainte deducem ca daca p
este o relatie de echivalenta pe multimea A, atunci multimea claselor de
echivalenta ale lui p pe A determina o partitie a lui A.

§3 Relatii functionale. Notiunea de functie.
Clase de functii.

Definitia 3.1. Fie A si B doud multimi. O submultime
RS AXB se numeste relatie functionala daca :

(i) Pentru orice ac A exista beB ad. (a,b)eR

(i) (a, b), (a,b)ER = b=b'".

Numim functie ( sau aplicatie ) un triplet f=(A, B, R) unde A
si B sunt douii multimi nevide iar REAXB este o relatie functionala.

In acest caz, pentru fiecare element a€A exista un unic element

beB a.l. (a, b)eR. Convenim sa notim b=f(a) ; elementul b se va numi
imaginea lui a prin f. Multimea A se numeste domeniul (sau domeniul
de definitie al lui f) iar B se numeste codomeniul lui f si spunem de
obicei ca f este o functie definitd pe A cu valori in B scriind lucrul

acesta prin f:A—B sau AL) B.

Relatia functionald R se mai numeste si graficul lui f
(convenim sa notdm pe R prin Gy, astfel ca Gy={(a, f(a)) | acA}.
Daca f:A— B si f':A’—B’ sunt doua functii, vom spune ca ele sunt
egale (si vom scrie f=f") dacd A=A’, B=B'si f(a)=f"(a) pentru orice

a€A. Pentru o multime A, functia 1,:A—A, 1a(a)=a pentru orice a€A
poartd numele de functia identica a lui A (in particular, putem vorbi de

functia identica a multimii vide 1g). Daca A=) atunci existd o unica
functie f:@—B ( este de fapt incluziunea lui & in B). Daca A+ si
B= atunci in mod evident nu exista nici o functie de la A la B.
Daca f:A—B este o functie iar A’ A si B’SB atunci notam:
f(A")={f (a) |a€A’} 5i f' (B )={ac€A | f (a)EB’}
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(f(A’) se va numi imaginea lui A’ prin f iar f'(B’) contraimaginea lui
B’ prin f).

in particular, notim Im(f)=f (A). Evident, (@)=
si £1(2)=02.

Definitia 3.2. Fiind date doua functii f:A—B si g:B—C
numim compunerea lor functia notati gof:A—C si definitd prin
(gof)(a)=g(f(a)) pentru orice acA.

Propozitia 3.3. Daca avem trei functii
A—L>B—£5C—5 D atunci:

() ho(gof)=(hog)of

(ii) fol,=1gof=f.

Demonstratie. (i). Intr-adevir, avem c ho(gof) si (hog)of au pe
A drept domeniu de definitie, pe D drept codomeniu si pentru orice

acA
(ho(gof))(a)=((hog)of)(a)=h(g(f(a))).

(i1). este evidenta. W

Propozitia 3.4. Fie f:A—B, A’, A”"CA, B’, B'SB, (Aj)icn,
(B)) jes doua familii de submultimi ale lui A si respectiv B. Atunci:

(i) A'CA"=>1f(A")=f(A")

(i) B'SB ’'=>f'(B")cf'(B”)

(iif) f(ﬂ A,-jg N/(4)

iel iel

(iv) f(U Al-j= Us(4)

iel iel

W) f‘{ﬂB,J -Ns(8,)

jeJ jeJ
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(vi) f‘l[UB,«} Ur(s,).

jeJ jeJ

Demonstratie (i). Daca bef(A’), atunci b=f(a) cu a€A’ si cum
A’C A" deducem ca bef(A”), adica f(A")=f(A”).

(ii). Analog cu (i).

(iii). Deoarece pentru orice k€I, ()4, SAy, conform cu (i)

iel

deducem ca f (ﬂAl)g f(4,) si cum k este oarecare deducem ci

iel
f(ﬂAiJ = ﬂf(Az)
iel iel
(iv). Egalitatea ceruta rezultd imediat din echivalentele :
be f(U Al) < existd ac | J4, ad. b=f(a) & existd i(€l ai. ac 4, 51

iel iel

b=f(a)& existd iy€lai bef( 4; )= be )/ (4,).
iel
(v). Totul rezulta din echivalentele a€ f l(ﬂB_ ].J =
jeJ
f(a)€ (") B, < pentru orice j€J, f(a)E€B; < pentru orice jEJ, acf '(B))
sae ﬂfﬁl(Bj) .
jeJ

(vi). Analog cu (iv). B

Definitia 3.5. Despre o functie fA—B vom spune ca este:

i) injectivi, daca pentru orice a, a’'€A, axa'=>f(a)=f(a’)
(echivalent cu f(a)=f(a")=>a=a’)

i) surjectivd, daca pentru orice bEB, exista acA a.i. b=f(a)

iii) bijectivd, daca este simultan injectiva si surjectiva.

Daci f :A—B este bijectivd, functia f':B—A definitd prin
echivalenta f'(b)=a < b=f(a) (bE€B si a€A) poarti numele de inversa
lui f.
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Se verificd imediat ca f'of=1, §i fof'=15.

Propozitia 3.6. Fie f :A—B si g :B—C doua functii

(i) Daca f si g sunt injective (surjective; bijective) atunci gof
este  injectivd  (surjectivd, bijectivda ; in acest ultim caz
(gof)'=fog™)

(ii) Daca gof este injectivia (surjectiva, bijectiva) atunci f
este injectivad, (g este surjectivd; f este injectiva si g este
surjectiva).

Demonstratie.(i). Fie a, a’€A ali. (gof)(a)=(gof)(a’). Atunci
g(f(a))=g(f(a")) si cum g este injectiva deducem ca f(a)=f(a’) iar cum si f
este injectiva deducem ca a=a’, adica gof este injectiva.

Sa presupunem acum ca f si g sunt surjective si fie c€C; cum g
este surjectiva, c=g(b) cu b€B si cum si f este surjectiva b=f(a) cu acA
astfel ca c=g(b)=g(f(a))=(gof)(a), adica gof este surjectiva.

Daca f si g sunt bijective atunci faptul ca gof este bijectiva
rezultd imediat din cele expuse mai sus. Pentru a proba in acest caz

egalitatea (gof)' = flog™, fie c€C. Avem ci c=g(b) cu bEB si b=f(a)
cu a€A. Deoarece (gof)(a)=g(f(a))=g(b)=c deducem ci (gof)'(c)=a=
=F'(b)=F(g" ()~ og (), adica (gof)'=fog".

(i1). Sa presupunem ca gof este injectiva si fie a, a’€A a.l.

flay=f(a’). Atunci g(f(a))=g(f(a"))<=(gof)(a)=(gof)(a")=>a=a’, adica f
este injectiva.

Daca gof este surjectivd, pentru ce€C, existd ac€A a.l
(go)(a)=c < g(f(a))=c, adica g este surjectie.

Daca gof este bijectie atunci in particular gof este injectie si
surjectie, deci conform celor de mai sus cu necesitate f este injectie iar

g surjectic. W

Propozitia 3.7. Fie M si N doud multimi iar f :M—N o
functie. Intre multimile P(M) si P(N) se definesc functiile
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f. : P(M)—P(N), f : P(N)—P(M) prin f(A)=f(A), V A €P(M) si
f'(B)=f'(B), V BEP(N).

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este injectiva

(i) f- este injectiva

(i) f of.=1pn

(iv) f este surjectivi

v) f(ANB)=f(A)Nf(B), V A, BEP(M)

(vi) f(CmA)SCn f (A), VAEP(M)

(vii) Daca g, h:LL =M sunt doué functii a.i. fog=foh, atunci
g=

(viii) Exista o functie g :N —M a.i. gof=1y.

Demonstratie Vom demonstra echivalenta afirmatiilor astfel
()= (i) = (iii)= (iv)=(v)= (vi)=(vii)=(i) iar apoi (i)<> (viii).

(1)=(ii). Fie A, A’eP(M) a.i. i A)=f«(A") = 1f(A)=f(A").

Daca x€A, atunci f(x)Ef(A)=>f(x)Ef(A’)=> existd x'€A’ al.
f(x)=f(x"). Cum f este injectiva, rezultd x=x"€A’, adicd ACA’; analog
A'CA, deci A=A’, adica fx este injectiva.

(i)=(iii). Pentru A€P(M) trebuie  demonstrat ca

(fof)(A)=A< ' (f (A)=A. Incluziunea ASf "'(f (A)) este valabild
pentru orice functie f. Pentru cealalta incluziune, daca

xef (f(A)=f(x)Ef(A)= existd x'EA ai. f(x)=f(x")=fu({x})=f:({x'})
= {x}={x}=x=x'EA, adicd f' (f( A))CA.

(iii)=(iv). Deoarece fofi=lppy , pentru orice AEP(M),
f'(f(A))=A, deci notand B=f.(A)EP(N) avem ci f (B)=A, adica f este
surjectiva.

(iv)=(v). Fie A, BEP(M) si A’, B'€P(N) ai. A=f '(A) si
B=f (B’). Atunci f(ANB)=f(f "(A)Nf ' (B"))=f(f '(A’NB")).

Sa aratam ca f(f'(A")Nf(f'(B")=f(f'(A’'NB).
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Daca yef(f (AN ' (B)=>yef(f '(A)) si yef(f '(B")=>
exista x'€f '(A") six”’ef '(B’) ai. y=f(x")=f(x").

Cum x'€f '(A")six"ef '(B") = f(x)EA’ si f(x"")ER’, deci
yEA'NB’. Deoarece y=f(x")=x'Ef '(A’NB’), adica yef(f '(A’NB’)).

Astfel, f(ANB)=2f(A)N1(B) si cum incluziunea
fTANB)Sf(A)Nf(B) este adevaratd pentru orice functie deducem ca
f (ANB)=f(A)Nf(B).

(v)=(vi). Pentru A€P(M) avem

f(A)NFCuA)=HANCMA)=H(D)=D, deci f(CuA)S Caf (A).

(vi)=(vii). Fie g, h : L-M doua functii a.i. fog=foh si sa
presupunem prin absurd cd exista x€L ad. g(x)#h(x), adica
g(x)€Cmth(x)}; atunci f(g(x)) Ef(Cu{h(x)}) S Cufih({x}))=Cn{f(h(x))}

deci f(g(x))#f(h(x)) & (fog)(x)A(foh)(x) < fog#foh , ceea ce este
absurd.

(vi)=>(i). Fie x, x’eM a.i. f(x)=f(x") si sd presupunem prin
absurd cd x#x’. Notdnd L={x, x'} si definind g, h : L—-M, g(x)=x,
g(x)=x", h(x)=x’, h(x")=x, atunci g+h si totusi fog=foh , ceea ce este
absurd.

(i)=(viii). Definind g:N—M, g(y)=x daca y=f(x) cu XEM si y,
daca y¢f(M), atunci datorita injectivitatii lui f, g este definita corect si
evident gof=1y; .

(vii))=>(). Daca x, x'eéM i f(x)=f(x’), atunci
g(f(x))=g(f(x"))=x=x’, adica feste injectiva. H

Propozitia 3.8. Cu notatiile de la propozitia precedenta,
urmaitoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este surjectiva

(ii) f. este surjectiva

(iii) f*0f*=11>(N)

(iv) f este injectivi

) f(CuA)2Cx f(A), VAEP(M)
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(vi) Daca g, h:N—P sunt doua functii a.i. gof=hof, atunci
g=h

(vii) Exista o functie g2N—M a.i. fog=lIy.

Demonstratie Vom demonstra echivalenta afirmatiilor astfel:
(1)=(@i)=(iii)=(iv)=>(v)=(vi)=(i) iar apoi (i) < (vii).

(i)=(ii). Fie BEP(N) si yEB ; atunci exista x,EM a.i. f(x,)=y.

Notand A={x,|y€EB} <M avem ca f (A)=B <f:(A)=B.

(ii)=(ii). Avem de demonstrat ca pentru orice BEP(N),
f (f'(B))=B . Incluziunea f (f' (B))SB este valabila pentru orice functie
f. Fie acum y€B; cum f« este surjectivd, exista ASM adl.
f«(A)={y} = 1f(A)={y}, deci existd xEA a.i. y=f(x) si deoarece yEB=
xef! (B)=y=f(x)Ef(f '(B)), de unde si incluziunea BSf(f ' (B)).

(iii)=(iv). Daci B;, B,€P(N) si f(B))=f(B,), atunci
E(FB))=F((B) =Ly (B)=ley (B)<Bi=B, adica f este
injectiva.

(iv)=(v). Fie ASM ; a arita cd f(CuA)2Cnf (A), revine la
f(CuA)UR(A)=N < f(CyAUA)=N<f(M)=N. Si presupunem prin
absurd ca existda yoEN a.ld. pentru orice xX€M, f(x)#y, , adica
' ({yo})=@ = ({yo})=D. Deoarece si {(D)=D = f({yo})=f (D)
iar pentru ca f este presupusi injectivd ar rezulta ci {y,}=0, ceea ce
este absurd.

(v)=(vi). In particular, pentru A=M ar trebui s avem
f(CuM)2Cnf (M) = f(D)2Cnf (M) D2Cnf (M) f(M)=N.

Dacéa g, h:N—P sunt doud functii a.i. gof=hof, atunci pentru
orice yEN, exista x€M al f(x)=y (cici f (M)=N) si astfel
g(y)=g(f(x)=(goN(x)=(hof)(x)=h(f(x)) = h(y), adica g=h.
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(vi)=(i). Presupunem prin absurd ca existd yo€N a.i. f(x)#yo,

pentru orice XEM. Definim g, h : N—{0, 1} astfel : g(y)=0, pentru orice
yEN si h(y)={

Evident g=h si totusi gof=hof, ceea ce este absurd, deci f este
surjectiva.

0 pentru y e N — {yo}
1 pentru y =y,

(i)=>(vii). Pentru fiecare yE€N alegdnd céte un singur
xyEf ' ({y}), obtinem astfel o functie g : N—M, g(y)=x, , pentru orice
yEN, ce verificd in mod evident relatia fog=1y

(vii)=(i). Pentru y€N, scriind ca f(g(y))=y, rezultd y=f(x), cu
x=g(y)EM, adica f este surjectiva.l

Din propozitiile precedente obtinem imediat:

Corolarul 3.9. Cu notatiile de la Propozitia 3.7., urmitoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) feste bijectiva

(i) f(CmA)=Cnf(A), VAEP(M)

(iii) f.sif sunt bijective

(iv) Exista o functie g:N—M a.l. fog=1y si gof=1y.

Propozitia 3.10. Fie M o multime finita si f:M—M o functie.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) festeinjectiva

(ii) feste surjectiva

(iii) f este bijectiva .

Demonstratie.  Vom demonstra urmdtoarele implicatii:
(1)=(@i)=(iii)= ().

(i)=(ii). Daca f este injectiva, atunci f(M) si M au acelasi numar
de elemente si cum f (M)EM rezultd cad f (M)=M , adica f este si

surjectiva.
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(il)=(iii). Daca f este surjectiva, atunci pentru orice element

yEM va exista un unic element x,€EM a.i. f(x,)=y (cdci in caz contrar ar
rezulta contradictia cd M ar avea mai multe elemente decat M), adicd f
este si injectiva.

(iii)=(i). Evident.

Propozitia 3.11. Fie M si N doud multimi avind m, respectiv
n elemente. Atunci:

(i) Numaérul functiilor definite pe M cu valori in N este egal
cun"

(i) Daca m=n, atunci numarul functiilor bijective de la M la
N este egal cu m!

(iii) Daca m<n, atunci numéarul functiilor injective de la M
la N este egal cu A4,

(iv) Daca m>n, atunci numarul functiilor surjective de la M

laNesteegalcu n" —Cl(n—1)"+C(n-2)" —...+(-1)"Cc'".

Demonstratie.(i). Facem inductie matematicd dupa m; daca
m=1, multimea M va avea un singur element si este clar cd vom avea
n=n' functii de la M la N. Presupunem afirmatia adevarati pentru
multimile M ce au cel mult m-1 elemente.

Dacid M este o multime cu n elemente, putem scrie M=M’"U{x,},
cu xoEM iar M’ submultime a lui M cu m-1 elemente.

Pentru orice yEN si g : M'—N  functie, considerand
foy:M=N, f,, (x)=g(x)daca xeM’ si y dacd x=x, , deducem ca
oricarei functii g: M’'—N 1i putem asocia n functii distincte de la M la N
ale caror restrictii la M” sunt egale cu g. Aplicand ipoteza de inductie

pentru functiile de la M’ la N, deducem ca de la M la N se pot defini
n-n™'=n" functii.

(i1). Facem inductie matematica dupa m; dacd m =1, multimile
M si N vor avea cate un singur element §i vom avea o singura functie
bijectiva de la M la N.

Presupunem afirmatia adevarata pentru toate multimile M si N’
ambele avand cel mult m-1 elemente si fie M si N multimi avand fiecare
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cate m elemente. Scriind M=M’"U{x,}, cu xo€M iar M’ submultime a lui
M cu m-1 elemente, atunci orice functie bijectiva :M—N este perfect
determinatd de valoarea f(xo)€EN precum si de o functie bijectiva
gM’ =N’ unde N’'=N\ {f (x¢)}. Deoarece pe f (xq) il putem alege in
m moduri iar pe g In (m-1)! moduri (conform ipotezei de inductie)
deducem cé de la M la N putem defini (m-1)! m =m! functii bijective.
(iii). Daca f:M—N este injectiva, atunci luand drept codomeniu
pe f(M)EN, deducem ca f determina o functie bijectiva 7 M—1(M),

f (x)=f(x), pentru orice XEM, iar f(M) are m elemente. Reciproc, daca

vom alege in N o parte N” a sa cu m elemente, atunci putem stabili m!

functii bijective de la M la N’ (conform cu (ii)). Cum numarul

m
n 2

submultimilor N” ale lui N care au m elemente este egal cu C', rezulta

cd putem construim! "C,' = 4" functii injective de la M la N.

(iv). Sa consideram M={xy, X3, ....Xm}, N={V1, Y2, ...,.ya} 1ar M;
multimea functiilor de la M la N a.i. y; nu este imaginea nici unui
element din M;, i=1,2,...,n.

Astfel, daca notam prin F,' multimea functiilor de la M la N,

m

multimea functiilor surjective S, de la M la N va fi complementara

multimii M;U M,U.. ... U M, din F,, deci conform Propozitiei 1.7.
avem egalitatile (1):

_‘UM[‘:,,“_
i=1
- 2 s

I<i<j<k<n

S
m

n
Fm

ILHJIM,»‘=n'” —Z|M,,|+ Z|M[ mMj|_

I<i<j<n

M (\M,().-M,

+ot(=1)

Deoarece M; este de fapt multimea functiilor definte pe M cu

valori in N\ {y; }, MiNM; este multimea functiilor definite pe M cu
valori in N'\ {y;, yj} ..., etc, conform punctului (i) avem ca:

(2) |M1| =(n_1)ma |MlmM_]| =(n_2)m’ cee etc,
(IM;NM; N...NM, | =0, deoarece M;NM, N...N"M,=).
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Deoarece sumele ce apar in (1) au, respectiv, C}, , C,f y ey C)
temeni egali, tinand cont de acest lucru si de (2), relatia (1) devine:

Sro= " —-Ch(n-1)"+C}n-2)" —.+(-1)"'C7". m

m

Pentru o multime nevida M si A€P(M) definim @, : M—{0,1},

0 daca x¢ A
A= 1 daca xe 4

pentru orice x€M. Functia ¢, poartd numele de functia caracteristica a
multimii A.

Propozitia 3.12. Daca A, BEP(M), atunci:
(i) A=Bo=op,=0p

(i) ¢2=0, pn=1

(iii) QAnB=0A @B, (PAZZ(PA

(iv) @auB=0atPB- s @

(V) 9A\B=Qa- QA Q8 , @c, ,=1-04

(V) @aaB=0atQB- 20405 .

Demonstratie.
(1).,,="". Evidenta.
,,<". Presupunem cd @p=¢p si fie XEA; atunci @u (x)=

=g (x)=1, deci x€B, adica ASB. Analog BEA, de unde A=B.
(i1). Evident.

(iii). Pentru x€M putem avea urmatoarele situatii: (XA, X&B)
sau (XEA, x¢B) sau (x&A, xEB) sau (XEA, xEB). In fiecare situatie
in parte se verifica imediat relatia @ang (X)=04 (X)Qp(X).

Cum ANA=A = ¢, z(pA(pAZ(pAz.
(iv), (v). Asemanator cu (iii).
(vi). Avem

PAAB=OP(A\B)U(B\A)=P A\ BT P\ A ~PA\BOPB\ A =
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=@a- QAT P - PPA— P A\ B)n (B\A)= Qa TP —20408
deoarece (A\B)N (B\A)=0. m

Fie M o multime oarecare iar p&Echiv (M). Functia

Pom : M—M / p definitd prin p,m (X)=[x], pentru orice XEM este
surjectiva si poartd numele de surjectia canonica.

Propozitia 3.13. Fie M si N doua multimi pe care s-au

definit relatiile de echivalenti p, respectiv p’ si f: M—N o functie
avand proprietatea:

x, y)ep = (f(), f(y)ep’, V x, yeM.
Atunci existi o singura functie /' : M/p—N/p” a.i. diagrama:

f
M N

P m,p PNy’

~

M/p /p

este comutativd (adicad py, yof= f opm, , , unde py, , , Pn, p» Sunt
surjectiile canonice).

Demonstratie. Pentru Xx€M, vom nota prin [x], clasa de
echivalenta a lui x modulo relatia p.

Pentru x€M, definim: 1 ([x],)=[f(x)],".

Dacd x, yeM ad. [x],=[y], © (x, y)€p = [f(x), f (y)]€p’ (din
enunt) = [f (x)],,=[f (y)]," , adica 7 este corect definita.

Daci x€M, atunci (f opy, )X)= / (pu, (X)) =
= £ (x]p)=[Ix]ly =pn,» (£ (X))= (px, yoD(X), adicd px, yof= f opu .

Pentru a demonstra unicitatea lui 7 , S4 presupunem ca ar mai
exista o functie 7 ""M/p—N/p” al px pof= 7 "opum. 0> §1 fle XEM.

Atunci £ '([x]p)= 1 "(pm, y(X))=("© pm, JX)=(pn, y oD)(X) =
=pn.,’ (%)) = [f (X)]o' = 7 "([x],), de unde deducemcd f=7'. W
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Propozitia 3.14. Fie M si N doua multimi iar f :M—N o
functie ; notam prin p ¢ relatia binara de pe M definita astfel:

(X%, y)€Ep = I()=1(y) (x,yEM).
Atunci:
(i) p r este relatie de echivalenta pe M

(ii) Exista o unica functie bijectiva f :M/p—Im(f) al

jof o Py, =f i:Im (f) —N fiind incluziunea.

Demonstratie. (i). Evidenta (relatia de egalitate fiind o
echivalentd pe M). (ii). Pastrand notatia claselor de echivalentd de la

Propozitia 3.13., pentru xEM definim f([x] o) =f(x). Functia f este
corect definiti cici dacd x, yEM si [x] 5 =[y] ,, & (X VEP &
f(x)=f(y) (de aici rezulta imediat si injectivitatea lui ). Cum f este
in mod evident si surjectivd, deducem ci f este bijectivi. Pentru a
proba unicitatea lui 1, fie f; : M /pe—1Im (f) o alta functie bijectiva a.i.
iofio py, , =f si XEM. Atunci, (iefio py, , MX)=f(x) <
e [i(1x],,) =)= [i([x],,)=f(x)= [(x],,),adici fi=/. W

Propozitia 3.15. Fie M o multime finiti cu m elemente.
Atunci numarul N,, i al relatiilor de echivalenta ce pot fi definite pe

M aj. multimea cit si aiba k elemente ( k<m ) este dat de
formula:

N, = (R e = Clle=1y + i (k-2) —s (1) e

Deci numairul relatiilor de echivalenta ce pot fi definite pe
multimea M este dat de formula N=N,, ;+Ny, >*...7Np, m.

Demonstratie. Dacd p este o relatie de echivalenta,

pE€Echiv (M), atunci avem surjectia canonicd p v, , : M—M / p.
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Daca in general, f : M—N este o functie surjectiva, atunci cum
am stabilit In cazul Propozitiei 3.14., aceasta da nastere la urmatoarea

relatie de echivalentd de pe M : (X, y)E€p r < f(x)=1(y). Mai mult, daca
g : N—=N’ este o functie bijectiva atunci relatiile p¢ §i pgor coincid céci
(X,Y)Epger= (goD(x)=(goN)(y) = g(f(x) =g(f(y)) = f(x)=1f(y) =

<X, y)Eps.
Deci, dacd N are k elemente, atunci k! functii surjective de la
M la N vor determina aceiasi relatie de echivalenta pe M. Luand in

particular N=M/p si tinand cont de Propozitia 3.11. deducem ca
N, =)k —Cl k=1 +C2(k—2) =+ (1) '] m

Propozitia 3.16. Fie M o multime nevida. Atunci functia
care asociaza unei relatii de echivalenta definite pe M partitia lui M
data de relatia de echivalenta este bijectiva.

Demonstratie. Fie Part (M) multimea partitiilor lui M.

Vom nota prin f : Echiv (M)—Part (M) functia ce asociaza
fiecarei relatii de echivalentd p de pe M, partitia lui M data de clasele de

echivalentd modulo p: f(p)={[x]p | xEM } .
Definim g : Part (M)— Echiv (M) astfel : daca P=(M,) ic; este
o partitie a lui M, definim relatia g(P) pe M astfel :
(x,y)€g(P)= exista i€l ai. x, yeEM,;.
Reflexivitatea si simetria lui g(P) sunt imediate. Fie acum (x, y),
(y, z)€g(P). Exista deci i, , b€l a. 1. x, y&E Ml.l siy, z€ Ml.2 ; daca 1, #1,

ar rezulta ca M, M 5 #F @ (caci ar contine pe y), ceea ce este absurd .

Deci i;=1,=1 si astfel x, zEM; , adica (x, z) € g(P) de unde

concluzia cad g (P) este si tranzitiva, deci g(P)€ Echiv (M), functia g
fiind astfel corect definita.

Sa aratam cd daca x€M; , atunci clasa de echivalentd X
modulo g (P) este egald cu M. Intr-adevir, yeM; < (x, y)Eg(P) <
yeEX ©M;=X.
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Deducem astfel ca g este de fapt inversa lui f, adicd f este
bijectivd. ®

Suntem acum in masurad sa facem anumite precizari legate de
multimea numerelor naturale.

Definitia 3.17. Numim triplet Peano un triplet (N, 0, s )

unde N este 0 multime nevida, 0€N iar s:N—N este o functie astfel
incit sunt verificate axiomele :

P;: 0&s(N)
P, : s este o functie injectiva

P; : dacda PSN este o submultime astfel incat 0P si
(neP=s(n)cP ), atunci P=N.

In cele ce urmeaza, acceptdm ca axioma existenta unui triplet
Peano (cititorului dornic de aprofundarea acestei chestiuni 1i
recomandam lucrarea [16]) .

Lema 3.18. Daca ( N, 0, s ) este un triplet Peano, atunci
N={0}Us(N).

Demonstratie Daca notam P={0} Us(N), atunci PEN si cum P

verifica P; , deducem ca P=N .1

Teorema 3.19. Fie (N, 0, s) un triplet Peano iar (N’,0",s ")
un alt triplet format dintr-o multime nevida N’, un element 0'€N’
si o functie s":N’ — N’. Atunci :

(i) Existid o unica functie f:N—N’ astfel incat f(0) = 0’, iar
diagrama
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NT)N,

este comutativa (adicd fo s=s'cf)

(i) Daca ( N’, 0’, s’) este un triplet Peano, atunci f este
bijectie.

Demonstratie (i). Pentru a proba existenta lui f, vom considera
toate relatiile RENXN" a.i. :

r:(0,0) €R

r, : Daca (n, n")ER, atunci (s(n), s’(n”))ER iar prin Ry vom
nota intersectia acestor relatii .
Vom demonstra ca Ry este o relatie functionala si astfel f va fi

functia ce va avea drept grafic pe Ry (astfel, din (0, 0")ER, vom deduce
ca f (0)=0" iar dacd neN si f (n)=n"eN’, (n , n’)ER,, deci (s(n),

s’(n"))ER,, adica, f(s(n))=s"(n")=s'(f (n)).

Pentru a demonstra cd R, este o relatie functionald, vom
demonstra ca pentru orice n€N, existd n’€N’ a. 1. (n, n’)ER , iar daca
pentru n€N si n’, n””€N’ avem (n, n')ERy si (n, n’’)ER, , atunci
n'=n"".

Pentru prima parte, fie

P={neN | existin’eN" a. 1. (n, n")ER, } EN.

Cum (0, 0")€R, deducem cda 0€P. Fie acum n€P si n'eN’ al
(n, n")ER,. Din definitia lui Ry deducem ca (s(n), s’(n"))ER, ; obtinem

ca s(n)EP si cum (N, 0, s) este triplet Peano, deducem ca P=N.
Pentru a doua parte, fie
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Q={neN :dacin’,n”’eN"’si(n,n’), (n,n"")ERy= n"=n""}=N
si sd demonstram la Tnceput ca 0€Q.

In acest sens, vom demonstra ci dacid (0, n’)ER, atunci n’=0".
Daca prin absurd, n’'#0’, atunci vom considera relatia
R;=Ry \{(0, n")}SNxN’. Din n’#0" deducem ca (0, 0’)ER,; iar daca
pentru meN’ avem (n, m)ER;, atunci (n, m)ER, si (n, m) # (0, n’).
Astfel (s(n), s’(m))ERy si cum (s(n), s’(m))#0, n’) (caci s(n) # 0
conform cu P;), deducem ca (s(n), s’(m))E€R, . Cum R, verificar, sir, ar
trebui ca RySR; — absurd (cici R; este inclusa strict in Ry ).

Pentru a proba ¢ 0€Q, fien’, n”’€N" a.1. (0,n’), (0,n"")ER,.
Atunci, tindnd cont de cele stabilite mai sus, deducem ca n’=n’""=0’,
deci 0€Q.

Fie acum n€Q si n “éN " a. 1. (n, n")ER, ; vom demonstra ca
dacd  (s(n), n"’)ER,, atunci n’’=s"(n"). Sa presupunem prin absurd ca
n’’# s’(n’) si sd consideram relatia R, =R, \{(s (n), n’")} . Vom
demonstra cd R, verificar; sir, .

Intr-adevar, (0, 0')ER, ( cici 0 # s(n) ) iar daca (p, p’)ER,,
atunci (p, p’) €Ry si (p, p")A(s(n), n’”’) .

Deducem ci (s(p), s’(p”)) ER, si daca presupunem (s(p), s’(p”))=
=(s(n), n’’), atunci s(p) =s(n), deci p=n. De asemenea, s’(p")=n"".
Atunci (n, n’)ERy si (n, p’)ERy iar cum neEQ = n’'=p’, deci
n’’=s’(p")=s"(n"), ceea ce contrazice faptul cd n’’#s(n’). Prin urmare,
(s(p), s’(p")) # (s(n), n"’), ceea ce ne arata ca (s(p), s"(p’)) ER,, adica R,
satisface r; sir,. Din nou ar trebui ca RyCR, — absurd !.

Deci (s (n), n"')ERy = n’’=s’(n’) astfel ca dacir, s EN ' si
(s(n), 1), (s(n), s )ERy , atunci r = s = s’(n), adica s(n)€Q, deci Q=N.

Pentru a proba unicitatea lui f, s presupunem ca mai exista
" N—-N’ a.i. f'(0)=0" si s’(f'(n))=f"(s(n)) pentru orice nEN.
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Considerand P={neN | f(n)=f"(n)} <N, atunci 0€P iar daca
neP  (adica  f(n)=f"(n)), atunci s’(f(n))=s'(f'(n))=>1f(s(n))=
=f"(s(n))=s(n)EP si atunci P=N, adica f=f".

(i1). Sa aratam la inceput ca f este injectiva. Pentru aceasta vom
considera P={n€EN | daca meN si f(m)=f(n)>m=n}SEN si si

demonstram la Tnceput ca 0€P. Pentru aceasta fie meN a. 1. f(0)=f(m)
si sa demonstrdm cd m=0. Dacd prin absurd m#0, atunci m=s(n) cu

nEN iar egalitatea f(m)=f(0) devine f(s(n))=f(0)=0", de unde

s’(f(n))=0', ceea ce este absurd deoarece prin ipoteza (N’, 0’, s’) este
un triplet Peano.

Fie acum n€P; pentru a demonstra ca s(n)EP, fie meN a.i.
f(m)=f(s(n)).

Atunci m#0 (cdci In caz contrar ar rezulta ca
0’ =1(0)=f(s(n))=s’(f(n)), absurd !), deci conform Lemei 3.18., m=s(p)
cu pEN iar egalitatea f(m)=f(s(n)) devine
f(s(p))=f(s(n))=s’(f(p))=s'(f(n)), adica f(p)=f(n) si cum nEP, atunci
n=p si astfel m=s(p)=s(n).

Pentru a demonstra surjectivitatea lui f sa consideram

P'={n"eN’| existanEN a.i. n'=f(n)} SN".

Cum f(0)=0" deducem ca 0’ €P’. Fie acum n’ €P’ ; atunci exista
neEN ai n’=f (n). Deoarece s’(n’)=s’(f(n))=f(s(n)), deducem ca
s’(n")€P’ si cum tripletul (N’, 0’, s’) este un triplet Peano, deducem ca
P’=N’, adica f este si surjectiva, deci bijectiva . B

Observatia 3.20. Conform Teoremei 3.19. (cunoscutd si sub
numele de feorema de recurentd ) un triplet Peano este unic pana la o
bijectie.

In cele ce urmeazi vom alege un triplet Peano oarecare (N, 0, s)
pe care il vom fixa ; elementele lui N le vom numi numere naturale .

Elementul 0 va purta numele de zero .

Vom nota 1=s(0), 2=s(1), 3=s(2), e.t.c., astfel ca N={0, 1, 2, ...}.
Functia s poartd numele de functia succesor . Axiomele P, — P; sunt
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cunoscute sub numele de axiomele lui Peano (axioma P; poartd numele
de axioma inductiei matematice).

Pe parcursul acestei lucrari vom construi — pornind de la o
multime N a numerelor naturale — multimile numerelor intregi Z,

rationale Q, reale R si complexe C, rezultand astfel rolul fundamental
pe care 1l joaca In matematica multimea numerelor naturale.

§4.Nucleul si conucleul unei perechi de functii

Definitia 4.1. Fie f, g : A—B o pereche de functii. O pereche

(K, i) formata dintr-o multime K si o functie i : K— A se numeste
nucleul perechii (f, g) daca sunt verificate urmaitoarele douia
conditii:

(i)  foi=goi
(ii) Pentru oricare alt dublet (K, i) cu K’ multime si

i"K'—A ad. foi'=goi’ exista o unica functie u : K'—K a. 1. iou=i".

Teorema 4.2. Pentru orice pereche de functii f, g : A—B
existd un nucleu al perechii (f, g) unic pana la o bijectie (unicitatea

inseamna ca daca (K, i) si (K’, i’) sunt doui nuclee pentru perchea

(f, g) atunci exista o bijectie u : K— K" a.i. i’ou=i).

Demonstratie. Sa probam la inceput existenta nucleului si
pentru aceasta fie K={xe€A[f(x)=g(x)} iar i : K—A incluziunea (K
putand fi chiar @ ).

In mod evident foi=goi. Fie acum (K’, i’) cui’ : K'—A a. i.
foi’=goi’. Pentru a€K’, cum f (i'(a))=g (i'(a)) deducem ca i'(a)eK.
Definim atunci u:K’—K prin u(a)=i’(a), pentru orice acK’ si este clar
ca iou=i’.

Daca u:K'—K este o alta functie a.i. iou'=i’, atunci pentru
ac€K’ avem i(u’(a))=u(a), de unde u’(a)=i'(a)=u(a), adica u=u’.
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Sa probam acum unicitatea nucleului iar pentru aceasta fie (K, 1)
si (K, 1) doud nuclee pentru perchea (f, g).

Cum (K’, i") este nucleul perechii (f, g) deducem existenta unei
functii wK—K" a.i. i’ou=i.

Cum si (K, i) este nucleul perechii (f, g) deducem existenta
unei functii u:K'—K a.l. iou'=i".

Deducem imediat cd i'o(uou’)=i" si ioc(u’ou)=i. Cum si
i'ol,, =i’ si iolg=i, tindnd cont de unicitatea din Definitia 4.1.,

deducem cd uou'=1,. si u’ou=ly, adica u este bijectie sii'ou=i. M

Observatia 4.3. Vom nota ( K, i ) = Ker (f, g) (iar daca nu
este pericol de confuzie doar K=Ker (f, g)).

Definitia 4.4. Fiind data o pereche de functii f, g :A—B
numim conucleu al perchii (f, g) pereche (P, p) formata dintr-o

multime P si o functie p:B—P ce verificA urmaitoarele douia
conditii :

(@  pof=pog

(ii) Pentru oricare alt dublet (P ', p’) cu P ' multime si
p: B—P’ a.i p’of=p’og, existi o unici functie v :P—P " ad.
vop=p'.

Teorema 4.5. Pentru orice pereche de functii f, g : A—~B
existd un conucleu al perechii ( f, g ) unic pana la o bijectie
(unicitatea inseamna ca daca (P, p) si (P, p’) sunt doui conuclee
pentru perchea (f, g), atunci existi o bijectie v:P—P " a.i. vop=p’ ).

Demonstratie. Vom proba doar existenta conucleului perechii
(f, g) deoarece unicitatea sa se probeaza analog cu unicitatea nucleului.

Pentru aceasta fie p={(f(x), g(x)) | x€A } (care este o relatie

binard pe B) iar <p> relatia de echivalentd de pe B generatd de p (a
carei constructie este descrisd in Teorema 2.11.). Sa aratam ca perechea
( B/ <p>, p<y>, B ) este un conucleu al perechii (f, g). Deoarece pentru
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orice x€A avem (f(x), g(x))€ pS<p> deducem ca (f(x), g(x))e<p>
adic, oy, 5 (F ())=Pope, (8(0)), deci Py 5o F=Pope, nog.

Fie acum (B’, p’) cu B’ multime si p":B—B’ a.i. p’of=p’og.
Atunci pentru orice xEA, p’(f(x))=p’(g(x)), adica (f(x), g(x))Ep ,* (vezi

Propozitia 3.14.), deci pSp,” . Cum p,- este relatie de echivalenta pe B
iar <p> este cea mai mica relatie de echivalenta de pe B ce contine pe p

deducem ca <p>Cp,- .
Conform Propozitiei 3.13. exista o functie a : B/<p>—B/pp- a.l.
U°P<p>, B= P, 3 .Fie B:B/pp-—Im(p ") bijectia a cdrei existentd ne este

asigurata de Propozitia 3.14.. Avem cd p’'=i'ofo Py, - unde

i’ Im (p')— B’ este incluziunea.

Daca notdim v=i"ofoaq , atunci
VO Pp)n =(i"oBoa)o Pp).5 =(i"oB)o(ao Py )=(@i"oB)o Py, 8=
=i"o(Be p, 5 )=p".

Dacd mai avem v :B/<p>—B’ ai. v'o Pio)s =p’, atunci
v'o Pioys= VO Py s si cum Ply)p oSt surjectie deducem ci v'=v

(conform Propozitiei 3.8.). &

Observatia 4.6. Vom nota (B, Pip)s )=Coker (f, g) sau

(B=Coker (f, g) daca nu este pericol de confuzie).
§ 5. Multimi ordonate. Semilatici. Latici.

Definitia S.1. Printr-o multime ordonati intelegem un
dublet (A, <) format dintr-o multime nevidd A si o relatie binara
pe A notata traditional prin "<" care este reflexiva, antisimetrica
si tranzitiva. Vom spune ca "<" este o ordine pe A.

Pentru x,y €A vom scrie x <y daca x<y,x#Yy.
Daca relatia "<" este doar reflexiva si tranzitivi, vom spune
despre ea ca este o ordine partiali sau ca (A, <) este o multime
partial ordonata.
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Daca pentru x, yeA definim x >y daca si numai daca
y < x obtinem o noua relatie de ordine pe A. Dubletul (A, >) il
vom nota prin A° si spunem ca multimea ordonata A° este duala
multimii A.

Fie (A,S) o multime partial ordonatd iar p o relatie de
echivalentdi pe A. Vom spune despre p cd este compatibild cu
preordinea < de pe A daca pentru oricare elemente X,y , z, t din A
avem implicatia (x,y) € p,(z,t) epsix<z=>y<t

Daca p este o relatie de echivalentd pe A compatibild cu
preordinea < , atunci pe multimea cat A/ p se poate defini o ordine
partiald astfel : [x], <[y], & existd ze[x], si te[y], al z<t;vom
numi aceastd ordine partiala preordinea cat.

In cele ce urmeazi prin (A,<) vom desemna o multime
ordonata.

Cand nu este pericol de confuzie prin multime ordonata
vom specifica numai multimea subiacenta A (fird a mai pune in

evidenta relatia <, aceasta subantelegandu-se ).

Definitia 5.2. Fie m,M €A si Sc A, S=d.

Vom spune ca:

i) m este minorant pentru S daca pentru orice seS,
m < s (in caz ca exista, prin inf (S) vom desemna cel mai mare
minorant al lui S)

ii) M este majorant pentru S dacid M este minorant
pentru Sin A°, adica pentru orice se€S, s <M (in caz ca exista,
prin sup (S) vom desemna cel mai mic majorant al lui S).

Daca S={s;, sy .., S.}JSA atunci vom nota
inf (S)= s;As; A...As, iar sup (S)= s;Vs; V..Vs, (evident, In cazul in
care acestea exista).

Ordinea "<" de pe A se zice totala dacd pentru orice a,
beA, a<b sau b <a; o submultime total ordonatd a [ui A poarta
numele de lant.

Pentru a, be A vom spune cad b urmeaza pe a (saucd a
este urmat de b) dacd a <b iar pentru a<c<b avem a=c sau c=b;
vom utiliza Tn acest caz notatia a £ b.
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Pentru a,b € A vom nota:
(a, b)={xE€A|a<x<b}

[a, b]={xEAla<x<b}

(a, b]J={xE€A|a<x<b}

[a, b)={xEA]a<x<b}
si vom numi astfel de submultimi ale lui A intervale (respectiv
deschise, inchise, inchise la dreapta si deschise la stinga, inchise la
stinga si deschise la dreapta).

Multimile ordonate finite A pot fi reprezentate prin asa
zisele diagrame Hasse.

In acest sens, vom reprezenta fiecare element al lui A
printr-un cerculet "e".

Daca a Zb vom desena cerculetul corespunzator lui b
deasupra celui ce-1 reprezintd pe a, unind cele doua cerculete printr-un
segment (de remarcat faptul cd intersectia a doud astfel de segmente
poate sd nu reprezinte un element al lui A).

Dintr-o astfel de diagrama putem sa reconstituim relatia "<"
tinand cont de observatia cd a £ b daca si numai daca pentru un sir finit
de elemente CrCpues € ale lui A avem a = c, 4 c, L. L c Z c= b.

lata cateva exemple de diagrame Hasse:

Din pacate, astfel de diagrame sunt greu de utilizat in cazul
multimilor ordonate infinite (cum ar fi de exemplu Q sau R cu
ordonarea obisnuitd).

Fie (I, <) unlantiar (Aj).., o familie de multimi ordonate

(mutual disjuncte). Vom nota prin @ 4; multimea ordonata ce are drept
iel
multime subiacenta | J4; iar relatia de ordonare este definita pentru x,

iel
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ye @ 4, prin x <y dacd si numai daca XxeAj, YEA] sii<] sau
iel
{X,y} € Ax iar x <y in A,. Multimea ordonatd @ A; definitd mai
iel
sus poartd numele de suma ordinala a familiei (A;) Aier.
Daca I={1, 2,..., n} convenim sa notam

@ Ai = A]@ Az@@ An.

iel

Daca (Pj <), _._ este o familie finitd de multimi ordonate,
, <i<
atunci P= x P; devine In mod canonic multime ordonata, definind
1<i<n

pentru x=(xj),_,_ > ¥=(¥{),.,., €P, X<y <Z> existda I<s<nal.

X| = Vi, --.» X 1= Y51 §1 X<y ( aceastd ordonare se numeste ordonarea
lexicografica).

Definitia 5.3. Vom spune despre A ca este:

i) inf — semilatice, daca pentru oricare doua elemente
a, beA existda aAb=inf{a, b}

ii) sup — semilatice, daca pentru oricare doua elemente
a, beA exista avb=sup{a, b}

iii) latice, daca este simultan inf s§i sup-semilatice (adica
pentru oricare doui elemente a,b € A existi aAb si avb)

iv) inf — completd, daca pentru orice submultime S c A
exista inf (S)

v) sup — completd, daca pentru orice submultime S c A
exista sup (S)

vi) completa dacd este simultan inf si sup-completa
(evident in acest caz se poate utiliza denumirea de latice completdi)

vii) inf - marginita daca exista un element notat traditional
prin 0 A ali. pentru orice acA, 0<a
viil) sup - marginitd daca exista un element notat
traditional prin 1e A a.i. pentru orice aeA, a<1
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ixX) marginitd daca este simultan inf si sup - marginita
(adica 0 < a <1 pentru orice a €A); in acest caz (0 se zice element
initial (sau prim) al lui A iar 1 element final (sau ultim) al lui A

X) conditional completd daca pentru orice submultime
nevida si marginitd S a sa exista inf (S) si sup (S).

Observatia 54.

1.0rice multime ordonatd A care este inf-completd este latice
completa.

Intr-adevar, fie M c A, M’ multimea majorantilor [ui M iar
m=inf (M’). Cum pentru xeM si y eM' avem x <y deducem ca
x <m, adicd meM’, astfel m = sup (M).

2. Daca A este o latice completd, atunci inf () =1 iar
sup (&)= 0.

3. Pentru ca o latice L sa fie conditional completa, este suficient

ca pentru orice submultime nevida si marginitd S a sa, sa existe doar
inf (S) (sau sup (9)).

Definitia 5.5. Un element meA se zice:

i) minimal daca avind aeA ail a<m deducemcid m=a

ii) maximal dacia avind aeA ai m<a deducemci m=a

Daca A are 0, un element acA se zice atom daca a#0
siavind xeA aj x<a, atunci x=0 sau x=a (deci 0 £ a).

Definitia 5.6. Dacid A este inf-semilatice (respectiv sup-

semilatice) vom spune despre o submultime A'CA ca este inf-sub-
semilatice (respectiv sup-sub-semilatice), daca pentru oricare doua

elemente a, bEA’ avem aAbEA’ (respectivaVbeA’).
Daca A este latice, A'CA se va zice sublatice, daca pentru

oricare doua elemente a, bEA’ avem aAb, aVbeEA’.

Exemple.
1. Fie N multimea numerelor naturale iar " | relatia de
divizibilitate pe N. Atunci " " este 0 relatie de ordine pe N. Fata de

aceasta ordine N devine latice in care pentru m, n €N, m A n = cel
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mai mare divizor comun al lui m si niar m v n = cel mai mic multiplu
comun al lui m si n.

Evident, pentru relatia de divizibilitate, elementul 1eN este

element initial iar 0eN este element final. Aceastd ordonare nu este
totala deoarece dacd avem doud numere naturale m, n prime intre ele

(cum ar fi de exemplu 2 si 3) nuavem m | n sinici n | m.

2. Dacd K este una din multimile de numere N, Z, Q sau R,
atunci K cu ordonarea naturala este o latice, iar ordonarea naturala este
totala.

3. Fie M o multime iar P(M) multimea submultimilor lui M.
Atunci (P (M), <) este o latice completd cu prim si ultim element
(respectiv & si M).

Fie acum A, A" doua multimi ordonate (cand nu este pericol de
confuzie convenim sa notdm prin "<" ambele relatii de ordine de pe A
siA”)si f:A—A’ o functie.

Definitia 5.7. Vom spune despre f ca este morfism de
multimi ordonate (sau aplicatie izofond) daca pentru orice a, beA
cu a<bavem f(a)<f (b)(in anumite lucriri f se zice monoton
crescatoare).

Daca A, A’ sunt inf (sup) - semilatici vom spune despre f ca
este morfism de inf (sup) - semilatici daca pentru oricare doua
elemente a, bcA, f(aAb)=f(a)Af(b) (respectiv f(avDb)=
=f (a) v f (b)).

Daca A, A" sunt latici, vom spune ca f este morfism de
latici daca f este simultan morfism de inf si sup-semilatici (adica
pentru oricare doud elemente a, b €A avem f (a A b) =
=f(a)Af(b)sif(avb)=1f(a)vf(b)).

In mod evident, morfismele de inf (sup) - semilatici sunt aplicatii

izotone iar dacd compunem doua morfisme de acelasi tip obtinem tot un
morfism de acelasi tip.

Daca A, A’ sunt multimi ordonate iar f:A—A" este morfism de
multimi ordonate, atunci f se zice izomorfism de multimi ordonate daca

53



exista g:A’—A morfism de multimi ordonate a.i. fog=1," si gof=I,4.
Acest lucru revine la a spune de fapt ci f este o bijectie. in acest caz
vom scrie AxA”.
Analog se defineste notiunea de izomorfism de inf (sup) -

semilatici ca si cea de izomorfism de latici.

In continuare vom stabili felul in care multimile preordonate induc
multimi ordonate, iar pentru aceasta fie (A,<) o multime partial
ordonata.

Se wverificdi imediat cd relatia p definita pe A prin:
(x,y)epex<y si y<x este o echivalenti pe A compatibili cu
preordinea <. Vom considera 4 =A/p impreuni cu preordinea ct
(definitd la inceputul paragrafului) si sd ardtdm ca acestd preordine este
de fapt o ordine pe 4 (adica p este si simetrica).

Intr-adevar, fie [x]p,[y]p €d ai [x]p < ]p si [y]p < [x]p si sd
demonstram ca [x]p =[y] , Atunci existd x',x" e [x]p, yy"ely] , al
x'<y' sty <x".

Avem (x',x),(x",x).(»",¥).(»",y) e p adicd
X' <x,x<x\x"<x,x<x",y' <y, y<y,y" <y s y<y'.

Din x<x,x'<y" si »' <y deducem cd x<y iar din
y<y",y"<x" si x" < x deducem ci y<x, adici (x,y)e p, astfel cd
[x], =],

Astfel, surjectia canonica p,: 4 — A este functie izotona.

Tindnd cont de Propozitia 3.13. se verificd imediat faptul ca
multimea  ordonata cat (Z,s) impreund cu surjectia canonica
pA-> A verificd urmitoarea proprietate de universalitate:

Pentru orice multime ordonata (B,S) §si  functie izotond

f:A—> B existi o unicd aplicatie izotoni f:4A—B ai. fop, =f.

Definitia 5.8. Fie A o inf-semilatice si F SA o submultime
nevida a sa. Vom spune ca F este filtru al lui A daca F este o inf-
sub-semi- latice si pentru a,b €A, dacd a<b si aeF atunci beF.

Vom nota prin F (A) multimea filtrelor lui A.
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Notiunea duala celei de filtru este aceea de ideal pentru o sup-
semilatice. Mai precis avem:

Definitia 5.9. Fie A o sup-semilatice iar I A o submultime
nevida a sa. Vom spune ca I este un ideal allui A daca I este sup-
sub-semilatice a lui A si pentru orice a,beA cu a<b, dacibel
atunci si ael.

Vom nota prin I (A) multimea idealelor lui A.

Observatia 5.10. Dacd A este latice, atunci notiunile de filtru
si ideal au definitii precise In A (tindnd cont de definitiile de mai sus,
caci A este simultan inf §i sup-semilatice); evident in acest caz
A €F (AL (A).

Cum intersectia oricarei familii de filtre (ideale) este de asemenea
filtru (ideal), putem vorbi de filtrul (idealul) generat de o multime
nevidd.

Dacd A este o inf(sup)-semilatice, pentru J#ScA vom nota
prin [S) ( (S)) filtrul(idealul) generat de S (adicd intersectia tuturor
filtrelor (idealelor) lui A ce contin pe S).

Propozitia 5.11. Dacid A este o inf-semilatice si S cA o
submultime nevida a sa, atunci:

[S)={aE A |existd s;, §; ,.., S,ES a.l. s;As; A As,<a}.

Demonstratie.Fie Fs={acAlexista s;, s, ,., $,€S ali.
S1ASy; A..As,<a}. Se probeazd imediat cd Fs € F (A) si S c Fs, deci
[S)c Fs .

Dacd F'€F(A) ai. S < F’ atunci FsCF’ deci Fs=NF’=[S),de unde
[S):Fs .

Dual se demonstreaza:

Propozitia 5.12. Dacd A este o sup-semilatice si ScA este o
submultime nevida a sa, atunci:

(S]={acA|existi sy, s, ,.., $,€S al. a<s;v s, v..vs,).
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Astfel, (F(A),<S) si (I(A),<) sunt latici in care pentru F,, F,EF(A)
(reSpeCtiV Il, IzEI(A)) avem FII\FZZFlnFZ iar F1VF2:[F1UF2)
(reSpeCtiV IlA12=IlﬂIZ 1ar I]VIQZ(LUIz] )

Daca A este o inf (sup)-semilatice si acA, vom nota prin [a)
( (a)) filtrul (idealul) generat de {a}.

Conform celor de mai sus avem cid: [a)={xEA|a<x} si

(a]={x€Al|x<a} ([a), (a] poartd numele de filtrul (idealul) principal
generat de a).

Teorema 5.13. Fie (A, <) o multime ordonati. Atunci A
este izomorfi cu o multime de submultimi ale lui A (ordonatia cu
incluziunea).

Demonstratie. Pentru fiecare acA consideram

M,={xEA|x<a}SA. Deoarece pentru a, beA, a < b avem
M, c My deducem cd asocierea a — My pentru aeA descrie

izomorfismul de multimi ordonate dorit. M

Definitia S.14.

i) O multime ordonati in care orice submultime nevida a sa
are un element initial se zice bine ordonatdi (evident o multime bine
ordonata este inf-completa si total ordonata)

ii) O multime ordonati in care orice submultime total
ordonatda a sa are un majorant (minorant) se zice inductiv
(coinductiv) ordonata.

Dupd cum vom vedea in §9 (N, <) este un exemplu de multime

bine ordonata.
In cele ce urmeazi, acceptim ci pentru orice multime M este

verificata axioma alegerii:

Exista o functie s : PM) > M al s(S)eS pentru orice
submultime nevida S a lui M.

In continuare, reamintim un rezultat datorat lui Bourbaki si cateva
corolare importante ale acestuia (pentru demonstratii recomandam
cititorului lucrarea [23]).
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Lema 5.15. (Bourbaki). Daca (A, <) este o multime nevida,
inductiv ordonata si f: A —> A este o aplicatie a.i. f(a)<a pentru
orice acA, atunci existd ueA ad. f(u)=u.

Corolar 1 (Principiul lui Hansdorf de maximalitate). Orice
multime ordonata contine o submultime total ordonata maximala.

Corolar 2 (Lema Ilui Zorn). Orice multime nevida inductiv
(coinductiv) ordonata are cel putin un element maximal (minimal).

Corolar 3 (Principiul elementului maximal (minimal)). Fie
(A, <) 0 multime inductiv (coinductiv) ordonata si acA. Existd un
element maximal (minimal) m, € A a.i. a<m, (m, <a).

Corolar 4 (Lema lui Kuratowski). Orice submultime total
ordonati a unei multimi ordonate este cuprinsa intr-o submultime
total ordonata maximala.

Corolar 5 (Teorema lui Zermelo). Pe orice multime nevida
A se poate introduce o ordine fata de care A este bine ordonata.

Corolar 6 (Principiul inductiei transfinite). Fie (A, <) o
multime bine ordonata infinitd si P o proprietate dati. Pentru a
demonstra ca toate elementele multimii A au proprietatea P este
suficient sa demonstram ca:

(i) Elementul initial 0 allui A are proprietatea P

(ii) Daca pentru acA, toate elementele xeA aJd. x<a au

proprietatea P, atunci si elementul a are proprietatea P.

Definitia 5.16. Vom spune despre o latice (L,<) ci este:

i) modulard daca pentru oricare x, y, zelLL cu z<x
avem XA(YVzZ)=(XAYy)VZ

ii) distributivi daca verificA una din urmaitoarele doua
conditii echivalente:

1) xA(YyvZ)=xXAY)V(XAZ

2) xv(yAz)=(XVvy)A(xvz) pentruoricex,y,z € L.
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Sa notdm ca exista latici ce nu sunt modulare.
Intr-adevar, daca vom considera laticea notata traditional prin N :
1

observimca a<c, pecind av(bac)=av0=a iar (avb)Aac=

=1 Ac=#a,astfelca ¢c A (bva)#(cAb)va,deci Ns nu este modulara.

Teorema 5.17. (Dedekind). Pentru o latice L urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:

(i) L este modulara

(ii) Pentru orice a, b, cel,daci ¢<a, atunci aA(bvc)<
<(aanb)vec

(iii) Pentru orice a, b, ceLL avem ((aac) v b) A ¢ = (anc) v (bAc)

(iv) Pentru orice a, b, ceL, dacia a < ¢, atunci din a Ab =c Ab
si avb=cvb deducemca a=c

(v) L nu are sublatici izomorfe cu N:.

Demonstratie. Cum in orice latice, dacdi ¢ < a, atunci
(anb)vec<ana(bvc), echivalenta (i) < (ii) este imediata.
(1) = (iii). Rezulta din aceeacd anc<c.
(iii)) = (i). Fie a,b,ce L ai a<c. Atunci a=anac, deci
(avb)ac=((anc)vb)ac=(anc)v(bac)=av(bac).
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i) = (@(v). Avem a=av(aab)=av(cab)y=av(bac)=
=(avb)ac=(cvb)ac=c.
(iv) = (v) Evident (tindnd cont de observatia de mai inainte).
(v) = (i) Sa presupunem ca L nu este modulara. Exista atunci a, b, ¢
in L al a<c,iar av(bAac)#(aVvb)Aac. Saobservim ca bac <
<av(bac)<(avb)ac<avb,bac<b<avb,av(bac)<b si
b< (avb)ac.

Obtinem 1n felul acesta diagrama Hasse a unei sublatici a lui L
1zomorfa cu Ns:

avb

(avb)ac

av(bac)

bac

(observand si ca (a v (bac)) v b = av ((bac) v b) = avb si
((avb)Ac)aAb=((avb)ab)Ac=Db Ac, ceeace este absurd. B

Pe parcursul acestei lucrari vom prezenta mai multe exemple de
latici modulare.

§ 6. Latici distributive

Evident, orice latice distributiva este modulara. In cele ce urmeaza,
prin Ld vom nota clasa laticilor distributive iar prin Ld (0, 1) clasa
laticilor distributive marginite.

Exemple.
1. Daca L este un lant, atunci LeLd (0, 1).
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2.(N, ), PM),c) e Ld (0, 1).

Observatia 6.1. Rationand inductiv dupd neN*, deducem ca
dacd Sy, Sp, ..., S, sunt submultimi nevide ale unei latici distributive

L, atunci: §1(ASi):A{§1f(i) | feSs, ><...><S,,}.

Teorema 6.2. Pentru LeL urmitoarele afirmatii sunt
echivalente:

i) LelLd

(ii) an(bvc)<(aanb)v(anac) pentruorice a,b,ceL

(i) (aaAb)v(bace)v(caa)=(avb)a(bvec)Aa(cva)
pentru orice a, b, ceL

(iv) Pentru orice a, b, cel, dacA a A ¢ =Db A ¢ si
avc=bvec,atunci a=b

(v) L nu are sublatici izomorfe cu N5 sau M3’ unde M;
are urmatoarea diagrama Hasse:

1

b ¢

0

Demonstratie. (1) < (ii). Rezulta din aceea ca pentru oricare
elementea,b,c € L, (anb)v(aanc)<aan(bvec).

(i) = (ii1). Sa presupunem ca L € Ld si fie a, b, c € L. Atunci
(avb)a(bv c)a(cva) = (((avb)ab)v((avb)ac) A(cva)=
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=bvanc)v (bac))Aa(cva) = (bv(@aac) A (cva =
=bAalcva)v@anrcya(cva)=((bac)vibra)v(anac)=
=(anb)v(bac)v(cnha).

(ii1)) = (1). Deducem imediat cd L este modulara, deoarece daca a, b,
cel si a<c, (avb)ac =(avb)a((bvc)ac)=(avb)a(bv
ve)A(cva)=(aab)vbac)vicrna)=(@ab)vbac)va=
=((aAnb)vav(bac)=av (b Aac) Cu aceastd observatie,
distributivitatea lui L se deduce astfel:
an(bve)=(an(avb)a(bve) =((an(cva)a(avb)a(bve)
=an(avb)a(bve)a(cva)=an((anb)v(bac)vicaa)=
=(a A ((@aAb)v (b Aac) v (cA a)= (datorita modularitatii) =
=a A (b Ac) vi(aAanb) v (can a = (datorita modularitatii) =
=(aAb)v(anc).

(i) => (iv). Dacd anc=bAc siavc=Dbvc, atunci a=aA(avc)
=an(bvec) =(anb)v(aanc) = (anb)v(bac) =ba(avec)=
=bA(bvc)=h.

(iv) = (v). Sa admitem prin absurd cd atat N5 cat si M3 sunt sublatici
alelui L. TIn cazul lui Ns observim c¢i bac=baa=0,bvc=
=bva=1 sitotusi a#c iarincazul lui Mz, bAa=bAac=0,
bva=bvc=1 sitotusi a=#c - absurd!

(v) = (i). Conform Teoremei 1.1, dacd L nu are sublatici izomorfe cu
Ns atunci ea este modulard. Cum pentru oricare a, b, ¢ € L avem:
(aanb)vibac)v(cra)l(avb)a(bvc)Aa(cva), sapresupunem
prin absurd cdexistd a,b,ce L ai (aAab)v(bac)v(caa) <
<(avb)a(vc)a(cva) Notaim d=(@aab)v(bac)v(cha),
u=(avb) A (bvc) A(cva), a =(dva) Au b =(dvb)au

si ¢/=(dvc)au

Diagrama Hasse a multimii {d, a’, b’, ¢/, u} este:
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d
Cum {d, a’, b', ¢’, u}cL este sublatice, daca vom verifica faptul ca
elementele d, a’, b, ¢/, u sunt distincte, atunci sublaticea
{d, a’, b, ¢’, u} va fi izomorfa cu Mj ceea ce va fi contradictoriu cu
ipoteza pe care o acceptam.

Deoarece d < u, vom verifica egalititile a' v b =
=b vc=va =u aAb=b Ac'=c" Aa =d siatunci va rezulta
si cd cele 5 elemente d, a’, b’, ¢/, u sunt distincte.

Datoritd modularitatii lui L avem: a'=dv (aAu), b =
=d v(b Au),c"=dv (cAu) iar datoritd simetriei este suficient sa
demonstram doarca a’' Ac'=d.

Intr-adevir, a' Ac¢ = (dvaauaA(@vec Aau =
=(dva)a(dvec)au=((aanb)v(bac) vicra)va)a(dvec)au =
=s(bAarc)vayardvecau = (bac)va)a(@anb)ve
Alavb)abve) A(cva) = (bac)va A ((@aanb)ve)
=(b A c) v (@ A ((@a A b v c) = (datorita modularitatii) =
=(bac)v(((anb)yvc)ara=(bac)v((ananb)v(cnaa))= (datorita
modularitatii) =d. ®

>
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Corolar 6.3. O latice L este distributiva daca si numai
daca pentru oricare doua ideale L, J e I (L), IvJ={ivj |iel si
jeJ}

Demonstratie. Sa presupun ca L este distributiva. Tinand cont
de Propozitia 5.12., pentru tel v J existda iel, jelJal t<iv],
astfelcd t=(tA))v(taj)=iv]j cui'=tanieliarj=tajel.

Pentru a proba afirmatia reciproca, sa presupun prin absurd ca
L nu este distributiva si sa aratam ca exista I, Jel (L) ce nu verifica
ipoteza.

Conform Teoremei 6.2., L contine elementele a, b, ¢ care
impreund cu 0 si 1 formeaza laticile N5 sau Mj.

Fie I=(b],J=(c]. Cum a<bv ¢ deducemca aclvJ. Daca
am avea a=iv] cu iel si jel], atunci j<c, deci jSaAnc<b,
adica jel] siastfel a=ivjel -absurd! B

Corolar 6.4. Fie Leld iar I, Jel(L). Daca I AJ si IvJ
sunt ideale principale, atunci I si J sunt ideale principale.

Demonstratie. Fie 1 AJ=(x] si [IvIJ=(y]. Conform
Corolarului 6.3.,y=1v ] cu i€l si jeJ. Dacd c=xvVvi si b=xvVv],
atunci celsi belJ. Saprobamca 1=(c] si J=(b].

Daca prin absurd J#(b], atunci existd ael, a>b iar {x,a,b,
c,y} esteizomorfa cu Ns - absurd!

Analog, daca I# (c], gasim o sublatice a lui L izomorfa cu
M; ceea ce este din nou absurd! B

Corolar 6.5. Fie L o latice oarecare si x, yeL. Atunci
&] A ]Fx A y] iar (x v y]S(x] v (y]; daca L&Ld, atunci
x]v (]=xvyl

Demonstratie. Egalitatea (x] A (y] = (X A y] se probeaza
imediat prin dubla incluziune iar incluziunea (x v y|S(x] v (y] rezulta
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din Propozitia 5.12. Daca L€Ld , atunci conform Corolarului 6.3.,
xIvl={ivj |ie&] st je@ly={iv]) |i<xsi j<yj, de
unde rezultd imediat ca (x] v (y] < (x vy], deci (xvy]=(x] v (y]. &

§ 7. Complement si pseudocomplement intr-o
latice.
Algebre Boole.

Definitia 7.1. Fie L o latice marginiti. Vom spune ca
elementul acL are un complement in L daca exista a’'eL ad.
ana' =0 si ava =1 (a' se va numi complementul lui a).

Vom spune despre laticea L ca este complementatd daca orice
element al sidu are un complement.

Daca L este o latice oarecare si a, b €L, a < b, prin
complementul relativ al unui element xe&[a, b] din intervalul [a, b],
intelegem acel element x'e[a, b] (dacd existi!) pentru care
xAX' =a si xvx' =h.

Vom spune despre o latice L ca este relativ complementatd
daca orice element al siu admite un complement relativ in orice
interval din L. ce-1 contine.

Lema 7.2. Daca LeL(0, 1), atunci un element al lui L
poate avea cel mult un complement.

Demonstratie. Fie aeL iar a’, a’ doi complementi ai lui a.
Atunci ana’'=ana’'=0 si ava ' =ava’'=1, deunde a’'=a"
(conform Teoremei 6.2, (iv)). B

Lema 7.3. Orice latice L modulara si complementata este
relativ complementata.
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Demonstratie. Fie b,c €L, b<c, a€[b,c] si a’ € L com-
plementul lui a in L. Dacd vom considera a” =(a’vb)Ac € [b,c],
atunciana’= an[@vb)ac]=[(ara)v(aab)lac=(aArb)ac=

r—

=bAc=biarava'=av[@vb)ac]=(avavb)a(avc)=1Ac=c,

adica a”’ este complementul relativ al luiain [b, c]. B

Lema 7.4. (De Morgan) Fie LeLd(0, 1), a, beLL avand
complementii a’, b’ L. Atunci aAb, avb au complementiin L
sianume (aAb) =a"vDb' iar (avb) =a Ab.

Demonstratie. Conform Lemei 7.2 si principiului dualizarii,
este suficient sd probdm ca (a A b) A (@ v b) = 0 iar
(anb)v(@ vb)=1.

Intr-adevir, (aab)a(@ vb)=(@Abara)v@AbADb)=0v0=0
iar(aanb)v(@ vb)=(avavb)a(bva vb)=1A1=1. 1

Observatia 7.5. Daca LeLd (0, 1) si aelL are un
complement a'el, atunci a’ este cel mai mare element al lui L cu
proprietatea ca a A a'=0 (adica a'=sup({xe L | anx=0}).

Aceastd observatie ne conduce la:

Definitia 7.6. Fie L o inf-semilatice cu 0 si aeL. Un
element a“cL  se zice pseudocomplementul lui a  daca
a*=sup ({xeL |aanx=0}).

Daca orice element al lui L are pseudocomplement, vom
spune ca inf - semilaticea L este pseudocomplementati

O latice L se zice pseudocomplementatd, daca privita ca
inf-semilatice este pseudocomplementata.

Lema 7.7. Daca L este o latice modulara marginita, atunci
orice element ce are un complement a' il va avea pe a’' si ca

pseudocomplement.
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Demonstratie. Intr-adevar, fie aeL,a’ un complement al lui
asibelL ai a'<b si baa=0.

Atunci b=bAal=ba(ava)=a'v(bra)=a'v0=a. &

Teorema 7.8. Fie LeLd (0) pseudocomplementata,
R(L)={a" |ael}iar D(L)={aeL | a" =0}.

Atunci, pentru a, b €L avem:
1) ana =0iaranb=0 < a< b”
2)a<b = a“>b"
3)a<a™™
4) a“=a"
5)(avb) =a"Ab"
6)(aAnb) ™ =a"" Ab""
Tanb=0 < a™“ Ab" =0
8)a/\(a/\b)*=a/\b*
90" =1, 1°=0
10)acR(L) & a=a"
11)a,beR(L) = anbeR (L)
12) sup 4, {a,b}=(avb)™ =@" Ab")"
13)0, 1eR(L), 1eD@L) si RIL)YND )= {1}
14)a,beD@L) = anbeD (L)
15)ae D (L) si a<b => be D ()
16)ava™ e D (L).

*%

*

Demonstratie. 1) Rezultd din definitia lui a’, Echivalenta
rezultd din definitia lui b*.
2) Deoarece b A b* = 0, atunci pentru a < b, deducem ca a A b*= 0,
adica b* <a™.
3) Din an a" =0 deducemcd a* Aa= 0, adica a< (a*)* =a*"

4) Din a< a™* si 2) deducem ca a ™ <a® si cum din 3) deducem

.k ENET] *k %k . .k dkok
ci a <(a’) =a rezultica a” =a .
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5) Avem (avb) A@@ Ab") = @ara“Ab") v baa*AbH)=
=0 v 0=0. Fieacum x € L ai (av b) A x=0. Deducem ca
(@aAnx)v(bax)=0, adica aAx=bAx=0, deunde xSa*, xéb*,
adici x <a® A b*. Restul afirmatiilor se probeaza analog. W

Observatia 7.9.
1. Elementele lui R (L) se zic regulate iar cele ale lui D (L) dense.
2. Tinand cont de 4) si 10) deducemca R (L)={ae L/ a™* = a}.
3. Din 14) si 15) deducem ca D (L) € F (L).

Teorema 7.10. Fie LelLd si aeL.
Atunci fy : L > (a] x [a), f; (X) =(x A a, XV a) pentru xeL

este un morfism injectiv in Ld. In cazul in care LeLd (0, 1),
atunci f, este izomorfism in Ld (0, 1) daca si numai daca a are un

complement.

Demonstratie. Faptul ca f; este morfism de latici este imediat.
Fie acumx,y €L ai f; (x)=f;(y) adicd xAa=yAa si xva=
=y v a. Cum LeLd, atunci x =y (conform Teoremei 6.2.), deci f,
este ca functie o injectie, adicd f; este morfism injectivin Ld.

Sa presupunem acum cda LeLd (0, 1). Daca f; este
izomorfism in Ld (0, 1), atunci pentru (0, 1) € (a] x [a) va exista
xelL al f(x)=(0,1), adici anx=0 si avx=1, deunde x=2a'.

Reciproc, daca a’' € L este complementul lui a, pentru
(u, v) e(a] x [a) alegdnd x = (uva’) Av deducem imediat ca f, (x) =

=(u, v), adicd f, este si surjectie, deci izomorfismin Ld (0,1). ®

Definitia 7.11. Numim latice Boole orice latice
complementata din Ld (0, 1).

Exemple.
1. Lantul trivial 1={J} ca si 2={0,1} (incare0'=1 si
1"=0). De fapt 1 si 2 sunt singurele lanturi ce sunt latici Boole.
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2. Pentru orice multime M, (P(M), <) este o latice Boole in
care pentru orice X c M, X'=M\ X =Cy (X).

3. Fie neN, n>2 iar D, multimea divizorilor naturali ai
lui n.

Multimea ordonata (Dy, | ) este latice Boole <> n este liber
de patrate (in care caz pentru p,qe Dy, pAq=(p,qQ.pVvq=
=[p,q],0=1,1=n iar p'=n/p).

4. Fie M o multime iar 2M = {f: M — 2}. Definim pe 2M

relatia de ordine f<g < f(x) < g (x) pentru orice xeM. Astfel
(2M, <) devine latice Boole (in care caz pentru f e 2M, £ =1-1).

Definitia 7.12. Din punctul de vedere al Algebrei
Universale, prin algebri Boole intelegem o algebra (B, A, v, ', 0, 1)
de tipul (2,2,1,0,0) (cu A si v operatii binare, ' o operatie
unara iar 0, 1 € B operatii nule) a.i.

By: (B,A,v) e Ld
By: Sunt verificate identititile xA0=0, xvli=1

xAX =0, xvx=1.
In cele ce urmeaza prin B vom desemna clasa algebrelor Boole.
Daca B,B, € B, f: B, — B, va fi morfism de algebre Boole
daca f este morfismin Ld (0, 1) siin plus f (x") = (f (x))' pentru

orice X € Bl.

Morfismele bijective din B se vor numi izomorfisme.

Propozitia 7.13. (Glivenko) Fie (L, A, *, 0) o inf-semilatice
pseudocomplementata iar R (L) = {a* | a € L}. Atunci, cu ordinea
indusa de pe L, R (L) devine algebra Boole.

Demonstratie. Tinand cont de Teorema 7.8. deducem ca L
este marginitd (1 = O*) iar pentru a, b € R (L), a Ab eR (L) iar
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sup R (L) {a, b} = (a* A b*)* astfel cd R (L) este latice marginita si
sub-inf-semilatice a lui L.

Deoarece pentru aeR (L), av a’ = (a)k A a**)* =0"=1

si aA a" =0 deducemcid a* este complementul lui a in R (L). Mai
raméane de probat faptul cad R (L) este distributiva.
Pentru x,y,ze R(L), xAz < xVv(yAaz) si yA z< xV (YA 2),
deci X/\Z/\[X\/(Y/\Z)]*:O si (YAZ)A [Xv(y/\z)]*=0astfelcé
ZA[XV(Y/\Z)]*SX*,y*, adicéZ/\[xv(yAZ)]*Sx*/\y* si
ZA[XV (YA z)])k A (x)k A y*)* =0 ceea ce implica zA (x* A y*) <
xv(ya z)]**. Cum partea stdngad a acestei ultime inegalitati este
Z A (X vy) iar partea dreaptd este x v (y Az) (in R (L)), deducem ca
ZA(XVY)<xVv(yAaz), adicd R (L) este si distributivd. H

Lema 7.14. Fie B €B si a,beB ai aAb=0si avb=1.
Atunci b=a’.

Demonstratie. Rezulta imediat din Lema 7.2. &

Lema 7.15. Daci B €B si a, b € B, atunci (a') = a,
(anb)=a"vDb'iar (avb)=a Ab'

Demonstratie. Rezulta imediat din Lema 7.4.. B
Propozitia 7.16. Daca M este o multime oarecare, atunci
algebrele Boole 2M i P(M) sunt izomorfe.

Demonstratie. Fie XeP(M) si a , :M—2,

0 pentru x¢ X
(ZX()C =
1 pentru xe X

Se verificd imediat ca asocierea X — oy defineste un

izomorfism de algebre Boole a : P(M) —> P

Pentru B € B si aeB, vomnota I (a) =0, a].
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Propozitia 7.17. Pentru orice a €B:

(i) (I (@), A, Vv, * 0,a) eB, unde pentru x €l(a), X'=x'Aa

(i) ag : B>1(a), ag (x) =a A x pentru xeB este un
morfism surjectiv din B

(iii) B~1(a) x I (a").

Demonstratie.

(i). I(a) e Ld (0,1) (ca sublaticea lui B). Pentru xel (a),
x/\x*=x/\(x'/\a)=(X/\x')/\a=0/\a=0 iar x v x* =
=xvX Ara)=Exvx)aAEva=1la(xva)=xva=a.

(i1). Daca x,y € B, atunci oy (xvy)=aAXvy)=
=@Ax)v@anyE ogX)voy(y) agxAy)=anxAy)

=@aAnx)A @Ay = a3 X)Ao0y (y), o X)) = anx =

=sanad)v@nx)=ar@ vx)=an@nax) = (o (x))*,
oq (0) =0 iar oy (1)=a, adicd ay este morfism surjectivin B.

(ii1). Se wverificda usor ca a:B —o>1(a) xI(a), a (x)=
=(aAx,a" AXx)pentru x € B este morfism in B.
Pentru (y,z) e [(a) xI(a"),cum a(yvz)=(@A(yvz),a A(yV2z)

=((any)v(anz),@ Ay)N (@ Arz2)=(FVv0,0vz)=(y,z) deducem
cd o este surjectie. Fieacum x,x € B al a(x) = a(x).

Atunci aAXx =anx, sia’Ax =a'Ax, deci (anx)v(a AX)=
= (arx)v(@Ax) & @va)ax =(@va)ax, & 1ax =1Ax

S X, =X, de unde concluzia cad o este izomorfismin B. B

§ 8. Produsul direct (suma directi) a unei
familii de
multimi
Definitia 8.1. Fie (M,);c; o familie nevidd de multimi. Numim

produsul direct al acestei familii un dublet (P, (p;)ic1), unde P este o
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multime nevida iar (p)ic; este o familie de functii pj : P > M;

pentru orice i€l ad.d. este verificatd urmatoarea proprietate de
universalitate:

7

Pentru oricare alt dublet (P, (p; )icy) format din multimea P
si familia de functii p;:P'—M; (i €I), existi o unicid functie
u:P’—P a.i. p;ou=p;, pentru orice i€l

Teorema 8.2. Pentru orice familie nevidd de multimi

(M))ic; exista produsul siu direct care este unic pana la o bijectie.

Demonstratie. Unicitatea produsului direct. Daca

(P, (piier) si (P’, (pi")ier) sunt doud produse directe ale familiei (M;);er,
conform proprietatii de universalitate existd w:P’'—P si v:P—P’ a. 1
piou=p;’ si p’ijov=pj pentru orice i€l.

Deducem imediat ca p;(uv)=p; iar p;"(vu)=p;’ pentru orice
iel. Cum si p;lp=p;, pi "1 =p;" pentru orice iel, datorita unicitatii din
proprietatea de universalitate deducem cd uv = lp si vu=Ip, adica
u este bijectie.

Existenta produsului direct. Fie P={fII— UMl-/f(i) eM;
iel
pentru orice i€l } iar p;: P —>M;, pj(f)=1()pentru ielsifeP.
Se probeazd imediat cd dubletul (P, (pi)ie)) verifica

proprietatea de universalitate a produsului direct de multimi (M;);c; . B

Observatia 8.3. In cele ce urmeazi, dubletul (P, (pi)ic)) ce

reprezintd produsul direct al familiei de multimi (M;)ie; se va nota prin
1M, .
iel
Pentru jel, p;:[[M, —M; poartd numele de a j-a proiectie.
iel
De multe ori prin produs direct vom intelege doar multimea subiacenta
P (neglijand deci mentionarea proiectiilor).
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Deoarece orice functie f:l—|(JM, este determinata de f(i)
iel
pentru orice i€l, notand f (1) =x; € M;, vom scrie formal:
[1M, ={(x)ic1l x;EM; pentru orice i€}

iel

Astfel, in cazul in care I este finita 1={1, 2, ..., n}, HMZ.

iel
coincide de fapt cu M; X....X M, definitin §1.
Astfel, p;: [ [M; —M; este definita prin p; ((x;)ie1)=x;, jJEL Fie

iel
acum (M)ie; si (M; ")ier doua familii nevide de multimi iar (f})ie; 0
familie de aplicatii f;: M;—M,", (i€]).

Aplicatia f:[[M, > [[M i’ , T ((x)ie)=(f; (x;))ier pentru orice

iel iel
(X)ie1€ HM . poartd numele de produsul direct al familiei (fi);e; de
iel
aplicatii; vomnota f =[] f; . Aplicatia f este unica cu proprietatea ca
iel

pi t=fip; pentru orice iel.
Se verifica imediat ca []1,, = 11—[ 4. $1 ca daca mai avem o
iel icl '
familie de multimi (M;")ic; si o familie (fi)ie; de aplicatii cu
f.: M;"—M,"”", (i€]) atunci

R

iel iel iel

Propozitia 8.4. Daca pentru orice i€l, f; este o functie
injectivi (surjectivd, bijectivd), atunci f=]]/f, este injectiva

iel

(surjectiva, bijectiva).
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Demonstratie. Intr-adevir, si presupunem ca pentru orice i€1,
fi este injectiva si fie o, pE[[ M, ai. f(a)=f(p).

iel
Atunci pentru orice jEIL, f (a)§G)=f (B)§) <fi (a ()=
=f; (B (j)). Cum f; este injectiva deducem cd o (j)=p (j) iar cum j este
oarecare deducem ca a=f, adica f este injectiva.
Sa presupunem acum ca pentru orice i€l, f; este surjectiva si
fie o€[[M,; , adicd ¢:I—|JM| si are proprietatea cda ¢(G)E M;’

iel iel

’

pentru orice JEJ. Cum f'; este surjectie, existd x;€M; a.i. fj (x;)=0 ().
Daca vom considera :I— | JM; definitd prin y (j)=x; pentru orice
iel
J€1, atunci f (y)=0, adica f este surjectivi. B
In cadrul teoriei multimilor, notiunea duala celei de produs
direct al unei familii de multimi este aceea de sumd directd (vom face

mai tirziu precizari suplimentare despre notiunea de dualizare — vezi
Definitia 1.4. de la Capitolul 5).

Definitia 8.5. Numim suma directd a familiei (nevide)
(Mi)ic1 de multimi, un dublet (S, (a i)ic; ) format dintr-o multime
nevidd S si o familie de aplicatii o;:M;—S (i€I) ce verifica
urmaétoarea proprietate de universalitate:

Pentru oricare altid multime S’ si familie (a ) de aplicatii
cu a; *M;—S’ (i €l), existi o unica aplicatie u:S—S’a.i. ua;/=a ; pentru

orice i €L

Teorema 8.6. Pentru orice familie (M;)ic; de multimi
exista si este unica pana la o bijectie suma sa directa.

Demonstratie. Unicitatea sumei directe se probeaza analog ca
in cazul produsului direct.
Pentru a proba existenta, pentru fiecare ie€l, consideram
M, =M;x{i} si S=UM_,- (observam ca pentru i # j,EﬂM_j =Q) .
iel
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Definind pentru orice i€l, aj:Mj— S prin o (x) = (x, 1) (xeMj) se

verifica imediat ca dubletul (S, (o ;)e; ) este suma directd a familiei
(Mj)ic; @

Observatia 8.7. Suma directa a familiei (M;)ie; 0 vom nota

prin [ M, (ea mai poartd numele si de reuniune disjuncta a familiei
iel
(Miier ).

Aplicatiile (o ;)ie; , care sunt injectii, se vor numi injectiile
canonice (ca si in cazul produsului direct, de multe ori cand vorbim
despre suma directd vom mentiona doar multimea subiacentd, injectiile
canonice subantelegindu-se).

Ca si In cazul produsului direct, dacd avem o familie

de aplicatii (f;)ie; aplicatii cu fi: M; — M';, (i€]) atunci aplicatia
f:]]M; -] M,; definita prin f((x, i))=(fi(x), i) pentru orice i€l si
iel iel
xeMj este unica aplicatie cu proprietatea cd a'ifi=fa; pentru orice i€l;
vom nota f =]]f; si vom numi pe f suma directa a aplicatiilor
iel
(f dier-
Se probeaza imediat ca Hl M= IH . 1ar dacd mai avem o
iel icl '
familie (f' ))ie; cuf;’: M;" =M, (i€]) atunci:

H(ﬁ"’ﬁj{ﬂﬁ'jo[ﬂﬁj .

iel iel iel

Ca si in cazul produsului direct al familiei de functii (f ;)ie;
avem si pentru f =] ] f; urmatorul rezultat:

iel

Propozitia 8.8. Daca pentru orice i€l, f; este o functie
injectiva (surjectivd, bijectivd), atunci f=]]/f, este injectivd
iel

(surjectiva, bijectiva).
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§ 9 Numere cardinale. Operatii cu numere cardinale.
Ordonarea numerelor cardinale

Definitia 9.1. Daca A si B sunt douid multimi vom spune
despre ele ca sunt cardinal echivalente (sau mai simplu echivalente)

daca exista o bijectie f A—~B. Dacid A si B sunt echivalente vom

scrie A~B (in caz contrar, vom scrieA +B).

Propozitia 9.2. Relatia de ,,~’’ este o echivalentd pe clasa
tuturor multimilor .

Demonstratie. Pentru orice multime A, A~A cdci functia
1o:A— A este o bijectie. Daca A si B sunt doud multimi iar A~B, atunci
existi f : A—B o bijectie. Cum si f ' : B—A este bijectie, deducem ca

»

B~A, adica relatia ,,~ este si simetricdA. Pentru a proba si
tranzitivitatea relatiei ,,~"’ fie A, B, C multimi a.i. A~B si B~C, adica
existd f :A—B si g :B—C bijectii. Cum gof : A —C este bijectie

deducemca A~C. ®
Teorema 9.3. (Cantor) Pentru orice multime A, A+P(A).

Demonstratie. Sa presupunem prin absurd ca A~P(A), adica
existd o bijectie f:A—P(A). Dacd vom considera multimea
B={x€A[x€¢f(x)}, atunci cum BEP(A) si f este in particular surjectie,
deducem ca existd ac A a.i. B=f(a). Dacd a€B, atunci a¢B - absurd, pe
cand daca a&B atunci a&f(a), deci a€B — din nou absurd!. ®

Teorema 9.4. (Cantor, Bernstein) Fie Ay, A;, A, trei

multimi al. AzEAIEAo. Daca A(]’\‘Az N atunci A(]’\‘Al.
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Demonstratie. Cum Ayg~A, , atunci existd o bijectie f:A;—A,.
Daca vom considera multimile A;=f(A;,) pentru i=3, atunci in mod
evident: ... A+ SAS...CA,EA €A, (tindnd cont de faptul ca
ASASAg). Sd consideram multimea A=()4,=()4, si sa

20 i~1

demonstram ca

() A, = {U (4, - 4., )}UA . Incluziunea de la dreapta la

>0
stanga este evidentd. Pentru a o proba pe cealalta, fie x€A,. Dacd x€A
atunci xE€ {U (4, - 4., )}UA . Dacd x€A, exista iEN al. x&A; si cum
>0
XEA,y, i=1. Fie deci n>1 cel mai mic numar natural pentru care XZA, .
Atunci XEA, ;| si deci XEA, -A,, de unde x€E {U (Ai -4, )}UA )
>0

Astfel avem probata si incluziunea de la stanga la dreapta, rezultand
astfel egalitatea (1).

Analog se probeaza si egalitatea: (2) A= [U(Ai -4, )}UA )
i>1
Daca vom considera familiile de multimi (B;) ie; si (C)) ier
definite astfel:
By=A si Bj= A;j-A; pentrui=1
A —A;,,, pentru i impar

Co=A s C; = .
A;,_, —A4;, pentru i par

atunci se observa imediat cd pentru i, jJEN, i#j = BNB;=CNC;=Y
iar din (1) si (2) deducem ca:
(3) AO:UBi Sl AIZUCi .
20 0

Consideram de asemenea si familia de functii (f) =0 cu f; :B;—C;
definita astfel
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1,, pentru i=0
Ji=314 -4 pentru i par
'f“Ai—l_Ai’ pentru i impar

(sa observdm ca pentru i impar, dacd x€A;-A; = f(X)€ Ai-Ai ,
adica f; este corect definita).

Daca vom arata ca pentru orice i€EN, f; este bijectiva (suficient
doar pentru i impar), atunci tindnd cont de (3) vom deduce imediat ca

Ao~A; . Fie deci i impar si fi= f‘ 4 Deoarece f este bijectiva
deducem imediat ca f; este injectiva. Pentru a proba surjectivitatea lui f;
fie yEA1-App , adicd yE Ay i yEA, . Cum Ay =f (A, ), deducem
ca exista x€A;; a.i. y=f(x) si deoarece y&A;, , deducem cd xZA; ,

adica x€A;-A; . Astfel y=f; (x), adicd f; este §i surjectiva, deci
bijectiva. Asa dupa cum am observat anterior se poate construi imediat o

bijectie de la Ay 1la A;, adicd Ay~A; si cu aceasta teorema este

complet demonstrata. W

Corolarul 9.5. Fie A, B, A’, B’ multimi a.i. A’'cA, B'CB si
A~B’iar B~A’. Atunci A~B.

Demonstratie. Cum A~B’ existd o bijectie f: A—B’ astfel ca
dacd vom considera B”’=f(B’) avem ca A’~B’’. Cum B~A’ deducem
cd B”’~B . Obtinem astfel ca B”’<B’<B si B’ ~B. Conform Teoremei
9.4.,B'~B si cum B'~A, deducem ci B~A, adici A~B. ®

Definitia 9.6. Daca A este o multime, prin numdrul cardinal
al lui A intelegem clasa de echivalenti a lui A (notati Z) relativa la

relatia de echivalenta ~.

Deci Bej < A~B.

Vom numi sectiuni ale lui N multimile de forma S,={0, 1, ...,
-1} formate din n elemente (n€N’); convenim si notim pentru
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* - . - - . . ..
neN’, n=S, . Convenim de asemenea sa notam 0=cardinalul multimii

vide si prin y, (alef zero)cardinalul multimii numerelor naturale N.

In continuare vom defini operatiile clasice cu numere cardinale : suma,
produsul si ridicarea la putere.

Definitia 9.7. Fie (m;) ic; o familie de numere cadinale, unde

mizﬁi pentru orice i€l. Definim suma (respectiv produsul)

familiei (m;) i,  prin egalitatea > m,=][M, ( respectiv
iel iel

[1m; =]]M; ). Daca I este o multime finita, I={1, 2, .., n} vom scrie
iel iel
> m; =my+..+m, (respectiv [[m;, = my.. .m,).
iel iel

Observatia 9.8. Din Propozitiile 8.8. si respectiv 8.7. deducem
ca Definitia 9.7. este corectd ( in sensul cd Y m, nu depinde de modul

iel
de alegere a multimilor M; pentru care m;= 7, ).

Definitia 9.9. Fie m= M si nzﬁ doud numere cardinale.
Definim n™ ca fiind numirul cardinal al multimii
Hom (M, N)={f :M—N}.

Daca mai avem doud multimi M “si N” a.i. m= M sin= N
atunci existd doud bijectii f: M—M " si g: N—N". Se verifica imediat
cd @:Hom (M, N) —Hom (M ", N ") definitd prin ¢ (e )= go oo f'
pentru orice a€Hom (M, N) este bijectie, de unde deducem ca
Definitia 9.9. este corecta.

Observatia 9.10. Principalele proprietdti ale operatiilor de

adunare, iInmultire si ridicare la putere a numerelor cardinale vor fi puse
in evidenta intr-o viitoare lucrare, sub forma de exercitii propuse.

Definitia 9.11. Dacd m=M si n= /N, vom spune ci m este
mai mic sau egal cu n (sau ca n este mai mare sau egal cu m) si vom

scrie m<n, dacd existi o submultime N" SN a.i. M~N".
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Vom spune ca m este strict mai mic deciat n ( sau ca n este

strict mai mare cam) si vom nota m <n dacid m<n si m#n.
Observatia 9.12. Sa presupunem cd avem multimile M, N, P, Q

ail. M~P si N~Q si sd mai presupunem cd existi N SN a.i. M~N".
Consideram bijectia f : N—Q si sd notdm cu Q" =f (N"). Deducem ca
N ~Q’, de unde P~Q", adica Definitia 9.11. este corectd ( in sensul

ca definirea relatiei < nu depinde de alegerea reprezentantilor ).

Propozitia 9.13. Fie m, n, p numere cardinale . Atunci:

(i) m<m

(ii) m<m

(iii) m<n si n<m = m=n

(ivy m=<n si n<p = m<p

(vym<n si n<p=>m<p.

Demonstratie. (i) si (i1) sunt evidente.

(iii). Rezulta din Corolarul 9.5.

(iv). Sa presupunem ca m=ﬁ, n=?, p=?. Din ipotezam
avem cd existi N SN si PSP ai. M~N" si N~P", adicd avem
bijectia f : N—P". Daca notam P"=f (N"), evident cd N ~P”, deci
M~P"”, de unde deducem ca m<p.

(v). Mai trebuie sa probam cd dacd m=p, atunci M+P. Daca
M~P, atunci N” ~P , deci p<n. Cum n<p, atunci din (iii) deducem ca

n=p -absurd. &

Observatia 9.14. Ca si in cazul operatiilor cu numere cardinale,
alte proprietati legate de compararea numerelor cardinale le vom pune in
evidenta sub forma de exercitii propuse intr-o viitoare lucrare.

Fie acum m= M si ¢ : Hom (M, {0, 1})—>P(M) definita prin
o(H)=f" ({1}), pentru orice f : M—{0, 1}. Se probeazi imediat ci ¢ este
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P

o bijectie, de unde deducem ca P(M) ~ Hom (M, {0, 1}), adica
(M)=2". Din acest ultim rezultat si Teorema 9. 3. deducem:

Corolarul 9. 15. Daca m este un numar cardinal, atunci
m<2",
Acest Corolar ne aratd ca pentru un numar cardinal m obtinem

. . - . m 2m

urmitorul sir strict crescator de numere cardinale: 2 <2? <2? <
Cardinalul 2% il vom nota prin ¢ si il vom numi puterea

continuului.

§10 Multimi numarabile.

Multimi finite si multimi infinite

Definitia 10.1. Vom spune despre o multime M ca este
numdrabild dacai M ~N, adica M = X+ Daca M< X, vom spune ci

M este cel mult numdrabild ; in caz contrar,
nenumdrabild.

spunem ca M este

Propozitia 10.2. Daca M si P sunt doud multimi numarabile
disjuncte, atunci MUP este numarabila.

Demonstratie. Cum M si P sunt numdrabile avem douad bijectii
f:N—-M si g:N—P. Se probeaza imediat ca h:N—-MUP,

f (gj daca n este par

n+1 .
g 5 daca n este impar

este bijectie, de unde concluzia ca MUP este numarabila. m

h(n)=

Corolar 10.3. O reuniune finitd de multimi numarabile disjuncte
este numarabila.
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Lema 10.4. Functia numdrare diagonala f : NXN-—N
(x+y+1)(x+y)
2

definita pentru (x, y)ENXN prin f(x, y) = +x este

bijectiva.

Demonstratie.  Sa aratam la 1inceput ca daca (x, V),
(x",y)ENXNsif(x,y)=f(x",y"), atunci x=x"siy=y".

Sa presupunem prin absurd cd x#x~ (de exemplu x > x ", adica

x=x+r cu reN¥). Obtinem atunci egalitatea:

(x'+r+y+1)(x'+r+y)+r (x'+y'+1)(x'+y')

2 2

de unde deducem ca
(x'+r+y+1)(x'+r+y)<(x'+y'+1)(x'+y')

si astfel y >r+ty. Alegand y =r+y+s cu seN* obtinem ci
Z(Zz_l)+r:(z+s)(22+s+l), unde z=x"+r+y+l, lucru absurd

Z(Z—1)+r<Z(Z—1)+Z
2 2

(Z+1)Z£ (Z+s)(z+s—1) '

2 2
Prin urmare x=x" iar egalitatea f (x, y)=f(x",y ") devine
(x'+y+ 1)(x' + y) (x' +y'+ 1)(x' +y')

2 2

de unde obtinem imediat ca y=y~ , adica f este injectiva.
Pentru a proba surjectivitatea lui f vom ardta prin inductie

deoarece

matematica ca pentru orice n€N exista x, yEN a.i. f (x, y)=n. Avem ca

0=f (0, 0) si sa presupunem ca n=f(x,y ) cux, yeEN.

Daca yeN* avem ntl=f (x, y)t1= (x+y+21)(x+y) +x+1=

=f(x+1, y-1) pe cand daca y=0 avem

n+1:_x(x2+1)+x+1=w —£(0, x+1).

Daca x=y=0, atunci n=0, decin+1=1=f (0, 1). m
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Corolar 10.5.  y,-xo=x, -

Propozitia 10.6. Z, Z* si Q sunt multimi numarabile.

Demonstratie. Se probeaza imediat ca f:7—N

f(x): {Zx daca x>0

—2x-1 daca x<0

si g:Z—7%, glx)=

x+1 daca x>0
x daca x<0

sunt bijective. Sa probam acum ca si Q este numarabila. Cum NcQ
deducem ca 52;(0. Sa consideram f:ZXZ7*—Q, f(x,y)zﬁ pentru
Y

orice X, yEZXZI*.
Cum f este surjectiva, conform Propozitiei 3.8. de la Capitolul 1, exista

g:Q—7ZX7Z* ai. fog=1q . Conform Propozitiei 3.7. de la Capitolul

1, deducem ca g este injectiva, adica ZS IXZ*=y0 X0 =Xo> de

unde egalitatea @ = %, adicd Q este numarabila.

Propozitia 10.7. Multimea R a numerelor reale este
nenumarabila.

Demonstratie. Deoarece f :R—(0, 1), f (x):%Jr%arctg x
este bijectivd, este suficient sa aritim ca intervalul (0, 1) nu este o
multime numadrabild iar pentru aceasta sd aratdim ca orice functie
f:N—(0,1) nu este surjectiva ( procedeul diagonal al lui Cantor).

Pentru fiecare n €N putem scrie pe f (n) ca fractie zecimala:
f(n)=0,a,1a,7 ...... Anp....cua; €{0,1,...,9}.

Daca vom considera be(0,1)

b=0,b; by ...b,...
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unde pentru orice kEN* b, &{0, 9, a | | }, atunci b&Im(f), adica f nu

este surjectiva. W

Definitia 10.8. Vom spune despre o multime M ca este
infinita :
(i) in sens Dedekind, daca exista M'C M ai M'~M
(i) in sens Cantor, daca contine o submultime numarabila
(iii) in sens obisnuit, daca M ~+S, pentru orice nEN* (unde
Su=1{1,2,...,n}).

Teorema 10.9. Cele trei definitii ale multimilor infinite din
cadrul Definitiei 10.8. sunt echivalente doua cate doua.

Demonstratie. (i)=(ii). Fie M o multime infinitd in sens
Dedekind ; atunci exista M'C M si o bijectie :M—M’. Cum M'C M,
exista xoEM a.l. xo&M’'. Construim prin recurenta sirul de elemente
x1=f (X¢), Xo=f (X1 ), ..., Xo=f (Xp.1), ... §1 s aratam ca functia :N—-M
¢(n)=x, pentru orice nEN este injectiva. Pentru aceasta vom demonstra
cd dacd n, n"€N, n#n’ , atunci ¢ (n)#=¢ (n’). Vom face lucrul acesta
prin inductie matematica dupa n.

Dacd n=0, atunci n’+0, de unde @ (0)=x, si ¢ (n')= f(x, ) €
€M’ si cum ¢ (0)= xo ¢ M’ deducem ca ¢ (n)#¢ (0). Sa presupunem
acum ca pentru orice n¥m’ ¢ (n)#¢ (m’) si sa alegem acum n’# n+1.
Daca n’=0, atunci ¢ (n)=¢ (0)= xo & M’ si x,.1=f (x,) € M’, deci
¢ (n+1)#¢ (n). Daci n'#0, atunci ¢ (n')= f(x, ) si @ (n+1)=f(x,) .

Cum n’-1+#n, atunci x # X, §i cum f este injectivi deducem ca

n'-1
f (xn,fl) #f(x,), adicd ¢ (n")#¢ (n+1). Rezultd deci ca ¢ este injectiva
sideci ¢ (N) S M este o submultime numarabila.

(i)=(i). Fie M o multime infinitd in sensul Cantor, adica
exista M'S M a.i. M'~N (fie f:N —M’ o functie bijectiva ). Se observa
imediat ca ¢ : M—M\ {f(0)} definita prin
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x daca xg M’
¢’( ):{f(n+1) daca x:f(n) cu neN
este bine definita §i sa aratdm ca ¢ este chiar bijectie.

Fie decix,x" € M al. ¢ (x) = ¢ (X).

Deoarece M=M'U (M \ M) si ¢ (x) = ¢ (x'), atunci x, x'€
€M’ sau x, x'¢& M’. Daca x, x'¢ M’, atunci in mod evident din ¢ (x) =
=@(x’) deducem cd x=x'. Dacd x, x'€ M/, atunci dacd x=f(k),
x'=1(t) deducem ca f (k+1)=f (t+1), de unde k+1=t+1 < k=t =>x=x'".

Sa aratdm acum cd ¢ este surjectivd. Pentru aceasta fie
y € M\ {f (0)} . Daca y¢M’ atunci y=0¢ (y), iar daca yEM’ , atunci
y=f (n) cu n€EN. Cum y=f (0), atunci n+0=> n>1 deci putem scrie
y=f (n-1+1)=0¢ (n-1).

(ii)=(iii). Aceastd implicatic este evidentd deoarece N~+S,
pentru orice n€ N*

(iii)=(ii). Vom utiliza urmatorul fapt: dacd M este o multime
infinita in sens obignuit, atunci pentru orice nEN* exista o functie
injectiva @:S, =M.

Vom proba lucrul acesta prin inductie matematica referitor la n.

Pentru n=1 existd o functie injectivd ¢:S;—M (deoarece
M=@). Sa presupunem acum cd pentru n€ N* existd ¢:S,—M injectiva.
Cum am presupus cd M este infinitd in sens obisnuit, atunci ¢ (S,) = M,

deci exista xo€M a.i. xo & ¢ (S,).

) (p(x) pentru x €S,
Atunci v S, —M, y/(x): este In mod
Xy, pentru x=n+1

evident functie injectiva.

Sa trecem acum la a demonstra efectiv implicatia (iii)= (ii). Din
rezultatul expus anterior deducem ca :

M, ={p:S,—M | ¢ este injectie} + @
pentru orice kEN*. Cum pentru k#k" , SyNSy =@, deducem ca
MM =@. Conform axiomei alegerii aplicatd  multimii
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T={ M, : keN }, existd SCT ai. SNM,#@ si este formatd dintr-un
singur element. Atunci M'= | JIm(p) este o submultime numarabild a
peS

luiM. =

CAPITOLUL 2: GRUPURI

§1. Operatii algebrice. Monoizi. Morfisme de monoizi.
Produse directe finite de monoizi

Definitia 1.1. Fiind datd o multime nevida M, numim operatie
algebrica (internd) sau lege de compozitie (internd) pe M orice functie
O:MxM->M.

Pentru usurinta scrierii vom nota pentru X, yeM pe ¢(X, y) (care
se mai numeste $i compusul lui X cu y) prin xoy sau pur §i simplu prin
Xy (convenim sd spunem cad am notat operatia algebrica ¢ multiplicativ).

In anumite situatii folosim pentru ¢ si notatia aditivi ,+”.

Exemple 1. Dacad T este o multime nevida iar M=P(T), in
capitolul precedent am definit pe M operatiile algebrice de
intersectie, reuniune, diferenta si diferenta simetrica.

2. Daca A este o multime nevida iar Hom(A)={f:A—>A},
atunci pe Hom(A) avem operatia de compunere a functiilor:
¢ : Hom(A) x Hom(A) - Hom(A), o(f, g0 = fog pentru orice
f, g € Hom(A).

Pe parcursul acestei lucriri vom mai pune in evidenta alte
multimi si operatii algebrice pe acestea (inclusiv multimile
numerelor intregi Z, rationale Q, reale R si complexe C precum si
operatiile de adunare si inmultire pe acestea).

Definitia 1.2. Dacd M este multime nevida, vom spune despre o
operatie algebrica de pe M (notata multiplicativ) ca este:
(1) comutativd — daca pentru oricare x, ye M, xy=yx
(i) asociativd — daca pentru oricare X, y, ze M, (xy)z=x(yz).
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Operatiile de intersectie, reuniune si diferentd simetrica
sunt exemple de operatii ce sunt simultan comutative si asociative,
pe cind compunerea functiilor nu este operatie comutativa fiind
insa asociativa.

Daca o operatie algebricd de pe M este asociativa, atunci
pentru a scrie compunerea a trei elemente x, y, z din M (sau mai
multe) nu mai este necesar sa folosim parantezele, astfel ci in loc sa
scriem (xy)z sau x(yz) vom scrie Xyz.

Pentru n elemente xy,...,x, (neN) din M utilizim de multe
ori notatiile:

n
X1Xz......Xs=] [ xi (cAnd operatia algebrici asociativd este
i=1

notata multiplicativ) sau
n
X+, =in (cind aceeasi operatie algebrica
i=1

asociativa este notata aditiv).

Daci x=x,=...=x,=x si neN convenim si notim
X1X;...X,=X" dacii operatia algebrici este notati multiplicativ si
X;+X3+...+X, = nx daci ea este notata aditiv.

Definitia 1.3. Fie M o multime nevida pe care avem o operatie
algebricd. Vom spune ca un element eeM este element neutru pentru
operatia algebricd respectivd dacd pentru orice xeM, xe = ex =X.

Observatia 1.4.

1. Daca o operatie algebricd de pe M ar avea doud elemente
neutre e, ¢'eM, atunci ee'=e (dacd gandim pe ¢’ element neutru) si tot
ee'=e’ (dacd gandim pe e element neutru) astfel ca e=e’. Deci, elementul
neutru al unei operatii algebrice (daca exista !) este unic.

2. In cazul adoptirii notatiei multiplicative pentru o operatie
algebrica, elementul sdu neutru (dacd existd) va fi notat prin 1, iar in
cazul adoptarii notatiei aditive acesta se va nota prin 0.
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Exemple 1. Daca T#O, atunci pentru operatiile algebrice
N,U si A de pe M=P(T) elementele neutre sunt T, & si respectiv
D.

2. Daca A#Q, atunci pentru compunerea functiilor de pe
Hom(A), 1, este elementul neutru.

Definitia 1.5. Un dublet (M, -) format dintr-o multime nevidd M
si o operatie algebricd pe M se zice semigrup daca operatia algebrica
respectiva este asociativa. Dacd operatia algebrica are si element neutru,
semigrupul (M, -) se zice monoid. Daca operatia algebricd este
comutativa, monoidul se zice comutativ.

De multe ori, in cazul unui semigrup se specifici doar
multimea subiacentd M (farad a se mai specifica operatia algebrica
de pe M; daca este pericol de confuzie atunci si aceasta trebuie
neaparat mentionata).

Exemple 1.Daca T2 si M=P(T), atunci (M, N), M , U) si
(M, A) sunt monoizi comutativi.
2.Daca A#J, atunci (Hom(A),0) este monoid necomutativ.

Reamintim ca in §3 de la Capitolul 1 am introdus multimea N
a numerelor naturale. In continuare vom defini doua operatii

algebrice pe N : adunarea (notati ,,+) si inmultirea (notata ,,->’) in

raport cu care N devine monoid.

Teorema 1.6. Existi o unicd operatie algebrica pe N pe
care 0 vom nota prin ,+” si 0 vom numi adunarea numerelor

naturale a. 1. pentru orice m, n€N si avem :
A;: 0+m=m
A;:  s(n)+tm=s(n+m) .

Demonstratie. Sa probam la inceput unicitatea §i pentru aceasta

sa presupunem cd mai exista o operatie algebrica & pe N ce verifica
A] Sl Az.

Fie P={n€N | n*m=n®m, pentru orice meN} =N.
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Din A, deducem ca O€P iar din A, deducem ca daca n€P,
atunci s(n)+tm=s(n)®m < s(ntm)=s(n®m), ceea ce este adevirat

deoarece s este injectiva si am presupus cd n€P. Deci P=N, adica cele
doua operatii coincid.

Consideram un element m €N (pe care 1l fixam) si tripletul
(N, m, s); conform Teoremei 3.19 de la Capitolul 1 existd o unica
functie f,:N—N a. 1. f,(0)=m si s(f,(n))= f,(s(n)) pentru orice nEN .

Pentru neN definim n+m=f, (n). Atunci 0+m=f,(0)=m iar
s(n)+m= f, (s(n))=s (f,(n))=s(n+m). W

Observatia 1.7. Axiomele A;—A, poartd numele de axiomele
adunarii numerelor naturale.

Propozitia 1.8. Pentru orice m, n€N avem
4): m+0=m

AY : n+s (m)=s(n+m) .

Demonstratie. Fie P={m&N: m+0=m } <N. Daca in A, facem
pe m=0, deducem ca 0+0=0, adica 0€P. Daca m&P, (adicd m+0=m),
atunci s(m)+0=s(m+0)=s(m), adicd s(m)€P, deci P=N. Analog se

probeaza si a doua relatie.®

Propozitia 1.9. Dubletul (N, +) este monoid comutativ cu
proprietatea de simplificare.

Demonstratie. Din cele stabilite anterior, deducem ca 0 este
element neutru pentru adunarea numerelor naturale.
Pentru a proba comutativitatea adunarii sd consideram

P={neN : n+tm=m+n pentru orice meN} cN .
Evident 0€P. Daca n€P, adicd ntm=m+n pentru orice meN,
atunci s(n)+m=m+s(n) < s(ntm)=s(m+n) < n+m=m+n, ceea ce este
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adevarat (deoarece s este injectie). Deducem cd P=N, adica adunarea
numerelor naturale este comutativa .

Pentru a demonstra asociativitatea adunarii
numerelor naturale, sa consideram

P ={neN: (n+m)+p=n+(m+p) pentru orice m, pEN}SN.

Evident, 0€P. Fie acum neP. Atunci
(s(n)ytm)+p=s(ntm)+p=s((ntm)+p) iar s(n)+(m+p)=s(nt(m+tp)) si cum
(n+m)+p=n+(m+p) deducem ca s(n)EP, adica P=N.

Pentru partea finala fie

P={peN : dacd m+p=n+p = m=n} <=N.

Evident O€P si sd presupunem cd pEP. Atunci m+s(p)=n+s(p)
< s(mtp)=s(ntp) < mtp=ntp < m=n (cici pEP), adica s(p)EP si
astfel din nou P=N. m

Observatia 1.10. Daca n€N, atunci s(n)=s(n+0)=n+s(0)=n+1.

Propozitia 1.11. Daca m, n€N si m+n=0, atunci m=n=0.

Demonstratie. Daca m # 0 sau n # 0, atunci, conform Lemei

3.18 de la Capitolul 1 existi p, €N a. i. m = s(p) sau n = s(q). In
primul caz, obtinem cd m+n = s(p)+n = s(p+n) # 0 — absurd ! si analog

in al doilea caz. Decim=n=0. R

Propozitia 1.12. Existd o unicd operatie algebrici pe N
notatd " si numiti inmultirea numerelor naturale aJd. pentru orice

m, n€N si avem :
Il : m-0=0
L, : m-s(n)=mn+m.

Demonstratie. Fie meN fixat ; considerand tripletul (N, 0, f;,,),
unde f:N—N este definita prin f,(n)=n+m pentru orice n€N, atunci
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conform Teoremei 3.19 de la Capitolul 1 existd o unicad functie

gn:N—=-Nai g,(0)=0si fog,=gnmos.
Definim mmn=g,(n) si astfel m0=g,(0)=0 iar m-s(n)=

=g (s(n))=fn(gm(n))=f(mn)=mn+m. Unicitatea operatiei de inmultire

cu proprietatile I, si I, se probeaza analog ca in cazul adunarii. B

Observatia 1.13. [ si I, poartd numele de axiomele inmultirii
numerelor naturale.
In cele ce urmeaza, daca nu este pericol de confuzie, vom scrie

mn=mn pentru m, nEN,
Analog ca 1n cazul adundrii numerelor naturale, se
demonstreaza ca pentru oricare numere naturale m, n avem :

1} : 0-m=0

I3 : s(n)m=nm+m.

Lema 1.14. inmultirea numerelor naturale este distributivi
la stinga fatid de adunarea numerelor naturale.

Demonstratie. Fie P={pEN : m(n+p)=mn+mp pentru oricare
m, neN}CSN.
Tinénd cont de [, deducem ca 0€P.

Sa presupunem acum cd pEP si fie m, neN.
Avem m(n+s(p))=m(s(n+p))=m(n+p)+m=mn+mp+m=mn+ms(p), adica

s(p)EP si astfel P=N . ®m

Propozitia 1.15. Dubletul (N, -) este monoid comutativ.

Daca m, n €N si mn=0, atunci m=0 sau n=0.

Demonstratie. Pentru a proba asociativitatea inmultirii fie
P={pEN : (mn)p=m(np) pentru oricare m, n€N}<SN. In mod evident,

0€P. Sa presupunem acum ca pEP si sd demonstram ca s(p)EP. Avem
(mn)s(p)=(mn)p+mn iar m(ns(p))=m(np+n)=m(np)+mn (conform Lemei

1.14.), de unde egalitatea (mn)s(p)=m(ns(p)), adica s(p)EP, deci P=N.
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Deoarece pentru orice n€EN avem n-1=n-s(0)=n-0+n=n iar
I'n=s(0)n=0-n+n=n deducem ca 1 este elementul neutru al Tnmultirii
numerelor naturale.

Pentru a proba comutativitatea inmultirii numerelor naturale fie

P={neN : nm=mn pentru orice meN}<N. In mod evident 0EP si sd
presupunem cd nEN. Atunci pentru orice meN, s(n)m=n'm+m iar
m-s(n)=mn+m, de unde s(n):m=m-s(n), adicd s(n)EP, deci P=N.

Fie acum m, neN a.i. mn=0 si sa presupunem ca m=0. Atunci
m=s(k) cu keN (conform Lemei 3.18 de la Capitolul 1) si cum
0=mn=s(k)n=kn+n trebuie ca n=n-k=0 (conform Propozitiei 1.11). B

Definitia 1.16. Pentru m, n€EN vom scrie m<n (si vom spune
cd m este mai mic sau egal decat n sau ci n este mai mare sau egal

decat m) daca exista peN a.i. m+p=n ; convenim in acest caz sa notam
p=n-m.

Daca peN¥*, atunci m<n si m#n ; in acest caz vom scrie

m<n i vom spune ci m este strict mai mic decat n.

Lema 1.17. Dacid m, n€N si m<n, atunci s(m)<n.

Demonstratie. Deoarece m<n, existd pEN* a.i. m+p=n. Cum
pEN*, exista keN a. 1. p=s(k) (conform Lemei 3.18 de la Capitolul I).
Atunci din m+p=n deducem ca m+s(k)=n = s(m+k)=n = s(m)+k=n

=>sm)<n. W
Corolar 1.18. Pentru orice n€N, n<s(n).

Propozitia 1.19. Dubletul (N, <) este o multime total
ordonata.

Demonstratie. Deoarece pentru orice n€N, n+0=n deducem ca
n<n, adica relatia < este reflexiva. Fie acum m, n€N a. 1. m<n si n<m.
Atunci existd p, g€N a.i. m+p=n si n+q=m. Deducem ca n+(p+q)=n, de
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unde p+q=0 (conform Propozitiei 1.9.), iar de aici p=q=0 (conform
Propozitiei 1.11.), adica m=n, deci relatia < este antisimetrica .

Fie acum m, n, pEN a. . m<n si n<p. Atunci existar, seN a. 1.
m+r=n §i nt+s=p. Deducem imediat cd m+(r+s)=p, adicd m<p, deci

relatia < este si tranzitiva, adica < este o relatie de ordine pe N.

Pentru a proba ca ordinea < de pe N este totala, fie meN fixat

iar
Pn={neN: n<m sau m<n}<N.

In mod evident 0EP,, si fie n€P,. Daci n=m, atunci cum
n<s(n) avem m<s(n), adicd s(n)EP, . Dacd n<m, atunci conform
Lemei 1.17. avem s(n)<m si din nou s(n)EP,,. Dacd m<n, cum n<s(n)
avem ca m<s(n) si din nou s(n)EP,,. Rezultd ca P,=N si cum m este

oarecare deducem ca ordinea < de pe N este totald. H

Observatia 1.20. Relatia de ordine < definita anterior pe N

poartd numele de ordinea naturala de pe N.

Teorema 1.21. Dubletul (N, <) este 0 multime bine ordonata.

Demonstratie. Trebuie sd demonstram ca orice submultime

nevidd ASN are un cel mai mic element. Pentru aceasta fie:

P={neN: n<x pentru orice x€A} =N.
Evident 0€P. Daca pentru orice n€P ar rezulta s(n)EP, atunci am
deduce ca P=N, astfel ca alegdnd un xo€A atunci x,EP, deci s(x)EP.
In particular ar rezulta ca s(xy )<x,— absurd !.

Deducem ca P#N, adica existda a€P ai. s(a)éP. Vom
demonstra cd a€ A si cd a este cel mai mic element al lui A.

Daca a€ A, atunci pentru orice X€A avem a<x, de unde s(a)<x
(conform Lemei 1.17.), adica s(a)€P — absurd !, deci a€A si cum a €P
deducem ca a <x pentru orice XEA, adica a este cel mai mic element al
luviA.m
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Corolar 1.22. Orice sir descrescator de numere naturale este
stationar.

Demonstratie. Fie (a ), en un sir descrescator de numere
naturale iar A={a, : n€N}<N. Conform Teoremei 1.21 multimea A are
un cel mai mic element a | ; atunci pentru orice m>k avem a ,,, > a | si

cum a x> a,, deducem ca a,,= a , adica sirul (a,), en este stationar. W

Corolar 1.23. in N nu putem gisi un sir strict descrescitor
si infinit de numere naturale.

Corolar 1.24. Fie PSN a.i. pentru orice neN (x<n =
=>x€EP) = n€P. Atunci P=N.

Demonstratie. Fie A=N\PZ<N si sa presupunem prin absurd ca
A#J. Conform Teoremei 1.21. multimea A va avea un cel mai mic
element acA. Cum pentru x€N, x<a = x¢A = x€P, conform
ipotezei, adica a€P si astfel a¢ A — absurd !. Deci A=, de unde P=N .
|

Corolar 1.25. ( Teorema impartirii cu rest in N'). Pentru
oricare doua numere naturale m, n cu n#0, exista si sunt unice doua

numere naturale ¢ sir a.i. m=n-ct+r sir<n.

Demonstratie. Fie A={s€N: existda peN a.i. m=np+s}=N.
Deoarece m=0-m+m deducem cd meA, adica A0. Conform Teoremei
1.21. multimea A posedd un cel mai mic element rEA. Atunci, exista
ceN a.i. m=c'n+r i sd demonstram ca r<n .

Daca prin absurd r#n, atunci conform Propozitiei 1.19., r=n,
adica existd ueN a.i. r=nt+u. Deducem cd m=nc+r=nc+n+u=n(c+1)+u,
adicd u€A, deci r<u si cum u<r deducem ca u=r, adica n=0 — absurd !.
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Pentru a demonstra unicitatea lui ¢ si r sa presupunem ca
m=cn+r=c’n+r’, cur, r' <nsi sd aratim ca c=c¢’ si r=r’.

Sa presupunem de exemplu ca c<c’, adica ctu=c’ cu ue N*,
Atunci, m=nc’+r’=n(ctu)+r’=nc+nu+r’, deci r=nu-+r’ >n — absurd !.

Deci c=c’ si deducem imediat ca sir=r’. W

Observatia 1.26. Numarul ¢ poartd numele de cdtul impartirii
lui m la n iar r se zice restul acestei impartiri .

Teorema 1.27. Fie m, n, m’, n’, peN a.i. m<n si m'<n’.

Atunci: (i) mtm'< n+n’ si mm'< nn’
(i) mp<np si m"<n".

Demonstratie. (i). Putem scrie m+r=n si m’+r'=n’, cur, r'eN.
Din (m+m’)+(r+r’)=n+n" deducem ca m+m’'<n+n’. De asemenea
nn’'=(m+r)(m’+r’)=mm’+mr'+rm’+rr’  si cum mr+rm’+rr’eN
deducem cd mm’<nn’.

(ii). Se deduce analog ca si (i) tindnd cont de (i) precum si de

regulile de calcul din N stabilite mai inainte. H

Sa revenim acum la cazul general al semigrupurilor.
Urmatorul rezultat este imediat.

. - . . *
Propozitia 1.28. Daca M este un semigrup, xeM iar m, neN,
atunci x™x"=x"" iar (x")"=x"".
Daca mai avem yeM a.i. xy=yx, atunci (xy)"=x"y".

Definitia 1.29. Daca M, M’ sunt monoizi, o functie :M—M' se
zice morfism de monoizi dacd f(1)=1 si f(xy)=f(x)f(y) pentru orice x,
yeM.

Vom nota prin Mon clasa monoizilor iar pentru M, M'eMon
vom nota prin Homy;,,(M, M') (sau mai simplu Hom(M, M') daca nu
este pericol de confuzie) toate morfismele de monoizi de la M la M’,
adica Hom(M, M")={f:M—>M'/ f este morfism de monoizi}.
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Propozitia 1.30. Daca M, M’, M"" sunt monoizi iar fe Hom(M,
M") si geHom(M', M"") , atunci gofe Hom(M, M"").

Demonstratie. Cum f(1)=g(1), (gof)(1)=g(f(1))=g(1)=1 iar
pentru x, yeM avem (gof)(xy)=g(f(xy))=g(fF(x)f(y))=g(f(x))g(f(y))=
=(gof)(x)(gof)(y), adica gof € Hom(M, M'’).m

Definitia 1.31. Dacd M si M’ sunt doi monoizi, numim
izomorfism de monoizi un morfism feHom(M, M’) care ca functie este
bijectie; in acest caz vom spune despre monoizii M, M’ ca sunt izomorfi
si vom scrie M=M’.

Se deduce imediat cd daca feHom(M, M) este izomorfism de
monoizi, atunci si f ':M’—M este morfism de monoizi.

Definitia 1.32. Fie (M, :) un monoid. Vom spune despre un
element xeM ca este inversabil (sau simetrizabil ) daca exista x'eM
al xx'=x'x=1.

Sa observam ca daca x' exista atunci el este unic deoarece
dacd ar mai exista x”"eM a.d. xx''=x''x=1, atunci x'(xx")=x"1=x’ si
x'(xx")=(x'x)x"'=1x''=x"', adica x'=x"".

Elementul x’ poarta numele de inversul (sau simetricul) lui x.
in cazul notatiei multiplicative vom nota x'=x"' iar in cazul notatiei
aditive vom nota x'=-x (iar —x se va numi opusul lui x). In cele ce
urmeazi (pana la specificari suplimentare) vom considera monoizi
multiplicativi.

Pentru monoidul (M, -) prin UM, ) (sau mai simplu U(M)
dacd nu se creeazd confuzii prin nespecificarea operatiei algebrice
de pe M ) vom nota multimea elementelor inversabile din M (adica
UM)={xeM / exista x'eM a.i. xx'=x'x=1}).

Evident, daci xe U(M), atunci (x)'=x.

Pentru exemplele de monoizi de pind acum avem:

UP(M),N)={T}, U@PM),L)={}, U@PT)A)=P(T), UN,H={0},
U(N,) = {1}, iar pentru o multime A#J, U(Hom(A),0)={f:A—>A / f
este bijectie}. Convenim si notim > (A)={feHom(A) / f este bijectie}
si si numim un element fe)(A) ca fiind o permutare asupra
elementelor lui A.
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Propozitia 1.33. Fie (M, ) un monoid si x, yeU(M). Atunci
1eUM), xyeUM) iar (xy)'=y'x".

Demonstratie. Din 1-1=1-1=1 deducem ca 1€ U(M) iar din
YO =x@y)x = xbxt=xx =1 si (x)(xy) =y 0y =
=y'1.y=y"'y=1 deducem ci xye U(M) iar (xy)'=y'x".®

Observatia 1.34.
Rationand inductiv dupd n deducem cad daca xi,...,x,eU(M)
(n>2), atunci X;-Xy-...-X,€ UM) iar (X;-Xy-.. .-xn)'1=xn’1 X x

Fie acum M;, M,, ..., M, monoizi iar

M =M X...XM;={(Xy, -.., Xp) / X;€M;, 1<i<n}.
Pentru x=(Xp,...,Xy); Y=(Y15:--sYn)€M definim xy=(x;yy,...,Xpys) 1ar
pentru fiecare 1< i <n consideram p; :M—M; definit prin p; (xX)=x;
pentru orice x=(Xy,...,X,)€M ( p; se zice a i-a proiectie a lui M pe M;
sau proiectia de indice i ).

Propozitia 1.35. Daca My,...,M,, sunt monoizi, atunci (M, -) este

monoid, UM)=U (M;)X...XU (M,), pentru fiecare 1 <i < n, pi
eHom(M,M; ) si In plus este verificatd urmatoarea proprietate de
universalitate : Pentru oricare monoid M’ si familie de morfisme de

monoizi (p;)i<i <n cu p;/€Hom(M’, M; ), 1 <i < n, exista un unic
ueHom(M', M) a.i. p;ou=p;".

Demonstratie. Asociativitatea operatiei de inmultire de pe
M rezulta din asociativitatea fiecirei operatii de inmultire de pe M;
iar elementul neutru este 1=(1,...,1).

Daca xeUM), x=(Xys...,X;,), atunci existd yeM , y=(Y1,.++,¥n)
a.l. xy=yx=1 < (X1¥15+«sXn¥n)=(Y1X15+ « 0s¥nXn)=(1,...,1) © Xiyi = yix; = 1
pentru orice 1 < i £ n & x;eUM;) pentru orice 1 <i < n &

<xeUMy) X...X UM,), de unde egalitatea (de multimi).
UM)=UMM)) X...x UM,).
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Daca x=(Xp,...;Xn)s Y=(Y15---s¥n)€M si 1 < i < n, atunci
XY=(X1Y15--sXnYn)> deci p; (Xy) =X; yi =pi X)pi (¥), adica p; eHom(M,
M;).

Sa verificim acum proprietatea de universalitate, iar
pentru aceasta fie M' un alt monoid si pentru 1 < i < n sa
consideram p;/eHom(M’, M;). Pentru xeM’, definim u:M'—>M prin
u(x)=(p1'(x),...,Pn’(x)) si se verificd imediat cd ueHom(M', M) iar
piou=p;' , pentru orice 1<1i <n.

Fie acum u'eHom(M’, M) a.i. p;ou’=p;’ pentru orice 1< i <n.
Atunci pentru orice xeM' avem p;(u’(x)) =pi'(x), adica

u'(xX)=(p1'(X)s-..,pn'(X))=u(x), de unde u=u'.m

Definitia 1.36. Monoidul M=M; X...XM, impreund cu
proiectiile (p;)i<i<n poartd numele de produsul direct al monoizilor M,
M, ..., M, (cand nu este pericol de confuzie nu vom mai specifica
proiectiile).

§2. Grup. Calcule intr-un grup. Subgrup. Subgrup

generat de o multime. Grup ciclic. Ordinul unui

element intr-un grup

Definitia 2.1. Vom spune despre un monoid M ca este grup
daca U(M)=M. Altfel zis, dubletul (M, -) format dintr-o multime M si o
operatie algebricdi pe M este grup dacd operatia algebricd este
asociativa, admite element neutru si orice element din M este inversabil.

Grupul M se va zice comutativ ( sau abelian ) daca operatia
algebrica este comutativa.

Exemple: 1. Daca T este o multime nevida atunci (P(T), A)
este grup comutativ.

2. Daca A este o multime nevidii, atunci (2 (A), o) este
grup ( in general necomutativ).

3. Mai general, daca (M, -) este un monoid atunci (U (M), -)
este grup.

97



in cele ce urmeazi prin (G, ) vom desemna un grup
multiplicativ (daca nu este pericol de confuzie nu vom mai specifica
operatia algebrica). Cardinalul multimii G se va nota | G | si se va
numi ordinul grupului G .

in consecinti, elementul neutru al lui G va fi notat cu 1 iar
pentru xeG inversul siu va fi notat prin x™ .

Analog ca 1in cazul semigrupurilor, dacd pentru xeG

n

definim x’= 1, atunci (x')'= x iar dacid m, neN, atunci x" x" = x™
si (x™)" ==x"". De asemenea, dacid x,y €G si xy=yx, atunci pentru

orice neN (xy)"=x"y".

Definitia 2.2. O submultime nevida S a lui G se zice subgrup al
lui G dacd S Tmpreuna cu restrictia operatiei algebrice de pe G la S
formeaza grup.

Vom nota prin L(G) multimea subgrupurilor lui G; pentru a
exprima cd Hel(G) vom indica lucrul acesta scriind ca H<G.
Propozitia 2.3. Pentru o multime nevidda S a lui G urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:
(i) SeL(G)
(ii) 1eS si pentru orice x, yeS, xyeS si xS
(iii) pentru orice x, yeS, x'yeS.

Demeonstratie. Implicatiile ()=(ii) si (ij)=(iii)) sunt
imediate.
(iii)=(i). Cum S # @ existi xo€S si atunci 1=x,"'x,€S. Alegind un
element oarecare xeS, cum 1€S avem ci si x'=x"1eS adici (S, *)

este grup.®

in mod evident, {1}€L(G) si GeL(G). Oricare alt subgrup S
al lui G diferit de {1} si G se zice propriu. Subgrupul {1} se zice
subgrup nul si se noteaza de obicei prin 0.

Propozitia 2.4. Fie (S))ic; 0 familie nevida de subgrupuri ale lui

G . Atunci, [)S; € L(G).

iel
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Demonstratie. Fie S=(S; si X, y €S . Atunci pentru orice

iel

iel, x, yeS; si cum S;<G avem ci x'yE€S;, adici x'yE€S, deci S<G.®

Observatia 2.5. In ceea ce priveste reuniunea a doui
subgrupuri ale lui G sa demonstram ca dacid H, KeL(G), atunci

HUKeL(G) & < HcK sau KcH. Implicatia de la dreapta la

stanga fiind evidenta sa presupunem ca HUKeL(G) si totusi HzK
si KzH , adica exista xeH astfel incat xgK si yeK astfel incat ygH.
Considerand elementul z=xy atunci cum am presupus ca
HUKE€eL(G) ar trebui ca ze HUK. Dacii zeH, atunci cum y=x"'z am

deduce ci yeH — absurd. Daci z€K atunci ar rezulta ci x=zy' €K
— absurd !.

Din cele expuse mai inainte deducem ca in general, daca H,

KeL(G) nu rezulta cu necesitate ca si HUKeL(G). Este una din
ratiunile pentru care vom introduce notiunea ce urmeaza.

Definitia 2.6. Dacd M este o submultime nevida a Iui G, prin
subgrupul lui G generat de M intelegem cel mai mic subgrup al lui G
( fata de relatia de incluziune ) ce contine pe M si pe care il vom nota
prin <M>. Altfel zis

<M>= (S.

SeL(G)
McS

Daca M € L(G), in mod evident <M>=M.

Propozitia 2.7. Daca McG este o submultime nevida, atunci

<M> = {x;...X,| neNiar x; eM sau x,' eM pentru orice 1 <i<n }.

Demonstratie. Fie H={x, ...x, | neN iar x; €M sau x;' eM
pentru orice 1<i<n } si x, yeH, adica x=x; ... X,, y=Yy1...¥m CU X;
sau x;' in M si y; sau yj" in M pentru 1<i<n si 1<j<m.

Cum x'ly =x," ... x" Y1 ... Ym deducem ca x'lye H, adica
H<G. Deoarece McH iar <M> este cel mai mic subgrup al lui G ce
contine pe M deducem ca <M>cH .
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Fie acum S<G astfel incit McS. Atunci HcS, deci

Hc [|S =<M>, de unde egalitatea <M>=H.m

S<G
McsS

Corolar 2.8. <x>={x" | neN}U{(x™")" | neN}.

Definitia 2.9. <x> poartd numele de grupul ciclic generat de
X. Ordinul unui element x€G notat o(x) se defineste ca fiind
o(x)=|<x>|. Evident, o(1)=1 iar dacd x#1 si o(x)=n, atunci n este cel mai
mic numar natural pentru care x"=1. Dacd o(x)=c0, atunci x"#1, pentru

orice n=>1.

Observatia 2.10. 1. Daca xe G este de ordin finit si exista
neNai x" =1, atunci o(x)|n.

intr-adevir, impirtind pe n la o(x) gisim ¢, r €N aif
n=c-o(x)+r $i r<o(x).

Din x°® =x" =1 deducem imediat ci si x" =1, adici r = 0
(tinand cont de minimalitatea lui o(x)), deci o(x) |n .

2. Daca x,yeG, ad. o(x) si o(y) sunt finite, xy = yx si
(0(x), o(y)) = 1, atunci o(xy) = o(x)o(y).

intr-adevir, dacd notim m = o(x), n = o(y) si p = o(xy), din

x" =y" =1 deducem ca (xy)™

— xmn .ymn

=1, adicd p |mn. Din
o(xy) = p deducem ca (xp)” =1, deci x” =yp 7 iar de aici
x" =(y")"" =1, adicd mjnp si cum (m,n) = 1 deducem ci mp.
Analog n|p si cum (m,n) = 1 deducem cé mn|p, adicd p =mn.

3. Din cele de mai inainte deducem recursiv ca daca
X[, %y,X, €G (n>2) si cele n elemente comuti intre ele iar

ordinele a oricare douad (diferite) sunt prime intre ele, atunci
o(x;..x,) = o(x;)...o(x,).

Propozitia 2.11. (L(QG), <) este latice completa.
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Demonstratie. in mod evident 0={1}, 1=G iar pentru H,
KeL(G), HAK=HnK iar HvYK=<HUK>. Daca (S))ic; este o familie
oarecare de subgrupuri ale lui G, atunci A S;= [)S;i € L(G) iar

iel icl

\/ Si:< U Si> EL(G)..

iel iel

§3. Centralizatorul unui element intr-un grup. Centrul
unui grup. Teorema lui Lagrange. Indicele unui subgrup
intr-un grup. Ecuatia claselor

Definitia 3.1. Pentru xeG vom nota Cg(x) = { yeG : xy=yx } si

2(G)= ﬂ Cs(x). Co(x) se numeste centralizatorul lui x in G iar Z(G)
xeG

centrul lui G; In mod evident Z(G)= { xeG ; Xy = yx, pentru orice
yeG }.

Propozitia 3.2. Pentru orice xeG, Cg(x)<G.

Demonstratie. Daca 'y, z eCq(x), atunci yx = Xy §i zx =xz .
Deducem imediat ci y'x = xy” iar (y'z)x =y (zx) = y'(x2) = (y"'x)z

= =(xy")z =x(y"2), adici y'z € C4(x), deci Cg(x) <G.H
Corolar 3.3. Z(G)<G.

Demonstratie. Avem Z(G)= () Cg(x) si conform
xeG

Propozitiei 2.4., Z(G)<G.®m
Fie acum H<G si xeG.
Definim xH = { xh : heH } si Hx = {hx : heH }. Multimea

xH (Hx) poarta numele de clasa la stinga (dreapta) a lui x in raport
cu H.

Propozitia 3.4. Daca x, yeG si H<G atunci
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(i) xH=yH < x'yeH
(ii) Hx = Hy < xy ' €H.

Demonstratie. (i). Sa presupunem ca xH = yH. Cum 1€H,
x=x -1 € xH = yH, adicii x = yh cu h € H. Deducem ci y'x=h €H si
cum h” eH avem ci h' =x'y e H. Reciproc, fie x'y=heH si
zexH, adici z=xk cu keH. Cum x=yh' avem z=(yh)k = y(h'k) ,
adici zeyH (cici h'keH ), deci xHCyH . Analog deducem ci si
yHc xH, de unde xH=yH.

(ii). Ca si in cazul (i).m

Corolar 3.5. Daca H<G, atunci pentru xeG, xH = H (sau Hx =
H) < xeH. In particular, 1.-H = H.

Vom nota (G/H), = {xH : x€G} si (G/H)q = {Hx : x€G}
Propozitia 3.6. (G/H) si (G/H)4 sunt partitii ale lui G.

Demonstratie.  Este suficient si probam pentru (G/H),.

Deoarece pentru orice xeG avem x=x-1 € xH deducemca ] xH=
xeG

G.
Fie acum x, yeG si sa demonstram ca xH=yH sau

xHnyH=0 . Avem cii x'y€H sau x'ygH. Daci x'y €H, conform
Propozitiei 3.4, xH=yH.

Si presupunem acum ci x'ygH. Daci ar exista zExHnyH,
atunci z=xh=yk cu h, k €H si am deduce imediat ci x'y= hk'eH

-absurd. Deci in cazul x'ygH avem xHnyH=0.m

Propozitia 3.7. Functia f : (G/H), — (G/H) , f(xH)=Hx"' pentru
orice xeG este o bijectie .

Demonstratie. Pentru x, yeG echivalentele xH=yH < x
'veH < x'(y")' €eH © Hx'= Hy" (conform Propozitiei 3.4) ne
aratd ca f este corect definiti si ca este injectivdi. Cum

surjectivitatea lui f este imediata, deducem ca f este bijectie.m
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Din propozitia precedenti deducem cia |(G/H)|=
| (G/H)q|; acest numir cardinal se noteazi |G:H| si poarta
numele de indicele lui Hin G.

Lema 3.8. Daca H<G si x€G, atunci |xH|=|Hx|=|H] .

Demonstratie. Este suficient sa aratim ca multimile xH si H
sunt echipotente iar in acest sens definim f, : H —xH, f,(h) = xh
pentru orice heH.

Daca h, keH si fi(h) = f(k) atunci xh=xk deci h=k adica f
este injectiva. Cum f, este in mod evident si surjectiva, deducem ca

f, este o bijectie si astfel |xH|=|H|.m

Teorema 3.9. Daca H<G, atunci
|G|=|H|-|G:H]| .

Demonstratie. Cum (G/H); este o partitie a lui G avem

|G| = ¥ |xH|(sumarea ficAndu-se dupi clase distincte).
xeG

Tinind cont de Lema 3.8. deducem ca |G |=|H|-|G:H]| .

in cazul in care G este un grup finit, atunci |G|, |H]| si
|G : H| sunt numere naturale iar relatia |G|=|H|-|G:H|arata
cd |H| este un divizor al lui |G| .

Obtinem astfel:
Corolar 3.10. (Lagrange) Ordinul oricarui subgrup al unui grup
finit divide ordinul grupului.

Corolar 3.11. Daca G este un grup finit de ordin n, atunci x"=1
pentru orice x € G.

Demonstratie. Daca k=o(x), atunci x* =1 si kjn (conform
teoremei lui Lagrange), adici n=kt cu teN. Atunci

X"=x"=(x")'=1'=1.m
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Definitia 3.12. Vom spune despre elementele x, yeG ca sunt
conjugate in G si vom scrie x ~ y daci existd acG a. 1. x=a'ya.

Propozitia 3.13. Relatia de conjugare ~ este o echivalenta pe

Demonstratie. Deoarece pentru orice xeG, x=1"'x1 deducem
ca x~x, adica relatia ~ este reflexiva. Daca x, yeG si x ~y , atunci
existi acG astfel incit x=a"'ya . Cum y=axa'=(a”)” xa' deducem
ca si y~x, adica relatia ~ este si simetrica.

Fie acum x, y, z astfel incat x~y si y~z. Atunci exista a, beG
astfel incit x=a'ya si y=b'zb . Deducem ci x=a’'(b'zb)a =
= (a'b™") z (ba) = (ba)” z (ba), adici x~z si astfel ~ este si tranzitivi,

deci o relatie de echivalenta pe G.m

in conformitate cu notatiile de la Capitolul 1, pentru xeG
prin [x]. vom desemna clasa de echivalenti a lui x in raport cu
relatia ~ care se mai zice si clasa de conjugare a lui x (altfel zis [x].

este multimea conjugatilor lui x in G, adica [x].={axa™ : a EG}).

Propozitia 3.14. Pentru orice x € G, |[x]-|FG : Cs(x)] .

Demonstratie. Fie H=Cg(x). Daci a, beG atunci din
echivalentele axa'=bxb"' < xa'b=a'bx < a'b eH < aH=bH
deducem ci functia f:[x].—(G/H),, f(axa™) = aH pentru orice acG
este corect definitd si injectivi. Cum in mod evident f este si
surjectie deducem ca f este bijectie, adica |[x.]|=]|(G/H)|=|G :
H|= =|G:Cg(x)|.m

Deoarece {[x].}xcc formeaza o partitie a lui G deducem ca

G= L!; [x]~ (vom lua reuniunea dupa elementele xeG ce nu sunt
conj:gate intre ele ). Sa remarcam si faptul ca daca xeZ(G), atunci
[x] ={x}. Astfel, |G| =z | [x]-| (sumarea ficAndu-se dupa
elementele neconjugate). Scfi(i;nd
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1Gl= 2, [Ixll+ 2 [ixll= 2 1+ 2 x|

xeZ(G) x2¢Z (G) xeZ(G) x2¢Z (G)
si tinind cont de Propozitia 3.13 obtinem relatia
|G|=|Z(G) |+ Z | G:C¢(x)|, cunoscuti sub numele de ecuatia
x¢Z (G)
claselor.

In continuare vom aplica ecuatia claselor in special in cazul
in care grupul G este finit.

§4. Subgrupuri normale. Factorizarea unui grup
printr-un subgrup normal

Definitia 4.1. Vom spune despre un subgrup H al Iui G ca este
normal in G dacad xH = Hx pentru orice xeG si vom scrie HG pentru
a desemna faptul acesta.

Vom nota prin Ly(G) multimea subgrupurilor normale ale
lui G. Evident, Ly(G) < L(G), {1}, Ge Ly(G) iar daca G este
comutativ, atunci Lo(G)= L(G).

Propozitia 4.2. Pentru Hel(G) urmaétoarele afirmatii sunt
echivalente

(i) He Ly(G)
(ii) Pentru orice xe G, xHx'cH (unde xHx'={xhx"' : heH}).
Demonstratie. (i) = (ii). Daca H<JG si xeG, atunci xH=HXx,
deci pentru heH, xh=kx cu keH astfel ci xhx"' = keH.
(i)=(). Fie xeG. Din xHx'cH deducem imediat ci
xHcHXx. inlocuind pe x cu x! deducem ci x'H c Hx'l, de unde
HxcxH, adica xH=Hx, deci He L,(G).m

Propozitia 4.3. Ly(G) este sublatice modulard marginita a lui
L(G).

Demonstratie. Am vazut ca {1} si G fac parte din Ly(G). Fie
acum H, Ke Ly(G), xeG si heHnK. Atunci xhx'leH, K deci
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xhx'eHNK, adicdi HNK e LyoG). Sa aritim acum ci HvK
=HK=KH (unde HK= {hk | heH, keK}). Avem
HK= |J xK = | JKx=KH .

xeH xeH

in mod evident H, KCHK iar daci alegem S<G astfel incat
H, KcS atunci HKcS, adica HK=KH=HvVK. Pentru a arita ca

HK<G, fie xeG, heH si keK.

Scriind x(hk)x'=(xhx")(xkx™"), cum xhx'eH si xkx'eK,
deducem cia x(hk)x' eHK, adica HK<G, deci si HvKeLy(G). Am
demonstrat deci ca Ly(G) este sublatice (marginitd) a lui L(G).
Pentru a proba ca Ly(G) este modulara fie H, K, LeLy(G) astfel
incat HCK si sa aratam ca KA(HvL)=Hv(KAL). Tinind cont de cele
stabilite anterior este suficient si probam incluziunea
Kn(HL)cH(KNL) (cealaltd fiind evidentid) iar pentru aceasta fie
xeKnN(HL). Atunci xeK si xeHL ceea ce implica x=yz cu yeH si
zeL. Avem z=y'xeK si cum zeL deducem ci ze KnL.

Cum yeH rezulta x=yzeH(KnL), adicd avem
Kn(LH)cH(KNL).m

Am vazut ca o intersectie finitd de subgrupuri normale ale
lui G este de asemenea un subgrup normal al lui G. Analog se
probeaza faptul ca daca (H;)ie; este o familie oarecare de subgrupuri
normale ale lui G, atunci (M) H; este de asemenea subgrup normal

iel
al lui G, astfel ca, fiind datid o multime nevidd McG putem vorbi de
subgrupul normal al lui G generat de M ca fiind intersectia tuturor
subgrupurilor normale ale lui G ce contin pe M. Convenim sa

notam acest subgrup normal prin [M], adica [M]= (| H.
Helg(G)
McH

Propozitia 4.4. Dacd McG este o multime nevida, atunci
[M]=<{a'xalaeGsi xeM}>.

Demonstratie. Fie K = <{a'xa|aeG si xeM}>. in mod
evident McK. Tinind cont de Propozitia 2.7, un element din K este
de forma x,...x, cu x;eM’ sau x;’ €M’ unde M'= {a'lxalaeG si
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xeM}. Pentru a proba apartenenta KeLy(G), fie acG si yeK.
Atunci y=y;...y, cu y;eM' sau y;'eM’ astfel cii scriind a'ya = a°
'yi...yaa =(a’'y;2) (a'y,a)... (a'y,a) deducem cii a'yaeK, deci
K<G. Cum [M] este cel mai mic subgrup normal al lui G ce contine
pe M deducem ca [M]cK.

Fie acum HeL((G) astfel incat McH. Daca alegem aeG si
xeM, atunci xeH si cum H<G deducem ci a'xacH, adici KcH.

AtunciKc (] H=[M], de unde egalitatea [M]=K.m
HeLy(G)
McH

Daca H<G, atunci (G/H)=(G/H),=G/H.

Pentru xH, yHe G/H (cu x,yeG) definim (xH)(yH)=(xy)H si
sa aratam ca fata de aceasta operatie algebrica G/H devine grup.

Daca mai avem x', y'eG astfel incat xH=x'H si yH=y'H
atunci x'X, y'y'eH. Pentru a proba ci (xy)H=(x"y")H scriem

xy) ' &'y)=y"'x'Xy'=[y"'x" X)yl(y"'y’), de unde deducem ci
(xy)"'(x'y")eH, adici (xy)H=(x'y')H si astfel inmultirea pe G/H este
corect definiti. Ea este si asociativd deoarece pentru xH, yH,
zHe G/H cu X, Y, zeG avem
(xH)[(yH)(zH)|=(xH) [ (y2) H]=[x(y2) |H=[ (xy)z| H=[ (xy)H](zH)=
=[(xH)(yH)](zH) Elementul neutru va fi 1H=H iar pentru xHe G/H
avem (x'H)xH)=(x'xH)=H si (xH)(x'H)=(xx")H=H, de unde
deducem cia (xH)'=x"H.

Definitia 4.5. Grupul (G/H, -) poartd numele de grupul factor
al Iui G prin subgrupul normal H. Aplicatia py:G—G/H, pu(x)=xH
pentru orice xeG poartd numele de surjectia canonica.

Observatia 4.6. 1. in mod evident | G/H|=|G:H |, astfel ci
daci G este finit, |G/H|=|G|:|H]|.

2. Daca H<ZG si |G:H|=2, atunci H<G, (deoarece alegind
xeG\H, din HhxH = HNHx=Z si HoxH=HUHx=G deducem ca
xH=HXx).
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In continuare vom prezenta un alt mod de a introduce

grupul factor G/ H cand H=G.
Sa presupunem la inceput ci H este doar subgrup al lui G
(fara a fi normal).

Pe G definim doui relatii o], si p, astfel:
(X Y€ py;, = X'yEHsi (x,y)€ pj; < xy'€H.
Se verifici imediat ci p;, si o5 sunt relatii de

echivalenta pe G iar pentru xeG, [x] oy, =XH i [x] ot =Hx.

2 A . s _ d o e v
In cazul in care H<G , atunci p;, = p,;, = p, sisa
arataim ca p, este o congruentd pe G (adica compatibili cu

structura de grup a lui G). Pentru aceasta fie x, x', y, y€G a.l. (x,
xX), (v, Y)E p,, si sd aratam ca si (xy, X'y)E p,; . Avem (Xy)
S I A

xy)=y'xX'xy'= =ly'('x)yI6Y) si cum x7¥, yly'€H
iar H2G (adici y'(x'x')y€H) deducem imediat ci (xy)'(x'y)EH
adicd, (xy, X'y)€ p;, . Astfel G/ p, ={[x], },cc ={xH} g =G/ H

si de aici constructia grupului factor G/ H continua ca mai inainte.

Observatia 4.7. Am vazut ca daca H<G, atunci p,, este o
congruenta pe G (adica o relatie de echivalenta pe G compatibila cu
structura de grup a lui G).

Se poate arata imediat ca asocierea H ~ p, stabileste o
bijectie intre Ly(G) si congruentele de pe G. intr-adevir, daci p
este o congruentd pe G, atunci se arati usor ca
[, = {x € G|(x,1)e p}ELo(G) si astfel, asocierea p ~ [1], este inversa

functiei H ~ p,, (de mai inainte).

§5 Morfisme de grupuri. Compunerea morfismelor de
grupuri. Monomorfisme, epimorfisme, izomorfisme de
grupuri. Nucleul si conucleul unui morfism de
grupuri. Nucleul si conucleul unei perechi de morfisme
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de grupuri

Definitia 5.1. Dacd G si G’ sunt doud grupuri, vom spune ci o
functie f:G—G’ este morfism de grupuri daca pentru orice x, yeG,
fixy)=t(x)f(y).

Vom nota Homg (G, G')={f:G—G’|f este morfism de
grupuri}. Dacd nu este pericol de confuzie in loc de Homg (G, G')
vom scrie Hom(G, G’).

Exemple. 1. Functia 156:G—G este morfism de grupuri.
2. f : G—G/', f(x)=1 pentru orice xeG este de asemenea
morfism de grupuri (numit morfismul nul).
3. Daca H<G atunci py :G—G/H, py(x)=xH pentru
orice xeG este morfism surjectiv de grupuri (numit morfismul
surjectiv canonic).

Pe parcursul acestei lucriri vom prezenta mai multe
exemple de morfisme de grupuri.

Observatia 5.2. Ca si in cazul monoizilor se demonstreaza
imediat ca daca G, G';, G" sunt grupuri si feHom(G,G'),
geHom(G',G""), atunci gofe Hom(G,G"").

Propozitia 5.3. Daca G, G’ sunt grupuri si feHom(G, G'),
atunci f(1)=1 si f(x™") = (f(x))"' pentru orice xeG.

Demonstratie. Din 1=1-1 deducem ca f(1)=f(1-1)=f(1)-f(1) iar
de aici ci f(1) =1. Daci xeG, cum xx ' = 1 deducem 1 = f(1) = f(xx")

= =f(x) f(x ™), de unde f(x)=f(x)".m

Propozitia 5.4. Fie G, G’ grupuri iar feHom(G, G").
(i) Daca H<G atunci f(H)<G'
(i) Daca H2G si f este functie surjectiva,
atunci f(H)=G'
(ili) Dacd H'<G’, atunci f'(H")<G
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(iv) Dacid H'<G’, atunci f'(H')<G.

Demonstratie. (i). Daca x', y' ef(H), atunci x'=f(x), y'=f(y) cu
X, yeH si cum x"'y =(f(x))" f(y)=f(x'y) iar x'yeH deducem ci
x"'y' ef(H), adica f(H)<G'.
(ii). Daca x'eG' si h'ef(H) atunci cum f este surjectie x'=f(x) cu xeG
si  h'=f(h) cu heH. Deoarece x'h'x"'=f(xhx") iar xhx'eH (cici
H<G) deducem ca x'h'x’" ef(H), adici f(H)<G.
(iii). Daca x, yef'(H'), atunci f(x), f(y)eH'’ si cum H'<G' deducem ci
f(x)" f(y)=f(x'y)eH’, adici x'y€ f'(H’), deci f'(H)<G.
(iv). Fie xeG si yef 1(H’) (adica f(y)eH'). Cum H'<G' avem
f)f(y)f(x)'eH’ sau f(xyx")eH’, deci xyx'ef'(H'), adica f

'(H)<G.m

Observatia 5.5. Daca feHom(G, G'), conform propozitiei

precedente deducem ca f'({1})<G iar f(G)<G'. Convenim s notim f
"({1)=Ker(f) si si-1 numim nucleul lui f iar f(G)=Im(f) si si-1 numim
imaginea lui f.

Astfel, pentru orice feHom(G, G"), Ker(f)<G iar Im(f)<G'.

Propozitia 5.6. Daca G, G’ sunt grupuri iar fEeHom(G, G’),
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i)  feste functie injectiva
(i) Ker(f)={1}
(iii))  Pentru orice grup G" si a, PeHom(G", G), daca foa=fop,
atunci a=p.

Demonstratie. (i) = (ii). Evident {1}cKer(f). Daca xeKer(f)
atunci f(x)=1=f(1) si cum f este injectie deducem ca x=1, adica
Ker(f)={1}.

(i)=(i). Dacid x, yeG astfel incat f(x)=f(y), cum f(x'y)=
=(f(x))'f(y)=1 deducem ci x'yeKer(f)={1}, adicia x'y=1 deci x=y,
rezultind astfel ca f este injectie.

(i)=(iii). Evidenta
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(iii)=>(). Sa presupunem prin absurd ca f nu este injectiva
(desi verifica (iii)). Cum (i) < (ii), deducem ca Ker(f)={1}. Daca
notam G''=Ker(f) si consideram a, §:G""— G, a=incluziunea iar =
morfismul nul (adica B(x)=1 pentru orice xeG'’), atunci o#p si

foa=fop (caci ambele dau morfismul nul) — absurd !.®m

Observatia 5.7. Datoritd propozitiei precedente (si tinand cont
de felul in care se vor defini in Capitolul 5 monomorfismele intr-o
categorie oarecare) vom numi morfismele injective de grupuri
monomorfisme. Monomorfismele se mai zic si scufundiri.

Propozitia 5.8. Dacd G, G’ sunt grupuri iar feHom(G, G'),
atunci in ipoteza cd G’ este comutativ, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) feste surjectie

(i1) Im(f)=G'

(ii1) Pentru orice grup G” si orice morfisme o, EHom(G',G""),
daca aof=pof, atunci o=.

Demonstratie. Echivalenta (i) < (ii) este imediata.

(i)=(iii). Dacd yeG' cum f este surjectie exista xeG astfel incat
f(x)=y. Atunci (00H(X)=( PoH(x) & a(fx)= BHX) < a¥=PW),
adica o=.

(iii)<=(i). Sa presupunem ca f verifica (iii) si totusi nu este
surjectivd, adicd Im(f)=G’. Alegind G"=G'/Im(f) (lucru posibil
deoarece prin ipotezi G’ este comutativ si deci Im(f)<G’) avem ca
G"#{1} si astfel alegind 0=pim1):G’'—G" si P= morfismul nul de la
G' la G" avem ca o#p desi aof=pof (caci ambele compuneri dau

morfismul nul) — absurd.®m

Observatia 5.9. Datoritd propozitiei precedente (si din aceleasi
ratiuni ca 1n cazul Observatiei 5.7) morfismele surjective fe Hom(G, G')
cu G’ comutativ se mai zic si epimorfisme (cu atat mai mult cu cat vom
arata mai tarziu ca putem renunta la restrictia ca G' sa fie comutativ).
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Definitia 5.10. Daca G, G' sunt grupuri, vom spune ca
feHom(G, G') este izomorfism de grupuri daca exista geHom(G', G)
astfel incat gof=1g si fog=1g. In acest caz vom spune despre grupurile
G si G' ca sunt izomorfe si vom scrie G= G'.

Se verificd imediat cad morfismul f este izomorfism de
grupuri daca si numai daca f este bijectie.

Vom privi notiunile de nucleu si conucleu ale unui morfism
de grupuri intr-un context mai general. in acest sens vom introduce
notiunea de nucleu si conucleu a unei perechi de morfisme de
grupuri si vom proba existenta lor (analog ca in cadrul §4 de la
Capitolull).

Definitia 5.11. Fie f, g:G;—G, o pereche de morfisme de
grupuri . Un dublet notat prin Ker(f, g)=(G, i) si format dintr-un grup G
si un morfism de grupuri i:G—G; se zice nucleul perechii  (f, g) daca
indeplineste urmatoarele conditii:

(i) foi=goi

(i) Daca (G, i) este un alt dublet format dintr-un grup G’ si un
morfism de grupuri i":G'—G; a.i. foi'=goi’, atunci existd un unic
morfism de grupuri u:G'—G astfel incat iou=i'.

Teorema 5.12. Pentru orice pereche de morfisme de grupuri f,
2:G,—G;, existd Ker(f, g) care este unic pand la un izomorfism de
grupuri.

Demonstratie. Demonstratia unicititii fiind asemanitoare cu
cea de la nucleul unei perechi de functii (§4, Capitolul 1) vom proba
doar existenta nucleului.

in acest sens vom considera K = {xeG,| f(x) = g(x) } si si
aratam ca K<G,. Daca x, yeK, atunci f(x)=g(x), f(y)=g(y) si cum
fxy H)=fx)f(y)'= g(x)g(y)'= g(xy") deducem cii xy" K, adici K<G,
. Morfismul i:K—G; va fi incluziunea si in mod evident foi=goi.

Daca mai avem un alt dublet (K', i') cu K’ grup si i":K'—>G,
morfism de grupuri astfel inciat foi'=goi’, atunci pentru orice xeK’,
fi'(x))eK astfel cad u:K'—>K, u(x)=i'(x) pentru orice xeK’ va fi

unicul morfism de grupuri pentru care iou=i'.H
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Definitia 5.13 Fie f, g:G;—G, o pereche de morfisme de
grupuri. Un dublet notat prin Coker(f, g2)=(G, p) format dintr-un grup G
si un morfism de grupuri p:G,—G se zice conucleu al perechi (f,g)
daca indeplineste urmaétoarele conditii:

(i) pof=pog

(i) Daca(G', p') este un alt dublet format dintr-un grup G’ si
un morfism de grupuri p":G,—G’ astfel incat p’of=p’og, atunci exista un
unic morfism de grupuri u:G—G’ astfel incat uop=p’'.

Teorema 5.14. Pentru orice pereche de morfisme de grupuri f,
2:G,—G; existd Coker(f, g) care este unic pana la un izomrfism de
grupuri.

Demonstratie. Cum probarea unicititii conucleului se face ca
pentru functii (§4, Capitolul 1), sd probam doar existenta
conucleului. in acest sens vom considera M={f(x)g(x)" |xeG; },
H=[M]= subgrupul normal al lui G, generat de M (vezi Propozitia
4.4) iar py: G,—G,/H morfismul surjectiv canonic si sa probam ca
(G=Gy/H, pu)=Coker(f, g). Conform Propozitiei 4.4, H=[M]= <{a™!
f(x)g(x)'a |aeG,, xeG}>.

Deoarece pentru orice xeG;, f(x)g(x)'eMcH, deducem ci
H(f(x))=H(g(x)), adica pu(f(x))=pn(g(x)), deci pyof=ppog.

Fie acum (G', p’) un alt dublet format dintr-un grup G' si
un morfism p’:G,—G' astfel incat p’of=p’og. Atunci pentru orice
xeG; p'(f(x))=p'(g(x)) < f(x)g(x)'eKer p’ de unde deducem ci
McKer(p') si deci si H=[M]cKer(p') (caci Ker(p')<G, iar H este
cel mai mic subgrup normal al lui G, ce contine pe M).

Avem deci diagrama

f Pu

G—=G; G
g }\lu

GI
cu HcKer(p'). Definim u:G,/H— G' prin u(xH)=p'(x) pentru orice
xeG,.
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Daca mai avem yeG, astfel incit xH=yH atunci
x'yeHcKer(p'), adici x”' yeKer(p) deci p'(x)=p'(y) si astfel u este
corect definiti. in mod evident u este morfism de grupuri si
uopy=p’.

Daca mai avem u':G, / H—G' astfel incat u'opy=p’, atunci

pentru orice x € G; avem u'(pu(x))= u(pu(x)), adica u'=u.m

Observatia 5.15. Dacad f:G;— G, este un morfism de grupuri,
atunci considerdnd morfismul nul 1:G;— G, definit prin 1(x)=1 pentru
orice xe Gy, avem ca Ker(f)=Ker(f, 1) iar Coker(f)=Coker(f, 1).

§6.Teorema lui Maltev. Grupul (Z,+).

Subgrupurile lui (Z,+). Clasele de resturi modulo n

in vederea construirii multimii numerelor intregi Z, vom
prezenta la inceput o teorema a lui Maltev de scufundare a unui
monoid comutativ cu proprietatea de simplificare intr-un grup
comutativ urmiand ca prin particularizare la cazul monoidului

(N,+) sa obtinem grupul aditiv (Z,+).

Teorema 6.1. ( Maltev ) Fie (M, ) un monoid comutativ cu
proprietatea de simplificare. Atunci existd un grup comutativ G(M)
si un morfism injectiv de monoizi iy:M—G(M) ce verifica
urmaétoarea proprietate de universalitate :

Pentru orice grup comutativ G §i orice morfism de monoizi

[f:M—G existd un unic morfism de grupuri f°"G(M)—G a.i. diagrama



este comutativa (adica f”oiy =f ).

Demonstratie. Pe multimea M'=MXM definim relatia
x, y)~&',y") <dif> xy’=yx’ si sa probdm ca ~ este o echivalentd pe M’
compatibild cu structura de monoid a lui M’ (adica ~ este o congruenta
pe monoidul produs M’=MxM ). In mod evident, relatia ~ este
reflexiva si simetricd. Dacd (x, y)~(x’, y’) si (x’, y)~(x"’, y’’) atunci

1 .17 I I 17 117

xy'=yx’ si x'y"’=x""y’, de unde xxy'y”’=x'x"yy’, deci xy"’= yx

144

144

(am simplificat prin xy’), adica (x, y)~(x"’, y’’), deci relatia ~ este si
tranzitiva, de unde concluzia ca ~ este o echivalentd pe M’ .

Fie acum (x, y), (x’, y’), (a, b), (a’, b’)EM’ ai. (x, y)~(a, b) si
(x’,y")~(a’, b") si sd probam ca si (xx’, yy")~(aa’, bb").

Avem deci xb=ya si x'b’=y’a’, de unde xx'bb’=yy’aa’, adica
(xx’, yy')~(aa’, bb’), adica relatia ~ este o congruentd pe monoidul
produs M’ in care reamintim ca operatia de compunere se defineste prin
(x, y)(x’, y)=(xx",yy’). Vom considera monoidul cat G(M)=M’/~ iar
pentru (x, y)EM’ vom nota prin [x, y] clasa sa de echivalenta in G(M).

Datorita faptului ca relatia ~ este o congruentd pe M’ deducem
imediat ca G(M) devine in mod canonic monoid comutativ, definind

pentru [x, y], [X’, y']EGM), [x, y]'[x, y']=[xx’, yy'] (elementul neutru
al lui GMM) va fi  [1, 1], 1 fiind elementul neutru al lui M). Deoarece
pentru [x, Y|EG(M), [X, y]'ly, x]=[xy, xy]=[1, 1] deducem ca [y, x]=
=[x,y] ', adica G(M) este grup (comutativ).

Definim iy :M—G(M) prin iy (X)=[x, 1] pentru orice xEM.
Pentru x, yeM avem iy (x)'im (Y)=[X, 1]-[y, 11=[xy, 1]=im (Xy) adica i v
este morfism de monoizi. Dacd iy (x)=iy (y), atunci [x, 1]=[y, 1] <

<x1=yl < x=y, adicd iy este chiar morfism injectiv de monoizi .
Sa aratam acum ca dubletul (G(M), iy) verificd proprietatea de
universalitate din enunt. Pentru aceasta fie G un grup comutativ

oarecare §i :M—G un morfism de monoizi. Pentru [X, y]€G(M),
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definim  f'([x, y])=f(x)f(y) '. Observam ci daca [x, y]=[x’, y’], atunci

xy’=x"y, deci f{x)f(y")=f(x")(y) & f(x)f(y) ' =f(x")f(y’)", adica ' este
corect definita.

Sa probam acum ca f” este morfism de grupuri.

Avem ' ([x, y][x’, y'D=F([xx’, yy’'])=f (xx")f(yy’) "=
=) y)-fy ) =(Fe0fy) D fxOy) =[x, yDE (X', y'D).
Pentru xeM avem (f'oiy)(X)=f"(iy (x))= f'([x,1])=Fx)f(1)'=f(x), de
unde concluzia ca f'oiy=f.

Pentru a proba unicitatea lui f (cu proprietatea din enunt) sa
presupunem cd mai existda un morfism de grupuri f':G(M)—G a..
'’ oiy=f. Atunci, pentru [x, y]€G(M) avem
DOy I=I6 T LYIRIG Y 1T, de unde £7/(Ix, yD)="(Ix, 11 Ty,1]") =
=G (ina(y) =G (ONE G (1)) =F(Ey) = ([x, y]), adica
f'’=f". m

Observatia 6.2.

1. Daca f este un morfism injectiv de grupuri, atunci si f’ este
morfism injectiv de grupuri .

intr-adevar, daci [x, y]EGM) si f'(x, y])=I, atunci

f(x)(f(y)) ' =1, deci f(x)=f(y), de unde x=y, adica [x, y]=[x, x]=1.
2. Daca pe multimea dubletelor (G, f) cu G grup abelian si
f:M—G  morfism injectiv. de monoizi definim relatia

(G, )(G’, ') =exista h:G—G" a.i. h este morfism injectiv de grupuri

si hof=f", atunci se verifica imediat ca relatia de mai sus este o relatie
de ordine iar dubletul (G(M), iy ) din Teorema lui Maltev este cel mai
mic element fata de aceasta relatie de ordine.

Definitia 6.3. Considerind monoidul (N, +) (ce are

proprietatea de simplificare conform Propozitiei 1.9.) si urméand
tehnica datd de Teorema lui Maltev, multimea subiacentd grupului

aditiv (G(N), +) se noteaza prin Z si poarti numele de multimea

numerelor intregi iar grupul (Z, +) grupul aditiv al numerelor intregi .
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Tinand cont de faptul ¢ in:N—7Z , in(n)=[n, 0] pentru orice
nEN este morfism injectiv de monoizi, vom identifica fiecare numar
natural n€N prin elementul intreg [n, 0], astfel ca N va fi privita in
continuare ca submultime a lui Z.

Fie acum z=[m, n]€Z. Dacd m=n, atunci z=0. Dacd m<n,
atunci existd pEN* a.i. m+tp=n (in acest caz convenim sa notdm p=n-m
si astfel m+(n-m)=n) iar z=[0, p]=-[p, 0] se identifica cu numarul
intreg —p iar dacd n<m, atunci exista qEN* ai. ntq=m si astfel
z=[q, 0] identificAndu-se cu numarul natural q.

Tinand cont de acestea putem scriec pe Z sub forma
Z=(-N*)UN unde -N*={-n|neN*} sauZ7={0,=+1,+2,....}.

Lema 6.4. Fiex,y,z t,x’,y’,z',t'eN ad. [x, y]=[x', y'] si

[z, t]=[Z’, t']. Atunci [xz+yt, xt+yz]=[x"z"+y’'t’, x"t'+y’'z’] .
Demonstratie. Din ipoteza avem x+y’=y+x" si z+t'=z'+t astfel

[xzt+yt, xt+yz]=[x"z'+y't’, x't'+y'z'] &
(xztyt)H(x't'+y’z") = (xt+tyz) H(x'z'+y't) =
X(z-t)ty(t-z) =x'(z"-t")+y'(t'-2") = (x-y)(z-t)=(x"-y")(z"-t") ceea ce este
adevarat deoarece x-y=x"-y’ si z-t=2"-t". B
Fie acum o=[x, y] si B=[z, t] doud numere intregi.

Definind a-f=[xz+yt, xt+yz], conform Lemei 6.4. deducem ca
aceasta definitie este corecta .

Propozitia 6.5. (Z, - ) este monoid comutativ, inmultirea

este distributiva fatd de adunare iar daca a,0'eZ si ao'=0, atunci
a=0 sau a'=0.
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Demonstratie. Pentru a demonstra cd (Z, -) este monoid
comutativ fie a=[x, y], o'=[x’, y'], a’’=[x"", y’’] trei elemente oarecare
din Z. Atunci :
a(a,a,,):[X’y][X,X,,+y,y,,’X,y,,+y,X,,]:[X(X,X,,+y,y,,)+y(xly,,+y,X,,)’
X(X,y,,+y,X,,)+y(X,X,,+y,y,, ]:[XX/X//+Xy/yll+xlyy//+xllyy/’

r..r17 rr_.r7 r,rr 1.1/

xxy " +xx"y'+x"x"y+yy'y’’] iar
(aul)ullz[xxl+yyl’ Xyl+xly][XII, y//]
=[(xx"+yy )x""+Hxy +x"y)y"’, (x"+yy )y Hxy X y)x "]

1,17 1,17

=[xx'x""+xy’y

1y, 17 rr_.7 1,17 7 II]
9

+'yy"'+x"yy’, xx"y"+xx""y' +x'x"'y+yy'y
de unde deducem ci o(o’a’’)=(a0')a’’ adica inmultirea numerelor

intregi este asociativa.

In mod evident, ado’'=a’a (deoarece inmultirea numerelor
naturale este comutativa), adicad inmultirea numerelor intregi este
comutativa.

Deoarece af[l, 0]=[x, y][1, 0]=[x, y]=a, deducem ca
elementul neutru pentru inmultirea numerelor intregi este [1, 0].

Sa ardatam acum cad inmultirea numerelor intregi este
distributiva fatd de adunarea numerelor intregi .

intr — adevir,
a(a’+a’") =[x, y][x"+x"" , y'+y"’]
=[x (X +x")+y(y'+y"), x(y'+y")+y (x'+x")]
=[xx"+xx""+yy'+yy’’, xy’+xy’ +yx'+yx’’] iar
ao’+ae’ =[x, yl[x"y'I+[x, y] X", y"]
=[xx"+yy’, xy'+yx']+[xx""+yy”’, xy’ +yx'’]
=[xx"+yy’ +xx""+yy’’, xy’+yx'+xy’’+yx’’] de unde se
observi ci a(a’+a’")=0a'+aa’’ .

Fie 00'=0=[0, 0] cu o#0 (adici x#y). Atunci
xx'+yy’ =xy’+x’y, de unde (x-y)(x'-y’)=0 si cum x-y#0, atunci
x'-y’=0, adica x’=y’ (conform Propozitiei 1.15.), deci o'=0.1
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Definitia 6.6. Pentru x, yeZ definim x <y <y-xeN.
Teorema 6.7. Dubletul (Z, <) este multime total ordonata.

Demonstratie. Fie x, y, zeZ ; deoarece x-x=0€N deducem ca
X<X.

Daca x<y si y<x atunci existd m, neN a.l. y-x=m si x-y=n, de
unde m+n=0 si deci m=n=0 (conform Propozitiei 1.11.), adica x=y.

Daca x<y si y<z, atunci exista m, neN a.i. x+tm=y si ytn=z.
Cum x+(m+n)=z deducem ca x<z, adica ( Z, < ) este o multime
ordonatd. Faptul cd ordonarea de pe Z este totala rezulta din aceea ca
Z=(-N"YUNiar (NHYNN=C. m

Observatia 6.8. Din felul in care am definit relatia de ordine <
pe Z deducem cd N={xeZ : x>0} iar -N={xeZ : x <0}.

Propozitia 6.9. Fiex,y,zeZ ai x<y.
Atunci (i) -y<-x

(ii) dacaz > 0 atuncixz<yz
(iii) daca z< 0 atunci xz>yz.

Demonstratie.(i). Din x < y deducem ca y-xeN si cum
(—x)—(-y)=y-xeN rezulta ca —y <- x.

(i1). Cum y-xeN si zeN avem (y-x)ze N adicd yz-xze N, deci
XZ<YyzZ.

(iii). Cum —zeN si y-xeN deducem ci si (y-x)(-z)eN iar cum

(y-x)(-z)=xz-yzeN rezulti ci xz > yz.

Observatia 6.10. 1. Daca G este un grup, xeG si neZ atunci
definim
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x" daca n e N

(xilyndaca neZ\N

Se probeazi imediat ci daca xeG si m, neZ atunci

X"x"=x""si (x™)"=x"". De asemenea, dacii x, yeG, xy=yx si neZ,
atunci (xy)"=x"y" .

2. Tinand cont de cele mai inainte, Propozitia 2.7 capaita
urmatoarea forma:

Daca McG este o multime nevida, atunci
(M)={x"..x;"|n €EN,¢,,..¢, € iar x;, ...Xx,€EM }.

Daca M={x}, atunci <x>={x" : neZ} (vezi Corolarul 2.8).

Sa caracterizam acum subgrupurile grupului (Z,+) iar in

acest sens pentru neN, notim nZ={nk : keZ}.

Teorema 6.11. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente
(i) H=<(Z1)
(i) Existd neN astfel incat H=nZ.

Demonstratie. (ii) = (i). Sa ardatam ca daca H=nZ, atunci
H<(Z,+) iar pentru aceasta fie x, yeH, adica x=nk, y=nt cu k, teZ.
Atunci x-y=n(k-t)eH, adica H<(Z+).

()=(ii). Fie H<(Z+). Daci H={0}, atunci H=0Z. Si
presupunem ca exista xeH astfel incat x=0. Daca x>0, atunci
xeN*nH iar daci x<0, atunci —xeN*nH (cici H<(Z+)). In
concluzie A=N*NHcN si A#@. Conform Teoremei 1.21. A are un
cel mai mic element n si sa demonstram ci H=nZ.

Cum neHNN* si H<(Z,+), atunci pentru orice keZ, nkeH,

adici nZcH.
Pentru cealalti incluziune, fie meH. Atunci m>n si

conform teoremei impirtirii cu rest din N (Corolar 1.25.) existi c,
reN astfel incit m=cn+r iar 0<r<n. Deducem ca r=m-cn si cum m,
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neH iar ceN, atunci reH, deci cu necesitate r=0 (altfel din r<n am
contrazice minimalitatea lui n). In concluzie m=cnenZ, adica
HcnZ, deci H=nZ.m

Fiene N, n>2si p,cZxZ definita prin (x,y)ep < n | x-

Deoarece pentru orice x€Z, n|x-x=0 deducem ca p, este
reflexiva iar daca n|x-y, atunci n|y-x, adica (y,x)ep, astfel ca p, este
si simetrica. Daci (x,y), (V,Z)€p,, atunci n|x-y, y-z si atunci n | (x-
y)+H(y-z2)=x-z, deci (x,z)ep,, adica p, este si tranzitivi, deci o
echivalenti pe Z.

Daca xeZ, atunci impirtind pe x la n avem x=cn+r cu ceZ
si re{0,1,...,n-1}

Atunci x-r=cn adici (x, r)ep, si deci [x] o, = [r] ,, astfel ca
Zipa=t[ol,, » [1],, s sl =1, 3

Pentru a respecta traditia notatiilor, vom nota Z/p,=Z, iar
[k] b, =k pentru orice ke{0,1,...,n-1} (daci nu este pericol de

confuzie); astfel 7 , - {6’ ?,...,nA—l} iar I€={k+cn | ceZ} pentru orice
ke{0,1,...,n-1}.

Elementele lui 7, se numesc clasele de resturi modulo n.

Observatia 6.12. Daca notam H=nZ am vazut ca H<(Z,+t) iar

cum (Z,+) este grup comutativ, de fapt H<(Z,+).

Deoarece pentru orice 0< k < n-1, k= {k+cn | ceZ},
tinind cont de cele expuse la §4, de fapt k =k+H, astfel ci Z,= Z/H.

A A /\
Astfel, daca pentru k,t eZ, definim k+¢= k+¢ atunci (Zy +)

A

devine grup (comutativ) in care elementul neutru este 0 iar -k =
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N\
n—k pentru orice 0<k<n-1. Deducem imediat ca 7,=<1>, adica (Zn
,1) este un grup ciclic cu n elemente.
Sa definim acum si inmultirea claselor de resturi modulo n,

pentru lA(,f e/ prin k-t =kt.
A~ A VANEEVAN
Daca k=k'si t =1, atunci n | k-k' si n | t-t', astfel ca

daca scriem kt-k't'=k(t-t')+t'(k-k') deducem ca n | kt-k't' & kt=k't',
adica inmultirea claselor de resturi este corect definita.

Propozitia 6.13. (Z,, -) este monoid comutativ iar

UZo )=tk | (om)=1}.

Demonstratie. Asociativitatea inmultirii pe Z, este imediata

( ea reducindu-se la asociativitatea inmultirii pe Z ) . Elementul

AN AN AN AN

neutru este 1 deoarece k-1=k, pentru orice k €/, . Daca k eU
(Z, ,-) atunci exista t e 7, al. k-t =1 < n|kt-1, de unde cu
necesitate (k, n)=1.

Reciproc, daca (k, n)=1, atunci existd a, feZ a.i. ak+fn=1

A

(vezi [4] ), de unde a -k = ikeUlZ,,)iar k' =a.m
Observatia 6.14. Functia @:N*—N, definita prin ¢(1)=¢(2)=1

iar pentru n>3, @(n)=numarul numerelor naturale m a.i. m<n si (m,
n)=1 poartd numele de indicatorul lui Euler. Astfel, pentru n>2, |

U(Zs,) | = o).

Propozitia 6.15. Fie G un grup ciclic, G=<x>, x#1. Daca
o(x)=w, atunci G=(Z,+) pe cand daca o(x)=n (n>2) atunci G=
(Z,,+).
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Demonstratie. Daca o(x)=c , atunci x"#1 pentru orice keZ*
iar G={x": keZ}.

Definim f: (Z, +)— (G, -), f(k)=x * pentru orice keZ. Daci Kk,
teZ si kst , atunci x*#x' (ciici in caz contrar ar rezulta cix" "' =1
sau X' " =1, duRﬁ cum k>t sau t>k), adica f(k)=f(t), deci f este
functie injectiva. In mod evident f este surjectiva, adica bijectiva.

Deoarece f(k+t)=x""'=x"x"' = f(k)-f(t) pentru orice k, teZ deducem
ca f este si morfism de grupuri adica izomorfism de grupuri si deci

G=(Z ,+).
Daci o(x)=n, atunci G={1, X, x’,..., x"'} si atunci definim

f: (Z, ,)—(G,-) prin f(k )= x* pentru orice 0 <k<n-1.
Daci x* = x' (cu 0<k,t<n-1) atunci presupunind ci k>t

deducem ca n| k-t si astfel k=f , adica f este injectivi. In mod
evident f este si surjectiva, adica f este bijectiva.

VAN
Deoarece f(k+17)=f(k+1)=x""'=x* x'=f(k)£(/) pentru
orice l:t,f €/, deducem ca f este si morfism de grupuri, adica

izomorfism de grupuri.m

§7. Teoremele de izomorfism pentru grupuri

Vom incepe cu o teoremé cunoscuta sub numele de teorema
fundamentald de izomorfism pentru grupuri:

Teorema 7.1. Daca G, G’ sunt grupuri iar fe Hom(G, G’), atunci
G/Ker(f)=Im(f).

Demonstratie. Daca notam H=Ker(f) atunci
H={xeG | f(x)=1} <G iar G/Ker(f)={x Ker f | xe G}={xH | xeG}.

Definim ¢@:G/Ker(f)—Im(f) prin ¢(xH)=f(x) pentru orice
xeG. Dacii x, yeG, atunci din echivalentele xH=yH < x'yeH <
=f(x'y)=1 < f(x)=f(y) deducem ci ¢ este corect definiti si
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injectiva. Surjectivitatea lui ¢ fiind imediata deducem ca ¢ este
bijectie.

Cum ¢ (xH)(YH)) = o(xy)H) = f(xy) = fOf(y) =
¢o(xH)o(yH) pentru orice xH, yHeG/H deducem ca ¢ este si

morfism de grupuri, adica ¢ este izomorfism de grupuri.®

Corolar 7.2. Daca G, G’ sunt grupuri iar fe Hom(G, G') un
morfism surjectiv de grupuri, atunci G/Ker(f)=G'.

Corolar 7.3. Fie G un grup, H, K subgrupuri ale lui G ai.
K =2G. Atunci HK <G, HNK <H iar HK /K =~ H/HNK.

In plus, dacd si H < G, atunci HK< G (unde reamintim ca
HK={hk / heH si keK}).

Demonstratie. Cam K<G, xK=Kx pentru orice xeG si prin

urmare HK= | JKx = | JxK =KH .
xeH xeH

Daca x, yeHK, x=hk; si y=h,k, cum h;, h,eH si k;, k,eK
atunci scriind:
Xy-l=(hlkl)(hzkz)-1=(hlkl)(h2-1k2-1)=[hl(klkz-l)hl-l](hlhz-l) deducem ca
xy'eKH=HK (ciici din H, K<G si K<G deducem pe rand ci h,,
h,'eK, hi(kik;")h,"' €K si hih,"' eH), adicd HK<G.

in mod evident K<HK si si considerim ¢:H>HK/K,
o(x)=xK pentru orice xeH (evident @ este corect definitd deoarece
pentru xeH avem xeHK si xKeHK/K), care este morfism de
grupuri.

Deoarece orice element din HK/K este de forma
(xy)K=x(yK)=xK=0(x) (cu xeH si yeK) deducem ca ¢ este morfism
surjectiv de grupuri.
in plus, Ker ¢={xeH / o(x)=1}={xeH / xK=K}={xeH /
xeK}=HNK.

Conform Corolarului 7.2. deducem cd H/Ker¢ = HK/K <

< H/HNK~HK/K. Daca si H<G, atunci pentru orice xeG avem
x(HK)=(xH)K=(Hx) K=H(xK)=H(Kx)=(HK)x, adicd HK<G.®
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Sa facem acum preparativele pentru a demonstra o alta
teorema de izomorfism importanta din teoria grupurilor cunoscuta
sub numele de feorema de corespondentd pentru grupuri.

Fie deci G un grup, H=G iar py:G—>G/H morfismul
surjectiv canonic (py(x)=xH pentru orice xeG). Daca avem K<G a.i.
HcK (deci H<K), atunci py(K)={xH / xeK}=K/H si conform
Propozitiei 5.4., K/H<G/H, adicd K/HeL(G/H). Sa notam
L(G;H)={KeL(G)HcK} si sa definim o:L(G;H)->L(G/H),
o.(K)=pu(K)=K/H pentru orice Ke L(G;H).

Suntem acum in méisurd sd enuntim si si demonstrim
teorema de corespondentd pentru grupuri:

Teorema 7.4. Fie G un grup, H2G iar K, K;, K,eL(G;H).
Atunci:
(1) a:L(G;H)>L(G/H), s K)=pu(K)=K/H este izomorfism laticeal

(i) K<2G < a(K)=K/H<G/H si 1n acest caz G/K =(G/H)/(K/H).

Demonstratie. (i). Sa ariatam la inceput cd o este bijectie
izotoni. Daci SeL(G/H), atunci py"'(S)<G si cumleS, H=Ker py =
=pu'({1)cpr' (S), adici py'(S)eL(G;H). Obtinem astfel functia
B:L(G/H)—L(G;H), B(S)=pu '(S) pentru orice S€L(G;H).

Vom demonstra ci oof=1ycm si fooa=1c;u), de unde va
rezulta ca o este bijectiva.

Fie deci SeL(G/H). Atunci (0oB)(S)=a(B(S))=pu(pu'(S)) si
si demonstrim ci py(py'(S))=S (de unde va rezulta ci aof=1ycm)-

Incluziunea py(py”' (S))cS este evidents.

Fie acum seS; cum py este functie surjectivd deducem ca
existi xeG a.d. s=py(x), de unde rezulti ci xepy'(S) si
s=pu(x) €pu(pn”'(S)), adicd Scpu(pn’'(S)), de unde egalitatea py(py
'(8)=S.

De asemenea, pentru KeL(G;H), (Boo)(K)=B(au(K))=px" (pu(K))
si si demonstrim ci py'(pu(K))=K (de unde va rezulta egalitatea
Boo=1G;n). Incluziunea Kcpy ' (pu(K)) este evidenti. Pentru
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cealalta incluziune fie xeK. Atunci py(x)epu(K) si giasim yeK a.i.
Pu(x)=pu(y)-

Deducem ci x'yeKer py=HcK si deci xeKy=K (deoarece
yeK), de unde si incluziunea py”'(pu(K))cK, adici avem egalitatea
pu ' (pu(K))=K. Daci K< K, atunci in mod evident o(K,)<a(K,).
Reciproc, daci o(K;)<a(K,), atunci K,=B(a(K;))=py (a(K))<
<pu'(a(K3))=B(a(K;))=K,. Cum probarea faptului ci o este chiar
morfism laticeal este imediata, rezulta ca o este de fapt izomorfism
de latici.

(ii). Sa presupunem ca daca Kel(G;H), atunci K<G si sa
consideram ¢:G/H—>G/K, p(xH)=xK, pentru orice xeG. Daci avem
x,y€G a.i. xH=yH, atunci x'yeH si cum HcK deducem cii x'yeK,
adica xK=yK si deci ¢ este corect definitd ; in mod evident @ este
morfism surjectiv de grupuri.

Avem xeH=Ker¢ < ¢(xH)=1 & xK=K < xeK, deci Ker
¢0=K/H, de unde concluzia cd K/H<G/H.

Conform Corolarului 7.2. de la teorema fundamentala de
izomorfism pentru grupuri avem (G/H)/Ker ¢ =~ G/K <
(G/H)/(K/H) = G/K.

Reciproc, dacd K/H<G/H, atunci putem  considera
G—" > G/H—""— (G/H)/(K/H) iar cum K=Ker(pxuopn)
deducem ca K<G.m

Ca un corolar al teoremei de corespondenti pentru grupuri
putem sa caracterizim subgrupurile grupului (Z,,+) pentru n>2.
Dupa cum am vazut mai inainte Z,=Z/n/. Conform teoremei de
corespondenta pentru grupuri orice subgrup al lui Z, va fi de forma
K/nZ unde K<(Z,+) ai. nZcK siin plus 7,/(K/nZ) =~ 7/K.

Conform Teoremei 6.11., K=dZ cu d divizor natural al lui n.

Prin urmare, orice subgrup H al lui Z, este de forma
H=(dZ)/(nZ) unde d >0 si d|n iar Z,/H=Z/d7=Z 4. Pentru un astfel de
grup H avem |Z,:H|=|Z4=d iar conform teoremei lui Lagrange
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|H|=|Z,|/|Z:H|=n/d. in plus K este grup ciclic, anume K=<d >, unde
d =d+nZe7,.

Pentru exemplificare sa consideram n=12. Divizorii lui 12

sunt 1, 2, 3, 4, 6, 12, deci subgrupurile lui Z,, sunt:
1222 =7,y = {0, 1,.., 11}
27127={ 0,3, 4 6 810}
37122 =10, 3, 6, 9}
47127 =40, 4, 8}
6 2127 = {0, 6} si

1272/12Z = {0}.

§8. Produse directe finite de grupuri.
Teorema chinezeasca a resturilor.
Numarul tipurilor de grupuri abeliene finite

Fie G;, Gy, ..., G, (n>2) grupuri (multiplicative) iar
G:Gl X ... X Gn: {(Xl, ,Xn) | X GGi, 1 SISH}
Definind pentru x = (X, ... , Xp) , ¥y = (V15 --- » Yn) €G,

Xy = (X1¥1, ... » Xu¥n), a2 cum am aratat in §1, G devine monoid in care
1=(1,...,1).

-1 -1)_ -1 -1\ _ _
Deoarece (xl,...,xn)(x1 yees Xy )—(xlx1 ooy X X ) =(1,....1)=
(! d oy (- -1 <
=1=(x, x, ,...,ann)—(x1 yeees X Xxl,...,xn) deducem ca
-1 -1 -1 N .
(X1 yees X )= x , de unde concluzia ca G devine grup.

Ca si In cazul monoizilor, pentru fiecare 1 <i<n, p; : G — G,
pi(X)=x; pentru orice x=(xy,...,X,)€G este morfism surjectiv de grupuri
iar dubletul (G,(p;)i<i<n) verificad urmatoarea proprietate de universalitate:
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Pentru oricare grup G’ si orice familie de morfisme de grupuri,
(P)i<ien cu pi: G—G7 pentru 1< i < n, exista un unic morfism de
grupuriu : G'—>G a.i. pou=p’; pentru orice I<i<n.

Grupul G (impreund cu morfismele, (p;)i<i<n) poartd numele de
produsul direct al grupurilor Gy, ... , G, .

Propozitia 8.1 Daca Gy,...,G, sunt grupuri, atunci

Z(Gy X .. X Gp)=Z(G) X ... X Z(G,) astfel ca G; X ... X G, este
grup comutativ daca si numai daca fiecare dintre grupurile G; ...
G, este comutativ .

Demonstratie. Daca x,y €eG=G; X ... X Gy, X =(Xy, ..., Xy) »
y = (Y1, ..., Yn) atUNCi Xy = yX < (X1y1, -+vs Xn¥n) = (V1X15 o0y YoXn) <&
SXYI=V1X15 -+ » Xn¥n = YuXn, de unde egalitatea

Z(G)=Z(G)) X ... XZ(G,). m

Propozitia 8.2. Fie G,, G, doua grupuri.
Atunci G]X{l}, {I}XGZ d G]XGz.

Demonstratie. Fie x=(X,x,)€eGXG; si y=(x,1)eG; X {1}.
Atunci  x7'yx= (L xD)D G, X, ) = (e, x5 X, ) = () €
€G; X {1}, de unde concluzia ca G;X{1}<2G;XG,.

Analog se probeaza ca {1} X G, < G; X G,. 1

Teorema 8.3. Fie G un grup, H, K < G ai. HNK = {1} si
HK=G. Atunci G H X K.

Demonstratie. Reamintim cd HK={hk | heH, keK}. S& probam
acum ca pentru orice xe@G, elementele heH si keK pentru care x=hk
sunt unice. Intr-adevar, dacd mai avem h'k’ ai. h'eH, k'eK si X = hk
=h'K’, atunci h"'h=k'’k"' eHNK = {1}, de unde h"'h =k'k" = 1< h=h’,
k=k’.
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Fie acum heH, keK si x = h'k'hk. Cum K<G deducem ci
h''k'heK, astfel ca x =h'k'hk = (h'k'h)keK si cum analog se arati ci
xeH, deducem ca xeHNK={1}, adica x=1 si astfel hk=kh.

Fie acum xeG. Atunci existda heH, keK, unice a.i. x=hk si
definim f:G—HXK, f(x)=(h,k). Daca mai avem x'=h'k’ cu h’eH, k'eK
atunci xx'=(hk)(h’k’) = h(kh')k' = h(h'’k)k’ = (hh')(kk’), de unde
concluzia ca f(xx')=(hh',kk")=(h,k)(h'k")=f(x)f(x’), adica f este morfism
de grupuri. Cum 1n mod evident f este functie bijectiva, deducem ca f

este izomorfism de grupuri, adica GRHXK.®

Teorema 8.4. Fie Gl,Gz grupuri, G=G, XGz, HlﬁlGl, H,<G,.
. . G G G
Atunci H,xXH, < G iar %Hl < H,)~ %_11 x %_[2 .

Demonstratie. Fie py :G —>G%I si py, G, —>G%]
1 2

morfismele surjective canonice de grupuri si f:G — (G%{ jx (G%J j,
1 2
f (x):(pH] (X), P, (x)) pentru orice xeG. Se aratd imediat ca f este

morfism surjectiv de grupuri, Ker f = H,; X H,, de unde tinand cont de
teorema fundamentald de izomorfism pentru grupuri deducem ca

H]XHzﬂGiar

%e”(f)ZIm(f)@G/(HlXHz)zﬁ'le%z N

Corolar 8.5. Daci G=G; X Gy, atunci G- 4y=~G,.

Teorema 8.6. Fie m, neN, m, n>2 si (m,n)=1.
Atunci 7, X Z,= Z mn (ca grupuri aditive).
VAN

Demonstratie. Fie 2 ={ 0,1,.., m—1}%,

Zn={6, l,.., n—=1} dar Zy,= {E,T,...,mn—l} si w2y X Z,,
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f():c) = ()2,)?) pentru orice xe{0,1, ... , mn-1}. Cum (m,n)=1 avem
echivalentele X=y < mn|x—y < m|x—ysin|x—y<i=ysix=y
de unde concluzia ca f este bine definita si injectiva.

Cum |Z,, X Z,7|Zn|=mn, deducem ca f este o bijectie.
Deoarece probarea faptului cé f este si morfism de grupuri aditive este

imediata, deducem ca f este izomorfism de grupuri. B

Corolar 8.7. Daca m;,m,,...,m,>2 sunt numere naturale a.l.
pentru i#j, (mjm)=1, atunci Z, x..xZ, ~Z » (ca grupuri

m mm,...

aditive).

Observatia 8.8. Teorema 8.6. mai este cunoscuti in
literatura matematica si sub numele de feorema chinezeasca a
resturilor.

Lema 8.9. Dacia M si N sunt doi monoizi a.i. M = N, atunci
UM) = U(N) (ca izomorfism de grupuri).

Demonstratie. Cum M=N exista f:M—N izomorfism de
monoizi. Dacd xe U(M), atunci existd yeM a.l. xy=yx=1. Deducem ca
imediat ca fX)f(y)=f(y)f(x)=1, adica f(x)eU(N), astfel ca
£ :UM)—UN), f =f o este corect definitd. Daca x,yeU(M), atunci
xyeUM) si cum f (xy) = f(xy) = f{x)f(y) = f (X) f (y), deducem ci f
este morfism de grupuri. Datoritd bijectivitatii lui f deducem imediat si
bijectivitatea lui /, de unde izomorfismul de grupuri UM)=U(N).m

Lema 8.10. Daci m.neN, m,n>2 si (m,n)=1 atunci

(Zwny *) X(Zn, *) (Zwmn, *) (izomorfism de monoizi).

Demonstratie. Ca si in demonstratia Teoremei 8.6. fie

VAN .
Zm={0, 1,..., m—l},an{a,T,...,m}, Zng,l,...,mn—l}
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si f:Zyn— Znx 2y, f(x )=(%,%) pentru orice xe {0,1, ..., mn-1}. Daci
mai avem ye {0,1, ..., mn-1}, atunci X=y<> mn | X-y < m | X-ysi n
x-y (cdci (m,n)=1)< X=¥ si X=Yy, de unde deducem ca
f: ol X 2y, (%)= (x,i) este corect definita si injectiva. in mod

evident, din X y =Xy deducem ca

fXY) =fxy) = (xy,Xy) = X,%) - (§,3) = {OfF)
iar f(T) = (i,T) =1 (in Z,, x Z,), adica f este morfism de monoizi. Cum
|2 % Z,| = |Zm| = mn deducem ca f este surjectie, adica bijectie, deci

1zomorfism de monoizi. W

Corolar 8.11. Dacd m, neN, m, n>2 si (m, n)=1, atunci
¢(mn)=@(m)e(n).

Demonstratie. Conform Lemei 8.10. avem izomorfismul de
monoizi (£ ,") X (Zny) = (Z 1y’ -

Conform Lemei 8.9 avem izomorfism de grupuri
U[(Zny) X (Z4y)] = U(Zypy). Ins8 U[(Zyny) X (Zy)] =
=U(Zn,") X U(Zy,,"), de unde U(Z ) X U(Zyy+) = U(Z s+

Totul rezulta acum din Observatia 6.15. deoarece
U(Zn) % U(Zn)| = [U(Zn)| - (U(Zn,)| = @(m)(n) iar [U(Zm,)] =
=@(mn). W

Corolar 8.12. Daca my, ... , m, > 2 (n > 2) iar pentru izj,
(m;, m;)=1, atunci (m;m; ... m,)=@(m;)@(m,) ... e(my,).

« . k
Corolar 8.13. Daci neN, n>2 ijar n=pl.p este
descompunerea lui n in factori primi distincti, atunci

o(n)= n(l - p%j (1 - pLJ .
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. .. . k;
Demonstratie. Deoarece pentru i#j, (pl.k‘, p j’)zl, deducem

(tinand cont de Corolarul 8.11.) ca:

oln)= 40(91(1 P )= (ﬂ(pi‘l ) (p(pf‘ )=
~pb-ol )

=p;" . py (1—i)..(1—i}:n(l—l]...(l—i].n
P P: P Py

Daci neN’, prin partifie a lui n intelegem un sistem ordonat de
numere naturale (m;, my, ..., my) a.l. m;>m,> ... > m iar m; + m, +
+... + my=n; vom nota prin k, numarul partitiilor lui n.

lata, pentru n<6 toate partitiile distincte ale lui n:
n=1:(1), deci k=1
n=2:(2), (1,1), deci k, =2
n=3:(3), (2,1), (1,1,1), deci k; =3
n=4:(4), (3,1), (2,2), (2,1,1), (1,1,1,1) , deci k4 =5
n=5:(5), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1), (1,1,1,1,1) , deci ks =7
n=6 : (6), (5,1), (4,2), (4,1,1), (3,3), (3,2,1), (3,1,1,1), (2,2,2), (2,2,1,1),
(2,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1) , deci ks =11.

k, o kel)_
--(Ptt Py )=

Observatia 8.14. Din teorema de structura a grupurilor
abeliene finit generate (vezi [22, p.99]) deducem ca daca p este un

numir prim iar neN" atunci existi k, tipuri de grupuri abeliene
finite de ordin p".
Mai general, daci n=p)"..p;' este descompunerea lui n in

produse distincte de numere prime, atunci tinind cont si de
Corolarul 10.7 deducem ca numaérul tipurilor de grupuri abeliene
de ordin n este egal cu k, ...k

.
ng

Astfel, exista k, = 5 tipuri de grupuri abeliene de ordin p* (cu p
prim):
Z P corespunzator partitiei (4)

Z % Z, - corespunzator partitiei (3,1)
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Z KR Z P corespunzator partitiei (2,2)

L, X I, X 1,X 1, corespunzator partitiei (1,1,1,1)
iar dacd p si q sunt numere prime distincte, atunci exista ks -ks=9 tipuri
de grupuri abeliene de ordin p’q’:
Zp; qu; , sz prqu3 , szszszqu , Zp3 quZ X4,

sz prquz X2y szszszzqz X2y Zp3 XL XL X L,

sz XL KL KL XL gy LyX LyX UK LK LG K L .

Observatia 8.15. 1. Cum 4=27, conform Observatiei 8.14.
existd existd doud tipuri de grupuri cu 4 elemente: 7, , Z, xZ, ..

2. Considerand K = {1, a, b, ¢} cu elementele multiplicandu-se
dupéregulaa2 =b? =¢? = l,ab=ba=c,bc=cb=asica=ac=Db,
obtinem un grup izomorf cu Z, xZ , numit grupul lui Klein.

§9. Teorema lui Cauchy pentru grupuri finite.
Grupul diedral D,, de grad n.
Structura grupurilor finite cu 2p elemente

(p prim, p>3)

In cadrul acestui paragraf, prin p vom desemna un numar prim (p>2).

Teorema 9.1. (Cauchy) Daca G este un grup finit ai. p | |G|,

atunci exista xeG a.i. o(x)=p (echivalent cu exista H<G a.i. | H | =p).

Demonstratie. Cazul 1: G comutativ. Vom face inductie matematica
dupa cardinalul grupurilor finite G cu proprietatea ca p | |G|. Daca |G| =p ,
atunci G este ciclic si orice element xeG, x#1, are ordinul p. S& presupunem
afirmatia adevarata pentru orice grup comutativ G' cu proprietatea ca |G'|<|G] si

p | |G'| si s-0 demonstrdam pentru grupul comutativ G ( in ipoteza p | |G| ).
Pentru aceasta alegem xeG, x#1. Daca p | o(x), atunci o(x)=tp cu te N iar din

x°®=] deducem ci x* =1 < (x')’=1 adicd o(x')=1. Daci p { o(x), atunci
alegem H=<x>={1, x, ..., x"®"} care este subgrup normal al lui G (G fiind
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presupus comutativ). Daca vom considera G'=G/H atunci |G'|=|G|:0(x)<|G]| si
cum p | |G| iar (p,0(x))=1 deducem ca p | |G'|. Aplicand ipoteza de inductie lui
G’ deducem ca existd un element yHe G’ a.i. o(yH)=p. Din (yH)’=H deducem
c¢i yPH=H, adicd y’eH, deci y*=x' cu 1<t<o(x)-1. Deducem imediat ci y°*P=1
si astfel elementul z=y°®eG va avea ordinul p.

Cazul 2: G necomutativ. Vom reduce acest caz tot la Cazul 1 iar
in acest sens vom utiliza ecuatia claselor pentru grupul G expusa in §3
al acestui capitol:
IG] = |Z(G)| + >.|G:Cq4(x)| (sumarea facandu-se dupa elementele

x¢Z(G)

xeG \Z(G) pentru care clasa de conjugare [x]. este netriviald).

Daca exista un element x ¢ Z(G) a.i. p | |Cg(x)| atunci ca si in
cazul 1 facem inductie dupad |G| (aplicdnd ipoteza de inductie lui
G'=Cq(x)).

aca 6(X entru orice X¢& , atuncit cum
Dacd p t [Co(®)| p i Z(G) '
G
|G:CG(x)|= | | deducem ca p | |G : Cg(x) | si cum p | |G|, din
|CG (x)|

ecuatia claselor deducem ca p | |Z(G)| . Cum Z(G) este comutativ ,
conform Cazului 1 exista un element in Z(G) (deci in G) a.i. ordinul lui

este p si astfel teorema este complet demonstrata.®

Definitia 9.2. Vom spune despre un grup G ca este p — grup
daca ordinul oricarui element al sau este o putere naturala a lui p.

Corolar 9.3. Daca G este un grup finit , atunci G este p —
grup daca si numai daci | G | este o putere naturala a lui p.

Demonstratie ,,=". Daca prin absurd existd un numar prim q
al.g#psiq|| G|, atunci conform teoremei lui Cauchy, exista xeG
a.1. o(x)=q contrazicand faptul cd G este p — grup.

,, <= . Totul rezultd din teorema lui Lagrange (vezi §3).1
Corolar 9.4. Daca G este un p — grup finit atunci Z(G)

#{1}.

Demonstratie. Scriem din nou ecuatia claselor pentru grupul G:
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|G |=]ZG) |+ Z\ G:C;(x)| (unde reamintim cd suma se face
x2Z(G)

dupa acele elemente x ¢ Z(G) pentru care clasa de conjugare [x]. este

netriviald). Conform Corolarului 9.3, |G|=p" cu n>1 iar pentru x ¢ Z(G)

pentru care [Xx]. este netriviala avem | G : Cg(x) | = p™ cu m>1 astfel ca

din ecuatia claselor deducem ca p | Z(G)|, adica | Z(G) [>p si astfel Z(G)

este netrivial. ®

Lema 9.5. Daca G este un grup a.i. G/Z(G) este ciclic, atunci
G este comutativ.

Demonstratie. Fie H=7(G) iar G/Z(G) = <xH> cu xeG. Daca

y,zeG atunci yH=x"H iar zZH=x"H cu m,n €N, de unde y=x"h;, z=x"h,
cu hl,hzeH:Z(G). Atunci yZ:Xm+nh1h2 iar Zy:Xn+mh2h1 Sl cum h1h2:h2h1

si m+tn=n+m deducem ca yz=zy, adica G este comutativ.H

Corolar 9.6. Dacd G este un grup cu p° elemente, atunci G este
comutativ.

Demonstratie. Cum Z(G)<G ., | Z(G) e {1, p, p°}. Conform
Corolarului 9.4, |Z(G)| #1 iar daci |Z(G)| = p>, atunci G = ZA(G), adica G
este comutativ. Rdmane s analizim doar cazul |Z(G)|=p. In acest caz,

G 2
cum |G/ Z(G)|= L . p _iar p este prim, deducem ca G/Z(G)
Z@)| »p

este ciclic si conform Lemei 9.5. ajungem si in acest caz la concluzia ca

G este comutativ.ll

Definitia 9.7. Daca n>1 este un numar natural, prin grupul
diedral de grad n intelegem un grup D, cu 2n elemente generat de
douii elemente s si r ce satisfac conditiile: s>=1, r"=1 si srs=r" . in
concluzie, |D,|=2n iar D,={1, r, r’, ...,r"", s, sr, sr’, ... ,sr""}.

Teorema 9.8. Presupunem cad p este un numar prim >3.
Daca G este un grup cu 2p elemente , atunci G este ciclic ( izomorf

cu (Zzp,1)) sau diedral (izomorf cu D).
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Demonstratie. Cum | G | = 2p iar 2 si p sunt numere prime (p>3)
atunci (conform Teoremei 9.1.) existd s, reG ai s*=1si "= 1.

Considerand H =<r>avem | H|=p si cum |G:H|:2—p:2
P

deducem (conform Observatiei 4.6.) ca H2G, astfel ca srs”' eH, deci
srs =1' cu 0 <i<p-1. Deducem imediat ca

.2 . . . .
r =" =(srs) =sris=s(srs)s=s’rs’ =r
deci p | i1 =(i - 1)(i +1) . Dacid p | i-1, atunci srs =1 < sr=r1s si
atunci G va fi comutativ .
Din teorema de structurd o grupurilor abeliene finit generate si

teorema chinezeascd a resturilor deducem ca G = Z,x Z, = Z»,.
o . . 1. . . .
Daca p | i+1, atunci srs=t~ si obtinem astfel descrierea grupului

diedral D,.m

In continuare vom prezenta un rezultat ce aratd in esentd ca
pentru p — grupuri finite functioneaza reciproca teoremei lui Lagrange.

Mai precis vom demonstra:

m

Teorema 9.9. Fie G un p-grup, | G | = p” cu meN. Atunci
pentru orice 0 < i < m existd un subgrup normal G; in G ai.
|Gi|=p'sil=Gy<G;<...<G,=G.

Demonstratie. Facem inductie matematicad dupd m (afirmatia
fiind evidenta pentru m=0,1).

Sa presupumen m>1 si cd afirmatia din enunt este adevarata
pentru orice grup G’ de ordin p™' si fie G un grup ai | G | = p™ .
Conform Corolarului 9.4, Z(G)#1 si fie zeZ(G), z#1. Cumo(z) | |G |=
=p", fie o(z)=p" cu n>l iar G;=<z" > Cum 2" =l si
(zp"fl )P =z =1 deducem ci o(sz )=p si astfel | G; |=p. Cum z€Z(G)
deducem cd G,;<Z(G) si atunci in mod evident G, < G. Alegind
G'=G/G, , cum |G'| = p™/p = p™' putem aplica ipoteza de inductie lui G’,
deci exista grupurile_G'O,G'l,...G’m,l normale in G', al G'\<G'<...
.<G',..=G’ 5i |G’} = p' pentru orice 0<i<m-1.
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Conform teoremei de corespondenta pentru grupuri (vezi
Teorema 7.4.) avem G'; = G1/G; cu G 2G ai GG In plus,
G,<9G,< ... < G,=G si pentru orice 0<i<m-1, |G, |=|G'i||G,|=p"p=p"".
Alegand Gy=1, subgrupurile Gy, Gy, ..., G, satisfac conditiile din enutul

teoremei. ®

§10. Grupuri de permutari. Teorema lui Cayley.
Grupurile S, si A,,.

Fie M o multime nevida iar X(M)={feHom(M) | f este
bijectiva}. Dupa cum am vazut in §1 al acestui capitol (Hom(M),o) este
monoid iar X(M) apare acum ca grupul unitatilor monoidului Hom(M).

Convenim sa numim grupul (M) ca fiind grupul permutarilor
asupra elementelor multimii M.

Daca M este o multime cu n elemente (exemplul clasic fiind
M={1,2,...,n} cu n>1), atunci grupul X(M) se noteaza prin S, si se va
numi grupul permutarilor asupra unei mulfimi cu n elemente sau grup
simetric de grad n. (vom vedea mai departe ca pentru grupul S, natura
elementelor multimii M joacd un rol secundar, numarul elementelor lui
M fiind lucrul important).

Astfel, un element ¢ al lui S, se va prezenta de multe ori sub
forma unui tabel [ L o ] .

e (l) .. © (n )

Vom nota prin e, sau simplu prin e (daca nu este pericol de
confuzie) permutarea identica din S,.

Tinand cont de Propozitia 3.11. de la Capitolul 1, deducem ca
| Sp|=nl!.

Teorema 10.1.(Cayley) Orice grup G este izomorf cu un
subgrup al grupului de permutiri > (G).

Demonstratie. Pentru xeG se probeaza imediat ca 0,:G—2(G),
0.(y)=xy pentru orice yeG este un element din >(G). Sa aratam acum
ca :G—2(G) , ¢(x)=0, pentru orice xeG este un morfism injectiv de
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grupuri. Dacd x, yeG si ¢(x)=0(y), atunci 0,=0, deci in particular
0x(1)=0y(1) < x-1=y-1 <x=y, de unde deducem ca ¢ este ca functie o
injectie.

De asemenea, @(x) ° ¢@(y) = 65 ° 0, iar dacd zeG avem
(0« ° 0y)(2) = 6« (0y(2)) = x(yz) = (Xy)z = 04(2), adicd 04 ° 6, = 0, =
=(xy), deci 0(x) ° ¢(y) = 0(xy), adicd peHom (G, 2(G)). Deducem
caG=p(G) < 2(G).m

Suntem acum Tn masura sd ardtdm ca putem renunta la conditia
de comutativitate a lui G" din Propozitia 5.8. (mai precis la
demonstrarea implicatiei (iii)=(i)). Sa presupunem deci cd G , G" sunt
grupuri, f:G—G’ este morfism de grupuri cu proprietatea ca pentru
orice grup G”’ si oricare morfisme o, f: G'=G"" , dacd aof=pof atunci
a=P si sa aratam ca f este surjectie. Fie H=f(G)<G’ si sa presupunem
prin absurd cd H#G’. Daca [G":H]=2, atunci HLG" , (conform
Observatiei 4.6.) si alegind G""=G'/H , a =py : G'—G"” morfismul
surjectiv canonic iar f : G'= G’ morfismul nul, atunci a.of=of si totusi
a#-absurd!.

Sa presupunem acum ca [G":H]>2 si fie T= (G'/H)y multimea
claselor la dreapta ale lui G’ relative la H iar G”'=Y(G')-grupul
permutarilor lui G”.

Vom construi si 1n acest caz doud morfisme de grupuri
a, B: G'—=G", a.i. a#p si totusi aof=Pof, contrazicand faptul ca f este
surjectie.

Alegem o : G'— G”=Y(G') ca fiind morfismul lui Cayley
(vezi Teorema 10.1.), (adicd a(x)=0, , cu 0 : G'=G’, 0 (y)=xy,

oricare ar fi x, yeG’).

Pentru a construi pe B, fie # : G'—T surjectia canonica, (adica
n(x)=Hx% x, oricare ar fi Xx€G" )iar s : T—=G" o sectiune a lui « (deci
mos=1t , adica s()%)efc, oricare ar fi x €T, existenta lui s ne este
asigurata de Propozitia 3.8., (vii) de la Capitolul 1).
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Cum |T|=|G" : H| =3, existd o permutare ¢ : T—T a.i. O'(é): é
si 0% 11. Dacd xEG, cum s(%)e % = xs() ™" €H.

Definim t© : G'—H prin ©(x)=xs(X)"', oricare ar fi xEG".
Atunci A : G'—G’, Mx)=1(x)'s(c(%))=xs(x) "' s(c(%)) oricare ar fi
xEG’ este o permutare a lui G” (adica AeG"’).

Intr-adevir, dacd x, yEG’ si A(x)=A(y), atunci

(1) xs(2)"s(o(2)) = ys(3) " s(a(9)).
VANEEVAN

Cum xs(x)", ys(p)" €H= s(o(2))=5(c(7)) = (mos)(o(5))=
=(nos)(o())= o(x)=0(p)=> x =7 iardin (1) deducem ca x=y.

Fie acum yeG'’ ; existd 2 €T al y =o(2). Cum s(y)e  =Hy,
atunci existi h€H ai. s(p)=hy. Dacd notim x, =s(¢) si x=h"x,

atunci (cum X=X, caci xx;' =h€H) avem
M= xs(3) ' s(o (%) = (@) slo(d )= A 7s(@) s(o(2) =

A

=h"'x5(%,) " s(p)=~'xs(%,) Ay . Cum x, =s(2)e 2, % =2 si deci
s(%,)=s(2)=x,, astfel ca Mx)=h'x,x;'hy=y, adicd A este si
surjectie, deci AEG"".

Si definim acum B : G'—G” =Y (G") prin B(x)=A"oa(x)ol
pentru orice X€G'. In mod evident B este morfism de grupuri. Avem
a#p cdci dacd a=p, atunci oa(x)oA=Aoa(x), oricare ar fi x€G' <
(au(x)oA)(y)=Aoa(x))(y), oricare ar fi yEG' < xA(y)=M(xy) oricare ar fi

A

-1
yeG' < xys()?)ls(a()?))zxys(xyj s(a(xyD , oricare ar fi yeG' <

o () slo(7) = (xy) La(xyD oricare ar fi y€ G,

Alegénd acum x=y"' obtinem ca
s(9) s(a(7)=s(e) " s(o(e))=s(e) 's(é)=e. de unde s(p)=s(c(3)).
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Cum s este injectivdi deducem ca j/za(j/) si cum y este oarecare

deducem ca =17 - absurd!. Deci a#p.

Sa aratdim acum cad oof=fof si contradictia va fi evidenta
urmind a concluziona ca f este surjectie.

Intr-adeviar, aof=Bofe (aof)x=(Bof)x, oricare ar fi xEG <
< a(f(x))=P(f(x)), oricare ar fi xEG <0, =1"ca(f(x)) 2,

oricare ar fix€G= A0 0 () =0, o Aoricare ar fixeG=
< (/‘Loef(x)Xy):(Hf(x) cule), oricare ar fi x € G siye G <
< A(f(x)y) = f(x) My), oricare ar fi x€ G siye G <

N\

e o(f(x)y)sa( f(x)y )= f(x)ys(?) " s(c(P)), oricare ar fi XEG si

/\ /\
yEG" & fX)ys(f(x)y) s(o( f(x)y )= f(x)ys(?) " s(c(p)), oricare

N\ N\
ar fi x€G 5i yeG' < s(f(x)y)" s(a( f(x)y )= S(j/)_ls(a(j/)), oricare

ar fi Xx€G si yEG' ceea ce este evident deoarece pentru x€G,

A\

f(x)Ef(G)=H si deci f(x)y =7y, oricare ar fi yeG'.

In continuare ne vom ocupa de studiul grupului S, cu n>2.
Evident, grupul S, avand 2 elemente este comutativ pe cand incepand cu
n>3, S, nu mai este comutativ.

Definitia 10.2. Numim ciclu de lungime k (2<k<n) o
permutare ¢S, pentru care exista elementele distincte iy,i,,...,ix din
{1,2,...,n} al. o(i))=i,, o(i)= i3, ..., 6(ix)=i; iar o(i)=i pentru orice
ie{l,2,...,n} \ {ip,is, ..., ix}. Convenim sa notdm un astfel de ciclu o prin
6=(ij 1 ... 1y) sau o = (i, ..., 1) (daca exista pericol de confuzie).
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Ciclii de lungime 2 se mai numesc §i transpozitii.
De exemplu, in S;s

12345). 12345
(135)= iar (2 4)= .
32541 14325

Daca o = (i; i ... iy) este un ciclu de lungime k, convenim sa
numim multimea {iy,i,, ..., iy} ca fiind orbita luic .

Daca t=(j;1 j» ... J) este un alt ciclu de lungime t din S, , vom
spune ca ¢ §i T sunt ciclii disjuncti daca {i, 1, ..., i} N{j1, Jo, ---» Jo}=9.

Propozitia 10.3. Daca o, T sunt ciclii disjuncti din S,, atunci
GT=TG.

Demonstratie. Daca i€ {1,2,...,n}\({i, iz, ..., it} U {j1.Jo,
..+ Jt}), atunci (o1)(i) = =(t0)(i) =i. Sa presupunem ca i€ {i, 1, ..., ik},
sd zicem de exemplu ca i=i;. Atunci (o1)(i)=0(t(i))=0(i)=c(i;)=li,, iar
(to)(i)=t(o(i))=1(i)=i, de unde concluzia ca (ot)(i)=(10)(i). Analog se
aratd ca (ot)(i)=(10)(i) dacd i€ {ji, jo, ..., ji}, de unde deducem egalitatea
0T = 10.

in esentd am folosit faptul ca daca i¢ {i, i, ..., ik} atunci t(i)=i

iar daca j¢& {ji, jo, ---» i}, atunci o(j)=j.H

Observatia 10.4. Deoarece pentru orice 2<k<n avem
(i] iz .oe ik) = (iz i3 .oe ik i]) = eee & (ik i] .oe ik—l) deducem cain Sn exista

% - A* ciclii distincti de lungime k.

Propozitia 10.5. Ordinul oricarui ciclu de lungime k (2<k<n)
este k . Daca o,t sunt 2 ciclii disjuncti de lungimi k si respectiv t
(2<k, t<n), atunci o(ct)=[Kk,t]. in particular, daci (k,t)=1, atunci
o(ot)=0(c)-0(T).

Demonstratie. Trebuie in prima parte si demonstram ci ¢*(i)=i
pentru orice ie{1,2, ... ,n}, unde o=(i}, 1, ... , ix) este un ciclu de
lungime k.
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Daca ie {1,2,...,n}\ {i;, 1 , ..., ik}, atunci Tn mod evident
6"(i)=i. Dacaie{i;, 1, , ..., ix}, de exemplu i = i, atunci 6°(i) = o(c(i))
= o(o(i))) = o(i») = i3, deci 6*'(i) = iy #i iar 6*(1)=i si analog pentru orice
ief{ij, 1, , ..., I}, i#1; , de unde concluzia ca o*=e iar k este cel mai
mic numar natural cu aceasta proprietate, adica o(c)=k.

Fieo=(i; 1 ... i) , ©™=(1 j2 --- jo) ciclii disjuncti de lungime k si
respectiv t (2<k, t<n), ¢ = o1 = 10, s=[kt] iar r=o(€). Va trebui sa
demonstram ca r=s.

Deoarece k.t | s deducem ca €*=e, adica rs. Cum &= e deducem
cd o't=e adicd o'=t" . Daca am avea ¢'#e, atunci exista ie {i; i, ... ,ix}
a.l. 6'(i)#. Cum o = 1" deducem ca si T'(i)#, adicd i€ {ji, j2, ..., ji} —
absurd ! . In concluzie 6=t '=e, de unde deducem K|r si tjr. Cum s=[k,t]

deducem ca s|r, adica s=r.H

Corolar 10.6. Daca oy, ... o sunt ciclii disjuncti doi céte doi
din S, de lungimi t,, ... ,t; atunci o(o; ... 6 )=[ty, ...,t].

Teorema 10.7. Orice permutare ceS,, oe se descompune in
mod unic in produs de ciclii disjuncti (exceptiand ordinea in care
acestia sunt scrisi) .

Demonstratie.  Fie t=|{ i€{1,2,....,n} | o(i)#1 }| ; cum o#e
deducem ca existd i€ {1,2.,...,n} a.i. o(i)# si astfel si o(o(i))#o(i), de
unde concluzia cd t>2. Vom face acum inductie matematicd dupa t.
Daca t=2 totul este clar cici 1n acest caz ¢ se reduce la o transpozitie.

Sa presupunem acum teorema adevaratd pentru toate
permutarile ce schimba efectiv mai putin de t indici si s aratdm ca daca
o este o permutare ce schimba efectiv t indici atunci ¢ se descompune in
produs de ciclii disjuncti. Alegem iy {1,2,...,n} pentru care o(ip)#iy §i
fie g=o(c). Alegand i,=0(iy), 1,=0(i;), ... ,i+1=0(ix), ... se vede ca
i,=6"(io) pentru orice k>1. Cum c%= e deducem ca c%(io)=i, deci i;=io.
Putem alege atunci cel mai mic numar natural m cu proprietatea ca
1,=19. Atunci numerele iy,ii,...,iy.; sunt distincte intre ele.

Intr-adevar, daci i,=i, cu 0<r, s<m, atunci 6'(i)=0"(iy). Daca r>s,
notdnd p=r-s obtinem o’ (iy)=i, §i deci i,=i, contrazicand alegerea lui m
(caci p<m).
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Analog daca r<s. Cu ig,iy, .... ,in1 formam ciclul ==(igi; .... i)
si s consideram permutarea o'=t"'c. Dacid avem uni a.i. o(i)=i, atunci
i {101, ..., im1} si deci T'(i)=i de unde o'(i)=i. Cum i,=0(iy), i»=o(i,),

, 1=0(i.1) deducem ca pentru orice i€ { ig,ii, ... ,im.1} avem o’(i)=i.

Rezultd ca ¢’ schimba efectiv mai putin de t-m elemente iar cum
m>2 atunci t-m<t, deci putem aplica ipoteza de inductie lui ¢’. Rezulta
atunci ca putem scrie 6'=t, ... T; U T, ... T, ciclii disjuncti. Punand 1,=t
obtinem cd o= 1T, ... Tsiar T, este disjunct fata de ceilalti ciclii. Din
modul efectiv de descompunere de mai inainte deducem ca scrierea lui o

sub forma 6= 1,1, ... T este unic determinati. ®

Observatia 10.8. Daca o=( iy, iz, .... ,iy) este un ciclu de
lungime k din S, (2<k<n), atunci se probeaza imediat prin calcul
direct ca avem urmiitoarele descompuneri ale lui ¢ in produs de
transpozitii:

6=(i1i2)(i2i3). . . (- 1i)= (i) (k1) --. (i)

Din Teorema 10.7 si Observatia 10.8 deducem imediat
urmatorul rezultat:

Corolar 10.9. Orice permutare c<S, (n>2) este un produs de
transpozitii (sa observam ca daca o=e, atunci 6=(12)(12)).

Definitia 10.10. Fie oe€S,. Signatura lui o este numirul
1 o())-a() .
I<i<j<n i—]

O inversiune a lui ¢ este o pereche (ij) cu 1<i<j<n a.i.
o(i)>o(j). Daca r este numarului de inversiuni ale lui o, atunci
evident sgn(c) = (-1)" . Daci r este par spunem ca ¢ este permutare
para iar daca r este impar spunem ca o este permutare impara .

Vom nota prin A, multimea permutarilor pare.

Astfel, 6€S, este para < sgn(c)=1 si impara < sgn(c)=-1.

sgn(a) = ; evident, sgn(c)e {i 1} .

Propozitia 10.11. Daca 6,T€S,, atunci
sgn(c°t)=sgn(c)-sgn(t).
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a(z(@)-o(z())

Demonstratie. Avem sgn(cor)= []
1<i<j<n I=J

I<i<j<n T(i) - ’E(_]) i—j
- gt G(li) : ;S(J) 1l 1(13 : I(J) =sgn(c)-sgn(t) W

n!

Corolar 10.12. Pentru orice n>2, A,<S, iar

An

Demonstratie.  Din Propozitia 10.11. deducem ca functia
sgn: S, — {1} este un morfism surjectiv de la grupul (S,,°) la grupul
multiplicativ ({1 },-).

Deoarece Ker(sgn) = {ceS, | sgn(c)=1}=A, deducem imediat ca

A,<S,. Conform Corolarului 7.2. de la teorema fundamentalda de

izomorfism pentru grupuri deducem ca S/A, = {£1}, de unde
S, nl
L |
2 2

concluzia ca [S/A, |=2 < |Sy|: |Aw| =2 |4,

Observatia 10.13. Orice transpozitie (rs) cu 1<r<n este o
permutare impara . intr-adevir, inversiunile sale sunt de forma (r,i)
cu r<i<s sau (i,s) cu r<i<s astfel ca numarul lor este egal cu 2(s-r)-1.
Astfel daca o€S, si scriem pe ¢ ca un produs de transpozitii
6=t,t;...t, , atunci sgn(c) = sgn(t;) sgn(ty) ... sgn(t,)= (-1)" si deci ¢
va fi permutare para sau impara dupa cum m este par sau impar.

in particular, dacd o=(i; i, .... i) cum 6=(iyiy)(izis)...(ik1ik)
deducem ci sgn(c)=(-1)"".

Teorema 10.14. Doua permutari o, peS, sunt conjugate in
S, daca si numai daca ele au aceeasi structura ciclica.

144



Demonstratie. ,,=” . Daca a, B sunt conjugate in S,, atunci
exista yeS, a.i. p=yay" . Insd yoy' are aceeasi structura ciclici cu a
(cacidacd a=... (ij 1y ... 1) ..., atunci yay'= ...( y(i}) (i) .... Y(ip)...
de unde concluzia ci a si B au aceeasi structura ciclica.

Faptul ci yay™ actioneaza asupra lui o de maniera descrisa mai
sus se probeaza astfel : se descompune a in ciclii disjuncti a = cc; ... ¢
si se observa ca yay '=(yc;y") (yeay") ... (yey) iar dacd de exemplu
ci=(iyi ... i), atunci v,y =[y(iyi)y"'] [v(iais)y™'] ... [y(iain)y™'], totul
reducandu-se astfel la a proba de exemplu ca y(i,ip)y ' =(v(i))y(in)) <

<ve(iii)=(y(11)y(i2))°y-

Daca ie{l1,2, ...n} \ {i,ip} atunci y(i)=y(i)),y(i)) si
(vo(i1,12))()=y((1)(D)=y(D) iar ((v(i)y(i2))°7)(D) =(y(i)y(i))(v([)= v(i)
iar daca de exemplu i=i; atunci (y°(i;ix))(i;)= Y((i112)(i1))=y(ip) iar
((v(ny(i2))°V)(A)=(v(i)v(i2))(v(i1))= (i), de unde egalitatea dorita.

,»<=". Sa presupunem acum ca o si J au aceeasi structura ciclica
.o . N -1
si sd construim y a.i. B=yay™.

Vom face lucrul acesta pe un exemplu concret (la general
rationindu-se analog) . Sd presupunem ca suntem in S5 si avem
a=(15@23)si =B 4215). Tinand cont de felul in care

15423

actioneaza yay ' asupra lui a deducem ca: y =
’ T P v (3 4215

J=ﬁ354n.-

Tinand cont de Observatia 10.4 si de Teorema 10.14 , putem
determina cu usurintd numarul permutérilor o din S, de o structurad
ciclica data.

De exemplu numarul de permutdri din S, de forma (1 2)(3 4)

1(4x3 2x1
este —

X
2
(a b)(c d)=(c d)(a b) pentru {a,b,c.d}={1,2,3,4}) .Gasim astfel pentru S,
urmdtorul tabel de structura:

J:3 (factorul % aparand datorita egalitatii
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Structura Numarul lor Ordinul | Paritatea
ciclica
(1) 1 1 para
(12) 4x3 6 2 impare
=
(123) 4x3x2 g 3 pare
3
(1234) 4 6 4 impare
i
(12)(34) 1(4x3 2x1)_, 2 pare
— X — | =
20 2 2

Se observa ca 1+6+8+6+3=24=4!.

Putem acum prezenta un rezultat care ne aratd cd reciproca
teoremei lui Lagrange pentru grupuri finite este falsa.

Teorema 10.15 Grupul A, (care are ordinul 12) nu contine
subgrupuri de ordin 6.

Demonstratie. Din tabelul de structura pentru S, deducem ca Ay
constd din 8 ciclii de lungime 3, trei produse de transpozitii disjuncte si
permutarea identica. Aceste elemddte sunt : (1 2 3), (1 3 2), (2 3 4),
(243),341),(314),412), 421),14)(23),(12)34),(13)24)



mod evident, CS4 (x)={e, qa, (x'l} si cum e, a, a'eA, deducem ci

|Cy (@) =3 dect [As: Cy ()] = %:4. Deducem cé o va avea 4

conjugati in A4 si cum H<1A,, cei patru conjugati ai lui o sunt in H. Tot
din tabelul de structura al lui S4 si Ay deducem ca H trebuie sa contind
un element 3 de ordin 2 (caci dacd ar mai contine un ciclu de lungime 3
atunci ar mai contine inca 4 conjugati ai acestuia depasind numarul de 6
elemente ce am presupus a fi in H).

Deoarece [} este pard avem P=(a b)(c d) astfel ca pana acum am
descoperit 6 elemente din H: 4 ciclii de lungime 3, e si B. Deoarece

H<A, alegand y=(a ¢ b)eA,, ar trebui ca si yBy'=(c a)(b d) €H si cum
YBy'#P am deduce ci H contine cel putin 7 elemente — absurd!.

Deci A4 nu contine subgrupuri de ordin 6.1

§11. Teoremele lui Sylow.
Aplicatii : caracterizarea grupurilor cu pq elemente
(p si q numere prime distincte ) si 12 elemente

In cadrul acestui paragraf prin G vom desemna un grup finit.
Conform teoremei lui Lagrange ordinul oricarui subgrup al lui G divide
ordinul lui G. Dupd cum am demonstrat iIn §10 (Teorema 10.15)
reciproca teoremei lui Lagrange este falsd (in sensul cd existd grupuri
finite cu proprietatea cd pentru un anumit divizor al grupului respectiv
grupul nu are subgrupuri de ordin egal cu acel divizor). Existd 1n teoria
grupurilor anumite rezultate pe care le vom prezenta in continuare
(datorate matematicianului L. Sylow (1832-1918)) si care permit sa se
stabileascd existenta subgrupurilor de ordin p" ale lui G (cu p prim si

neN") si care dau informatii importante despre aceste subgrupuri.
Astfel, teoremele lui Sylow sunt de importanta fundamentala in teoria
grupurilor finite. Deoarece prezenta monografie nu este un tratat de
teoria grupurilor vom prezenta doar enunturile acestor teoreme, cititorul
dornic de a vedea cum se demonstreazd acestea putdnd consulta de
exemplu lucrarile [20], [21] sau [22] (dupa ce 1n prealabil s-a pus la
punct cu anumite chestiuni legate de actiuni ale grupurilor pe multimi).
Definitia 11.1. Fie p un numér prim si s presupunem ca

|G| = p™r cu meN, reN’ si (p,r)=1. Numim p- subgrup Sylow al lui
G orice subgrup al lui G de ordin p™. Pentru H<G vom nota
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Ng(H)={geG | gH=Hg}. In mod evident avem H<Ng(H)<G si pentru
orice subgrup K<G a.i. H2K avem K<Ng(H), deci Ng(H) este cel mai
mare subgrup al lui G (fatd de incluziune) ce contine H ca subgrup
normal) . In particular, HSG < Ng(H)=G.
Subgrupul Ng(H) poartd numele de normalizatorul lTui Hin G .
Iata acum enuntul teoremelor lui Sylow:

Teorema 11.2. (Prima teorema a lui Sylow) Pentru orice grup
finit G si orice numar prim p existd un p-subgrup Sylow al lui G.

Teorema 11.3. ( A doua teoremd a lui Sylow) Fie G un grup
finit si p un numar prim . Daca H este un p-subgrup Sylow al lui G
iar K este un p-subgrup al lui G, atunci existi geG a.i. K< g'Hg. in
particular, dacii K este p-subgrup Sylow al lui G, atunci K=g"'Hg.

Teorema 11.4. (A treia teoremd a lui Sylow) Daca notam prin
n, numirul p-subgrupurilor Sylow distincte ale lui G, atunci
n, = |G:Ng(H)| (unde H este un p-subgrup Sylow particular al lui

G), n, divide | G:H | iar n,=1(mod p).

In continuare vom prezenta céiteva aplicatii ale acestor
teoreme urmand ca in finalul paragrafului si prezentim un tabel cu
caracterizarea grupurilor finite cu cel mult 15 elemente.

Teorema 11.5. Fie p si q numere prime distincte, p>q si sa
presupunem ca | G | = pq.
(i) Daca q t p-1 atunci G este ciclic
(il)) Daca q | p-1 atunci G este generat de doud elemente a si b
satisficand conditiile a®=b’=1, a”'ba=b" cu r#1 (mod p) insa

r'=1 (mod p).

Demonstratie. (i). Conform teoremei lui Cauchy pentru grupuri
finite, G contine un element b de ordin p; fie H=<b>. Cum H este un p-
subgrup Sylow, atunci conform celei de a treia teoreme a lui Sylow
numirul conjugatilor lui H (adicd a subgrupurilor de forma gHg"' cu
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geG) este de forma 1+up cu ueN. Insa 1+up=|G:Ng(H)| si trebuie sa
dividd |Gl=pq. Cum (1+up, p)=1 atunci 1+up | q iar cum q<p deducem

ca u=0, deci H=G.

De asemenea, existd un element aeG al carui ordin este q; fie
K = <a>. Ca si mai Tnainte K este g-subgrup Sylow al lui G astfel ca

| G : Ng(H) F1+kq cu keN. Cum 1+kq | p iar prin ipoteza q { p-1
deducem cd k=0.

Astel K < G, deci GRH X K= 7Z,X Zy= Z,q , deci G este
ciclic in acest caz.
(ii). Sa presupunem ca q | p-1 . Atunci K nu mai este subgrup

normal in G. Cum S < G, a'ba=b" cureN.

Putem presupune r#1 (mod p) (cdci in caz contrar ne
reantoarcem la cazul comutativ). Prin inductie se aratd usor ca a’ba’ =

=p"" . In particular pentru j=q avem b = »”", adici 19 = 1 (mod p).m

Corolar 11.6. Orice grup cu 15 elemente este ciclic (deci

izomorf cu (Z;s , 1)).

Demonstratie. Totul rezultd din Teorema 11.4. pentru p=5 si

g=3 observind cd g=3 { p-1=4.m

Definitia 11.7. Un grup de ordin 8 aviand doi generatori a si
b ce satisfac relatiile a’=1, b’=a’ si b'ab=a"' se noteazi prin Q si
poarta numele de grupul quaternionilor.

Teorema 11.8. Grupurile Q si D, sunt singurele grupuri
necomutative de ordin 8.

Demonstratie. Daca G este un grup necomutativ cu 8 elemente
atunci G nu contine elemente de ordin 8 §i nu toate elementele sale au
ordinul 2, de unde concluzia cd G contine un element a de ordin 4.

Alegem beG ali. bg<a>. Cum |G : <a> = 2 deducem ca

<a> < G si G/<a> = Z,, de unde cu necesitate b? e<a>. Daci b’=a sau
b’=a’ atunci o(b)=8 - contradictie, deci avem doar cazurile b>= a’ sau
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b’ = 1. Cum <a> < G deducem ca b"'ab e<a> iar cum o(a’)=2 avem
doar posibilititile b'ab=a sau  bab=a’.
Cazul b'ab=a il excludem cici el implicd ab=ba, adici G este
comutativ astfel cd avem doar situatiile :
(i) a'=1,b’=a’si b'ab=a’ =a’ sau
(i) a'=1,b’=1si b'ab=a’=a™.
In cazul (i) avem descrierea lui Q (deci G=Q) iar in cazul (ii)
avem descrierea lui D4 deci (G=D,). R
In continuare vom caracteriza grupurile finite cu 12 elemente,
iar pentru aceasta avem nevoie sa introducem un nou tip de grup finit.

Definitia 11.9. Daca ne N, n >2 prin grup diciclic de ordin
4n (notat DI, ) intelegem un grup cu 4n elemente :

DL={l, X, ..., X", y, xy, ... , X"y}
ale carui elemente le multiplicim astfel:

XaXb — Xa+b

x(xy) = x""y

(x*y)x"=x"y

(') (Cy) =X
unde 0<a, b<2n-1 iar puterile lui x sunt considerate modulo 2n.

Se observa ca pentru n=2, DI, = Q (grupul quaternionilor).

Suntem acum in masura sa prezentam teorema de structurd a
grupurilor finite cu 12 elemente:

Teorema 11.10. Fie G un grup finit cu 12 elemente.

(i) Dacid G este comutativ, atunci G este izomorf cu Z,, sau
D¢ X 4,

(ii) Daca G este necomutativ atunci G este izomorf cu D3, DI;
sau A,.

Demonstratie. (1). Rezultd din teorema de structura a grupurilor
abeliene finit generate (vezi Observatia 8.14).
(i1). Fie t numarul subgrupurilor Sylow distincte ale lui G cu 3

elemente. Conform teoremelor lui Sylow t=1 (mod 3) si t|4.
150



Astfel , G are fie un singur subgrup de ordin 3 (care trebuie sa
fie subgrup normal) fie 4 subgrupuri (conjugate). Tot conform
teoremelor lui Sylow deducem cd G trebuie sd aiba unul sau 3
subgrupuri de ordin 4.

Cazul 1. Presupunem cd G contine un singur subgrup (normal)
H de ordin 3 generat de x.

Daca K este un subgrup al lui G de ordin 4 atunci K este ciclic

(K=Z,) sau K este izomorf cu grupul lui Klein (K~Z, X Z,).
(a) Sa analizam cazul cand K este ciclic, K=<y>.
Cum HNK={1}, atunci clasele H, Hy, Hy’, Hy’ sunt toate
distincte si HK=G.

Cum H<G deducem ci yxy ' eH.
(1) Daci yxy '=x, atunci xy=yx, deci G este comutativ si avem

GxHXK=Z;x Z4=17,.

(2) Daca yxy'=x?, atunci yx=xy, de unde

yx=yxy=x’yxy=x"y’=xy’.

Astfel, xy’=y’x si daci considerim z=xy” avem ci 0(z)=6.

De asemenea z=x"y’=y” si yz=yxy'=y'x=y’x’y=zy.

Cum o(y)=4, y¢ <z> si deci clasele <z> , <z>y dau o partitie a
lui G.

Multiplicand in acest caz elementele lui G ca in cazul grupului
diciclic si anume z°2°=7""", 2°(2°y)=z""y, (z'y)2"=z""y, (z'y) (z"y)=
=7""y*= 7" (unde puterile lui z se reduc modulo 6) obtinem in acest
caz ca G=DI;.

(b) Sa presupunem ci K este grupul lui Klein (deci K=Z, X Z,)
si sa notam elementele sale cu 1,u,v,w unde w=uv si u’=v’=1. Atunci
HNK={1} iar clasele H, Hu, Hv, Hw partitioneaza pe G, de unde
HK=G. Cum H<G avem uxu'=x?, vxv'=x’, wxw'=x® unde a, b,
abe{t 1}.

(3) Daca a=b=ab=1, cum G este abelian,

GeHXK = Z3xly xUr= 25X 7,
(4) Sa consideram cazul cand doua dintre a, b, ab sunt egale cu —1
iar al treilea egal cu 1.
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Renumerotand u, v, w (daca este necesar) putem presupune cd a = 1 si
b = -1. Atunci ux=xu iar z=ux are ordinul 6. Astfel, G=<z,v> iar
2°=1,v*=1 iar vz=z''v < vzv=z"' de unde concluzia ci in acest caz
G=D.

Cazul 2.Sa presupunem cd G contine 4 subgrupuri (conjugate)
de ordin 3.

Elementele nenule (diferite de 1) ale celor 4 subgrupuri de ordin
3 ne dau 8 elemente diferite de 1 ale lui G restul de 4 urmand a forma
singurul subgrup K de ordin 4 al lui G.

(c) Sa aratam ca grupul K nu poate fi ciclic.

Presupunem prin absurd ca totusi K este ciclic, K=<y> si fie
xeG\K. Atunci o(x)=3 iar clasele K, Kx si Kx* dau o partitie a lui G.
Cum K<G avem cid xyx' €K. Dacd xyx '=y, atunci ar rezulta ci G este
comutativ (in contradictie cu faptul ca G contine 4 subgrupuri conjugate
distincte de ordin 3).

De asemenea xyx '#y” (cici y si y” au ordine diferite).

In sfarsit, dacd am avea xyx'=y’, atunci y=x'yx°=y’'=y’
— absurd, de unde concluzia ca grupul K nu este ciclic.

(d) Atunci K trebuie sa fie grupul Iui Klein. Considerand ca mai
sus K={1, u, v, w}, fie xeG a.i. o(x)=3. Atunci clasele K, Kx, Kx?* sunt
toate distincte astfel cd G=<u, v, x>. Conjugarea prin X permuta cele 3
elemente u, v, w intre ele (caci K<G) iar permutarea este sau identica
sau un 3-ciclu (deoarece x’=1).

(5) Nu putem avea permutarea identica caci in acest caz G ar
deveni comutativ (caz studiat deja).

(6) Renumerotind eventual, putem presupune cid xux '=v,
xvx'=w, xwx'=u si atunci considerdnd asocierile u—(12)(34),
ve>(13)(24), x<>(234) obtinem un izomorfism intre G si Aj.

In concluzie avem 5 tipuri de grupuri cu 12 elemente, 2

comutative (Z1,, ZsXZ,) si 3 necomutative (Dg, DI; i Ay). B

Suntem acum In masurd sd prezentam tabelul de caracterizare a
grupurilor cu cel mult 15 elemente:
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Nr. | Nr. Reprezentanti Rezultatul
elem | tipuri care da caracterizarea
2 1 7, Propozitia 6.16.
3 1 Z, Propozitia 6.16.
4 2 Z. . 7,x 7, Observatia 8.15
5 1 Zs Propozitia 6.16.
6 2 Z, . D, Teorema 9.12.

7 1 Z, Propozitia 6.16.
8 5 3 tipuri comutative : Observatia 8.14.
ZS’ Z4 X Zz, Zz X Zz X Zz Teorema 11.8.
2 tipuri necomutative:
Q > D4
9 2 Zy | Tsx7s Observatia 8.14.
10 2 Z10, Ds Teorema 9.12.
11 1 7, Propozitia 6.16.
12 5 2 comutative: Observatia 8.14.
le Z4XZ3 Teorema 11.10.
3 necomutative : Dy,
DI35 A4
13 1 N Propozitia 6.16.
14 2 Z...D; Terorema 9.12.
15 1 Zss Corolar 11.6.
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CAPITOLUL 3 : INELE SI CORPURI

§1. Inel. Exemple. Reguli de calcul intr-un inel.
Divizori ai lui zero. Domenii de integritate.
Caracteristica unui inel

Definitia 1.1. O multime nevida A, impreund cu doud
operatii algebrice notate traditional prin ,,+” §i,, ” se zice inel daca:
(i) (A,*) este grup comutativ
(ii (A,) este semigrup
(iii) Inmultirea este distributiva la stanga si la dreapta fatd de
adunare, adica pentru oricare X, y, z €A avem:
x(y+z)=xy+xz si (x+y)z=xz+yz.
in cele ce urmeazi (daci nu este pericol de confuzie) cand vom
vorbi despre un inel A vom pune in evidentd doar multimea A
(operatiile de adunare si Inmultire subantelegandu-se).
Astfel, prin 0 vom nota elementul neutru al operatiei de adunare
iar pentru a€ A, prin — a vom desemna opusul lui a.
Daca operatia de inmultire de pe A are element neutru (pe care
il vom nota prin 1) vom spune despre inelul A ca este unitar.
Daca A este un inel unitar si 0=1 vom spune despre A ca este
inelul nul; in caz contrar vom spune ca A este inel nenul.
Daca inmultirea de pe A este comutativd, vom spune despre
inelul A ci este comutativ. Convenim si notim A"=A\{0}.

Exemple. 1. Din cele stabilite Tn §6 de la Capitolul 2 deducem
ca (Z,+,") este inel comutativ unitar.

2. Daca vom considera A=27={2n : neZ} atunci (A,+,") este
exemplu de inel comutativ neunitar (caci 1¢27).

3. Daca neN, n>2 atunci (Z,, +, -) este exemplu de inel unitar
comutativ finit cu n elemente (vezi §6 de la Capitolul 2).

4. Fie A un inel si m, neN". Un tablou de forma
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(24 (24

ml mn
cu m limii si n coloane, format din elemente ale lui A se zice matrice cu
m linii si n coloane; convenim sa notam o astfel de matrice si sub forma

mai condensatd a = (ai/. )ISiSm .
S 1L j<n

Daca m=n notdm M, ,(A)=M,(A); o matrice din M,(A) se zice
patratica de ordin n.
Pentru a, BEMm,n(A)9 a:(aij) 1<i<m Sl B:(BU) 1<i<m deﬁnim:
1<j<n 1<j<n
ot B=(oitPBy) 1<i<m -
1<j<n
Asociativitatea adundrii matricelor este imediatd, elementul
neutru este matricea O, din My, 4(A) ce are toate elementele egale cu 0,
iar opusa matricei o este matricea -o. =(-a) |;<,, » de unde concluzia ca
1<j<n
(Mpnn(A), +) este grup (abelian).
Pentru m, n, peN , aeMy,(A), BeM,p(A), a=(0) 1<icm >

1<j<n

n
B=(Bjx) 1< <, definim af=(Yi) <, » unde va= 3. oyfj pentru 1<i<m si
1<k<p I<k<p j=1

1<k<p.

In mod evident, af eM,, ,(A).

Si demonstrim ci daci m, n, p, qeN’ si aeMy,(A),
BeM,,(A), veM,4(A), atunci (af)y=o(Py). Intr-adevar, fie

n

p
B=(3k) 1<jcm » €U Su=D, B si (AP)y =(&i) 1cicm CU &= D, SV
k=1

I<k<p j=1 1<t<q
n p n
( z aijB ik) Ykt = Z z Qjj Bjk Yt
k=l =1

J=1

I
M=

y4
Daca By=(8'i1) <<, cu 8=, Byvic iar alBy)=(e's) <<, » atunci

1<t<q k=1 1<t<q
n n 14 n P
S’itzz OLij ’jt = Z Qi z Bjkth :Z z aiijkth, de unde egahtatea
= j=1 k=1 j=l k=1

(aB)yy=ouBy).
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Tindnd cont de distributivitatea inmultirii de pe A fata de
adunare, deducem imediat cd dacd aeMp(A) si B,yeM,,(A) atunci
o(Bty)=op+ay iar dacd o, PBeMpnn(A) si yeM,,(A) atunci
(at+B)y=ay+Py.

Sumand cele de mai sus, deducem ca daca neN, n>2, atunci
(My(A),+,) este un inel (numit inelul matricelor patratice de ordin n cu
elemente din A).

Daca inelul A este unitar, atunci si inelul (M,(A),+,") este unitar,
elementul neutru fiind matricea I, ce are pe diagonala principala 1 si in
rest 0.

Sa remarcam faptul ca in general, chiar daca A este comutativ,
M;,(A) nu este comutativ.

Observatia 1.2. 1. Dacad A este inel unitar, rezultd ca adunarea
de pe A este comutativa.

Intr-adevar, calculand pentru a, beA, (a+tb)(1+1) in doui
moduri (tindnd cont de distributivitatea la stdnga si la dreapta a
inmultirii fatd de adunare) obtinem egalitateaa +a+b+b=a+b+a+
+b, de unde at+b=b+a.

2. Notarea generica cu litera A a unui inel oarecare se explica
prin aceea ca In limba franceza notiunea matematica corespunzatoare se
traduce prin anneaux.

In anumite carti un inel oarecare se noteaza prin R (de la faptul
ca in limba engleza notiunea matematica de inel se traduce prin ring).

Propozitia 1.3. Daci A este un inel, atunci:
(i) a-0=0-a=0, pentru orice acA
(ii) a(-b)=(-a)b=-(ab) si (-a)(-b) = ab, pentru orice a, be A
(iii) a(b-c)= ab-ac si (a-b)c= ac-bc, pentru orice a, b, ce A
(iv) a(b,*...+tb,)=ab,+...+ab, si (a,+...+a,)b=ab+...+ab,
pentru orice a, b, a;, bjeA,1<i<n

(v) Daci a, b €A, neN* si ab=ba avem egalititile:

a"- b"= (a-b)(a""' + a"?b +...+ ab™? + b"")

a2n+l+b2n+l — (a+b)(32n_ aZn-lb +..- ab2n-1 + bZn)-

Demonstratie. (i). Totul rezulta din 0+0=0.
(i1). Totul rezulta din (i) si din aceea ca b+(-b)=0.
(iii). Rezulta din (ii).
156



(iv). Se face inductie matematica dupa n.

(v). Se fac calculele Tn membrul drept. ®

Observatia 1.4. Definind pentru acA si ne/

s

at..+a daca n>0
"

na 0 daca n=0

I
A

(~a)+..+(—a) dacan<0,
-

\ ~n ori
atunci (vi). a(nb)=(na)b=n(ab) pentru orice a, beA sine/

(vii). Daca A este un inel unitar, a, be A, ab=ba si neN",
avem egalitatea (a+b)" = Cra""b" (prin definitie a’=1).
k=0
Egalitatea de la (vi) rezulta din (iv) iar (vii) se demonstreaza

rin

inductie matematici dupa n tinand cont de faptul ca C¥ + C*"' =C*!

n+l

pentru orice neN"si 0< k <n.

Definitia 1.5. Prin unitatile U(A) ale inelului unitar A
intelegem unititile monoidului (A, -), adica U(A)={aeA| exista beA
a.i. ab=ba=1}.

in mod evident, (U(A), *) este grup.

De exemplu, U(Z)={x1} iar daca A este inel unitar si neN,
n=>2, atunci UM,(A))={MeM,(A)| det(M)=0}.

Grupul (UM, (A),)) se noteazd prin GL,(A) si se numeste
grupul liniar general de grad n peste A.

Definitia 1.6. Un element acA se zice divizor al lui zero la
stinga (dreapta) daca exista be A* a.i. ab=0 (ba=0).
00

10
Exemple 1. Dacd A=M,(Z), atunci din (1 0)[1 |

] =0, deducem
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10 00
ca (IO) este divizor al lui zero la stanga iar [1 J este divizor al lui

zero la dreapta.

Daca neN, n > 2 nu este un numar prim iar n=n;n, cu n;, n,
diferiti de 1 si n, atunci in inelul (Z, +, -) avem egalitatea
A -n, =n=0,adica A, si A, sunt divizori ai lui zero.

2. In orice inel A, elementul 0 este divizor al lui zero la stanga si
la dreaptaA.

Propozitia 1.7. Fie A un inel si a, b, ceA.

(i) Daca A este unitar si acU(A), atunci a nu este divizor al
lui zero ( nici la dreapta nici la stinga)

(ii) Daca a nu este divizor al lui zero la stinga (dreapta) si
ab=ac (ba=ca), atunci b=c.

Demonstratie. (1). Daca aeU(A), atunci existd beA a.l.
ab=ba=1. Daca a ar fi divizor al lui zero, de exemplu la stanga, atunci
existd ceA" a.i. ac=0. Deducem imediat ¢ b(ac)=b-0=0 < (ba)c=0 <
1-.c=0 < c=0 - absurd. Analog daca a este divizor al lui zero la dreapta.

(i1). Din ab=ac deducem ca a(b-c)=0 $i cum am presupus ca a nu

este divizor al lui zero la stdnga, cu necesitate b-c=0, adica b=c. &

Definitia 1.8. Numim domeniu de integritate (sau inel
integru), un inel comutativ, nenul si fara divizori ai lui zero, diferiti
de zero.

Inelul intregilor (Z, +,7) este un exemplu de inel integru (vezi §6
de la Capitolul 2) .

Definitia 1.9. Un element acA se zice nilpotent daca exista
neN" af a"=0.

Vom nota prin N(A) multimea elementelor nilpotente din inelul
A (evident 0eN(A)).

01
De exemplu, in inelul A=M,(Z) daca alegem M= [0 OJ cum
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M?=0,, deducem ci MeN(M,(Z)). De asemenea, cum in inelul Zg avem

23 =8=0 deducem ci 2 eN(Zy).
In mod evident, dacd aeN(A), atunci a este divizor al lui zero
la dreapta si la stanga.

Sa presupunem ca A este un inel unitar nenul. Daca elementul 1
are ordinul infint in grupul (A,+) vom spune ca A este un inel de
caracteristica 0 (vom scrie car(A)=0). In mod evident, a spune ca

car(A)=0 revine la aceea cd n-10 pentru orice neN",

Daca ordinul lui 1 in grupul (A,+) este p vom spune ca inelul A
are caracteristicd p si vom scrie car(A)=p (acest lucru revine la a spune
ca p este cel mai mic numar natural nenul cu proprietatea ca p-1=0).

De exemplu, inelul intregilor este un inel de caracteristica 0, pe

cand Z; este un inel de caracteristica 3.

Observatia 1.10. Daca inelul A este domeniu de integritate
de caracteristica p, atunci p este un numar prim.

Intr-adevir, dacd p nu ar fi prim, atunci putem scrie p=p;p, cu
p1, p> numere naturale mai mici decat p si diferite de 1 si p. Cum p-1=0
iar (pip2)-1=(p1-1)(p2'1) obtinem cd (p;-1)(px1)=0 si cum A este
domeniu de integritate deducem cad p;-1=0 sau p,1=0, contrazicand
minimalitatea Iui p cu proprietatea ca p-1=0.

§2. Subinele si ideale

Definitia 2.1. Daca (A,*+,) este un inel, vom spune cia o

submultime nevida A’ a lui A este subinel al lui A daca restrictiile
operatiilor de adunare si inmultire de pe A la A' ii confera lui A'
structura de inel.

Acest lucru revine la a spune cd A' < (A,+) (adica pentru orice
a,beA' = a-beA") si cd pentru orice a, be A' = abeA.

Observatia 2.2. Daca A este inel unitar, vom spune cd o

submultime nevidd A' a lui A este subinel unitar al lui A daca A' este
subinelal lui A si 1€ A'.
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De exemplu, {0} si A sunt subinele ale lui A. Oricare alt subinel
al lui A diferit de {0} si A se zice propriu.

Cum orice subinel A al inelului intregilor Z este in particular

subgrup al grupului (Z, +) cu necesitate existda neN ai. A=nZ
( conform Teoremei 6.11. de la Capitolul 2 ).
in mod evident, pentru a, be A avem abeA, de unde concluzia

ca subinelele Iui (Z, +) sunt submultimile de forma nZ={nk : keZ} cu

neN.
In cele ce urmeaza prin I(A) vom nota multimea subinelelor lui
A.

Propozitia 2.3. Daca (A))ic1 este o familie de subinele ale lui
A, atunci ()4, €l(A).

iel

Demonstraie. Fie A'=()A4, #J (caci 0A') si a, beA'. Atunci
iel
a, beA; pentru orice il si cum A; este subinel al lui A deducem ca a-b,
abeA,, adica a-b, abeA'. Daca A este unitar, cum 1e€A; pentru orice
ieldeducemca le ()4, =A" m

iel

Observatia 2.4. in general, o reuniune de subinele ale unui inel
nu este cu necesitate un subinel. De exemplu, 27 si 37 sunt subinele ale

lui (Z, +, -) pe cand A=2Z U 3Z nu este subinel al lui Z deoarece 2,
3eA iar 3-2=1¢A.

Definitia 2.5. Fie A un inel si M cA o submultime nevida.
Prin subinelul lui A generat de multimea M vom intelege cel mai mic
subinel al lui A ( fata de incluziune ) ce contine pe M; daca vom

nota prin [M] acest subinel, atunci in mod evident [M]= (\4'.

Ael(A)
McA

Propozitia 2.6. Daca A este un inel, atunci ( I(A), < ) este o
latice completa.
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Demonstratie. Daca F=(A));c; este o familie de elemente din
I(A), atunci inf(F)= [ 4, iar sup(F)=[ 4, ]. =

iel iel

Propozitia 2.7. Fie A, B doud inele comutative a.i. A este

subinel al lui B si beB\A. Atunci, [AU{b}]={a,+a,b+...+a,b" | neN si
9,a1,...,a,€A}L

Demonstratie. Sa notam prin A[b]={ayt+a;b+...+a,b"| neN si
a0,a1,...,a,€A}. Se verifica imediat prin calcul ca A[b] este subinel al lui
B ce contine pe AU{b}.

Cum [AU{b}] este cel mai mic subinel al lui B ce contine pe
AuU{b} avem incluziunea [AU{b}]cA[b].

Fie acum B' €I(B) a.i. Au{b}c B' Deducem imediat ca
A[b]c B' si cum B' este oarecare obtinem ca A[b] = N B'=[Au{b}], de
unde egalitatea doritd.m

Definitia 2.8. Fie A un inel iar I c A o submultime nevida a
sa. Vom spune ci I este un ideal sting (drept) al lui A daca:

(i) I<(A,+) (adica pentru orice a, bel = a-bel)

(ii) Pentru orice acA si xel avem axel (xael).

Daca I este un ideal simultan stang si drept vom spune despre el

ca este bilateral.

Vom nota prin Idg(A) (Id4(A)) multimea idealelor stingi
(drepte) ale lui A iar prin Id,(A) multimea idealelor bilaterale ale lui A.

In cazul cand A este comutativ, in mod evident
Idy(A)=1d4(A)=Id,(A) si convenim sd notam prin Id(A) multimea
idealelor lui A.

Observatia 2.9. 1. Tinand cont de definitia subinelului unui inel
deducem ca orice ideal este subinel. Reciproca nu este adevarata.

intr-adevir, in inelul unitar M(Z) al matricelor patratice de
ordin n (n>2) multimea S a matricelor superior triunghiulare (adica

acele matrice din M, (Z) ce au toate elementele de sub diagonala
principala egale cu zero) este subinel unitar dupa cum se verifica

imediat prin calcul, dar nu este ideal stang sau drept al lui M(Z) caci in
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general produsul dintre o matrice superior triunghiularad din S si o alta

matrice din M,(Z) nu este superior triunghiulara.
2. Nu orice ideal sting este in acelagi timp si ideal drept sau
invers.

Intr-adevir, dacid neN, n>2, atunci in inelul M,(Z) multimea
I={A=(a;j)eM,(Z)| a;;=0 pentru orice 1<i<n} este ideal sting fara a fi
ideal drept iar J= {A=(a;)eM,(Z)| a;=0 pentru orice 1<j<n} este ideal
drept fara a fi ideal stang.

3. Daci I este un ideal al unui inel comutativ si unitar A si neN,
n>2, atunci M, (I) este ideal bilateral al Iui M,(A).

4. Daca A este un inel unitar si comutativ, atunci N(A)eld(A).

Intr-adevir, dacia xeN(A) atunci existdi neN ai. x"=0, astfel ca daca
acA, (ax)"=a"x"=a" -0=0, deci axeN(A). Daca mai avem yeN(A),

m+n

atunci existda meN a.i. y"=0. Se deduce imediat ca (x-y) ™" =0, adica
x-y eN(A).

5. Daca xeU(A) si yeN(A), atunci x+yeU(A). Intr-adevar,
scriind x+y=x(1+x'y), cum x'y = zeN(A), pentru a proba ci
x+yeU(A) este suficient sd ardtdm ca daca zeN(A), atunci 1+ze U(A).
Scriind din nou 1+z =1- (- z), cum t = - zeN(A), totul s-a redus la a
proba cd dacd teN(A), atunci 1-teU(A). Acest lucru este imediat,
deoarece din teN(A) deducem existenta unui numar natural n a.i. t"=0 si
astfel 1=1-0=1-t" = (1-t)(1+t+t*+...+t""), de unde concluzia ca
1- teU(A) iar (1-t)" =1+t+t*+.. +t ™

Propozitia 2.10. Daca (I)ick este o familie de ideale stingi
(drepte, bilaterale) ale lui A atunci, ()/; este de asemenea un ideal
ieK

sting (drept, bilateral) al lui A.

Demonstratie. Fie I = (I, si sa presupunem cd toate idealele I;
ieK
sunt stangi. Dacd a, bel, atunci a, bel; pentru orice ieK §i cum I; este
ideal avem ca a-bel;, adica a-bel. Dacd acA si bel atunci bel; pentru
orice ieK si cum I; este ideal stang al lui A avem ca abel;, de unde
abel. Analog se demonstreaza in celelalte cazuri.m
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Definitia 2.11. Fie A un inel oarecare iar M < A o
submultime nevida a sa. Vom nota <M>; (<M>,, <M>) cel mai mic
ideal sting (drept, bilateral) al lui A ce contine pe M. Deci
<M>= (I ,<M>,= (I iar<M>= [)I.

Ield (A) Ield,;(A) Ield,(A)
Mcl Mcl Mcl

Propozitia 2.12. Fie A un inel unitar si M < A o submultime
nevida.

n
Atunci: (i) <M >S={Zaixi|neN*,ai €A, x;eM, 1<i<n}

i=l1

(i) <M>d:{2xiai|neN*,aieA, x; €M, 1<i<n}
i1

(iii) <M >:{Zaixibi|neN*,ai,b-eA, x;eM, 1<i<n}.

i
i=1

Demonstratie. Este suficient sd probam doar egalitatea de la (i),
celelalte facandu-se analog, iar pentru aceasta sa notim cu Iy multimea
din partea dreapta de la (i). Se verifica imediat ca I;eldy(A) si ca Mcl
(caci A fiind unitar putem scrie pentru xe M, x=1-x). Cum <M>; este cel
mai mic ideal stdng al Iui A ce contine pe M, cu necesitate <M> ;.
Daca leldy(A) a.i. Mcl, atunci Iy € NI=<M>;, de unde egalitatea
<M>=l.m

Observatia 2.13. In particular daci M={a} atunci idealul sting
(drept, bilateral) generat de M se numeste idealul principal sting (drept,

bilateral) generat de a si atunci avem <a>—={ba| be A}*Aa,
<a>j={ab| be A} ¥ aA.
Daca A este un inel comutativ si unitar, atunci idealul principal
generat de {a} se noteaza simplu prin <a> i avem deci <a>=Aa = aA.
Pentru a=0 avem <0>={0} iar pentru a=1 avem <I>=A. Avem
in mod evident <a>=A < acU(A).

Corolar 2.14. Daca A este un inel oarecare unitar, atunci in
raport cu incluziunea Idy(A), Id4(A) si Id,(A) sunt latici complete.
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Demonstratie. Analog ca in cazul subinelelor, infimul unei
familii de ideale este egal cu intersectia lor iar supremul va fi idealul
generat de reuniunea lor. m

Fie acum I;, I, doud ideale stangi (drepte, bilaterale) ale unui
inel unitar A.

Din Propozitia 2.12. deducem imediat ca:
< Ul>= <ljul>¢= <[,ul,> = {xty | xel;, yeb,}.
Convenim sa notam {x+y| xel;, yel,} prin I;+], §i sd numim
acest ideal suma idealelor 1; si I,.

Daca (Ij)icx este o familie oarecare de ideale stangi (drepte,
bilaterale) ale inelului unitar A, se constata cu ajutorul Propozitiei 2.12.
ca:
<UL >=<Ul >

ieK ieK
=<J1;>={2 a;la; €1, pentru ieK iar {ieK|ai #0} este finita}
ieK ieK

convenim si notdm aceastd ultimd multime prin ) /, si s-0 numim
ieK
suma idealelor (1;);ck.

Fie A un inel unitar iar [, I, doud ideale stangi (drepte,
bilaterale).

Definitia 2.15. Definim produsul I,-I, al idealelor I, si I, prin
I;-I,=<{ ab | ael;, bel,}> (respectiv <{ab| acl;, bel,}>,,

<{ab| ael;, bel,}>, dupa cum idealele sunt stingi, drepte sau
bilaterale).

Observatia 2.16. Se constata imediat ca:
Illzz{Zaibi|n eN',a;el,, b,el,, 1<i<n} SN L.
i=1

Inductiv se poate acum defini produsul unui numar finit de
ideale ale lui A.
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in particular, daci I este un ideal al lui A si n EN*, atunci I
este idealul lui A generat de produsele de forma a;a,....a, cu a;E€1 pentru

orice 1 <i<n.
Sa presupunem ca inelul A este unitar §i comutativ.

Propozitia 2.17. (i) (Id(A), N), (d(A),+), (Id(A),) sunt
monoizi comutativi.

(ii) Daca I, J, K €1d(A), atunci I(J+K)=1J+IK.
Demonstratie. (1). In mod evident, operatiile de intersectie,
adunare si produs de pe Id(A) sunt asociative si comutative. Elementul

neutru al intersectiei si produsului este idealul A=<1> iar al sumei este
idealul nul <0>.

(i1). Cum J, K <J+K 1n mod evident 1J, IKSI(J+K) si deci

U+IK SI(J+K).
Cealalta incluziune rezulta din distributivitatea Tnmultirii fata de

adunareadepe A. H

Definitia 2.18. Idealele I, JEId(A) se numesc coprime daca
I+J=<1>=A (echivalent cu a spune ci exista xc€l si yeJ a.l.
x+y=1).

Propozitia 2.19. Fie I, J €1d(A) . Atunci
(i) +HANDH<1I

(ii) Daca I si J sunt coprime, atunci INJ=1J.
Demonstratie. (). Tindnd cont de Propozitia 2.17. (ii) avem:

I+DHANDH=IANDH+IANT) 1T
(i1). Daca I si J sunt coprime, atunci [+J=<1>=A si astfel din (i)
deducem ca INJ<SIJ si cum IISINJavemcaINJ=I1]. A

Observatia 2.20. Inductiv se aratad cd daca [, I, ..., [, (n=2)
sunt ideale ale lui A a.i. I si Iy sunt coprime pentru orice j#k, atunci
Ilﬁ Izm ..M In = Il 12 In .
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Fie I, JeId(A) si (I: ))={x€A: xJ<I} (unde xJ={xy: yeJ}).

Propozitia 2.21. (I: J)eld(A).

Demonstratie. Daca x, ye(I : J), atunci xJ, yJ < I si astfel
xJ-yJ=(x-y)J<I, de unde deducem ca x-yE(I: J). Dacd acA si xe(1:J)
atunci xJ<I iar cum I este ideal al lui A deducem ca a(xJ)=(ax)J<I,
adica axe(1: J) si astfel (I: J)eld(A). m

Definitia 2.22. Idealul (I : J) poartd numele de idealul cit al
lui I prin J. In particular (0 : J) se numeste anulatorul lui J si se mai

noteaza si prin Ann(J). Daci J={x} convenim si notam prin (I : x)

idealul (I : <x>) iar Ann(x)=Ann(<x>).
In mod evident, multimea divizorilor lui zero din A va fi

U Ann(x) .
xed"
Propozitia 2.23. Fie I, J, K ideale ale lui A iar (I)es ,
(J)ier doua familii de ideale ale lui A. Atunci:
(Icd:J
@) d: JHyJ<I
(iii) (T : J) : K)=T : IK)=(I: K) : J)
V) (N, : D= (L:J)

seS seS
WM a: Y J)=) @T:Iy.
tel tel

Demonstratie. (1). Daca x€l, atunci in mod evident pentru orice
y€J, xy€l, adica xJEI, deci x€(I : J). Cum x este ales oarecare
deducem incluziunea [=(1 : J).

(ii). Fie x€( : J)J ; atunci x=) y;z; cu y,€( : J) si z€J

i=1
1<i<n. Cum y;€(I : J) deducem ci y,J<I, adicd y;z;€I pentru 1<i<n
deci si x€1, adica (1: ))JSL
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(iii). Cele doua egalititi se probeazd imediat prin dubla
incluziune.

(iv). Avem xe((1,:J) © xJ S [I, © xJ < [ pentru orice
seS seS

s€S < xE€(I; : J) pentru orice s€S < x€ [ (I : J), de unde
seS

egalitatea solicitata.

(v). Daca x€(I : Y. J,), atunci x( D,J, )<I. Cum pentru orice
tel tel

teT, J,& > J, deducem ca xJ; € 1, adica x€(I : J;) deci xe (] (I: ]y,

tel tel

obtinand astfel incluziunea (I : > J,)S (] (I : J). Cum incluziunea
tel tel

inversa este evidenta, deducem egalitatea solicitatd. W

§3. Morfisme de inele. Izomorfisme de inele.
Transportul subinelelor si idealelor prin morfisme de
inele. Produse directe de inele

Fie A si B doua inele in care (pentru a simplifica scrierea)
operatiile sunt notate pentru ambele prin ,,+” si ,,” .

Definitia 3.1. O functie f : A—>B se zice morfism de inele daca
pentru oricare a, be A avem egalitatile:
(i) f(a+b) =f(a)+f(b)
(ii) f(a-b) = f(a)-f(b).
Daca A si B sunt inele unitare, vom spune ca f este morfism

de inele unitare daca este morfism de inele si in plus
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(iii) f()=1.

Observatia 3.2. 1. Cum 1n particular f este morfism de grupuri
aditive avem f(0)=0 si f (-a) = -f(a), pentru orice acA.

o - L n0 .
2. Se verificd imediat ca f : Z—>M,y(Z), f (n)= (OOJ pentru orice

neZ este morfism de inele fard a fi insd morfism de inele unitare (caci

f(1)= 1o D).
00

3. Daca A si B sunt inele unitare si f : A—>B este un morfism
surjectiv de inele, atunci f este si morfism de inele unitare.

Intr-adevar, dacd beB este un element oarecare existi acA a.i.
f(a)=b. Cum a1 =1-a=a, deducem ca f(a) f(1) =1f(1) f(a) =f(a) <
< b-f(1)=f(1)-b=b, iar din unicitatea elementului 1 din B deducem cu
necesitate ca f(1)=1.

Vom nota prin Hom(A, B) multimea morfismelor de inele de la
A la B; in mod evident 1,eHom(A, A), iar daca C este un alt inel,
feHom(A, B), ge Hom(B, C), atunci gefe Hom(A, C).

Definitia 3.3. Vom spune despre inelele A si B ca sunt
izomorfe ( si vom nota A=B ) daca existai feHom(A, B),
geHom(B, A) a.i. fog=1p si gof=1,. in acest caz despre f si g vom
spune ca sunt izomorfisme de inele.

In particular, un izomorfism de inele este o aplicatie bijectiva.

Reciproc, daca f:A—B este un morfism bijectiv de inele, atunci
ca 1n cazul morfismelor de grupuri (de la Capitolul 1) se aratd usor ca
f:B—>A este morfism de inele si cum fof'=13 iar f'of=1, deducem ca
feHom(A, B) este izomorfism de inele daca si numai daca f este
morfism bijectiv de inele.

Propozitia 3.4. Fie A si B doua inele iar feHom(A, B).

(>i) Daca A' < A este subinel al lui A, atunci f(A') este
subinel al lui B.

(ii) Dacii B' este subinel al lui B, atunci f '(B') este
subinel al lui A.
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Demonstratie. (1). Fie a, bef(A'); atunci a=f(a'), b=f(b') cu a',
b'eA".
Cum a-b=f(a'-b') si ab=f(a"-b') iar a'-b’, a“b'eA' deducem ca a-b,
abef(A"), adica f(A'") este subinel al lui B.

(ii). Daci a, b'ef'(B'), atunci f(a"), f(b'"eB' si cum
f(a")-f(b")=f(a'-b"), f(a)f(b")=f(a"b") iar B' este presupus subinel al lui B,
deducem ci a'-b', a"b'€ f' (B'), adica ' (B') este subinel al lui A.m

Observatia 3.5. Din propozitia precedentd deducem in
particular ca f(A) (pe care il vom nota prin Im(f) si il vom numi
imaginea lui f) este subinel al lui B si f '({0}) (pe care il vom nota prin
Ker(f) si il vom numi nucleul lui ') este subinel al lui A.

Propozitia 3.6. Fie A si B douid inele, feHom(A, B) un
morfism surjectiv de inele, iar I{(A)={Sel(A):Ker(f)cS}. Atunci
functia F:1d(A)—>I1d(B), F(S)=f(S) pentru orice Sel{(A) este un
izomorfism de multimi ordonate.

Demonstratie. Definim  G: Id(B)—Id(A) prin G(B') = f'(B')
pentru orice B'eld(B). (conform Propozitiei 3.4. functia G este corect
definita). Faptul ca F si G sunt morfisme de multimi ordonate (adica
pastreaza incluziunea) este imediat.

Ca si in cazul Teoremei 7.4. de la Capitolul 2 ( Teorema de
corespondenta pentru grupuri ) se aratd ca FeG=1,,(5) st G°F=1 d, (4)» de

unde concluzia propozitiei. m

Propozitia 3.7. Fie fe Hom(A, B) un morfism de inele.

(i) Daca f este functie surjectiva iar I este un ideal sting
(drept, bilateral) al lui A, atunci f(I) este ideal sting (drept,
bilateral) al lui B

(ii) Daca I' este ideal stang (drept, bilateral) al lui B, atunci
f1(I') este ideal stang (drept, bilateral) al lui A.

Demonstratie. (1). Sa presupunem de exemplu cd | este ideal
stang (in celelalte situatii demonstratia facdndu-se asemanator).
Daca a,bef{(I), atunci a=f(a'), b=f(b') cu a', b'el si cum a-b=

=f(a") - f(b")=f(a'-b"), iar a'-b'el deducem ca a-b e f(I).
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Daca ceB atunci, cum f este surjectie, existd c'eA a.i. c=f{(c') si
astfel ca=f(c")f(a")=f(c'a') ef(I) (caci c'a'el). Deci f(I) este ideal stang al
lui B.

(i1). Sa presupunem de exemplu ca I' este ideal stang al lui B si
fie a, bef'(I'). Atunci f(a), f(b)el' si cum f(a)-f(b)=f(a-b)eI' deducem ci
a-bef'(I'). Dacd ceA, cum f(ca)=f(c)f(a)el' deducem ca caef'(I'),
adica f' (I') este ideal stang al lui A. Analog in celelalte cazuri. m

Observatia 3.8. in particular, deducem ci Ker(f) este ideal
bilateral al lui A, (adica Ker(f) eldy(A)).

Fie acum (4,)_, o familie de inele iar A=]] 4, multimea
iel

subiacenta a produsului direct al multimilor subiacente (A4, )l.E ; (vezi §8
de la Capitolul 1).

iel

Reamintim ¢ A={ (X;)ier: X;€A; pentru orice iE€I}.
Pentru doud elemente x=(X;)ie; §i y=(yi)ier din A definim

adunarea si inmultirea lor prin: x+y=(x+y;) i1 $1 Xy=(X; Yi)ier -
Propozitia 3.9. (A, +,°) este inel.

Demonstratie. Faptul ca (A, +) este grup abelian rezulta
imediat: asociativitatea adunarii de pe A este datd de asociativitatea

adundrii de pe fiecare inel A;, elementul neutru este 0=(a;)ic; cu a;=0

pentru orice i€, iar opusul elementului x=(x;);c; este -x=(-X;)ie; -
Daca x=(x;) ie1 , Y=(Yi)ie1 » Z=(z;)ie1 sunt trei elemente din A,

atunci  (xty)z=((X; Tyi) zier =(Xi zi tyizier =(Xiziier+(Yiz)ier=Xztyz

si analog z(x+y)=zx+zy, proband astfel distributivitatea la stanga si
dreapta a inmultirii fatd de adunarea de pe A. Asociativitatea inmultirii

de pe A este data de asociativitatea Tnmultirii de pe fiecare inel A; (i€I).
|
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Observatia 3.10. 1. Daca pentru orice i€l inelul A; este unitar
atunci si inelul A este unitar (elementul neutru fiind 1=(b;)ie; cu b;i=1

pentru orice i€l ).

2. Daca pentru orice i€l inelul A; este comutativ, atunci si
inelul A este comutativ.

Pentru fiecare i€l consideram functia p; : A—A; datd de
pi(( Xj)jen)=xi. (pi poartd numele de proiectia de indice i sau proiectia lui
A pe A;).

Se verifica imediat ca pentru fiecare i€l, p; este morfism
surjectiv de inele (iar dacd (A))e; sunt inele unitare, atunci p; este
morfism surjectiv de inele unitare).

Propozitia 3.11. Dubletul (A, (pi)ic;)) verificd urméatoarea
proprietate de universalitate: Pentru orice inel A’ si orice familie de
morfisme de inele (p;)icr, cu p;"A’—A; pentru orice i€l existia un

unic morfism de inele f :A"—A a.i. p;of =p; pentru orice i €I.

Demonstratie. Pentru x€A" definim f(x)=(p;'(x))ie; $i in mod
evident f este morfism de inele (deoarece pentru orice i€Il, p;" este
morfism de inele) si p;of=p;’ pentru orice i€1. Pentru a proba unicitatea
lui f cu proprietatea din enunt, fie f:A’—A un alt morfism de inele a.i.
piof "=p;" pentru orice i€1. Atunci, pentru orice x€A" pi(f '(x))=p;’ (x),
adica f'(x)=(p;'(x))ie;=1(x), de unde concluzia ca f=f".

Daca inelele (Aj)ie; sunt unitare atunci §i A este unitar si
proprietatea de universalitate este valabild considerand in loc de

morfisme de inele, morfisme unitare de inele. W

Definitia 3.12. Dubletul (A, (pi)ic1) ce verifica proprietatea
de universalitate din Propozitia 3.11. poartd numele de produsul
direct al familiei de inele (A;);c; i se noteaza prin HAl. (de multe ori

iel
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se omit morfismele structurale (p;)ic; dacd nu este pericol de
confuzie).
Daca I={1, 2, .., n} convenim si notim []4; prin

iel

A1 XA, XA,

Propozitia 3.13. Daca (A;)ic; este o familie de inele unitare si
A=]]4, , atunci UA)=[]U(4,) (in partea dreapti fiind produsul

iel iel

direct al multimilor U(A;)ie)).

Demonstratie. Fie x=(x;)ici€A. Atunci din echivalentele:
x€EU(A) & existd x'=(x)ic€A al xx'=x'x=1 < xx/=xx;=1
pentru orice i€l < x;€U(A;) pentru orice i€l < x& HU(Ai)

iel
deducem egalitatea din enunt (ca egalitate de multimi!). B
De exemplu, U(ZXZ ):{(17 '1)7 (13 1)5 ('19 1)3 ('17 '1)}

Observatia 3.14. Analog ca in cazul grupurilor (vezi Teorema
8.6. de la Capitolul 2) pentru m, nEN*, (m, n)=1 avem izomorfismul
de inele Z X2, =7 .

§4. Factorizarea unui inel printr-un ideal bilateral.
Teoremele de izomorfism pentru inele

Reamintim cd pentru un inel A, prin Id,(A) am desemnat
multimea idealelor bilaterale ale lui A.

Pentru Ieldy(A), cum (A, +) este grup abelian avem ca
I<(A,+) astfel ca putem vorbi de A/l = {x+I] xeA} si de grupul
abelian (A/I, +) unde pentru x,ye A, (x+D)+(y+D=(x+y)+L. (vezi §4 de la
Capitolul 2).

Vom defini acum pe grupul factor A/l o noud operatie algebrica :
(x+D)(y+D)=xy+], pentru orice x, yeA (pe care convenim sad 0 numim
inmultire).
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Propozitia 4.1. (A/L,+, -+ ) este inel. Dacd A este unitar
(comutativ) atunci si A/I este unitar (comutativ).

Demonstratie. Sa aratam la inceput ca inmultirea pe A/l este
corect definita si in acest sens sa considerdm x, y, X', y'€A a.i. x+I=x"+I
si y+I=y'+L. Scriind xy-x'y'=x(y-y')*+(x-x')y’ deducem cd xy-x'y'el,
adica xy+I=x"y'+1.

Sa alegem acum x, y, zel si sd notam x=x+I, y=y+l, z=z+L

N\ N\

Atunci x(p Z2)= x(yz) iar (x )3)2=(xy)z, de unde deducem ca
fc(f/f)= (fcj/)z" , adica inmultirea pe A/l este asociativa, deci (A/l, -) este
semigrup.

N\ N

De asemenea, x(p+:z )=x(y + z) = xy+xz=xytxz=xp+iz si
analog (x+p)z=x z+J z, de unde concluzia ca (A/l, +, ) este inel.

Daca inelul A este unitar, atunci si A/l este unitar, elementul
neutru pentru inmultire fiind 1=1+1 deoarece pentru orice element
x+tle A/l avem (1+D)(x+])=(x+D)(1+])=x+1.

A A

Daca A este inel comutativ, atunci x y=xy=yx=7p x, de unde
concluzia ca si A/l este comutativ.m

Definitia 4.2. Inelul (A/I, +, -) poarta numele de inel factor
(spunem ca am factorizat inelul A prin idealul bilateral I).

Surjectia canonica pi:A—>A/L, pi(x)=x+I pentru orice xeA (care
este morfism de grupuri aditive) este de fapt morfism de inele deoarece
pentru x,y €A avem py(xy)=xy+I=(x+D)(y+D=p; (x)pi (y)-

Daca A este inel unitar, atunci cum p1(1)=1+I=i jar 1 este
elementul neutru al inmultirii din A/I, deducem céa p; este morfism de
inele unitare.

Deoarece pentru xel, xeKer(p)) < x+I=I < x€l, deducem ca
Ker(p))=L.
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In continuare vom prezenta fteoremele de izomorfism pentru
inele.

Vom incepe ( ca si in cazul grupurilor ) cu o teorema importanta
cunoscutd sub numele de Teorema fundamentala de izomorfism pentru
inele:

Teorema 4.3. Daca A, A’ sunt doua inele, feHom(A, A’),
atunci Ker(f)eld,(A) (conform Observatei 3.8. ) si A/Ker(f) = Im(f).

Demonstratie. Pentru xeA, definim: ¢ : A/Ker(f)—>Im(f) prin

o(x+Ker(f))=f(x). Daca mai avem y€A, atunci din sirul de echivalente
x+Ker(f)=y+Ker(f) < x-yeKer(f) <f(x)=f(y) deducem ca ¢ este corect
definitd si ca functie este injectie. Cum surjectivitatea lui ¢ este
evidenta, deducem cé ¢ este bijectie. Deoarece pentru x, yeA avem :

¢ [(c+Ker(H)+H(y+Ker(D)I=f(x+y)=f()+i(y)=p[x+Ker(f)]+o [y+Ker(f)]
si ¢ [(x+Ker(D)(y+Ker(£)] =0 [xy+Ker(f)] = f(xy) = fx)f(y) =

= ¢ [x+Ker(f)] ¢ [y+Ker(f)] deducem ca ¢ este morfism de inele si cum
mai sus am probat ca este si bijectie, rezultd cd ¢ este izomorfism de
inele.m

Corolar 4.4. Daca A, A’ sunt inele si fe Hom(A,A’) este un
morfism surjectiv de inele, atunci A/Ker(f) = A'.

Corolar 4.5. Fie A un inel, A’ A un subinel iar Ield,(A).
Atunci A'+I={x+y| xeA', yel} este subinel al lui A, Ield,(A'+I),
A'Nleldy(A’) si avem urmatorul izomorfism de inele:

AN A= (A +1)/ 1.

Demonstratie Fie a,beA'+], a=xty, b=z+t, x,ze A’ si y,tel
Atunci a-b=(x-z)*(y-t)eA'+l iar ab=(x+y)(ztt)=xz+(xttyz+yt)e A'+],
de unde concluzia ca A'+I este subinel al lui A. Faptul ca Ield,(A'+])
este evident.

Sa consideram acum @:A'—(A'+1)/1, p(x)=x+I care este ITn mod
evident morfism de inele. Dacad avem un element (x+y)+I din (A'+I)/I cu
xeA' si yel, atunci cum (x+y)-x=yel deducem ca (x+y)+I=x+I=0(x),
adica @ este surjectie.

174



Din sirul de echivalente: xeKer(¢) < ¢(x)=0 < x+I=I, pentru
orice xeA' & xel, pentru orice xeA' < xeA'nl deducem ca
A'NI=Ker(p)eldy(A").

Conform Corolarului 4.4. avem izomorfismele de inele:

A/Ker(g) ~Im () < A'/(A'"nI)~( A +1)/ Lm

Corolar 4.6. Fie A un inel, Ield,(A) iar J un subinel al lui A
ce include pe I. Atunci Jeld,(A) < J/Ieldy(A/D). in acest caz avem
izomorfismul canonic: A/J= (A/1)/ (J/T)

Demonstratie. Echivalenta Jeldy(A) < J/1 eld, (A/l) este
imediatd. Fie acum A —L& s Al — Lo (AM)/J/T)  iar
¢ :A—> (AA/ D/(J/T), 0=purepr.

In mod evident ¢ este morfism surjectiv de inele (fiind
compunerea morfismelor surjective canonice).

Cum Kerp={acA|p(a)=0}={acAp;(at])=0}={acA|(a+]D)+H]/I=]/1}=
={aeA| atlel/l}={acA| ae]}=], izomorfismul cautat rezultd acum din
Corolarul 4.4. m

§5. Corp. Subcorp. Subcorp prim.
Morfisme de corpuri. Caracteristica unui corp

Definitia 5.1. Vom spune despre un inel unitar K ca este
corp daci UK)=K (unde K'=K\{0}). Astfel, (K, +, -) este corp daci:

(i) (K, +) este grup

(i) (K%, -) este grup

(iii) Inmultirea este distributiva la stinga si la dreapta fata de
adunare.

Din cele stabilite in Capitolul 2 deducem ca daca neN, n>2,

atunci (Z,,+,") este corp daci si numai daci n este prim.

Pe parcursul acestui capitol vom pune in evidentd mai multe
exemple de corpuri (vezi §6, 7, 8,9) .

in mod evident, intr-un corp K nu existd divizori ai lui zero
nenuli dupd cum nu existd nici ideale diferite de {0} si K ( caci daca
prin absurd ar exista de exemplu un ideal I la stanga a.i. {0} c I c K
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atunci am avea acl a.i. a#0 si cum K este corp am deduce ci a”'a=1¢l,
adica I=K - absurd!).

Reciproc, daca un inel unitar A are doar idealele {0} si A atunci
A este corp. Intr-adevar, dacd acA”, atunci considerand idealele aA si

Aa trebuie ca aA=Aa=A, adicd ab=ca=1, cu b, c€A, de unde b=c si
ab=ba=1, adica a este inversabil si astfel A devine corp.

Definitia 5.2. Fiind dat corpul K, o submultime nevida k a
lui K se zice subcorp al lui K daca restrictiile operatiilor de adunare
si inmultire de pe K la k confera lui k structura de corp. in acest caz
spunem despre K ca este o extindere a lui k (vezi §6 ,7).

Propozitia 5.3. Fie K un corp iar k = K o submultime nevida
a sa. Atunci k este subcorp al lui K daca si numai daca :

(i) oricare ar fi x, yek = x-yek
(i) oricare ar fi x, yek cuy=0 = xy'ek.

Demonstratie. Echivalenta celor doud afirmatii rezultd din
faptul ca (k, +) si (k', -) trebuie sa fie subgrupuri ale grupurilor (K, +) si
respectiv (K, *). Sd observiam ci elementele unitate din K si k coincid.m

Propozitia 5.4. Daci p 22 este un numar prim, atunci Z, si Q
nu au alte subcorpuri in afara de ele insele.

Demonstratie. Intr-adevir, daci FCZ, este un subcorp al lui Z,
atunci F este subinel al lui Z,,. Stim insa ca subinelele si idealele lui Z,
coincid iar cum Z, este corp, singurele sale ideale sunt {0} si Z,, deci
singurul subcorp al lui Z, este Z,,.

Fie acum FcQ un subcorp. Cum 1€F deducem ca pentru orice
neN, neF (deoarece n=1+...+1), adica NcF.Cum 0eF deducem ca

n ori

pentru orice neN, 0 - n= - neF, adica si Z < F. Daca avem m, neZ,
n#0, atunci mn"'=m/neF (cici F este presupus subcorp al lui Q ), adica
Q cF, de unde Q=F.m
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In paragraful 1 am definit notinea de caracteristicd a unui inel.
Cum corpurile sunt in particular inele aceasta definitie raimane valabila
si pentru corpuri.

Astfel, daca k este un corp iar pentru orice ne N, n-1, #0 atunci
corpul k se zice de caracteristica 0 (scriem car(k)=0) iar daca n este cel
mai mic numar natural nenul pentru care n-1,=0 atunci spunem ca
corpul k este de caracteristica n ( se scrie car(k)=n). Analog ca in cazul
inelelor (vezi Observatia 1.10.) se demonstreaza ca dacd car(k)=n,
atunci n este un numar prim.

Propozitia 5.5. Daca K este un corp iar (Kj)ic; o familie
nevidi de subcorpuri ale lui K, atunci ()X, este subcorp al lui K.
iel
Demonstratie. Fie K'=[K; si x, yeK'. Atunci x, yeK; pentru
iel
orice il si cum fiecare K; este subcorp al lui K avem ca x-yeK;, adica
x-y €K, =K'
iel
Daci y=0, atunci xy ' €K; pentru orice iel si cum K; este subcorp
al lui K deducem ci xy'e (K; =K', adica K’ este subcorp al lui K.m

iel

Definitia 5.6. Un corp care nu are alte subcorpuri in afara
de el insusi se numeste corp prim.

Mai inainte am vazut ca Q este corp prim ca si Z, (cu p=2 prim)
precum si intersectia tuturor subcorpurilor unui corp.

Definitia 5.7. Daca K, K’ sunt doud corpuri, numim morfism
de corpuri orice morfism unitar de inele f:K—K'.

Deci, f : K—>K' este morfism de corpuri dacd si numai daca
f(1)=1 si f(x+y)=f(x)+(y), f(xy)=f(x)f(y) pentru orice x, y K.

In particular, deducem ca f(0)=0, f(-x) = -f(x) pentru orice xeK
iar daca xeK', atunci f(x ") = (f (x))™.

Observatia 5.8. Orice morfism de corpuri f : K—>K’ este ca
functie o injectie.

Intr-adevar, daci vom considera x, yeK ai f(x)=f(y) si
presupunem prin absurd c¢i x-y20, cum x-yeK', existi zeK ali.
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(x-y)z=1. Deducem imediat ca : f(x-y)f(z)= f(1)=1 < ({(x)-f(y))f(z)=1
< 0-f(z)=1 < 0=I-absurd, deci x-y=0 =>x=y.H

Definitia 5.9. Un morfism de corpuri f:K—K' se zice
izomorfism de corpuri daci existi g:K'—K a.i. gof=1y si fog=1. in
acest caz vom scrie K=K'. Se probeaza imediat ca f este izomorfism
de corpuri daci si numai daca f este morfism bijectiv de corpuri.

Tindnd cont de Observatia 5.8. deducem cd morfismul
f: K—>K' este izomorfism de corpuri daca si numai daca f este surjectie.

Propozitia 5.10. Orice corp prim este izomorf sau cu corpul
Q al numerelor rationale sau cu un anumit corp Z, cu p prim.

Demonstratie. Fie P un corp prim si f : Z—P, f(n)=n-1, pentru
orice neZ, care in mod evident este morfism unitar de inele. Atunci

Ker (f) este ideal al lui Z si deci existd neN a.i. Ker (f)=nZ.
Avem acum doua cazuri:

1. Ker (f)={0}. Atunci f este morfism injectiv de la Z la P si sa

consideraim P ={(m-1p)(n-1p)" | m, neZ, n#0} < P. Si verificim ca P
este subcorp al lui P iar pentru aceasta fie x, ye P, x= (m-1p)(n-1p)",
y=(r-1p)(s"1p)" cum, n, 1, seZ iarn, seZ .
Atunci x-y = (m-1p)(n-1p) " - (rr1p)(s:1p) ' =(ms-nr)-1p [(ns)-1p]'€ P
iar dacd ye P “(adicireZ’) atunci xy ~'= (ms)-1p-[(nr)-1p]e P .
Deoarece P este corp prim avem cd P =P si se verificd imediat
cd g:Q—P, g(m/n)=(m:1p)(n-1p)" pentru orice m/neQ este izomorfism
de copuri, de unde concluzia ca P~Q.

2. Ker()={0}. Atunci Ker(fj=nZ cu neN". Conform Teoremei
fundamentale de izomorfism pentru inele ( vezi Teorema 4.3.) avem ca

Z/Ker(f) = Im(f) < Z, ~Im(f) . Cum Im(f) este subinel al corpului P

deducem ca Im(f) este domeniu de integritate deci si Z, va fi domeniu
de integritate, deci corp.
Astfel Im (f) este subcorp al lui P si cum P este prim avem ca

P=Im(f) si deci Z,~P. m
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Observatia 5.11. 1. Din Propozitia precedenta deducem cé un
corp K este de caracteristica zero dacd si numai dacéd subcorpul prim al

lui K este izomorf cu corpul Q al numerelor rationale si este de
caracteristici p (peN’" fiind un numir prim) daci si numai daci
subcorpul prim al lui K este izomorf cu corpul Z,. In acest ultim caz
corpul K poate fi privit ca un Z,-spatiu vectorial. Deducem imediat ca

dacd K este finit, atunci [K| =p'cuteN".

2. Daca K este o extindere a lui k (adica k este subcorp al lui K)
atunci k si K au aceeasi caracteristici. In particular, daca existd un
morfism de corpuri f: k—K atunci k si K au aceeasi caracteristica.

3. Conform unei celebre teoreme a lui Wedderburn orice corp
finit este comutativ.

Propozitia 5.12. Fie K un corp comutativ cu car(K)=p (p=2
numar prim). Atunci, pentru orice x, yeK avem:

(i px=0

(ii) (xy)’=xy’

(iii) (xxy)"=x"+y” (semnele se corespund).

Demonstratie. (1). Avem px=p(1xx)=(p-1x)x=0-x=0

(ii). Este evidenta deoarece xy=yx.

(iii). Cum p este prim p |C1’§ pentru orice 1<k<p-1 si astfel
dezvoltand dupd binomul lui Newton avem (x+y)’=x"+y" iar (x-y) P=
=x P +(-1) Py P. Daca p>2, atunci cum p este prim (deci cu necesitate
impar) deducem ca (x-y) P = x =y P iar dacd p=2, cum 2y >= 0 avem
(x-y)=x"+y’=x"-y". m

Observatia 5.13. Din propozitia precedentd deducem ca functia

0y K—K, ¢,(x)=x" este morfism de corpuri. Morfismul ¢, poartd
numele de morfismul lui Frobenius.
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§6. Inele de fractii. Constructia corpului Q al
numerelor rationale

In cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel unitar
comutativ.

Definitia 6.1. O submultime nevidd S — A se zice sistem
multiplicativ daca 1€S si a, beS = abeS (adica inmultirea de pe A
confera lui S structura de monoid).

Teorema 6.2. Fie S — A un sistem multiplicativ format din
nondivizori ai lui zero. Atunci exista un inel unitar si comutativ Ag,
un morfism injectiv de inele unitare is:A—>Ag a. 1. :

1) Pentru orice seS = ig(s)e U(Ag)

2) Pentru orice o.€As, existi acA, seS a.i. a=ig(a)[is(s)]”

3) Daca mai existd un inel unitar §i comutativ B si un
morfism injectiv de inele i:A—B a.i. pentru orice seS=i(s)eU(B),
atunci existd un unic morfism de inele unitare j:As—B a.i. diagrama

i
A > A
B

este comutativa (adica jeig=i).

Demonstratie. Sa construim la inceput inelul Ag si morfismul
injectiv de inele unitare is: A—As. in acest sens pe produsul cartezian
de multimi AxS definim relatia (a,s)~(a’,;s") < as'=a’s. In mod evident,
relatia ~ este reflexiva si simetricd. Pentru a proba tranzitivitatea relatiei
~ fie (a, s), (2, §), (a",s")eAxS a.d. (a, s)~(a’, s") si (2, s')~(a", s"),
adica as'=a's si a's’=a’’s’. Deducem imediat ca as's'’=a’ss” =(a's")s=
=(a"'s")s = (as")s’ =(a'’s)s’ = as''=a"’s (cdci s’ nu este divizor al lui
zero), adica relatia ~ este si tranzitiva, deci o echivalenta pe AxS.
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Clasa de echivalenta a elementului (a, s)e AXS o vom nota prin
a . . . . :
— sl 0 vom numi fractie iar multimea factor (AxS)/~ o vom nota prin
s
As.

. a . . C
Deci As={—| a€A si s€S}. Cum S nu contine divizori ai lui
s

zero avem ca 0¢S.

b . .
— €Ag definim £+2:at+bs si z-éza—b.Dacé
t s st s t st

a
Pentru —,

s

’

a da . b . . . L.
—=— sl —=— atunci as'=a’s si bt'=b't de unde deducem imediat ca
t

N t
(at+bs)(t's")=as'tt"+bt'ss'=a’stt+b'tss'=(a't+b's")ts, deci

at+bs a't'+b's' a b a b : .
= — & —+—=—+— (altfel zis, adunarea fractiilor
ts ts st s t
este corect definitd ). Cum si (ab)(s't) = (a'b’)(st) deducem ca
a b a b o . . .
— -—=—-— deci si inmultirea fractiilor este corect definita.
t

s t s
Sa aratdim acum ca (Ag, +, ) este inel comutativ unitar.

.abc .
Daca —,—,— €Ay, atunci
st u

a b, ¢ at+bs c (at+bs)u+c(st) atu+bsu+cst .
(_+_)+_:—+—: = 1ar
st u st u (st)u stu
a b ¢, a bu+ct a(tu)+(bu+ct)s atu+bus+cts
_+(_+_)=_+ = ( ) ( )= , de

st u s tu s(tu) stu

unde deducem ca (ﬂ + éj +£-4, (2 + Ej , adicd adunarea pe Ag

s t) u s \t u

este asociativd. Cum adunarea si inmultirea pe A sunt comutative
deducem imediat ca adunarea fractiilor este comutativa.
a 0 a-l+s-0 a

. a
Deoarece pentru orice — €Ag, —+—=——=—=
K s 1 s-1 s

0 a
1 s

.0 ..
deducem ca n este elementul neutru pentru adunarea fractiilor.
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a —a as—as 0 O . .a. —a
Deoarece —+—= == deducem ci —(—)=—
s S s s 1 s s

adica orice fractie are o opusd . Am probat pana acum faptul ca (Ag, +)
este grup abelian.

Deoarece (ﬁ -2)£ = (ab)e = atbe) = ﬁ(é -5) deducem ca
s t'u (stu s(tu) st u
inmultirea fractiilor este asociativa . Deoarece inelul A este comutativ,
deducem ca si Tnmultirea fractiilor este comutativa, adica (As, °) este
monoid comutativ.

a
Deoarece —-
S

—] —

1 a a 1
= I -—=— deducem ca I este elementul neutru
s s

. . . y g .. . a .
pentru inmultirea fractiilor. S& remarcam faptul ca dacd — €Ag si teS,
s

. at a o . N <
atunci — =—, de unde concluzia ca o fractie poate fi “simplificatd”
st s

prin factori din S.

Astfel % == , pentru orice seS.
s

a b, ¢ at+bs ¢ atc+bsc .
Deoarece (—+—)-—= -—= iar
t

u st u stu

s
ac. b ¢ ac N bc actu+bcsu _ (atc +bsc)u _ atc + bsc
s u t u su tu sutu (stu)u Stu
..a bc ac bc . _. . T
deducem cd (—+—)—=—-—+—-—, adicd inmultirea este distributiva

s t'u s u t u
fatd de adunare, proband astfel cad ( As, +, - ) este un inel.

Definim ig:A—Ag prin is(a)=% pentru orice acA. Dacd a,beA,

atunci is(a)+is(b)=% + % _AtD i (atb),
iaris(o)= % - “Tb ~ig(ab)

. 1 .. . .
1ar IS(I):I =1, de unde concluzia ca ig este morfism de inele unitare.
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Daci ig(a)=ig(b) = a=%:? = a-1=b-1=>a=b, adica is este
morfism injectiv de inele.
-1

. . 1
Daca seS, cum 1s(s)=% iar %-—z , deducem ca
s

v | w

ig(s)eU(As) (proband astfel 1) din enunt). Astfel, dacd a.€As, =2 cu
s

. . . .
acA si seS scriind oc=% .—= ig(a) (is(s))" raspundem astfel la
s
chestiunea 2) din enunt.
Pentru a solutiona si chestiunea 3), fie B un inel cu proprietatile

din enunt si =2 €Ag. Definim j(o)=i(a)(i(s))".
s

!

a .,
=—, atunci as’=a’'s =
S

.. . N a
Daca mai avem a’eA sis'eS al o= —
s

=i(a)i(s)=i(a")i(s) = i(a)(i(s))' = i(a’)(i(s"))" , adica j este corect
definita. Dacad a€ A, atunci j(is(a))=j (% Y=i(a)(i(1))" = i(a) adic jeis=i.

!

. a . a - . .
Fie acum o=— si f=— doud elemente din As. Atunci
s s

’

! !
as'+a's . aa <
s1 op=—, astfel ca:

s

o+p=

ss'
j(a+B)=i(as Ha's)(i(ss) ' =(i(@)i(s)+i(a)i(s)) [i(s)i(s)] =
=i(a)i(s)(i(s))" (i(s")) +i(@)i(s)(i(s)) " (i(s)) ' =i(@)(i(s)) +i(a")(i(s") =
=j(o)+j(B)
j(aB)=i(aa")(i(ss") ' =i(a)i(@)(i(s)) "' (i(s) ' =(i(a)(i(s)))-(i(a)((s)) )=
=j(a)jB) st j(1)=] (%) = i(1) (i(1))'=1, de unde concluzia ci j este

morfism de inele unitare.

Daca mai avem un morfism de inele unitare k:Ag—B a.i. keig=i
atunci pentru o€As, conform cu 1) existd aeA si seS al.
o=is(a)(is(s))

Atunci k(o)=k(is(a)(is(s))"=k(is(a))(k(is(s))) "=
=(keig)(a)((keis)(s))'=i(a)(i(s)) '=j(o), de unde deducem ci j=k.m
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Definitia 6.3. Inelul As din Teorema 6.2. poartd numele de
inelul de fractii al lui A relativ la sistemul multiplicativ S ( sau cu
numitorii in S) si se mai noteazi si prin S”A.

Daca S este multimea tuturor nondivizorilor lui zero, atunci Ag
se numeste inelul total de fractii al lui A.

Observatia 6.4. Sa presupunem cd A este domeniu de
integritate (adica este comutativ si nu are divizori ai lui zero diferiti de

0). Considerand S=A*=A\{0}, atunci daca 4 eA’s deducem ci aeA’,
S

.8 ..a s as 1 .S L a ..
deci — €Ag. Din —-—=—=-=1 deducem ca —=(—)", adica Ag
a s a as a s

este corp, numit corpul total de fractii al domeniului de integritate A.
Definitia 6.5. Corpul total de fractii al inelului (Z, +, -) se

noteaza prin Q si poartd numele de corpul numerelor rationale.

in continuare, pornind de la corpul numerelor rationale (Q, +, -)

vom construi corpul numerelor reale (R, +, - ).

§7. Constructia corpului R al numerelor reale

Relatiile de ordine de pe inelul Z si corpul Q se inscriu intr-un
context mai general pe care il vom prezenta in cele ce urmeaza si care
ne va fi de folos si pentru ordinea naturald de pe multimea numerelor

reale R.

Definitia 7.1. Daca A este un domeniu de integritate (adica
un inel comutativ unitar fara divizori ai lui zero), prin ordonare pe

A intelegem o submultime nevida PSA ad. :
Ord 1: Pentru orice XA avem in mod exclusiv xEP sau

x=0 sau -x&P
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Ord 2: Daca x, yeP atunci x+y, xyeP.

in acest caz vom spune ci inelul A este ordonat de P iar P
este multimea elementelor pozitive ale lui A.

Sa presupunem acum cd A este ordonat de P. Cum 1#£0 si
1=1°=(-1)* deducem ci 1€P (adica 1 este pozitiv).

Tinand cont de Ord 2 deducem inductiv ca pentru orice nEN*,
1+1+...+1 este pozitiv.
[

de n ori
Un element xEA, x£0, x&P (adicd -xEP) se zice negativ .
Daca x, yEA sunt negative, atunci Xy este pozitiv (cici —X,
-y€P iar (—x)(-y)=xy€EP).

Analog deducem ca daca x este negativ iar y este pozitiv, atunci
Xy este negativ si ci pentru orice x#0 din A, x” este pozitiv.

Daci A este corp, cum pentru x#0 pozitiv avem xx'=1
deducem ci si x”' este pozitiv.

Fie acum A’CA un subinel iar P’=PNA’. Se verifica imediat ca
A’ este ordonat de P’ ( P’ se va numi ordonarea indusa de P pe A’) .

Mai general, fie A’, A doua inele ordonate iar P’, P respectiv
multimile elementelor pozitive din A" si A .

Daca f:A’—A este un morfism injectiv de inele, vom spune ca f
pastreaza ordinea daca pentru orice Xx€P’ deducem ca f(x)EP
(echivalent cu a zice ca P'<f'(P)).

Fie acum x, yEA. Definim x<y (sauy >x ) prin y-x€P.

Astfel x >0 inseamna xEP iar x<0 inseamna cad —xEP (spunem
atunci ca x este negativ ).

Se verifica imediat cd dacd x, y, zEA, atunci :

IN;: Daca x<y si y<z, atunci x<z .

IN,: Daca x<y si z >0, atunci xz<yz.

IN;: Daca x<y atunci x+z<y+z .

IN,: Daci A este corp, x >0, y >0 si x<y atunciy ' <x .
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Dacd x, yEA definim x<y prin x<y sau x=y. Fie acum A un
domeniu de integritate ordonat de P iar K corpul sau total de fractii.

Daca PK={% €K] a, b>0 }, atunci Px defineste o ordonare pe

K. Intr-adevir, daca x€K, x#0, x=% atunci putem presupune ca b>0

(deoarece X:%:__Z)' Daca a>0, atunci x€Pg. Dacd —a>0 atunci
—a
-X= 7 EPK .

. o . .. a . C
Nu putem avea simultan x,-x €Py céci scriind x= n Si -x= vk

cua,b,c,dEA sia, b, c, d>0, atunci —% :g deci —(ad)=bc, absurd

(caci bceP si adeP). Deci Pk satisface Ord 1.

“db;bc (iar ad+bc, bd>0)

Cum xy=% (iar ac, bd >0) si x+y=

deducem ca Py satisface si Ord 2 .

Observatia 7.2. N* este o ordonare pe Z.

Fie acum A un inel ordonat. Pentru x€ A definim :

x, daca x >0
x| =
-X, daca x <0

([x| poarta numele de valoarea absoluta sau modulul lui x ).

Lema 7.3. Pentru orice x €A, | x | este unicul element zEA

al 220 siz’=x%

Demonstratie Sa observam ci | x | *=x’si | x | >0 pentru orice
xEA. Pe de alta parte, dacd ac€A si a >0 atunci existd cel mult doua
elemente zEA a.i. z7=a (cici conform Corolarului 4.9. de la Capitolul 4,
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polinomul X*~a€A[X] are cel mult doud ridicini in A). Dacd w’=a,
atunci w#0 si (-w)’=w’=a, deci existd cel mult un zEA pozitiv a.i.

7’=a si cu aceasta lema este probati . W

Definitia 7.4. Pentru a > 0, definim elementul Ja ca fiind
acel element z > 0 a.i. z’=a (evident, daci un astfel de z existi !).
Se verificd acum usor ca daca pentru a, b >0, Ja ,\/3 exista,

atunci ab existd si\/ﬁ =Ja+b.

Evident, pentru orice XEA, | x |[=vx? .

Lema 7.5. Daca A este un inel ordonat, atunci
VA,: Pentru orice XEA, | x | >0, iar | x |>0 daca x#0
VA, : Pentru orice x, yEA, | xy [=| x || y |

VA; : Pentru orice x,y €A, | x+y |[<| x|+ y |-

Demonstratie. Cum VA; si VA, sunt imediate, sa probidm pe
VAz: | xty [ =(xty)’ =X’ +2xy+y’ < | x [ 2| xy | H y ['=

=[x [*+2[x}ly Hy |*=([x +y[)*, deunde | x +y |<[x|+|y|. m

Fie acum K un corp comutativ ordonat pentru care existd un

morfism (injectiv) de corpuri f : Q—K (deci K va fi de caracteristica 0).

Se aratd imediat ca dacd xE€7Z, atunci

p
lg +...+1; , daca x>0
| —

de x ori

f(x) =< 0, dacax=0

(~1g )+..+(-1x) , dacd x<0
ﬁr—/

de —x ori
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. g o 1 o
Mai mult, daca x€Z*, cum in Q avem x-—=1 deducem ca
X

Ig= f(l)zf[ -%]:f(x)f[%], de unde f[%j:f(x)l in K. Atunci

daca x="€Q avem f(x):f[ﬂ]:f[m~l]:m-f(lj: m-(n-1 )"
n n n n
Rezulta ca f este unic determinat ; vom identifica atunci pe Q cu un

subcorp al lui K (f se va numi scufundarea canonica a lui Q in K).
Daci x=2 , y= ﬂ, €Q (cu n, n>0) si x<y, atunci
n n

mn’-m'n<0, deci m'n-mn">0, iar f(x)=m(nlx)", fiy)=m’(n’1¢)". Din
m’n-mn">0 si 1x>0 deducem ca (m'n-mn’)1x >0 < m’(nlg)-m(n’1x)>0
< m’(nlg)>m(n’1g), de unde m’(n’1x) ">m(n 1) < f(y) >f(x) .

Obtinem astfel urmatorul rezultat :

Teorema 7.6. Daca K este un corp ordonat de

caracteristica 0, atunci scufundarea canonici a lui Q in K, f :Q—K,

f(ﬂj =m-(n-1; )", (cu n>0 ) pistreazi ordinea.
n

In continuare prin K vom desemna un corp comutativ ordonat

de caracteristica 0 iar un element x€/Z il vom identifica cu f(x)=x-1x .

Definitia 7.7. Un sir de elemente (x,) . din K se zice gir
Cauchy daca pentru orice £€K, £>0, exista n ;€N a.i. pentru orice
m, n€N, m, n>n; si avem | x, —X,, | <€ .

Vom spune despre sirul (x ;) > ca este convergent la un
element x€K, daci pentru orice €K, £>0, exista n N a.. pentru
orice n>n ; sa avem | X, — X |<E.
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Observatia 7. 8.
1.S4 presupunem ca sirul (X,)0 este convergent la doua

elemente x,yEK. Atunci pentru €€K, €0 si nEN* suficient de mare
avem :

| X-y | <] XXp tXpy | <] X-Xq | H X0~y | < 28
iar cum € este oarecare deducem ca | x-y |=0 ( cici daca | x-y |#0, atunci
| x-y | >0 si am avea | x-y |< | x-y | , absurd !).

Daca (x ;) >0 este convergent la un element x €K, vom scrie

X=limx, .
n—>0

2. Orice sir convergent este sir Cauchy.

Definitia 7.9. Corpul ordonat K in care orice sir Cauchy este
convergent se zice complet .

Definitia 7.10. Corpul ordonat K se numeste arhimedean

daca pentru orice x€K, exista neN af. x<n-1g.

Teorema 7.11. Corpul Q al numerelor rationale nu este
complet .

Demonstratie. Intr-adevar, sa consideram sirul (X,)o de
. . . 4+3x, . .
numere rationale dat prin xo=1 §i x,,, = 322 pentru orice n>0. Prin
+2x

n
. . . o o - - 2 . -
inductie matematica relativa la n se probeaza ca x,” <2, si ca (X;) n=0 €ste

4+3 22-x 2 . T
ST :(—”>0)1ardealclca
3+2x,

crescitor  (céci x,,, —x n
3+2x,

n

el este sir Cauchy.

Daca acest sir ar avea limita /€Q, atunci cu necesitate
- 4+3]

ol de unde =2, absurd cici /¢ Q. Deci (X,) n=0 nu are limita in
+

Q, adica corpul Q nu este complet. B
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Pentru K corp ordonat si SSK, prin majorant al lui S In K

intelegem un element z€K a.i. x<z, pentru orice xES.

Prin marginea superioard a lui S, notata prin sup(S) intelegem
cel mai mic majorant al lui S din K (evident daca acesta exista ).

Teorema 7.12. Fie K un corp arhimedean complet. Atunci orice
submultime nevidda S a lui K ce admite un majorant are margine
superioara.

Demonstratie. PentruneN, fie
T,={y€Z| nx <y pentru orice XS }.

Atunci T, este marginita de orice element de forma nx cu x€S
si este nevida deoarece daca b este un majorant al lui S, atunci orice
intreg y a.1. nb<y este in T, (deoarece K este arhimedean) .

Fie y, cel mai mic element al lui T,. Atunci existd x,€S a.l.

1
yo-1 <nx, <y, , de unde y—”——<xn <In
n n n
Sa notdim z, Vn si sd4 demonstram ca sirul (z,),en este
n
Cauchy. Pentru aceasta fie m, neN a.l. In < Im atunci
n m

1 RN 1 . 1
Im 2 I Pmcaciin caz contrar,y—”sy—’”——, deci 2=~ este
m m n m n m m m m

majorant pentru S, ceea ce este absurd cici x,, este mai mare.

. 1 <
Atunci |y_,,_y_m | <— de unde deducem ca (z,) ,en este
n m n

Cauchy.

Fie w=1limz, si sd demonstram la inceput cd w este un
n—>0

majorant pentru S.

Sa presupunem prin absurd ca existda x€S a.l. w<x . Exista

—-Ww o
astfel ca x-z, =x-w+w-z, > X-W-

atunci neN al |z, —w|< =
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X=W _X—W
>

-| w-z, | > x-w- >0 deci x >z, contrazicand faptul ci z, este
majorant al lui S.

Sa demonstram acum ca w=sup S.

. . . o 1 w—u
Fie u<w; atunci existd n€N suficient de mare a.i. | z, —x, |§Z < 2
. A w—u o -
Putem alege n suficient de mare ali. | z, — w [< caci
limz, =w.
n—»0

Astfel, X,—u =W-UtX,-z,+Z,-W > W-U-| X, 27y |-| Z-W | >
w—u w—u w—u
- >
4 4 4

absurd !). m

>w—u-— >0, deci u<x, (adica u nu este majorant—

In continuare vom prezenta constructia corpului numerelor
reale cu ajutorul sirurilor Cauchy de numere rationale (definite mai
inainte Intr-un context mai general).

Definitia 7.13. Un sir de numere rationale y=(c, ) . se zice

sir nul daca pentru orice e€Q, £>0, existi n: €N a.i. pentru orice
n>ne, | ¢, [<€ (adicd limc, =0).
n—>0

Daca a=(a,)s §i Pp=(by)u> sunt doud siruri de numere
rationale, definim suma si produsul lor prin a+p=(a,+b,) . si
respectiv ap=(a,b,) uxo

Lema 7.14. Orice sir Cauchy a=(a, ),»p de numere
rationale este marginit.

Demonstratie. Existd keN a.i. pentru orice n >k, | a, —a,| <I,
de unde | a, | < |a+1. Alegind M=max ( | ag |, - - -, |21 |, | a [+1)

deducem ca |a, | <M pentru orice n€N. H
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in cele ce urmeazi prin C(Q) vom nota multimea sirurilor
Cauchy de numere rationale.

Propozitia 7.15. (C(Q), +, -) este inel unitar comutativ.

Demonstratie. Fie a=( X, ) n0, P=( ¥n ) nz0, 0=(0, 0, ...) si
1=(1, 1, ...). Sa demonstrdm la inceput ca a+f si aff sunt din C(Q).

Pentru e€Q.*, existd n¢’, ne’” €N a.i. pentru orice m, n > n¢" sa

£ . . & A
avem | XX, [< 5 si pentru orice m, n > ng’’, | yn-ya |< 3 Alegand

ng=max (n¢’, n¢’’), deducem ca pentru orice m, n > ne, | Xp-X, |,

& -
| Ym-Yn |<5, astfel cd | (Xutym) — (Xatyn) [=] KnXn) + (YmYo) | <

<| XXn [] Y-¥a | < §+§ = ¢, adicd at+p €C(Q).

Pentru cazul produsului aff vom tine cont de Lema 7.14.
Conform acesteia, exista M, M,€Q.,* ai. | x,| <M; si | yn| < M, pentru
orice n€N.

Notand M=max (M |, M , ) si alegand €€Q.*, existd n¢’,
ng'’eN a.ll

& .
| Xm—Xa | SW , pentru m, n > ng’ i

| Yin=¥n | Sﬁ , pentru m, n > n¢"’.

Astfel, pentru m, n > ne =max (n¢’, n¢’’), avem
| XmYm —XnYn |= |Xm(ym'yn) + yn(xm'xn) | = | Xm| | Ym=Yn | +| Yn | | Xm=Xn | <

& & . .
<M-—— +M-—— =¢, adica si apC(Q).
=M o si ipeC(Q)

In mod evident, -a=(-x, )n>0 EC(Q) ca si 0, 1€C(Q).
Deducem acum imediat ca (C(Q), +, -) este inel comutativ si

unitar. W
In continuare, vom nota prin
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NQ)={( x1) 20 €C(Q) | lim x, =0} .

Lema 7.16. N(Q) este ideal al inelului C(Q).

Demonstratie.  Analog ca 1n cazul sumei din propozitia
precedentd, se demonstreaza imediat ca daca o, BEN(Q), atunci
a-BEN(Q).

Fie acum a=(a, ) =0 €C(Q) si p=(b,) =0 EN(Q). Conform
Lemei 7.14. exista M€Q,* a.i. | a, | < M pentru orice n€N.

Deoarece B=(b,).0 EN(Q) pentru €€Q.*, existd neeN a.l.

pentru orice n > ne sd avem | by, | S% .

Atunci pentru n > ne, | a, b, [=[ a, | | by [ < M% =¢, astfel ca
afEN(Q), adica N(Q) este ideal al inelului comutativ C(Q) . B

Lema 7.17. Fie acC(Q) ai. a¢N(Q), a=(a,).> - Atunci
exista ccQ.* si ngeN a.i. pentru orice n>n,, | a,|>c.

Demonstratie. Daca prin absurd lema nu ar fi adevarata, atunci

pentru €€Q.* existd o infinitate de numere naturale n;<n,<. . . a..
| a, |<§ pentru orice i >1.

Cum a€C(Q), exista peN a.i. pentru orice m, n>p s avem
lan —am|§§. Fie n; > p ; atunci pentru orice m >p, | an | < | am -a, [+

2¢ . . 2
Ha, |§?g si pentru orice m, n>p, | a, | < | ay —am [] am | < %JFTS =¢,

adicad 0eN(Q), absurd ! . m
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Teorema 7.18. (C(Q) / N(Q) , +, - ) este corp comutativ.

Demonstratie.  Faptul ca C(Q) / N(Q) este inel comutativ
rezultd din aceea cd C(Q) este inel comutativ iar N(Q) este ideal in
C(Q) (vezi §4).

Fie acum a€C(Q) a.i. a¢N(Q) si o =a +N(Q)eC(Q) / N(Q).
Vom demonstra ci existi B €C(Q)/N(Q) ai «-p=1, unde
1 =1+N(Q) (reamintim ca 1=(1, 1, .. . )€C(Q) ).

Cum a¢N(Q), conform Lemei 7.17. existd e€Q.* si ngeN a.l.

pentru orice n > ny , | a, | €. In particular, deducem ci pentru n > n, ,
a,70.
Fie B=(b,) n0 cu
1 daca0<n<ng
b,=
a,”’ dacin>n,

Sa aratim ci pEC(Q) sicd a-f=1 .
Putem alege deci c€Q.* si noeN a.i. pentru orice n > n, ,

1
<—.

| a, | >c>0 ; de unde va rezulta ca <
ja] e

Pentru e€Q.* exista p > n, a.i. pentru orice m, n > p
sa avem

|an—am|§€cz.
Atunci pentru orice m, n > p avem
& C2 .
< = ¢, adica BeC(Q).

2
c

1 1

a a

a, —d,

n m am .a}’l

Cum of} diferd de 1 numai intr-un numar finit de termeni
(eventual pentru n <ny) deducem ca af-1eN(Q), adica «- B =1, deci

p= (;)71 , adica C(Q) / N(Q) este corp . ®
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Definitia 7.19. Multimea C(Q) / N(Q) se noteazi prin R si
poartd numele de multimea numerelor reale.

Corpul ( R,+, ) poarta numele de corpul numerelor reale.
Deoarece se probeaza imediat ca functia iq:Q— R,
ig(a) = ia, a,...) pentru orice a €Q este morfism de corpuri (deci in
particular functie injectiva) putem privi pe Q ca subcorp al lui R.

Elementele din I=R\Q se zic numere irationale.

Lema 7.20. Pentru o=(a,) -0 €C(Q) este verificatd doar
una din conditiile :

1) eeNQ)
(2) Exista ccQ.* a.i. pentru n suficient de mare sa avem a, > ¢

(3)Exista ccQ.* ad. pentru n suficient de mare si avem a, <- ¢

Demonstratie. Evident (2) si (3) se exclud reciproc.
Sa presupunem acum ca o.&N(Q) . Conform Lemei 7.20. exista
nEN si ceQ.* a.i. pentru orice n >ny, | a, | > ¢ astfel ca a,> c daca

a,>0sia,<-cdacaa,<0.
Sa presupunem acum ca a,>0 pentru suficient de multi n si

a,<0 pentru suficient de multi m. Pentru astfel de n si m avem
a;—a,=>2¢>0 ceea ce contrazice faptul ca acC(Q).

Deci (2) sau (3) in sens disjunctiv trebuie sa aiba loc . B

Fie P={a |a€C(Q) si verifici (2) din Lema 7.20.} <R

Lema 7.21. P este o ordonare pe R.

Demonstratie.  Conform Lemei 7.20. deducem ca P satisface
Ord 1.

Fie acum a=(a, ) n=0 $i B=(bn) nz0 €C(Q) a.i. a, B EP.

Exista ¢;, c,€Q.* si n;, n,€N ai. pentru n>n, , a, >c, si pentru
n>n,, b,>c,.
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Pentru n > max (ny, n, ), a,+b, > ¢1+¢, >0 si ab, >cic, >0 astfel
cd a+p, op verificd (2) din Lema 7.20., adicd o+ f,a- B €P, deci P
satisface si Ord 2.

Observatia 7.22.
1. Din cele de mai sus deducem ca dacd a,f €R, 0=(X;)ns0,

B=(Yu)u=0, atunci a<f este echivalent cu aceea ci fB-a €P, adica
i B—a)€EP, deci cu existenta lui ngeN si c€Q.* ai. y,-x, >c pentru

orice n >ny .
Convenim sa numim ordinea de mai inainte ordonarea naturala

de pe R.

2. Pentru a€Q convenim si notim pe ig(a) prin «, adicd

a=\a,a,...

Teorema 7.23. Ordonarea naturala de pe R (data de P) este
arhimedeana.

Demonstratie. Conform  Definitiei  7.10., pentru
a=(a,) 0€EC(Q) va trebui sd demonstram ca existd myEN a.i. a <m, .
Conform Lemei 7.14. exista M€Q.* a.i. a, < M pentru orice nEN.
Alegand m,eN a.i. M<m, deducem ca a,<m, pentru orice nEN, adica
a<m, .l

Urmatorul rezultat este imediat.
Lema 7.24. Daci 0=(a,),5€C(Q) si existid ccQ.* si njeN
a.i. pentru orice n >n,, | a,| < ¢, atunci |5| <c.

Observatie 7.25. Conform Teoremei 7.23., fiind dat e€ER,
£>0, existd £,€Q.* a.i. £<g, astfel ca in definitia limitei unui sir din R

nu conteazd daca € este real sau rational.

Lema 7.26. Fie a=(a,) ,s0 €C(Q). Atunci o = lim ¢, (adici
n—»0

orice sir Cauchy de numere rationale converge in R).
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Demonstratie.  Fie €€Q.*. Exista ng€N a.i. pentru orice
m, n = ng | a, — a, |[<€. Atunci pentru m>n, avem | a-a, |=

a—am‘ <e (caci a-a,= (a, — an) 10 ), adica a = lim Z . m

n—>0

Teorema 7.27. Corpul R este complet .

Demonstratie. Fie (X,) nz0 un sir Cauchy de numere reale.

Conform Lemei 7.26., pentru orice nEN gasim a,€Q ali.

Xn- a, |< ! (in partea dreapta este vorba de faptde ( n) ' 1)
n

Cum (x, ) o este Cauchy, deducem ca fiind dat £>0 (de

exemplu €€Q) exista neN a.i. pentru orice m, n > ny, sd avem

&
| Xp X [€=.
3
. 1 & . .
Fie n,eN, n;>n, a.1.—£§. Atunci pentru orice m, n > n,
n
avem

< % + ? +§ =¢. Adica (Z)nzo este sir Cauchy de numere rationale.

Conform Lemei 7.26. existi x=lima, in R. Deoarece pentru n

n—>0

suficient de mare | x, x| < | x,-a, | + | a, -x | deducem ¢ x = lim x,,,
n—>00

adica R este complet. B
Definitia 7.28. Un corp ordonat K se zice complet ordonat
daca orice parte nevidd minorata a sa are o margine inferioara.

Observatie 7.29. Fie K un corp complet ordonat si ACK,
A+O, A majoratd. Atunci —A este minoratd, sup A existd si
sup (A)=-inf (- A).

Lema 7.30. Daca x, yeQ, atunci :
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(i) x<y =ia(x) <iq (y)
(ii) x<y <iq (x)<ia(y)

(iii) pentru orice 0 €R existd x, yEZ a.d. ig (x) S a<ig(y) .

Demonstratie. (). Sa presupunem cd x<y, adica y-x>0. Cum
lo(y)-la(x)=la(y-x) deducem cd iq (y) = i (x) < Io (X) < ia () .
Reciproc, sd presupunem cd ig (x) < iq (y), adicd ig (y-x) > 0 = y-x€P,
deci pentru £>0, y-x>£>0 =y>x < xy .

(i1). Rezultd din injectivitatea lui ig .

(iii). Fie a€R si (X,) nz0€0 . Atunci (X,) n20EC(Q), deci pentru
eeQ.* exista neeN al | x, —x, |<€ pentru orice n > ne sau

X, - €<x,<x, +& pentru orice n > ne .

n
Ludnd x, yeZ ai. x<x, -€si x, +€<y deducem cd x,—x>0 si
y — X,~>0 pentru orice n > n¢ deci
(Xn)ns0— (X, X, ....) =(X,—X )0 EP  si

(VY5 -+ ) = (Xn)nzo =(y- Xn) 0 €P,
adicd i (x) < a<ig(y) .

Lema 7.31. Fie a, BER si (u,) n305 (Vo) n0 €EC(Q) a.i.
io(Up) S a<P<ig(Vm)
pentru orice m €N §i (Uy) m>0 —( Vi) m>0 EN(Q) . Atunci a=p .
€
3

acum  (X,) n=0€0 $i (Yn) n=0€P - Din conditia (1) deducem ca iq(u,)<a,
deci pentru m=my avem (X,—u,, )n=0EP prin urmare exista ne'€N ai.

Demonstratie. Fie €>0. Exista meeN ali. |v, -u, |<=. Fie

Xor= Uy,

&
> 3 pentru n>ng’.
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Tot din (1) rezultd ca P<ig(vm) deci pentru m=m, avem (v,, -Ya) n=0E€P,

.o . e A & .
adica existd ne’€Nai v, —y, >—§ , pentru orice n>n¢’’, de unde

£ £ 2¢
— g Z= - =<
Yn—Xn< vm0+ 3 Uy + 3 Ving ~Um, + 3 =
2¢ ¢ 2¢ . .
<v,6 —u,6 |[+—<—+—=¢, prin urmare, Yy, —X,<& pentru orice
mg mg 3 3 3

n>max (ne’, n¢’’). Dar a < B. Atunci (y,—X,) n20EP, deci existd ng’”’ €N
a.l. y,-x, >-€, pentru orice n>ng "’’.

Atunci | X, — y, | <& pentru orice n>max (n¢’, ne’’, ne’’’), de unde
oa=p.1

Teorema 7.32. Corpul ( R, <) este complet ordonat .

Demonstratie.  Fie ACR nevida si minorata iar A, multimea
minorantilor lui A. Cum A, #0, existd BEA, ai. B < a pentru orice
a€A. Din Lema 7.31., (iii) rezultd existenta unui z€Z a.i. iq (z) < B,
adicd iq (2) €A, .

Fie xo=max{z€Z | ig (z2)€Ao} ; atunci iq(xXo)EA, si
io(xot1)€Ay. Presupunem ca am obtinut un x,€Q (k>0) a.i. io(xx )EA,

.. 1
siiq( Xk+10—k)65Ao

n
10k+1

Notand ny=max {0<n<9 | ig(x)+ €Ay} si

Xpy =X + se obtine, prin inductie, un sir (xy ) 0€Q a.i.

g
1Ok+1
(1)iq (xx )EA, pentru orice kEN ;

(2) io(x; +Lk )& A pentru orice kEN ;
10

() X =x4 +W

199



Din (3) si din definitia lui ny rezultd x,,, = x, +—%_  de unde
1

Ok+1 ’
pentru n >k obtinem X, —Xy=X,—Xn.1 T Xn1—Xn2F - X =Xk S
o
9 9 9 9 1 1 9 10"*
S—t——t t—m=— | Ittt — | = <
10" 10 10 10 10 10 10 1_i
10

9 10 1

< =
10" 9 10
deci ( x,) 10€C(Q). Fie a= ixn inzo €R si sa demonstram cd a=inf A.

Pentru aceasta vom demonstra ca

(k) io(xx ) <a<ig ( xk+%) pentru orice keEN.
10

Din (3) deducem cd xo < x; <.. . <x¢ <. . ., deci ( Xy-Xy ) n>0EP

pentru orice k€N, adici iq (x) <(x,) ., =a pentru orice kEN.

n/n=0

Am demonstrat mai Tnainte ca X;—x< , pentru n>k, adica

10*

1 . . 1 .
(xk +—k]—xn>0 pentru n >k, deci o < IQ[Xk +—kj pentru orice
10 10

keN.

Am aratat astfel inegalitatile ().
Sa demonstram acum ca o este minorant al lui A. Sa

presupunem ca exista yEA al y<a. Atunci ig (X)) £y < a <

iQ (Xk +#j pentru orice kEN.

. 1 . 1 A
Dar hm(xk +——xkj: lim — =0, de unde tindnd cont de
k—w 10% k—w 10%

Lema 7.31. deducem ca y=q, absurd, deci a€A, .
Sa aratam acum cd o este cel mai mare minorant al lui A.

Presupunem ca existd BEA( a.i. a<f. Din (3) deducem ca pentru fiecare

. e n . 1 . .
keN existad a €A a.d. a<ig(x, +—k). Cum [} este minorant al lui A
10
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si a (EA deducem ci P<a y de unde iq (x; ) < o < B < ig(x* +Lk) de
10

unde deducem ca o=, absurd!. Deci a=infA. ®

§8 . Constructia corpului C al numerelor complexe

Scopul acestui paragraf este de a identifica corpul R al
numerelor reale cu un subcorp al unui corp comutativ C in care ecuatia
x> =-1 are solutie.

Pentru aceasta vom considera C=RxR iar pentru (x, y),
(z, t)€C definim :

(%, y)+(z, t)=(x+z, y+t)
(X, ¥)'(z, t )=(xz-yt, xt+yz).

Teorema 8.1. (C, +, - ) este corp comutativ in care ecuatia

x’=-1 are solutie.

Demonstratie. Faptul ca (C, +) este grup abelian se probeaza
imediat (elementul neutru este ( 0, 0 ), iar pentru (x, y)€C, (%, y)=
=(x, -y)).

In mod evident inmultirea este comutativa.

Pentru a proba ca (C*, - ) este grup, fie (x, y), (z, 1), (1, s)€C.
Deoarece (x, y)[(z, t)(r, s)|=[(x, y)(z, t)](r, s)=(xzr-xts-yzs-ytr,
xzstxtr+yzr-yts) deducem ca inmultirea este asociativa.

Cum (x, y)(1, 0)=(1, 0)(x, y)=(x, y) deducem ci elementul
neutru fatd de inmultire este (1, 0). Fie acum (x, y)€C* (adica x£0 sau
y#0). Egalitatea (x, y) (x’, y’)=(1, 0) este echivalentd cu xx'-yy’=1 si
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siy'=——"—, adici (x, y) "=
X" +y X" +y

xy'+yx’=0, de unde x'=

| x Yy
x2+y2’ x2+y2‘

Cum pentru (x, y), (z, t), (r, s)€C, (x, y)[(z, O, s)]=
=X, y)(z, )X, y)(r, s)=(xzt+xr-yt-ys, xt+xstyz+yr) deducem ca

inmultirea este distributiva fatd de adunare, adica (C, +, -) este corp
comutativ.

Sd notam i=(0, 1). Cum i*=(0, 1)(0, 1)=(-1, 0)=-(1, 0)

- . 2 c A
deducem ca ecuatia x"=-1 are solutiein C. W

Observatia 8.2. Se probeaza imediat ci ir:R—C, ir(x)=(x, 0)
pentru orice XER, este morfism de corpuri (deci functie injectiva). in
felul acesta R poate fi privit ca subcorp al lui C.

Am construit astfel sirul de multimi NcZcQcRcC.

Deoarece pentru z=(x, y)€C putem scrie z=(x, 0)+(y, 0)(0, 1),
tindnd cont de identificarile anterioare deducem cd z se poate scrie

(formal) sub forma z=x-+iy (cu i=(0, 1) iar i’=-1).
Multimea C poarta numele de multimea numerelor complexe,

iar (C, +, *) corpul numerelor complexe. Elementele din C\R se zic
pur imaginare.

Daca z=x+iyeC cu x, yER, atunci x se zice partea reala a lui
z iar yi partea imaginara a lui z ( 'y se numeste coeficientul partii
imaginare ).

Pentru z€C, z=x+tiy, definimz=x-iy (ce se va numi

conjugatul i z) si |2| =y/x* +y* (|z| poartd numele de modulul lui z ).
Propozitia 8.3. Fie z, z;, Z,€C. Atunci
(i) zeER & z=z

(ii) Z-z ,Z';=|Z|2
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o ——_ — | — —— (z)_z
(iii) z,tz, =2,tz, , z;z, =2, z, , [—1] ==L (cuz#0)
z

Zy )
:ﬂ (cu

|Zz|

i

i) |=|z
Zz#ﬂ).

. |Zl +22|S|Zl|+|zz|,

z) 7, =|z| |za|

Demonstratie. (i). Fie z=atib. Dacd z€R, atunci b=0, deci
z=a=z iardacd z =z atuncib =-b adicd b=0, deci zER.

(i1). si (iii). sunt evidente.

(iv). Sa probam doar inegalitatea |z;+7|<|zi|+|zo| (celelalte
probandu-se imediat). Alegem z;=x;+iy; §i z,=X,Hy, cu X, Xz, Vi,

v2ER si astfel

2 2 2 2 2 2
|21+Zz|§|21|+|22|‘:’\/(x1+x2) +(y +y,) < \/xl + )i +\/x2 +y, &
2 2 2 2 2 2 2 2
Xp +X5 F2x1%) F Y] + Y5 20V, SX{ Y x5 4y, +
+2\/(x12+y121x§+y§)

S (xx0 + 3,7, ) < (x12 +y12Xx§ +y§)© (x;7, —x,,)> 20 ceea ce este

evident.

Egalitate avem dacd ~- =22 =2 cu 1 €R, adicd z, =1 z,. W
i I

Observatia 8.4. Asociind fiecdrui numar complex z=a+ib
. a b - . .
matricea ( j se probeaza imediat ca corpul (C,+,") este izomorf cu

-b a

b .. A . .
corpul ( ab ] | a, b €R\ | operatiile de adunare si inmultire fiind
- a

cele obisnuite din M, (R).
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§.9. Constructia corpului H al quaternionilor

In inelul (M,( C), +, -) sa consideram multimea:
a p
H = _ la, peC
_ﬂ a
(unde reamintim ca pentru ¢ €C, « reprezinta conjugatul lui « ).

Propozitia 9.1. ( H, +, -) este subinel al lui M,( C).

_ﬂa

a-y p-0
din H. Atunci M-N= __ |eH,
~(f-06) a-y

ay — BS ad + By 10 10
MN= eH si L= = eH, de unde

a p y o
Demonstratie. Fie M= si N= 5 doud elemente
0y

—as + fy ay - po 01 -01

concluzia ca H este subinel (unitar ) al lui M,( C ).

Corolarul 9.2. (H, +, -) este corp.
Demonstratie. Tinand cont de Propozitia 9.1. mai avem de

ap
demonstrat faptul cad dacd MeH, M=[ ,ﬁ _} #0,, atunci exista NeH
-p a
ai. MN=NM=L. Din M#O, deducem ci A=a@ + B =|a| +|p|’ #0.
N R
Considerand N= 7 eH,unde '=(a/A) si S :_X avem:
7

[ aﬂ}[ a' p' J aa' - B aff + pa’ .
MN= _ — = 1ar
« —(aff + pa’) aa' - BB’
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(@), (B _aa+pB_ld’ B _A_
o ﬂ'g—a(A}rﬂ(AJ_ A A Al

e AL

10
de unde MN= (0 J =I, si analog NM=I,, adica M'=N.m

Definitia 9.3. Corpul H poartdi numele de corpul
quaternionilor (elementele lui H se vor numi quaternioni).

a0
Daca vom considera jr:R—H definit prin jr(a)= [0 J pentru
a

orice a€R se verifica imediat ca jr este morfism de corpuri (deci functie

a0
injectiva ), astfel numarul real a se identifica cu quaternionul [0 j
a

i 0 01) . 07y
Sa notam I= , J= si K= |. Prin calcul se
0 —i -10 i0

verifica egalitatile:

I’=J’=K’=-1,, J=-JI=K, JK=-KJ=I, KI=-IK=]
(de unde o primd concluzie ce se desprinde este ca H este un corp
necomutativ).

Daca a=agta;i si f=by+b,;ie C, putem scrie:

apf a, +a,i by + byi a, 0 a 0Y(i 0
_ = = + -
-p o —by +bjia,—aj 0 a, 0a |lO —i
b, 0 01} (b 0)(0i
+ . =agl,+a,I+boJ+b;K (dacd tinem cont de
0b,)| =10 0b )|i0
o L 3 . a 0
identificarea oricarui numar real a cu quaternionul (0 J). Astfel,
a

orice quaternion heH poate fi scris, in mod unic, sub forma
h=a+bl+cJ+dK cu a, b, ¢, deR (identificand pe al, cu a).
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Observatia 9.4. In corpul H ecuatia x’+1=0 are o infinitate de

solutii si anume toti quaternionii h=altbJ+cK cu a, b, ceR si
a’+b™+c’=1.

§10. Ideale prime. Ideale maximale

In cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel unitar si
comutativ.

Definitia 10.1. Un ideal £ al lui A se zice prim daca £ #A si

daca avem a,beA a.i. abe §, atunci aef sau be.

Exemple 1. Dacda A este un domeniu de integritate, atunci
idealul nul (0) este prim.

2. Pentru inelul Z idealele prime sunt (0) si pZ cu p>2 numar
prim.

Propozitia 10.2. Un ideal £ al lui A este prim daca si numai

daca A/ este domeniu de integritate.

Demonstratie. Daca § — A este ideal prim, atunci #A, deci
A/ este inel nenul si cum A este comutativ si unitar deducem ca si A/
este comutativ si unitar. Fie acum a =a+ &, b=b+ 2 eA/p al.
4 b=0c ab €. Cum & este prim deducem ca a ef < a=0 sau
bep= b=0, adicd A/ nu are divizori ai lui zero nenuli.

Reciproc, daca A/g este domeniu de integritate, atunci A/§ este

A A

nenul si deci #A. Dacad a ,beA al. a be, atunci a =0<a b=0
si cum A/ nu are divizori nenuli ai lui zero deducem ca a =0<a e V

sau b=0<b efom
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Propozitia 10.3. Fie A, A’ doui inele unitare si comutative
iar f:A— A’ un morfism de inele unitare. Atunci:

(i) Daci p'cA’ este ideal prim in A’, £'( £’) este ideal prim
in A

(ii) Daca in plus f este morfism surjectiv si £ < A ideal

prim, a.i. Ker(f)c £, atunci f() este ideal prim in A’.

Demonstratie. (i). Conform Propozitiei 3.7. deducem ca (")
este ideal in A (evident f'(") #A, cici ©'#A’). Dacia a, beA ai.
abef'(p") atunci f (ab)ep’< f(a)f(b)e L'. Cum ' este prim in A’
deducem ci f(a)e ' sau fib)e ', de unde concluzia ci aef'(’) sau

bef'(g"), adica f'(§") este ideal prim in A.
(ii). Cum f este surjectie, conform Propozitiei 3.7. deducem ca

f(§) este ideal al lui A’ (propriu, deoarece § # A). Fie acum a’, b’e A’
a.l. a'b’'ef(). Atunci exista a, be A a.l a'=f(a) si b’=f(b) altfel ca
a'b'ef() = f(a)fib)ef(pp) —=f(ab)ef()= f(ab)=f(c) cu cep =
ab-ceKer(f)c o = ab-ce Y sice p = abe P . Deoarece {0 este prim
in A deducem ca ac sau be §, adica a'ef(§) sau b'ef(§), de unde

concluzia ca f(§) este primin A'.m

Definitia 10.4. Un ideal m cA se zice maximal daca m #A si
m este element maximal in laticea Id(A) (adica oricare ar fi Ield(A) a.i.
m < I cA rezulta m=I sau I=A).

Exemple 1. In orice corp K, idealul (0) este maximal .

2. Pentru idealul Z, idealele maximale coincid cu cele prime
(adica sunt de forma pZ cu p>2 numar prim).

intr-adevir, daci p>2 este numar prim, atunci pZ#Z si daca
I=nZ este un alt ideal al lui Z pentru care pZc nZ cZ, atunci nlp, de
unde ne{*1, tp}, adica I=pZ sau I=Z. Reciproc, daca pZ este ideal
maximal, atunci pZ#Z si deci p=t1. Daca neZ a.. nlp, atunci pZ < nZ
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c Z si cum pZ este maximal rezulta nZ=pZ sau nZ=Z, adica n = +p sau
n =+1, adica p este prim.

Propozitia 10.5. Fie m — A un ideal maximal ai. m # A.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) m este ideal maximal
(ii) Pentru orice ac A\ m avem m +<a>=A
(iii) A / m este corp.

Demonstratie. (1)=(ii). Deoarece pentru ac A\ m avem m cm+
+<a> iar M este maximal deducem cu necesitate ca m + <a>=A.

(ii)=>(iii). Fie @ =a+me(A/m)", adicd a ¢m. Atuncia €A\ m

si deci m +<a >=A, adicd 1=x+ ba e cu xem si beA. Deducem

imediat c3 b a=i , adica a este inversabil, deci A/ m este corp.
(iii))=(i). S& presupunem prin absurd cd M nu este maximal,

adica exista [eld(A) a.i. I#A si m < I. Exista deci a €lai. a ¢ m.

Atunci 4 €(A/ m)" si cum A/ m este presupus corp deducem

existenta unui beA\m ai. ¢ hb=1<a b-le m . Cum mcl deducem ci
ab—1¢€lsicum a e€lrezulta 1€l, adicd [=A - absurd !.m

Corolar 10.6. Orice ideal maximal al lui A este prim.
Demonstratie. Daca m este ideal maximal al lui A, atunci
conform Propozitiei 10.5., A/ m este corp (deci domeniu de integritate)

si atunci m este prim conform Propozitiei 10.2. 1

Observatia 10.7. Reciproca Corolarului 10.6. nu este in

general adevarata. Contraexemplul ne este oferit de inelul Z in care
(0) este prim fara a fi insd maximal (caci (0) este cuprins in orice
ideal al lui 7).

Propozitia 10.8. Fie A, A’ doui inele unitare si comutative
iar f:A—>A' un morfism surjectiv de inele unitare.

(i) Dacii m'cA’ este ideal maximal in A’, atunci f (') este
ideal maximal in A
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(ii) Daca m cA ideal maximal in A a.i. Ker(f) ¢ m, atunci
f(m) este ideal maximal in A’.

Demonstratie. (i). Fie Ield(A) ai. f '(m") < I cA. Atunci
m'c f(I) si cum M’ este maximal in A’ deducem ca m'=f (I) sau f (I)=A’,
adica f'(m')=I sau I=f'(A")=A, adica "' (m) este ideal maximal in A.

(ii). Fie I'eld(A’) ai. f(m) < 1 cA’. Atunci m < f'(0) <
c f'(A")=A si cum m este maximal in A deducem cid m = f'(I) sau
f1(I)=A, adica f'(m)=I sau I=f (A)=A’, adica f (m) este ideal maximal
inA''m

Teorema 10.9. (Krull) Orice ideal 1 #A al inelului A este
continut intr-un ideal maximal.
Demonstratie. Sa consideram multimea
P={Jeld(A)| I cJsi]#A}.
Cum IeP; deducem céd P, = . Se verifica imediat ca (P;, <) este
o multime inductiv ordonata. Conform Lemei lui Zorn (vezi Corolarul 2
la Lema 5.15. de la Capitolul 1 ) Py are cel putin un element maximal 7.

Atunci m este ideal maximal al lui A ce contine pe I. B

Corolarul 10.10. Orice element neinversabil al lui A este
continut Intr-un ideal maximal al lui A.

Demonstratie. Fie acA\U(A). Atunci [=<a>#A si conform
Teoremei 10.9. existd un ideal maximal m a.i. I  m, de unde ac m. m

Corolarul 10.11. Orice inel A (comutativ si unitar) are cel putin
un ideal maximal. X
Demonstratie. In Teorema 10.9. consideram [=(0).m

Definitia 10.12. Un inel comutativ i unitar ce are un singur ideal
maximal se zice inel local.
Exemplu. Corpurile comutative sunt in particular inele locale.

Propozitia 10.13. Pentru inelul comutativ A urmaitoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) A este local

(ii) Daca a, be A si a+b=1 atunci a sau b este inversabil

(ii1) Multimea A\ U(A)eld(A).
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Demonstratie.( 1)=(ii). Fie m singurul ideal maximal al lui A si
a, beA a.i atb=1. Sa presupunem prin absurd ca de exemplu a nu este
inversabil. Atunci <a>#A si conform Teoremei 10.9., <a> < m , adica
a € m. Cum m=A avem ca 1 ¢ m deci at+b & m si cu necesitate bg U(A).

(i))=(iii). Fie x,ye A\U(A) si sd presupunem prin absurd ca
x-yeU(A). Atunci existd ze A a.l. z(x-y)=1 < zx+(-zy)=1. Deducem ca
zxeU(A) sau -zyeU(A) si cum zeU(A) deducem cd xeU(A) sau
yeU(A)- absurd!, deci obligatoriu x-yeA\U(A). Daca aeA si
xe€A\U(A) atunci Tn mod evident ax e A\U(A), adica A\U(A)eld(A).

(ii1))=(i). Sa presupunem ca A\U(A)eld(A) si fie m un ideal
maximal al Iui A. Cum 1€U(A) deducem ca A\U(A)=A. Cum m #A,
orice element al lui m este neinversabil, deci m cA\U(A)cA. Atunci

m=A\U(A), adica A are un singur ideal maximal, deci este inel local. B

Observatia 10.14. Un inel cu un numir finit de ideale
maximale se zice semi-local.

in cadrul Observatiei 2.9. am stabilit ci multimea N(A) a
elementelor nilpotente ale lui A formeaza un ideal ce poartd numele de
nilradicalul lui A.

Propozitia 10.15. N(A) este egal cu intersectia tuturor idealelor
prime ale lui A.
Demonstratie. Fie N intersectia tuturor idealelor prime ale lui A;
vom proba egalitatea N(A) =N prin dubla incluziune.

Dacd x e N(4), atunci existd ne N*; ai. x" =0 astfel ca daca

§ este un ideal prim oarecare al lui A avem x"=0€ §, de unde
concluziacid x € P, adica xe N P=N,deci N(A) c N.

Fie a ¢ N(A4) iar I, familia idealelor I ale lui A cu proprietatea
cd pentru orice ne N~ | ¢" ¢ (familia I, este nevidd deoarece din
presupunerea x ¢ N(A) deducem ca idealulnul 01/, ).

Se verificd imediat cd multimea (7,,c) este inductiva si atunci
conform lemei lui Zorn (Corolarul 2 la Lema 5.15 de la Capitolul 1) in
I, existd un element maximal £ despre care vom ardta ca este prim.
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Dacd x,y € , atunci cum § este inclus strict in idealele $ +(x) si
$+(y) deducem ca aceste ultime doud ideale nu fac parte din /7, , astfel
civomgisi mneN" ai a” ef+(x)sia"e p+(y).

Deducem imediat ca «"™" e +(xy), adica o+ (xy)e1,, deci
xy ¢ §, adicd  este prim. Cum a¢ § deducem ca a¢WN, adica
Nc N(A), de unde egalitatea N(A)=N. m

Definitia 10.16. Radicalul Jacobson al inelului A se defineste
ca fiind intersectia J(A) a tuturor idealelor maximale ale lui A.

Avem urmitoarea caracterizare a lui J(A):

Propozitia 10.17. x e J(A) < 1-xy eU(A) pentru orice y € A.

Demonstratie. “=”. Fie xeJ(A) i sd presupunem prin
absurd ci existda ye 4 al 1-xy¢U(4). Conform Corolanului 10.10
existd un ideal maximal m al lui A ai 1-xyem. Cum xeJ(4)cm
deducem ca xy em adica 1em — absurd !.

“&”. Sa presupunem ca x¢ J(4), adica exista un ideal
maximal m al lui A ai. xem. Atunci <mu {x}>= A, deci l=a+xy cu
ae Mmsi ye A. Deducem ca 1-xy =a e M, ceea ce este absurd deoarece

m nu contine unitati ale lui A. m

Propozitia 10.18. (i) Daca £, ..., £, sunt ideale prime ale lui

Asil €ld(A) ai Ic|] g, atunci existid i€{l1, 2., ..., n} al. IS,
i=1
(ii) Daca I, L,,..., I, sunt ideale ale lui A iar { este ideal prim
allui A ad. ([, S, atunci existd 1<i<n a.l. ;S

i=1

n
Daca o=/, atunci existd 1<i<n a.i. p=I,.
i=1
Demonstratie. (1). Vom demonstra prin inductie matematica

dupa n>1 implicatia | £§; (1<i<n) =>I& U §9; (care pentru n=1 este
i=1
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evidentd). Fie n>1 si sa presupunem implicatia adevaratd pentru n-1 si

fie pentru fiecare 1<i<n, x;€1 a.i. x;&; pentru orice j#i. Daca pentru

n
un anumit ig (1<iy<n), X, 9 atunci X, & Ugol. si totul este clar. Sa

i=1
presupunem acum cd X;E ; pentru orice 1 <i<n. Pentru orice 1 <i<n sa
consideram elementul y, = []x, €1. Cum g; este ideal prim deducem

1<j<n
J#i

cd y; € si yi€§; pentru orice 1<i,j<n, i#j. Considerand elementul

y=>.y, deducem cd y€l si y&¢§; pentru orice 1 <i<n, adica IZ |, .
i=1 i=1

(ii). Presupunem ca ()1, S si totusi ;£ pentru oricel <i<n
i=l

adica exista x;€l; a.i. ;& .

Atunci [[x;, e [[Z; <(){; (conform Observatiei 2.16.). Cum § este

i=1 i=1 i=1

prim, []x; €4, de unde concluzia ca (1); &§- absurd !.
i=1

i=1
n
Daca ()1, = atunci conform celor de mai inainte exista
i=1

I<i<nal LS. Cum <l deducem ca p=I,. W

Definitia 10. 19. Daca I€ld(A), atunci prin radicalul lui 1
intelegem multimea r(I)={x€A | exista neN* ai x"€l}.
Considerand p;:A— A/l morfismul surjectiv canonic si nilradicalul
N(A/I) al lui A/I, atunci cum r(I)=p,'(N(A/I)) deducem ci
r()€1d(A) (conform Propozitiei 3.7.).

Propozitia 10. 20. Daca I, J€Id(A), atunci
(i) ISr() iar daca ISJ = r()Sr(J)
(i) r(r(D) =r()

212



(iii) r(13)= r@nd)= r()NrdJ)
(iv) r()=A < I=A
) rd+)=r( r()+ rJ))

(vi) Daca I este prim atunci pentru orice neN*, r(I")=1.
Demonstratie. (1 ).Evident.

(i1). Din I€r(I) = r(I) < r(r(I)). Daca x&r(r(l)) atunci exista
neN* al. x"er(l), adica exista meN* ali. (x” )m €l & x™el, deci
x€r(I), de unde si incluziunea r(r(I)) < r(I) ceea ce ne asigura egalitatea
de la (ii).

(iii). Egalitatea r(INJ)=r(I)Nr(J) este evidentd. Cum IJ< INJ
(conform Observatiei 2.16.) deducem ca r(IJ)Sr(INJ) . Daca x€r(INJ)
atunci exista n€N* ai. x"€ INJ< si x"E€l i x"€J. Cum x"=x"x"€1J
deducem ca xer(lJ), adica r(INJ) € r(lJ), de unde egalitatea r(1J)=
=r(INJ).

(iv). Evidenta.

(v). Tinand cont de (i) deducem ca I < r(I) si J <r(J), apoi
I+J < r(I) +r(J), deci r(I+]) < r( r(1) +r())).

Fie acum xer(I+J) < r(r(I) +r(J)) si neN* ai. x "er()+r(J).
Exista atunci yer(l) si zer(J), p, qeN* ali. y’el , z'€] si x"=y+z.
Deducem ca x™=(y+z)* dezvoltand cu ajutorul binomului lui Newton
membrul drept putem gasi y' €1 si zZ'€J al (yt+z) M=y'+z" si astfel
X =(y'+z)el+J , deci x&r(I+J). Obtinem astfel si incluziunea
r(r(D+r(J)) € r(I+)), de unde egalitatea ceruta.

(vi). Fie neN* Daca xe&r(l") atunci exista meN ali.

x"el'= 1....12{ le....xn|xl,....,xn e]} CI deci x"€l, si cum I este
—
n ori finita

prim deducem ca x€I , adicd r(I")SI . Cum incluziunea ISr(I") este
evidentd deducem ca r(I)=1. =
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§ 11. Divizibilitatea in inele

In cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un domeniu de
integritate (adica un inel unitar comutativ nenul fara divizori ai lui zero
nenuli).

Definitia 11.1. Vom spune cd elementul acA divide
elementul b€B (sau ca b este un multiplu al lui a sau ca a este
divizor al lui b) daca exista c€A a.i. b=ac.

Daci a nu divide b vom scrie a{b.
In mod evident, relatia de divizibilitate de pe A este o relatie de
preordine. Ea nu este insd in general o relatie de ordine. Un

contraexemplu imediat ne este oferit de inelul intregilor Z in care 1]-1 si

-1]1, insd 1#-1.
Tindnd cont de cele stabilite la inceputul § 5 de la Capitolul 1

deducem cd relatia a~b < alb si bla este o echivalentd pe A
compatibild cu relatia de divizibilitate. Relatia ~ de pe A definitd mai

sus poartd numele de relatia de asociere in divizibilitate ( daca a~b vom
spune ca a este asociat cu b in divizibilitate).

Reamintim ca pentru a€A prin <a> am notat idealul principal
generat de a (conform Observatiei 2.13., <a>={ab | bEA }*aA).

Rezultatul urmator este imediat.
Propozitia 11.2. Relatia de divizibilitate de pe A are
urmatoarele proprietati:

(i) Daca a, b€A, alb < AbSAa

(ii) Daca a, b€A, a~b < exista ucU(A) a.i. a=ub < Aa=Ab

(iii) Daca a, b;€A, ( 1<i<n ) si a|b; pentru orice 1<i<n, atunci

alc;by+...+¢,b, pentru oricare elemente ¢y, ¢, ...,c,EA.
Demonstratie. (i) ,,=". Daca a|b atunci existd cEA a.i. b=ca,

deci pentru orice d€A, db=d(ca)=(dc)a, de unde incluziunea AbS Aa.
,,<”. Cum bEAb SAa deducem ca bEAa deci existd cEA a.i.

b=ca, adici a|b.
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(i1). Dacd a~ b, atunci a|b si bla, deci existd ¢, dEA a.i. b=ac si
a=db. Deducem imediat ca a=a(cd) si cum A este domeniu de integritate

avem cd cd=1; analog dc=1, de unde concluzia ca c, d€U(A) si astfel o
implicatie de la prima echivalenta este probata.

Fie acum u€U(A) a.i. a=ub. Atunci b=u"a, de unde concluzia
cd alb si bla, proband astfel complet prima echivalenta.
Echivalenta a~ b < Aa=Ab este imediatd tindnd cont de (i).

(ii1). Evidenta, tinand cont de regulile de calcul intr-un inel. B

Corolarul 11.3. Dacd acA atunci urméitoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) a~1

(i) acU(A)

(iii) Aa=A

(iv) a|b pentru orice bEA.

Definitia 11.4. Fie a, b€A; un element d€A se zice cel mai
mare divizor comun (prescurtat c.m.m.d.c) al elementelor a si b daca
andeplineste urmitoarele conditii:

iydlasid[b

ii) Dacd mai avem d'€A ai.d’|a sid’|b atuncid’|d.

Observatia 11.5. 1. Se deduce imediat ca d; si d, verifica
conditiile 1) si ii) din definitia de mai Inainte daca si numai daca
d; ~ d,. Din acest motiv vom nota cu (a, b) sau c.m.m.d.c (a, b) orice
element din A ce este cel mai mare divizor comun al elementelor a si b
(adicd nu vom face nici o distinctie Intre elementele asociate in
divizibilitate).

2. Daca (a, b)=1 vom spune despre a si b ca sunt prime intre ele.

3. Deoarece pentru oricare trei elemente a, b, cEA, obtinem
imediat din Definitia 11.4. ca (a, (b, c))=((a, b), c¢), deducem ca putem
extinde notiunea de c.m.m.d.c la un numar finit de elemente a,, a,, ..., a,

ale lui A (n>2) rationdnd inductiv dupa n.
AStfela (ala a, 33) = ((ab 32), 33),
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(a1, a2, a3 ,a4)= ((a1, @, a3), a4) s.a.m.d.

Propozitia 11.6. Presupunem ci in A pentru oricare doua
elemente existd un c.m.m.d.c al lor. Atunci:

(i) (a, b)=a <alb

(ii) (a, 0)=a

(iii) Daca (a, b)=d cu a, bEA* si a=da’, b=db’ , atunci
(a’,b)=1

(iv) (ac, be)=(a, b)c

(v) Daca aA+bA=dA, atunci d=(a, b).

in particular, daci in A suma oriciror doui ideale
principale este ideal principal, atunci in A oricare doui elemente au
un c.m.m.d.c.

Demonstratie. (i) si (i1) sunt evidente.

(iii). Alegem d’=(a’, b’) si deducem imediat cd dd’|a si dd’|b iar
cum d=(a, b) obtinem ca dd’|d, adica exista c€A a.i. dd’c=d. Deoarece
deA* jar A este domeniu de integritate deducem ca d’c=1 adica d’|1
(deci d’~1), ceea ce ne aratd ci (a’, b’)=1.

(iv). Fie d=(a, b) si d" =(ac, bc) (evident putem presupune ca d,
c€A in cazul ¢=0 sau d=0 totul rezultand din (ii)).

Cum d=(a, b) putem scrie a=da’ si b=db’ (cu a’, b" €A) astfel
cd ac=(dc)a’ si be=(dc)b’, de unde deducem ci dc|d’, adicd ded’’=d’ (cu
d"eA).

Cum d’=(ac, bc) deducem cd ac=d’a’’ si be=d’b’’ (cu a’’,
b’’€A). Obtinem imediat cd ac=dcd”’a” si be=ded”’b”’ sau
dca’=dcd’’a’’ si dcb’=ded’’b’”’. Cum dc# 0 atunci a’=d""a’’ si b’=d’"’b"’
ceea ce implicd d”’[|a’ si d”’|b’. Deoarece (a’, b’)=1 (conform cu (iii)),
atunci d”’|1 adica d’ ~dc ceea ce trebuia probat.

(v). Din aA+bA=dA deducem ca aA, bA <=dA, adicd d|a si d|b.
Daca mai avem d'€A ali. d’|a si d’|b, cum d=ax+tby cu x, yEA,
deducem ca d’|d, adica d=(a, b). m
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Corolar 11.7. Presupunem ca in inelul A pentru oricare
doui elemente a si b existd (a, b). Dacid a, b, ¢ €A al. albc si

(a, b)=1, atunci a|c.
Demonstratie. Din (a, b)=1 si Propozitia 11.6. (iv), deducem ca

(ac, bc)=(a, b)c=c, adicd alc. ®

Definitia 11.8. Daca a, b€A, un element mEA se zice cel mai
mic multiplu comun al elementelor a si b (vom scrie prescurtat ca
m=c.m.m.m.c (a, b) sau m=[a, b] daca andeplineste urmi:toarele
conditii:

i) ajm gi b/m

ii) Daci mai avem m’'€A ai. alm’si b/m’, atunci m|m’.

Observatia 11.9. 1. Ca si in cazul celui mai mare divizor
comun se deduce imediat ca dacd m si m” verifica conditiile i) si ii) din
Definitia 11.8., atunci m ~ m’ (adica existd ucU(A) a.i. m=um’) .

2. Deoarece pentru oricare trei elemente a, b, cEA, obtinem
imediat ca [a, [b, c]]=[[a, b], c], deducem ca putem extinde notiunea de

c.m.m.m.c la un numar finit de elemente a,, a,, ..., a, ale lui A (n>2)
rationand inductiv dupa n.
Astfel, [a), a,, a;] = [[ay, a3], a3]
[ ai, @y, a3 ,a4] = [[a}, @, a3], a4] s.a.m.d.
3. Daca vom considera A impreuna cu relatia de divizibilitate
|7 (care este o preordine pe A), atunci fatd de aceastd ordine

(a, b)j=aAb iar[a, b]J=aVb.

Legatura intre c.m.m.d.c $i c.m.m.m.c ne este oferita de:
Teorema 11.10. Pentru domeniul de integritate A urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Pentru oricare doui elemente a, b€ A exista (a, b)

(ii) Pentru oricare doua elemente a, b€ A exista [a, b]
(iii) Intersectia oriciaror doua ideale principale ale lui A este
un ideal principal.
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Demonstratie. (i)=(ii). Fie a, bEA; daca a=0 sau b=0, atunci
[a, b]=0, astfel ca putem presupune a+0 si b+0. Daca d=(a, b), atunci

a=da’ si b=db’ cu (a’, b’)=1. Sa demonstrim cd dacd alegem

b 4 4 . A . - .
m=a7 =ab’=a’b, atunci m=[a, b]. Avem in mod evident cd a|m si b|m

si fie m'€A al alm’ si blm’. Atunci existd a’’, b”’€A ali.
m’=aa’’=bb’’; deducem imediat ca da’a’’=db’b’’ si cum d+0 rezulta ca
a’a’”’=b’b” . Cum (a’, b’)=1, atunci din Propozitia 11.2. rezultd ca
a’’=(a’a”’, b’a’”’)=(b’b"’, b’a’’) si deci b’|a’’, adica a’’=b’a,, astfel ca
m’=aa’’=ab’a;=ma,, deci m|m’, de unde concluzia ca m=[a, b].

(i1)=(i). Putem presupune cd a#0 si b+0 si fie m=[a, b]. Atunci
m=aa’=bb’ cua’, b’EA.

Cum alab si blab, deducem ca m|ab, adica ab=md cu d€A si sa
demonstram cd d=(a, b). Cum ab=aa’ d=bb’d obtinem imediat ca b=a’d
si a=b’d, deci d|a si d|b.

Fie acum d'€A ai. d’|asi d’|b, adica a=d’a’’ si b=d'b"’ cu a”’,
b’ €A. Alegind m'=d’a’’b’’=ab’’=ba’’ avem ca a|m’ si b|lm’, de unde
deducem cd m|m’, adici m’=mc cu c€A si astfel d’'m’=d'mc. Cum
d’'m’=d"*a’’b’’=(d’a’’)(d’b’’")=ab, obtinem ci ab=d'mc sau md=d'mc si
astfel d=d’c , adica d'=d.

(i1)=>(iii). Dacd m=[a, b], atunci AmSAa si AmSAD, deci
AmZAanAb. Daca m’€AanAb, atunci a|m’ si b|m’, deci m|m’, adica
m’€Am, de unde si incluziunea AaNAbS Am, adici AanAb=Am.

(ili)=>(ii). Se aratd imediat cd daci AanNAb=Am, atunci
m=[a, b]. B

Corolar 11.11. Daca este verificati una din conditiile
echivalente ale Teoremei 11.10, atunci pentru oricare doua elemente

a, bEA avem egalitatea (a, b)[a, b]=ab.
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Definitia 11.12. Vom spune despre un element pcA* \ U(A)
ca este : i) prim daci avand a, b€A ad. plab = p|a sau p|b

ii) ireductibil daca p nu are divizori proprii (adica din p=ab

cu a, bEA deducem ca unul dintre elementele a sau b este din U(A)
iar celalalt este asociat in divizibilitate cu p).

Deducem imediat cd dacd p este prim (ireductibil), atunci
oricare alt element asociat cu p in divizibilitate este prim (ireductibil).

Propozitia 11.13. Orice element prim este ireductibil.

Demonstratie. Fie p€A un element prim iar pentru a proba ca p
este ireductibil fie a, bEA a.i. p=ab. Deducem imediat ca p|a sau p|b.
Dacid pla, cum a|p deducem ca p~a, deci existd ucU(A) a.i. a=pu ceea
ce Impreuna cu p=ab implicd p=pub, de unde 1=ub, adica b€ U(A), deci
p este ireductibil. B

Observatia 11.14. Exista domenii de integritate n care anumite
elemente ireductibile nu sunt prime.

Intr-adevar, in inelul Z[i\/g ]={atib Js | a, bEZ} elementul 3
este ireductibil fard a fi insd prim. Pentru a proba acest lucru vom

considera functia ¢: Z[i J5 1-N, ¢ (a+ib\/§ Y=a’+5b". Prin calcul direct
se probeazd cd dacd z, 7z €Z[i NG ] 0(zz)=p(2)p(z") iar
zEU(Z[i\/g De o=l z=*1. Sia aritim ca 3 este element
ireductibil in inelul Z [i J5 ] iar pentru aceasta sa presupunem ca 3=z,7,

unde z=ai+ibv/5, cu a;, bEZ, j=1, 2. Din ¢(3)=¢(z12)=¢(z,) 9(2,)
obtinem ca

9=(ap +5b? Ja2 +5b2)., adica a? +5b? {1, 3, 9}.
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Egalitatea a]2 + 5b12 =1, implica a;==1 si  b;=0, adica
z€U(Z[i J5 ). Egalitatea a +5h} =3 este imposibild iar egalitatea
al2 + Sbl2 =9 implicd ¢(z)=1, adicd z, este inversabil in Z[i \/g ]
S3 aratdm acum ca 3 nu este element prim in Z[i \/g ]. Intr-adevar, daca
3 ar fi prim, atunci cum 3|6= (l + i\EXl - l\/g) am deduce ci 3|1+iv/5
sau 3|1—i\/§ , adicd 1+i\/§:3(a +ib\/§) sau l—i\/§=3(a’+ib'\/§)

cua,a’,b,b’ €Z . Obtinem 3a=1 sau 3a’=1 —absurd!.®

CAPITOLUL 4 : INELE DE POLINOAME

§1. Inelul polinoamelor intr-o nedeterminata

In cele ce urmeazd prin A vom desemna un inel unitar si
comutativ.

Prin AN vom nota multimea functiilor f:N — A. Pentru usurinta
scrierii. vom reprezenta o functie f:N—>A in felul urmator

f=(ay, a1, ...,an,...) unde pentru orice ie N, ai=f(i)e A ( f se mai numeste si
sir de elemente din A).

In mod evident, daca mai avem g:N —> A , g=(by, by, ..., b, ,...),
atunci f=g daca si numai daca a=b; , pentru orice ieN.
Pentru f, ge AN | f=(ay, aj, ..., a,, ...) $i g=(bg, by, ..., by, ...)
definim f+g, fg €AN prin (frg)()=f(i)+g() si (fg)(i)= 2 f(k)g(i—k)
k=0
pentru orice ieN.
Altfel zis, f+g=(aptbo, a;tby, ..., a,tb,, ...) si fg=(co, C1, ..., Cpy ...)

1
unde ciIZa Wbk pentru orice ieN. Astfel, ci=agby, c;=ajb;+aby, ...,
k=0

cnIaObn+a1bn,1+...+an_1b1+anb0, .
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Propozitia 1.1. (AN, +,°) este inel unitar comutativ.

Demonstratie.  Faptul ca (AN, +) este grup comutativ este

imediat: asociativitatea si comutativitatea adunarii de pe AN rezultd din
asociativitatea si comutativitatea adunarii de pe A, elementul neutru este
sirul nul 0=(0, 0, ..., 0, ...) (ce are toate componentele egale cu zero), iar

pentru f = (ap, a;, .., a, ..)€AN opusul siu -f este dat de
-f=(-ay, -ay, ..., -2y, ...) .

Comutativitatea ITnmultirii de pe AN rezultd din comutativitatea

inmultirii de pe A. Pentru a proba asociativitatea inmultirii de pe AN, fie
f = (ap, a5, ..., Ay, ...), & = (bo, by, ..., by, ...), h = (co, €1, ..., Cpy ...) trei

elemente oarecare din AN si si probam ci (fg)h=f(gh). Intr-adevar,
pentru neN avem :

((fg)h)(n)= %(fg)(i)h(n —0)= i( Z JNEE=Nh(n—i)

i=0 j=0

= 2 f()Hglh)h() si analog (fgh))(m)= 3 f(j)g(k)h(r), de unde

J+k+t=n J+k+t=n
((fg)h)(n)=(f(gh))(n), adica (fg)h=f(gh).
Daca notam 1=(1, 0, ..., 0, ...)e AN | atunci pentru orice fe AN
avem f'1=1-f=f , de unde concluzia cd 1 este elementul neutru pentru

inmultirea de pe AN. Deoarece inmultirea de pe A este distributiva fata

de adunarea de pe A deducem imediat ca daca f, g, h €AN si neN,
atunci  (f(g+h))(n)=f(n)(g(n)+h(n))=f(n)g(n)+f{(n)h(n)=(fg)(n)+(th)(n)=
=(fg+th)(n), adica f(g+h)=fg+fh, altfel zis inmultirea de pe AN este
distributivd fatd de adunarea de pe AN si cu aceasta propozitia este

demonstrata. ®

Observatia 1.2. 1. Dacd vom considera iy : A—>AN,
ia(a)=(a, 0, 0,...,0,...) pentru orice a€A, atunci i, este morfism injectiv
de inele unitare, astfel ca putem identifica orice element aeA cu

elementul (a, 0,..., 0, ...) din AN si astfel putem privi pe A ca subinel

unitar al inelului AN.
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2.Daca X=(0,1,0,..,0,..) AN, atunci pentru orice neN
avem X'=( 0,..,0,1, 0, ...), astfel ca daca f=(ay, aj, ..., a,, ...)€AN,
H"_/

atunci folosind adunarea si inmultirea definite pe AN ca si identificarile
stabilite In prima parte a acestei observatii avem:
= (ap, a1, ..., @y, ...) = (20, 0, ...) + (0, 2;, 0, ...) + ...=(ap, 0, ...) +
+@a;, 0, ...) (0, 1, 0,...) + (a5, 0, ...) (0, 0, 1, 0, ...) +..+ (a,, 0, ...)
(0,0,....0, 1,0, ..) +... =(ap, 0, ...) + (a1, 0, ...) X + (a, 0, ..) X*+..+
nori

+(ay, 0, ...) X"+...= agta; X+...+a,X"+...

Obtinem astfel scrierea obisnuitd a unei serii formale. Aceasta
observatie ne permite sa dim urmatoarea definitie :

Definitia 1.3. Inelul (AN, +, ) se numeste inelul seriilor
formale in nedeterminata X cu coeficienti din A si se noteazi prin
A[IX]].

Un element f din A[[X]] se va scrie condensat sub forma

=Y a, X' (aceasta fiind doar o notatie, fira sens de adunare).
>0

Definitia 1.4. O serie formali f =) a,X' €A[[X]] cu

>0

proprietatea ca { ieN |ai¢ 0} este finitd se numeste polinom cu
coeficienti in A.
Vom nota prin A[X] multimea polinoamelor cu coeficienti in A.

Polinoamele de forma aX" cu aEA* se zic monoame.
Astfel, dacd =) a, X " eA[X], atunci existdi neN ai. a=0

>0
pentru orice ieN, i>n+1; in acest caz vom scrie f=a,+a; X+...+a,X" sau
n
> i
=>aX".
i=0

In cazul polinomului nul, a=0 pentru orice ieN; daca nu este
pericol de confuzie convenim sa notam prin 0 polinomul nul.
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Observatia 1.5. Fie =) a, X', g=> b,X" doud polinoame din
i=0 i=0
A[X]. Cum 1in particular f si g sunt functii de la N la A deducem ca f=g
daca si numai daca m=n si a;=b; pentru orice 0 <i<n.
In particular, =0 daci si numai daca a=0 pentru orice 0<i<n
si f# 0 dacd si numai daca existd 0<i<na.l. a;#0.

Definitia 1.6. Pentru polinomul nul 0€A[X] definim gradul
sau ca fiind -co iar pentru feA[X], f#0 definim gradul lui f ca
fiind

grad(f)=max{i | a; = 0}.

Astfel, daca f#0 si grad(f)y=n>1, atunci f se poate scrie sub

forma
f=agta, X+..+a,X" sia,#0.

In acest caz, a, se zice coeficientul dominant al lui f; dacd a,=1,
fse mai zice monic.

Daca grad(f)=0, atunci f=a cu a€A; spunem in acest caz ca f
este polinom constant.

Propozitia 1.7. A[X] este subinel al inelului A[[X]].

Demonstratie.  Fie f=agta;X+..+a, X" si g=bytb X+...+b, X"
doua polinoame din A[X] de grade n §i respectiv m. Daca de exemplu
n<m, atunci  f-g=(ap-be)+(a;-b;)X+...+(a,-by) X +(-by ) X" ..+
+(-by)X™ €A[X] iar fg=agby+(agh;+a;by)X+...+a,b,X"™ €A[X]. De

asemenea, polinomul constant 1€ A[X]. &

Definitia 1.8. Inelul A[X] poartd numele de inelul
polinoamelor in nedeterminata X cu coeficienti in inelul A sau mai pe
scurt, inelul polinoamelor intr-o nedeterminatd.

Propozitia 1.9. Daca f, geA[X], atunci:
(i) grad (f+g) < max{grad(f), grad(g)}
(ii) grad (fg) < grad(f) + grad(g).

Demonstratie. Daca f=g=0 totul este clar. De asemenea, daca
de exemplu =0 si g# 0 (tinand cont de conventiile de calcul cu * ).
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Daca f+0 si g#0 inegalitatile de la (i) si (ii) rezultd imediat din felul in

care se efectueaza f+g si fg (vezi demonstratia Propozitiei 1.7.). B

Observatia 1.10.

1. Fie f=a,+a,X+...+a,X" si g=byt+b,X+...+b, X" doud polinoame
din A[X] de grade n si respectiv m (adica a,# 0 si b, # 0). Daca a, i b,
nu sunt divizori al lui Z€ero in A, cum
fg=agbo+(agb +a;be)X+..+a,b,X"™ deducem ci ab,#0 si astfel
grad(fg)=grad(f)+grad(g). Astfel, dacd A este domeniu de integritate,
atunci pentru orice f, ge A[X], grad(fg)=grad(f)+grad(g). Daca A nu este
domeniu de integritate, atunci inegalitatea (ii) de la Propozitia 1.9. poate

fi stricta. Intr-adevar, daca A=Z,, f=g=§X, atunci grad(f)=grad(g)=1, pe
cand fg= 4X2=0 si astfel grad(fg)=-oo <I.

Propozitia 1.11. Fie f=ay+a,;X+...+a,X" eA[X]. Atunci:

(i) feUA[X]) © ayeU(A) iar ay, ..., 2,€N(A) (reamintim ca
prin N(A) am notat multimea elementelor nilpotente din A)

(ii) f este divizor al lui zero in A[X] < existd acA” a.i. af=0.

Demonstratie. (i). "=". Daca feU(A[X]), atunci existd
g=bptb X+... b, X" € A[X] ai. fg=] &

ayb, =1
ayb, +a,b, =0
ayb, +a,b, +a,b, =0

(*)

a, b, +ab, =0

n~m-1
a,b, =0

Din prima egalitate din (*) deducem ci a,eU(A). Inmultind
ambii membrii ai penultimei egalitati din (*) cu a, si tindnd cont de
ultima egalitate deducem ca a,°b,,=0. Inductiv deducem ca a,™ 'by=0,
de unde a,""'=0 (caci bye U(A)), adici a,eN(A). Atunci a,X" eN(A[X])
si cum feU(A[X]) deducem (tinand cont de Observatia 2.9. de la
Capitolul 3) ca fi=fa,X" eU(A[X]). Cum fi=a,ta,X+..+a, ;X"
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deducem ca a, ;€N(A). Rationand acum inductiv deducem ca a,,, ..., a,,
a; eN(A).

"<". Sa presupunem ca a,eU(A) (deci ayeU(A[X])) si aj, ap, ...,
a,eN(A). Atunci ay, ..., 3,€N(A[X]) si cum N(A[X]) este ideal in A[X]
(conform Observatiei 2.9. de la Capitolul 3) deducem céd a;X, azXz,
a,X" eN(A[X]) deci si a;X+a,X*+...+a,X"eN(A[X]). Cum a,eU(A[X])
iar f=apt(a;X+...+a,X") deducem ca feU(A[X]) (conform Observatiei
2.9. de la Capitolul 3).

(i1). "<". Evidenta.

"=". S& presupunem ca f este divizor al lui zero Tn A[X] si fie
g=bytb X+... b, X" €A[X] un polinom nenul de grad minim pentru
care fg=0. Atunci a,b,=0 si cum g1=amg=anb0+anb1+...Jranbm_lxm'1 are
gradul < m-1<m si g,=0, datoritd minimalitatii lui m deducem cé g;=0,
adica a,b=a,b;=..= a;b,1=0. Inductiv se aratd cd a,,g=0 pentru
0<k<n si deci ab=0 pentru orice 0<i<n, 0<j<m. Cum g+ 0 exista
0<j<m ai bj#0.

Cum b;a;=0 pentru orice 0 <i<n deducem ca b;=0. ®

Corolar 1.12. Daca A este domeniu de integritate atunci
(i) f=ay+a;X+...+2,X" e U(A[X]) © a;=a,=...=a,=0 iar a,e U(A) (altfel
zis, fEU(A[X]) daca si numai daca f=a,, cu a,eU(A)).

(ii) A[X] este domeniu de integritate.

Demonstratie.(i). Rezultd imediat din Propozitia 1.11., (i)
deoarece in cazul in care A este domeniu de integritate, N(A)={0}.

(i1). Sa aratam ca daca feA[X] este divizor al lui 0 in A[X],
atunci f=0. Alegem f=ajta;X+...+a,X" €A[X] si conform Propozitiei
1.11. (ii), exista b€A* a.i. bf=0 < ba=0, pentru orice 0<i<n. Cum
beA* iar A este domeniu de integritate deducem ca a=0 pentru orice
0<i<n, adica f=0. m

Aplicatia is:A—>A[X], ix(a)=a pentru orice a€A este morfism

injectiv de inele unitare (numit morfismul canonic de scufundare al lui
A in A[X]).
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In continuare vom prezenta o proprietate importantd a inelului
de polinoame A[X], numita proprietatea de universalitate a inelelor de
polinoame intr-o nedeterminata.

Teorema 1.13. Pentru orice inel unitar, comutativ B, orice
element beB si orice morfism de inele feHom(A, B), exista un unic

morfism de inele unitare f ‘eHom(A[X], B) ai. f '(X)=b iar
diagrama:

iy

A —> A[X]

este comutativi (adica f ' o i,=f).

Demonstratie. Fie P=agta,X+..+a,X"eA[X] si sd aratim ca
dacad definim f '(P)=f(ao)+f(a;)b+...+(a,)b", atunci f ’ este morfismul

de inele cautat. Avem f'(1)=f(1)=1, iar dacd mai avem
Q=bytb, X+...+b,X"e A[X] cu m<n, atunci scriind si pe Q sub forma
Q=bytb,;X+...+b, X" cu by =...=b,=0, avem

m+n 1

P+Q=Zn:(ai +b)X', PQ=Zc1X" cu c¢= a.b,_, (0<i<mtn) astfel
i=1 i=0 k=0
ca f’(P+Q):Zf(ai +bi)bi ZZ(f(ai) + /(b ))bi =
i=0 i=0

=3 flapb' +3 £ (b)b =t Py (Q) iar £/ (PQ)=S" fic)b' .
i=0 i=0 i=0
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i
Cum c¢=) a,b_, pentru  orice 0<i<mtn avem
k=0

m+n 1

f(Ci)=Zi‘,f (a,)f (b)) astfel ca f '(PQ=Y (X f(a) /(b)) =
k=0

i=0 k=0
=f"(P)f"(Q), adici ' eHom(A[X], B).

Dacid aeA, atunci (f "o i) (a)=f"(ix(a))=f"(a), adicd f " o i,=f.

Sa presupunem acum cd mai avem f’eHom(A[X], B) a..
f’(X)=b si f''oi,=f. Atunci, pentru P=ayt+a,X+...+a,X"€A[X] avem
' (P)=f"" (ap+a, X+...+a,X")=f""(ao) "' (a))f' (X)+... 4" (a,) (f(X))" =
~f(ag)+f(a,)b+...+f(a,)b"=f '(P), adica f'/=". m

Definitia 1.14. Dacia f=a,+a,X+..+a,X"€A[X], atunci
[ :A—>A, [ (a)=ajtaat..+a,a" pentru orice ac A poarti numele de
functia polinomiald atasatd lui f. Vom spune despre o functie giA —> A

~

ca este polinomiala daca exista feA[X] al. g=f .

Observatia 1.15. 1. Daca f, g €A[X] si f=g (ca polinoame),
atunci in mod evident ]7 = g (ca functii).

2. Reciproca primei observatii nu este adevaratd pentru orice
inel A.

Intr-adevar, considerand A=Z, |, f=i+X, g=i+X2, atunci
F(0)=g(0)=1, f(1)=g(1)=0, deci f=g,pecand f#g.
N/

3. Se probeaza imediat ca daca f, g € A[X], atunci f £ g=]~" +g i
NS

fe =fg.

§2. Inelul polinoamelor in mai multe nedeterminate

in paragraful precedent am construit inelul polinoamelor intr-o
nedeterminata. In cadrul acestui paragraf vom construi inductiv inelul
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polinoamelor intr-un numar finit de nedeterminate punand apoi in
evidenta principalele proprietiti ale unor astfel de polinoame.
Reamintim ca prin A am desemnat un inel unitar comutativ.

Definitia 2.1. Inelul polinoamelor in nedeterminatele X;, X,,
<y Xn (N =2) cu coeficienti in inelul A, notat prin A[X;, X, ..., X,] se
defineste inductiv astfel: A[X;] este inelul polinoamelor in
nedeterminata X; cu coeficienti din A, A[X;, X;] este inelul
polinoamelor in nedeterminata X, cu coeficienti din inelul A[X|] si
in general A[X;, X;, .., X,] este inelul polinoamelor in
nedeterminata X, cu coeficienti din inelul A[Xj, ..., Xp.1].

Astfel, o datd construit A[X,] avem A[X;, X,]=A[X{][Xs], ...,
A[Xy, X, oy XoFA[XG, Xy, oo, X ][Xa]- Analog, plecand de la inelul
seriilor formale A[[X]] se construieste inductiv inelul A[[X], ..., X,]] al
serillor formale cu coeficienti din A prin  A[[X;, .., X]=

=A[[Xi, oo Xot]] [[Xa]]-

Daca feA[X;, .. XJ=A[X;, .., Xu.i][X.], atunci
f=f0+f1Xn+...+ftnX‘n cu fieA[X,, ..., X,.1] pentru 0<i<t, Scriind la
randul lor pe f,, fi, ..., ﬁn ca polinoame in X, cu coeficienti 1n

A[X], ..., Xy2], s.a.m.d., deducem ca f se scrie ca o suma finitd de forma
Il ey . .
_ i) i, (a . ..
(* f = Oailiz...i,,Xl ~.X," (In care a; ; €A senumesc coeficienfii
I

Tui f).

Lseely =

Observatia 2.2. Facand inductie matematica dupa n se arata
imediat ca scrierea lui f sub forma (*) este unica (echivalent cu a arata
ca f= 0 daca si numai daca toti coeficientii a; Lin i =0).

Definitia 2.3. Un polinom de forma aX;'1..X,'” cu acA¥* iar

i, i25 oy i,€N se numeste monom iar prin gradul siu intelegem
numarul natural i;+,+...+i, (convenim si scriem grad(aX;'!...X, )=
= i]+...+in).

Astfel, un polinom fe A[Xj, ..., X,] se scrie in mod unic ca suma
finita de monoame nenule din A[X{, ..., X,].

228



Monoamele nenule din scrierea lui f se numesc termenii lui f.
Gradul lui f se defineste astfel:

-0 , daca =0
grad(f) =

maximul gradelor termenilor sai, daca f= 0.

Astfel, dacd f=2X,>-3X, X, +H4X, X, X3€ Z[X,, X,, X3], atunci
grad(f)=max {2, 1+2, 1+1+1} = max{2, 3, 3}=3.
Observam deci ca in cadrul unui polinom f de mai multe
variabile pot sd apara termeni diferiti (in cazul exemplului nostru fiind
monoamele —3X,X,> si 4X,X,X3) care 1nsa sd aiba acelasi grad, astfel ca
nu putem vorbi de un termen bine individualizat de grad maxim (ca in
cazul polinoamelor de o singura nedeterminatd in care termenii se pot
ordona dupa puterile nedeterminatei).
Pentru monoamele nenule ale unui polinom de mai multe
variabile putem defini o ordonare cu ajutorul ordonarii lexicografice

(vezi §5 de la Capitolul 1). Mai precis, dacad n=2, M,=aX,'1..X, ,
M=bX,'1.. X" eA[X|, ..., Xu] cu a, beA*, atunci definim M, <M, <

< (iy, . 5in) <@y -o» jn) (in ordonarea lexicografica de pe N" !).
Astfel, M| <M, < existd 1 <k<n a.i. i;=ls,....0 Tk $1 Tkr1<ir1-

De exemplu, in Z[X;, Xo, Xi] : 2X°X,’X3'<-4X,’X,’X5°,
X1 XXX,

in general, avand un polinom nenul fe A[X, ..., X,], cum acesta
se poate scrie ca suma finitd de monoame nenule din A[Xj, ..., X,], cu
ajutorul ordonarii lexicografice de pe A[Xj, ..., X,] putem individualiza
un monom nenul care sd fie cel mai mare in ordonarea lexicografica.
Acest termen se numeste fermenul principal al polinomului f (convenim
sa-1 notdm prin t,(f)).
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Astfel, daca in Z[X;, X, X;3] considerim polinoamele
=X+ X0+ X;, g=X X0t XoXa+XaX; si h=X;X,’X35-4X,X,°X5* atunci
tp(f):Xb tp(g):XIXZ iar tp(h): - 4X1X22X34.

Observatia 2.4. 1. Cum ordonarea lexicografica este o relatie
de ordine (partiald) pe A[Xj, ..., X,], dacd avem M;, M,, N;, N, patru
monoame nenule din A[X;, ..., X;] ai M;<M, si N;<N,, atunci
M]N] gMzN] Sl M]N] gMzNz.

2. In consecinti, daci produsul termenilor principali a doua
polinoame nenule din A[X, ..., X,] este un monom nenul, atunci acesta
este termenul principal al produsului celor doua polinoame.

Sa revenim acum asupra problemei gradului unui polinom din
A[X,...,. X0]

Definitia 2.5. Dacd toti termenii unui polinom f din
A[Xj, ..., Xy] au acelasi grad, vom spune despre f ca este polinom
omogen sau formd.

Fiind date doua polinoame omogene f si g din A[Xj, ..., X,]
atunci produsul lor fg este sau polinomul nul sau un polinom omogen de
grad egal cu grad(f)+grad(g).

Observatia 2.6. Orice polinom nenul fe A[X|, ..., X,] de grad n
se poate scrie in mod unic sub forma f=fy+fi+...+f, unde fiecare f,
0<i<n este sau nul sau polinom omogen de grad i. Polinoamele
omogene nenule f, 0<i<n din scrierea lui f de mai sus se numesc
componentele omogene ale polinomului f.

Propozitia 2.7. Pentru orice f, ge A[X], ..., X;] avem:

(i) grad(f+g) <max{ grad(f), grad(g) }
(ii) grad(fg) < grad(f)+grad(g).

Demonstratie. Atat (i) cat si (ii) sunt clare daca tinem cont de

scrierea polinoamelor f si g ca sume de polinoame omogene. B
Propozitia 2.8. Daca A este domeniu de integritate, atunci si

A[X{, ..., Xp] este domeniu de integritate iar in acest caz pentru orice
f, ge A[X,...,X,] avem grad(fg)=grad(f)+grad(g).
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Demonstratie.  Vom face inductie matematicd dupa n, pentru
n=1 totul fiind clar dacd tinem cont de cele stabilite In paragraful
precedent.

Cum A[Xj, ..., Xu=A[Xq, ..., Xu1][X,], dacd presupunem ca
A[X4, ..., X,.1] este domeniu de integritate, atunci si A[Xj, ..., X,] va fi
domeniu de integritate.

Fie acum f, g polinoame nenule din A[X, ..., X,] de grad m si
respectiv n. Atunci scriem pe f si g sub forma f=fy+fi+.. .+,
g=gotg+...+g, cu f,#0, g,#0 iar f;, g sunt sau nule sau polinoame

m+n
omogene de grad i, respectiv j, 0<i<m-1, 0<j<n-1. Avem fg= > &,
k=0

cu hy= > fig;, (0<k<m+n). Cum A[X,, .., X,] este domeniu de

i+j=k

integritate avem h,,,=f,,g,, de unde relatia grad(fg)=grad(f)+grad(g). m

Functia i,:A = A[X], ..., X,] definitd prin is(a)=a pentru orice
a€A este un morfism injectiv de inele unitare (numit morfismul canonic
de scufundare a lui A in A[X, ..., Xu]).

Sa observam cé in notarea morfismului canonic de scufundare a
lui A in A[X|, ..., X,] ar fi trebuit sd amintim i de n. Nu am facut lucrul
acesta pentru a nu complica notatia, insd daca este pericol de confuzie
vom face si lucrul acesta.

Suntem acum in masurd sa prezentdm proprietatea de
universalitate a inelelor de polinoame in mai multe nedeterminate (de
fapt o generalizare a Teoremei 1.13.).

Teorema 2.9. Fie neN, n>2, B un inel unitar comutativ,
f:A—>B un morfism de inele unitare si b, ..., b,eB. Atunci exista un

unic morfism de inele unitare ' : A[X|, ..., X,] =»B adi. f'(X))=b;
pentru orice 1<i<n iar diagrama
ia

A — > AXpeoXy

£ .
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este comutativa (adica f’oi,=f).

Demonstratie. Facem inductie matematicd dupa n (pentru n=1
rezultatul fiind adevarat conform Teoremei 1.13.).

Sa presupunem acum afirmatia din enunt adevarata pentru n-1 si
sd o demonstram pentru n. Avem deci un unic morfism de inele unitare
fi: A[X,,... X1 ]—B ald fi(Xj)=b;, 1 £i<n-1 si diagrama

1A

a AlX ) X, 1]

B

este comutativa, adicd fjois=f (ix" fiind morfismul canonic de la A la
A[Xla"'axn»l])‘
Cum A[X,,...X.mA[X,...,.X01][X4], conform Teoremei 1.13.

avem un morfism de inele unitare f:A[X], ..., X,]—B a.i. f'(X,)=b, si
diagrama

1A

AlX) X ] AlX). X,]

| :

B

este comutativa (adica ' oi,"'=f}), unde i,"’ este morfismul canonic de
la  ALXy, o Xoa] 12 A[X, oo, Xod IIXGIFALK, o X0,

In mod evident, i,=iy"" ci," si obtinem din cele doud diagrame
comutative de mai Tnainte diagrama comutativa

ia
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A ——> AX X

B

In mod evident f '(X;)=b; pentru orice 1<i<n. Unicitatea lui f

rezultd din unicitatea lui f; si a faptului ca £’ o i,"'=f.
Conform principiului inductiei matematice teorema este

adevdratad pentru orice neN, n>1. ®

§3. Polinoame simetrice

Pastrand notatiile de la paragrafele precedente, daca c€S, este o
permutare (n=2) atunci conform proprietatii de universalitate a inelului
de polinoame A[Xj, ..., X,], existd un unic morfism de inele unitare
G*ZA[Xl, o Xo]2A[X, .., X ] aldl G*(Xi):XG(i) pentru orice 1 <i<n iar
diagrama

A i A[X1, oony Xo]

ia c*

A[Xl EREEE) Xn]

P .o . * A o
este comutativd (adicd pentru orice a€A, o (a)=a). In general, daca
t] ’t2 """ tn

avem feA[X,, ... X,], = > a, ,X,".X,",atunci
iy ey =0
N 15ty 5y t, ; ;
— 1 n
c*()= 2 @i i Xoay Ko -
iy iy =0
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Daca avem de exemplu £=X,22X,X>-XoX57 e Z[ X, X5, X5] iar

123 _ , ,
o= 31 2 €S3, atunci G*(f):X:; -2X3X1-X1X2 .

Observatia 3.1. 1. Dacd o, t€S,, atunci (ot)*=c%* o T*.

,,,,, Pt

3. Daca oceS,, atunci o*:A[X,, ..., Xy]2>A[X, ..., X,] este
izomorfism de inele unitare (tindnd cont de prima parte a acestei
observatii deducem ci inversul lui 6* este (6™ )*).

Definitia 3.2. Vom spune cd un polinom feA[X;, ..., Xy]
(n=>2) este simetric daca pentru orice ceS,, o*(H)=f, altfel zis,
oricum am permuta (schimba) variabilele lui f acesta raméane
neschimbat (spunem ca f riméane invariant la c).

Cum orice permutare din S, este un produs de transpozitii
(Corolarul 10.9. de la Capitolul 2), atunci un polinom din A[Xj, ..., X,]
este simetric dacd si numai daca f rimane invariant la orice transpozitie
din S,. Vom nota prin S(A[X], ..., X;]) multimea polinoamelor simetrice
din A[X], ..., X,]-

Propozitia 3.3. S(A[X], ..., X;]) este subinel unitar al inelului
AlXjy ooy Xil-

Demonstratie. In mod evident, polinoamele constante din
A[X, ..., Xy] (deci si 1) fac parte din S(A[X, ..., X,]) iar daca f,
geS(A[Xq, ..., X;,]) si o€S,, cum c* este morfism de inele unitare avem
o*(f-g) = o*(f) - o*(g) = f-g si o*(fg)=c*(f)o*(g)=fg, de unde deducem
ca f-g, fg eS(A[X], ..., X4]), adica S(A[X|, ..., X,]) este subinel unitar al
lui A[X, ..., Xq].

Observatia 3.4. Dupa cum am vazut in paragraful precedent,
orice polinom feA[X;, .., X,] se scrie iIn mod unic sub forma
f=fy+f)+... i unde fiecare f; este un polinom omogen de grad i (0 <i<k)
din A[X], ey Xa)- Astfel, daca ceSs,, atunci
o*(D=c*(fy+f,+.. H)=c*(f))to*(f))+..+c*(fy). = Deoarece  o*(f),
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0<i<k este tot un polinom omogen de grad i, deducem din unicitatea
scrierii lui f sub forma f=fy+fi+...+f; ca o*(f)=f <c*(f))=f; pentru orice
0<i<k

Altfel zis, un polinom f din A[X}, ..., X,] este simetric daca si
numai daca fiecare componenta omogena a sa este un polinom simetric.

Aceastd observatie ne permite ca de multe ori atunci cénd
rationam relativ la un polinom feS(A[Xj, ..., X,]) sd-1 consideram si
omogen.

Sa consideram acum polinoamele Sy, S, ..., S, din A[X|, ..., X,]
definite prin :

S]ZX1+X2+.. .+Xn: z Xl-

1<i<n

SZIX1X2+X1X3+...+Xn_1Xn: z Xin

1<i<j<n

Propozitia 3.5. Sy, S,, ..., SheS(A[Xq, ..oy Xa)-

Demonstratie. Vom considera polinomul
g=(X-X)(X-Xp)...(X-X,) din A[Xj, ..., X;,, X] care se mai poate scrie si
sub forma g=X"-8;X"'+8,X"*-..+ +(-1)"S,.

Pentru ceS, avem morfismul de inele unitare
o*:A[X|, ..., Xu] =& A[X], ..., X;] cu ajutorul céruia si al Teoremei 2.9.
gasim morfismul unitar de inele o**:A[X], ..., X,, X]2>A[X], ..., Xp, X]
pentru care 6**(X;)=Xsi=0*(Xj) pentru orice 1<i<n, c**(X)=X si
o**(a)=a pentru orice a€A.

De fapt, dacd vom considera permutarea ¢’ din S, cu
proprietatea ca o’ (i)=o(i) pentru orice 1<i<n si o(n+1)=n+1, atunci
numerotand eventual pe X prin X,.;, o** este de fapt c’*.

Atunci 6**(g)=c**((X-X))...(X-X,))=c0**(X-X))...c**(X-X,)=
=(X-Xo(1))- - (X-Xom)=(X-X)...(X-X,,)=g iar pe de alta parte
o**(g)=0**(X"-8, X" +8, X" .. +(-1)"S,)=X"-5*(S;) X" +5*(S,) X" -
-1 "o*(Sy).
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Comparand cele doud expresii ale lui o**(g) deducem ca
o*(S;)=S; pentru orice 1 <i<n, adica S;eS(A[X], ..., X,]) pentru orice

1<i<n. ®m

Definitia 3.6. Polinoamele S;, S,, ..., S, poarti numele de
polinoamele simetrice fundamentale din A[Xj, ..., X,].

Reamintim cd in paragraful precedent pentru feA[X,, ..., X,]
prin t,(f) am notat termenul principal al lui f (adicd acel monom nenul
care in ordonarea lexicografica este cel mai mare termen al lui f).

Propozitia 3.7. Fie feS(A[X], ... ,Xu]) §i s@ presupunem ca
t,(H=aX,'1X,'2...X,'n cuacA*. Atunci cu necesitate i; >i,>...> i,

Demonstratie.  Sa presupunem prin absurd cd pentru un
1<k<n avem 1<lpt si sa consideram monomul

M=aX,"1 .. X, F1 X k1 X kX . Cum este simetric cu
necesitate M face parte dintre termenii lui f. Contradictia provine din

aceea cad, relativ la ordonarea lexicografica, t,(f) <M - absurd. B

Observatia 3.8. Daca X,'1..X, " este un monom din
A[X,, ..., X,] pentru care i;>1,2...21, , atunci existd doar un numar
finit de monoame X 1Xl2 X ] al. j12j22> .. 2],
si XI1X7 2 X < XX, X, (deoarece din j;<i; deducem ca

avem un numar finit de moduri de alegere a lui j; iar pentru fiecare j;

12122 2]n)-

Suntem acum In masurd sa prezentdm un rezultat important
legat de polinoamele simetrice cunoscut sub numele de Teorema
fundamentala a polinoamelor simetrice:

Teorema 3.9. Pentru orice feS(A[Xj,...,Xy]) existd un unic

geA[Xy,....X,] ad. f=g(Sy, ..., Sy), unde S, ..., S, sunt polinoamele
simetrice fundamentale.
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Demonstratie. Tinand cont de Observatia 3.4. putem presupune
ca f este §i omogen; fie grad(f)=m. Daca ty(f)=aX,'!..X,'n, atunci
conform Propozitiei 3.7. avem ca 1,21,=>...21,. Tindnd cont de faptul
cd pentru orice 1 <i<n, t,(S;)=X,X,..X; si de Observatia 3.4. dela
paragraful precedent deducem ca :
tp(Slil’iz Sy 273 . Sy n1 0 Syln )=
=X,'172 (X X5) 213 (X X X)) 1 (X X X )
 UR PR PR E P (I L P PR E L (MR E DL PR
=X,"1X,'2.. X, n = ty().

Astfel, dacd vom considera f=f-aS,'1728,'273 S, in-17n§,1n
t,(f1)<t,(f) (in ordonarea lexicograficd ).

Continuam acum procedeul pentru f;. Daca bX,'1..X, » =t (f))
atunci j;>j,=>...2]j, si daca vom considera
fzzfl-b81J 192 SZJ 273 ...Sn.IJ n=17n SnJ n, atunci tp(fz) < tp(fl) < tp(f) Sl astfel
procedeul va continua. Tindnd cont de Observatia 3.8., acest procedeu
se va sfarsi dupa un numar finit de pasi.

AStfel, f=aS111 12 Szl 273 ---Sn-ll n=1"n Snl n +f1:
=aS,' 128,273 S, [ 1n1n S n+bS 1728273 S, Jr-1Tn S0 +y=
=... sideci alegand
g:aXIil'iZ X, 203 X, et X b X172 X205
X I Xt eA[X,,...,X,] avem cd £=g(Sy, Sy, ..., Sh).

Sa demonstram acum unicitatea lui g. Acest lucru revine la a
demonstra ca daca geA[X,, .. X.|, g>a, ,X/".X,5si
2(Sy, .., Sp)=0, atunci toti coeficientii a; i, =0.

Sa presupunem prin absurd ca existd un coeficient a; Ligi, # 0.
Atunci  polinomul S,'1S,)2..S,/n are ca termen principal
t,(S1'18,'2...8, 1 =X 1X, 2 . X n cu ji=iyt..tin jomisteFinen jo=in
iar grad(t,)=> j, =D ki, .

k=1 k=1
Deducem de aici ca daca
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S]ll Szl 2 ...Snl n.o S]J 1 SzJ 2 ...SnJ n  atunci

t(S1'1 S22 LSy )#(S{'1 Sy'2 ..Sy'n ). Deci termenii
principali in X, X,, ..., X, ai diferitelor monoame distincte in Sy, S,, ...,
S, care apar in expresia lui g, nu se reduc.

Dacd X;''..X,'n este cel mai mare termen principal, atunci
inlocuind Sy, ..., S, prin expresiile lor in X, ..., X, apare un polinom n

X, ..., X, egal cu zero dar care are un termen a, X,"1..X,'» nenul -
absurd!

Cu aceasta teorema este complet demonstratd. B

Aplicatii:1. Sa exprimam pe

F=(-X X HXE)(X-X o X5) (X +X5-X3) (care in mod evident
apartine lui S(Z[X;, X;, X;]) ca polinom din Z[X;, X, X;] de
polinoamele simetrice fundamentale S;, S,, S3. Avem ca tp(f)=—X13 astfel
ca exponentii termenilor principali ai polinoamelor f, f, ... care vor
ramane dupd eliminarea succesivd a termenilor principali (ca 1n
procedeul descris Tn Teorema 3.9.) vor fi (3,0, 0), (2, 1,0) si (1, 1, 1).

Deci f= -S,+a8;”"'S,'’S;+bS,""'S,'"'S;'= -8, +aS,S,+bS; unde

a,be”.

Alegand de exemplu X;=X,=1 si X;=0 obtinem ca f(1, 1, 0)=0,
Si=2, S,=1, S;=0 deci 0= -8+2a, adicd a =4.

Alegand X,=X,=X;=1, atunci f(1, 1, 1)=1, S;=3, S,=3, S;=1 si
astfel obtinem 1= -27+36+b, de unde b = -8.

Deci f = - 8§,°+48,5,-8S;, astfel ci alegand g = - X;*+4X,X»-8X;
avem f=g(S,, S, S;).

2. Tot ca aplicatie la Teorema fundamentald a polinoamelor
simetrice (Teorema 3.9.) vom arata cum se exprimd in functie de
polinoamele simetrice fundamentale S;, .., S,, polinoamele
P=X!+.+ X" (keN).

Vom proba la inceput asa-zisele formule ale lui Newton.

Teorema 3.10. (Newton) Daca A este un domeniu de

integritate, atunci pentru orice n, k €N* au loc formulele:
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)P +(-1)PS, +..+ PS, , =kS,

(convenim ca pentru k >n sa alegem S;=0).

Demonstratie. Vom demonstra la inceput ca formulele din enunt
sunt adevarate pentru k>n , adica pentru orice k>n avem :

(1) PB.—P_S,+P_,S, +.+(-1)"P_,.,S, , +(-1)'P_,S, =0

k—n+1 k—-n"~'n

Pentru aceasta vom considera polinomul

fzf(X)zﬁ(X—Xi)zX" ~S X" 48, X" L+ (=1)'S

i=1

n

Inlocuind pe X cu X;, 1 <i<n se obtin relatiile:
X! =S X" +8, X" +..+(=1)'S, =0
pentru 1 <i<n, de unde prin inmultire cu X l.k_" se obtin relatiile:
XF S X 48, X+ (-1)'S, X =0
(pentru 1<i<n).

Sumand dupa i=1, 2, ..., n obtinem relatiile (1).

Sa demonstram acum relatiile (1) pentru k<n iar pentru aceasta
vom proba prin inductie matematici dupd m=n-k ca polinomul
fi= [iXps X,)= (GO P+ (1) T PS4 RS, +ES,
este nul.

In cazul m=0 (adica n=k) acest lucru rezulta din (1) (deoarece

P():n).

Sa observam acum ca polinomul fi fiind simetric in Xy, ..., X,
atunci si polinomul f(Xj, ..., X1, 0) va fi simetric in X4, ..., X1
Daca notam polinoamele simetrice fundamentale in nedeterminatele X,

vy X cu Sy, ., Sy avem:

Sk (X], ceey Xn—la 0)= Sk, (X], ceey Xn—l)-
Cum $1 fk(Xl, ceey Xn—l; O)ka’(Xl, ceey Xn»l) atunci
fi(Xpn X, 0)= (1) P+ (1) PS] +..+PBS|  +kS]| =
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= fy Xy, ..., Xy1. Conform ipotezei de inductie fi (X, ..., X;)=0, deci
fi(X4, ..., Xy) este divizibil prin X,,. Cum este polinom simetric deducem
imediat cd fi este divizibil prin X, ..., X, deci si prin produsul
X ... X41X, , adica putem scrie

2) i (X4, ..., Xp)= Su (X4, ..., X)) (X, .ony X0) -

Deoarece fi(Xy, ..., X;) este un polinom omogen de grad k, k<n
si Su(Xj, ..., X,), este omogen de grad n, egalitatea (2) nu este posibila
decit daca ' (X, ..., X;,)=0 si atunci va rezulta ca fi(X, ..., X;)=0.

Conform principiului inductiei matematice avem ca pentru
orice k<n fi (X|, ..., X,)=0 si astfel relatiile lui Newton sunt probate si

pentru k<n H.

Observatia 3.11. Scriind formula lui Newton sub forma

explicita:

R =5,

RS, - P, =28,

RS, =BS, + P, =35,

BS,  —PBS, ,+..+(-1)" P =ks,
si interpretdnd aceste relatii ca un sistem liniar In necunoscutele Py, ...,
Py obtinem in final expresia lui Py In functie de S,, .., Si:

S 10 .. 0
25, S, 1 ... 0
P=(3S, S, S ... 0
kS, Siy Si o S,
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§4. Radacini ale polinoamelor cu coeficienti intr-un
corp. Teorema fundamentala a algebrei. Polinoame
ireductibile. Rezolvarea ecuatiilor algebrice de grad 3
sid

In cadrul acestui paragraf toate corpurile considerate vor fi
comutative. Daca k, K sunt doud corpuri a.i. k este subcorp al Iui K
vom spune ca K este o extindere a lui k.

Definitia 4.1. Fie k un corp, K o extindere a sa si M <K o
submultime oarecare. Intersectia tuturor subcorpurilor lui K ce contin

kUM se noteaza prin k(M) si se spune cd este corpul obtinut prin
adjunctionarea la k a elementelor lui M. Daca M={ oy, ..., Oy } vom
scrie k(M)=k(a, ..., 0y).

O extindere K a lui k se zice de tip finit dacd existd o
submultime finitd M cK a.i. k(M)=K ; daca existd un element xeK a.i.
K=k(x) atunci K se zice extindere simpla a lui k.

Daca k <K este o extindere de corpuri, vom spune despre un
element aeK cd este algebric peste k dacd existd un polinom nenul
fek[x] a.l. f(oc)=0 (reamintim ca f :k—k este functia polinomiala
atasata lui f). In caz contrar, spunem ci o este transcendent peste k.

O extindere K a unui corp k se zice algebrica daca orice
element al lui K este algebric peste k. Daca orice element dintr-o
extindere a lui k, care este algebric peste k, apartine lui k, vom spune
despre k ca este algebric inchis.

Teorema 4.2. (Teorema impartirii cu rest) Fie K un corp
comutativ, f, geK[X] cu g#0. Atunci exista si sunt unice doua
polinoame q, reK[X] a.i. f=gq+r si grad(r)<grad(g).

Demonstratie. Fie f=ayta;X+...+a,X" si g=bytb,;X+...+b,X" cu
bn#0 si m=0. Vom demonstra existenta polinoamelor q si r prin
inductie matematica dupa gradul lui f (adica dupa n).

Daca grad(g) > n, putem alege q=0 si r=f.
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Daci grad(g) < n, considerim polinomul fi=f-b,,"a,X"™g. Cum
grad(f;)<n, conform ipotezei de inductie existd q;, reK[X] a.l.
fi=gq,+1, cu grad(r,)<grad(g). Obtinem f-b,," a, X"™ g =gq;+T,, de unde
f=g(q,+by 'a,X"™)+r;, de unde se observi ci alegind q=q;+b,, " a, X"™
si r=r; avem f=gq+r §i grad(r)<grad(g). Conform principiului inductiei
matematice partea de existentd din teorema este demonstrata.

Pentru a proba unicitatea lui q si r, sa presupunem ca mai exista

q’, r'eK[X] ai. f=gq'+r’ si grad(r’)<grad(g). Cum f=gq+r deducem ca
gq’+r'=gqtr < g (q’-q)=r-r’. Dacid q'=q, atunci in mod evident si r'=r.
Daca q' # q, atunci cum b, # 0 din egalitatea g(q'-q)=r-r" deducem ca
gradul polinomului g(q’-q) este mai mare sau egal cun pe cind gradul

lui r-r’ este strict mai mic decit n - absurd! . In concluzie, r =1’ si
T
q=q.n

Definitia 4.3. Polinoamele q si r din enuntul Teoremei 4.2.
poarta numele de cdrul si respectiv restul impartirii lui f la g.

Daca r=0 spunem ca g divide f si scriem g | .

Observatia 4.4. In cazul in care corpul K din enuntul Teoremei
4.2. se nlocuieste cu un inel oarecare A, atunci teorema impartirii cu
rest In A[X] capata forma :

Fie A un inel comutativ f, geA[X], f=a,+ta,X+...+a,X",
g=by+b;X+...+b, X" de grade n, respectiv m>0 (deci b,#0) si
k = max(n-m+1, 0). Atunci exista polinoamele q si r din A[X] a..
b f=gq+r cu grad(r)<m. in plus, daci b,, nu este divizor al lui zero,
atunci q si r sunt unic determinate.

Demonstratia este asemanatoare cu cea a Teoremei 4.2..

Conform Definitiei 11.12. de la Capitolul 3, un polinom

feA[X] se zice ireductibil in A[X] daca feA[X] \ U(A[X]) si f nu are
divizori proprii.

Daca presupunem cd A este domeniu de integritate, atunci
conform Corolarului 1.12, (ii), A[X] va fi de asemenea domeniu de

integritate iar U(A[X])=U(A). Astfel, daca fe A[X] \ U(A[X]) ( adica f
este un polinom diferit de polinomele constante a cu a¢U(A) ), atunci f
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este ireductibil in A[X] dacad si numai daca f nu are divizori proprii

(adica din f=gh cu g, he A[X] deducem ca unul dintre polinoamele g sau
h este polinom constant cu constanta respectiva din U(A) iar celalalt
este asociat 1n divizibilitate cu ).

In particular, daci k este un corp comutativ, atunci € (k[X])*
este ireductibil in k[X] daca si numai daca din f=gh, cu g, he(k[X])*
deducem ca g sau h face parte din k*.

Un polinom fEA[X] care nu este ireductibil In A[X] se va
zice reductibil in A[X].

Propozitia 4.5. (Bézout) Fie A un inel comutativ unitar,
feA[X] si aeA. Atunci urméitoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) a este ridicind a lui f (adici f (a)=0)
(i) X-a | f.

Demonstratie. (1))=(ii). Fie f=ajta,X+..+a,X" €A[X] si sa
presupunem ca er(a)=O & agtajat..taa’=0. Putem deci scrie
f=(ag+a,; X+...+a,X")-(ao+a a+...+a,a")=a,(X-a)+ay)(X>-a’)+... +a,(X"-a") si
cum pentru orice keN, X*a*=(X-a)(X*'+aX"*+..+a"X+a"") (adica
X-a | X*-a*) deducem imediat ci X-a |f.

(i1)=(i). Daca X-a | f atunci putem scrie f=(X-a)g cu ge A[X]
sicum~

f=(x—a) g (vezi Observatia 1.15) deducem ca f(a)=(a—a)§ (a)=
=0-g (2)=0. m

Observatia 4.6. Din propozitia de mai Tnainte deducem céa daca
A este un inel integru, atunci un polinom de grad 22 din A[X] care are o
radacind In A este reductibil. Reciproca acestei afirmatii (in sensul ca
orice polinom reductibil are cel putin o radacind in A) nu este adevarata
dupa cum ne putem convinge considerind  polinomul

f=(1+X*)(1+X*)eZ[X] care desi este reductibil in Z[X] nu are nici o

radacind in Z. Afirmatia riméane totusi adevarata pentru polinoamele de
grad 2 si 3 cu coeficienti intr-un corp (céci in acest caz cel putin un
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factor al sau este de gradul 1 si orice polinom de gradul 1 are o radacina
in corpul coeficientilor ).

Definitia 4.7. Fie feA[X], f# 0 si acA. Vom spune despre a
cd este raddcind multipld de ordin i pentru f daca (X-a)'| f si
(X-2)"™'} f. Numirul i poarti numele de ordinul de multiplicitate al
lui a (a spune ca i=0 revine de fapt la a spune ca a nu este radacina
pentru f).

Atunci cand numaram radacinile unui polinom si nu facem
specificarea expresa ca sunt sau nu distincte, vom numara fiecare
radacina, de atatea ori cat este ordinul sau de multiplicitate.

Propozitia 4.8. Fie A un domeniu de integritate.

(i) Daca acA este ridiacind multipla pentru polinoamele
nenule f, ge A[X] cu ordine de multiplicitate i respectiv j, atunci a
este radacina multipla de ordin i+j pentru fg

(ii) Daca a;, .., a, sunt radacini distincte din A ale
polinomului nenul feA[X] cu ordinele de multiplicitate ij, ..., ix
atunci f se scrie sub forma f=(X-a;)'!...(X-a,)'k g cu geA[X].

Demonstratie. (i). Putem scrie f=(X-a)'f; si g=(X-a)'g, cu fi,
g €A[X] iar f(a)#0, g (a)#0. Atunci fg=(X-a)f, (X-a)g=
:(X'a)i+j figi
NS _
si fig,(@A=f1(a) g,(a) #0 (caci A este domeniu de integritate), de
unde concluzia ca a este radacina multipld de ordin i+j pentru fg.
(ii). Facem inductie matematica dupa k (pentru k=1 afirmatia

fiind evidentd daca tinem cont de Propozitia 4.5.). S& presupunem
afirmatia adevaratd pentru k-1 si s-o probam pentru k. Existd deci

fle A[X] al f=(X-a))'1...(X-a1) k-1 fy.
Cum ]7 (ax)=0 iar A este domeniu de integritate deducem ca

71 (ax)=0 si ordinul de multiplicitate al lui a) in cadrul lui f; este acelasi
ca in cadrul lui f, adica f;=(X-a,)'* g si astfel f=(X-a,)'1...(X-a,) ¥ g. W

244



Corolar 4.9. (i) Daca A este un domeniu de integritate si
fe A[X] cu grad(f)=n>1, atunci f are in A cel mult n radacini

(ii) Daca K este un corp comutativ, atunci orice subgrup
finit al grupului (K*, ) este ciclic.

Demonstratie. (). Rezultd imediat din Propozitia 4.8. (ii).

(ii). Fie GSK* a.i. |G|=n. Pentru a proba ci G este ciclic este
suficient sa ardtim ca in G gdsim un element de ordin n.

Fie n=p/...p/ descompunerea lui n in factori primi distincti.
v
Pentru orice 1<i<t existd un element x,€G a.i. x/” #1 céci in caz

contrar polinomul X %"’ —1€K][X] ar avea mai multe radacini decét
gradul sau (absurd conform cu )i)).

Si aratam ci daca notim y, =x/ ?", atunci o(y;)=p/ pentru
orice 1<i<t. Intr-adevar, yl.”? =x!" =1 (conform Corolarului 3.11. de la
Capitolul 2). Conform Observatiei 2.10. de la Capitolul 2 deducem ca

o(y;) divide p/ adica o(y)=p; cu 1<s<r. Daca s<r, ar rezulta ca

7=l " .. . .
= xl.%”f =1 in contradictie cu alegerea elementului x;. Atunci s=rt;
si astfel o(y;)= p;" pentru orice 1<i<t. Tinand cont din nou de Observatia

2.10. de la Capitolul 2 deducem cd dacd notdim y =y, -....- y,, atunci

o

oly)=p{-...pi=n.m

Propozitia 4.10. (Relatiile lui Viéte) Fie A un domeniu de
integritate si fe A[X] un polinom de grad n, f=ay+a;X+...+a,X" (deci
a, # 0). Daca xy, ..., X, sunt radacinile lui f in A, atunci

ap (Xl+-"+xn)='an-1

a, ( X1 X2+X1X3+...+Xn_1xn)=an_2

_ k
a, (X1X2...Xk+X1X2...Xk.1Xk+1+...+Xn-k+1Xn-k+2...Xn)—(-l) Ay k

a, (X] ...Xn)=(-1)nao.
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Demonstratie. Conform Propozitiei 4.8., (ii), putem scrie
=(X-x)...(X-x,)g ; identificand coeficientul lui X" in ambii membrii
deducem ca g=a, , astfel ca f=a,(X-x,)...(X-x,)=
=, X" a,(X ... %) X" Han(X XX Xy A X X)) X (1)  an(xoxit
+X1...Xk_1Xk+1+...+Xn_k+1Xn,k+2...Xn)Xn_ k+...+(-1)“anx1...xn.

Identificand coeficientii lui X* (0<k<n) din cele doua scrieri ale lui f

obtinem relatiile din enunt dintre radacinile si coeficientii lui f. B

Corolar 4.11. Daca A este corp comutativ, atunci relatiile
dintre radacinile si coeficientii lui f devin:

-1
n

X +o.t+x,=-a, a
-1
X)Xy + X X3+ 4 X, X, =a, ,a,

Corolar 4.12. (Wilson). Daca p>2 este un numair prim,
atunci (p-1)!+1=0 (mod p).

Demonstratie. in Z,[X] consideram polinomul f=X""'-1. Tinand
cont de faptul ca (Z,*, -) este un grup (comutativ) cu p-1 elemente,

conform Corolarului 3.11. de la Capitolul 2 avem ca pentru orice

»1=1 i astfel, tindnd cont de Corolarul 4.9. radicinile lui f

A VAN
sunt 1, 2, ..., p—1.

xely*, x

AN
Conform ultimei relatii a lui Vieéte avem 12...... p-1=(-D)"'(-1) &

AN

(p-1)+1=0 < (p-1) 1+1=0 (p). m
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Propozitia 4.13. Fie k un corp comutativ iar fek[X] cu
grad(f)> 1. Atunci existi o extindere 4 a lui k a.i. f si aiba cel putin
o ridacini in k .

Demonstratie. Cum grad(f) 21 deducem ca fgU(K[X]) (vezi
Propozitia 1.11.).
Atunci idealul < f> este diferit de k[X] si conform Teoremei 10.9. de la

Capitolul 3, existd un ideal maximal m al Iui k[X] a.i. < f > < m.
Considerand

i p
k —> k[X] ——> Kk[XI/m# k
(unde i, este morfismul canonic de scufundare a lui k n k[X] iar p este
morfismul surjectiv canonic de inele). Cum m este ideal maximal in
inelul k[X], k este corp (vezi Propozitia 10.5. de la Capitolul 3). Notand
p=p o i, obtinem un morfism de corpuri p:k — k. Daca alegem
f=apt+a, X+...+a,X" si notim » (f)=p (ao)+ p (a))X+...+ p (a,)X" € k [X],
atunci pentru
. A4 _

a=p(X)=X € k avem p(f)(a)=0 adica ac k este o radacind a lui p (f).
Cum p este 1n particular o functie injectiva, k poate fi privit ca subcorp

al lui k& (k fiind de fapt izomorf cu p (k)), deci in mod canonic si f

poate fi privit ca facand parte din & [X]. m

Corolar 4.14. Daca k este un corp comutativ iar fek[X] este
un polinom de grad >1, atunci exista o extindere K a lui k in care f
are toate radacinile.

Demonstratie. Se face inductie matematicd dupa n=grad(f)
tinand cont la pasul de inductie de Propozitia 4.13. si Propozitia 4.5. &

Observatia 4.15. 1. Daca k este un corp, fek[X] este de
grad >1 iar K este o extindere a lui k in care f are toate radacinile

Oy ...y Oy » atunci K( oy, ..., 0, ) este numit corpul de descompunere al
lui f.
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2. Fie fek|X] de grad >1 si K o extindere a lui k in care f are
radacinile x;, .., X,. Atunci pentru orice polinom simetric
gEK[Xyy vees Xnly & (Xqy ooy Xp) €KL

Intr-adevar, deoarece geS(k[Xy,...,X,]), conform teoremei
fundamentale a polinoamelor simetrice (Teorema 3.9.) exista
hek[X,,....X,] ai. g=h(S,, .., S,). Conform relatiilor lui Viéte,

§i (X1,...,xp) €k pentru 1<i<n si astfel

& (KpsosXn)=H (S 1(X1seeesXn)s ey S n(X1sesXn)) €K

Suntem acum in masurd sa prezentam un rezultat deosebit de
important in algebrd cunoscut sub numele de teorema fundamentala a
algebrei :

Teorema 4.16. (D'Alembert - Gauss). Orice polinom de grad
>1 din C[X] are cel putin o radacina in C (adicd corpul numerelor

complexe C este algebric inchis).

Demonstratie. Fie f=ajta, X+...+a,X" € C[X] cu n 21 si a,#0.
Considerand [ =a,+a, X+..+a,X" (unde pentru zeC prin Zz
desemnim conjugatul sidu) atunci [ f =bytb;X+..+by, X" unde

J
b=> a.a; , ,0<j<2n.
k=0 '

— J
Deoarece b, =1;)Ekaj7k =b,, deducem ca bjeR (0<j<2n) astfel

ci f f eR[X]. Daci admitem teorema adevirati pentru polinoamele
din

N L=
R[X], atunci exista aeC ai (f f)o)=0 < f(a)f (0)=0 <
7 (OL)J7 (a )=0 (caci 7‘ (a )=J7 ()) de unde concluzia cd o sau a
sunt radacini ale lui f.
In concluzie, putem presupune fe R[X].
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Daca grad(f) este impar, cum f :R—R este functie continua iar

la oo ia valori de semne contrarii deducem cid exista aeR a.i.

~

f (o)=0.

Sa presupunem acum ca grad(f)=2 "r cu neN si reN*, r impar.

Prin inductie matematica dupa n vom arata ca existd aeC a.i. ]7 (a)=0.
Daca n=0, atunci grad(f) este impar si dupa cum am vazut mai
inainte exista a.eR a.i. 17 (a)=0.

Sa presupunem afirmatia adevdratd pentru toate polinoamele
geR[X] cu proprietatea cd n-1 este exponentul maxim al lui 2 in
descompunerea in factori primi a gradului lui g si fie feR[X] cu
grad(f)=2"r cun, reN, rimpar.

Conform Corolarului 4.14., existd o extindere K a lui C in care
are toate radacinile xy, ..., X,, (unde m=grad(f)).

Pentru aeR arbitrar consideram z;* =x;x;+a(x+x;), 1<i<j<m.

Dacé vom considera polinomul

g= [[(X—-z) . atunci grad(g.)= C,i=m(mT_1) si cum
1<i< j<m
K 25r(2"r-1)
m=grad(f)=2"r (cu k, reN, r impar) avem ca grad (g"):f =

=2"'r (25r-1)=2""1" unde r'=r (2"r-1) este numar natural impar.

Sa observam ca coeficientii lui g, sunt polinoame simetrice
fundamentale de z;". Mai mult, avand in vedere expresiile lui z",
1<i<j<m rezultd cd acesti coeficienti, ca polinoame de X, ..., X;, sunt
simetrice deoarece orice permutare a acestora are ca efect schimbarea
elementelor z;" intre ele (1<i<j<m). Tinand cont de Observatia 4.15.

deducem ca g,eR[X]. Aplicand ipoteza de inductie lui g, deducem ca
existd o pereche (i, j) cu 1<i<j<m a.. z;" €C.

Facand pe a sa parcurgd multimea infinitd R a numerelor reale,
cum multimea perechilor (i, j) cu 1<i<j<m este finitd, deducem ca exista
a,beR,a#bal z, Zijbe C.
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Din Zija:Xin+a(Xi+Xj) Sl Zijb:Xin+b(Xi+Xj) deducem ca
zi"-z"=(a-b) (xi+x;) e C, adica x;+x;e C.
Atunci si xx;eC, adica x;, x;€C si cu aceasta teorema este

demonstratd. W

Observatia 4.17. 1. Din Teorema 4.16. si Propozitia 4.5.

deducem imediat cd in C[X] polinoamele ireductibile sunt cele de
gradul 1.

2. Daca f=agta; X+...+a,X" e R[X] (n>1) si aeC este o radicina
a lui f, atunci f(oc)=0 si se verificd imediat ca si f(a )=0, adica
radacinile lui f care sunt din C \ R sunt conjugate doua cate doud (mai
mult, ele au acelasi ordin de multiplicitate).

3. Daca z=atbi €(C, b#0 si z=a-bi atunci (X-z) (X-z )=
=X*-2aX+(a*+b”)eR[X]. De aici deducem imediat ci un polinom
feR[X] este ireductibil in R[X] daca si numai daca f este de gradul 1

sau este de forma aX*+bX+c cua, b, c €R si b*-4ac<0.
Din observatia de mai finainte deducem cd problema

problema se reduce imediat la Z[X]).

In continuare vom prezenta un criteriu suficient de

ireductibilitate pentru polinoamele din Z[X], cunoscut sub numele de
criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein:

Propozitia 4.18. (Eisenstein) Fie f=aj+a,;X+...+a,X"eZ[X] de
grad >1 si sd presupunem ca existi peN un numir prim a.i p | a,,
A1y o0y Ap15 P Jr a, Si Pz + Q

Atunci f este ireductibil in Z[X].

Demonstratie. Sa presupunem prin absurd ca f este reductibil in

Z[X], adica putem scrie f=(b0+b1X+...+mem)(co+c1X+...+cka) cu m,
k>1 si m+k=n. Identificand coeficientii lui f deducem ca
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ay =bycy
a, =b,c, +bc,
*) a, =byc, +bic; +b,c,

= bm—l

a,=b,c,

n m

ck + bmck—l

Cum p | a, iar p* } a, deducem ca plbysi p t cosauplco si

p | by. Sa presupunem de exemplu ca p | by si p 4 co.
Daca tinem cont de relatiile (*) deducem din aproape in aproape
cap by, p |b2, v P | bt si din ultima relatie din (*) am deduce ca p | a,

-absurd!. Analog, dacd p { by si p | ¢y am deduce ca p| c, p| Coy vees

p | Ck.1 $1 din ultima relatie din (*) am deduce ca p | a, -absurd. W

Observatia 4.19. Alegand un numar prim p>2 si neN* atunci
conform criteriului de ireductibilitate al lui Eisenstein polinomul

X"-pX+peZ[X] este un polinom ireductibil din Z[X].

Deci pentru orice n >1 in Z[X] gédsim o infinitate de polinoame
ireductibile de grad n.

in continuare vom prezenta metode de rezolvare a ecuatiilor
algebrice de grade 3 si 4 cu coeficienti din C (adica a ecuatiilor de
forma f (x)=0 cu fe C[X] iar grad(f)=3 sau 4).
1. Sa consideram la inceput ecuatia algebrica de grad 3 cu
coeficienti din C scrisa sub forma
(1) x+ax™+bx+c=0 cu aeC.

< . . a . . N
Daca 1n (1) Inlocuim y=x+§ obtinem o ecuatie algebrica in y

de forma:

(2) y+py+q=0cup, qeC.
Fie acum 0 o rddacina a lui (2) (eventual intr-o extindere K a lui

C, conform Corolarului 4.14.) iar x,, X, radacinile ecuatiei
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(3) x*-0x - §= 0.
Conform relatiilor lui Viéte avem
(4) X1+X2:6 Sl X1X2:% .

Inlocuind pe 0 in (2) avem ca 0*+pO+q=0 astfel ca daca tinem
cont de (4) obtinem X, +X;’=(X;+X;)’-3XX,(X;+X)=0"+pH=-q si cum
—p3 3

p obtinem ca X si X,° sunt radicinile ecuatiei x +qx-§—7—

3,3
X)Xy =

3 3
adicd x,’= - —+ — i X, = - —+1/T+% de unde deducem

2 3
XIU)=8-3 _q+ q_+p_ si xz(t)zsﬁ —9_ |4 P , 0<j, t<2, in care
! 7

[
w2

2 4 2 2 4 27
€0, €1, & sunt radacinile ecuatiei x>-1=0.

—1+i\/§)
2

Cum radicinile ecuatiei x*-1=0 sunt 1 si €, &” (cu &=

2 3
6, =34y [T P =4 |a P
2 4 27 2 4 27
2

2 3 3
92:(93 _q_|_ q_+p_ +£23 -q_ q_+p_
2 V4 27 2 4 27

2 3 2 3
03:‘923 _q+ q_+p_ +83 _q_ q_+p_
2 4 27 2 4 27

Astfel, radacinile lui (1) vor fi x;=6; —% ,1<1<3.

2. Sa consideram acum ecuatia algebricd de grad 4 cu
coeficienti din C:
(5) x*tax’+bx*+cx+d=0 (a, b, c, d €C).
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A a . < e o .
Notand y=x+ 2 obtinem ca y verifica o ecuatie de forma

(6)  y“py*+ay+r=0 cup, g, reC.
Fie o un element dintr-o extindere K a lui C a.i. scriind pe (6)
2
sub forma (7 (y2+§ +a)2—[2ay2—qy+(oc2+p(x—r+p7 )]=0 si cel de al

doilea termen sa fie patrat perfect, adica a sa verifice ecuatia de gradul
3:

2
q2—8(x(oc2+poc—r+ pT 0 <

(8) 8o’ +8po’+(2p*-8r)a-q°=0.

Pentru a ce verifica ecuatia (8), ecuatia (7) devine:

© £ +ay20(y--L y=0
2 4o
iar radacinile lui (9) sunt radacinile ecuatiilor y2-6y+(§ +a+% )=0

240y+( L +a-2)=0
yHOy+H(5 Fa-2)
cu 0 radicini a ecuatiei x*-20=0.

Astfel, rezolvarea unei ecuatii algebrice de grad 4 se reduce la
rezolvarea unei ecuatii de gradul 3 si a doua ecuatii algebrice de grad 2.
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