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CAPITOLUL 1: NOŢIUNI PRELIMINARII 

     
     §1 Mulţimi. Operaţii cu mulţimi 
 

 
În cadrul acestei lucrări vom privi  mulţimile în sensul în care 

ele au fost privite de către GEORG  CANTOR  - primul matematician 
care a iniţiat studiul lor sistematic (punct de vedere cunoscut în 
matematică sub numele de teoria naivă a mulţimilor).  

Despre paradoxurile ce le implică acest punct de vedere şi felul 
în care ele pot fi eliminate, rugăm cititorul să consulte lucrările [16] şi 
[30].  
  

Definiţia 1.1. Dacă A  şi B sunt două mulţimi, vom spune că 
A este inclusă în B (sau că A  este submulţime a lui B) dacă 
elementele lui A sunt şi elemente ale lui B; în acest caz vom scrie 
A⊆B iar în caz contrar A⊈B.  

Avem deci :           A⊆B⇔ pentru orice x∈A ⇒x∈B 
                                            A⊈B⇔ există x∈A a.î. x∉B. 

Vom spune despre mulţimile A şi B că sunt egale dacă                         
oricare ar fi x, x∈A⇔ x∈B. Deci, A=B⇔A⊆B şi B⊆A. 

Vom spune că A este inclusă strict în B şi vom scrie A⊂B dacă 
A⊆B şi A≠B.  

Se acceptă existenţa unei mulţimi ce nu conţine nici un element  
care se notează prin ∅ şi poartă numele de mulţimea vidă. Se observă 
că pentru orice mulţime A, ∅⊆A (deoarece în caz contrar ar trebui să 
existe x∈∅ a.î. x∉A –  absurd.!).  

O mulţime diferită de mulţimea vidă se zice nevidă. 
Pentru o mulţime T, vom nota prin P(T) mulţimea 

submulţimilor sale (evident ∅, T∈P(T) ).  
 
Următorul rezultat este imediat : 
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Dacă T este o mulţime oarecare iar A, B, C∈P(T), atunci : 
(i) A⊆A 
(ii) Dacă A⊆B  şi  B⊆A,  atunci A=B 
(iii) Dacă A⊆B şi  B⊆C, atunci A⊆C. 
 
În cadrul acestei lucrări vom utiliza deseori noţiunea de familie 

de elemente a unei mulţimi indexată de o mulţime nevidă de indici I 
(prin aceasta înţelegând  o funcţie definită pe mulţimea I cu valori în 
mulţimea respectivă). 

Astfel, vom scrie de exemplu (xi)i∈I pentru a desemna o familie 
de elemente ale unei mulţimi sau (Ai) i∈I pentru a desemna o familie de 
mulţimi indexată de mulţimea I. Pentru o mulţime T şi A, B∈P(T) 
definim : 
    A∩B={x∈T | x∈A şi x∈B} 

A∪B={x∈T | x∈A sau x∈B} 
A\B={x∈T | x∈A şi x∉B} 
A△B=(A\B)∪(B\A). 

Dacă A∩B=∅, mulţimile A şi B se zic disjuncte. 
Operaţiile ∩, ∪, \ şi △ poartă numele de intersecţie, reuniune, 

diferenţă şi diferenţă simetrică. 
În particular, T\A se notează prin ∁T (A) (sau ∁(A) dacă nu este 

pericol de confuzie) şi poartă numele de complementara lui A în T.  
În mod evident, pentru A, B∈P(T) avem: 
      A\B=A∩∁T  (B) 

                   A△B=(A∪B)\(A∩B)=(A∩∁T (B))∪(∁T (A)∩B) 
               ∁T (∅)=T,   ∁T(T)=∅ 
                   A∪∁T (A)=T,  A∩∁T (A)=∅  iar  ∁T (∁T (A))=A. 

De asemenea, pentru x∈T avem: 
                   x∉A∩B ⇔ x∉A sau x∉B  
                   x∉A∪B ⇔ x∉A şi  x∉B  
                   x∉A\B ⇔ x∉A sau x∈B  
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                   x∉A△B ⇔ (x∉A şi x∉B) sau (x∈A şi x∈B)  
                    x∉∁T (A)⇔ x∈A.  

Din cele de mai înainte deducem imediat că dacă A, B∈P(T), 
atunci: 

     ∁T (A∩B)=∁T(A)∪∁T (B)  şi  ∁T (A∪B)=∁T (A)∩∁T (B). 
 Aceste ultime două egalităţi sunt cunoscute sub numele de 
relaţiile lui  De Morgan. 

Pentru o familie nevidă (Ai )i∈I de submulţimi ale lui T  definim: 
                                I

Ii
iA

∈
={x∈T | x∈Ai pentru orice i∈I}  şi  

                                U
Ii

iA
∈

={x∈T | există i∈I  a.î. x∈Ai }.  

Astfel, relaţiile lui De Morgan sunt adevărate într-un context 
mai general: 

Dacă (Ai) i∈I  este o familie de submulţimi ale mulţimii T, 
atunci:   

              ( )i
Ii

T
Ii

iT ACAC UI
∈∈

=





   şi  ( )i

Ii
T

Ii
iT ACAC IU

∈∈
=






 . 

  
            Următorul rezultat este imediat: 

 
Propoziţia 1.2. Dacă T o mulţime iar A, B, C∈P(T), atunci: 
(i) A∩(B∩C)=(A∩B)∩C  şi  A∪(B∪C)=(A∪B)∪C 
(ii) A∩B=B∩A  şi  A∪B=B∪A 
(iii) A∩T=A  şi  A∪∅=A  
(iv) A∩A=A  şi  A∪A=A. 
 
Observaţia 1.3.  1. Din (i) deducem că operaţiile ∪ şi ∩ sunt 

asociative, din (ii) deducem că ambele sunt comutative, din (iii) 
deducem că T şi ∅ sunt elementele neutre pentru ∩ şi respectiv pentru 
∪, iar din (iv) deducem că ∩ şi ∪ sunt operaţii idempotente pe P(T).  

2. Prin dublă incluziune se probează imdiat că pentru oricare A, 
B, C∈P(T) avem: 
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A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C)       şi  
A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C) , 

adică operaţiile de intersecţie şi reuniune sunt distributive una faţă de 
cealaltă. 

 
Propoziţia 1.4. Dacă A, B, C∈P(T),  atunci:  

(i)  A△(B△C)=(A△B)△C 
(ii) A△B=B△A 
(iii) A△∅=A   iar  A △A=∅ 
(iv) A∩(B△C)=(A∩B)△(A∩C). 

 
Demonstraţie. (i). Prin dublă incluziune se arată imediat că:  

A△(B△C)=(A△B)△C=[A∩∁T(B)∩∁T(C)]∪[∁T(A)∩B∩∁T(C)]∪ 
∪[∁T(A)∩∁T(B)∩C]∪(A∩B∩C). 

(ii), (iii) sunt evidente. 
(iv). Se probează fie prin dublă incluziune, fie ţinând cont de 

distributivitatea intersecţiei faţă de reuniune. ∎ 
 

Definiţia 1.5. Fiind date două obiecte x şi y se numeşte 
pereche ordonată a obiectelor x şi y mulţimea notată (x, y) şi definită 
astfel: 

    (x, y)={ {x}, {x, y} }. 
 
Se verifică acum imediat că dacă x şi y sunt două obiecte a.î. 

x≠y, atunci (x, y)≠(y, x) iar dacă (x, y) şi (u, v) sunt două perechi 
ordonate, atunci (x, y)=(u, v) ⇔ x=u şi y=v ; în particular, (x, y)=   
=(y, x) ⇒x=y.   
 

Definiţia 1.6. Dacă A şi B sunt două mulţimi, mulţimea 
notată A×B={ (a, b) | a∈A şi b∈B } se va numi produsul cartezian 
al mulţimilor A şi B. 

În mod evident: 
A×B≠∅ ⇔ A≠∅ şi B≠∅ 
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A×B=∅ ⇔ A=∅ sau B=∅ 
A×B=B×A ⇔ A=B 
A׳⊆A şi B׳⊆B ⇒ A׳×B׳⊆A×B. 

Dacă A, B, C sunt trei mulţimi vom defini produsul lor 
cartezian prin egalitatea :   A×B×C=(A×B)×C. 
  Elementul ((a, b), c) din A×B×C  îl vom nota mai simplu prin 
(a, b, c). 

Mai general, dacă A1, A2, ..., An  (n≥3) sunt mulţimi punem  
          A1× A2× ...×An  =(( ...((A1×A2)×A3)× ...)×An) . 

Dacă A este o mulţime finită,  vom nota prin |A| numărul de 
elemente ale lui A. În mod evident, dacă A şi B sunt submulţimi finite 
ale unei mulţimi M atunci şi A∪B este submulţime finită a lui M iar  

 

 |A∪B|=|A|+|B|-|A∩B|. 
 

Vom prezenta în continuare un rezultat mai general cunoscut 
sub numele de principiul includerii şi excluderii: 

 
Propoziţia 1.7. Fie M o mulţime finită iar M1, M2, ..., Mn  

submulţimi ale lui M. Atunci : 
 

                

( ) n
n

nkji
kji

nji
ji

ni
i

n

i
i

MM

MMMMMMM

∩∩−+−

−∩∩+∩−=

−

≤<<≤≤<≤≤≤=
∑∑∑

...1.... 1
1

1111
U  . 

Demonstraţie. Facem inducţie matematică după n. Pentru n=1 
egalitatea din enunţ se reduce la |M1|=|M1|, ceea ce este evident. Pentru 
n=2 trebuie demonstrată egalitatea : 

(1) |M1∪M2|=|M1|+|M2|-|M1∩M2|  
care de asemenea este adevărată, deoarece elementele din M1∩M2 apar 
atât la M1 cât şi la M2. 

Presupunem egalitatea din enunţ adevărată pentru oricare m 
submulţimi ale lui M cu m<n şi o să o demonstrăm pentru n submulţimi 
M1, M2, ..., Mn . 
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Dacă notăm U
1

1

−

=
=

n

i
iMN , atunci conform relaţiei (1) putem scrie:  

                           (2)  =
=
U
n

i
iM

1
|N∪Mn|=|N|+|Mn|-|N∩Mn|. 

Însă N∩Mn= 






 −

=
U

1

1

n

i
iM ∩Mn= U

1

1
)(

−

=
∩

n

i
ni MM , deci aplicând 

ipoteza de inducţie pentru  ( )U I
1

1

−

=

n

i
ni MM   şi ţinând seama de faptul că  

( ) ( ) ( ) III II njinjni MMMMMMM = , 

( ) ( ) ( ) ( ) IIII I III nkjinknjni MMMMMMMMMM = , etc, 

obţinem: 
                

(3)       
( )

( ) II I I

I IIU I

n

i
i

n

nkji
nkji

nji
nji

n

i
ni

n

i
nin

MMMMM

MMMMMMMMN

1

2

11

11

1

1

1

1

1....
=

−

−≤<<≤

−≤<≤

−

=

−

=

−+−+

+−==∩

∑

∑∑
 

  
Aplicând ipoteza de inducţie şi pentru ∣N∣ obţinem: 
 

    (4)            
( ) II I

IU

1

1

2

11

11

1

1

1

1

1....
−

=

−

−≤<<≤

−≤<≤

−

=

−

=

−+−+

+−==

∑

∑∑

n

i
i

n

nkji
kji

nji
ji

n

i
i

n

i
i

MMMM

MMMMN
 

 
astfel că ţinând cont de (3) şi (4) relaţia (2) devine:  
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( )

( )

( )

( ) .1...

1

....1

1

...

1

1

1
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1

1

1

1

221
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n
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ji

n
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n
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n

i
i
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n

i
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n

i
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i
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−
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−
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−

−

=

−

−≤<<≤ −≤<≤

−≤<≤

−

=

−

=
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−











−+

+−









++

+









+−








+=

=∩−+=

∑

∑∑

∑

∑ ∑

∑ ∑∑

−

−

  

Conform principiului inducţiei matematice, egalitatea din enunţ este 
adevărată pentru orice  număr natural n nenul. ∎ 
 

§2 Relaţii binare pe o mulţime. Relaţii de echivalenţă 
 

Definiţia 2.1. Dacă A este o mulţime, numim relaţie binară 
pe A orice submulţime ρ a produsului cartezian A×A. Dacă a, b∈A 
şi (a, b)∈ρ vom spune că elementul a este în relaţia ρ cu b. 

De asemenea, vom scrie aρb pentru a desemna faptul că    
(a, b)∈ρ. 

 
Pentru mulţimea A  vom nota prin Rel (A) mulţimea relaţiilor 

binare de pe A (evident, Rel (A)=P(A×A) ).  
Relaţia △A={ (a, a) | a∈A} poartă numele de diagonala 

produsului cartezian A×A.  
Pentru ρ∈Rel (A) definim ρ-1={(a, b)∈A×A | (b, a)∈ρ}. 
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În mod evident, (ρ-1)-1=ρ  iar dacă mai avem ρ׳∈Rel (A) a.î. 
ρ⊆ρ׳⇒ ρ-1⊆ρ1-׳. 
 

Definiţia 2.2. Pentru ρ, ρ׳∈Rel (A) definim compunerea lor 
ρ∘ρ׳ prin ρ∘ρ׳={(a, b)∈A×A | există c∈A  a.î. (a, c)∈ρ׳  şi               
(c, b)∈ρ}. 
 

Rezultatul următor este imediat: 
Propoziţia 2.3.  Fie ρ, ρ׳, ρ׳׳∈Rel (A). Atunci:  
(i)  ρ∘△A=△A∘ρ=ρ      
(ii) (ρ∘ρ׳)∘ρ׳׳=ρ∘(ρ׳∘ρ׳׳)  
(iii) ρ⊆ρ׳⇒ ρ∘ρ׳׳⊆ρ׳∘ρ׳׳  şi  ρ׳׳∘ρ⊆ρ׳׳∘ρ׳    
(iv) (ρ∘ρ׳)-1=ρ1-׳∘ρ-1 

(v)  (ρ∪ρ׳)-1=ρ-1∪ρ1-׳ ;   mai general, dacă (ρi) i∈I  este o 
familie de   relaţii binare pe A,  atunci  

                             UU
Ii

i
Ii

i
∈

−
−

∈
=









 1
1

ρρ . 

Pentru n∈ℕ şi  ρ∈Rel (A) definim : 









>

=∆
= 1....

0

npentru

npentru

orin

A
n

4434421
ooo ρρρρ . 

 
Se probează imediat că dacă m, n ∈ℕ  atunci  

ρm∘ρn=ρm+n. 
 
 Definiţia 2.4. Vom spune despre o relaţie ρ∈Rel (A) că  este:  

i) reflexivă dacă △A ⊆ρ 
ii) simetrică dacă ρ⊆ρ-1 

iii) antisimetrică dacă ρ∩ρ-1⊆△A 

iv) tranzitivă dacă ρ2⊆ρ. 
Rezultatul următor este imediat: 
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Propoziţia 2.5. O relaţie ρ∈Rel(A) este reflexivă  ( simetrică, 

antisimetrică, tranzitivă ) dacă şi numai dacă ρ-1  este reflexivă             
( simetrică, antisimetrică, tranzitivă ) . 

 
Definiţia 2.6. Vom spune despre o relaţie ρ∈Rel(A) că este o 

echivalenţă pe A dacă este reflexivă,  simetrică şi tranzitivă.  
Vom nota prin Echiv (A) mulţimea relaţiilor de echivalenţă de 

pe A. Evident, △A, A×A∈Echiv (A). 
 
Propoziţia 2.7. Dacă ρ∈Echiv (A) , atunci ρ-1=ρ  şi  ρ2=ρ. 
 
Demonstraţie. Cum ρ este simetrică ρ⊆ρ-1. Dacă (a, b)∈ρ-1, 

atunci (b, a)∈ρ⊆ρ-1 ⇒ (b, a)∈ρ-1⇒ (a, b)∈ρ, adică ρ-1⊆ρ, deci ρ-1=ρ. 
Cum ρ este tranzitivă avem ρ2⊆ρ. Fie acum (x, y)∈ρ. Din (x, x)∈ρ şi 
(x, y)∈ρ ⇒ (x, y)∈ρ∘ρ=ρ2,  adică ρ⊆ρ2, deci ρ2=ρ.  ∎ 
 

Propoziţia 2.8.  Fie ρ1, ρ2 ∈ Echiv (A).   Atunci  
ρ1∘ρ2∈Echiv (A) dacă şi numai dacă ρ1 ∘ρ2=ρ2 ∘ρ1 . În acest caz                                         
ρ1 ∘ρ2= I

ρρρ
ρ

ρ

′⊆
∈′

′

21 ,
)( AEchiv
. 

Demonstraţie. Dacă ρ1 , ρ2∈Echiv (A), atunci (ρ1∘ρ2)-1=ρ1∘ρ2 
conform Propoziţiei 2.7. Însă conform Propoziţiei 2.3. avem că        
(ρ1∘ρ2) 

-1= ρ2
-1∘ρ1

-1= ρ2∘ρ1, astfel că ρ1∘ρ2=ρ2∘ρ1.  
Invers, să presupunem că ρ1∘ρ2=ρ2∘ρ1.  
Cum ∆A⊆ρ1 , ρ2⇒∆A=∆A∘∆A⊆ρ1∘ρ2,  adică ρ1∘ρ2 este 

reflexivă. Cum (ρ1∘ρ2) 
-1= ρ2

-1∘ρ1
-1 =ρ2∘ρ1= ρ1∘ρ2, deducem că ρ1∘ρ2 

este şi simetrică. Din (ρ1∘ρ2)2=(ρ1∘ρ2)∘(ρ1∘ρ2)=ρ1∘(ρ2∘ρ1)∘ρ2= 
=ρ1∘(ρ1∘ρ2)∘ρ2=ρ1

2∘ρ2
2= ρ1∘ρ2  deducem că  ρ1∘ρ2  este  şi  tranzitivă, 

adică este o echivalenţă pe A.  
Să presupunem acum că ρ1∘ρ2=ρ2∘ρ1 şi fie ρ׳∈Echiv (A) a.î. 

ρ1, ρ2⊆ρ׳.  
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Atunci ρ1∘ρ2 ⊆ρ׳∘ρ׳=ρ׳, adică  
                                

( )
Io

ρρρ
ρ

ρρρ

′⊆
∈′

′⊆

21,

21
AEchiv
≝ θ 

Cum ρ1 , ρ2∈Echiv (A) şi ρ1∘ρ2∈Echiv (A) ⇒ρ1 ,ρ2⊆ρ1∘ρ2 ⇒θ⊆ρ1∘ρ2  
adică θ=ρ1∘ρ2 .∎ 

Pentru ρ∈Rel (A), definim relaţia de ehivalenţă de pe A 
generată de ρ ca fiind relaţia de echivalenţă 
                                    

( )
I

ρρ
ρ

ρρ

′⊆
∈′

′=
AEchiv

. 

În mod evident, relaţia de echivalenţă <ρ> este caracterizată de 
condiţiile ρ⊆<ρ> iar dacă ρ׳∈Echiv (A) a.î. ρ⊆ρ׳⇒<ρ>⊆ρ׳ (altfel zis, 
<ρ> este cea mai mică relaţie de echivalenţă ce include pe ρ). 

 
Lema 2.9. Fie ρ∈Rel(A) şi ρ =∆A∪ρ∪ρ-1. Atunci relaţia ρ  

are următoarele proprietăţi: 
(i) ρ⊆ ρ  
(ii) ρ   este reflexivă şi simetrică 

(iii) dacă ρ׳ este o altă relaţie binară de pe A reflexivă şi simetrică 
a.î. ρ⊆ρ׳ , atunci ρ ⊆ρ׳. 

 
Demonstraţie. (i ). este evidentă . 

          (ii). Cum ∆A⊆ ρ  deducem că ρ  este reflexivă iar cum  
1−

ρ = (∆A∪ρ∪ρ-1) –1=∆A
-1∪ρ-1∪ (ρ-1)-1=∆A∪ρ∪ρ-1= ρ  deducem că 

ρ  este şi simetrică. 

(iii). Dacă ρ׳ este reflexivă şi simetrică a.î. ρ⊆ρ׳, atunci              
ρ-1⊆ρ1-׳=ρ׳ şi cum ∆A ⊆ρ׳ deducem că  ρ =∆A∪ρ∪ρ-1⊆ρ׳.∎ 
 

Lema 2.10. Fie ρ∈Rel(A) reflexivă şi simetrică iar U
1≥

=
n

nρρ . 

Atunci ρ  are următoarele proprietăţi : 
(i)  ρ⊆ ρ  
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(ii)  ρ  este o echivalenţă pe A 
(iii) Dacă ρ׳∈Echiv(A) a.î. ρ⊆ρ׳, atunci  ρ ⊆ρ׳. 
 
Demonstraţie.  (i). este evidentă. 
(ii). Cum ∆A⊆ρ⊆ ρ  deducem că ∆A⊆ ρ , adică ρ  este 

reflexivă. Deoarece ρ este simetrică şi pentru orice n∈ℕ* avem          
(ρn)-1=(ρ-1)n=ρn , deducem că 

              ( ) ρρρρρ ===







=

≥≥

−
−

≥

−

UUU
11

1
1

1

1

n

n

n

n

n

n  ,  

adică ρ  este şi simetrică. Fie acum (x, y)∈ ρρ o  ; atunci există z∈A 
a.î. (x, z), (z, y)∈ ρ , adică există m, n∈ℕ* a.î. (x, z)∈ρm şi (z, y)∈ρn. 

Deducem imediat că  (x, y)∈ρn∘ρm=ρn+m⊆ ρ , adică ρρ ⊆
2 , deci ρ  

este tranzitivă, adică ρ ∈Echiv (A). 

(iii). Fie acum ρ׳∈Echiv (A) a.î. ρ⊆ρ׳. Cum  ρ n⊆ρ׳ n =ρ׳   
pentru orice n∈ℕ* deducem că U

1≥
=

n

nρρ ⊆ρ׳. ∎ 

Din Lemele 2.9. şi 2.10. deducem imediat: 
 
Teorema 2.11. Dacă ρ∈Rel(A), atunci  

             ( )U U U
1

1

≥

−∆=
n

n

A ρρρ . 

 
Propoziţia 2.12. Fie ρ, ρ׳∈Rel (A ). Atunci: 
(i)  (ρ∪ρ׳)2=ρ2∪ρ2׳∪(ρ∘ρ׳)∪(ρ׳∘ρ) 
(ii) Dacă ρ, ρ׳∈Echiv (A) atunci ρ∪ρ׳∈Echiv (A) dacă şi 

numai dacă ρ∘ρ׳, ρ׳∘ρ⊆ρ∪ρ׳. 
 
Demonstraţie.  
(i). Avem: (x, y)∈(ρ∪ρ׳)2=(ρ∪ρ׳)∘(ρ∪ρ׳) ⇔ există z∈A  a.î.       

(x, z)∈ρ∪p׳    şi  (z, y)∈ρ∪ρ׳ ⇔ [ (x, z)∈ρ şi (z, y)∈ρ] sau [ (x, z)∈ρ׳ 
şi (z, y)∈ρ׳]  sau  [(x, z)∈ρ׳ şi (z, y)∈ρ] sau [(x, z)∈ρ şi (z, y)∈ρ׳]    
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⇔ (x, y)∈ρ2 sau  (x, y)∈ρ2׳ sau (x, y)∈ρ∘ρ׳ sau (x, y)∈ρ׳∘ρ ⇔          
⇔(x, y)∈ρ2∪ρ2׳∪(ρ∘ρ׳)∪(ρ׳∘ρ), de unde egalitatea cerută. 

(ii).,,⇒’’. Avem că  ρ2=ρ,  ρ2׳=ρ׳ şi  (ρ∪ρ׳)2=ρ∪ρ׳. Astfel, 
relaţia de la (i) devine: ρ∪ρ׳=ρ∪ρ׳∪(ρ∘ρ׳)∪(ρ׳∘ρ), deci ρ∘ρ׳⊆ρ∪ρ׳ şi  
ρ׳∘ρ⊆ρ∪ρ׳. 

,,⇐’’. Utilizăm ipoteza din nou şi relaţia de la (i): 
(ρ∪ρ׳)2=ρ2∪ρ2׳∪(ρ∘ρ׳)∪(ρ׳∘ρ)=ρ∪ρ׳∪(ρ∘ρ׳)∪(ρ׳∘ρ)⊆ρ∪ρ׳, deci 
ρ∪ρ׳ este tranzitivă. Cum ∆A⊆ρ şi ∆A⊆ρ׳⇒∆A⊆ρ∪ρ׳ , adică  ρ∪ρ׳ 
este reflexivă. Dacă  (x, y)∈ρ∪ρ׳⇒ (x, y)∈ρ sau (x, y)∈ρ׳ ⇒ (y, x)∈ρ 
sau (y, x)∈ρ׳⇒ (y, x)∈ρ∪ρ׳,  adică ρ∪ρ׳ este şi simetrică, deci o 
echivalenţă pe A. ∎ 

 
Propoziţia 2.13. Fie A o mulţime şi ρ∈Rel(A)  având 

proprietăţile:   
(i) Pentru orice x∈A, există y∈A a.î. (x, y)∈ρ 
(ii) ρ∘ρ-1∘ρ = ρ 
Atunci ρ∘ρ-1, ρ-1∘ρ ∈Echiv (A). 
 
Demonstraţie.  

Avem că ρ∘ρ-1={(x, y) ∣ există z∈A a.î. (x, z)∈ρ-1 şi (z, y)∈ρ}.  

Deci, pentru a demonstra că ∆A⊆ρ∘ρ-1 ar trebui ca pentru orice 
x∈A, (x, x)∈ρ∘ρ-1 adică să existe z∈A a.î. (z, x)∈ρ, lucru asigurat de 
(i). Deducem că ρ∘ρ-1 este reflexivă (analog pentru ρ-1∘ρ). 

Dacă (x, y)∈ ρ∘ρ-1⇒ există z∈A a.î. (x, z)∈ρ-1  şi (z, y)∈ρ ⇔       
există z∈A a.î.    (y, z)∈ρ-1 şi (z, x)∈ρ ⇔ (y, x)∈ρ∘ρ-1, adică  ρ∘ρ-1 

este simetrică (analog pentru ρ-1∘ρ).  Cum (ρ∘ρ-1)∘(ρ∘ρ-1) =                    
= (ρ∘ρ-1∘ρ)∘ρ-1 = ρ∘ρ-1  deducem că ρ∘ρ-1  este şi tranzitivă, deci este o 
echivalenţă. Analog pentru ρ-1∘ρ .∎  
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          Definiţia 2.14. Dacă ρ∈Echiv (A) şi a∈A, prin clasa de 
echivalenţă a lui a relativă la ρ înţelegem mulţimea  

                    [a]ρ={x∈A ∣ (x, a)∈ρ}  (cum ρ este în particular 
reflexivă deducem că a∈[a]ρ, adică [a]ρ≠∅ pentru orice a∈A). 

 Mulţimea A / ρ ={ [a] ρ ∣ a∈A } poartă numele de mulţimea 
factor ( sau cât )  a lui A prin relaţia ρ. 

 

Propoziţia 2.15. Dacă ρ∈Echiv (A), atunci:  
(i)  [ ]U

Aa
a

∈
ρ=A 

(ii) Dacă a, b∈A atunci [a]ρ=[b]ρ⇔ (a, b)∈ρ 

(iii) Dacă a, b∈A, atunci [a]ρ=[b]ρ sau [a]ρ∩[b]ρ=∅. 
 
Demonstraţie.  

(i). Deoarece pentru orice a∈A, a∈[a]ρ deducem incluziunea de 
la dreapta la stânga; cum cealaltă incluziune este evidentă deducem 
egalitatea solicitată. 

(ii). Dacă [a]ρ=[b]ρ , cum a∈[a]ρ  deducem că a∈[b]ρ adică        
(a, b)∈ρ.  

Fie acum (a, b)∈ρ şi x∈[a]ρ, adică (x, a)∈ρ. Datorită 
tranzitivităţii lui ρ deducem că (x, b)∈ρ, adică x∈[b]ρ, deci [a]ρ ⊆[b]ρ. 
Analog deducem că şi [b]ρ⊆[a]ρ , adică [a]ρ=[b]ρ. 

(iii). Presupunem că [a]ρ∩[b]ρ≠∅. Atunci există x∈A a.î. (x, 
a), (x, b)∈ρ şi astfel (a, b)∈ρ, deci [a]ρ=[b]ρ  (conform cu (ii)).  ∎ 

 
Definiţia 2.16. Numim partiţie a unei mulţimi M o familie 

(Mi)i∈I  de submulţimi ale lui M ce verifică condiţiile : 

(i) Pentru i, j∈I, i≠j ⇒ Mi ∩Mj=∅ 
(ii)  U

Ii
i MM

∈
=  . 
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  Observaţia 2.17. Din cele de mai înainte deducem că dacă ρ 
este o relaţie de echivalenţă pe mulţimea A, atunci mulţimea claselor de 
echivalenţă ale lui ρ pe A determină o partiţie a lui A. 
        
 

         §3 Relaţii funcţionale. Noţiunea de funcţie.  
            Clase de funcţii. 
 

Definiţia 3.1. Fie A şi B două mulţimi. O submulţime 
R⊆A×B se numeşte relaţie funcţională dacă : 

(i) Pentru orice a∈A  există b∈B a.î.  (a, b)∈R 

(ii)  (a, b), (a, b׳)∈R ⇒ b=b׳. 
Numim funcţie ( sau aplicaţie ) un triplet f=(A, B, R) unde A 

şi B sunt două mulţimi nevide iar R⊆A×B este o relaţie funcţională. 

În acest  caz, pentru fiecare element a∈A există un unic element 
b∈B a.î. (a, b)∈R. Convenim să notăm b=f(a) ; elementul b se va numi 
imaginea lui a prin f. Mulţimea A se numeşte domeniul (sau domeniul 
de definiţie al lui f) iar B se numeşte codomeniul lui f şi spunem de 
obicei că f este o funcţie definită pe A cu valori în B scriind lucrul 
acesta prin f:A→B sau A → f B.  

Relaţia funcţională R se mai numeşte şi graficul lui f  
(convenim să notăm pe R prin Gf, astfel că Gf={(a, f(a)) | a∈A}. 

Dacă  f :A→ B şi f׳:A׳→B׳ sunt două funcţii, vom spune că ele sunt 
egale  (şi vom scrie f=f׳)  dacă A=A׳ , B=B׳ şi f(a)=f׳(a) pentru orice 
a∈A. Pentru o mulţime A,  funcţia 1A:A→A, 1A(a)=a pentru orice a∈A 
poartă numele de funcţia identică a lui A (în particular, putem vorbi de 
funcţia identică a mulţimii vide 1∅). Dacă A=∅ atunci există o unică 
funcţie f:∅→B ( este de fapt incluziunea lui ∅ în B). Dacă A≠∅ şi 
B=∅ atunci în mod evident nu există nici o funcţie de la A la B.  

Dacă f :A→B este o funcţie iar A׳⊆A şi B׳⊆B atunci notăm: 

   f(A׳)={f (a) | a∈A׳} şi f-1 (B´)={a∈A | f (a)∈B׳}        
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( f (A׳) se va numi imaginea lui A׳ prin f iar f-1(B׳) contraimaginea lui 
B׳ prin f ).  

În  particular,  notăm  Im(f)=f (A).  Evident,  f(∅)=∅  
şi  f-1(∅ )=∅. 

 
Definiţia 3.2. Fiind date două funcţii f:A→B şi g:B→C 

numim compunerea  lor funcţia notată g∘f:A→C şi definită prin 
(g∘f)(a)=g(f(a)) pentru orice a∈A. 

 
Propoziţia 3.3. Dacă avem trei funcţii 

DCBA hgf →→→  atunci: 
(i)  h∘(g∘f)=(h∘g)∘f 
(ii) f∘1A=1B∘f=f. 
 
Demonstraţie. (i). Într-adevăr, avem că h∘(g∘f) şi (h∘g)∘f au pe 

A drept domeniu de definiţie, pe D drept codomeniu şi pentru orice 
a∈A 

(h∘(g∘f))(a)=((h∘g)∘f)(a)=h(g(f(a))). 
(ii). este evidentă.  ∎ 

 
Propoziţia 3.4.  Fie f:A→B, A׳, A׳׳⊆A, B׳, B׳׳⊆B, (Ai)i∈I,  

(Bj) j∈J  două familii de submulţimi ale lui A şi respectiv B. Atunci:  
(i)  A׳⊆A׳׳⇒f(A׳)⊆f(A׳׳) 
(ii)  B׳⊆B׳׳⇒f-1(B׳)⊆f-1(B׳׳) 
(iii)  ( )II

Ii
i

Ii
i AfAf

∈∈
⊆







  

(iv)  ( )UU
Ii

i
Ii

i AfAf
∈∈

=






  

(v)  ( )II
Jj

j
Jj

j BfBf
∈

−

∈

− =






 11  



 30 
 

(vi)  ( )UU
Jj

j
Jj

j BfBf
∈

−

∈

− =






 11  . 

 
Demonstraţie (i). Dacă b∈f(A׳), atunci b=f(a) cu a∈A׳ şi cum 

A׳⊆A׳׳ deducem că b∈f(A׳׳), adică f(A׳)⊆f(A׳׳).   
(ii). Analog cu (i). 

           (iii). Deoarece pentru orice k∈I, I
Ii

iA
∈

⊆Ak,  conform cu (i) 

deducem că ( )k
Ii

i AfAf ⊆








∈
I  şi cum k este oarecare deducem că 

( )II
Ii

i
Ii

i AfAf
∈∈

⊆






 . 

(iv). Egalitatea cerută rezultă imediat din echivalenţele : 

b∈ 








∈
U

Ii
iAf ⇔ există a∈U

Ii
iA

∈
 a.î. b=f(a) ⇔ există i0∈I a.î. a∈

0iA şi 

b=f(a)⇔ există i0∈I a.î. b∈f(
0iA )⇔ b∈ ( )U

Ii
iAf

∈
. 

(v). Totul rezultă din echivalenţele a∈ 








∈

− I
Jj

jBf 1  ⇔ 

f(a)∈I
Jj

JB
∈

⇔ pentru orice j∈J, f(a)∈Bj ⇔ pentru orice j∈J, a∈f-1(Bj) 

⇔a∈ ( )j
Jj

BfI
∈

−1  . 

(vi). Analog cu (iv).  ∎ 
 

Definiţia 3.5. Despre o funcţie f:A→B  vom spune că este:  
i) injectivă,  dacă pentru orice a, a׳∈A, a≠a׳⇒f(a)≠f(a׳)  

(echivalent cu f(a)=f(a׳)⇒a=a׳) 
ii) surjectivă, dacă pentru orice b∈B, există a∈A  a.î. b=f(a) 
iii) bijectivă, dacă este simultan injectivă şi surjectivă. 
Dacă f :A→B este bijectivă, funcţia f-1:B→A definită prin 

echivalenţa  f-1(b)=a ⇔ b=f(a) (b∈B şi a∈A) poartă numele de inversa 
lui f. 
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 Se verifică imediat că f-1∘f=1A   şi   f∘f-1=1B. 
 

Propoziţia 3.6. Fie f :A→B  şi  g :B→C  două funcţii  
(i) Dacă f şi g sunt injective (surjective; bijective) atunci g∘f 

este  injectivă  (surjectivă, bijectivă ; în acest ultim caz                 
(g∘f)-1=f-1∘g-1 ) 

(ii) Dacă g∘f este  injectivă  (surjectivă, bijectivă) atunci f 
este  injectivă,  (g este  surjectivă;  f este injectivă şi g este 
surjectivă). 

 
Demonstraţie.(i). Fie a, a׳∈A a.î. (g∘f)(a)=(g∘f)(a׳). Atunci 

g(f(a))=g(f(a׳)) şi cum g este injectivă deducem că f(a)=f(a׳) iar cum şi f 
este injectivă deducem că a=a׳, adică g∘f este injectivă. 

Să presupunem acum că f şi g sunt surjective şi fie c∈C; cum g 
este surjectivă, c=g(b) cu b∈B şi cum şi f este surjectivă b=f(a) cu a∈A 
astfel că c=g(b)=g(f(a))=(g∘f)(a), adică g∘f este surjectivă.  

Dacă f şi g sunt bijective atunci faptul că g∘f este bijectivă 
rezultă imediat din cele expuse mai sus. Pentru a proba în acest caz 
egalitatea (g∘f)-1 = f-1∘g-1, fie c∈C. Avem că c=g(b) cu b∈B şi b=f(a) 
cu a∈A. Deoarece (g∘f)(a)=g(f(a))=g(b)=c deducem că (g∘f)-1(c)=a= 
=f-1(b)=f-1(g-1(c))=(f-1∘g-1)(c), adică (g∘f)-1=f-1∘g-1. 

(ii). Să presupunem că g∘f este injectivă şi fie a, a׳∈A a.î. 
f(a)=f(a׳). Atunci g(f(a))=g(f(a׳))⇔(g∘f)(a)=(g∘f)(a׳)⇒a=a׳, adică f 
este injectivă. 

 Dacă g∘f este surjectivă,  pentru c∈C, există a∈A a.î. 
(g∘f)(a)=c ⇔ g(f(a))=c, adică g este surjecţie.  

Dacă g∘f este bijecţie atunci în particular g∘f este injecţie şi 
surjecţie, deci conform celor de mai sus cu necesitate  f este injecţie iar 
g surjecţie. ∎ 
 

Propoziţia 3.7.  Fie M şi N două mulţimi iar f :M→N o 
funcţie. Între mulţimile P(M) şi P(N) se definesc funcţiile                    
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f* : P(M)→P(N), f* : P(N)→P(M) prin f*(A)=f(A), ∀ A ∈P(M)  şi  
f*(B)=f-1(B), ∀ B∈P(N). 

Următoarele afirmaţii  sunt echivalente: 
(i)  f este injectivă 
(ii)  f* este injectivă 
(iii)  f*∘f*=1P(M) 

(iv)  f* este surjectivă 
(v)  f (A∩B)=f(A)∩f(B), ∀ A, B∈P(M)  

(vi) f(∁MA)⊆∁N f (A), ∀A∈P(M) 
(vii) Dacă g, h:L →M  sunt două funcţii a.î. f∘g=f∘h, atunci 

g=h 
(viii) Există o funcţie g :N →M  a.î. g∘f=1M. 
 
Demonstraţie.Vom demonstra echivalenţa afirmaţiilor astfel 

(i)⇒(ii)⇒(iii)⇒(iv)⇒(v)⇒(vi)⇒(vii)⇒(i)  iar apoi  (i)⇔(viii) . 

  (i)⇒(ii). Fie A, A׳∈P(M) a.î. f*(A)=f*(A׳)⇔f(A)=f(A׳).  
Dacă x∈A, atunci f(x)∈f(A)⇒f(x)∈f(A׳)⇒ există x׳∈A׳ a.î. 

f(x)=f(x׳). Cum f este injectivă, rezultă x=x׳∈A׳, adică A⊆A׳; analog 
A׳⊆A, deci A=A׳, adică f* este injectivă. 

(ii)⇒(iii). Pentru A∈P(M)  trebuie demonstrat că 
(f*∘f*)(A)=A⇔ f -1 (f (A))=A. Incluziunea A⊆f -1(f (A)) este valabilă 
pentru orice funcţie f. Pentru cealaltă incluziune, dacă  

x∈f -1(f(A))⇒f(x)∈f(A)⇒ există x׳∈A a.î. f(x)=f(x׳)⇒f*({x})=f*({x׳}) 
⇒ {x}={x׳}⇒x = x׳∈A, adică  f -1 (f ( A))⊆A. 

(iii)⇒(iv). Deoarece f*∘f*=1P(M) , pentru orice A∈P(M), 
f*(f*(A))=A, deci notând B=f*(A)∈P(N)  avem că f*(B)=A, adică f* este 
surjectivă. 

(iv)⇒(v). Fie A, B∈P(M)  şi A׳, B׳∈P(N) a.î. A=f –1(A׳) şi       
B=f –1(B׳). Atunci f(A∩B)=f(f -1(A)∩f -1 (B׳))=f(f -1( A׳∩B׳)). 

Să arătăm că f(f-1(A׳))∩f(f-1(B׳))⊆f(f-1(A׳∩B׳).  
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Dacă y∈f(f -1(A׳))∩f(f -1 (B׳))⇒y∈f(f -1(A׳)) şi y∈f(f -1(B׳))⇒     
există  x׳∈f -1(A׳) şi x׳׳∈f -1(B׳) a.î. y=f(x׳)=f(x׳׳). 

 Cum  x׳∈f -1(A׳) şi x׳׳∈f -1(B׳) ⇒ f(x׳)∈A׳ şi f(x׳׳)∈B׳, deci 
y∈A׳∩B׳. Deoarece y=f(x׳)⇒x׳∈f -1(A׳∩B׳), adică y∈f(f -1(A׳∩B׳)).  

Astfel, f(A∩B)⊇f(A)∩f(B) şi cum incluziunea 
f(A∩B)⊆f(A)∩f(B) este adevărată pentru orice funcţie deducem că           
f (A∩B)=f(A)∩f(B). 

(v)⇒(vi). Pentru A∈P(M) avem  

f(A)∩f(∁MA)=f(A∩∁MA)=f(∅)=∅, deci f(∁MA)⊆∁Nf (A). 

(vi)⇒(vii). Fie g, h : L→M  două funcţii a.î. f∘g=f∘h şi să 
presupunem prin absurd că există x∈L a.î. g(x)≠h(x), adică 
g(x)∈∁M{h(x)}; atunci f(g(x))∈f(∁M{h(x)})⊆∁Nf(h({x}))=∁N{f(h(x))}  
deci f(g(x))≠f(h(x)) ⇔ (f∘g)(x)≠(f∘h)(x) ⇔ f∘g≠f∘h , ceea ce este 
absurd. 

(vii)⇒(i). Fie x, x׳∈M a.î. f(x)=f(x׳) şi să presupunem prin 
absurd că x≠x׳. Notând L={x, x׳} şi definind g, h : L→M, g(x)=x, 
g(x׳)=x׳, h(x)=x׳, h(x׳)=x, atunci g≠h şi totuşi f∘g=f∘h , ceea ce este 
absurd. 

(i)⇒(viii). Definind g:N→M, g(y)=x  dacă y=f(x) cu x∈M şi y0 
dacă y∉f(M), atunci datorită injectivităţii lui f, g este definită corect şi 
evident g∘f=1M  . 

(viii)⇒(i). Dacă x, x׳∈M şi f(x)=f(x׳), atunci 
g(f(x))=g(f(x׳))⇒x=x׳,  adică f este injectivă. ∎ 

Propoziţia 3.8. Cu notaţiile de la propoziţia precedentă, 
următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i)  f este surjectivă 
(ii)  f*  este surjectivă 
(iii)  f*∘f*=1P(N) 

(iv)  f* este injectivă  
(v) f(∁MA)⊇∁N f(A), ∀A∈P(M) 
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(vi) Dacă g, h:N→P  sunt două funcţii a.î. g∘f=h∘f, atunci 
g=h 

(vii) Există o funcţie g:N→M  a.î.  f∘g=1N. 

 
Demonstraţie.Vom demonstra echivalenţa afirmaţiilor astfel: 

(i)⇒(ii)⇒(iii)⇒(iv)⇒(v)⇒(vi)⇒(i)  iar apoi (i)⇔(vii). 

(i)⇒(ii). Fie B∈P(N)  şi y∈B ; atunci există xy∈M a.î. f(xy)=y.  

Notând A={xy∣y∈B}⊆M avem că f (A)=B ⇔f*(A)=B. 

(ii)⇒(iii). Avem de demonstrat că pentru orice B∈P(N),              
f (f-1(B))=B . Incluziunea f (f-1 (B))⊆B este valabilă pentru orice funcţie 
f. Fie acum y∈B; cum f* este surjectivă, există A⊆M a.î. 
f*(A)={y}⇔f(A)={y}, deci există x∈A a.î. y=f(x) şi deoarece y∈B⇒      
x∈f-1 (B)⇒y=f(x)∈f(f –1(B)), de unde şi incluziunea B⊆f(f –1 (B)). 

(iii)⇒(iv). Dacă B1, B2∈P(N) şi f*(B1)=f*(B2), atunci 
f*(f*(B1))=f*(f*(B2))  ⇔1P(N) (B1)=1P(N) (B2)⇔B1=B2, adică f* este 
injectivă. 

(iv)⇒(v). Fie A⊆M ; a arăta că f(∁MA)⊇∁Nf (A), revine la         
f(∁MA)∪f(A)=N ⇔ f(∁MA∪A)=N⇔f(M)=N. Să presupunem prin 
absurd că  există y0∈N a.î. pentru orice x∈M, f(x)≠y0 , adică                                         
f-1 ({y0})=∅⇔f*({y0})=∅. Deoarece şi f*(∅)=∅ ⇒ f*({y0})=f*(∅)  
iar pentru că f* este presupusă injectivă ar rezulta că {y0}=∅, ceea ce 
este absurd. 

(v)⇒(vi). În particular, pentru A=M ar trebui să avem  

f(∁MM)⊇∁Nf (M)⇔ f(∅)⊇∁Nf (M)⇔ ∅⊇∁Nf (M)⇔f(M)=N. 

Dacă g, h:N→P  sunt două funcţii a.î. g∘f=h∘f, atunci pentru 
orice y∈N, există x∈M a.î. f(x)=y  (căci f (M)=N)  şi astfel 
g(y)=g(f(x))=(g∘f)(x)=(h∘f)(x)=h(f(x)) = h(y), adică g=h. 
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(vi)⇒(i). Presupunem prin absurd că există y0∈N a.î. f(x)≠y0, 
pentru orice x∈M. Definim g, h : N→{0, 1} astfel : g(y)=0, pentru orice 

y∈N  şi  ( )
{ }







=

−∈
=

0

0

1

0

yypentru

yNypentru
yh  

Evident g≠h şi totuşi g∘f=h∘f, ceea ce este absurd, deci f este 
surjectivă. 

(i)⇒(vii). Pentru fiecare y∈N alegând câte un singur             
xy∈f-1 ({y}), obţinem astfel o funcţie g : N→M,  g(y)=xy , pentru orice 
y∈N , ce verifică în mod evident relaţia f∘g=1N. 

(vii)⇒(i). Pentru y∈N, scriind că f(g(y))=y, rezultă y=f(x), cu 
x=g(y)∈M,  adică f este surjectivă.∎ 
 

Din propoziţiile precedente obţinem imediat: 
 
Corolarul 3.9. Cu notaţiile de la Propoziţia 3.7., următoarele 

afirmaţii sunt echivalente: 
(i) f este bijectivă 
(ii)     f(∁MA)=∁N f(A), ∀A∈P(M) 
(iii)    f* şi f * sunt bijective 
(iv) Există o funcţie g:N→M  a.î.  f∘g=1N  şi g∘f=1M.  
 

           Propoziţia 3.10. Fie M o mulţime finită şi f:M→M o funcţie. 
Următoarele afirmaţii sunt echivalente:  

(i)   f este injectivă 
(ii)  f este surjectivă 
(iii) f este bijectivă . 
 
Demonstraţie. Vom demonstra următoarele implicaţii: 

(i)⇒(ii)⇒(iii)⇒(i). 
(i)⇒(ii). Dacă f este injectivă, atunci f(M) şi M au acelaşi număr 

de elemente şi cum f (M)⊆M  rezultă că f (M)=M , adică f este şi 
surjectivă. 
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(ii)⇒(iii). Dacă f este surjectivă, atunci pentru orice element 
y∈M va exista un unic element xy∈M  a.î. f(xy)=y (căci în caz contrar ar 
rezulta contradicţia că M ar avea mai multe elemente decât M), adică f 
este şi injectivă. 

(iii)⇒(i). Evident.  ∎ 
 

Propoziţia 3.11. Fie M şi N două mulţimi având m, respectiv 
n elemente. Atunci: 

(i) Numărul funcţiilor definite pe M cu valori în N este egal 
cu nm 

(ii) Dacă m=n, atunci numărul funcţiilor bijective de la M la 
N este egal cu m! 

(iii) Dacă m≤n, atunci numărul funcţiilor injective de la M 
la N este egal cu m

nA  
(iv) Dacă m≥n, atunci numărul funcţiilor surjective de la M 

la N este egal cu   mn  ( ) ( ) ( ) 1121 1...21 −−−+−−+−− n
n

nm
n

m
n CnCnC . 

 
Demonstraţie.(i). Facem inducţie matematică după m; dacă 

m=1, mulţimea M va avea un singur element şi este clar că vom avea 
n=n1 funcţii de la M la N. Presupunem afirmaţia adevărată pentru 
mulţimile M  ce au cel mult m-1 elemente.  

Dacă M este o mulţime cu n elemente, putem scrie M=M׳∪{x0}, 
cu x0∈M  iar  M׳ submulţime a lui M cu m-1 elemente. 

Pentru orice y∈N şi g : M׳→N  funcţie, considerând                   
f g, y : M→N,  f g, y (x)=g(x) dacă x∈M׳ şi y dacă x=x0 , deducem că 
oricărei funcţii g: M׳→N îi putem asocia n funcţii distincte de la M la N 
ale căror restricţii la M׳ sunt egale cu g. Aplicând ipoteza de inducţie 
pentru funcţiile de la M׳ la N, deducem că de la M la N se pot defini 
n·nm-1=nm  funcţii. 

(ii). Facem inducţie matematică după m; dacă m =1, mulţimile 
M şi N vor  avea câte un singur element şi vom avea o singură funcţie 
bijectivă de la M la N.  

Presupunem afirmaţia adevărată pentru toate mulţimile M׳ şi N׳  
ambele având cel mult m-1 elemente şi fie M şi N mulţimi având fiecare 
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câte m elemente. Scriind M=M׳∪{x0}, cu x0∈M iar M׳ submulţime a lui 
M cu m-1 elemente, atunci orice funcţie bijectivă f:M→N este perfect 
determinată de valoarea f(x0)∈N precum şi de o funcţie bijectivă 
g:M׳→N׳, unde   N׳=N \ {f (x0)}. Deoarece pe f (x0) îl putem alege în 
m moduri iar pe g în (m-1)! moduri (conform ipotezei de inducţie) 
deducem că de la M la N putem defini (m-1)!. m =m!  funcţii bijective. 

(iii). Dacă f:M→N este injectivă, atunci luând drept codomeniu 
pe    f(M)⊆N, deducem că f determină o funcţie bijectivă f :M→f(M), 
f (x)=f(x), pentru orice x∈M, iar f(M)  are m elemente. Reciproc, dacă 

vom alege în N o parte N׳ a sa cu m elemente, atunci putem stabili m! 
funcţii bijective de la M la N׳ (conform cu (ii)). Cum numărul 
submulţimilor N׳ ale lui N care au m elemente este egal cu m

nC , rezultă 
că putem construi m! . m

n
m
n AC =  funcţii injective de la M la N. 

(iv). Să considerăm M={x1, x2, ...,xm}, N={y1, y2, ...,yn}  iar Mi 
mulţimea funcţiilor de la M la N a.î. yi nu este imaginea nici unui 
element din Mi, i=1,2,...,n. 

Astfel, dacă notăm prin n
mF  mulţimea funcţiilor de la M la N, 

mulţimea funcţiilor surjective n
mS  de la M la N va fi complementara 

mulţimii M1∪ M2∪.. ...∪ Mn  din n
mF , deci conform Propoziţiei 1.7. 

avem egalităţile (1): 

        
( ) I I II I

UU

n
n

nkji
kji

nji
ji

n

i
i

m
n

i
i

m
n

i
i

n
m

n
m

MMMMMM

MMMnMnMFS

....1.... 21
1

1111

−++−

−∩+−=−=−=

∑

∑∑

≤<<≤

≤<≤===  

 
 
 

Deoarece Mi  este de fapt mulţimea funcţiilor definte pe M cu 
valori în   N \ {yi },  Mi∩Mj  este mulţimea funcţiilor definite pe M cu 
valori în N \ {yi , yj} ..., etc, conform punctului (i) avem că: 
    (2)  |Mi|=(n-1)m, |Mi∩Mj|=(n-2)m, ..., etc,   
(|M1∩M2 ∩...∩Mn|=0,  deoarece M1∩M2 ∩...∩Mn=∅). 
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Deoarece sumele ce apar în (1) au, respectiv, 1
nC , 2

nC , ..., n
nC  

temeni egali, ţinând cont de acest lucru şi de (2), relaţia (1) devine:  
 
            n

mS   =  mn  ( ) ( ) ( ) 1121 1...21 −−−+−−+−− n
n

nm
n

m
n CnCnC .    ∎ 

 
 Pentru o mulţime nevidă M şi A∈P(M) definim φA : M→{0,1},  

                     φA(x)=






∈

∉

Axdaca

Axdaca

1

0
 

pentru orice x∈M. Funcţia φA poartă numele de funcţia caracteristică a 
mulţimii A. 

 
Propoziţia 3.12.  Dacă A, B∈P(M), atunci:  
(i)    A=B⇔φA=φB 

(ii)   φ∅=0, φM=1 
(iii)   φA⋂B=φA φB ,    φA

2=φA 

(iv)   φA⋃B=φA+φB - φA φB 

(v)    φA \ B=φA - φA  φB  ,   ACM
ϕ =1-φA 

(vi)   φA Δ B=φA+φB - 2φAφB . 
 
Demonstraţie. 
(i).,,⇒’’. Evidentă. 
   ,,⇐’’. Presupunem că φA=φB  şi fie x∈A;  atunci φA (x)=   

=φB (x)=1, deci x∈B, adică A⊆B. Analog B⊆A, de unde A=B. 
(ii). Evident. 
(iii). Pentru x∈M putem avea următoarele situaţii: (x∉A, x∉B) 

sau (x∈A, x∉B) sau (x∉A, x∈B) sau (x∈A, x∈B). În fiecare situaţie 
în parte se verifică imediat relaţia   φA⋂B (x)=φA (x)φB(x). 

 Cum A⋂A=A  ⇒ φA =φAφA=φA 
2.   

(iv),  (v). Asemănător cu (iii). 
(vi).  Avem  

                φA ∆ B =φ( A \ B )⋃( B \ A )=φ A \  B + φB \  A -φA \  B φB \  A   = 
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             =φA- φAφB+φB - φBφA – φ (A \  B ) ⋂ ( B \ A )= φA +φB -2φAφB  
 deoarece  (A \ B )⋂ (B \ A )=∅.  ∎ 
 

Fie M o mulţime oarecare iar ρ∈Echiv (M). Funcţia                
pρ,M  : M→M / ρ definită prin pρ,M (x)=[x]ρ    pentru orice x∈M este 
surjectivă şi poartă numele de surjecţia canonică. 
 

Propoziţia 3.13.  Fie M şi N două mulţimi pe care s-au 
definit relaţiile de echivalenţă ρ, respectiv ρʹ  şi  f : M→N  o funcţie 
având proprietatea: 

                   (x, y)∈ρ ⇒ ( f(x), f(y))∈ρʹ, ∀ x, y∈M. 
 Atunci există o singură funcţie f : M/ρ→N/ρ´ a. î. diagrama: 
                                          f 
                        M      N 
              p M,ρ                                                                              pN,ρʹ 
 
                                             f     
                        M/ρ                                   N/ρ 

 
este comutativă (adică pN, ρʹ∘f= f ∘pM, ρ , unde pM, ρ , pN, ρ, sunt 
surjecţiile canonice). 

Demonstraţie. Pentru x∈M, vom nota prin [x]ρ clasa de 
echivalenţă a lui x modulo relaţia ρ.  

Pentru x∈M, definim: f ([x]ρ)=[f(x)]ρ´. 

Dacă x, y∈M  a.î. [x]ρ=[y]ρ ⇔ (x, y)∈ρ ⇒ [f (x), f (y)]∈ρʹ (din 
enunţ) ⇒ [f (x)]ρʹ=[f (y)]ρʹ , adică f  este corect definită. 

Dacă x∈M,  atunci  ( f ∘pM, ρ)(x)= f (pM, ρ (x)) = 
= f ([x]ρ)=[f[x]]ρʹ =pN, ρʹ (f (x))= (pN, ρʹ∘f)(x), adică pN, ρʹ∘f= f ∘pM, ρ. 

Pentru a demonstra unicitatea lui f , să presupunem că ar mai 
exista o funcţie  f ʹ: M / ρ→N / ρ´ a.î. pN, ρʹ∘f= f ʹ∘pM, ρ, şi fie x∈M.  

Atunci f ʹ([x]ρ)= f ʹ(pM, ρ(x))=( f ʹ∘ pM, ρ)(x)=(pN, ρʹ ∘f)(x) = 
=pN, ρʹ (f(x)) = [f (x)]ρʹ = f ʹ([x]ρ), de unde deducem că   ff = ʹ.  ∎ 
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Propoziţia 3.14. Fie M şi N două mulţimi iar f :M→N o 

funcţie ; notăm prin ρ f  relaţia binară de pe M definită astfel: 
                       ( x, y )∈ρ f ⇔ f(x)=f(y)  (x, y∈M). 
 Atunci: 
(i) ρ f este relaţie de echivalenţă pe M 

             (ii) Există o unică funcţie bijectivă  f  : M / ρ f→Im ( f )  a.î.       
i∘ f  ∘

FMp ρ,  =f,   i:Im ( f ) →N  fiind incluziunea. 
 
Demonstraţie. (i). Evidentă (relaţia de egalitate fiind o 

echivalenţă pe M). (ii).  Păstrând notaţia claselor de echivalenţă de la 
Propoziţia 3.13., pentru x∈M definim )]([

f
xf ρ =f(x). Funcţia f  este 

corect definită căci dacă x, y∈M şi [ ] [ ]
ff

yx ρρ = ⇔ (x, y)∈ρ f  ⇔ 

f(x)=f(y)  (de aici rezultă imediat şi injectivitatea lui f ) . Cum f  este 
în mod evident şi surjectivă, deducem că f  este bijectivă. Pentru a 
proba unicitatea lui f , fie  f1 : M /ρf→Im (f ) o altă funcţie bijectivă a.î. 
i∘f1∘ FMp ρ, =f  şi x∈M. Atunci,  (i∘f1∘ FMp ρ, )(x)=f(x) ⇔ 

⇔ )]([1 f
xf ρ =f(x)⇔ )]([1 f

xf ρ =f(x)= )]([
f

xf ρ , adică   f1= f .  ∎ 

 
Propoziţia 3.15. Fie M o mulţime finită cu m elemente. 

Atunci numărul Nm, k al relaţiilor de echivalenţă ce pot fi definite pe 
M a.î. mulţimea cât să aibă k  elemente  ( k≤m ) este dat de 
formula: 
          
        ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1121

, 1...21!1 −−−+−−+−−⋅= k
k

km
k

m
k

m
km CkCkCkkN . 

 
Deci numărul relaţiilor de echivalenţă ce pot fi definite pe 

mulţimea M este dat de formula    N=Nm, 1+Nm, 2+...+Nm, m. 
 
Demonstraţie. Dacă ρ este o relaţie de echivalenţă,         

ρ∈Echiv (M), atunci avem surjecţia canonică p M, ρ : M→M / ρ. 
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Dacă în general, f : M→N  este o funcţie surjectivă, atunci cum 
am stabilit în cazul Propoziţiei 3.14., aceasta dă naştere la următoarea 
relaţie de echivalenţă de pe M : (x, y)∈ρ f ⇔ f(x)=f(y). Mai mult, dacă 
g : N→Nʹ  este o funcţie bijectivă atunci relaţiile ρf şi ρg∘f  coincid căci 
(x,y)∈ρg∘f⇔(g∘f)(x)=(g∘f)(y)⇔g(f(x))=g(f(y))⇔f(x)=f(y)⇔       
⇔(x, y)∈ρf. 

Deci, dacă  N  are k elemente, atunci k! funcţii surjective de la 
M la N vor determina aceiaşi relaţie de echivalenţă pe M. Luând în 
particular N=M/ρ şi ţinând cont de Propoziţia 3.11. deducem că   

( ) ( ) ( ) ( )[ ]1121
, 1...21!1 −−−+−−+−−⋅= k

k
km

k
m

k
m

km CkCkCkkN .  ∎ 
 

Propoziţia 3.16. Fie M  o mulţime nevidă. Atunci funcţia 
care asociază unei relaţii de echivalenţă definite pe M partiţia lui M 
dată de relaţia de echivalenţă este bijectivă.  

 
Demonstraţie. Fie Part (M) mulţimea partiţiilor lui M.  

Vom nota prin f : Echiv (M)→Part (M) funcţia ce asociază 
fiecărei relaţii de echivalenţă ρ de pe M, partiţia lui M dată de clasele de 
echivalenţă modulo ρ:  f(ρ)={[x]ρ | x∈M } . 

 Definim g : Part (M)→Echiv (M)  astfel : dacă P=(Mi) i∈I  este 
o partiţie a lui M, definim relaţia g(P) pe M astfel : 

(x, y )∈g(P)⇔ există i∈I a.î. x, y∈Mi . 
Reflexivitatea şi simetria lui g(P) sunt imediate. Fie acum (x, y),          
(y, z)∈g(P). Există deci i1 , i2∈I a. î. x, y∈

1iM  şi y, z∈
2iM  ; dacă i1≠i2 

ar rezulta că I 21 ii MM ≠∅  (căci ar conţine pe y), ceea ce este absurd .  

Deci i1=i2=i şi astfel x, z∈Mi , adică (x, z) ∈  g(P) de unde 
concluzia că  g (P)  este şi tranzitivă, deci g(P)∈ Echiv (M), funcţia g 
fiind astfel corect definită. 

 Să arătăm că dacă x∈Mi , atunci clasa de echivalenţă x  
modulo g (P) este egală cu Mi. Într-adevăr, y∈Mi ⇔ (x, y)∈g(P) ⇔ 
y∈ x ⇔Mi= x . 
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          Deducem astfel că g este de fapt inversa lui f,  adică f este 
bijectivă.  ∎ 
  

Suntem acum în măsură să facem anumite precizări legate de 
mulţimea numerelor naturale. 
 
          Definiţia  3.17.    Numim triplet Peano un triplet  ( N, 0, s ) 
unde N este o mulţime nevidă, 0∈N iar s:N→N este o funcţie astfel 
încât sunt verificate axiomele : 

P1 :  0∉s( N )  
P2 :  s este o funcţie injectivă  
P3 : dacă  P⊆N  este o submulţime astfel încât 0∈P şi  

(n∈P⇒s(n)∈P ), atunci P=N . 
 
          În cele ce urmează, acceptăm ca axiomă existenţa unui triplet 
Peano (cititorului dornic de aprofundarea acestei chestiuni îi 
recomandăm lucrarea  [16] ) . 
 
           Lema 3.18.   Dacă ( N, 0, s ) este un triplet Peano, atunci 
N={0}∪s(N). 

 
Demonstraţie  Dacă notăm P={0}∪s(N), atunci P⊆N  şi cum P 

verifică P3 , deducem că P=N .∎ 
 

Teorema 3.19.  Fie ( N, 0, s ) un triplet Peano iar ( Nʹ, 0ʹ, s ʹ ) 
un alt triplet format dintr-o mulţime nevidă Nʹ, un element  0ʹ∈Nʹ 
şi o funcţie sʹ:Nʹ → Nʹ. Atunci : 

(i) Există o unică funcţie f:N→Nʹ astfel încât f(0) = 0ʹ,  iar 
diagrama  
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                                           N  → f   Nʹ      

                                          s                                    sʹ          

                                           

                                            N   → f   Nʹ  

este comutativă (adică  f ∘ s = sʹ∘f )  

(ii) Dacă  ( Nʹ, 0ʹ, sʹ)  este un triplet Peano, atunci f este 
bijecţie. 

 
Demonstraţie  (i). Pentru a proba existenţa lui f, vom considera 

toate relaţiile R⊆N×Nʹ a.î. :   
 r1 : (0, 0ʹ) ∈ R 

              r2 : Dacă (n, nʹ)∈R, atunci (s(n), sʹ(nʹ))∈R iar prin R0 vom 
nota intersecţia acestor relaţii . 

Vom demonstra că R0 este o relaţie funcţională şi astfel f va fi 
funcţia ce va avea drept grafic pe R0 (astfel, din (0, 0ʹ)∈R0 vom deduce 
că f (0)=0ʹ  iar dacă n∈N şi f (n)=nʹ∈Nʹ, (n , nʹ)∈R0, deci (s(n), 
sʹ(nʹ))∈R0, adică, f(s(n))=sʹ(nʹ)=sʹ(f (n)).  

Pentru a demonstra că R0 este o relaţie funcţională, vom 
demonstra că pentru orice n∈N, există nʹ∈Nʹ a. î. (n, nʹ)∈R 0 iar dacă 
pentru n∈N şi nʹ, nʹʹ∈Nʹ  avem (n, nʹ)∈R0 şi (n, nʹʹ)∈R0 , atunci     
nʹ= nʹʹ . 

Pentru prima parte, fie  
P={n∈N | există nʹ∈Nʹ a. î. (n, nʹ)∈R0 }⊆N. 

Cum (0, 0ʹ)∈R0 deducem că 0∈P. Fie acum n∈P şi nʹ∈Nʹ a.î.             
(n, nʹ)∈R0. Din definiţia lui R0  deducem că (s(n), sʹ(nʹ))∈R0 ; obţinem 
că s(n)∈P şi cum (N, 0, s) este triplet Peano, deducem că P=N. 

Pentru a doua parte, fie  
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Q={n∈N : dacă nʹ, nʹʹ∈N ʹ şi (n, nʹ), (n, nʹʹ)∈R0 ⇒ nʹ= nʹʹ}⊆N 

şi să demonstrăm la început că 0∈Q. 

În acest sens, vom demonstra că dacă (0, nʹ)∈R0 atunci nʹ=0ʹ. 
Dacă prin absurd, nʹ≠0ʹ, atunci vom considera relaţia                           
R1=R0 ∖{(0, nʹ)}⊆N×Nʹ. Din nʹ≠0ʹ deducem că (0, 0ʹ)∈R1  iar dacă 
pentru m∈Nʹ avem (n, m)∈R1 , atunci  (n, m)∈R0 şi (n , m) ≠ (0, nʹ). 
Astfel (s(n), sʹ(m))∈R0 şi cum (s(n), sʹ(m))≠(0, nʹ) (căci s(n) ≠ 0 
conform cu P1), deducem că (s(n), sʹ(m))∈R1 . Cum R1 verifică r1 şi r2 ar 
trebui ca R0⊆R1 – absurd (căci R1 este inclusă strict în R0 ). 

Pentru a proba că 0∈Q, fie nʹ, nʹʹ∈Nʹ a. î.  (0, nʹ), (0 , nʹʹ)∈R0. 
Atunci, ţinând cont de cele stabilite mai sus, deducem că nʹ=nʹʹ=0ʹ, 
deci 0∈Q.  

Fie acum n∈Q şi n ʹ∈N ʹ a. î. (n, nʹ)∈R0 ; vom demonstra că 
dacă     (s(n), nʹʹ)∈R0, atunci nʹʹ=sʹ(nʹ). Să presupunem prin absurd că 
nʹʹ≠ sʹ(nʹ) şi să considerăm relaţia R2 =R0 ∖{(s (n), nʹʹ)} . Vom 
demonstra că R2 verifică r1 şi r2 . 

Într–adevăr, (0, 0ʹ)∈R2 ( căci 0 ≠ s(n) ) iar dacă (p, pʹ)∈R2 , 
atunci  (p, pʹ) ∈R0 şi (p, pʹ)≠( s(n), nʹʹ) . 

Deducem că (s(p), sʹ(pʹ))∈R0 şi dacă presupunem (s(p), sʹ(pʹ))=      
=(s(n), nʹʹ), atunci s(p) =s(n), deci p=n. De asemenea, sʹ(pʹ)=nʹʹ.  
Atunci (n, nʹ)∈R0 şi (n, pʹ)∈R0 iar cum n∈Q ⇒ nʹ=pʹ, deci 
nʹʹ=sʹ(pʹ)=sʹ(nʹ), ceea ce contrazice faptul că nʹʹ≠s(nʹ). Prin urmare,  
(s(p), sʹ(pʹ)) ≠ (s(n), nʹʹ), ceea ce ne arată că (s(p), sʹ(pʹ))∈R2 , adică R2 

satisface r1 şi r2 . Din nou ar trebui ca  R0⊂R2 – absurd !. 
Deci (s (n), nʹʹ)∈R0 ⇒ nʹʹ=sʹ(nʹ) astfel că dacă r, s ∈N ʹ şi 

(s(n), r), (s(n), s )∈R0 , atunci r = s = sʹ(n), adică s(n)∈Q, deci Q=N. 
Pentru a proba unicitatea lui f, să presupunem că mai există 

fʹ:N→Nʹ a.î. fʹ(0)=0ʹ şi sʹ(fʹ(n))=fʹ(s(n)) pentru orice n∈N. 
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Considerând P={n∈N | f(n)=fʹ(n)}⊆N, atunci 0∈P iar dacă 
n∈P (adică f(n)=fʹ(n)), atunci sʹ(f(n))=sʹ(fʹ(n))⇒f(s(n))= 
=fʹ(s(n))⇒s(n)∈P şi atunci P=N, adică f=fʹ. 

(ii). Să arătăm la început că f este injectivă. Pentru aceasta vom 
considera P={n∈N | dacă m∈N şi f(m)=f(n)⇒m=n}⊆N şi să 
demonstrăm la început că 0∈P. Pentru aceasta fie m∈N a. î. f(0)=f(m) 
şi să demonstrăm că m=0. Dacă prin absurd m≠0, atunci m=s(n) cu 
n∈N iar egalitatea f(m)=f(0) devine f(s(n))=f(0)=0ʹ, de unde 
sʹ(f(n))=0ʹ, ceea ce este absurd deoarece prin ipoteză   (Nʹ, 0ʹ, sʹ) este 
un triplet Peano.  

Fie acum n∈P; pentru a demonstra că s(n)∈P, fie m∈N a.î. 
f(m)=f(s(n)).  

Atunci m≠0 (căci în caz contrar ar rezulta că 
0ʹ=f(0)=f(s(n))=sʹ(f(n)),  absurd !), deci conform Lemei 3.18., m=s(p) 
cu p∈N iar egalitatea f(m)=f(s(n)) devine 
f(s(p))=f(s(n))⇔sʹ(f(p))=sʹ(f(n)), adică f(p)=f(n) şi cum n∈P, atunci 
n=p şi astfel m=s(p)=s(n). 

Pentru a demonstra surjectivitatea lui f să considerăm  

Pʹ={nʹ∈Nʹ| există n∈N a. î. nʹ=f (n)}⊆Nʹ . 
  Cum f(0)=0ʹ deducem că 0ʹ∈Pʹ. Fie acum nʹ∈Pʹ ; atunci există 
n∈N a.î. nʹ=f (n). Deoarece sʹ(nʹ)=sʹ(f(n))=f(s(n)), deducem că 
sʹ(nʹ)∈Pʹ şi cum tripletul (Nʹ, 0ʹ, sʹ) este un triplet Peano, deducem că 
Pʹ=Nʹ, adică f este şi surjectivă, deci bijectivă . ∎ 

Observaţia 3.20. Conform Teoremei 3.19. (cunoscută şi sub 
numele de teorema de recurenţă ) un triplet Peano este unic până la o 
bijecţie. 

În cele ce urmează vom alege un triplet Peano oarecare (ℕ, 0, s)  
pe care îl vom fixa ; elementele lui ℕ le vom numi numere naturale . 

Elementul 0 va purta numele de zero . 

Vom nota 1=s(0), 2=s(1), 3=s(2), e.t.c., astfel că ℕ={0, 1, 2, …}. 
Funcţia s poartă numele de funcţia succesor . Axiomele P1 – P3 sunt 
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cunoscute sub numele de axiomele lui Peano (axioma P3 poartă numele 
de axioma inducţiei matematice).   

 Pe parcursul acestei lucrări vom construi – pornind de la o 
mulţime ℕ a numerelor naturale – mulţimile numerelor întregi  ℤ,  
raţionale ℚ, reale ℝ şi complexe ℂ, rezultând astfel rolul fundamental 
pe care îl joacă în matematică mulţimea numerelor naturale. 
 
 
          §4.Nucleul şi conucleul unei perechi de funcţii 
 

Definiţia 4.1. Fie f, g : A→B o pereche de funcţii. O pereche 
(K, i) formată dintr-o mulţime K şi o funcţie i : K→A se numeşte 
nucleul perechii (f, g)  dacă sunt verificate următoarele două 
condiţii: 

(i) f∘i=g∘i  
(ii) Pentru oricare alt dublet (K׳, i׳) cu K׳ mulţime şi 

i׳:K׳→A  a.î. f∘i׳= g∘i׳  există o unică funcţie u : K׳→K a. î. i∘u=i׳. 
 

Teorema 4.2. Pentru orice pereche de funcţii f, g : A→B  
există un nucleu al perechii (f, g)  unic până la o bijecţie (unicitatea 
înseamnă că dacă (K, i) şi (K׳, i׳) sunt două nuclee pentru perchea 
(f, g) atunci există o bijecţie u : K→K׳ a.î. i׳∘u=i ). 

 

Demonstraţie. Să probăm la început existenţa nucleului şi 
pentru aceasta fie  K={x∈A∣f(x)=g(x)} iar i : K→A incluziunea (K 
put`nd fi chiar ∅ ). 

În mod evident f∘i=g∘i. Fie acum  (K׳, i׳)  cu i׳ : K׳→A a. î. 
f∘i׳=g∘i׳. Pentru a∈K׳, cum f (i׳(a))=g (i׳(a)) deducem că i׳(a)∈K. 
Definim atunci   u:K׳→K prin u(a)=i׳(a), pentru orice a∈K׳ şi este clar 
că i∘u=i׳. 

Dacă u׳:K׳→K este o altă funcţie a.î. i∘u׳=i׳, atunci pentru 
a∈K׳ avem i(u׳(a))=u(a), de unde u׳(a)=i׳(a)=u(a), adică u=u׳. 
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Să probăm acum unicitatea nucleului iar pentru aceasta fie (K, i) 
şi (K׳, i׳) două nuclee pentru perchea (f, g).  

Cum (K׳, i׳) este nucleul perechii (f, g) deducem existenţa unei 
funcţii u:K→K׳ a.î.  i׳∘u=i. 

 Cum şi (K, i ) este  nucleul perechii (f, g) deducem existenţa 
unei funcţii u׳:K׳→K a.î.  i∘u׳=i׳. 

Deducem imediat că i׳∘(u∘u׳)=i׳ şi i∘(u׳∘u)=i. Cum şi      
i׳∘ K ′1  =i׳ şi i∘1K=i, ţinând cont de unicitatea din Definiţia 4.1., 
deducem că u∘u׳= K ′1  şi u׳∘u=1K , adică u este bijecţie şi i׳∘u=i .   ∎ 

 
Observaţia 4.3. Vom nota ( K, i ) = Ker (f, g)  (iar dacă nu 

este pericol de confuzie doar K=Ker (f, g)). 
 

Definiţia 4.4. Fiind dată o pereche de funcţii f, g :A→B 
numim conucleu al perchii  (f, g)  pereche (P, p) formată dintr-o 
mulţime P şi o funcţie p:B→P ce verifică următoarele două        
condiţii :  

(i) p∘f=p∘g   

(ii) Pentru oricare alt dublet (P ׳, p׳) cu P ׳ mulţime  şi  
p׳: B→P ׳   a. î.  p׳∘f= p׳∘g , există o unică  funcţie v :P→P ׳ a.î. 
v∘p=p׳. 

Teorema 4.5.  Pentru orice pereche de funcţii f, g : A→B 
există un conucleu al perechii  ( f, g ) unic până la o bijecţie 
(unicitatea înseamnă că dacă (P, p) şi (P ׳, p׳)  sunt două conuclee 
pentru perchea (f, g), atunci există o bijecţie v:P→P ׳ a.î. v∘p=p׳ ). 

Demonstraţie. Vom proba  doar existenţa conucleului perechii 
(f, g) deoarece unicitatea sa se probează analog cu unicitatea nucleului. 

 Pentru aceasta fie ρ={(f(x), g(x)) | x∈A } (care este o relaţie 
binară pe B) iar <ρ> relaţia de echivalenţă de pe B generată de ρ (a 
cărei construcţie este descrisă în Teorema 2.11.). Să arătăm că perechea 
( B / <ρ>, p<ρ>, B ) este un conucleu al perechii (f, g). Deoarece pentru 
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orice x∈A avem (f(x), g(x))∈ ρ⊆<ρ> deducem că (f(x), g(x))∈<ρ> 
adică, p<ρ>, B (f (x))=p<ρ>, B(g(x)), deci    p<ρ>, B∘f=p<ρ>, B∘g.  

Fie acum (B׳, p׳) cu B׳ mulţime şi p׳:B→B׳ a.î. p׳∘f=p׳∘g. 
Atunci pentru orice x∈A, p׳(f(x))=p׳(g(x)), adică (f(x), g(x))∈ρ p´ (vezi 
Propoziţia 3.14.), deci ρ⊆ρp´ . Cum ρp´ este relaţie de echivalenţă pe B 
iar <ρ> este cea mai mică relaţie de echivalenţă de pe B  ce conţine pe ρ 
deducem că <ρ>⊆ρp´ .  

Conform Propoziţiei 3.13. există o funcţie α : B/<ρ>→B/ρP´ a.î.      
α∘p<ρ>, B= Bp

p ,′ρ  .Fie β:B/ρP´→Im(p´) bijecţia a cărei existenţă ne este 

asigurată de Propoziţia 3.14.. Avem că pʹ=iʹ∘β∘ Bp
p ,′ρ  , unde               

iʹ: Im (pʹ)→Bʹ este incluziunea.  
Dacă notăm v=iʹ∘β∘α , atunci 

 v∘ Bp ,ρ =(i´∘β∘α)∘ Bp ,ρ =(i׳∘β)∘(α∘ Bp ,ρ )=(i׳∘β)∘ Bp
p ,′ρ = 

=iʹ∘(β∘ Bp
p ,′ρ  )=pʹ. 

Dacă mai avem vʹ:B/<ρ>→Bʹ a.î. vʹ∘ Bp ,ρ =pʹ, atunci 

vʹ∘ Bp ,ρ = v∘ Bp ,ρ  şi cum Bp ,ρ  este surjecţie deducem că vʹ=v 

(conform Propoziţiei 3.8.). ∎ 
 
Observaţia 4.6. Vom nota  (B, Bp ,ρ  )=Coker (f, g) sau 

(B=Coker (f, g)  dacă nu este pericol  de confuzie). 
 § 5. Mulţimi ordonate. Semilatici. Latici. 
 
 Definiţia  5.1.  Printr-o mulţime ordonată  înţelegem un 
dublet  (A, ≤)  format dintr-o mulţime nevidă  A  şi o relaţie binară 
pe  A notată tradiţional prin  "≤"  care este reflexivă, antisimetrică 
şi tranzitivă. Vom spune că  "≤"  este o ordine  pe  A. 
 Pentru  x, y ∈A  vom scrie  x < y  dacă  x ≤ y , x ≠ y.  
Dacă relaţia  "≤"  este doar reflexivă şi tranzitivă, vom spune 
despre ea că este o ordine parţială  sau că  (A, ≤)  este o mulţime  
parţial ordonată. 
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 Dacă pentru  x, y∈A  definim  x ≥ y  dacă şi numai dacă  
y ≤ x obţinem o nouă relaţie de ordine pe  A.  Dubletul  (A, ≥)  îl 
vom nota prin  A°  şi spunem că mulţimea ordonată  A°  este  duala 
mulţimii A. 
               Fie ( )≤,A  o mulţime parţial ordonată iar ρ  o relaţie de 
echivalenţă pe A. Vom spune despre ρ  că este compatibilă cu 
preordinea ≤  de pe A dacă pentru oricare elemente  x , y , z, t din A 
avem implicaţia ( ) ( ) ρρ ∈∈ tzyx ,,,  şi .tyzx ≤⇒≤   
               Dacă ρ    este o relaţie de echivalenţă pe A compatibilă cu    
preordinea  ≤  , atunci pe mulţimea cât A/ ρ  se poate defini o ordine 
parţială astfel : ρρ ][][ yx ≤ ⇔ există ρ][xz ∈  şi ρ][yt ∈   a.î. tz ≤ ; vom 
numi această ordine parţială preordinea cât. 
                În cele ce urmează prin  (A,≤) vom desemna o mulţime 
ordonată. 
 Când nu este pericol de confuzie prin mulţime ordonată 
vom specifica  numai mulţimea subiacentă A (fără a mai pune în 
evidenţă relaţia ≤, aceasta subânţelegându-se ). 
 
 Definiţia  5.2.  Fie  m, M ∈A  şi  S ⊆ A,  S ≠ ∅. 
 Vom spune că: 
 i)  m  este minorant  pentru  S  dacă pentru orice  s∈S,   
m ≤ s (în caz că există, prin  inf (S)  vom desemna cel mai mare 
minorant al lui  S) 
 ii)  M  este majorant  pentru  S  dacă  M  este minorant 
pentru  S în  A°,  adică pentru orice  s∈S,  s ≤ M  (în caz că există, 
prin sup (S) vom desemna cel mai mic majorant al lui  S). 
 Dacă S={s1, s2, ..., sn}⊆A  atunci vom nota                          
inf (S)= s1⋀s2 ⋀...⋀sn iar sup (S)= s1⋁s2 ⋁..⋁sn (evident, în cazul în 
care acestea există). 
 Ordinea "≤"  de pe  A  se zice  totală dacă pentru orice  a, 
b∈A, a ≤ b  sau  b ≤ a;  o submulţime total ordonată a lui  A  poartă 
numele de lanţ. 
 Pentru  a, b∈A  vom spune că  b  urmează  pe  a  (sau că  a  
este urmat de  b) dacă  a < b  iar pentru  a ≤ c ≤ b  avem  a=c  sau  c=b; 
vom utiliza în acest caz notaţia  a ∠ b. 
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 Pentru  a, b ∈ A  vom nota:  
 (a, b)={x∈A∣a<x<b} 
 [a, b]={x∈A∣a≤x≤b} 
 (a, b]={x∈A∣a<x≤b} 
 [a, b)={x∈A∣a≤x<b}   
şi vom numi astfel de submulţimi ale lui  A  intervale (respectiv 
deschise, închise, închise la dreapta şi deschise la stînga, închise la 
stînga şi deschise la dreapta). 
 Mulţimile ordonate finite  A  pot fi reprezentate prin aşa 
zisele diagrame Hasse. 
 În acest sens, vom reprezenta fiecare element al lui  A  
printr-un cerculeţ  "•". 
 Dacă  a ∠ b  vom  desena  cerculeţul  corespunzător  lui b 
deasupra celui ce-l reprezintă pe  a,  unind cele două cerculeţe printr-un 
segment (de remarcat faptul că intersecţia a două astfel de segmente 
poate să nu reprezinte un element al lui  A). 
 Dintr-o astfel de diagramă putem să reconstituim relaţia "≤" 
ţinând cont de observaţia că a ∠ b dacă şi numai dacă pentru un şir finit 
de elemente c1, c2, ... , cn ale lui A avem a = c1 ∠ c2 ∠ ... ∠ cn-1 ∠ cn= b. 
 Iată câteva exemple de diagrame Hasse: 
 

 
 
 
 
 
 
 Din păcate, astfel de diagrame sunt greu de utilizat în cazul 
mulţimilor ordonate infinite (cum ar fi de exemplu  ℚ  sau  ℝ  cu 
ordonarea obişnuită). 
 Fie  (I, ≤)  un lanţ iar  (Ai)i∈I  o familie de mulţimi ordonate 
(mutual disjuncte). Vom nota prin i

Ii
A

∈
⊕  mulţimea ordonată ce are drept 

mulţime subiacentă U
Ii

iA
∈

 iar relaţia de ordonare este definită pentru  x, 



 51 
 

y∈ i
Ii

A
∈
⊕  prin  x ≤ y  dacă şi numai dacă  x∈Ai,  y∈Aj  şi i< j  sau       

{x, y} ⊂ Ak  iar  x ≤ y  în  Ak.  Mulţimea ordonată i
Ii

A
∈
⊕   definită mai 

sus poartă numele de suma ordinală a familiei  (Ai) Ai∈I. 
 Dacă I={1, 2,..., n} convenim să notăm  
                                 i

Ii
A

∈
⊕  = A1⊕ A2⊕...⊕ An. 

 Dacă (Pi , ≤ )1≤i≤n  este o familie finită de mulţimi ordonate, 
atunci P=

ni≤≤
×

1
Pi devine în mod canonic mulţime ordonată,  definind 

pentru x=(xi)1≤i≤n , y=(yi)1≤i≤n ∈P,     x ≤ y  <≝>  există  1≤s≤n a.î.  

x1 = y1, …, xs-1=ys-1 şi xs<ys  ( această ordonare se numeşte ordonarea 
lexicografică). 

 
             Definiţia  5.3.  Vom spune despre  A  că este: 
 i)   inf – semilatice, dacă  pentru  oricare  două  elemente     
a, b∈A  există a⋀b=inf{a, b} 

  ii) sup – semilatice, dacă  pentru  oricare  două  elemente     
a, b∈A  există a⋁b=sup{a, b} 
 iii) latice, dacă este simultan  inf  şi  sup-semilatice (adică 
pentru oricare două elemente  a, b ∈ A  există  a ∧ b  şi  a ∨ b) 
 iv) inf – completă, dacă pentru orice submulţime  S ⊆ A  
există    inf (S) 
 v)  sup – completă, dacă pentru orice submulţime  S ⊆ A  
există    sup (S) 
 
 vi) completă dacă este simultan  inf  şi  sup-completă 
(evident în acest caz se poate utiliza denumirea de latice completă) 
 vii) inf - mărginită  dacă  există  un element notat tradiţional 
prin 0∈A   a.î. pentru orice  a∈A,  0 ≤ a 
 viii) sup - mărginită dacă  există  un element notat 
tradiţional prin 1∈A    a.î. pentru orice  a∈A,  a ≤ 1 
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 ix) mărginită dacă este  simultan  inf şi sup - mărginită 
(adică  0 ≤ a ≤ 1 pentru orice  a ∈A); în acest caz  0  se zice element 
iniţial (sau prim) al lui  A  iar  1  element final (sau ultim) al lui  A 
 x)  condiţional completă dacă pentru orice submulţime 
nevidă şi mărginită  S  a sa există  inf (S)  şi  sup (S). 
 

Observaţia  5.4.   
1.Orice mulţime ordonată  A  care este inf-completă este latice 

completă. 
Într-adevăr, fie  M ⊆ A,  M′  mulţimea  majoranţilor lui  M  iar 

m=inf (M′).  Cum pentru  x∈M  şi  y ∈M′  avem  x ≤ y  deducem că         
x ≤ m,  adică  m∈M′,  astfel  m = sup (M). 

2.  Dacă   A   este  o  latice  completă,  atunci   inf (∅) = 1  iar  
sup (∅) = 0. 

3.  Pentru ca o latice  L  să fie condiţional completă, este suficient 
ca pentru orice submulţime nevidă şi mărginită  S  a sa, să existe doar  
inf (S)  (sau   sup (S)). 
 
 Definiţia  5.5.  Un element  m∈A  se zice: 
             i)  minimal dacă având  a∈A  a.î.  a ≤ m  deducem că  m = a 
             ii) maximal dacă având  a∈A  a.î.  m ≤ a  deducem că  m = a 
 Dacă  A  are  0,  un element  a∈A  se zice  atom  dacă  a ≠ 0  
şi având  x∈A  a.î. x ≤ a,  atunci  x = 0  sau  x = a  (deci  0 ∠  a). 
 
 Definiţia  5.6.  Dacă  A  este inf-semilatice (respectiv sup-
semilatice) vom spune despre o submulţime A׳⊆A că este inf-sub-
semilatice (respectiv sup-sub-semilatice), dacă pentru oricare două 
elemente a, b∈A׳ avem  a⋀b∈A׳ (respectiv a⋁b∈A׳). 
 Dacă  A  este latice, A׳⊆A  se va zice sublatice, dacă pentru 
oricare două elemente a, b∈A׳ avem  a⋀b,  a⋁b∈A׳. 
 Exemple.  
 1. Fie  ℕ  mulţimea numerelor naturale iar "" relaţia de 
divizibilitate pe  ℕ. Atunci  ""  este o relaţie de ordine pe ℕ. Faţă de 
această ordine  ℕ  devine latice în care pentru  m, n ∈ℕ,  m ∧ n = cel 
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mai mare divizor comun al lui  m  şi  n iar  m ∨ n = cel mai mic multiplu 
comun al lui  m  şi  n. 

 Evident, pentru relaţia de divizibilitate, elementul 1∈ℕ este 
element iniţial iar 0∈ℕ este element final. Această ordonare nu este 
totală deoarece dacă avem două numere naturale  m, n  prime între ele  
(cum ar fi de exemplu 2 şi 3) nu avem  m ∣ n  şi nici  n  m. 

 2. Dacă K este una din mulţimile de numere ℕ, ℤ, ℚ sau ℝ, 
atunci K cu ordonarea naturală este o latice, iar ordonarea naturală este 
totală. 
 3.  Fie  M  o mulţime iar  P(M)  mulţimea submulţimilor lui M. 
Atunci (P (M), ⊆)  este o latice completă cu prim şi ultim element 
(respectiv  ∅  şi  M). 

 Fie acum  A, A׳ două mulţimi ordonate (când nu este pericol de 
confuzie convenim să notăm prin  "≤"  ambele relaţii de ordine de pe A 
şi A׳ ) şi f:A→A׳ o funcţie. 

 
 Definiţia  5.7.  Vom spune despre  f  că este morfism de 
mulţimi ordonate (sau aplicaţie izotonă) dacă pentru orice  a, b∈A  
cu  a ≤ b avem  f (a) ≤ f (b) (în anumite lucrări f se zice monoton 
crescătoare). 
 Dacă  A, A׳ sunt inf (sup) - semilatici vom spune despre  f  că 
este morfism de inf (sup) - semilatici dacă pentru oricare două 
elemente   a, b∈A,  f (a ∧ b) = f (a) ∧ f (b)  (respectiv  f (a ∨ b) =         
=f (a) ∨ f (b)). 
 Dacă   A, A׳   sunt latici, vom spune  că  f   este morfism de 
latici dacă  f  este simultan morfism de inf şi sup-semilatici (adică 
pentru oricare  două  elemente   a, b ∈A  avem   f (a ∧ b) =                
=f (a) ∧ f (b) şi f (a ∨ b) = f (a) ∨ f (b)). 
 În mod evident, morfismele de inf (sup) - semilatici sunt aplicaţii 
izotone iar dacă compunem două morfisme de acelaşi tip obţinem tot un 
morfism de acelaşi tip. 

 Dacă  A, A׳ sunt mulţimi ordonate iar f:A→A׳ este morfism de 
mulţimi ordonate, atunci  f  se zice izomorfism de mulţimi ordonate dacă 
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există g:A׳→A morfism de mulţimi ordonate a.î. f∘g=1A׳ şi g∘f=1A. 
Acest lucru revine la a spune de fapt că  f  este o bijecţie. În acest caz 
vom scrie A≈A׳ . 
 Analog se defineşte noţiunea de izomorfism de inf (sup) - 
semilatici ca şi cea de izomorfism de latici. 
        În continuare vom stabili felul în care mulţimile preordonate induc 
mulţimi ordonate, iar pentru aceasta fie (A, ≤ ) o mulţime parţial 
ordonată. 
        Se verifică imediat că relaţia ρ  definită pe A prin: 
( ) yxyx ≤⇔∈ ρ,  şi xy ≤  este o echivalenţă pe A compatibilă cu 
preordinea ≤ . Vom considera   =A A/ ρ  împreună cu preordinea cât 
(definită la începutul paragrafului) şi să arătăm că acestă preordine este 
de fapt o ordine pe A  (adică ρ  este şi simetrică). 

        Într-adevăr, fie [ ] [ ]ρρ yx , A∈  a.î. [ ] [ ]ρρ yx ≤  şi [ ] [ ]ρρ xy ≤  şi să 
demonstrăm că [ ] [ ]ρρ yx = . Atunci există [ ] ,, ρxxx ∈′′′  [ ]ρyyy ∈′′′,  a.î. 

yx ′≤′  şi .xy ′′≤′′   
        Avem ( ) ( ) ( ) ( ) ρ∈′′′′′′ yyyyxxxx ,,,,,,,   adică 

yyyyyyxxxxxxxx ≤′′′≤≤′′′≤≤′′′≤≤′ ,,,,,,  şi yy ′′≤ . 
        Din yxxx ′≤′′≤ ,  şi yy ≤′  deducem că yx ≤  iar din 

xyyy ′′≤′′′′≤ ,  şi xx ≤′′  deducem că xy ≤ , adică ( ) ρ∈yx, , astfel că 
[ ] [ ]ρρ yx = . 

        Astfel, surjecţia canonică AApA →:  este funcţie izotonă. 
        Ţinând cont de Propoziţia 3.13. se verifică imediat faptul că 
mulţimea  ordonată cât ( )≤,A  împreună cu surjecţia canonică 

AApA →:   verifică următoarea proprietate de universalitate: 
        Pentru orice mulţime ordonată ( )≤,B  şi  funcţie izotonă 

BAf →:  există o unică aplicaţie izotonă BAf →:  a.î. .fpf A =o    
 
 Definiţia  5.8.  Fie  A  o inf-semilatice şi  F ⊆A  o submulţime 
nevidă a sa. Vom spune că F  este  filtru al lui A  dacă  F  este o inf-
sub-semi- latice şi pentru  a, b ∈A,  dacă  a ≤ b  şi  a∈F  atunci  b∈F. 
 Vom nota prin  F (A) mulţimea filtrelor lui  A. 
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          Noţiunea duală celei de filtru este aceea de ideal pentru o sup-
semilatice. Mai precis avem: 
 
 Definiţia  5.9.  Fie  A  o sup-semilatice iar  I ⊆A  o submulţime 
nevidă a sa. Vom spune că  I  este un ideal al lui  A  dacă  I  este sup-
sub-semilatice a lui  A  şi pentru orice   a, b∈A   cu   a ≤ b,  dacă b∈I  
atunci  şi  a∈I. 
 Vom nota prin  I (A) mulţimea idealelor lui  A. 
 
 Observaţia 5.10.   Dacă  A  este latice, atunci noţiunile de filtru 
şi ideal au definiţii precise în  A (ţinând cont de definiţiile de mai sus, 
căci  A  este simultan  inf şi sup-semilatice); evident în acest caz               
A ∈F (A)∩I (A). 
 Cum intersecţia oricărei familii de filtre (ideale) este de asemenea 
filtru (ideal), putem vorbi de filtrul (idealul) generat de o mulţime 
nevidă. 
 Dacă  A  este o inf(sup)-semilatice, pentru  ∅≠S⊆A  vom nota 
prin [S) ( (S]) filtrul(idealul) generat de  S  (adică intersecţia tuturor 
filtrelor (idealelor) lui  A  ce conţin pe  S). 
 
 Propoziţia  5.11.  Dacă  A  este o inf-semilatice şi  S ⊆A  o 
submulţime nevidă a sa, atunci:  
   [S)={a∈A∣există s1, s2 ,.., sn∈S a.î. s1⋀s2 ⋀..⋀sn≤a}. 
 

  Demonstraţie.Fie FS={a∈A∣există s1, s2 ,.., sn∈S a.î.            
s1⋀s2 ⋀..⋀sn≤a}. Se probează imediat că  FS  ∈ F (A)  şi  S ⊆ FS,  deci 
[S) ⊆ FS . 

Dacă  F׳∈F(A) a.î. S ⊆ F׳ atunci FS⊆F׳ deci  FS⊆∩F׳=[S),de unde 
[S)=FS .n 
 
        Dual se demonstrează: 
 Propoziţia  5.12. Dacă  A  este o sup-semilatice şi  S⊆A  este o 
submulţime nevidă a sa, atunci:  
 (S]={a∈A∣există s1, s2 ,.., sn∈S a.î. a ≤ s1∨ s2 ∨..∨ sn}.     
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Astfel, (F(A),⊆) şi (I(A),⊆) sunt latici în care pentru F1, F2∈F(A) 
(respectiv I1, I2∈I(A)) avem F1⋀F2=F1⋂F2 iar F1⋁F2=[F1⋃F2) 
(respectiv I1⋀I2=I1⋂I2 iar I1⋁I2=(I1⋃I2] ). 

 
Dacă  A  este o inf (sup)-semilatice şi  a∈A,  vom nota prin [a)      

( (a]) filtrul (idealul) generat de {a}.  
Conform celor de mai sus avem că: [a)={x∈A∣a≤x}  şi 

(a]={x∈A∣x≤a} ([a), (a] poartă numele de  filtrul (idealul) principal 
generat de  a). 
 

Teorema  5.13.  Fie  (A, ≤)  o mulţime ordonată. Atunci  A  
este izomorfă cu o mulţime de submulţimi ale lui  A (ordonată cu 
incluziunea). 
 
 Demonstraţie. Pentru fiecare a∈A considerăm 
Ma={x∈A∣x≤a}⊆A.  Deoarece  pentru   a, b∈A, a ≤ b  avem              
Ma ⊆ Mb  deducem că asocierea  a → Ma   pentru   a∈A  descrie 
izomorfismul de mulţimi ordonate dorit. n 
 
    Definiţia  5.14.   
   i) O mulţime ordonată în care orice submulţime nevidă a sa 
are un element iniţial se zice bine ordonată (evident o mulţime bine 
ordonată este inf-completă şi total ordonată) 
   ii) O mulţime ordonată în care orice submulţime total 
ordonată a sa are un majorant (minorant) se zice inductiv 
(coinductiv) ordonată. 

După cum vom vedea în §9  (ℕ, ≤) este un exemplu de mulţime 
bine ordonată. 

  În cele ce urmează, acceptăm că pentru orice mulţime  M  este 
verificată axioma alegerii: 

Există o funcţie  s : P(M) → M  a.î.  s(S)∈S  pentru orice 
submulţime nevidă  S  a lui  M. 

În continuare, reamintim un rezultat datorat lui Bourbaki şi câteva 
corolare importante ale acestuia (pentru demonstraţii recomandăm 
cititorului lucrarea [23]). 
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Lema 5.15.  (Bourbaki). Dacă   (A, ≤)  este o mulţime nevidă, 

inductiv ordonată şi   f : A → A  este o aplicaţie a.î.  f (a) ≤ a  pentru 
orice  a∈A,  atunci există  u∈A  a.î.  f (u) =u.   
 

Corolar 1 (Principiul lui Hansdorf de maximalitate).  Orice 
mulţime ordonată conţine o submulţime total ordonată maximală.   
 

Corolar 2 (Lema lui Zorn).  Orice mulţime nevidă inductiv 
(coinductiv) ordonată are cel puţin un element maximal (minimal).   
  
 Corolar  3  (Principiul  elementului  maximal  (minimal)).  Fie 
(A, ≤) o mulţime inductiv (coinductiv) ordonată şi  a∈A.  Există un 
element maximal (minimal)  ma ∈ A  a.î.  a ≤ ma  (ma ≤ a).   
 

Corolar 4 (Lema lui Kuratowski). Orice submulţime total 
ordonată a unei mulţimi ordonate este cuprinsă într-o submulţime 
total ordonată maximală.   
 

Corolar 5  (Teorema  lui  Zermelo).  Pe  orice  mulţime  nevidă 
A se poate introduce o ordine faţă de care  A  este bine ordonată. 
 

Corolar 6 (Principiul inducţiei transfinite).  Fie  (A, ≤) o 
mulţime bine ordonată infinită şi  P  o proprietate dată. Pentru a 
demonstra că toate elementele mulţimii  A  au proprietatea  P  este 
suficient să demonstrăm că: 
   (i)   Elementul iniţial  0  al lui  A  are proprietatea  P 
   (ii) Dacă pentru  a∈A, toate elementele  x∈A  a.î.  x<a  au 

proprietatea  P, atunci şi elementul  a  are proprietatea  P.   
 

Definiţia  5.16.  Vom spune despre o latice  (L,≤)  că este: 
   i)  modulară   dacă  pentru  oricare    x,  y,  z ∈L    cu    z ≤ x   

avem   x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ z 
    ii) distributivă  dacă verifică una din următoarele două 

condiţii echivalente:  
   1)  x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) 
     2)  x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)  pentru orice x, y, z ∈ L. 
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  Să notăm că există latici ce nu sunt modulare. 
  Într-adevăr, dacă vom considera laticea notată tradiţional prin N5 : 
                  1 
 
 
 
   
               c 
                                                                                      
                                                                                                   b 
               a 
 
 
                                         
                                             
                                                  0 
 
observăm că  a ≤ c,  pe când  a ∨ (b ∧ c) = a ∨ 0 = a   iar  (a ∨ b) ∧ c=     
=1 ∧ c ≠ a, astfel că  c ∧ (b ∨ a) ≠ (c ∧ b) ∨ a, deci N5  nu este modulară. 

 
  Teorema 5.17.  (Dedekind).  Pentru o latice  L  următoarele 
afirmaţii sunt echivalente: 
 (i) L  este modulară 
 (ii) Pentru  orice   a, b, c∈L, dacă  c ≤ a,   atunci   a ∧(b ∨ c) ≤    
≤ (a ∧ b)∨ c 
 (iii) Pentru orice  a, b, c∈L avem ((a∧c) ∨ b) ∧ c = (a∧c) ∨ (b∧c) 
 (iv)  Pentru orice  a, b, c∈L, dacă a ≤ c,  atunci din  a ∧b =c ∧b 
şi  a∨ b= c ∨ b  deducem că  a = c 
 (v)  L  nu are sublatici izomorfe cu  N5. 
 
  Demonstraţie.   Cum în orice latice, dacă  c ≤ a,  atunci                
(a ∧ b) ∨ c ≤ a ∧(b ∨ c),  echivalenţa  (i)  ⇔ (ii)  este imediată. 
(i) ⇒ (iii).  Rezultă din aceea că  a ∧ c ≤ c. 
(iii)  ⇒ (i).   Fie   a, b, c ∈ L   a.î.   a ≤ c.   Atunci   a = a ∧ c,  deci         
(a ∨ b) ∧ c = ((a ∧ c) ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b ∧ c). 
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(i)  ⇒  (iv).   Avem   a = a ∨ (a ∧ b) = a ∨ (c ∧ b) = a ∨ (b ∧ c) =           
=(a ∨ b) ∧ c =  (c ∨ b) ∧ c = c. 
(iv) ⇒ (v) Evident (ţinând cont de observaţia de mai înainte). 
(v) ⇒ (i)  Să presupunem că  L  nu este modulară. Există atunci a, b, c  
în  L  a.î.  a ≤ c, iar  a ∨ (b ∧ c) ≠ (a ∨ b) ∧ c.  Să observăm că b∧c <       
<a ∨ (b ∧ c) < (a ∨ b) ∧ c < a∨b, b ∧ c < b < a ∨ b,  a ∨ (b ∧ c) ≤  b  şi               
b ≤  (a ∨ b) ∧ c. 
 Obţinem în felul acesta diagrama Hasse a unei sublatici a lui  L 
izomorfă cu  N5: 
 
       a ∨ b 
 
 
 
 
  (a ∨ b) ∧ c               
                                                                                       b 
   a ∨ (b ∧ c)  
 
 
                                         
                                      b ∧ c 
 
(observând şi că (a ∨ (b∧c)) ∨ b = a∨ ((b∧c) ∨ b) = a∨b  şi              
((a∨b) ∧ c)∧ b = ((a ∨ b) ∧ b) ∧ c = b ∧ c,  ceea ce este absurd.  n 
 
 Pe  parcursul acestei lucrări vom prezenta mai multe exemple de 
latici modulare. 
    
      
 § 6. Latici distributive 
 
 Evident, orice latice distributivă este modulară. În cele ce urmează,  
prin   Ld   vom  nota  clasa  laticilor  distributive iar prin  Ld (0, 1) clasa 
laticilor distributive mărginite.  
   Exemple. 
   1. Dacă  L  este un lanţ, atunci  L∈Ld (0, 1). 
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   2. (ℕ, | ),  (P (M), ⊆) ∈ Ld (0, 1). 
 
 Observaţia 6.1.  Raţionând  inductiv  după   n∈ℕ*,  deducem   că  
dacă S1, S2,  ..., Sn  sunt submulţimi nevide ale unei latici distributive  

L, atunci: ( ) ( )








××∈∨∧=∧∨
==

n

n

ii

n

i
SSfifS ...111

. 

 
   Teorema 6.2.  Pentru  L∈L  următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 
   (i)   L ∈ Ld 
   (ii)   a ∧ (b ∨ c) ≤ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)  pentru orice  a, b, c ∈ L 
   (iii) (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) = (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a)  
pentru orice  a, b, c∈L 
   (iv) Pentru orice  a, b, c∈L, dacă  a ∧ c = b ∧ c  şi                   
a ∨ c = b ∨ c, atunci  a = b 
   (v)  L  nu are sublatici izomorfe cu  N5  sau M3, unde  M3  
are următoarea diagramă Hasse: 
 
                                              1  
 
                
                 
                                             b 
                     a                                                      c 
 
 
 
                                       
  
                                               0 
 
 Demonstraţie.   (i)  ⇔  (ii).  Rezultă  din  aceea  că pentru oricare 
elemente a, b, c ∈ L,  (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ a ∧ (b ∨ c). 
(i) ⇒ (iii). Să presupunem  că   L ∈ Ld  şi fie  a, b, c ∈ L.  Atunci         
(a ∨ b) ∧ (b ∨  c) ∧ (c ∨ a)  =  (((a ∨ b) ∧ b) ∨ ((a ∨ b) ∧ c)) ∧ (c ∨ a) = 
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=(b ∨ ((a ∧ c) ∨  (b ∧ c))) ∧ (c ∨ a)  =  (b ∨ (a ∧ c))  ∧  (c ∨ a)  =          
=(b ∧(c ∨ a)) ∨ ((a ∧ c) ∧ (c ∨ a)) = ((b ∧ c) ∨ (b ∧ a)) ∨ (a ∧ c) =        
=(a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a). 
(iii) ⇒ (i).  Deducem imediat că  L  este modulară, deoarece dacă a, b,   
c ∈ L   şi   a ≤ c,   (a ∨ b) ∧ c  =  (a ∨ b) ∧ ((b ∨ c) ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (b ∨ 
∨c) ∧ (c ∨ a) = (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) = (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ a =                
=((a ∧ b) ∨ a) ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b ∧ c).  Cu această observaţie, 
distributivitatea  lui   L  se deduce astfel:  
 a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ (a ∨ b)) ∧ (b ∨ c)  =  ((a ∧ (c ∨ a)) ∧ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c)  
=  a ∧ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a) = a ∧ ((a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a)) =  
=(a ∧ ((a ∧ b) ∨ (b ∧ c))) ∨ (c ∧ a) = (datorită modularităţii) =               
=a ∧ (b ∧ c)) ∨ (a ∧ b) ∨ (c ∧ a) = (datorită modularităţii) =                  
=(a ∧ b) ∨ (a ∧ c). 
(i) ⇒ (iv).  Dacă  a ∧ c = b ∧ c   şi  a ∨ c = b ∨ c,  atunci  a = a ∧ (a ∨ c)  
=  a ∧ (b ∨ c)  =  (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)  =  (a ∧ b) ∨ (b ∧ c)  =  b ∧ (a ∨ c) =              
=b ∧ (b ∨ c) = b. 
(iv) ⇒ (v).  Să admitem prin absurd că atât  N5  cât şi  M3  sunt sublatici  
ale lui  L.  În  cazul  lui   N5  observăm  că   b ∧ c = b ∧ a = 0, b ∨ c =  
=b ∨ a = 1  şi totuşi  a ≠ c  iar în cazul lui  M3,  b ∧ a = b ∧ c = 0,            
b ∨ a = b ∨ c = 1  şi totuşi   a ≠ c - absurd! 
(v) ⇒ (i).  Conform Teoremei 1.1, dacă  L  nu are sublatici izomorfe cu  
N5  atunci ea este modulară. Cum pentru oricare  a, b, c ∈ L avem:       
(a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) ≤ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a),  să presupunem  
prin  absurd  că există   a, b, c ∈ L  a.î.  (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a)  <              
< (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a).   Notăm  d = (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a),      
u  =  (a ∨ b)  ∧  (b ∨ c)  ∧ (c ∨ a),     a′  =  (d ∨ a)  ∧  u,  b′  = (d ∨ b) ∧ u   
şi   c′ = (d ∨ c) ∧ u. 
 
Diagrama  Hasse a mulţimii  {d, a′, b′, c′, u}  este: 
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                                              u 
 
 
               

                                            b׳ 
                      a׳                                    c׳ 
 
 
 
                                                
 
                                       d 
Cum  {d, a′, b′, c′, u}⊆L  este sublatice, dacă vom verifica faptul  că  
elementele   d, a′, b′, c′, u    sunt  distincte,  atunci sublaticea                   
{d, a′, b′, c′, u}  va fi izomorfă cu  M3  ceea ce va fi contradictoriu cu 
ipoteza pe care o acceptăm. 

   Deoarece   d < u,   vom  verifica  egalităţile   a′ ∨ b′  =                
= b′ ∨ c′=c′ ∨ a′ = u,  a′ ∧ b′ = b′ ∧ c′ = c′ ∧ a′ = d  şi atunci va rezulta 
şi că cele 5 elemente  d, a′, b′, c′, u  sunt distincte. 

   Datorită  modularităţii  lui   L  avem:  a′ = d ∨ (a ∧ u),  b′ =        
=d  ∨(b ∧ u), c′ = d ∨ (c ∧ u)  iar datorită simetriei este suficient să 
demonstrăm doar că     a′ ∧ c′ = d. 

   Într-adevăr,   a′ ∧ c′  =  ((d ∨ a) ∧ u) ∧ ((d ∨ c) ∧ u)  =                 
=(d ∨ a) ∧ (d ∨ c) ∧ u = ((a ∧ b) ∨ (b ∧ c)  ∨ (c ∧ a) ∨a) ∧ (d ∨ c) ∧ u  = 
=((b ∧ c) ∨ a) ∧ (d ∨ c) ∧ u  =  ((b ∧ c) ∨ a) ∧ ((a ∧ b) ∨ c) ∧                  
∧ (a ∨ b) ∧(b ∨ c)  ∧  (c ∨ a)  =  ((b ∧ c) ∨ a)  ∧  ((a ∧ b) ∨ c)  =            
=(b ∧ c)  ∨  (a ∧ ((a ∧ b) ∨ c)) = (datorită modularităţii) =                     
=(b ∧ c) ∨ (((a ∧ b) ∨ c) ∧ a)= (b ∧ c) ∨ ((a ∧ b) ∨ (c ∧ a)) = (datorită 
modularităţii) = d.  n 
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   Corolar 6.3.  O latice  L  este distributivă dacă şi numai 
dacă pentru oricare două ideale  I, J ∈ I (L),  I ∨ J = {i ∨ j  |  i ∈ I  şi  
j ∈ J}. 
 

   Demonstraţie.  Să  presupun că  L  este distributivă. Ţinând cont 
de Propoziţia 5.12., pentru  t∈I ∨ J  există  i ∈ I,  j ∈ J a.î.  t ≤ i ∨ j,  
astfel că   t = (t ∧ i) ∨ (t ∧ j) = i′ ∨ j′  cu  i′ = t ∧ i ∈ I  iar j′ = t ∧ j ∈ J. 
   Pentru a proba afirmaţia reciprocă, să presupun prin absurd că  
L nu este distributivă şi să arătăm că există  I, J∈I (L)  ce nu verifică 
ipoteza. 
   Conform Teoremei 6.2.,  L  conţine elementele  a, b, c  care 
împreună cu  0  şi  1  formează laticile  N5  sau  M3. 
   Fie  I = (b], J = (c].  Cum  a ≤ b ∨ c  deducem că  a∈I ∨ J.  Dacă  
am  avea   a=i ∨ j   cu   i∈I  şi  j∈J,   atunci  j ≤ c,   deci  j ≤ a ∧ c < b,  
adică  j∈J  şi astfel  a = i ∨ j ∈I  - absurd!  n 
 
    Corolar 6.4.  Fie  L∈Ld  iar  I, J∈I(L).  Dacă  I ∧J  şi  I∨J  
sunt ideale principale, atunci  I  şi  J  sunt ideale principale. 
 

   Demonstraţie.  Fie   I ∧ J = (x]   şi   I ∨ J = (y].  Conform 
Corolarului 6.3., y = i ∨ j  cu  i∈I  şi  j∈J.  Dacă  c = x ∨ i  şi  b = x ∨ j,  
atunci  c∈I şi  b∈J.  Să probăm că  I = (c]  şi  J = (b]. 
   Dacă prin absurd  J≠(b],  atunci există  a∈I,  a > b  iar  {x, a, b, 
c, y}  este izomorfă cu  N5 - absurd! 
   Analog,  dacă  I ≠ (c],  găsim o sublatice a lui  L  izomorfă cu 
M3 ceea ce este din nou absurd!  n 
 
   Corolar  6.5.   Fie L o latice oarecare şi x, y∈L. Atunci           
(x] ∧ (y]=(x ∧ y]  iar   (x ∨ y]⊆(x] ∨ (y]; dacă   L∈Ld, atunci             
(x] ∨ (y] = (x ∨ y]. 
 
   Demonstraţie.  Egalitatea  (x] ∧ (y] = (x ∧ y]  se probează 
imediat prin dublă incluziune iar incluziunea (x ∨ y]⊆(x] ∨ (y] rezultă 
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din Propoziţia 5.12. Dacă  L∈Ld , atunci  conform Corolarului 6.3.,     
(x] ∨ (y] = {i ∨ j  |  i ∈ (x]  şi  j ∈ (y]} = {i ∨ j  |  i ≤ x şi  j ≤ y},  de 
unde rezultă imediat că  (x] ∨ (y] ⊆ (x ∨ y], deci (x ∨ y]=(x] ∨ (y].  n 
 
 
   § 7.  Complement şi pseudocomplement într-o 
latice.  
    Algebre Boole.  
 
  Definiţia 7.1.  Fie  L  o latice mărginită. Vom spune că 
elementul  a∈L  are un complement în  L  dacă există  a′∈L  a.î.       
a ∧ a′ = 0  şi  a ∨ a′ = 1 (a′  se va numi complementul  lui  a). 
  Vom spune despre laticea  L  că este complementată dacă orice 
element al său are un complement. 
  Dacă  L  este o latice oarecare şi  a, b ∈L,  a ≤ b,  prin 
complementul relativ  al unui element  x∈[a, b] din intervalul [a, b],  
înţelegem acel element  x′∈[a, b] (dacă există!)  pentru care                 
x ∧ x′ = a  şi  x ∨ x′ = b. 
  Vom spune despre o latice  L  că este relativ complementată 
dacă orice element al său admite un complement relativ în orice 
interval din L  ce-l conţine. 
 
   Lema  7.2.   Dacă  L∈L(0, 1),  atunci un element al  lui  L 
poate avea cel mult un complement. 
 

   Demonstraţie.   Fie  a∈L  iar  a′,  a′′   doi complemenţi ai lui   a.  
Atunci   a ∧ a′ = a ∧ a′′ = 0  şi  a ∨ a′ = a ∨ a′′ = 1,  de unde  a′ = a′′  
(conform Teoremei 6.2, (iv)).  n 
 
   Lema 7.3. Orice latice L modulară  şi  complementată este 
relativ complementată. 
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   Demonstraţie.  Fie  b, c ∈L,  b ≤ c,  a ∈[b, c]  şi  a′ ∈ L  com- 
plementul lui  a  în  L. Dacă  vom  considera  a′′ = (a′ ∨ b) ∧ c ∈ [b, c],   
atunci a ∧ a′′=  a ∧ [(a′∨ b) ∧ c] = [(a ∧ a′)∨ (a ∧ b)] ∧ c = (a ∧ b) ∧ c = 
=b ∧ c= b iar a ∨ a′′= a ∨[(a′∨ b) ∧ c] = (a ∨ a′∨ b) ∧ (a ∨ c) = 1 ∧ c = c, 
adică a׳׳ este complementul relativ al lui a în    [b, c]. n 
 

   Lema 7.4.  (De Morgan)  Fie  L∈Ld(0, 1),  a, b∈L  având 
complemenţii  a′, b′ ∈L.  Atunci  a ∧ b,  a ∨ b  au complemenţi în  L 
şi anume  (a ∧ b)′ = a′ ∨ b′  iar  (a ∨ b)′ = a′ ∧ b′. 
 

   Demonstraţie.  Conform  Lemei 7.2  şi principiului dualizării, 
este suficient să probăm că  (a ∧ b) ∧ (a′ ∨ b′) = 0  iar                               
(a ∧ b) ∨ (a′ ∨ b′) = 1.   
Într-adevăr,  (a ∧ b) ∧ (a′ ∨ b′) = (a ∧ b ∧ a′) ∨ (a ∧ b ∧ b′) = 0 ∨ 0 = 0 
iar (a ∧ b) ∨ (a′ ∨ b′) = (a ∨ a′ ∨ b′) ∧ (b ∨ a′ ∨ b′) = 1 ∧ 1 = 1.  n 
 
   Observaţia 7.5.  Dacă  L∈Ld (0, 1)  şi  a∈L  are un 
complement  a′∈L, atunci  a′  este cel mai mare element al lui  L  cu 
proprietatea că  a ∧ a′=0  (adică  a′ = sup ({x ∈ L  |  a ∧ x = 0}). 
   Această observaţie ne conduce la: 
 
   Definiţia 7.6. Fie L  o inf-semilatice cu  0  şi  a∈L.  Un 
element a*∈L  se zice pseudocomplementul lui  a  dacă                       
a*= sup ({x ∈ L  | a ∧ x = 0}). 
   Dacă orice element al lui  L  are pseudocomplement, vom 
spune că inf - semilaticea  L  este pseudocomplementată 
   O latice  L  se zice pseudocomplementată, dacă  privită ca 
inf-semilatice este pseudocomplementată. 
 
   Lema  7.7.  Dacă  L  este o latice modulară mărginită, atunci 
orice element ce are un complement  a′  îl va avea pe  a′ şi ca 
pseudocomplement. 
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   Demonstraţie.   Într-adevăr,  fie   a∈L, a′ un complement  al  lui  
a şi b∈L  a.î.  a′ ≤ b  şi  b ∧ a = 0. 
   Atunci  b = b ∧ 1 = b ∧ (a′ ∨ a) = a′ ∨ (b ∧ a) = a′ ∨ 0 = a′.  n 
   Teorema  7.8.  Fie  L∈Ld (0)  pseudocomplementată,   
R (L) = {a*   |  a ∈ L}  iar  D (L) = {a ∈ L  |  a* = 0}. 
   Atunci, pentru  a, b ∈L  avem: 
1)  a ∧ a* = 0 iar a ∧ b = 0  ⇔  a ≤  b* 
2) a ≤ b  ⇒  a* ≥ b* 
3) a ≤ a** 
4) a* = a*** 
5) (a ∨ b)* = a* ∧ b* 
6) (a ∧ b)** = a** ∧ b** 
7) a ∧ b = 0  ⇔  a** ∧ b** = 0 
8) a ∧ (a ∧ b)* = a ∧ b* 
9) 0* = 1,   1* = 0 
10) a ∈ R (L)  ⇔  a = a** 
11) a, b ∈ R (L)  ⇒  a ∧ b ∈ R (L) 
12) sup )(LR {a, b} = (a ∨ b)** = (a* ∧ b*)* 

13) 0,  1 ∈ R (L),  1 ∈ D (L)  şi  R (L) ∩ D (L) = {1} 
14) a, b ∈ D (L)  ⇒  a ∧ b ∈ D (L) 
15) a ∈ D (L)  şi  a ≤ b  ⇒  b ∈ D (L) 
16) a ∨ a* ∈ D (L). 
 
   Demonstraţie. 1)  Rezultă din definiţia lui  a*. Echivalenţa 
rezultă din definiţia lui b*. 
2)  Deoarece b ∧ b* = 0,  atunci pentru a ≤ b, deducem că  a ∧ b*= 0,  
adică  b* ≤ a*. 
3)  Din  a ∧ a* = 0  deducem că  a* ∧ a = 0,  adică  a ≤  (a*)* = a**. 
4)  Din  a ≤ a**  şi  2)  deducem că  a*** ≤ a*  şi cum din  3) deducem 
că   a* ≤ (a*)** = a***  rezultă că  a* = a***. 
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5)   Avem   (a ∨ b)  ∧ (a* ∧ b*)  =  (a ∧ a* ∧ b*)  ∨  (b ∧ a* ∧ b*) =        
=0 ∨ 0 = 0. Fie acum  x ∈ L  a.î.  (a ∨ b) ∧ x = 0. Deducem că                   
(a ∧ x)∨ (b ∧ x) = 0,  adică  a ∧ x = b ∧ x = 0,  de unde  x ≤ a*,  x ≤ b*,  
adică x ≤ a* ∧ b*. Restul afirmaţiilor se probează analog.  n 
   Observaţia 7.9.   
1. Elementele  lui   R (L)   se  zic regulate iar cele ale lui D (L)  dense. 
2. Ţinând cont de  4) şi 10) deducem că R (L) = { a ∈ L / a** = a}. 
3.  Din 14) şi 15) deducem că  D (L) ∈ F (L). 
 
 Teorema 7.10.  Fie  L∈Ld  şi  a∈L.   
 Atunci  fa : L → (a] × [a),  fa (x) = (x ∧ a,  x ∨ a)  pentru  x∈L  
este un morfism injectiv în  Ld.  În cazul în care  L∈Ld (0, 1),  
atunci  fa  este izomorfism în  Ld (0, 1) dacă şi numai dacă  a  are un 
complement. 
 
   Demonstraţie.  Faptul că  fa  este morfism de latici este imediat. 
Fie acum x, y ∈L  a.î.  fa (x) = fa (y)  adică  x ∧ a = y ∧ a  şi  x ∨ a =      
=y ∨ a.  Cum L∈Ld,  atunci  x = y  (conform Teoremei 6.2.), deci  fa  
este ca funcţie o injecţie, adică  fa  este morfism injectiv în  Ld. 
   Să presupunem acum că  L∈Ld (0, 1).  Dacă  fa  este 
izomorfism în  Ld (0, 1),  atunci  pentru   (0, 1) ∈ (a] × [a)   va  exista   
x∈L   a.î.  f (x) = (0, 1),  adică  a ∧ x = 0  şi  a ∨ x = 1,  de unde  x = a′. 
   Reciproc, dacă  a′ ∈ L  este complementul lui  a,  pentru              
(u, v) ∈(a] × [a)  alegând  x = (u∨a′) ∧v  deducem imediat că   fa (x) =   
=(u, v), adică  fa  este şi surjecţie, deci izomorfism în  Ld (0, 1).  n 
 
   Definiţia 7.11.  Numim latice Boole orice latice 
complementată din  Ld (0, 1). 
 
   Exemple.   
   1.   Lanţul  trivial  1 = {∅}   ca  şi  2 = {0, 1}  (în care 0′ = 1  şi  
1′ = 0).  De fapt  1  şi  2  sunt singurele lanţuri ce sunt latici Boole. 
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   2.  Pentru orice mulţime  M,  (P(M), ⊆)  este o latice Boole în 
care pentru orice  X ⊆ M,  X′ = M \  X = CM (X). 
   3.   Fie   n∈ℕ,  n ≥ 2  iar  Dn  mulţimea divizorilor naturali ai 
lui  n. 
   Mulţimea ordonată  (Dn, ∣ )  este latice  Boole  ⇔  n  este liber 
de pătrate  (în  care  caz  pentru  p, q ∈ Dn,   p ∧ q = (p, q), p ∨ q =         

= [p, q], 0 = 1, 1 = n  iar  p′ = n / p). 
   4.  Fie  M  o mulţime iar 2M = {f : M → 2}.  Definim pe  2M 
relaţia de ordine  f ≤ g  ⇔  f (x) ≤ g (x)  pentru orice  x∈M.  Astfel      
(2M, ≤)  devine latice  Boole (în care caz pentru  f ∈ 2M,  f′ = 1 - f). 
 
   Definiţia 7.12.  Din punctul de vedere al Algebrei 
Universale, prin algebră Boole înţelegem o algebră  (B, ∧, ∨, ′, 0, 1) 
de tipul  (2, 2, 1, 0, 0)  (cu  ∧  şi  ∨  operaţii binare, ′  o operaţie 
unară iar  0, 1 ∈ B  operaţii nule) a.î.           
B1:  (B, ∧, ∨) ∈ Ld 
B2:  Sunt verificate identităţile  x ∧ 0 = 0,      x ∨ 1 = 1 

                               x ∧ x′ = 0,     x ∨ x′ = 1. 
   În cele ce urmează prin B vom desemna clasa algebrelor Boole.  
  Dacă  B1, B2 ∈ B,  f : B1 → B2  va fi morfism de algebre Boole 
dacă  f  este morfism în  Ld (0, 1)  şi în plus  f (x′) = (f (x))′  pentru 
orice  x ∈ B1. 

   Morfismele bijective din B se vor numi izomorfisme. 
 
   Propoziţia 7.13.  (Glivenko) Fie  (L, ∧, *, 0)  o inf-semilatice 
pseudocomplementată iar  R (L) = {a*  |  a ∈ L}.  Atunci, cu ordinea 
indusă de pe  L,  R (L)  devine algebră Boole. 
 
   Demonstraţie.  Ţinând cont de Teorema 7.8.  deducem că  L  
este mărginită  (1 = 0*)  iar pentru  a, b ∈ R (L),  a ∧ b ∈R (L)  iar      
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sup R (L) {a, b} = (a* ∧ b*)*  astfel că  R (L)  este latice mărginită şi 
sub-inf-semilatice a lui  L. 
   Deoarece   pentru   a∈R (L),   a ∨ a*  =  (a* ∧ a**)* =  0* = 1   
şi  a ∧ a* = 0  deducem că  a*  este complementul lui  a  în  R (L).  Mai 
rămâne de probat faptul că  R (L)  este distributivă. 
Pentru   x, y, z ∈ R (L),   x ∧ z  ≤  x ∨ (y ∧ z)   şi   y ∧  z ≤  x ∨ (y ∧ z), 
deci  x ∧ z ∧ [x ∨ (y ∧ z)]* = 0   şi  (y ∧ z) ∧ [x ∨ (y ∧ z)]* = 0 astfel că             
z ∧ [x ∨ (y ∧ z)]* ≤ x*, y*,  adică z ∧ [x ∨ (y ∧ z)]* ≤ x* ∧ y*  şi                        
z ∧ [x ∨ (y ∧ z)]*  ∧  (x* ∧ y*)* = 0   ceea  ce  implică   z ∧ (x* ∧ y*)  ≤         
≤[x ∨ (y ∧ z)]**.   Cum  partea  stângă  a  acestei  ultime  inegalităţi este            
z ∧ (x ∨ y)  iar partea dreaptă este  x ∨ (y ∧ z)  (în  R (L)),  deducem că              
z ∧ (x ∨ y) ≤ x ∨ (y ∧ z),  adică  R (L)  este şi distributivă.  n 
 
   Lema 7.14.  Fie  B ∈B  şi  a, b∈B  a.î.  a ∧ b = 0  şi  a ∨ b = 1.  
Atunci  b = a′. 
 

   Demonstraţie. Rezultă imediat din Lema 7.2. ∎ 
 
   Lema 7.15. Dacă  B ∈B  şi  a, b ∈ B,  atunci  (a′)′ = a,            
(a ∧ b)′=a′ ∨ b′  iar  (a ∨ b)′ = a′ ∧ b′. 
 

   Demonstraţie.  Rezultă imediat din Lema 7.4.. ∎ 
 
   Propoziţia 7.16.  Dacă  M  este o mulţime oarecare, atunci 
algebrele Boole  2M  şi  P(M)  sunt izomorfe. 
 
   Demonstraţie. Fie X∈P(M) şi Xα :M→2, 

                                  ( )






∈

∉
=

Xxpentru

Xxpentru
xX 1

0
α   

   Se verifică imediat că asocierea  X → αX  defineşte un 

izomorfism de algebre Boole α : P(M) → 2M.  n 
 
   Pentru  B ∈ B  şi  a∈B,  vom nota  I (a) = [0, a]. 
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   Propoziţia 7.17.  Pentru orice  a ∈B: 
   (i)  (I (a), ∧, ∨, *, 0, a) ∈B,  unde pentru  x ∈I(a),  x* = x′ ∧ a 
   (ii) αa : B → I (a),  αa (x) = a ∧ x  pentru  x∈B  este un 
morfism surjectiv din  B 
   (iii)  B ≈ I (a) × I (a′). 
   Demonstraţie.  
   (i).  I (a) ∈ Ld (0, 1)   (ca  sublatice a  lui   B).   Pentru   x∈I (a), 
x ∧ x*= x ∧ (x′ ∧ a) = (x ∧ x′) ∧ a = 0 ∧ a = 0  iar x ∨ x∗ =                     
=x ∨ (x′ ∧ a)= (x ∨ x′) ∧ (x ∨ a) = 1 ∧ (x ∨ a) = x ∨ a = a. 
   (ii). Dacă   x, y ∈ B,   atunci   αa (x ∨ y) = a ∧ (x ∨ y) =               
=(a ∧ x) ∨ (a ∧ y)=  αa (x) ∨ αa (y),  αa (x ∧ y) = a ∧ (x ∧ y) =             
=(a ∧ x) ∧ (a ∧ y) =  αa (x) ∧ αa (y), αa (x′)  =  a ∧ x′  =                      

=(a ∧ a′) ∨ (a ∧ x′) = a ∧ (a′ ∨ x′) =a ∧ (a ∧ x)′ = (αa (x))*,  
αa (0) = 0  iar  αa (1) = a,  adică  αa  este morfism surjectiv în  B. 

   (iii). Se  verifică  uşor  că   α : B → I (a) × I (a′),   α (x) =           
=(a ∧ x, a′ ∧ x) pentru  x ∈ B  este morfism în  B.   
Pentru  (y, z) ∈ I (a) × I (a′), cum  α (y ∨ z) = (a ∧ (y ∨ z), a′ ∧ (y ∨ z)) 
= ((a ∧ y) ∨ (a ∧ z), (a′ ∧ y)∨  (a′ ∧ z)) = (y ∨ 0, 0 ∨ z) = (y, z)  deducem 
că  α  este surjecţie.  Fie acum   x1, x2 ∈ B   a.î.   α (x1)  =  α (x2).   
Atunci   a ∧ x 1 = a ∧ x2   şi a′ ∧ x1 = a′ ∧ x2,   deci   (a ∧ x1)∨ (a′ ∧ x1) =  
=  (a ∧ x2) ∨ (a′ ∧ x2)  ⇔ (a ∨ a′) ∧ x1 = (a ∨ a′) ∧ x2  ⇔  1 ∧ x1 = 1 ∧ x2  
⇔  x1 = x2,  de unde concluzia că  α  este izomorfism în  B.  n 

 
        
            § 8. Produsul direct (suma directă) a unei 
familii de 
           mulţimi 
 
            Definiţia 8.1.  Fie (Mi)i∈I o familie nevidă de mulţimi. Numim 
produsul direct al acestei familii un dublet (P, (pi)i∈I), unde  P  este o 
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mulţime nevidă iar (pi)i∈I este o familie de funcţii  pi : P → Mi  
pentru orice  i∈I  a.î. este verificată următoarea proprietate de 
universalitate: 

             Pentru oricare alt dublet (P׳, (pi ׳)i∈I)  format din mulţimea P׳ 
şi  familia  de  funcţii  pi׳:P׳→Mi  (i ∈I),   există  o  unică  funcţie 
u:P׳→P a.î. pi∘u=pi׳,  pentru orice  i∈I. 
 Teorema 8.2.  Pentru orice familie nevidă de mulţimi 
(Mi)i∈I există produsul său direct care este unic până la o bijecţie. 
 
 Demonstraţie.  Unicitatea  produsului  direct.  Dacă               

(P, (pi)i∈I)  şi (P׳, (pi ׳)i∈I)  sunt două produse directe ale familiei (Mi)i∈I ,  
conform proprietăţii  de  universalitate  există u:P׳→P şi v:P→P׳ a. î 
pi∘u=pi׳ şi  p׳i∘v = pi  pentru orice  i∈I. 

 Deducem  imediat  că pi(uv)=pi   iar pi׳(vu)=pi׳   pentru  orice 
i∈I.  Cum şi pi1P=pi , pi 1׳P׳ =pi׳ pentru orice  i∈I, datorită unicităţii  din 
proprietatea  de universalitate  deducem că    uv = 1p  şi vu=1P׳ ,  adică  
u  este bijecţie. 
 Existenţa produsului direct. Fie P={f:I→ ( )U

Ii
i ifM

∈
 ∈Mi  

pentru  orice  i∈I } iar   pi : P → Mi,   pi (f) = f (i) pentru  i∈I şi f∈P. 

 Se probează imediat că dubletul (P, (pi)i∈I) verifică 
proprietatea de universalitate a produsului direct de mulţimi (Mi)i∈I . n 
 

 Observaţia 8.3.  În cele ce urmează, dubletul (P, (pi)i∈I) ce 
reprezintă produsul direct al familiei  de mulţimi (Mi)i∈I  se va nota prin  
∏
∈Ii

iM . 

 Pentru  j∈I, pj: ∏
∈Ii

iM →Mj poartă numele de a  j-a  proiecţie. 

De multe ori prin produs direct vom înţelege doar mulţimea subiacentă 
P  (neglijând deci menţionarea proiecţiilor). 
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 Deoarece orice funcţie f:I→U
Ii

iM
∈

 este determinată de f(i) 

pentru orice  i∈I, notând  f (i) = xi ∈ Mi,  vom scrie formal:    

                     ∏
∈Ii

iM ={(xi)i∈I∣xi∈Mi pentru orice i∈I} 

  

 Astfel, în cazul în care I este finită I={1, 2, ..., n}, ∏
∈Ii

iM  

coincide de fapt cu M1 ×....× Mn  definit în  §1. 
 Astfel, pj:∏

∈Ii
iM →Mj  este definită prin pj ((xi)i∈I)=xj, j∈I.  Fie 

acum (Mi)i∈I   şi  (Mi ׳)i∈I  două familii nevide de mulţimi iar (fi)i∈I  o 
familie de aplicaţii  fi : Mi→Mi׳ , (i∈I). 
 

 Aplicaţia f: ∏∏
∈∈

′→
Ii

i
Ii

i MM , f ((xi)i∈I)=(fi (xi))i∈I  pentru orice     

(xi)i∈I∈ ∏
∈Ii

iM  poartă numele de produsul direct al familiei (fi)i∈I de 

aplicaţii; vom nota ∏
∈

=
Ii

iff  . Aplicaţia  f  este unică cu proprietatea că 

pi׳f=fipi   pentru orice i∈I. 
 Se verifică imediat că  ∏

∈

=∏
∈ Ii

ii M
Ii

M 11 şi că dacă mai avem o 

familie de mulţimi (Mi׳׳)i∈I şi o familie  (fi׳)i∈I de aplicaţii cu                   
fi ׳: Mi ׳→Mi׳׳ , (i∈I) atunci  

                                   














 ′=




 ′ ∏∏∏

∈∈∈ Ii
i

Ii
i

Ii
ii ffff oo . 

  

 Propoziţia 8.4. Dacă pentru orice i∈I, fi  este o funcţie 
injectivă (surjectivă, bijectivă), atunci ∏

∈
=

Ii
iff   este injectivă  

(surjectivă, bijectivă). 
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 Demonstraţie. Într-adevăr, să presupunem că pentru orice i∈I,  
fi  este injectivă şi fie α, β∈∏

∈Ii
iM  a.î. f (α)=f (β).  

 Atunci pentru orice j∈I, f (α)(j)=f (β)(j) ⇔fj (α (j))=        
=fj (β (j)). Cum fj  este injectivă deducem că α (j)=β (j) iar cum j este 
oarecare deducem că α=β, adică f este injectivă.  
 Să presupunem acum că pentru orice i∈I, fi este surjectivă şi 
fie  φ∈∏

∈

′
Ii

iM , adică φ:I→U
Ii

iM
∈

′  şi are proprietatea că  φ(j)∈ Mj´ 

pentru orice j∈J. Cum f i este surjecţie, există xj∈Mj a.î.  fj (xj )=φ (j). 
Dacă vom considera  ψ:I→U

Ii
iM

∈
 definită prin ψ (j)=xj  pentru orice 

j∈I, atunci f (ψ)=φ, adică f este  surjectivă.  ∎ 
 În cadrul teoriei mulţimilor, noţiunea duală celei de produs 
direct al unei familii de mulţimi este aceea de sumă directă  (vom face 
mai tîrziu precizări suplimentare despre noţiunea de dualizare – vezi 
Definiţia 1.4. de la Capitolul 5). 
 
 Definiţia  8.5.  Numim sumă directă a familiei (nevide) 
(Mi)i∈I de mulţimi, un dublet (S, (α i)i∈I ) format dintr-o mulţime 
nevidă  S  şi o familie de aplicaţii  αi:Mi→S (i∈I) ce verifică 
următoarea proprietate de universalitate: 
 Pentru oricare altă mulţime S׳ şi familie (α׳i)i∈I de aplicaţii 
cu αi׳:Mi→S׳ (i∈I), există o unică aplicaţie u:S→S׳ a.î. uαi=α׳i pentru 
orice i∈I.  
 

 Teorema  8.6.  Pentru orice familie (Mi)i∈I de mulţimi 
există şi este unică până la o bijecţie suma sa directă. 
 
 Demonstraţie.  Unicitatea sumei directe se probează analog ca 
în cazul produsului direct. 
 Pentru a proba existenţa, pentru fiecare  i∈I,  considerăm 

iM =Mi×{i}  şi S= U
Ii

iM
∈

 (observăm că pentru  i ≠ j, ji MM I  =∅) . 
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Definind pentru orice  i∈I,  αi : Mi → S  prin  αi (x) = (x, i) (x∈Mi) se 

verifică imediat că dubletul  (S,   (α i)i∈I ) este suma directă a familiei 
(Mi)i∈I n 
 
 Observaţia 8.7.  Suma directă a familiei (Mi)i∈I o vom nota 
prin  C

Ii
iM

∈
 (ea mai poartă numele şi de reuniune disjunctă a familiei 

(Mi)i∈I ).  
 Aplicaţiile  (α i)i∈I , care sunt injecţii, se vor numi injecţiile 
canonice (ca şi în cazul produsului direct, de multe ori când vorbim 
despre suma directă vom menţiona doar mulţimea subiacentă, injecţiile 
canonice subânţelegîndu-se). 
  Ca şi în cazul produsului direct, dacă avem o familie              
de  aplicaţii  (f i)i∈I  aplicaţii   cu  fi : Mi → M′i ,  (i∈I)  atunci  aplicaţia  
f : ′→

∈∈
CC

Ii
i

Ii
i MM definită prin  f((x, i))=(fi(x), i) pentru orice  i∈I  şi  

x∈Mi  este unica aplicaţie cu proprietatea că  α׳ifi=fαi  pentru orice  i∈I;   
vom nota C

Ii
iff

∈
=  şi vom numi pe  f  suma directă a aplicaţiilor          

(f i)i∈I. 
 Se probează imediat că  

CC
Ii

ii M
Ii

M
∈

=
∈

11  iar dacă mai avem o 

familie     (f׳ i)i∈I  cu fi ׳: Mi ׳→Mi׳׳ (i∈I) atunci: 

                            














 ′=




 ′

∈∈∈
CCC oo

Ii
i

Ii
i

Ii
ii ffff  . 

 
  Ca şi în cazul produsului direct al familiei de funcţii (f i)i∈I  
avem şi pentru C

Ii
iff

∈
=  următorul rezultat: 

 
 Propoziţia 8.8. Dacă pentru orice i∈I, fi  este o funcţie 
injectivă (surjectivă, bijectivă), atunci C

Ii
iff

∈
=   este injectivă  

(surjectivă, bijectivă). 
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§ 9 Numere cardinale. Operaţii cu numere cardinale. 
         Ordonarea numerelor cardinale 
 

 
Definiţia 9.1. Dacă A şi B sunt două mulţimi vom spune 

despre ele că sunt cardinal echivalente (sau mai simplu echivalente) 
dacă există o bijecţie f A→B. Dacă A  şi B sunt echivalente vom 
scrie A∼B  (în caz contrar, vom scrieA≁B).   

 
Propoziţia 9.2. Relaţia de ,,∼’’ este o echivalenţă pe clasa 

tuturor mulţimilor . 
Demonstraţie. Pentru orice mulţime A, A∼A căci funcţia 

1A:A→A este o bijecţie. Dacă A şi B sunt două mulţimi iar A∼B, atunci 
există f : A→B o bijecţie. Cum şi f -1 : B→A este bijecţie, deducem că 
B∼A, adică relaţia ,,∼’’ este şi simetrică. Pentru a proba şi 
tranzitivitatea relaţiei ,,∼’’ fie A, B, C  mulţimi a.î. A∼B şi B∼C, adică 
există f :A→B şi g :B→C bijecţii.  Cum  g∘f : A →C este bijecţie  
deducem că A∼C.  ∎ 
 

          Teorema 9.3. (Cantor) Pentru orice mulţime A, A≁P(A).  
 
          Demonstraţie. Să presupunem prin absurd că A∼P(A), adică 
există o bijecţie f:A→P(A). Dacă vom considera mulţimea 
B={x∈A∣x∉f(x)}, atunci cum B∈P(A) şi f este în particular surjecţie, 
deducem că există a∈A a.î. B=f(a).  Dacă a∈B, atunci a∉B - absurd, pe 
când dacă a∉B atunci a∉f(a), deci a∈B – din nou absurd!.  ∎  
 

Teorema 9.4. (Cantor, Bernstein)  Fie A0, A1, A2 trei 
mulţimi a.î. A2⊆A1⊆A0.  Dacă A0∼A2 , atunci A0∼A1. 
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Demonstraţie. Cum A0∼A2 , atunci există o bijecţie f:A0→A2. 
Dacă vom considera mulţimile Ai=f(Ai-2) pentru i≥3, atunci în mod 
evident: ...An+1⊆An⊆...⊆A2⊆A1⊆A0 (ţinând cont de faptul că 
A2⊆A1⊆A0). Să considerăm mulţimea A= II

10 ≥≥
=

i
i

i
i AA  şi să 

demonstrăm că                           

  (1)  A0 = ( ) UU AAA
i

ii 




 −
≥

+
0

1 . Incluziunea de la dreapta la 

stânga este evidentă. Pentru a o proba pe cealaltă, fie x∈A0. Dacă x∈A 

atunci x∈ ( ) UU AAA
i

ii 




 −
≥

+
0

1 . Dacă x∉A, există i∈ℕ a.î. x∉Ai şi cum 

x∈A0, i≥1. Fie deci n≥1 cel mai mic număr natural pentru care x∉An . 

Atunci x∈An-1 şi deci x∈An-1-An,  de unde x∈ ( ) UU AAA
i

ii 




 −
≥

+
0

1 . 

Astfel avem probată şi incluziunea de la stânga la dreapta, rezultând 
astfel egalitatea (1).  

Analog se probează şi egalitatea: (2)  A1= ( ) UU AAA
i

ii 






 −
≥

+
1

1 .  

Dacă vom considera familiile de mulţimi (Bi) i∈I  şi (Ci) i∈I   
definite astfel:  
                          B0=A   şi    Bi= Ai-1-Ai  pentru i≥1  

                         C0=A    şi  






−

−
=

−

++

paripentruAA

imparipentruAA
C

ii

ii
i ,

,

1

21  

atunci se observă imediat că pentru i, j∈ℕ, i≠j ⇒ Bi∩Bj=Ci∩Cj=∅ 
iar din (1) şi (2) deducem că: 
 

                                 (3)   A0= U
0≥i

iB   şi  A1=U
0≥i

iC . 

 Considerăm de asemenea şi familia de funcţii (fi) i≥0 cu fi :Bi→Ci 
definită astfel 
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






 =

=

−

−

−

−

imparipentruf

paripentru

ipentru

f

ii

ii

AA

AA

A

i

,

,1

0,1

1

1
 

(să observăm că pentru i impar, dacă x∈Ai-1-Ai ⇒ f(x)∈ Ai+1-Ai+2 , 
adică fi este corect definită). 

Dacă vom arăta că pentru orice i∈ℕ, fi este bijectivă (suficient 
doar pentru i impar), atunci ţinând cont de (3) vom deduce imediat că 
A0∼A1 . Fie deci i impar şi  fi=

ii AAf −−1
. Deoarece f este bijectivă 

deducem imediat că fi este injectivă. Pentru a proba surjectivitatea lui fi  
fie y∈Ai+1-Ai+2 , adică   y∈ Ai+1 şi y∉Ai+2 . Cum Ai+1=f (Ai-1 ), deducem 
că există x∈Ai-1 a.î. y=f(x) şi deoarece  y∉Ai+2 , deducem că x∉Ai , 
adică x∈Ai-1-Ai . Astfel y=fi (x), adică fi este şi surjectivă, deci 
bijectivă. Aşa după cum am observat anterior se poate construi imediat o 
bijecţie de la A0   la A1,  adică  A0∼A1  şi cu aceasta teorema este 
complet demonstrată.  ∎ 

 

Corolarul 9.5.  Fie A, B, Aʹ, Bʹ mulţimi a.î. Aʹ⊆A, Bʹ⊆B  şi 
A∼Bʹ iar B∼Aʹ. Atunci A∼B. 

Demonstraţie. Cum A∼Bʹ  există o bijecţie f : A→Bʹ astfel că 
dacă vom considera Bʹʹ=f(Bʹ)  avem că Aʹ∼Bʹʹ. Cum B∼Aʹ deducem 
că Bʹʹ∼B . Obţinem astfel că Bʹʹ⊆Bʹ⊆B  şi Bʹʹ∼B. Conform Teoremei 
9.4., Bʹ∼B şi cum Bʹ∼A, deducem că B∼A, adică A∼B.  ∎ 

 
Definiţia 9.6. Dacă A este o mulţime, prin numărul cardinal 

al lui A înţelegem clasa de echivalenţă a lui A (notată A )  relativă la 
relaţia de echivalenţă ∼.  

Deci B∈ A⇔A∼B. 

 Vom numi secţiuni ale lui ℕ mulţimile de forma Sn={0, 1, ..., 
,n-1} formate din n elemente  (n∈ℕ*);  convenim să notăm pentru 
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n∈ℕ*, n= nS . Convenim de asemenea să notăm 0=cardinalul mulţimii 
vide   şi  prin ( )zeroalef0χ cardinalul mulţimii numerelor naturale ℕ. 
 

În continuare vom defini operaţiile clasice cu numere cardinale : suma, 
produsul şi ridicarea la  putere. 

 

Definiţia 9.7. Fie (mi) i∈I  o familie de numere cadinale, unde 
mi= iM  pentru orice i∈I. Definim suma (respectiv produsul) 

familiei (mi) i∈I  prin egalitatea C
Ii

i
Ii

i Mm
∈∈

=∑  ( respectiv 

∏∏
∈∈

=
Ii

i
Ii

i Mm ). Dacă I este o mulţime finită, I={1, 2, .., n} vom scrie 

∑
∈Ii

im =m1+...+mn (respectiv ∏
∈Ii

im = m1.. .mn ). 

Observaţia 9.8.  Din Propoziţiile 8.8. şi respectiv 8.7. deducem 
că Definiţia 9.7. este corectă  ( în sensul că  ∑

∈Ii
im  nu depinde de modul 

de alegere a mulţimilor Mi  pentru care mi= iM ). 

Definiţia 9.9. Fie m= M  şi n= N  două numere cardinale. 
Definim nm ca fiind numărul cardinal al mulţimii                         
Hom (M, N)={f :M→N}. 

 Dacă mai avem două mulţimi M´şi N´ a.î. m= M ′  şi n= N ′   

atunci există două bijecţii f : M→M´ şi  g : N→N´. Se verifică imediat  

că  φ:Hom (M, N) →Hom (M´, N´) definită prin φ (α )= g ∘ α ∘ f -1 

pentru orice α∈Hom (M, N)  este bijecţie, de unde deducem că 
Definiţia 9.9. este corectă. 

Observaţia 9.10. Principalele proprietăţi ale operaţiilor de 
adunare, înmulţire şi ridicare la putere a numerelor cardinale vor fi puse 
în evidenţă într-o viitoare lucrare, sub formă de exerciţii propuse. 

Definiţia 9.11. Dacă m= M  şi n= N , vom spune că m este 
mai mic sau egal cu n (sau că n este mai mare sau egal cu m) şi vom 
scrie m≤n, dacă  există o submulţime N´⊆N a.î. M∼N´.  
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Vom spune că m este strict mai mic decât n ( sau că n este 
strict mai mare ca m )   şi vom nota m < n dacă m≤n şi m≠n.  

Observaţia 9.12. Să presupunem că avem mulţimile M, N, P, Q  
a.î. M∼P şi N∼Q şi să mai presupunem că există N´⊆N a.î. M∼N´. 
Considerăm bijecţia f : N→Q şi să notăm cu Q´=f (N´). Deducem că 
N´∼Q´, de unde P∼Q´, adică Definiţia 9.11. este corectă ( în sensul 
că definirea relaţiei ≤ nu depinde de alegerea reprezentanţilor ). 

 
Propoziţia 9.13.  Fie m, n, p numere cardinale . Atunci: 
(i) m≤m 
(ii) m≮m 
(iii) m≤n  şi  n≤m ⇒ m=n 
(iv) m≤n  şi  n≤p ⇒ m≤p 
(v) m < n  şi  n < p ⇒m < p. 
 
Demonstraţie. (i) şi (ii) sunt evidente. 
(iii). Rezultă din Corolarul 9.5. 

(iv). Să presupunem că m= M , n= N , p= P . Din ipotezăm 

avem că există N´⊆N şi P´⊆P a.î. M∼N´ şi N∼P´,  adică avem 

bijecţia f : N→P´. Dacă notăm P”=f (N´), evident că N´∼P׳׳, deci 

M∼P׳׳, de unde deducem că m≤p. 

(v). Mai trebuie să probăm că dacă m≠p, atunci M≁P. Dacă 

M∼P, atunci N´∼P , deci p≤n. Cum n≤p, atunci din (iii) deducem că 

n=p  - absurd.  ∎ 
 
Observaţia 9.14. Ca şi în cazul operaţiilor cu numere cardinale, 

alte proprietăţi legate de compararea numerelor cardinale le vom pune în 
evidenţă sub formă de exerciţii propuse într-o viitoare lucrare. 

Fie acum m= M  şi φ : Hom (M, {0, 1})→P(M)  definită prin                 

φ(f)=f-1 ({1}), pentru orice f  : M→{0, 1}. Se probează imediat că φ este 
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o bijecţie, de unde deducem că  P(M) ∼ Hom (M, {0, 1}), adică 

( )MP =2m.  Din acest ultim rezultat şi Teorema 9. 3.  deducem:  

 
Corolarul 9. 15.  Dacă m  este un număr cardinal, atunci    

m < 2 m. 
Acest Corolar ne arată că pentru un număr cardinal m obţinem 

următorul şir strict crescător de numere cardinale: ....222
222 <<<

mm
 

Cardinalul 02χ   îl vom nota prin c şi îl vom numi puterea 
continuului. 

§10  Mulţimi numărabile.  
Mulţimi finite şi  mulţimi infinite  

 
 

Definiţia 10.1. Vom spune despre o mulţime M că este 
numărabilă dacă M ∼ℕ,  adică 0χ=M . Dacă 0χ≤M  vom spune că 
M este cel mult numărabilă ; în caz contrar,  spunem că M este 
nenumărabilă. 
 

Propoziţia 10.2.  Dacă M şi P sunt două mulţimi numărabile 
disjuncte,  atunci M∪P  este numărabilă.  

 
Demonstraţie. Cum M şi P sunt numărabile avem două bijecţii 

f:ℕ→M şi g:ℕ→P. Se probează imediat că h:ℕ→M∪P, 

                             h(n)=



















 +









imparestendacang

parestendacanf

2
1

2
  

este bijecţie, de unde concluzia că M∪P este numărabilă.∎ 
 

Corolar 10.3. O reuniune finită de mulţimi numărabile disjuncte 
este numărabilă. 
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Lema 10.4. Funcţia numărare diagonală  f : ℕ×ℕ→ℕ 

definită pentru (x, y)∈ℕ×ℕ prin f(x, y) = ( )( ) xyxyx
+

+++
2
1   este 

bijectivă. 
Demonstraţie. Să arătăm la început că dacă (x, y),            

(x´, y´)∈ℕ×ℕ şi f (x, y)=f (x´, y´),  atunci x=x´ şi y=y´.  
Să presupunem prin absurd că  x≠x´ (de exemplu x > x´, adică 

x=x´+r cu r∈ℕ*). Obţinem atunci egalitatea:  
 

                   ( )( ) ( )( )
2
1

2
1 yxyxryrxyrx ′+′+′+′

=+
++′+++′

 

de unde deducem că  
 
                       ( )( ) ( )( )yxyxyrxyrx ′+′+′+′<++′+++′ 11   
 

şi astfel y´>r+y. Alegând y´=r+y+s cu s∈ℕ* obţinem că 
( ) ( )( )

2
1

2
1 +++

=+
− szszrzz , unde z=x´+r+y+1, lucru absurd 

deoarece ( ) ( ) ( )
≤

+
=+

−
<+

−
2
1

2
1

2
1 zzzzzrzz  ( )( )

2
1−++ szsz   . 

Prin urmare x=x´ iar egalitatea f (x, y)=f (x´, y´) devine 

 ( )( ) ( )( )
2
1

2
1 yxyxyxyx ′+′+′+′

=
+′++′

  

de unde obţinem imediat că y=y´ ,  adică f este injectivă. 
Pentru a proba surjectivitatea lui f vom arăta prin inducţie 

matematică că pentru orice n∈ℕ există x, y∈ℕ a.î. f (x, y)=n. Avem că 
0=f (0, 0) şi să presupunem că n=f (x, y ) cu x, y∈ℕ. 

Dacă y∈ℕ* avem n+1=f (x, y)+1= ( )( )
2
1 yxyx +++  +x+1=   

=f(x+1, y-1) pe când dacă y=0 avem 

      n+1= ( ) 1
2

1
++

+ xxx = ( )( )
2

21 ++ xx  =f (0, x+1).  

Dacă x=y=0, atunci n=0 , deci n+1=1=f (0, 1). ∎ 
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Corolar 10.5.    000 χχχ =⋅   . 
 
Propoziţia 10.6.  ℤ,  ℤ*  şi  ℚ  sunt mulţimi numărabile. 
 
Demonstraţie. Se probează imediat că f:ℤ→ℕ 

                      ( )






<−−

≥
=

012

02

xdacax

xdacax
xf  

şi g:ℤ→ℤ*,                    ( )






<

≥+
=

0

01

xdacax

xdacax
xg  

sunt bijective. Să probăm acum că şi ℚ este numărabilă. Cum ℕ⊆ℚ 

deducem că  0χ≥Q . Să considerăm f:ℤ×ℤ*→ℚ, ( )
y
xyxf =,  pentru 

orice x, y∈ℤ×ℤ*.  
Cum f este surjectivă, conform Propoziţiei 3.8. de la Capitolul 1, există                 
g:ℚ→ℤ×ℤ* a.î. =gf o 1ℚ . Conform Propoziţiei 3.7. de la Capitolul 

1, deducem că g este injectivă, adică 000* χχχ =⋅=×≤ ZZQ , de 

unde egalitatea 0χ=Q , adică ℚ este numărabilă. ∎ 
 

Propoziţia 10.7. Mulţimea ℝ a numerelor reale este 
nenumărabilă. 

Demonstraţie. Deoarece f :ℝ→(0, 1),  ( ) xarctgxf
π
1

2
1

+=  

este bijectivă, este suficient să arătăm că intervalul (0, 1) nu este o 
mulţime numărabilă iar pentru aceasta să arătăm că orice funcţie             
f :ℕ→(0,1)  nu este surjectivă ( procedeul diagonal al lui Cantor ).  

Pentru fiecare n ∈ℕ putem scrie pe f (n) ca fracţie zecimală:      
f (n)=0, a n 1 a n 2  ...... a n n  .... cu aij ∈{0, 1, ... , 9}. 

Dacă vom considera b∈(0,1)  
                                                b=0, b1 b2 ....b n ...  
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unde pentru orice k∈ℕ* bk∉{0, 9, a k k }, atunci b∉Im(f), adică f nu 
este surjectivă.  ∎ 
 

Definiţia 10.8. Vom spune despre o mulţime M că este 
infinită : 
(i)      în sens Dedekind, dacă există M׳⊂ M  a.î. M׳∼M 
(ii)     în sens Cantor, dacă conţine o submulţime numărabilă 
(iii)  în sens obişnuit,  dacă M ≁Sn pentru orice n∈ℕ* (unde         
Sn={1, 2, ..., n}) .  
 

Teorema 10.9. Cele trei definiţii ale mulţimilor infinite din 
cadrul Definiţiei 10.8. sunt echivalente două câte două.                                              

Demonstraţie. (i)⇒(ii). Fie M o mulţime infinită în sens 
Dedekind ; atunci există M׳⊂ M şi o bijecţie f:M→M׳. Cum M׳⊂ M,             
există x0∈M a.î. x0∉M׳. Construim prin recurenţă şirul de elemente         
x1=f (x0), x2=f (x1 ), ..., xn=f (xn-1), ... şi să arătăm că funcţia φ:ℕ→M  
φ(n)=xn pentru orice n∈ℕ este injectivă. Pentru aceasta vom demonstra 
că dacă n, n׳∈ℕ, n≠n׳ , atunci  φ (n)≠φ (n׳). Vom face lucrul acesta 
prin inducţie matematică după n.  

Dacă n=0, atunci n0≠׳, de unde φ (0)=x0 şi φ (n׳)= ( )1−′nxf  ∈ 
∈M׳ şi cum φ (0)= x0 ∉ M׳ deducem că  φ (n׳)≠φ (0). Să presupunem 
acum că pentru orice n≠m׳  φ (n)≠φ (m׳) şi să alegem acum n׳≠ n+1. 
Dacă n0=׳, atunci  φ (n׳)=φ (0)= x0 ∉ M׳ şi xn+1=f (xn ) ∈ M׳, deci      
φ (n+1)≠φ (n׳). Dacă n0≠׳, atunci φ (n׳)= ( )1−′nxf  şi φ (n+1)=f (xn) . 
Cum n1-׳≠n, atunci 1−′nx  ≠ xn  şi cum f este injectivă deducem că 

( )1−′nxf  ≠f (xn),  adică φ (n׳)≠φ (n+1). Rezultă deci că φ este injectivă 

şi deci  φ (ℕ ) ⊆ M este o submulţime numărabilă. 
(ii)⇒(i). Fie M o mulţime infinită în sensul Cantor, adică            

există M׳⊆ M a.î. M׳∼ℕ (fie f :ℕ →M׳ o funcţie bijectivă ). Se observă 
imediat că  φ : M→M \ {f (0)} definită prin 
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                        ( ) ( ) ( )





∈=+
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Nncunfxdacanf

Mxdacax
x

1
ϕ  

este bine definită şi să arătăm că φ este chiar bijecţie.  
Fie deci x, x׳ ∈ M  a.î. φ (x) = φ (x׳).  
Deoarece M=M׳∪ (M \ M׳) şi φ (x) = φ (x׳), atunci x, x׳∈ 

∈M׳ sau x, x׳∉ M׳. Dacă x, x׳∉ M׳, atunci în mod evident din φ (x) = 
=φ(x׳) deducem că x=x׳. Dacă x, x׳∈ M׳, atunci dacă x=f(k),       
x׳=f(t) deducem că f (k+1)=f (t+1), de unde k+1=t+1 ⇔ k=t ⇒x=x׳.  

Să arătăm acum că φ este surjectivă.  Pentru aceasta fie               
y ∈ M \ {f (0)} . Dacă y∉M׳ atunci y=φ (y), iar dacă y∈M׳ , atunci 
y=f (n) cu n∈ℕ. Cum y≠f (0), atunci n≠0⇒ n≥1 deci putem scrie   
y=f (n-1+1)=φ (n-1). 

(ii)⇒(iii). Această implicaţie este evidentă deoarece ℕ≁Sn 
pentru orice n∈ℕ* . 

(iii)⇒(ii). Vom utiliza următorul fapt: dacă M este o mulţime 
infinită în sens obişnuit, atunci pentru orice n∈ℕ* există o funcţie 
injectivă φ:Sn →M. 

Vom proba lucrul acesta prin inducţie matematică referitor la n.  
Pentru n=1 există o funcţie injectivă φ:S1→M (deoarece 

M≠Ø). Să presupunem acum că pentru n∈ℕ* există φ:Sn→M injectivă. 
Cum am presupus că M este infinită în sens obişnuit, atunci φ (Sn) ≠ M,  
deci există x0∈M a.î. x0 ∉ φ (Sn). 

Atunci ψ :Sn+1→M, ( )
( )







+=

∈
=

10 nxpentrux

Sxpentrux
x

nϕ
ψ   este în mod 

evident funcţie injectivă. 
Să trecem acum la a demonstra efectiv implicaţia (iii)⇒(ii). Din 

rezultatul expus anterior deducem că : 
                        Mk={φ:Sk→M | φ este injecţie}≠ Ø  
pentru orice k∈ℕ*. Cum pentru k≠k׳ , Sk∩Sk´=Ø, deducem că          
Mk∩Mk´=Ø. Conform axiomei alegerii aplicată mulţimii                    
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T={ Mk : k∈ℕ }, există S⊆T a.î. S∩Mk≠Ø şi este formată dintr-un 
singur element. Atunci M׳= ( )U

S∈ϕ
ϕIm  este o submulţime numărabilă a 

lui M.  ∎ 
                      
 
   CAPITOLUL 2: GRUPURI 

 
 

§1. Operaţii algebrice. Monoizi. Morfisme de monoizi.  
Produse directe finite de monoizi 

 
Definiţia 1.1. Fiind dată o multime nevidă M, numim operatie 

algebrică (internă) sau lege de compoziţie (internă) pe M orice funcţie 
ϕ:M×M→M. 
 Pentru uşurinţa scrierii vom nota pentru x, y∈M pe ϕ(x, y) (care 
se mai numeşte şi compusul lui x cu y) prin xoy sau pur şi simplu prin 
xy (convenim să spunem că am notat operaţia algebrică ϕ multiplicativ). 

În anumite situaţii folosim pentru ϕ şi notaţia aditivă ,,+”. 
 

Exemple 1. Dacă T este o mulţime nevidă iar M=P(T), în 
capitolul precedent am definit pe M operaţiile algebrice de 
intersecţie, reuniune, diferenţă şi diferenţa simetrică. 
 2. Dacă A este o mulţime nevidă  iar Hom(A)={f:A→A}, 
atunci  pe Hom(A) avem operaţia de compunere a funcţiilor:            
ϕ : Hom(A) × Hom(A) → Hom(A),  ϕ(f, g) = fog  pentru orice              
f, g ∈ Hom(A). 
              Pe parcursul acestei lucrări vom mai pune în evidenţă alte 
mulţimi şi operaţii algebrice pe acestea (inclusiv mulţimile 
numerelor întregi ℤ, raţionale ℚ, reale ℝ şi complexe ℂ precum şi 
operaţiile de adunare şi înmulţire pe acestea). 
 

Definiţia 1.2. Dacă M este mulţime nevidă, vom spune despre o 
operaţie algebrică de pe M (notată multiplicativ) că este: 

(i) comutativă – dacă pentru oricare x, y∈M, xy=yx 
(ii) asociativă   – dacă pentru oricare x, y, z∈M, (xy)z=x(yz). 
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Operaţiile de intersecţie, reuniune şi diferenţă simetrică 
sunt exemple de operaţii ce sunt simultan comutative şi asociative, 
pe când compunerea funcţiilor nu este operaţie comutativă fiind 
însă asociativă. 

Dacă o operaţie algebrică de pe M este asociativă, atunci 
pentru a scrie compunerea a trei elemente x, y, z din M (sau mai 
multe) nu mai este necesar să folosim parantezele, astfel că în loc să 
scriem (xy)z sau x(yz) vom scrie xyz. 

Pentru n elemente x1,…,xn (n∈ℕ) din M utilizăm de multe 
ori notaţiile: 

 x1x2……xn= ∏
=

n

i
ix

1
 (când operaţia algebrică asociativă este 

notată multiplicativ) sau 

 x1+x2+…+xn  = ∑
=

n

i
ix

1
 (când aceeaşi operaţie algebrică 

asociativă este notată aditiv). 

Dacă x1=x2=…=xn=x şi n∈ℕ* convenim să notăm 
x1x2…xn=xn dacă operaţia algebrică este notată multiplicativ şi 
x1+x2+…+xn  = nx dacă ea este notată aditiv. 
 

Definiţia 1.3. Fie M o mulţime nevidă pe care avem o operaţie 
algebrică. Vom spune că un element e∈M este element neutru  pentru  
operaţia  algebrică  respectivă  dacă  pentru orice x∈M,  xe =  ex = x. 

 

Observaţia 1.4.  
1. Dacă o operaţie algebrică de pe M ar avea două elemente 

neutre e, e′∈M, atunci ee′=e (dacă gândim pe e′ element neutru) şi tot 
ee′=e′ (dacă gândim pe e element neutru) astfel că e=e′. Deci, elementul 
neutru al unei operaţii algebrice (dacă există !) este unic. 

2. În cazul adoptării notaţiei multiplicative pentru o operaţie 
algebrică, elementul său neutru (dacă există) va fi notat prin 1, iar în 
cazul adoptării notaţiei aditive acesta se va nota prin 0. 
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Exemple 1. Dacă T≠∅, atunci pentru operaţiile algebrice 
∩,∪ şi ∆ de pe M=P(T) elementele neutre sunt T, ∅ şi respectiv 
∅. 
           2.  Dacă A≠∅, atunci pentru compunerea funcţiilor de pe 
Hom(A), 1A este elementul neutru. 

Definiţia 1.5. Un dublet (M, ⋅) format dintr-o mulţime nevidă M 
şi o operaţie algebrică pe M se zice semigrup dacă operaţia algebrică 
respectivă este asociativă. Dacă operaţia algebrică are şi element neutru, 
semigrupul (M, ⋅) se zice monoid. Dacă operaţia algebrică este 
comutativă, monoidul se zice comutativ.   

De multe ori, în cazul unui semigrup se specifică doar 
mulţimea subiacentă M (fară a se mai specifica operaţia algebrică 
de pe M; dacă este pericol de confuzie atunci şi aceasta trebuie 
neapărat menţionată). 
 

Exemple 1.Dacă T≠∅ şi M=P(T), atunci (M, ∩), (M , ∪) şi 
(M, ∆) sunt monoizi comutativi. 
 2.Dacă  A≠∅, atunci (Hom(A),o) este  monoid necomutativ. 
 

         Reamintim că în §3 de la Capitolul 1 am introdus mulţimea ℕ 
a numerelor naturale. În continuare vom defini două operaţii 
algebrice pe ℕ : adunarea (notată ,,+”) şi înmulţirea (notată ,,⋅’’) în 
raport cu care ℕ devine monoid. 

 
Teorema 1.6.   Există o unică operaţie algebrică pe ℕ pe 

care o vom nota prin  „+” şi o vom numi adunarea numerelor 
naturale a. î. pentru orice m, n∈ℕ să avem : 

A1 :   0+m=m 
            A2 :    s(n)+m=s(n+m)  . 

 
Demonstraţie. Să probăm la început unicitatea şi pentru aceasta 

să  presupunem  că  mai  există o operaţie algebrică ⊕ pe ℕ ce verifică 
A1 şi A2. 

Fie P={n∈ℕ | n+m=n⊕m, pentru orice m∈ℕ}⊆ℕ.  
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Din A1 deducem că 0∈P iar din A2 deducem că dacă n∈P, 
atunci s(n)+m=s(n)⊕m ⇔ s(n+m)=s(n⊕m), ceea ce este adevărat 
deoarece s este injectivă şi am presupus că n∈P. Deci P=ℕ, adică cele 
două operaţii coincid. 

Considerăm un element  m ∈ℕ (pe care îl fixăm) şi tripletul  
(ℕ, m, s); conform Teoremei 3.19 de la Capitolul 1 există o unică 
funcţie fm:ℕ→ℕ a. î. fm(0)=m şi s(fm(n))= fm(s(n)) pentru orice n∈ℕ . 

Pentru n∈ℕ definim n+m=fm (n). Atunci 0+m=fm(0)=m iar 
s(n)+m= fm (s(n))=s (fm (n))=s( n+m ).  ∎ 

 
Observaţia 1.7.  Axiomele A1–A2 poartă numele de axiomele 

adunării numerelor naturale.  
 
Propoziţia 1.8.   Pentru orice m, n∈ℕ avem 

0
1A :   m+0=m  
0
2A  :  n+s (m)= s(n+m) . 

 
Demonstraţie. Fie P={m∈ℕ: m+0=m }⊆ℕ. Dacă în A1 facem 

pe m=0, deducem că 0+0=0, adică 0∈P. Dacă m∈P, (adică m+0=m), 
atunci s(m)+0=s(m+0)=s(m), adică s(m)∈P, deci P=ℕ. Analog se 
probează şi a doua relaţie.∎ 
 

Propoziţia 1.9.   Dubletul (ℕ, +) este monoid comutativ cu 
proprietatea de simplificare. 

 
Demonstraţie. Din cele stabilite anterior, deducem că 0 este 

element neutru pentru adunarea numerelor naturale.  
Pentru a proba comutativitatea adunării să considerăm  

P={n∈ℕ : n+m=m+n  pentru orice m∈ℕ} ⊆ℕ . 

Evident 0∈P. Dacă n∈P, adică n+m=m+n pentru orice m∈ℕ, 

atunci s(n)+m=m+s(n) ⇔ s(n+m)=s(m+n) ⇔ n+m=m+n, ceea ce este 
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adevărat (deoarece s este injecţie). Deducem că P=ℕ, adică adunarea 
numerelor naturale este comutativă . 

Pentru a demonstra asociativitatea adunării 
numerelor naturale, să considerăm  

P ={n∈ℕ: (n+m)+p=n+(m+p)  pentru orice m, p∈ℕ}⊆ℕ. 

Evident, 0∈P. Fie acum n∈P. Atunci 
(s(n)+m)+p=s(n+m)+p=s((n+m)+p)  iar s(n)+(m+p)=s(n+(m+p)) şi cum 
(n+m)+p=n+(m+p)  deducem că s(n)∈P, adică P=ℕ.  

Pentru partea finală fie  

P={p∈ℕ : dacă m+p=n+p ⇒ m=n}⊆ℕ. 

 Evident 0∈P şi să presupunem că p∈P. Atunci m+s(p)=n+s(p) 
⇔s(m+p)=s(n+p) ⇔ m+p=n+p ⇔ m=n  (căci p∈P), adică s(p)∈P şi 
astfel din nou P=ℕ.  ∎ 

 
Observaţia 1.10.   Dacă n∈ℕ, atunci s(n)=s(n+0)=n+s(0)=n+1. 
 
Propoziţia 1.11.   Dacă m, n∈ℕ şi m+n=0,  atunci m=n=0. 
 
Demonstraţie. Dacă m ≠ 0 sau n ≠ 0, atunci, conform Lemei 

3.18 de la Capitolul 1 există p, q∈ℕ a. î. m = s(p) sau n = s(q). În 
primul caz, obţinem că m+n = s(p)+n = s(p+n) ≠ 0 – absurd ! şi analog 
în al doilea caz. Deci m = n = 0 . ∎ 
 

Propoziţia 1.12. Există o unică operaţie algebrică pe ℕ 
notată  „·” şi numită înmulţirea numerelor naturale  a.î. pentru orice 
m, n∈ℕ să avem : 
                                 I1 :  m·0=0 

                    I2 :  m·s(n)=mn+m. 
 

Demonstraţie. Fie m∈ℕ fixat ; considerând tripletul (ℕ, 0, fm ), 
unde fm:ℕ→ℕ este definită prin fm(n)=n+m pentru orice n∈ℕ, atunci 
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conform Teoremei 3.19 de la Capitolul 1  există o unică funcţie              
g m :ℕ→ℕ a.î.  gm (0)=0 şi  fm∘gm = gm ∘s.  

Definim m·n=gm(n)  şi astfel m·0=gm(0)=0 iar m·s(n)= 
=gm(s(n))=fm(gm(n))=fm(m·n)=m·n+m. Unicitatea operaţiei de înmulţire 
cu proprietăţile I1 şi I2 se probează analog ca în cazul adunării. ∎ 

 
Observaţia 1.13.  I1 şi I2 poartă numele de axiomele înmulţirii 

numerelor naturale. 
 
 În cele ce urmează, dacă nu este pericol de confuzie, vom scrie 

m·n = mn  pentru m, n∈ℕ.  
Analog ca în cazul adunării numerelor naturale, se 

demonstrează că pentru oricare numere naturale m, n avem : 
0
1I  :  0·m=0 
0
2I  :  s(n)·m=nm+m. 

 
Lema 1.14.   Înmulţirea numerelor naturale este distributivă 

la stânga faţă de adunarea numerelor naturale.  
 

Demonstraţie. Fie P={p∈ℕ : m(n+p)=mn+mp  pentru oricare 
m, n∈ℕ}⊆ℕ. 

Ţinând cont de I1 deducem că 0∈P. 
Să presupunem acum că p∈P şi fie m, n∈ℕ. 

Avem m(n+s(p))=m(s(n+p))=m(n+p)+m=mn+mp+m=mn+ms(p), adică 
s(p)∈P şi astfel P=ℕ . ∎ 

 

Propoziţia 1.15.   Dubletul (ℕ, ·) este monoid comutativ. 
Dacă m, n ∈ℕ şi mn=0, atunci m=0 sau n=0. 

 
Demonstraţie. Pentru a proba asociativitatea înmulţirii fie  

P={p∈ℕ : (mn)p=m(np) pentru oricare m, n∈ℕ}⊆ℕ. În mod evident, 
0∈P. Să presupunem acum că p∈P şi să demonstrăm că s(p)∈P. Avem 
(mn)s(p)=(mn)p+mn iar m(ns(p))=m(np+n)=m(np)+mn (conform Lemei 
1.14.), de unde egalitatea (mn)s(p)=m(ns(p)), adică s(p)∈P, deci P=ℕ. 
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 Deoarece pentru orice n∈ℕ avem n·1=n·s(0)=n·0+n=n iar 
1·n=s(0)·n=0·n+n=n deducem că 1 este elementul neutru al înmulţirii 
numerelor naturale. 

Pentru a proba comutativitatea înmulţirii numerelor naturale fie       
P={n∈ℕ : nm=mn  pentru orice m∈ℕ}⊆ℕ. În mod evident 0∈P şi să 
presupunem că n∈ℕ. Atunci pentru orice m∈ℕ, s(n)·m=n·m+m  iar 
m·s(n)=mn+m, de unde s(n)·m=m·s(n), adică s(n)∈P, deci P=ℕ. 

Fie acum m, n∈ℕ a.î. mn=0 şi să presupunem că m≠0. Atunci 
m=s(k) cu k∈ℕ (conform Lemei 3.18 de la Capitolul 1) şi cum 
0=mn=s(k)n=kn+n trebuie ca n=n·k=0 (conform Propoziţiei 1.11). ∎ 

Definiţia 1.16.   Pentru m, n∈ℕ vom scrie m≤n (şi vom spune 
că m este mai mic sau egal decât n sau că n este mai mare sau egal 
decât m) dacă există p∈ℕ a.î. m+p=n ; convenim în acest caz să notăm 
p=n-m.  

Dacă p∈ℕ*, atunci m≤n şi m≠n ; în acest caz vom scrie 
m<n şi vom spune că m este strict mai mic decât n. 

 
Lema 1.17.   Dacă m, n∈ℕ şi m<n, atunci s(m)≤n. 
 

Demonstraţie. Deoarece m<n, există p∈ℕ* a.î. m+p=n. Cum 
p∈ℕ*, există k∈ℕ a. î. p=s(k) (conform Lemei 3.18 de la Capitolul I). 
Atunci din m+p=n  deducem că m+s(k)=n ⇒ s(m+k)=n ⇒ s(m)+k=n 
⇒s(m)≤ n .  ∎  

 
Corolar 1.18.   Pentru orice n∈ℕ, n<s(n). 

 
Propoziţia 1.19. Dubletul (ℕ, ≤) este o mulţime total 

ordonată. 
 
Demonstraţie. Deoarece pentru orice n∈ℕ, n+0=n deducem că 

n≤n, adică relaţia ≤ este reflexivă. Fie acum m, n∈ℕ a. î. m≤n şi n≤m. 
Atunci există p, q∈ℕ a.î. m+p=n şi n+q=m. Deducem că n+(p+q)=n, de 
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unde p+q=0 (conform Propoziţiei 1.9.), iar de aici p=q=0 (conform 
Propoziţiei 1.11.), adică m=n, deci relaţia ≤ este antisimetrică . 

Fie acum m, n, p∈ℕ a. î. m≤n şi n≤p. Atunci există r, s∈ℕ a. î. 
m+r=n şi n+s=p. Deducem imediat că m+(r+s)=p, adică m≤p, deci 
relaţia ≤ este şi tranzitivă, adică ≤ este o relaţie de ordine pe ℕ.  

Pentru a proba că ordinea ≤ de pe ℕ este totală, fie m∈ℕ fixat 
iar  

Pm ={n∈ℕ: n≤m sau m≤n}⊆ℕ. 
În mod evident 0∈Pm şi fie n∈Pm. Dacă n=m, atunci cum 

n<s(n) avem m<s(n), adică s(n)∈Pm . Dacă n<m, atunci conform 
Lemei 1.17. avem s(n)≤m şi din nou s(n)∈Pm . Dacă m<n, cum n<s(n) 
avem că m<s(n) şi din nou s(n)∈Pm. Rezultă că Pm=ℕ şi cum m este 
oarecare deducem că ordinea  ≤ de pe ℕ este totală.  ∎ 

 
Observaţia 1.20.   Relaţia de ordine ≤ definită  anterior pe ℕ 

poartă numele de ordinea naturală de pe ℕ. 
 
Teorema 1.21. Dubletul (ℕ, ≤) este o mulţime bine ordonată. 
 
Demonstraţie. Trebuie să demonstrăm că orice submulţime 

nevidă A⊆ℕ are un cel mai mic element. Pentru aceasta fie:  
P={n∈ℕ: n≤x pentru orice x∈A}⊆ℕ. 

Evident 0∈P. Dacă pentru orice n∈P ar rezulta s(n)∈P, atunci am 
deduce că P=ℕ, astfel că alegând un x0∈A atunci x0∈P, deci s(x0)∈P. 
În particular ar rezulta că s(x0 )≤x0 – absurd !. 

Deducem că P≠ℕ, adică există a∈P a.î. s(a)∉P. Vom 
demonstra că a∈A şi că a este cel mai mic element al lui A. 

Dacă a∉A, atunci pentru orice x∈A avem a<x, de unde s(a)≤x 
(conform Lemei 1.17.), adică s(a)∈P – absurd !, deci a∈A şi cum a ∈P 
deducem că a ≤x pentru orice x∈A, adică a este cel mai mic element al 
lui A . ∎ 
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Corolar 1.22. Orice şir descrescător de numere naturale este 

staţionar.  
 

Demonstraţie. Fie (a n)n ∈ℕ  un şir descrescător de numere 
naturale iar A={a n : n∈ℕ}⊆ℕ. Conform Teoremei 1.21 mulţimea A are 
un cel mai mic element a k ; atunci pentru orice m≥k avem a m ≥ a k şi 
cum a k≥ am  deducem că am = a k , adică şirul (a n ) n ∈ℕ  este staţionar .  ∎ 

 

Corolar 1.23.   În ℕ nu putem găsi un şir strict descrescător 
şi infinit de numere naturale. 

Corolar 1.24.   Fie P⊆ℕ a.î. pentru orice n∈ℕ  (x<n ⇒ 
⇒x∈P) ⇒ n∈P. Atunci P=ℕ. 

 

Demonstraţie. Fie A=ℕ\P⊆ℕ şi să presupunem prin absurd că 
A≠∅. Conform Teoremei 1.21. mulţimea A va avea un cel mai mic 
element a∈A. Cum pentru x∈ℕ, x<a ⇒ x∉A ⇒ x∈P, conform 
ipotezei, adică a∈P şi astfel a∉A – absurd !. Deci A=∅, de unde P=ℕ . 
∎ 

 

Corolar 1.25. ( Teorema împărţirii cu rest în ℕ ).  Pentru 
oricare două numere naturale m, n cu n≠0, există şi sunt unice două 
numere naturale c şi r  a.î.  m=n·c+r  şi r<n .  

 

Demonstraţie. Fie A={s∈ℕ: există p∈ℕ a.î. m=np+s}⊆ℕ.  

Deoarece m=0·m+m deducem că m∈A, adică A≠∅. Conform Teoremei 
1.21. mulţimea A posedă un cel mai mic element r∈A. Atunci, există 
c∈ℕ a.î. m=c·n+r şi să demonstrăm că r<n .  

 Dacă prin absurd r≮n, atunci conform Propoziţiei 1.19., r≥n, 
adică există u∈ℕ a.î. r=n+u. Deducem că m=nc+r=nc+n+u=n(c+1)+u, 
adică u∈A, deci r≤u şi cum u≤r deducem că u=r, adică n=0 – absurd !.  
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Pentru a demonstra unicitatea lui c şi r să presupunem că 
m=cn+r=cʹn+rʹ, cu r, rʹ<n şi să arătăm că c=cʹ şi r=rʹ. 

Să presupunem de exemplu că c<cʹ, adică c+u=cʹ cu u∈ℕ*.  
Atunci, m=ncʹ+rʹ=n(c+u)+rʹ=nc+nu+rʹ, deci r=nu+rʹ >n – absurd !. 

Deci c=cʹ şi deducem imediat că şi r=rʹ.  ∎ 
 
Observaţia 1.26.   Numărul c poartă numele de câtul împărţirii 

lui m la n iar r se zice restul acestei împărţiri .  
 
Teorema 1.27.  Fie m, n, m′, n′, p∈ℕ a.î. m≤n şi m′≤n′. 

Atunci:  (i)  m+m′≤ n+n′ şi  mm′≤ nn′ 
                    (ii)  mp≤ np  şi  mp ≤ np. 

  Demonstraţie. (i). Putem scrie m+r=n şi m′+r′=n′, cu r, r′∈ℕ. 
Din (m+m′)+(r+r′)=n+n′ deducem că m+m′≤n+n′. De asemenea 
nn′=(m+r)(m′+r′)=mm′+mr′+r·m′+r·r′ şi cum m·r′+r·m′+r·r′∈ℕ 
deducem că mm′≤nn′. 
 (ii). Se deduce analog ca şi (i) ţinând cont de (i) precum şi de 
regulile de calcul din ℕ stabilite mai înainte. ∎ 
 

Să revenim acum la cazul general al semigrupurilor. 
Următorul rezultat este imediat. 

 
 Propoziţia 1.28. Dacă M este un semigrup, x∈M iar m, n∈ℕ*, 
atunci xm⋅xn=xm+n iar (xm)n=xmn. 

Dacă mai avem y∈M a.î. xy=yx, atunci (xy)n=xnyn. 
 
Definiţia 1.29. Dacă M, M′ sunt monoizi, o funcţie f:M→M′ se 

zice morfism de monoizi dacă f(1)=1 şi  f(xy)=f(x)f(y) pentru orice x, 
y∈M. 
 Vom nota prin Mon clasa monoizilor iar pentru M, M′∈Mon 
vom nota prin HomMon(M, M′) (sau mai simplu Hom(M, M′) dacă nu 
este pericol de confuzie) toate morfismele de monoizi de la M la M′, 
adică  Hom(M, M′)={f:M→M′/ f este morfism de monoizi}. 
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Propoziţia 1.30. Dacă M, M′, M′′ sunt monoizi iar f∈Hom(M, 
M′) şi g∈Hom(M′, M′′) , atunci gof∈Hom(M, M′′). 

 
Demonstraţie. Cum f(1)=g(1), (gof)(1)=g(f(1))=g(1)=1 iar 

pentru x, y∈M avem (gof)(xy)=g(f(xy))=g(f(x)f(y))=g(f(x))g(f(y))= 
=(gof)(x)(gof)(y), adică gof ∈ Hom(M, M′′).∎ 
 

Definiţia 1.31. Dacă M şi M′ sunt doi monoizi, numim 
izomorfism de monoizi un morfism  f∈Hom(M, M′) care ca funcţie este 
bijecţie; în acest caz vom spune despre monoizii M, M′ că sunt izomorfi 
şi vom scrie M≈M′. 
 Se deduce imediat că dacă f∈Hom(M, M′) este izomorfism de 
monoizi, atunci şi f -1:M′→M este morfism de monoizi. 

Definiţia 1.32. Fie (M, ⋅) un monoid. Vom spune despre un 
element x∈M că este inversabil (sau simetrizabil ) dacă  există x′∈M 
a.î. xx′=x′x=1. 

Să observăm că dacă x′ există atunci el este unic deoarece 
dacă ar mai exista x′′∈M a.î. xx′′=x′′x=1, atunci x′(xx′′)=x′1=x′ şi 
x′(xx′′)=(x′x)x′′=1x′׳=x′′, adică x′=x′′. 

Elementul x′ poartă numele de inversul (sau simetricul) lui x. 
În cazul notaţiei multiplicative vom nota x′=x-1 iar în cazul notaţiei 
aditive vom nota   x′=-x (iar –x se va numi opusul lui x). În cele ce 
urmează (până la specificări suplimentare) vom considera monoizi 
multiplicativi. 

Pentru monoidul (M, ⋅) prin U(M, ⋅) (sau mai simplu U(M) 
dacă nu se creează confuzii prin nespecificarea operaţiei algebrice 
de pe M ) vom nota mulţimea elementelor inversabile din M (adică     
U(M)={x∈M / există x′∈M a.î. xx′=x′x=1}). 

Evident, dacă x∈U(M), atunci (x-1)-1=x. 
Pentru exemplele de monoizi de până acum avem: 

U(P(T),∩)={T}, U(P(T),∪)={∅}, U(P(T),∆)=P(T), U(ℕ,+)={0}, 

U(ℕ,⋅) = {1}, iar pentru o mulţime A≠∅, U(Hom(A),o)={f:A→A / f 
este bijecţie}. Convenim să notăm ∑(A)={f∈Hom(A) / f este bijecţie} 
şi să numim un element f∈∑(A) ca fiind o permutare asupra 
elementelor lui A. 
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Propoziţia 1.33. Fie (M, ⋅) un monoid şi x, y∈U(M). Atunci 

1∈U(M),  xy∈U(M) iar (xy)-1=y-1x-1. 
 
Demonstraţie. Din 1⋅1=1⋅1=1 deducem că 1∈U(M) iar din 

(xy)(y-1x-1) = x(yy-1)x-1 = x⋅1⋅x-1 = xx-1 = 1  şi  (y-1x-1)(xy) = y-1(x-1x)y = 
=y-1⋅1⋅y=y-1y=1 deducem că xy∈U(M) iar (xy)-1=y-1x-1.∎ 
 
          Observaţia 1.34. 
          Raţionând inductiv după n deducem că dacă x1,…,xn∈U(M) 
(n≥2), atunci x1⋅x2⋅…⋅xn∈U(M) iar (x1⋅x2⋅…⋅xn)-1=xn

-1…x2
-1x1

-1. 
 
    Fie acum M1, M2, …, Mn monoizi iar  

                              M = M1×…×Mn={(x1, …, xn) / xi∈Mi , 1≤i≤n}.  
Pentru x=(x1,…,xn), y=(y1,…,yn)∈M definim xy=(x1y1,…,xnyn) iar 
pentru fiecare 1≤ i ≤n considerăm pi :M→Mi definit  prin  pi (x)=xi   

pentru orice x=(x1,…,xn)∈M  ( pi se zice a i-a proiecţie a lui M pe Mi 
sau proiecţia de indice i  ). 
 

Propoziţia 1.35. Dacă M1,…,Mn sunt monoizi, atunci (M, ⋅) este 
monoid, U(M)=U (M1)×…×U (Mn), pentru fiecare 1 ≤ i ≤ n,        pi 

∈Hom(M,Mi ) şi în plus este verificată următoarea proprietate de 
universalitate :  Pentru oricare monoid M′ şi familie de morfisme de 
monoizi (pi′)1≤ i ≤ n cu pi′∈Hom(M′, Mi ), 1 ≤ i ≤ n, există un unic 
u∈Hom(M′, M) a.î. pi ou=pi ′. 

 
Demonstraţie. Asociativitatea  operaţiei de înmulţire de pe 

M rezultă din asociativitatea fiecărei operaţii de înmulţire de pe Mi  
iar elementul neutru este 1=(1,…,1).     

Dacă x∈U(M), x=(x1,…,xn), atunci există y∈M , y=(y1,…,yn) 
a.î. xy=yx=1 ⇔ (x1y1,…,xnyn)=(y1x1,…,ynxn)=(1,…,1) ⇔ xiyi = yixi = 1 
pentru orice 1 ≤ i ≤ n ⇔ xi∈U(Mi) pentru orice 1 ≤ i ≤ n ⇔               
⇔x∈U(M1) ×…× U(Mn), de unde egalitatea (de mulţimi). 

                        U(M)= U(M1) ×…× U(Mn). 
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Dacă x=(x1,…,xn), y=(y1,…,yn)∈M şi 1 ≤ i ≤ n, atunci 
xy=(x1y1,…,xnyn), deci pi (xy) =xi yi =pi (x)pi (y), adică pi ∈Hom(M, 
Mi). 

Să verificăm  acum proprietatea de universalitate, iar 
pentru aceasta fie M′ un alt monoid şi pentru 1 ≤ i ≤ n să 
considerăm pi′∈Hom(M′, Mi). Pentru x∈M′, definim u:M′→M prin 
u(x)=(p1′(x),…,pn′(x)) şi se verifică imediat că u∈Hom(M′, M) iar 
piou=pi′ , pentru orice 1≤ i ≤n. 

Fie acum u′∈Hom(M′, M) a.î. piou′=pi′ pentru orice 1≤ i ≤n. 
Atunci  pentru  orice   x∈M′  avem   pi(u′(x)) = pi′(x),  adică 
u′(x)=(p1′(x),…,pn′(x))=u(x), de unde u=u′.∎ 
 

Definiţia 1.36. Monoidul M=M1 ×…×Mn împreună cu  
proiecţiile (pi)1≤i≤n poartă numele de produsul direct al monoizilor M1, 
M2, …, Mn (când nu este pericol de confuzie nu vom mai specifica 
proiecţiile).  

§2. Grup. Calcule într-un grup. Subgrup. Subgrup  
 generat de o mulţime. Grup ciclic. Ordinul unui 
 element  într-un grup 

 
 

Definiţia 2.1. Vom spune despre un monoid M că este grup  
dacă U(M)=M. Altfel zis, dubletul (M, ⋅) format dintr-o mulţime M şi  o 
operaţie algebrică pe M este grup dacă operaţia algebrică este 
asociativă, admite element neutru şi orice element din M este inversabil. 
 Grupul M se va zice  comutativ ( sau abelian ) dacă operaţia 
algebrică este comutativă. 
 

Exemple: 1. Dacă T este o mulţime nevidă atunci (P(T), ∆) 
este grup comutativ. 
 2. Dacă  A este  o  mulţime  nevidă,  atunci  (∑(A) , o)  este  
grup ( în general necomutativ). 
 3. Mai general, dacă (M, ⋅) este un monoid atunci (U (M), ⋅) 
este grup.      
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 În cele ce urmează prin (G, ⋅) vom desemna un grup 
multiplicativ (dacă nu este pericol de confuzie nu vom mai specifica 
operaţia algebrică). Cardinalul mulţimii G se va nota  | G | şi se va 
numi ordinul grupului G . 

În consecinţă, elementul neutru al lui G va fi notat cu 1 iar 
pentru x∈G inversul său va fi notat prin x-1 . 

Analog ca  în cazul semigrupurilor, dacă  pentru  x∈G 
definim x0 = 1, atunci (x-1)-1= x iar dacă m, n∈ℕ, atunci xm xn  = xm+n  

şi  (xm)n  = =xmn. De asemenea, dacă  x, y ∈G şi  xy=yx, atunci pentru 
orice n∈ℕ  (xy)n= xn y n. 
  

Definiţia 2.2. O submulţime nevidă S a lui G se zice subgrup al 
lui G dacă S împreună cu restricţia operaţiei algebrice de pe G la S 
formează grup. 

 
Vom nota prin L(G) mulţimea subgrupurilor lui G; pentru a 

exprima că  H∈L(G) vom indica lucrul acesta scriind că H≤G. 
Propoziţia 2.3. Pentru o mulţime nevidă S a lui G următoarele 

afirmaţii sunt echivalente: 
(i) S∈L(G) 

(ii) 1∈S şi pentru orice x, y∈S, xy∈S şi x-1∈S 
(iii) pentru orice x, y∈S , x-1y∈S. 
 

Demonstraţie.  Implicaţiile (i)⇒(ii) şi (ii)⇒(iii)  sunt 
imediate. 
(iii)⇒(i). Cum S ≠ Ø există x0∈S şi atunci 1=x0

-1x0∈S. Alegând un 
element oarecare x∈S, cum 1∈S avem că şi x-1=x-11∈S adică (S, •) 
este grup.∎ 

 
În mod evident, {1}∈L(G) şi G∈L(G). Oricare alt subgrup S 

al lui G diferit de {1} şi G se zice propriu. Subgrupul  {1} se zice 
subgrup nul şi se notează de obicei prin 0. 
  

Propoziţia 2.4.  Fie (Si)i∈I o familie nevidă de subgrupuri ale lui 
G . Atunci,   I

Ii
iS

∈
∈ L(G). 
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Demonstraţie. Fie S=I
Ii

iS
∈

 şi x, y ∈S . Atunci pentru orice 

i∈I, x, y∈Si  şi cum Si≤G avem că x-1y∈Si , adică x-1y∈S, deci S≤G.∎ 
 
Observaţia 2.5. În ceea ce priveşte reuniunea a două 

subgrupuri ale lui G să demonstrăm că dacă H, K∈L(G), atunci 
H∪K∈L(G) ⇔ ⇔H⊆K sau K⊆H. Implicaţia de la dreapta la 
stânga fiind evidentă să presupunem că H∪K∈L(G) şi totuşi  H⊄K 
şi K⊄H , adică există x∈H astfel încât  x∉K şi y∈K astfel încât y∉H. 
Considerând elementul z=xy  atunci cum am presupus că 
H∪K∈L(G) ar trebui ca z∈H∪K. Dacă z∈H, atunci cum y=x-1z am 
deduce că y∈H – absurd.  Dacă z∈K atunci ar rezulta că x=zy-1∈K 
– absurd !. 
 Din cele expuse mai înainte deducem că în general, dacă H, 
K∈L(G) nu rezultă cu necesitate că şi  H∪K∈L(G). Este una din 
raţiunile pentru care vom introduce noţiunea ce urmează. 
 

Definiţia 2.6. Dacă M este o submulţime nevidă a lui G, prin 
subgrupul lui G generat de M   înţelegem cel mai mic subgrup al lui G 
( faţă de relaţia de incluziune ) ce conţine pe M şi pe care îl vom nota 
prin <M>. Altfel zis  

<M>= I
SM ⊆

∈L(G)S
s . 

 Dacă M∈L(G), în mod evident <M>=M. 
 

Propoziţia 2.7. Dacă M⊆G este o submulţime nevidă, atunci            
<M> = {x1 …xn | n∈ℕ iar xi ∈M sau xi

-1 ∈M pentru orice 1≤i≤n }. 
 

Demonstraţie. Fie H={x1 …xn | n∈ℕ iar xi ∈M sau xi
-1 ∈M 

pentru orice 1≤i≤n }  şi  x, y∈H, adică x=x1 … xn ,  y=y1 …ym  cu xi   
sau xi

-1 în M şi yj   sau    yj
-1  în M pentru 1≤i≤n şi 1≤j≤m.  

 Cum x-1y = xn
-1 … x1

-1  y1 … ym deducem că x-1y∈H, adică 
H≤G. Deoarece M⊆H iar <M> este cel mai mic subgrup al lui G ce 
conţine pe M deducem că <M>⊆H .  
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Fie acum S≤G astfel încât M⊆S. Atunci H⊆S, deci 
H⊆ I

SM ⊆
≤GS

s =<M>, de unde egalitatea <M>=H.∎   

                

Corolar 2.8. <x>={xn | n∈ℕ}∪{(x-1)n | n∈ℕ}. 
 

Definiţia 2.9.  <x>  poartă numele de grupul ciclic  generat de 
x. Ordinul  unui element x∈G notat o(x) se defineşte ca fiind 
o(x)=|<x>|. Evident, o(1)=1 iar dacă x≠1 şi o(x)=n, atunci n este cel mai 
mic număr natural pentru care xn=1. Dacă o(x)=∞, atunci xn≠1, pentru 
orice  n≥1. 

 
Observaţia 2.10. 1. Dacă Gx ∈  este de ordin finit şi există 

∈n ℕ * a.î. 1=nx , atunci o(x) n . 

Într-adevăr, împărţind pe n la o(x) găsim c, r ∈ℕ a.î 
rxocn +⋅= )(  şi ).(xor <  

Din 1)( == nxo xx  deducem imediat că şi 1=rx , adică r = 0 
(ţinând cont de minimalitatea lui o(x)), deci o(x) n . 

2. Dacă Gyx ∈, , a.î. o(x) şi o(y) sunt finite, xy = yx şi         
(o(x), o(y)) = 1, atunci o(xy) = o(x)o(y). 
           Într-adevăr, dacă notăm m = o(x), n = o(y) şi p = o(xy), din 

1== nm yx  deducem că 1)( =⋅= mnmnmn yxxy , adică p mn . Din       
o(xy) = p deducem că 1)( =pxy , deci pp yx −=  iar de aici 

1)( == − pnnp yx , adică npm  şi cum (m,n) = 1 deducem că pm . 
Analog pn şi cum (m,n) = 1 deducem că pmn , adică p = mn. 

3. Din cele de mai înainte deducem recursiv că dacă 
Gxxx n ∈,...,, 21  ( 2≥n ) şi cele n elemente comută între ele iar 

ordinele a oricare două (diferite) sunt prime între ele, atunci 
).()...()...( 11 nn xoxoxxo =   

 
Propoziţia 2.11. (L(G), ⊆) este latice completă. 
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Demonstraţie.  În mod evident 0={1}, 1=G iar pentru H, 
K∈L(G), H∧K=H∩K iar H∨K=<H∪K>. Dacă (Si)iєI este o familie 
oarecare de subgrupuri ale lui G, atunci ∧

∈Ii
Si = I

Ii∈
Si ∈ L(G) iar   

∨
∈Ii

Si = < U
Ii∈

Si > ∈L(G).∎ 

 
 
        §3. Centralizatorul unui element într-un grup. Centrul 
        unui grup. Teorema lui Lagrange.  Indicele unui subgrup 
        într-un grup. Ecuaţia claselor 

 
 

Definiţia 3.1. Pentru x∈G vom nota CG(x) = { y∈G : xy=yx } şi   
Z(G)= I

Gx∈

CG(x). CG(x) se numeşte centralizatorul lui  x în G iar Z(G)  

centrul  lui G; în mod evident Z(G)= { x∈G ; xy = yx, pentru orice  
y∈G }. 

 
Propoziţia 3.2.  Pentru orice x∈G, CG(x)≤G.  
 
Demonstraţie.  Dacă y, z ∈CG(x), atunci  yx = xy şi zx =xz . 

Deducem imediat că y-1x = xy-1 iar (y-1z)x = y-1 (zx) = y-1(xz) = (y-1x)z 
= =(xy-1)z = x(y-1z), adică y-1z ∈ CG(x), deci CG(x) ≤G.∎ 
 

Corolar 3.3. Z(G)≤G. 
 
Demonstraţie.  Avem Z(G)= I

Gx∈
CG(x)  şi conform 

Propoziţiei 2.4., Z(G)≤G.∎ 
 
Fie acum  H≤G şi x∈G. 
Definim  xH = { xh : h∈H } şi  Hx = {hx : h∈H }. Mulţimea 

xH (Hx) poartă numele de  clasa la stânga (dreapta)  a lui x în raport 
cu H. 

 
Propoziţia 3.4. Dacă x, y∈G şi H≤G atunci  
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(i) xH = yH ⇔ x-1y∈H 
(ii) Hx = Hy ⇔ xy-1∈H. 

 
Demonstraţie. (i).  Să presupunem că xH = yH. Cum 1∈H ,     

x=x ⋅1 ∈ xH = yH, adică x = yh cu h ∈ H.  Deducem  că y-1x=h ∈H şi  
cum h-1 ∈H  avem  că  h-1 = x-1y ∈ H. Reciproc, fie x-1y=h∈H şi  
z∈xH, adică z=xk cu k∈H. Cum x=yh-1 avem z=(yh-1)k = y(h-1k) , 
adică z∈yH (căci h-1k∈H ), deci xH⊆yH . Analog deducem că şi 
yH⊆ xH, de unde xH=yH. 
           (ii). Ca şi  în cazul (i).∎ 

 
Corolar 3.5.  Dacă H≤G, atunci pentru x∈G, xH = H (sau Hx = 

H) ⇔ x∈H. În particular, 1⋅H = H. 
Vom nota (G/H)s = {xH : x∈G}  şi (G/H)d = {Hx : x∈G}    

 
Propoziţia 3.6. (G/H)s  şi (G/H)d sunt partiţii ale lui G. 
 
Demonstraţie.   Este suficient să probăm pentru (G/H)s. 

Deoarece pentru orice x∈G avem x=x⋅1 ∈ xH deducem că U
Gx∈

xH = 

G. 
Fie acum x, y∈G şi să demonstrăm că xH=yH sau 

xH∩yH=Ø . Avem că x-1y∈H sau x-1y∉H. Dacă  x-1y ∈H, conform 
Propoziţiei 3.4, xH=yH.  

Să presupunem acum că x-1y∉H. Dacă ar exista z∈xH∩yH, 
atunci z=xh=yk cu h, k ∈H şi am deduce imediat că x-1y= hk-1∈H          
-absurd. Deci în cazul x-1y∉H  avem  xH∩yH=Ø.∎  
 

Propoziţia 3.7.  Funcţia f : (G/H)s → (G/H)d , f(xH)=Hx-1 pentru 
orice x∈G este o bijecţie . 
 
          Demonstraţie.  Pentru x, y∈G echivalenţele  xH=yH ⇔ x-

1y∈H ⇔ x-1(y-1)-1 ∈H ⇔ Hx-1= Hy-1 (conform Propoziţiei 3.4) ne  
arată că f este corect definită şi  că este injectivă.  Cum 
surjectivitatea lui f este imediată, deducem că f este bijecţie.∎ 
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Din  propoziţia precedentă deducem că |(G/H)s|= 
|(G/H)d|; acest număr cardinal se notează |G:H| şi  poartă 
numele de  indicele  lui H în G. 
 

Lema 3.8.  Dacă H≤G şi x∈G, atunci |xH|=|Hx|=|H| . 
 
Demonstraţie.  Este suficient să arătăm că mulţimile xH şi H 

sunt echipotente iar în acest sens definim fx : H →xH, fx(h) = xh 
pentru orice h∈H. 
 Dacă h, k∈H şi fx(h) = fx(k) atunci xh=xk deci h=k adică f 
este injectivă. Cum fx este în mod evident şi surjectivă, deducem că 
fx este o bijecţie şi astfel |xH|=|H|.∎ 
 

Teorema 3.9.  Dacă H≤G, atunci  
                          |G|= |H|⋅|G:H|. 
 
Demonstraţie. Cum (G/H)s este o partiţie a lui G avem             

|G| = ∑
∈Gx

 |xH|(sumarea făcându-se după clase distincte).  

Ţinând cont de Lema 3.8. deducem că |G|=|H|⋅|G:H|. 
 

În cazul în care G este un grup finit, atunci |G|, |H| şi         
|G : H| sunt numere naturale iar relaţia |G|=|H|⋅|G:H|arată 
că |H| este un divizor al lui |G|. 

 
Obţinem astfel: 
Corolar 3.10. (Lagrange) Ordinul oricărui subgrup al unui grup 

finit divide ordinul grupului. 
 

Corolar 3.11.   Dacă G este un grup finit de ordin n, atunci xn =1 
pentru orice x ∈G. 

 
Demonstraţie. Dacă k=o(x), atunci xk =1 şi k|n (conform 

teoremei lui Lagrange), adică n=kt cu t∈ℕ. Atunci 
xn=xkt=(xk)t=1t=1.∎ 
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Definiţia 3.12. Vom spune despre elementele x, y∈G că sunt 
conjugate în G şi vom scrie x ~ y dacă există a∈G a. î.  x=a-1ya. 
 

Propoziţia 3.13. Relaţia de conjugare  ~  este o echivalenţă pe 
G. 

 
Demonstraţie. Deoarece pentru orice x∈G, x=1-1x1 deducem 

că x~x, adică relaţia ~ este reflexivă. Dacă x, y∈G şi x ~ y , atunci  
există a∈G  astfel încât x=a-1ya . Cum y=axa-1=(a-1)-1 xa-1  deducem 
că şi  y~x , adică relaţia ~ este şi  simetrică. 

Fie acum x, y, z astfel încât x~y şi y~z. Atunci  există a, b∈G 
astfel  încât  x=a-1ya şi  y=b-1zb . Deducem că  x=a-1(b-1zb)a =                 
= (a-1b-1) z (ba) = (ba)-1 z (ba), adică x∼z şi  astfel ∼ este şi  tranzitivă, 
deci o relaţie de echivalenţă pe G.∎ 
 

În conformitate cu notaţiile de la Capitolul 1, pentru x∈G 
prin [x]∼ vom desemna clasa de echivalenţă  a lui x în raport cu 
relaţia ∼ care se mai zice şi  clasa de conjugare a lui x (altfel zis [x]∼ 
este mulţimea conjugaţilor lui x în G, adică [x]~ ={axa-1 : a ∈G}). 

Propoziţia 3.14. Pentru orice x ∈G, |[x]~|=|G : CG(x)| . 
Demonstraţie. Fie H=CG(x). Dacă a, b∈G atunci din 

echivalenţele axa-1=bxb-1 ⇔ xa-1b=a-1bx ⇔ a-1b ∈H ⇔ aH=bH 
deducem că funcţia f:[x]~→(G/H)s , f(axa-1) = aH  pentru orice a∈G 
este corect definită şi  injectivă. Cum în mod evident f este şi 
surjecţie deducem că f este bijecţie, adică |[x~]|=|(G/H)s|=|G : 
H|=           =|G : CG(x)|.∎ 

Deoarece {[x]~}x∈G formează o partiţie a lui G deducem că       
G = U

Gx∈
[x]~ (vom lua reuniunea după elementele x∈G  ce nu sunt 

conjugate între ele ). Să remarcăm şi  faptul că dacă x∈Z(G), atunci 

[x]~={x}. Astfel, |G|=
Gx∈

∑ |[x]~|(sumarea făcându-se după 

elementele neconjugate). Scriind  
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            |G|=
)(GZx∈

∑ |[x]~|+
)(GZx∉

∑ |[x]~|= 
)(GZx∈

∑ |{x}|+
)(GZx∉

∑ |[x]~| 

şi  ţinând cont de Propoziţia 3.13 obţinem relaţia  

|G|=|Z(G)|+
)(GZx∉

∑ |G:CG(x)|, cunoscută sub numele de ecuaţia 

claselor. 
În continuare vom aplica ecuaţia claselor în special în cazul 

în care grupul G este finit. 
 

 
§4. Subgrupuri normale. Factorizarea unui grup 
 printr-un subgrup normal  

 

Definiţia 4.1. Vom spune despre un subgrup H al lui G că este 
normal  în G  dacă xH = Hx pentru orice x∈G şi vom scrie H⊴G pentru 
a desemna faptul acesta. 

Vom nota prin L0(G) mulţimea subgrupurilor normale ale 
lui G. Evident, L0(G) ⊆ L(G), {1}, G∈ L0(G) iar dacă G este 
comutativ, atunci L0(G)= L(G). 
 

Propoziţia 4.2. Pentru H∈L(G) următoarele afirmaţii sunt 
echivalente 
          (i) H∈ L0(G) 
          (ii) Pentru orice x∈G, xHx-1⊆H (unde xHx-1={xhx-1 : h∈H}). 

Demonstraţie. (i) ⇒ (ii). Dacă H⊴G şi  x∈G, atunci xH=Hx, 
deci pentru h∈H, xh=kx cu k∈H astfel că xhx-1 = k∈H. 

(ii)⇒(i). Fie x∈G. Din xHx-1⊆H deducem imediat că 
xH⊆Hx. Înlocuind  pe x cu x-1 deducem  că  x-1H ⊆ Hx-1, de unde 
Hx⊆xH, adică xH=Hx, deci  H∈ L0(G).∎ 
 

Propoziţia 4.3.  L0(G) este sublatice modulară marginită a lui 
L(G). 

 
Demonstraţie.  Am văzut că {1} şi  G fac parte din L0(G). Fie 

acum H, K∈ L0(G), x∈G şi  h∈H∩K. Atunci xhx-1∈H, K deci               
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xhx-1∈H∩K, adică  H∩K ∈ L0(G). Să arătăm acum că H∨K 
=HK=KH (unde HK= {hk|h∈H, k∈K}). Avem 
HK= U U

Hx Hx
KHKxxK

∈ ∈
== . 

În mod evident H, K⊆HK iar dacă alegem S≤G astfel încât 
H, K⊆S atunci HK⊆S, adică HK=KH=H∨K.  Pentru a arăta că 
HK⊴G, fie x∈G, h∈H şi  k∈K. 

Scriind x(hk)x-1=(xhx-1)(xkx-1), cum xhx-1∈H şi  xkx-1∈K, 
deducem că x(hk)x-1 ∈HK, adică HK⊴G, deci şi  H∨K∈L0(G). Am 
demonstrat deci că L0(G) este sublatice (mărginită) a lui L(G). 
Pentru a proba că L0(G) este modulară fie H, K, L∈L0(G) astfel 
încât H⊆K şi  să arătăm că K∧(H∨L)=H∨(K∧L). Ţinînd cont de cele 
stabilite anterior este suficient să probăm incluziunea 
K∩(HL)⊆H(K∩L) (cealaltă fiind evidentă) iar pentru aceasta fie 
x∈K∩(HL). Atunci x∈K şi  x∈HL ceea ce implică x=yz cu y∈H şi  
z∈L. Avem z=y-1x∈K şi  cum z∈L deducem că z∈K∩L.  

Cum y∈H rezultă x=yz∈H(K∩L), adică avem 
K∩(LH)⊆H(K∩L).∎ 

 Am văzut că o intersecţie finită de subgrupuri normale ale 
lui G este de asemenea un subgrup normal al lui G. Analog se 
probează faptul că dacă (Hi)iєI este o familie oarecare de subgrupuri 
normale ale lui G, atunci ∩

∈Ii
Hi este de asemenea subgrup normal 

al lui G, astfel că, fiind dată o mulţime nevidă M⊆G putem vorbi de 
subgrupul normal al lui G generat de M ca fiind intersecţia tuturor 
subgrupurilor normale ale lui G ce conţin pe M. Convenim să 
notăm acest subgrup normal prin [M], adică [M]= I

HM
GLH

⊆
∈ )(0

H. 

 
Propoziţia 4.4.  Dacă M⊆G este o mulţime nevidă, atunci 

                                   [M] = <{a-1xa|a∈G şi   x∈M}>. 
 
Demonstraţie. Fie K = <{a-1xa|a∈G şi  x∈M}>. În mod 

evident M⊆K. Tinând cont de Propoziţia 2.7, un element din K este 
de forma x1…xn cu xi∈M′ sau xI

-1 ∈M′ unde M′= {a-1xa|a∈G şi  
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x∈M}. Pentru a proba apartenenţa K∈L0(G), fie a∈G şi y∈K. 
Atunci y=y1…yn cu yi∈M′ sau yi

-1∈M′ astfel că scriind a-1ya = a-

1y1…yna =(a-1y1a) (a-1y2a)…         (a-1yna) deducem că  a-1ya∈K, deci 
K⊴G. Cum [M] este cel mai mic subgrup normal al lui G ce conţine 
pe M deducem că [M]⊆K.  

Fie acum H∈L0(G) astfel încât M⊆H. Dacă alegem a∈G şi 
x∈M, atunci x∈H şi cum H⊴G deducem că a-1xa∈H, adică K⊆H. 
Atunci K⊆ I

HM
GLH

⊆
∈ )(0

H=[M], de unde egalitatea [M]=K.∎ 

 
Dacă H⊴G, atunci (G/H)s=(G/H)d=G/H.  
Pentru xH, yH∈G/H (cu x,y∈G) definim (xH)(yH)=(xy)H şi 

să arătăm că faţă de această operaţie algebrică G/H devine grup. 
Dacă mai avem x′, y′∈G astfel încât xH=x′H şi yH=y′H 

atunci  x-1x′, y-1y′∈H. Pentru a proba că (xy)H=(x′y′)H scriem  
(xy)-1(x′y′)=y-1x-1x′y′=[y-1(x-1 x′)y](y-1y′), de unde deducem că 

(xy)-1(x′y′)∈H, adică (xy)H=(x′y′)H şi astfel înmulţirea pe G/H este 
corect definită. Ea este şi  asociativă deoarece pentru xH, yH, 
zH∈G/H cu x, y, z∈G avem 
(xH)[(yH)(zH)]=(xH)[(yz)H]=[x(yz)]H=[(xy)z]H=[(xy)H](zH)= 

=[(xH)(yH)](zH) Elementul neutru va fi 1H=H iar pentru xH∈G/H 
avem (x-1H)(xH)=(x-1xH)=H şi (xH)(x-1H)=(xx-1)H=H, de unde 
deducem că  (xH)-1=x-1H. 

Definiţia 4.5. Grupul (G/H, ⋅) poartă numele de grupul factor  
al lui G prin subgrupul normal H. Aplicaţia pH:G→G/H, pH(x)=xH 
pentru orice x∈G poartă numele de surjecţia canonică. 
 

Observaţia 4.6.  1. În mod evident |G/H|=|G:H|, astfel că 
dacă G este finit, |G/H|=|G|:|H|. 

2. Dacă H≤G şi |G:H|=2, atunci H⊴G, (deoarece alegând 
x∈G\H, din H∩xH = H∩Hx=∅ şi H∪xH=H∪Hx=G deducem că 
xH=Hx). 
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În continuare vom prezenta un alt mod de a introduce 
grupul factor  G / H când H⊴G. 

Să presupunem la început că H este doar subgrup al lui G 
(fără a fi normal). 

 Pe G definim două relaţii s
Hρ   şi d

Hρ    astfel: 
              (x, y)∈ s

Hρ   ⇔ x-1y∈H şi (x, y)∈ d
Hρ   ⇔ xy-1∈H. 

Se verifică imediat că  s
Hρ   şi d

Hρ    sunt relaţii de 
echivalenţă pe G iar pentru x∈G, [ ] xHx s

H
=ρ  şi [ ] Hxx d

H
=ρ . 

În cazul în care H⊴G , atunci s
Hρ   = d

Hρ   ≝ Hρ  şi să 
arătăm că Hρ  este o congruenţă pe G (adică compatibilă cu 

structura de grup a lui G). Pentru aceasta fie x, x׳, y, y׳∈G a.î. (x, 
x׳), (y, y׳)∈ Hρ  şi să arătăm că şi (xy, x׳y׳)∈ Hρ . Avem (xy)-

1(x׳y׳)=y-1x-1x׳y׳=              =[y-1(x-1x׳)y](y-1y׳)  şi cum x-1x׳, y-1y׳∈H 
iar  H⊴G  (adică   y-1(x-1x׳)y∈H) deducem imediat că (xy)-1(x׳y׳)∈H 
adică,   (xy, x׳y׳)∈ Hρ . Astfel G / Hρ = HGxHx GxGxH

/}{}]{[ == ∈∈ρ  
şi de aici construcţia grupului factor G / H  continuă ca mai înainte. 

 
Observaţia 4.7. Am văzut că dacă H⊴G, atunci Hρ  este o 

congruenţă pe G (adică o relaţie de echivalenţă pe G compatibilă cu 
structura de grup a lui G).  

Se poate arăta imediat că asocierea H ↝ Hρ  stabileşte o 
bijecţie între L0(G) şi congruenţele de pe G. Într-adevăr, dacă ρ  
este o congruenţă pe G, atunci se arată uşor că 
[ ] ( ){ }ρρ ∈∈= 1,1 xGx ∈L0(G) şi astfel, asocierea ρ ↝ [1]ρ este inversa 

funcţiei H ↝ Hρ  (de mai înainte).   
 
 
 

§5 Morfisme de grupuri. Compunerea morfismelor de 
grupuri.  Monomorfisme, epimorfisme, izomorfisme de 
grupuri. Nucleul şi   conucleul unui morfism de 
grupuri. Nucleul şi conucleul unei perechi de morfisme 
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de grupuri 
 
 

Definiţia 5.1.   Dacă G şi  G′ sunt două grupuri, vom spune că o 
funcţie f:G→G′ este morfism de grupuri dacă pentru orice x, y∈G, 
f(xy)=f(x)f(y). 

Vom nota HomGr(G, G′)={f:G→G′|f este morfism de 
grupuri}. Dacă nu este pericol de confuzie în loc de HomGr(G, G′) 
vom scrie Hom(G, G′). 
 

Exemple.    1. Funcţia 1G:G→G este morfism de grupuri.   
        2. f : G→G′, f(x)=1 pentru orice x∈G este de asemenea 

morfism de grupuri (numit morfismul nul). 
        3. Dacă H⊴G atunci pH :G→G/H, pH(x)=xH pentru 

orice x∈G este morfism surjectiv de grupuri (numit morfismul 
surjectiv canonic). 
 

Pe parcursul acestei lucrări vom prezenta mai multe 
exemple de morfisme de grupuri. 
 

Observaţia 5.2. Ca şi în cazul monoizilor se demonstrează 
imediat că dacă G, G′, G′′ sunt grupuri şi f∈Hom(G,G′), 
g∈Hom(G′,G′′), atunci gof∈Hom(G,G′′). 
 

Propoziţia 5.3. Dacă G, G′ sunt grupuri şi f∈Hom(G, G′), 
atunci f(1)=1 şi f(x-1) = (f(x))-1 pentru orice x∈G. 

Demonstraţie.  Din 1=1⋅1 deducem că f(1)=f(1⋅1)=f(1)⋅f(1) iar 
de aici că f(1) =1. Dacă x∈G, cum xx-1 = 1 deducem 1 = f(1) = f(xx-1) 
= =f(x) f(x-1), de unde f(x-1)=f(x)-1.∎ 

 
Propoziţia 5.4.  Fie G, G′ grupuri iar f∈Hom(G, G′). 

(i) Dacă H≤G atunci f(H)≤G′ 
(ii) Dacă H⊴G şi   f este funcţie surjectivă, 

atunci           f(H)⊴G′ 
(iii) Dacă H′≤G′, atunci f-1(H′)≤G 
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(iv) Dacă H′⊴G′, atunci f-1(H′)⊴G. 
 
Demonstraţie. (i). Dacă  x′, y′∈f(H), atunci x′=f(x), y′=f(y) cu 

x, y∈H şi cum x′-1y′ =(f(x))-1 f(y)=f(x-1y) iar  x-1y∈H deducem că            
x′-1y′∈f(H), adică f(H)≤G′.  
(ii). Dacă x′∈G′ şi h′∈f(H) atunci cum f este surjecţie x′=f(x) cu x∈G 
şi   h′=f(h) cu h∈H. Deoarece x′h′x′-1=f(xhx-1) iar xhx-1∈H (căci 
H⊴G) deducem că    x′h′x′-1 ∈f(H), adică f(H)⊴G. 
(iii). Dacă x, y∈f-1(H′), atunci f(x), f(y)∈H′ şi cum H′≤G′ deducem că             
f(x)-1 f(y)=f(x-1y)∈H′, adică x-1y∈ f-1(H′), deci f-1(H′)≤G. 

(iv). Fie x∈G şi   y∈f-1(H′) (adică f(y)∈H′). Cum H′⊴G′ avem 
f(x)f(y)f(x)-1∈H′ sau f(xyx-1)∈H′, deci xyx-1∈f-1(H′), adică f-

1(H′)⊴G.∎ 
 

Observaţia 5.5.  Dacă  f∈Hom(G, G′), conform propoziţiei 
precedente deducem că  f-1({1})⊴G iar f(G)≤G′. Convenim să notăm f-

1({1})=Ker(f) şi să-l numim nucleul lui f  iar f(G)=Im(f) şi să-l numim 
imaginea lui f. 

Astfel, pentru orice f∈Hom(G, G′), Ker(f)⊴G  iar Im(f)≤G′. 
  

Propoziţia 5.6.  Dacă G, G′ sunt grupuri iar f∈Hom(G, G′), 
următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) f este funcţie injectivă 
(ii) Ker(f)={1} 

(iii) Pentru orice grup G′′ şi α, β∈Hom(G′′, G), dacă foα=foβ, 
atunci α=β. 

 
Demonstraţie. (i) ⇒ (ii). Evident {1}⊆Ker(f). Dacă x∈Ker(f) 

atunci f(x)=1=f(1) şi   cum f este injecţie deducem că x=1, adică 
Ker(f)={1}. 

(ii)⇒(i). Dacă x, y∈G astfel încât f(x)=f(y), cum f(x-1y)=    
=(f(x))-1f(y)=1 deducem că x-1y∈Ker(f)={1}, adică x-1y=1 deci x=y, 
rezultând astfel că f este injecţie.   

(i)⇒(iii). Evidentă 
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(iii)⇒(i).  Să presupunem prin absurd că f nu este injectivă 
(deşi   verifică (iii)). Cum (i) ⇔ (ii), deducem că Ker(f)≠{1}. Dacă 
notăm G′′=Ker(f) şi   considerăm α, β:G′′→ G, α=incluziunea iar β= 
morfismul nul (adică β(x)=1 pentru orice x∈G′′), atunci α≠β şi   
foα=foβ (căci ambele dau morfismul nul) – absurd !.∎ 
 

Observaţia 5.7.  Datorită propoziţiei precedente (şi ţinând cont 
de felul în care se vor defini în Capitolul 5 monomorfismele într-o 
categorie oarecare) vom numi morfismele injective de grupuri  
monomorfisme. Monomorfismele se mai zic şi scufundări. 
 

Propoziţia 5.8.  Dacă G, G′ sunt grupuri iar f∈Hom(G, G′), 
atunci în ipoteza că G′ este comutativ, următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 

(i)  f este surjecţie 
             (ii)  Im(f)=G′ 
             (iii) Pentru orice grup G′′ şi orice morfisme α, β∈Hom(G′,G′′), 
dacă αof=βof, atunci α=β. 

 
Demonstraţie. Echivalenţa (i) ⇔ (ii) este imediată.  

(i)⇒(iii). Dacă y∈G′ cum f este surjecţie există x∈G astfel încât 
f(x)=y. Atunci (αof)(x)=( βof)(x) ⇔ α(f(x))= β(f(x)) ⇔ α(y)=β(y), 
adică α=β. 
(iii)⇐(i).  Să presupunem că f verifică (iii) şi   totuşi   nu este 
surjectivă, adică Im(f)≠G′. Alegând G′′=G′/Im(f) (lucru posibil 
deoarece prin ipoteză G′ este comutativ şi deci Im(f)⊴G′) avem că 
G′′≠{1} şi  astfel alegând α=pIm(f):G′→G′′ şi   β= morfismul nul de la 
G′ la G′′ avem că α≠β deşi αof=βof (căci ambele compuneri dau 
morfismul nul) – absurd.∎ 
 

Observaţia 5.9.  Datorită propoziţiei precedente (şi din aceleaşi   
raţiuni ca în cazul Observaţiei 5.7) morfismele surjective f∈Hom(G, G′) 
cu G′ comutativ se mai zic şi  epimorfisme (cu atât mai mult cu cât vom 
arăta mai târziu că putem renunţa la restricţia ca G′ să fie comutativ). 
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Definiţia 5.10.  Dacă G, G′ sunt grupuri, vom spune că 
f∈Hom(G, G′) este izomorfism de grupuri dacă există g∈Hom(G′, G) 
astfel încât gof=1G  şi   fog=1G′. În acest caz vom spune despre grupurile 
G şi G′ că sunt  izomorfe şi   vom scrie G ≈ G′. 

 
Se verifică imediat că morfismul f este izomorfism de 

grupuri dacă şi   numai dacă f este bijecţie. 
 Vom privi noţiunile de nucleu şi  conucleu ale unui morfism 
de grupuri într-un context mai general. În acest sens vom introduce 
noţiunea de nucleu  şi  conucleu  a unei perechi de morfisme de 
grupuri şi  vom proba existenţa lor (analog ca în cadrul §4 de la 
Capitolul1). 
 

Definiţia 5.11. Fie f, g:G1→G2 o pereche de morfisme de 
grupuri . Un dublet notat prin Ker(f, g)=(G, i) şi  format dintr-un grup G 
şi  un morfism de grupuri i:G→G1 se zice nucleul perechii    (f, g) dacă 
îndeplineşte următoarele condiţii: 
         (i)  foi=goi 
         (ii)  Dacă (G′, i′) este un alt dublet format dintr-un grup G′ şi un 
morfism de grupuri i′:G′→G1 a.î. foi′=goi′, atunci există un unic 
morfism de grupuri u:G′→G astfel încât  iou=i′. 
 

Teorema 5.12.  Pentru orice pereche de morfisme de grupuri f, 
g:G1→G2 există Ker(f, g) care este unic până la un izomorfism de 
grupuri. 

 
Demonstraţie. Demonstraţia unicităţii fiind asemănătoare cu 

cea de la nucleul unei perechi de funcţii (§4, Capitolul 1) vom proba 
doar existenţa nucleului.  

În acest sens vom considera  K = {x∈G1| f(x) = g(x) } şi  să 
arătăm că K≤G1. Dacă x, y∈K, atunci f(x)=g(x), f(y)=g(y) şi  cum    
f(xy-1)=f(x)f(y)-1= g(x)g(y)-1= g(xy-1) deducem că xy-1∈K, adică K≤G1 
. Morfismul i:K→G1 va fi incluziunea şi  în mod evident foi=goi.  

Dacă mai avem un alt dublet (K′, i′) cu K′ grup şi  i′:K′→G1 
morfism de grupuri astfel încât  foi′=goi′, atunci pentru orice x∈K′, 
f(i′(x))∈K astfel că u:K′→K, u(x)=i′(x) pentru orice x∈K′ va fi 
unicul morfism de grupuri pentru care iou=i′.∎ 
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Definiţia 5.13  Fie f, g:G1→G2  o pereche de morfisme de 
grupuri. Un dublet notat prin Coker(f, g)=(G, p) format dintr-un grup G 
şi  un morfism de grupuri p:G2→G se zice  conucleu al perechi (f,g) 
dacă îndeplineşte  următoarele condiţii: 

(i)  pof=pog 
(ii)  Dacă(G′, p′) este un alt dublet format dintr-un grup G′  şi  

un morfism de grupuri p′:G2→G′ astfel încât p′of=p′og, atunci există un 
unic morfism de grupuri u:G→G′ astfel încât uop=p′. 
 

Teorema 5.14. Pentru orice pereche de morfisme de grupuri f, 
g:G1→G2 există Coker(f, g) care este unic până la un izomrfism de 
grupuri. 

 
Demonstraţie. Cum probarea unicităţii conucleului se face ca 

pentru funcţii (§4, Capitolul 1), să probăm doar existenţa 
conucleului. În acest sens vom considera M={f(x)g(x)-1 |x∈G1 }, 
H=[M]= subgrupul normal al lui G2 generat de M (vezi Propoziţia 
4.4) iar  pH : G2→G2/H morfismul surjectiv canonic şi  să probăm că 
(G=G2/H, pH)=Coker(f, g). Conform Propoziţiei 4.4, H=[M]= <{a-1 
f(x)g(x)-1a |a∈G2 , x∈G1}>. 

Deoarece pentru orice x∈G1, f(x)g(x)-1∈M⊆H, deducem că 
H(f(x))=H(g(x)), adică pH(f(x))=pH(g(x)), deci pHof=pHog.  

Fie acum (G′, p′) un alt dublet format dintr-un grup G′ şi  
un morfism p′:G2→G′ astfel încât p′of=p′og. Atunci pentru orice 
x∈G1 p′(f(x))=p′(g(x)) ⇔ f(x)g(x)-1∈Ker p′ de unde deducem că 
M⊆Ker(p′) şi  deci şi  H=[M]⊆Ker(p′) (căci Ker(p′)⊴G2 iar H este 
cel mai mic subgrup normal al lui G2 ce conţine pe M). 

Avem deci diagrama  
    
             f              pH 

   G1      G2                 G2/H 
         g   p′   u 
 

                     
                         G′ 

cu H⊆Ker(p′). Definim u:G2/H→ G′ prin u(xH)=p′(x) pentru orice 
x∈G2. 
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Dacă mai avem y∈G2 astfel încât xH=yH atunci                        
x-1y∈H⊆Ker(p′), adică x-1 y∈Ker(p) deci p′(x)=p′(y) şi  astfel u este 
corect definită. În mod evident u este morfism de grupuri şi 
uopH=p′.  

Dacă mai avem u′:G2 / H→G′ astfel încât u′opH=p′, atunci 
pentru orice  x ∈G2  avem u′(pH(x))= u(pH(x)), adică u′=u.∎ 
 

Observaţia 5.15. Dacă f:G1→ G2 este un morfism de grupuri, 
atunci considerând morfismul nul 1:G1→ G2  definit prin 1(x)=1 pentru 
orice x∈G1, avem că Ker(f)=Ker(f, 1) iar Coker(f)=Coker(f, 1). 
 
 

§6.Teorema lui Malţev. Grupul (ℤ,+). 
 Subgrupurile lui (ℤ,+). Clasele de resturi modulo n 

 
  
 În vederea  construirii mulţimii numerelor întregi ℤ, vom 
prezenta la început o teoremă a lui Malţev  de scufundare a unui 
monoid comutativ cu proprietatea de simplificare într-un grup 
comutativ urmând ca prin particularizare la cazul monoidului 
(ℕ,+) să obţinem grupul aditiv (ℤ,+).  
 

Teorema 6.1. ( Malţev )  Fie (M, ·) un monoid comutativ cu 
proprietatea de simplificare. Atunci există un grup comutativ G(M) 
şi un morfism injectiv de monoizi iM:M→G(M) ce verifică 
următoarea proprietate de universalitate :  

Pentru orice grup comutativ G şi orice morfism de monoizi 
f:M→G există un unic morfism de grupuri fʹ:G(M)→G a.î. diagrama  
                                              
                                                      
                                                    i M 
                                       M                     G(M)      
                                           f                                    fʹ  
                                                
                                                         
                                                        G 
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este comutativă (adică fʹ∘iM =f ). 
 
Demonstraţie.    Pe mulţimea Mʹ=M×M  definim relaţia           

(x, y)∼(xʹ, yʹ)  〉=〈
def

xyʹ=yxʹ şi să probăm că ∼ este o echivalenţă pe Mʹ 
compatibilă cu structura de monoid a lui Mʹ (adică ∼ este o congruenţă 
pe monoidul produs Mʹ=M×M ). În mod evident, relaţia ∼ este 
reflexivă şi simetrică. Dacă (x, y)∼(xʹ, yʹ) şi (xʹ, yʹ)∼(xʹʹ, yʹʹ) atunci 
xyʹ=yxʹ şi xʹyʹʹ=xʹʹyʹ, de unde xxʹyʹyʹʹ=xʹxʹʹyyʹ, deci xyʹʹ= yxʹʹ 
(am simplificat prin xʹyʹ), adică (x, y)∼(xʹʹ, yʹʹ), deci relaţia ∼ este şi 
tranzitivă, de unde concluzia că ∼ este o echivalenţă pe Mʹ . 

Fie acum (x, y), (xʹ, yʹ), (a, b), (aʹ, bʹ)∈Mʹ a.î. (x, y)∼(a, b) şi                  
(xʹ, yʹ)∼(aʹ, bʹ) şi să probăm că şi (xxʹ, yyʹ)∼(aaʹ, bbʹ ).  

Avem deci xb=ya şi xʹbʹ=yʹaʹ, de unde  xxʹbbʹ=yyʹaaʹ, adică                  
(xxʹ, yyʹ)∼(aaʹ, bbʹ), adică relaţia ∼ este o congruenţă pe monoidul 
produs Mʹ în care reamintim că operaţia de compunere se defineşte prin 
(x, y)·(xʹ, yʹ)=(xxʹ,yyʹ). Vom considera monoidul cât G(M)=Mʹ/∼  iar 
pentru (x, y)∈Mʹ vom nota prin [x, y] clasa sa de echivalenţă în G(M). 

Datorită faptului că relaţia ∼ este o congruenţă pe Mʹ deducem 
imediat că G(M) devine în mod canonic monoid comutativ, definind 
pentru [x, y], [xʹ, yʹ]∈G(M), [x, y]·[xʹ, yʹ]=[xxʹ, yyʹ] (elementul neutru 
al lui G(M) va fi     [1, 1], 1 fiind elementul neutru al lui M). Deoarece 
pentru [x, y]∈G(M),  [x, y]·[y, x]=[xy, xy]=[1, 1] deducem că [y, x]=  
=[x, y] – 1 , adică G(M) este grup (comutativ).   

Definim iM :M→G(M) prin iM (x)=[x, 1]  pentru orice x∈M. 
Pentru x, y∈M avem iM (x)·iM (y)=[x, 1]·[y, 1]=[xy, 1]=iM (xy) adică i M 
este morfism de monoizi. Dacă iM (x)=iM (y), atunci [x, 1]=[y, 1] ⇔ 
⇔x1=y1 ⇔ x=y, adică iM este chiar morfism injectiv de monoizi . 

Să arătăm acum că dubletul (G(M), iM) verifică proprietatea de 
universalitate din enunţ. Pentru aceasta fie G un grup comutativ 
oarecare şi f:M→G un morfism de monoizi. Pentru [x, y]∈G(M), 
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definim   fʹ([x, y])=f(x)f(y)–1. Observăm că dacă [x, y]=[xʹ, yʹ], atunci 
xyʹ=xʹy, deci f(x)f(yʹ)=f(xʹ)f(y) ⇔ f(x)f(y)–1=f(xʹ)f(yʹ)-1, adică fʹ este 
corect definită.  

Să probăm acum că fʹ este morfism de grupuri.  
Avem fʹ([x, y]·[xʹ, yʹ])=fʹ([xxʹ, yyʹ])=f (xxʹ)f(yyʹ)-1= 

 =f(x)f(xʹ)[f(y)·f(yʹ)]-1=(f(x)f(y)–1)( f(xʹ)f(yʹ)-1)=fʹ([x, y])fʹ([xʹ, yʹ]). 
Pentru x∈M avem (fʹ∘iM)(x)=fʹ(iM (x))= fʹ([x,1])=f(x)f(1)-1=f(x), de 
unde concluzia că fʹ∘iM=f . 

Pentru a proba unicitatea lui fʹ (cu proprietatea  din enunţ) să 
presupunem că mai există un morfism de grupuri fʹʹ:G(M)→G a.î. 
fʹʹ∘iM=f. Atunci, pentru [x, y]∈G(M) avem                 
[x,y]=[x,1]·[1,y]=[x,1]·[y,1]-1, de unde fʹʹ([x, y])=fʹʹ([x,1]·[y,1]–1) =  
=fʹʹ(iM (x)iM(y)-1)=fʹʹ(iM (x))(fʹʹ(iM (y))-1=f(x)(f(y))–1=fʹ([x, y]), adică 
fʹʹ=fʹ.  ∎ 

 
Observaţia 6.2. 
1.  Dacă f este un morfism injectiv de grupuri, atunci şi fʹ este 

morfism  injectiv de grupuri .  
Într-adevăr, dacă [x, y]∈G(M) şi fʹ([x, y])=1, atunci     

f(x)(f(y))–1 =1, deci f(x)=f(y), de unde x=y, adică [x, y]=[x, x]=1.  
2. Dacă pe mulţimea dubletelor (G, f) cu G grup abelian şi 

f:M→G morfism injectiv de monoizi definim relaţia                                
(G, f )≤(Gʹ, fʹ)⇔există h:G→Gʹ a.î. h este morfism injectiv de grupuri 
şi h∘f=fʹ, atunci se verifică imediat că relaţia de mai sus este o relaţie 
de ordine iar dubletul (G(M), iM ) din Teorema lui Malţev este cel mai 
mic element faţă de această relaţie de ordine.  

 
Definiţia 6.3. Consider`nd monoidul (ℕ, +) (ce are 

proprietatea de simplificare conform Propoziţiei 1.9.) şi urmând 
tehnica dată de Teorema lui Malţev, mulţimea subiacentă grupului 
aditiv (G(ℕ), +) se notează prin ℤ şi poartă numele de mulţimea 
numerelor întregi iar grupul (ℤ, +) grupul aditiv al numerelor întregi .  
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Ţinând cont de faptul că iℕ:ℕ→ℤ , iℕ(n)=[n, 0]  pentru orice 
n∈ℕ este morfism injectiv de monoizi, vom identifica fiecare număr 
natural n∈ℕ prin elementul întreg [n, 0], astfel că ℕ va fi privită în 
continuare ca submulţime a lui ℤ.  

Fie acum z=[m, n]∈ℤ. Dacă m=n, atunci z=0. Dacă m<n, 
atunci există p∈ℕ* a.î. m+p=n (în acest caz convenim să notăm p=n-m 
şi astfel  m+(n-m)=n) iar z=[0, p]=-[p, 0] se identifică cu numărul 
întreg –p iar dacă n<m, atunci există q∈ℕ* a.î. n+q=m şi astfel      
z=[q, 0] identificându-se cu numărul natural  q. 

Ţinând cont de acestea putem scrie pe ℤ sub forma               
ℤ=(-ℕ*)∪ℕ unde     -ℕ*={-n|n∈ℕ*}, sau ℤ={0 , ±1 , ±2 , ….}.  
  

Lema 6.4.   Fie x, y, z, t, xʹ, yʹ, zʹ, tʹ∈ℕ a.î. [x, y]=[xʹ, yʹ] şi  
[z, t]=[zʹ, tʹ]. Atunci [xz+yt, xt+yz]=[xʹzʹ+yʹtʹ, xʹtʹ+yʹzʹ] . 

 

Demonstraţie. Din ipoteză avem x+yʹ=y+xʹ şi z+tʹ=zʹ+t astfel 
că 

            [xz+yt, xt+yz]=[xʹzʹ+yʹtʹ, xʹtʹ+yʹzʹ]⇔ 
                   (xz+yt)+(xʹtʹ+yʹzʹ)=(xt+yz)+(xʹzʹ+yʹtʹ)⇔ 
x(z-t)+y(t-z)=xʹ(zʹ-tʹ)+yʹ(tʹ-zʹ)⇔(x-y)(z-t)=(xʹ-yʹ)(zʹ-tʹ) ceea ce este 
adevărat deoarece x-y=xʹ-yʹ şi z-t=zʹ-tʹ. ∎ 

Fie acum  α=[x, y] şi β=[z, t] două numere întregi.  

Definind α·β=[xz+yt, xt+yz], conform Lemei 6.4. deducem că 
această definiţie este corectă . 

 

Propoziţia 6.5.    (ℤ, · ) este monoid comutativ, înmulţirea 
este distributivă faţă de adunare iar dacă α,α′∈ℤ şi αα′=0, atunci 
α=0 sau α′=0. 
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Demonstraţie. Pentru a demonstra că (ℤ, ·) este monoid 
comutativ fie α=[x, y], αʹ=[xʹ, yʹ], αʹʹ=[xʹʹ, yʹʹ] trei elemente oarecare 
din ℤ. Atunci : 

α(αʹαʹʹ)=[x,y][xʹxʹʹ+yʹyʹʹ,xʹyʹʹ+yʹxʹʹ]=[x(xʹxʹʹ+yʹyʹʹ)+y(xʹyʹʹ+yʹxʹʹ), 
x(xʹyʹʹ+yʹxʹʹ)+y(xʹxʹʹ+yʹyʹʹ)]=[xxʹxʹʹ+xyʹyʹʹ+xʹyyʹʹ+xʹʹyyʹ,  
xxʹyʹʹ+xxʹʹyʹ+xʹxʹʹy+yyʹyʹʹ]  iar  

(ααʹ)αʹʹ=[xxʹ+yyʹ,  xyʹ+xʹy][xʹʹ, yʹʹ] 
=[(xxʹ+yyʹ)xʹʹ+(xyʹ+xʹy)yʹʹ, (xxʹ+yyʹ)yʹʹ+(xyʹ+xʹy)xʹʹ] 
=[xxʹxʹʹ+xyʹyʹʹ+xʹyyʹʹ+xʹʹyyʹ, xxʹyʹʹ+xxʹʹyʹ+xʹxʹʹy+yyʹyʹʹ] , 
de unde deducem că α(αʹαʹʹ)=(ααʹ)αʹʹ adică înmulţirea numerelor 
întregi este asociativă.  

În mod evident, ααʹ=αʹα (deoarece înmulţirea numerelor 
naturale este comutativă), adică înmulţirea numerelor întregi este 
comutativă. 

Deoarece α[1, 0]=[x, y][1, 0]=[x, y]=α, deducem că 
elementul neutru pentru înmulţirea numerelor întregi este [1, 0]. 

Să arătăm acum că înmulţirea numerelor întregi este 
distributivă faţă de adunarea numerelor întregi . 

Într – adevăr, 

α(αʹ+αʹʹ)=[x, y][xʹ+xʹʹ , yʹ+yʹʹ] 
            =[x (xʹ+xʹʹ)+y(yʹ+yʹʹ),  x(yʹ+yʹʹ)+y (xʹ+xʹʹ)] 
            =[xxʹ+xxʹʹ+yyʹ+yyʹʹ, xyʹ+xyʹʹ+yxʹ+yxʹʹ]  iar 

ααʹ+ααʹʹ=[x, y][xʹ,yʹ]+[x, y] [xʹʹ, yʹʹ] 
            =[xxʹ+yyʹ, xyʹ+yxʹ]+[xxʹʹ+yyʹʹ, xyʹʹ+yxʹʹ] 
            =[xxʹ+yyʹ+xxʹʹ+yyʹʹ, xyʹ+yxʹ+xyʹʹ+yxʹʹ] de unde se 
observă că α(αʹ+αʹʹ)=ααʹ+ααʹʹ . 

Fie ααʹ=0=[0, 0] cu α≠0 (adică x≠y). Atunci 
xxʹ+yyʹ=xyʹ+xʹy, de unde   (x-y)(xʹ-yʹ)=0 şi cum  x-y≠0, atunci      
xʹ-yʹ=0, adică xʹ=yʹ (conform Propoziţiei 1.15.), deci αʹ=0.∎   
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Definiţia 6.6.  Pentru x, y∈ℤ definim x ≤ y ⇔y-x∈ℕ. 
 
Teorema 6.7.  Dubletul (ℤ,  ≤) este mulţime total ordonată. 
 
Demonstraţie. Fie x, y, z∈ℤ ; deoarece x-x=0∈ℕ deducem că 

x≤x. 
Dacă x≤y şi y≤x atunci există m, n∈ℕ a.î. y-x=m şi x-y=n, de 

unde m+n=0 şi deci m=n=0 (conform Propoziţiei 1.11.), adică x=y. 
Dacă x≤y şi y≤z, atunci există m, n∈ℕ a.î.  x+m=y şi y+n=z. 

Cum x+(m+n)=z deducem că x≤z, adică ( ℤ, ≤ ) este o mulţime 
ordonată. Faptul că ordonarea de pe ℤ este totală rezultă din aceea că 
ℤ=(-ℕ*)∪ℕ iar  (-ℕ*)∩ ℕ=∅. ∎ 

 
Observaţia 6.8.  Din felul în care am definit relaţia de ordine ≤ 

pe ℤ deducem că   ℕ={x∈ℤ : x≥0} iar  -ℕ={x∈ℤ : x ≤0}. 
 
Propoziţia 6.9.   Fie x, y, z∈ℤ a.î. x ≤ y . 

          Atunci   (i)   -y ≤ -x     
                        (ii)   dacă z ≥ 0  atunci xz ≤ yz 
                        (iii)  dacă z ≤ 0 atunci xz ≥ yz . 

 
Demonstraţie.(i). Din x ≤ y deducem că y-x∈ℕ şi cum                

(–x)–(-y)=y-x∈ℕ rezultă că –y ≤- x.  
(ii). Cum y-x∈ℕ şi z∈ℕ avem (y-x)z∈ℕ adică yz-xz∈ℕ, deci 

xz ≤ yz . 
 
(iii). Cum –z∈ℕ şi y-x∈ℕ deducem că şi (y-x)(-z)∈ℕ iar cum                    

(y-x)(-z)=xz-yz∈ℕ rezultă că xz ≥ yz. ∎ 
 
Observaţia 6.10.  1. Dacă G este un grup, x∈G  şi  n∈ℤ atunci 

definim  
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Se probează imediat că dacă x∈G şi  m, n∈ℤ atunci 
xmxn=xm+n şi  (xm)n = xmn. De asemenea, dacă x, y∈G, xy=yx şi  n∈ℤ, 
atunci (xy)n=xnyn .  

2. Tinând cont de cele mai înainte, Propoziţia 2.7 capătă 
următoarea formă: 

Dacă  M⊆G este o mulţime nevidă, atunci 
     =M { nxx n

n
εε ...1

1 ∈ℕ, nεε ,...1  ∈ℤ iar x1, …xn∈M }. 

Dacă M={x}, atunci <x>={xn : n∈ℤ} (vezi Corolarul 2.8). 
 

Să caracterizăm acum subgrupurile grupului (ℤ,+) iar în 
acest sens pentru n∈ℕ, notăm nℤ={nk : k∈ℤ}. 
 

Teorema 6.11. Următoarele afirmaţii sunt echivalente 
(i) H≤(ℤ,+) 

(ii) Există n∈ℕ astfel încât H=nℤ. 
 
Demonstraţie. (ii) ⇒ (i). Să arătam că dacă H=nℤ, atunci 

H≤(ℤ,+) iar pentru aceasta fie x, y∈H, adică x=nk, y=nt cu k, t∈ℤ. 
Atunci x-y=n(k-t)∈H, adică H≤(ℤ+). 

(i)⇒(ii). Fie H≤(ℤ,+). Dacă H={0}, atunci H=0ℤ. Să 
presupunem că există x∈H astfel încât x≠0. Dacă x>0, atunci 
x∈ℕ*∩H iar dacă x<0, atunci –x∈ℕ*∩H (căci H≤(ℤ,+)). În 
concluzie A=ℕ*∩H⊆ℕ şi  A≠Ø. Conform Teoremei 1.21. A are un 
cel mai mic element n şi  să demonstrăm că H=nℤ. 

Cum n∈H∩ℕ* şi  H≤(ℤ,+), atunci pentru orice k∈ℤ, nk∈H, 
adică nℤ⊆H.  
 Pentru  cealaltă incluziune, fie m∈H. Atunci m≥n şi  
conform teoremei împărţirii cu rest din ℕ (Corolar 1.25.) există c, 
r∈ℕ astfel încât m=cn+r iar 0≤r<n. Deducem că r=m-cn şi  cum m, 
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n∈H iar c∈ℕ, atunci r∈H, deci cu necesitate r=0 (altfel din r<n am 
contrazice minimalitatea lui n). În concluzie m=cn∈nℤ, adică 
H⊆nℤ, deci H=nℤ.∎ 

 

Fie n∈ℕ, n ≥ 2 şi  ρn ⊆ℤ×ℤ definită prin  (x,y)∈ρ n⇔ n | x-
y. 

Deoarece pentru orice x∈ℤ, n|x-x=0 deducem că ρn este 
reflexivă iar dacă n|x-y, atunci n|y-x, adică (y,x)∈ρn astfel că ρn este 
şi  simetrică. Dacă (x,y), (y,z)∈ρn, atunci n|x-y, y-z şi  atunci n|(x-
y)+(y-z)=x-z, deci (x,z)∈ρn, adică ρn este şi tranzitivă, deci o 
echivalenţă pe ℤ.  

Dacă x∈ℤ, atunci împărţind pe x la n  avem x=cn+r cu c∈ℤ 
şi  r∈{0,1,…,n-1} 

Atunci x-r=cn adică (x, r)∈ρn şi  deci [ ] [ ]
nn

rx ρρ = astfel că  

ℤ/ρn ={ [ ]
nρ0 , [ ]

nρ1 , …, [ ]
n

n ρ1− } 

Pentru a respecta tradiţia notaţiilor, vom nota ℤ/ρn=ℤn iar 
[ ] kk

n

)
=ρ  pentru orice k∈{0,1,…,n-1} (dacă nu este pericol de 

confuzie); astfel ℤ n  =  {
∧∧∧
−1,...,1,0 n }  iar k

)
={k+cn|c∈ℤ} pentru orice 

k∈{0,1,…,n-1}. 

Elementele lui ℤn  se numesc clasele de resturi modulo n. 
 

Observaţia 6.12. Dacă notăm H=nℤ am văzut că H≤(ℤ,+) iar 
cum (ℤ,+) este grup comutativ, de fapt H⊴(ℤ,+). 

 Deoarece pentru orice 0≤ k ≤ n-1, k̂ = {k+cn | c∈ℤ}, 

ţinând cont de cele expuse la §4, de fapt k̂ =k+H, astfel că ℤn = ℤ/H. 

Astfel, dacă pentru k̂ , t̂ ∈ℤn definim =+
∧∧

tk  
∧
+ tk  atunci (ℤn, +) 

devine grup (comutativ) în care elementul neutru este 0̂  iar - k̂ = 
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∧
− kn  pentru orice 0≤k≤n-1. Deducem imediat că ℤn=<1̂>, adică (ℤn 

,+) este un grup ciclic cu n elemente. 
Să definim acum şi  înmulţirea claselor de resturi modulo n, 

pentru k̂ , t̂ ∈ℤ  prin 

^^^
kttk =⋅ . 

Dacă 
∧∧

= k' k  şi  
∧∧

= t' t , atunci n | k-k′ şi  n | t-t′, astfel că 

dacă scriem kt-k′t′=k(t-t′)+t′(k-k′) deducem că n | kt-k′t′ ⇔ 
∧∧

= t'k'  kt , 
adică înmulţirea claselor de resturi este corect definită. 
 

Propoziţia 6.13. (ℤn, ⋅) este monoid comutativ iar  

                                 U(ℤn, ⋅) ={
∧

k | (k, n) = 1 } . 
 
Demonstraţie.  Asociativitatea înmulţirii pe ℤn este imediată 

( ea reducându-se la asociativitatea înmulţirii pe ℤ ) . Elementul 

neutru este  
∧
1  deoarece 

∧
k ⋅

∧
1=

∧
k , pentru orice 

∧
k ∈ℤn . Dacă 

∧
k ∈U 

(ℤn ,⋅) atunci există 
∧
t  ∈ ℤn a.î. 

∧
k ⋅

∧
t  = 1̂ ⇔ n|kt-1, de  unde cu 

necesitate (k, n)=1. 

Reciproc, dacă (k, n)=1, atunci există α, β∈ℤ a.î. αk+βn=1 

(vezi [4] ), de unde 
∧∧∧

=⋅ 1  kα , adică 
∧
k ∈U(ℤn ,⋅), iar 

∧∧
− = α1k .∎ 

 

  Observaţia 6.14. Funcţia ϕ:ℕ*→ℕ, definită prin ϕ(1)=ϕ(2)=1 
iar pentru n≥3,   ϕ(n)=numărul numerelor naturale m a.î. m<n şi  (m, 
n)=1 poartă numele de indicatorul lui Euler.  Astfel, pentru n>2, | 
U(ℤn,⋅) | = ϕ(n). 

Propoziţia 6.15. Fie G un grup ciclic, G=<x>, x≠1. Dacă 
o(x)=∞, atunci G≈(ℤ,+) pe când dacă o(x)=n (n≥2) atunci                 G ≈ 
(ℤn , +). 
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Demonstraţie. Dacă o(x)=∞ , atunci xk≠1 pentru orice k∈ℤ* 
iar          G={xk : k∈ℤ}. 

Definim f: (ℤ, +)→ (G, ⋅), f(k)=x k  pentru orice k∈ℤ. Dacă k, 
t∈ℤ şi  k≠t , atunci xk≠xt (căci în caz contrar ar rezulta că 1x tk =−  
sau 1x kt =− , după cum k>t sau t>k), adică f(k)≠f(t), deci f este 
funcţie injectivă. În mod evident f este surjectivă, adică bijectivă. 
Deoarece f(k+t)= tkx + =xk⋅xt = f(k)⋅f(t) pentru orice k, t∈ℤ deducem 
că f este şi  morfism de grupuri adică izomorfism de grupuri şi  deci 
G≈(ℤ , +). 
 Dacă o(x)=n, atunci G={1, x, x2,…, 1−nx } şi  atunci definim                          

f: (ℤn ,+)→(G,⋅) prin f(
∧
k )= xk pentru orice 0 ≤ k ≤ n-1.  

 Dacă xk = xt (cu 0≤k,t≤n-1) atunci presupunând că k>t 
deducem că n| k-t şi  astfel tk ˆˆ = , adică f este injectivă. In mod 
evident f este şi  surjectivă, adică f este bijectivă.  

 Deoarece f( tk ˆˆ + )=f(
∧
+ tk )= tkx + =xk ⋅xt=f( k̂ )⋅f( t̂ ) pentru 

orice tk ˆ,ˆ ∈ℤn deducem că f este şi  morfism de grupuri, adică 

izomorfism de grupuri.∎ 
 
 
 

  §7. Teoremele de izomorfism pentru grupuri 
 
  Vom începe cu o teoremă cunoscută sub numele de teorema 
fundamentală de izomorfism pentru grupuri: 
 

 Teorema 7.1. Dacă G, G′ sunt grupuri iar f∈Hom(G, G′), atunci 
G/Ker(f)≈Im(f). 

Demonstraţie. Dacă notăm H=Ker(f) atunci                    
H={x∈G | f(x)=1}⊴G iar G/Ker(f)={x Ker f | x∈G}={xH | x∈G}. 

Definim φ:G/Ker(f)→Im(f) prin φ(xH)=f(x) pentru orice 
x∈G. Dacă x, y∈G, atunci din echivalenţele xH=yH ⇔ x-1y∈H ⇔          
⇔f(x-1y)=1 ⇔ f(x)=f(y) deducem că φ este corect definită şi  
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injectivă. Surjectivitatea lui φ fiind imediată deducem că φ este 
bijecţie. 

Cum φ ((xH)(yH)) = φ((xy)H) = f(xy) = f(x)f(y) = 
φ(xH)φ(yH) pentru orice xH, yH∈G/H deducem că φ este şi  
morfism de grupuri, adică φ este izomorfism de grupuri.∎ 
 

Corolar 7.2. Dacă G, G′ sunt grupuri iar f∈Hom(G, G′) un 
morfism surjectiv de grupuri, atunci G/Ker(f)≈G′.  
 

Corolar 7.3. Fie G un grup, H, K subgrupuri ale lui G a.î.                      
K ⊴G. Atunci   HK ≤ G, H∩K ⊴H iar HK / K ≈ H / H∩K. 

În plus, dacă şi H ⊴ G, atunci HK⊴ G (unde reamintim că 
HK={hk / h∈H şi k∈K}). 

 
Demonstraţie. Cum K⊴G, xK=Kx pentru orice x∈G şi prin 

urmare HK= U
Hx
Kx

∈
= U

Hx
xK

∈
=KH . 

Dacă x, y∈HK, x=h1k1 şi y=h2k2 cum h1, h2∈H şi k1, k2∈K 
atunci scriind: 
xy-1=(h1k1)(h2k2)-1=(h1k1)(h2

-1k2
-1)=[h1(k1k2

-1)h1
-1](h1h2

-1) deducem că                       
xy-1∈KH=HK  (căci din H, K≤G şi K⊴G deducem pe rând că h1,          
h2

-1∈K,    h1(k1k2
-1)h1

-1∈K ]i h1h2
-1∈H), adic[ HK≤G. 

În mod evident K⊴HK şi să considerăm ϕ:H→HK/K, 
ϕ(x)=xK pentru orice  x∈H (evident ϕ este corect definită deoarece 
pentru x∈H avem x∈HK şi xK∈HK/K), care este morfism de 
grupuri. 

Deoarece orice element din HK/K este de forma 
(xy)K=x(yK)=xK=ϕ(x) (cu x∈H şi y∈K) deducem că ϕ este morfism 
surjectiv de grupuri. 
În plus, Ker ϕ={x∈H / ϕ(x)=1}={x∈H / xK=K}={x∈H / 
x∈K}=H∩K. 
Conform Corolarului 7.2. deducem că H/Kerϕ ≈ HK/K ⇔ 
⇔H/H∩K≈HK/K. Dacă şi H⊴G, atunci pentru orice x∈G avem 
x(HK)=(xH)K=(Hx)K=H(xK)=H(Kx)=(HK)x, adică HK⊴G.∎ 
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Să facem acum preparativele pentru a demonstra o altă 
teoremă de izomorfism importantă din teoria grupurilor cunoscută 
sub numele de teorema de corespondenţă  pentru grupuri. 

Fie deci G un grup, H⊴G iar pH:G→G/H morfismul 
surjectiv canonic (pH(x)=xH pentru orice x∈G). Dacă avem K≤G a.î. 
H⊆K (deci H≤K), atunci pH(K)={xH / x∈K}=K/H şi conform 
Propoziţiei 5.4., K/H≤G/H, adică K/H∈L(G/H). Să notăm 
L(G;H)={K∈L(G)/H⊆K} şi să definim α:L(G;H)→L(G/H), 
α(K)=pH(K)=K/H pentru orice K∈L(G;H). 

        
    Suntem acum în măsură să enunţăm şi să demonstrăm 

teorema de corespondenţă pentru grupuri: 
        Teorema 7.4. Fie G un grup, H⊴G iar K, K1, K2∈L(G;H). 

Atunci: 
(i) α:L(G;H)→L(G/H), α(K)=pH(K)=K/H este izomorfism laticeal 

(ii) K⊴G ⇔ α(K)=K/H⊴G/H şi în acest caz G/K ≈(G/H)/(K/H). 
 
    Demonstraţie. (i). Să arătăm la început că α este bijecţie 

izotonă.  Dacă S∈L(G/H), atunci pH
-1(S)≤G şi cum1∈S, H=Ker pH = 

=pH
-1({1})⊆pH

-1(S), adică pH
-1(S)∈L(G;H). Obţinem astfel funcţia 

β:L(G/H)→L(G;H), β(S)=pH
-1(S) pentru orice S∈L(G;H). 

            Vom demonstra că αoβ=1L(G/H) şi βoα=1L(G;H), de unde va 
rezulta că α este bijectivă.  
             Fie deci S∈L(G/H). Atunci (αoβ)(S)=α(β(S))=pH(pH

-1(S)) şi 
să demonstrăm că pH(pH

-1(S))=S (de unde va rezulta că αoβ=1L(G/H)). 
             Incluziunea pH(pH

-1(S))⊆S este evidentă. 
             Fie acum s∈S; cum pH este funcţie surjectivă deducem că 
există x∈G a.î. s=pH(x), de unde rezultă că x∈pH

-1(S) şi 
s=pH(x)∈pH(pH

-1(S)), adică S⊆pH(pH
-1(S)), de unde egalitatea pH(pH

-

1(S))=S. 
De asemenea, pentru K∈L(G;H), (βoα)(K)=β(α(K))=pH

-1(pH(K)) 
şi să demonstrăm că pH

-1(pH(K))=K (de unde va rezulta egalitatea 
βoα=1L(G;H)).  Incluziunea   K⊆pH

-1(pH(K)) este evidentă. Pentru 
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cealaltă incluziune fie  x∈K.  Atunci pH(x)∈pH(K)  şi  găsim y∈K a.î. 
pH(x)=pH(y). 

          Deducem că x-1y∈Ker pH=H⊆K şi deci x∈Ky=K (deoarece 
y∈K), de unde şi incluziunea pH

-1(pH(K))⊆K, adică avem egalitatea    
pH

-1(pH(K))=K. Dacă K1≤ K2 atunci în mod evident α(K1)≤α(K2). 
Reciproc, dacă α(K1)≤α(K2), atunci K1=β(α(K1))=pH

-1(α(K1))≤          
≤pH

-1(α(K2))=β(α(K2))=K2. Cum probarea faptului că α este chiar 
morfism laticeal este imediată, rezultă că α este de fapt izomorfism 
de latici.  

            (ii). Să presupunem că dacă K∈L(G;H), atunci K⊴G şi  să 
considerăm ϕ:G/H→G/K, ϕ(xH)=xK, pentru orice x∈G. Dacă avem 
x,y∈G a.î. xH=yH, atunci x-1y∈H şi cum H⊆K deducem că x-1y∈K, 
adică xK=yK şi deci ϕ este corect definită ; în mod evident ϕ este 
morfism surjectiv de grupuri. 

Avem x∈H=Kerϕ ⇔ ϕ(xH)=1 ⇔ xK=K ⇔ x∈K, deci Ker 
ϕ=K/H, de unde concluzia că K/H⊴G/H. 
Conform Corolarului 7.2. de la teorema fundamentală de 
izomorfism pentru grupuri avem (G/H)/Ker ϕ ≈ G/K ⇔ 
(G/H)/(K/H) ≈ G/K. 

Reciproc, dacă K/H⊴G/H, atunci putem considera 
G → Hp G/H  → HKp / (G/H)/(K/H) iar cum K=Ker(pK/HopH) 
deducem că K⊴G.∎ 
 

Ca un corolar al teoremei de corespondenţă pentru grupuri 
putem să caracterizăm subgrupurile grupului (ℤn,+) pentru n≥2. 
După cum am văzut mai înainte ℤn=ℤ/nℤ. Conform teoremei de 
corespondenţă pentru grupuri orice subgrup al lui ℤn va fi de forma 
K/nℤ unde K≤(ℤ,+) a.î. nℤ⊆K şi în plus ℤn/(K/nℤ) ≈ ℤ/K. 

Conform Teoremei 6.11., K=dℤ cu d divizor natural al lui n. 

Prin urmare, orice subgrup H al lui ℤn este de forma 
H=(dℤ)/(nℤ) unde d >0 şi d|n iar ℤn/H=ℤ/dℤ=ℤd. Pentru un astfel de 
grup H avem  |ℤn:H|=|ℤd|=d iar conform teoremei lui Lagrange 
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|H|=|ℤn|/|ℤn:H|=n/d. În plus K este grup ciclic, anume K=< d̂ >, unde 
d̂ =d+nℤ∈ℤn. 

 
 
Pentru exemplificare să considerăm n=12. Divizorii lui 12 

sunt 1, 2, 3, 4, 6, 12, deci subgrupurile lui ℤ12 sunt: 

 1 ℤ/12ℤ = ℤ12 = { ,...,1̂,0̂
∧

11} 

 2 ℤ/12ℤ = { ,8̂,6̂,4̂,2̂,0̂
∧

10 } 

 3 ℤ/12ℤ = { 9̂,6̂,3̂,0̂ }  

 4 ℤ/12ℤ = { 8̂,4̂,0̂ } 

 6 ℤ/12ℤ = { 6̂,0̂ } şi 

12 ℤ/12ℤ = { 0̂ }. 
 
 

§8. Produse directe finite de grupuri. 
 Teorema chinezească a resturilor. 
 Numărul tipurilor de grupuri abeliene finite 

 
 Fie G1, G2, …, Gn (n≥2) grupuri (multiplicative) iar                    
G = G1 × … × Gn= {(x1, … ,xn) | xi ∈Gi, 1 ≤ i ≤ n}. 
 Definind pentru x = (x1, … , xn) , y = (y1, … , yn) ∈G,               
xy = (x1y1, … , xnyn), aşa  cum am arătat în §1, G devine monoid în care 
1=(1,…,1). 
 Deoarece ( )( ) ( )1

nn
-1
11

1
n

-1
1n1 xx,...,xx x,...,xx,...,x −− =  =(1,…,1)= 

=1= ) x, ... ,( -1
n 1

1
1 nxxx − = ( )( )n1

1
n

-1
1 x,...,xx,...,x −  deducem că 

( ) 11
n

-1
1 x,...,x −− = x , de unde concluzia că G devine grup. 

Ca şi în cazul monoizilor, pentru fiecare 1 ≤ i ≤ n, pi : G → Gi , 
pi(x)=xi pentru orice x=(x1,…,xn)∈G este morfism surjectiv de grupuri 
iar dubletul (G,(pi)1≤i≤n) verifică următoarea proprietate de universalitate:  
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             Pentru oricare grup G′ şi orice familie de morfisme de grupuri, 
(p′i)1≤i≤n  cu p′i : G→G′i pentru 1≤ i ≤ n, există un unic morfism de 
grupuri u : G′→G a.î.  piou=p′i  pentru orice 1≤ i ≤ n. 
 Grupul G (împreună cu morfismele, (pi)1≤i≤n) poartă numele de 
produsul direct al grupurilor G1, … , Gn . 
 
 Propoziţia 8.1 Dacă G1,…,Gn sunt grupuri, atunci             
Z(G1 × … × Gn)= Z(G1) × … × Z(Gn) astfel că G1 × … × Gn este 
grup comutativ dacă şi numai dacă fiecare dintre grupurile G1 … 
Gn este comutativ . 
 

 Demonstraţie. Dacă x,y ∈G = G1 × … × Gn, x = (x1, …, xn) ,    
y = (y1, …, yn) atunci xy = yx ⇔ (x1y1, …, xnyn) = (y1x1, …, ynxn) ⇔ 
⇔x1y1 = y1x1 , … , xnyn =  ynxn, de unde egalitatea  

                                 Z(G)=Z(G1) × … ×Z(Gn). ∎ 
  
 Propoziţia 8.2. Fie G1, G2 două grupuri.  

             Atunci  G1×{1}, {1}×G2 ⊴ G1×G2. 
 

 Demonstraţie. Fie x=(x1,x2)∈G1×G2 şi y=(x,1)∈G1×{1}.     
Atunci ∈=== −−−−−− )1,(),(),)(1,)(,( 1

1
12

1
21

1
121

1
2

1
1

1 xxxxxxxxxxxxxyxx  

∈G1×{1}, de unde concluzia că  G1×{1}⊴G1×G2. 

 Analog se probează că {1} × G2 ⊴ G1 × G2.∎ 
 

 Teorema 8.3. Fie G un grup, H, K ⊴ G a.î. H∩K = {1} şi 
HK=G. Atunci G ≈ H × K. 
 
 Demonstraţie. Reamintim că HK={hk | h∈H, k∈K}. Să probăm 
acum că pentru orice x∈G, elementele h∈H şi k∈K pentru care x=hk 
sunt  unice. Într-adevăr, dacă mai avem  h′,k′ a.î. h′∈H, k′∈K şi x = hk 
=h′k′, atunci  h′-1h=k′k-1 ∈H∩K = {1}, de unde h′-1h = k′k-1 = 1⇔ h=h′, 
k=k′. 



 129 
 

Fie acum h∈H, k∈K şi x = h-1k-1hk. Cum K⊴G deducem că      
h-1k-1h∈K, astfel că x = h-1k-1hk = (h-1k-1h)k∈K şi cum analog se arată că 
x∈H, deducem că x∈H∩K={1}, adică x=1 şi astfel hk=kh. 

Fie acum x∈G. Atunci există h∈H, k∈K, unice a.î. x=hk şi 
definim f:G→H×K, f(x)=(h,k). Dacă mai avem x′=h′k′ cu h′∈H, k′∈K 
atunci xx′=(hk)(h′k′) = h(kh′)k′ = h(h′k)k′ = (hh′)(kk′), de unde 
concluzia că f(xx′)=(hh′,kk′)=(h,k)(h′k′)=f(x)f(x′), adică f este morfism 
de grupuri. Cum în mod evident f este funcţie bijectivă, deducem că f 
este izomorfism de grupuri, adică G≈H×K.∎ 

 
Teorema 8.4. Fie G1,G2 grupuri, G=G1 ×G2, H1⊴G1, H2⊴G2. 

Atunci H1×H2 ⊴ G iar  
2

2
1

1
21 )( H

G
H

G
HH

G ×≈×  . 

 

Demonstraţie.   Fie 
1

1
1:

1 H
GGpH →  şi 

2
2

2:
2 H

GGpH →  

morfismele surjective canonice de grupuri şi 




×





→

2
2

1
1: H

G
H

GGf , 

( ))(),()(
21

xpxpxf HH=  pentru orice x∈G. Se arată imediat că f este 

morfism surjectiv de grupuri,  Ker f = H1 × H2, de unde ţinând cont de 
teorema fundamentală de izomorfism pentru grupuri deducem că          
H1 × H2  ⊴ G iar 

       ( ) 2121
)Im()( H

G
H

G
HH

GffKer
G ×≈×⇔≈ .∎ 

 
Corolar 8.5. Dacă G=G1 × G2, atunci { }( ) 2

1 1 GG
G ≈× . 

 
Teorema 8.6. Fie m, n∈ℕ, m, n≥2 şi (m,n)=1. 
 Atunci ℤm × ℤn ≈ ℤmn (ca grupuri aditive). 

Demonstraţie.  Fie ℤm ={ 1̂,0̂ ,…, 
∧
−1m }, 

ℤn={ 1,...,1,0 −n }  iar ℤmn { }1,...,1,0 −= mn  şi f:ℤmn→ℤm  × ℤn , 
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( ) ( )xxxf ,ˆ=  pentru orice x∈{0,1, … , mn-1}. Cum (m,n)=1 avem 
echivalenţele yxşiyxyxnşiyxmyxmnyx ==⇔−−⇔−⇔= ˆˆ|||  
de unde concluzia că f este bine definită şi injectivă.  

Cum |ℤm × ℤn|=|ℤmn|=mn, deducem că f este o bijecţie. 
Deoarece  probarea faptului că f este şi morfism de grupuri aditive este 
imediată, deducem că f este izomorfism de grupuri.∎ 

 
Corolar 8.7. Dacă m1,m2,…,mn≥2 sunt numere naturale a.î. 

pentru i≠j, (mi,mj)=1, atunci 
nn mmmmm ZZZ ...211

... ≈×× (ca grupuri 
aditive). 

 
Observaţia 8.8. Teorema 8.6. mai este cunoscută în 

literatura matematică şi sub numele de teorema chinezească a 
resturilor. 
           
           Lema 8.9. Dacă M şi N sunt doi monoizi a.î. M ≈ N, atunci 
U(M) ≈ U(N) (ca izomorfism de grupuri). 
 
 Demonstraţie. Cum M≈N există f:M→N izomorfism de 
monoizi. Dacă x∈U(M), atunci există y∈M a.î. xy=yx=1. Deducem că 
imediat că f(x)f(y)=f(y)f(x)=1, adică f(x)∈U(N), astfel că 
f :U(M)→U(N), f =f |U(M) este corect definită. Dacă x,y∈U(M), atunci 

xy∈U(M) şi cum f (xy) = f(xy) = f(x)f(y) = f (x) f (y), deducem că f 
este morfism de grupuri. Datorită bijectivităţii lui f deducem imediat şi 
bijectivitatea lui f , de unde izomorfismul de grupuri U(M)≈U(N).∎ 
 

 Lema 8.10. Dacă m.nєℕ, m,n≥2  şi (m,n)=1  atunci    

                      (ℤm, · ) ×(ℤn, · ) ≈(ℤmn, · )   (izomorfism de monoizi). 
 
 Demonstraţie. Ca şi în demonstraţia Teoremei 8.6. fie  

ℤm={ ,...,1̂,0̂  
∧
−1m }, ℤn { } ,1 , ... , 1 ,0 −= n ℤmn { } .1,...,1,0 −= mn  
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şi  f : ℤmn → ℤm x ℤn, f( x )=( xx,ˆ ) pentru orice x∈{0,1, …, mn-1}. Dacă 
mai avem y∈{0,1, …, mn-1}, atunci yx = ⇔ mn | x-y ⇔ m | x-y şi  n 
|x-y  (căci  (m, n) = 1) ⇔ y  x    şi    ŷ  x̂ == ,  de  unde  deducem  că       
f : ℤmn→ℤm × ℤn , f( x̂ ) = ( )x,x̂  este corect definită şi injectivă. În mod 
evident, din yx y x =  deducem că  

                        )y)f(xf(  )y,ŷ()x,x̂(  )yx,xy(  )yxf( )y xf( =⋅===
∧

  

iar 1)1,1̂()1f( ==  (în ℤm ×  ℤn), adică f este morfism de monoizi. Cum   

|ℤm ×  ℤn| = |ℤmn| = mn deducem că f este surjecţie, adică bijecţie, deci 
izomorfism de monoizi.∎ 
 

 Corolar 8.11. Dacă m, n∈ℕ, m, n≥2 şi (m, n)=1, atunci 
φ(mn)=φ(m)φ(n). 
 
 Demonstraţie. Conform Lemei 8.10. avem izomorfismul de 
monoizi (ℤm,⋅) × (ℤn,⋅) ≈ (ℤmn,⋅) . 
 Conform Lemei 8.9 avem izomorfism de grupuri                             
U[(ℤm,⋅) × (ℤn,⋅)] ≈ U(ℤmn,⋅). Însă U[(ℤm,⋅) × (ℤn,⋅)] =  

=U(ℤm,⋅) × U(ℤn,⋅), de unde U(ℤm,⋅) × U(ℤn,⋅) ≈ U(ℤmn,⋅). 
 Totul rezultă acum din Observaţia 6.15. deoarece  

|U(ℤm,⋅) ×  U(ℤn,⋅)| = |U(ℤm,⋅)| ⋅ |U(ℤn,⋅)| = φ(m)φ(n) iar |U(ℤmn,⋅)| = 
=φ(mn).∎ 
 
 Corolar 8.12. Dacă m1, … , mn ≥ 2 (n ≥ 2) iar pentru i≠j,    
(mi, mj)=1, atunci φ(m1m2 … mn)=φ(m1)φ(m2) … φ(mn). 
 
 Corolar 8.13. Dacă n∈ℕ, n≥2 iar t1 k

t
k
1 p ...p n =  este 

descompunerea lui n în factori primi distincţi, atunci  

                                     ( ) 







−








−=

tpp
11 ... 11nn

1
ϕ . 
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 Demonstraţie. Deoarece pentru i≠j, ( ) 1, =ji k
j

k
i pp , deducem 

(ţinând cont de Corolarul 8.11.) că: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )   p -p ... p -p

p ... p ...ppn
1k

t
k
t

1k
1

k
1

k
t

k
1

k
t

k
1

tt11

t1t1

==

===
−−

ϕϕϕϕ
 









−








−=








−








−=

tt pppp
11 ... 11n 11 ... 11p  ... p 

11

k
t

k
1

t1 .∎ 

  
Dacă n∈ℕ*, prin partiţie  a lui n înţelegem un sistem ordonat de 

numere naturale (m1, m2, …, mk) a.î. m1 ≥ m2 ≥ … ≥ mk  iar  m1 + m2 + 
+… + mk =n; vom nota prin kn  numărul partiţiilor lui n. 
 Iată, pentru n≤6 toate partiţiile distincte ale lui n: 
n=1 : (1) , deci k1 =1 
n=2 : (2), (1,1) , deci k2 =2 
n=3 : (3), (2,1), (1,1,1) , deci k3 =3 
n=4 : (4), (3,1), (2,2), (2,1,1), (1,1,1,1) , deci k4 =5 
n=5 : (5), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1), (1,1,1,1,1) , deci k5 =7 
n=6 : (6), (5,1), (4,2), (4,1,1), (3,3), (3,2,1), (3,1,1,1), (2,2,2), (2,2,1,1), 
(2,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1) , deci k6 =11. 
 

Observaţia 8.14. Din teorema de structură a grupurilor 
abeliene finit generate (vezi [22, p.99]) deducem că dacă p este un 
număr prim iar n∈ℕ* atunci există kn tipuri de grupuri abeliene 
finite de ordin pn. 

Mai general, dacă t1 n
t

n
1 p ...p n =  este descompunerea lui n în 

produse distincte de numere prime, atunci ţinând cont şi de 
Corolarul 10.7 deducem că numărul tipurilor de grupuri abeliene 
de ordin n este egal cu 

t1 nn k ...k . 
  
 Astfel, există k4 = 5 tipuri de grupuri abeliene de ordin p4 (cu p 
prim): 

ℤ 4p - corespunzător partiţiei (4) 

ℤ ×3p ℤp - corespunzător partiţiei (3,1) 
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ℤ ×2p ℤ 2p - corespunzător partiţiei (2,2) 

ℤp×ℤp×ℤp×ℤp- corespunzător partiţiei (1,1,1,1) 
iar dacă p şi q sunt numere prime distincte, atunci există k3 ⋅k3=9 tipuri 
de grupuri abeliene de ordin p3q3: 
ℤ 3p ×ℤ 3q , ℤ 2p

×ℤp×ℤ 3q
, ℤp×ℤp×ℤp×ℤ 3q

, ℤ 3p
×ℤ 2q

×ℤq,      

ℤ 2p
×ℤp×ℤ 2q

×ℤq , ℤp×ℤp×ℤp×ℤ 2q
×ℤq , ℤ 3p

×ℤq×ℤq×ℤq, 

ℤ 2p
×ℤp×ℤq×ℤq×ℤq,   ℤp× ℤp×ℤp×ℤq×ℤq×ℤq. 

 
Observaţia 8.15.  1. Cum 4=2 2 , conform Observaţiei 8.14. 

există există două tipuri de grupuri cu 4 elemente: ℤ 4  , ℤ 2 ×ℤ 2 . 
         2. Considerând K = {1, a, b, c} cu elementele multiplicându-se 
după regula a 2  = b 2  = c 2  = 1, ab = ba = c, bc = cb = a şi ca = ac = b, 
obţinem un grup izomorf cu ℤ 2 ×ℤ 2  numit grupul lui Klein. 
 
          

   §9. Teorema lui Cauchy pentru grupuri finite.  
                           Grupul diedral Dn  de grad n. 
                           Structura grupurilor finite cu 2p elemente  
                           (p prim, p≥3) 

 
 
 În cadrul acestui paragraf, prin p vom desemna un număr prim (p≥2). 
 

Teorema 9.1. (Cauchy) Dacă G este un grup finit a.î.    p | |G| , 
atunci există x∈G a.î. o(x)=p (echivalent cu există H≤G a.î. | H | = p). 

 
Demonstraţie. Cazul 1: G comutativ. Vom face inducţie matematică 

după cardinalul grupurilor finite G cu proprietatea că p | |G|. Dacă |G| = p , 
atunci G este ciclic şi orice element x∈G, x≠1, are ordinul p. Să presupunem 
afirmaţia adevărată pentru orice grup comutativ G′ cu proprietatea că |G′|<|G| şi 
p | |G′| şi s-o demonstrăm pentru  grupul comutativ G ( în  ipoteza p | |G| ). 
Pentru aceasta alegem x∈G, x≠1. Dacă p | o(x), atunci o(x)=tp cu t∈ℕ* iar din 
xo(x)=1 deducem că xtp =1  ⇔ (xt)p=1 adică o(xt)=1. Dacă p ∤ o(x), atunci 
alegem H=<x>={1, x, …, xo(x)-1} care este subgrup normal al lui G (G fiind 
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presupus comutativ). Dacă vom considera G′=G/H atunci |G′|=|G|:o(x)<|G| şi 
cum p | |G| iar (p,o(x))=1 deducem că p | |G′|. Aplicând ipoteza de inducţie lui 
G′ deducem că există un element yH∈G′ a.î. o(yH)=p. Din (yH)p=H deducem 
că ypH=H, adică yp∈H, deci yp=xt cu 1≤t≤o(x)-1. Deducem imediat că yo(x)p=1 
şi astfel elementul z=yo(x)∈G va avea ordinul p. 

Cazul 2: G necomutativ. Vom reduce acest caz tot la Cazul 1 iar 
în acest sens vom utiliza ecuaţia claselor pentru grupul G expusă în §3 
al acestui capitol: 
|G| = |Z(G)| + |)(C:G |

)(
G x

GZx
∑

∉
 (sumarea făcându-se după elementele 

x∈G \Z(G)  pentru care clasa de conjugare [x]~ este netrivială). 
 Dacă există un element x∉Z(G) a.î. p | |CG(x)| atunci ca şi în 
cazul 1 facem inducţie după |G| (aplicând ipoteza de inducţie lui 
G′=CG(x)). 

 Dacă p ∤ |CG(x)| pentru orice x∉Z(G), atunci cum 

)(
)(:

xC
G

xCG
G

G =  deducem că p | |G : CG(x) | şi cum p | |G|, din 

ecuaţia claselor deducem că  p | |Z(G)| . Cum Z(G) este comutativ , 
conform Cazului 1 există un element în Z(G) (deci în G) a.î. ordinul lui 
este p şi astfel teorema este complet demonstrată.∎ 
 
 Definiţia 9.2. Vom spune despre un grup G că este p – grup  
dacă ordinul oricărui element al său este o putere naturală a lui p. 
 
 Corolar 9.3. Dacă G este un grup finit , atunci G este p – 
grup dacă şi numai dacă | G | este o putere naturală a lui p. 
 
 Demonstraţie ,,⇒”. Dacă prin absurd există un număr prim q 
a.î. q ≠ p şi q | | G | , atunci conform teoremei lui Cauchy, există x∈G 
a.î. o(x)=q contrazicând faptul că G este p – grup. 

,, ⇐ ”. Totul rezultă din teorema lui Lagrange (vezi §3).∎ 
 Corolar 9.4. Dacă G este un p – grup finit atunci Z(G) 

≠{1}. 
 
 Demonstraţie. Scriem din nou ecuaţia claselor pentru grupul G: 
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| G | = | Z(G) | + |)(C:G |
)(

G x
GZx

∑
∉

 (unde reamintim că suma se face 

după acele elemente x∉Z(G) pentru care clasa de conjugare [x]~  este 
netrivială). Conform  Corolarului 9.3, |G|=pn cu  n≥1 iar pentru x∉Z(G) 
pentru care [x]~ este netrivială avem | G : CG(x) | = pm cu m≥1 astfel că 
din ecuaţia claselor deducem că p | Z(G)|, adică | Z(G) |≥p şi astfel Z(G) 
este netrivial.∎ 
  

Lema 9.5. Dacă G este un grup a.î. G/Z(G) este ciclic, atunci 
G este comutativ. 
 
 Demonstraţie. Fie H=Z(G) iar G/Z(G) = <xH> cu x∈G. Dacă 
y,z∈G atunci yH=xmH iar zH=xnH cu m,n ∈ℕ, de unde y=xmh1, z=xnh2 

cu h1,h2∈H=Z(G). Atunci yz=xm+nh1h2 iar zy=xn+mh2h1 şi cum h1h2=h2h1 
şi m+n=n+m deducem că yz=zy, adică G este comutativ.∎ 
 

Corolar 9.6. Dacă G este un grup cu p2 elemente, atunci G este 
comutativ. 

 
Demonstraţie. Cum Z(G)≤G , | Z(G) |∈{1, p, p2}. Conform 

Corolarului 9.4, |Z(G)| ≠1 iar dacă |Z(G)| = p2, atunci G = Z(G), adică G 
este comutativ. Rămâne să analizăm doar cazul |Z(G)|=p. În acest caz, 

cum  | G / Z(G) | p
p

p
GZ

G
===

2

)(
  iar p este prim, deducem că G/Z(G) 

este ciclic şi conform Lemei 9.5. ajungem şi în acest caz la concluzia că 
G este comutativ.∎ 
 
 Definiţia 9.7. Dacă n≥1 este un numar natural, prin grupul 
diedral de grad n înţelegem un grup Dn cu 2n elemente generat de 
două elemente s şi r ce satisfac conditiile: s2=1, rn=1 şi srs=r-1 . În 
concluzie, |Dn|=2n iar Dn={1, r, r2, …,rn-1, s, sr, sr2, … ,srn-1}.  
 Teorema 9.8. Presupunem că  p este un număr prim ≥3. 
Dacă G este un grup cu 2p elemente , atunci G este ciclic ( izomorf 
cu (ℤ2p,+)) sau diedral ( izomorf cu Dp ). 
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 Demonstraţie. Cum | G | = 2p iar 2 şi p sunt numere prime (p≥3) 
atunci (conform Teoremei 9.1.) există  s, r∈G  a.î. s2 = 1 şi rp = 1. 

Considerând  H = < r > avem | H | = p  şi  cum 22: ==
p
pHG  

deducem (conform Observaţiei 4.6.)  că H⊴G, astfel că srs-1∈H, deci   
srs = ri cu 0 ≤ i ≤p-1. Deducem imediat că 

              rrssssrssssrsrsrr iiiii ====== 22)()()(
2

 ,  
deci p | i2-1 =(i - 1)(i +1) .  Dacă p | i-1, atunci srs = r  ⇔ sr = rs  şi 
atunci G va fi comutativ . 
 Din teorema de structură o grupurilor  abeliene finit generate şi 
teorema chinezească a resturilor deducem că G ≈ ℤ2×ℤp ≈ ℤ2p. 

Dacă p | i+1, atunci srs=r-1 şi obţinem astfel descrierea grupului 
diedral Dp.∎ 
  

În continuare vom prezenta un rezultat ce arată  în esenţă că 
pentru p – grupuri finite funcţionează reciproca teoremei lui Lagrange. 
 Mai precis vom demonstra: 
 

 Teorema 9.9. Fie G un p-grup, | G | = pm  cu m∈ℕ. Atunci 
pentru orice 0 ≤ i ≤ m există un subgrup normal Gi  în G a.î.              
| Gi | =pi şi 1 = G0 < G1 < … < Gm = G. 
 
 Demonstraţie.  Facem inducţie matematică după m (afirmaţia 
fiind evidentă pentru m=0,1). 
 Să presupumen m>1 şi că afirmaţia din enunţ este adevărată 
pentru orice grup G′ de ordin pm-1 şi fie G un grup a.î. | G | = pm . 
Conform Corolarului 9.4, Z(G)≠1 şi fie z∈Z(G), z≠1. Cum o(z) |  | G | = 

=pm, fie o(z)=pn cu n≥1 iar G1=<
1npz

−
>. Cum 

1npz
−

≠1 şi 
1z)z(

n1n ppp ==
−

  deducem că o(
1−npz )=p şi astfel | G1 |=p. Cum z∈Z(G) 

deducem  că  G1≤Z(G)   şi  atunci  în  mod  evident  G1 ⊴ G.   Alegând 
G′=G/G1 , cum |G′| = pm/p = pm-1 putem aplica ipoteza de inducţie lui G′, 
deci există grupurile G′0,G′1,…G′m-1 normale în G′, a.î. G′0<G′1<…          
..<G′m-1=G′ şi |G′i| = pi pentru orice 0≤i≤m-1. 
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 Conform teoremei de corespondenţă pentru grupuri (vezi 
Teorema 7.4.) avem G′i = Gi+1/G1 cu Gi+1⊴G a.î. G1⊆Gi. In plus, 
G1⊴G2⊴ … ⊴ Gm=G şi pentru orice 0≤i≤m-1, |Gi+1|=|G′i|⋅|G1|=pi⋅p=pi+1. 
Alegând G0=1, subgrupurile G0, G1, …, Gm satisfac condiţiile din enuţul 
teoremei.∎ 
 
 

 
§10. Grupuri de permutări. Teorema lui Cayley. 
Grupurile Sn şi An. 

 

Fie M o mulţime nevidă iar ∑(M)={f∈Hom(M) | f este 
bijectivă}. După cum am văzut în §1 al acestui capitol (Hom(M),∘) este 
monoid iar ∑(M) apare acum ca grupul unităţilor monoidului Hom(M). 
 Convenim să numim grupul ∑(M) ca fiind grupul permutărilor 
asupra elementelor mulţimii M. 
 Dacă M este o mulţime cu n elemente (exemplul clasic fiind 
M={1,2,…,n} cu n≥1), atunci grupul ∑(M) se notează prin Sn şi se va 
numi grupul permutărilor asupra unei mulţimi cu n elemente sau grup 
simetric de grad n. (vom vedea mai departe că pentru grupul Sn natura 
elementelor mulţimii M joacă un rol secundar, numărul elementelor lui 
M fiind lucrul important). 
 Astfel, un element σ  al lui Sn se va prezenta de multe ori sub 
forma unui tabel 

( ) ( )







n

n
σσ ...1

...1 . 

Vom nota prin en sau simplu prin e (dacă nu este pericol de 
confuzie) permutarea identică din Sn. 

Tinând cont de Propoziţia 3.11. de la Capitolul 1, deducem că    
| Sn | = n!. 

 
Teorema 10.1.(Cayley) Orice grup G este izomorf cu un 

subgrup al grupului de permutări ∑ (G). 
Demonstraţie.  Pentru x∈G se probează imediat că θx:G→∑(G), 

θx(y)=xy pentru orice y∈G este un element din  ∑(G). Să arătăm acum 
că φ:G→∑(G) , φ(x)=θx pentru orice x∈G este un morfism injectiv de 
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grupuri. Dacă x, y∈G şi φ(x)=φ(y), atunci θx=θy deci în particular 
θx(1)=θy(1) ⇔ x⋅1=y⋅1 ⇔x=y, de unde deducem că φ este ca funcţie o 
injecţie. 

De asemenea, φ(x) ◦ φ(y) = θx ◦ θy iar dacă z∈G avem             
(θx ◦ θy)(z) = θx (θy(z)) = x(yz) = (xy)z = θxy(z), adică θx ◦ θy = θxy  = 
=φ(xy), deci φ(x) ◦ φ(y) = φ(xy), adică φ∈Hom (G, ∑(G)). Deducem 
că G ≈ φ(G) ≤ ∑(G).∎ 

 
Suntem acum în măsură să arătăm că putem renunţa la condiţia 

de comutativitate a lui G׳ din Propoziţia 5.8. (mai precis la 
demonstrarea implicaţiei (iii)⇒(i)). Să presupunem deci că G , G׳ sunt 
grupuri, f:G→G׳ este morfism de grupuri cu proprietatea  că pentru 
orice grup G׳׳ şi oricare morfisme α, β: G׳→G׳׳ , dacă α∘f=β∘f atunci 
α=β şi să arătăm că f este surjecţie. Fie H=f(G)≤G׳ şi să presupunem 
prin absurd că H≠G׳. Dacă [G׳:H]=2, atunci H⊴G׳ , (conform 
Observaţiei 4.6.) şi alegînd G׳׳=G׳/H , α =pH : G׳→G׳׳ morfismul 
surjectiv canonic iar β : G׳→G׳׳ morfismul nul, atunci α∘f=β∘f  şi totuşi 
α≠β-absurd!. 

Să presupunem acum că [G׳:H]>2 şi fie T= (G׳/H)d  mulţimea 
claselor la dreapta ale lui G׳ relative la H iar G׳׳= ( )∑ ′G -grupul 

permutărilor lui G׳.  
Vom construi şi în acest caz două morfisme de grupuri             

α, β: G׳→G׳׳ , a.î. α≠β şi totuşi α∘f=β∘f, contrazicând faptul că f este 
surjecţie.  

Alegem α : G׳→ G׳׳= ( )∑ ′G  ca fiind morfismul lui Cayley 

(vezi Teorema 10.1.), (adică α(x)=θx ,  cu θx : G׳→G׳,  θx (y)=xy, 
oricare ar fi x, y∈G׳).  

Pentru a construi pe β, fie π : G׳→T surjecţia canonică, (adică 
π(x)=Hx≝ x̂ , oricare ar fi x∈G׳ ) iar s : T→G׳  o secţiune a lui π (deci 
π∘s=1T , adică ( ) xxs ˆˆ ∈ , oricare ar fi x̂∈T; existenţa lui s ne este 
asigurată de Propoziţia 3.8., (vii) de la Capitolul 1).  
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Cum |T|=|G׳ : H|≥3, există o permutare σ : T→T a.î. ( ) ee ˆˆ =σ  
şi σ≠1T. Dacă x∈G, cum ( ) xxs ˆˆ ∈ ⇒ ( ) 1ˆ −xxs ∈H. 

Definim τ : G׳→H prin τ(x)= ( ) 1ˆ −xxs , oricare ar fi x∈G׳. 
Atunci λ : G׳→G׳, λ(x)=τ(x)·s ( )( ) ( ) ( )( )xsxxsx ˆˆˆ 1 σσ −=  oricare ar fi 

x∈G׳ este o permutare a lui G׳ (adică λ∈G׳׳). 
 Într-adevăr, dacă x, y∈G׳ şi λ(x)=λ(y), atunci  
(1)  ( ) ( )( )xsxxs ˆˆ 1 σ− = ( ) ( )( )ysyys ˆˆ 1 σ− .  

Cum ( ) 1ˆ −xxs , ( ) 1ˆ −yys ∈H⇒ ( )( ) ( )( )
∧∧

= ysxs ˆˆ σσ ⇒(π∘s)(σ( x̂ ))= 
=(π∘s)(σ( ŷ ))⇒ σ( x̂ )=σ( ŷ )⇒ x̂ = ŷ  iar din (1) deducem că x=y. 

Fie acum y∈G׳ ; există ẑ∈T a.î ŷ =σ( ẑ ). Cum ( ) yys ˆˆ ∈ =Hy , 
atunci există h∈H a.î. ( ) hyys =ˆ . Dacă notăm ( )zsx ˆ1 =  şi x=h-1x1, 
atunci (cum 1x̂x =)  căci 1

1
−xx =h∈H) avem 

λx= ( ) ( )( )xsxxs ˆˆ 1 σ− = ( ) ( )( ) =−−
1

1
11

1 ˆˆ xsxsxh σ ( ) ( )( ) =−− zsxsxh ˆˆ 1
11

1 σ  

= ( ) ( ) =−− ysxsxh ˆˆ 1
11

1 ( ) hyxsxh 1
11

1 ˆ −− . Cum ( ) zxzzsx ˆˆ,ˆˆ 11 =∈=  şi deci 

( ) ( ) 11 ˆˆ xzsxs == , astfel că λ(x)= yhyxxh =−− 1
11

1 , adică λ este şi 

surjecţie, deci λ∈G׳׳. 
Să definim acum β : G׳→G׳׳ = ( )∑ ′G  prin β(x)=λ-1∘α(x)∘λ 

pentru orice x∈G׳. În mod evident β este morfism de grupuri. Avem 
α≠β căci dacă α=β, atunci α(x)∘λ=λ∘α(x), oricare ar fi x∈G׳⇔ 
(α(x)∘λ)(y)=(λ∘α(x))(y), oricare ar fi y∈G׳⇔ xλ(y)=λ(xy) oricare ar fi 

y∈G׳⇔ ( ) ( )( ) 





















=

∧−∧
− xysxyxysysyxys σσ

1
1 ˆˆ , oricare ar fi y∈G׳ ⇔ 

⇔ ( ) ( )( ) 





















=

∧−∧
− xysxysysys σσ

1
1 ˆˆ  oricare ar fi y∈G׳. 

 Alegând acum x=y-1 obţinem că 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) eesesesesysys === −−− ˆˆˆˆˆˆ 111 σσ , de unde ( ) ( )( )ysys ˆˆ σ= . 



 140 
 

Cum s este injectivă deducem că ( )yy ˆˆ σ=  şi cum y este oarecare 

deducem că σ=1T   - absurd!. Deci α≠β.  
Să arătăm acum că α∘f=β∘f şi contradicţia va fi evidentă 

urmînd a concluziona că f este surjecţie.  
Într-adevăr, α∘f=β∘f⇔(α∘f)x=(β∘f)x, oricare ar fi x∈G ⇔ 

⇔α(f(x))=β(f(x)), oricare ar fi x∈G ⇔ ( ) ( )( ) λαλθ oo xfxf
1−= , 

oricare ar fi x∈G⇔ ( ) ( ) λθθλ oo xfxf = oricare ar fi x∈G⇔  
⇔ ( )( )( ) ( )( )( )yy xfxf λθθλ oo = ,  oricare  ar  fi  x ∈ G  şi  y ∈ G׳  ⇔  
⇔ λ (f (x) y) = f(x) λ(y),   oricare  ar  fi   x ∈ G   şi  y ∈ G׳  ⇔   

⇔ ( )( )yxfτ s(σ( ( )
∧

yxf ))= ( ) ( ) ( )( )ysyysxf ˆˆ 1 σ− , oricare ar fi x∈G şi 

y∈G׳ ⇔ f(x)ys( ( )
∧

yxf )-1 s(σ( ( )
∧

yxf ))= ( ) ( ) ( )( )ysyysxf ˆˆ 1 σ− , oricare 

ar fi x∈G şi y∈G׳ ⇔ s( ( )
∧

yxf )-1 s(σ( ( )
∧

yxf ))= ( ) ( )( )ysys ˆˆ 1 σ− , oricare 

ar fi x∈G şi y∈G׳ ceea ce este evident deoarece pentru x∈G, 

f(x)∈f(G)=H şi deci  ( )
∧

yxf = ŷ , oricare ar fi  y∈G׳. 
 
În continuare ne vom ocupa de studiul grupului Sn cu n≥2. 

Evident, grupul S2 având 2 elemente este comutativ pe când începând cu 
n≥3, Sn nu mai este comutativ. 

 
Definiţia 10.2. Numim ciclu de lungime k (2≤k≤n) o 

permutare σ∈Sn pentru care există elementele distincte i1,i2,…,ik din 
{1,2,…,n} a.î. σ(i1)=i2, σ(i2)= i3, …, σ(ik)=i1 iar σ(i)=i pentru orice 
i∈{1,2,…,n} \ {i1,i2, …, ik}. Convenim să notăm un astfel de ciclu σ prin 
σ = (i1 i2 … ik)  sau σ = (i1,i2, …, ik)  (dacă există pericol de confuzie). 



 141 
 

 Ciclii de lungime 2 se mai numesc şi transpoziţii.  
 De exemplu, în S5  
 

(1 3 5)= 







 1   4   5   2   3

5   4  3   2   1
 iar (2 4)= 








 5   2   3   4   1

5   4  3   2   1
. 

 
Dacă σ = (i1 i2 … ik) este un ciclu de lungime k, convenim să 

numim mulţimea {i1,i2, …, ik} ca fiind orbita lui σ  . 
 Dacă τ = (j1 j2  … jt) este un alt ciclu de lungime t din Sn , vom 
spune că σ  şi τ sunt ciclii disjuncţi dacă {i1, i2, …, ik}∩{j1, j2, …, jt}=Ø. 
 
 Propoziţia 10.3. Dacă σ, τ sunt ciclii disjuncţi din Sn, atunci 
στ=τσ. 
 

 Demonstraţie.  Dacă  i ∈ {1, 2, …, n} \ ({i1, i2, …, ik} ∪ {j1,j2, 
…, jt}), atunci (στ)(i) = =(τσ)(i) =i. Să presupunem că i∈{i1, i2, …, ik}, 
să zicem de exemplu că i=i1. Atunci (στ)(i)=σ(τ(i))=σ(i)=σ(i1)=i2, iar 
(τσ)(i)=τ(σ(i))=τ(i2)=i2 de unde concluzia că (στ)(i)=(τσ)(i). Analog se 
arată că (στ)(i)=(τσ)(i) dacă i∈{j1, j2, …, jt}, de unde deducem egalitatea 
στ = τσ. 
 În esenţă am folosit faptul că dacă i∉{i1, i2, …, ik} atunci τ(i)=i 
iar dacă  j∉{j1, j2, …, jt}, atunci σ(j)=j.∎ 
 
 Observaţia 10.4. Deoarece pentru orice 2≤k≤n avem             
(i1 i2 … ik) = (i2 i3 … ik  i1) = … = (ik i1 … ik-1) deducem  că în Sn există 

k
nA

k
⋅

1  ciclii distincţi de lungime k. 

  
 Propoziţia 10.5. Ordinul oricărui ciclu de lungime k (2≤k≤n) 
este k . Dacă σ,τ sunt 2 ciclii disjuncţi de lungimi k şi respectiv t 
(2≤k, t≤n), atunci o(στ)=[k,t]. În particular, dacă (k,t)=1, atunci 
o(σt)=o(σ)⋅o(τ). 
 Demonstraţie.  Trebuie în prima parte să demonstrăm că σk(i)=i 
pentru orice i∈{1,2, … ,n}, unde σ=(i1, i2, … , ik) este un ciclu de 
lungime k. 
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 Dacă  i∈ {1,2 , … , n} \ {i1 , i2  , … , ik}, atunci în mod evident 
σk(i)=i. Dacă i∈{i1 , i2  , … , ik}, de exemplu i = i1, atunci σ2(i) = σ(σ(i)) 
= σ(σ(i1)) = σ(i2) = i3, deci σk-1(i) = ik ≠i iar σk(i)=i şi analog pentru orice 
i∈{i1 , i2  , … , ik}, i≠i1 , de unde concluzia că σk=e iar k este cel  mai 
mic număr natural cu această proprietate, adică o(σ)=k. 
 Fie σ = (i1 i2 … ik) , τ=(j1 j2 … jt) ciclii disjuncţi de lungime k şi 
respectiv t (2≤k, t≤n), ε = στ = τσ, s=[k,t] iar r=o(ε). Va trebui să 
demonstrăm că r=s. 
 Deoarece k,t | s deducem că εs=e, adică r|s. Cum εr= e deducem 
că σrτr=e adică σr=τ-r . Dacă am avea σr≠e, atunci există i∈{i1, i2, … ,ik} 
a.î. σr(i)≠i.  Cum  σr = τ-r deducem că şi τr(i)≠i, adică i∈{j1, j2, …, jt}  – 
absurd !  . În concluzie σ r=τ r=e, de unde deducem  k|r şi t|r. Cum s=[k,t] 
deducem că s|r, adică s=r.∎ 
 
 Corolar 10.6. Dacă σ1, … σk sunt ciclii disjuncţi doi câte doi  
din Sn de lungimi t1, … ,tk , atunci  o(σ1 … σk)=[t1, …,tk]. 
  
 Teorema 10.7. Orice permutare σ∈Sn, σ≠e se descompune în 
mod unic în produs de ciclii disjuncţi (exceptând ordinea în care 
aceştia sunt scrişi) . 
 
 Demonstraţie.  Fie t=|{ i∈{1,2,…,n} | σ(i)≠i }| ; cum σ≠e 
deducem că există i∈{1,2.,…,n} a.î . σ(i)≠i şi astfel şi σ(σ(i))≠σ(i), de 
unde concluzia că t≥2. Vom face acum inducţie matematică după t. 
Dacă t=2 totul este clar căci în acest caz σ se reduce la o transpoziţie.  
 Să presupunem acum teorema adevărată pentru toate 
permutările ce schimbă efectiv mai putin de t indici şi să arătăm că dacă 
σ este o permutare ce schimbă efectiv t indici atunci σ se descompune în 
produs de ciclii disjuncţi. Alegem i0∈{1,2,…,n} pentru care σ(i0)≠i0 şi 
fie q=o(σ). Alegând i1=σ(i0), i2=σ(i1), … ,ik+1=σ(ik), … se vede că 
ik=σk(i0) pentru orice k≥1. Cum σq= e deducem că σq(i0)=i0, deci iq=i0. 
Putem alege atunci cel mai mic numar natural m cu proprietatea că 
im=i0. Atunci numerele i0,i1,…,im-1 sunt distincte între ele. 
 Într-adevăr, dacă ir=is cu 0≤r, s<m, atunci σr(i0)=σs(i0). Dacă r>s, 
notând    p=r-s obţinem σp(i0)=i0 şi deci ip=i0 contrazicând alegerea lui m 
(căci p<m). 



 143 
 

 Analog dacă r<s. Cu i0,i1, …. ,im-1 formăm ciclul τ=( i0i1 …. im-1) 
şi să considerăm permutarea  σ′=τ-1σ. Dacă avem un i  a.î. σ(i)=i , atunci 
i∉{ i0,i1, …. , im-1} şi deci τ-1(i)=i de unde σ′(i)=i. Cum i1=σ(i0), i2=σ(i1), 
… , i0=σ(im-1) deducem că pentru orice i∈{ i0,i1, …. ,im-1} avem σ′(i)=i.  
 Rezultă că σ′ schimbă efectiv mai puţin de t-m elemente iar cum 
m≥2 atunci t-m<t, deci putem aplica ipoteza de inducţie lui σ′. Rezultă 
atunci că putem scrie σ′=τ2 … τs  cu  τ2 … τs  ciclii disjuncţi. Punând τ1=τ 
obţinem că     σ= τ1τ2 … τs iar  τ1 este disjunct faţă de ceilalţi ciclii. Din 
modul efectiv de descompunere de mai înainte deducem că scrierea lui σ 
sub forma σ= τ1τ2 … τs este unic determinată.∎ 
 
 Observaţia 10.8. Dacă σ=( i1, i2, …. ,ik) este un ciclu de 
lungime k din Sn (2≤k≤n), atunci se probează imediat prin calcul 
direct că avem următoarele descompuneri ale lui σ în produs de 
transpoziţii: 
 σ=(i1i2)(i2i3)…(ik-1ik)=(i1ik)(i1ik-1) … (i1i2). 
 
 Din Teorema 10.7 şi Observaţia 10.8 deducem imediat 
următorul rezultat: 
 
 Corolar 10.9. Orice permutare σ∈Sn (n≥2) este un produs de 
transpoziţii (să observăm că dacă σ=e, atunci σ=(12)(12)). 
 

Definiţia 10.10. Fie σ∈Sn. Signatura lui σ este numărul 

( ) ∏
≤<≤ −

=
nji1 ji

σ(j)-σ(i)sgn σ ; evident,  { } 1)sgn( ±∈σ . 

O  inversiune a lui σ este o pereche (ij) cu 1≤i<j≤n a.î. 
σ(i)>σ(j). Dacă r este numărului de inversiuni ale lui σ, atunci 
evident sgn(σ) = (-1)r . Dacă r este par spunem că σ este  permutare 
pară iar dacă r este impar spunem că σ este permutare impară . 

Vom nota prin An mulţimea permutărilor pare. 
Astfel, σ∈Sn  este pară  ⇔ sgn(σ)=1 şi impară ⇔ sgn(σ)=-1. 
 
Propoziţia 10.11. Dacă σ,τ∈Sn, atunci 

sgn(σ◦τ)=sgn(σ)⋅sgn(τ). 
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Demonstraţie.  Avem  ∏
≤<≤ −

−
=

nji ji
ji

1

))(())((
)sgn(

τστσ
τσ o  

 
( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n   sgnsgn
ji

ji
ji

ji

ji
ji

ji
ji

nji1nji1

nji1

τ⋅σ=
−

τ−τ
⋅

−
σ−σ

=

=
−

τ−τ
⋅

τ−τ
τσ−τσ

=

∏∏

∏

≤<≤≤<≤

≤<≤  

 

Corolar 10.12. Pentru orice n≥2, An⊴Sn iar 
2
!nAn =  . 

 
 Demonstraţie.  Din Propoziţia 10.11. deducem că funcţia                         

sgn : Sn → { 1± } este un morfism surjectiv de la grupul (Sn,◦) la grupul 
multiplicativ ({ 1± },⋅). 
Deoarece Ker(sgn) = {σ∈Sn | sgn(σ)=1}=An deducem imediat că 
An⊴Sn. Conform Corolarului 7.2. de la teorema fundamentală de 
izomorfism pentru grupuri deducem că Sn/An ≈ { 1± }, de unde 

concluzia că |Sn/An | = 2 ⇔  | Sn | : | An | =2 ⇔ 
2
!

2
nS

A n
n ==   .∎ 

 
 Observaţia 10.13. Orice transpoziţie (rs) cu 1≤r≤n este o 
permutare impară . Într-adevăr, inversiunile sale sunt de forma (r,i) 
cu r<i<s sau (i,s) cu r<i<s astfel că numărul lor este egal cu 2(s-r)-1. 
Astfel dacă σ∈Sn şi scriem pe σ ca un produs de transpoziţii 
σ=t1t2…tm , atunci sgn(σ) = sgn(t1) sgn(t2) … sgn(tm)= (-1)m şi deci σ 
va fi permutare pară sau impară după cum m este par sau impar. 
 
 În particular, dacă σ=(i1 i2 …. ik) cum σ=(i1i2)(i2i3)…(ik-1ik) 
deducem că sgn(σ)=(-1)k-1 . 
 
 
  
 Teorema 10.14. Două permutări α, β∈Sn sunt conjugate în 
Sn dacă şi numai dacă ele au aceeaşi structură ciclică. 
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 Demonstraţie.  ,,⇒” . Dacă α, β sunt conjugate în Sn, atunci 
există γ∈Sn a.î. β=γαγ-1 . Însă γαγ-1 are aceeaşi structură ciclică cu α 
(căci dacă α= … ( i1 i2 … ik) … , atunci γαγ-1= …(  γ(i1) γ(i2) …. γ(ik))… 
de unde concluzia că α şi β au aceeaşi structură ciclică.   

 Faptul că γαγ-1 acţionează asupra lui α de maniera descrisă mai 
sus se probează astfel : se descompune α în ciclii disjuncţi α = c1c2 … ct 
şi se observă că  γαγ-1=(γc1γ-1) (γc2γ-1)  … (γctγ-1) iar dacă de exemplu 
c1=(i1i2 … ik), atunci     γc1γ-1=[γ(i1i2)γ-1] [γ(i2i3)γ-1] … [γ(ik-1ik)γ-1], totul 
reducându-se astfel la a proba de exemplu că γ(i1i2)γ-1=(γ(i1)γ(i2)) ⇔ 

⇔γ◦(i1i2)=(γ(i1)γ(i2))◦γ.  

Dacă i∈{1,2, …,n} \ {i1,i2} atunci γ(i)≠γ(i1),γ(i2) şi 
(γ◦(i1,i2))(i)=γ((i1,i2)(i))=γ(i) iar ((γ(i1)γ(i2))◦γ)(i) =(γ(i1)γ(i2))(γ(i))= γ(i) 
iar dacă de exemplu i=i1 atunci  (γ◦(i1i2))(i1)= γ((i1i2)(i1))=γ(i2) iar 
((γ(i1)γ(i2))◦γ)(i1)=(γ(i1)γ(i2))(γ(i1))= γ(i2), de unde egalitatea dorită. 

,,⇐”. Să presupunem acum că α şi β au aceeaşi structură ciclică 
şi să construim γ a.î. β=γαγ-1. 

 Vom face lucrul acesta pe un exemplu concret (la general 
raţionîndu-se analog) . Să presupunem că suntem în  S5 şi avem             
α = (1 5) (4 2 3) şi  β = (3 4)(2 1 5) .     Ţinând cont de felul în care 

acţionează γαγ-1 asupra lui α deducem că: ( )2 4 5 3 1
5 1 2 4  3
3 2 4 5 1

γ =







= . ∎ 

 Ţinând cont de Observaţia 10.4 şi de Teorema 10.14 , putem 
determina cu uşurinţă numărul permutărilor α din Sn de o structură 
ciclică dată. 

 De exemplu numărul de permutări din S4 de forma (1 2)(3 4) 

este 3
2

12
2

34
2
1

=





 ×

×
×  (factorul 

2
1  apărând datorită egalităţii              

(a b)(c d)=(c d)(a b) pentru {a,b,c,d}={1,2,3,4}) .Găsim astfel pentru S4 
următorul tabel de structură: 
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Se observă că 1+6+8+6+3=24=4!. 

  

Putem acum prezenta un rezultat care ne arată că reciproca 
teoremei lui Lagrange pentru grupuri finite este falsă. 

  

Teorema 10.15 Grupul A4 (care are ordinul 12) nu conţine 
subgrupuri de ordin 6. 

 

 Demonstraţie.  Din tabelul de structură pentru S4 deducem că A4 
constă din 8 ciclii de lungime 3, trei produse de transpoziţii disjuncte şi 
permutarea identică. Aceste elemente sunt : (1 2 3), (1 3 2), (2 3 4),       
(2 4 3), (3 4 1), (3 1 4), (4 1 2),   (4 2 1), (1 4)(2 3), (1 2)(3 4), (1 3 )(2 4) 
şi e. Să trecem acum la demonstrarea teoremei şi să presupunem prin 

Structura 
ciclică 

Numărul lor Ordinul Paritatea 

(1) 1 1 pară 
(12) 

6
2

34
=

×  
2 impare 

(123) 
8

3
234

=
××  

3 pare 

 

(1234) 
6

4
!4

=  
4 impare  

(12)(34) 
3

2
12

2
34

2
1

=





 ×

×
×

 

2 pare  
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mod evident, )(
4

αSC ={e, α, α-1} şi cum e, α, α-1∈A4 deducem că 

| )(
4

αAC | = 3 deci  |A4 : )(
4

αAC | = 4
3

12
= . Deducem că α va avea 4 

conjugaţi în A4 şi cum H⊴A4, cei patru conjugaţi ai lui α sunt în H. Tot 
din tabelul de structură al lui S4 şi A4 deducem că H trebuie să conţină 
un element β de ordin 2 (căci dacă ar mai conţine un ciclu de lungime 3 
atunci ar mai conţine încă 4 conjugaţi ai acestuia depăşind numărul de 6 
elemente ce am presupus a fi în H).  

Deoarece β este pară avem β=(a b)(c d) astfel că până acum am 
descoperit 6 elemente din H: 4 ciclii de lungime 3, e şi β. Deoarece 
H⊴A4 alegând  γ=(a c b)∈A4, ar trebui ca şi γβγ-1=(c a)(b d) ∈H şi cum 
γβγ-1≠β am deduce că H conţine cel puţin 7 elemente – absurd!. 
 Deci A4 nu conţine subgrupuri de ordin 6.∎ 
 

§11. Teoremele lui Sylow. 
Aplicaţii : caracterizarea grupurilor cu pq elemente 

            (p şi q numere prime distincte ) şi 12 elemente 
 
 În cadrul acestui paragraf prin G vom desemna un grup finit. 
Conform teoremei lui Lagrange ordinul oricărui subgrup al lui G divide 
ordinul lui G. După cum am demonstrat în §10 (Teorema 10.15) 
reciproca teoremei lui Lagrange este falsă (în sensul că există grupuri 
finite cu proprietatea că pentru un anumit divizor al grupului respectiv 
grupul nu are subgrupuri de ordin egal cu acel divizor). Există în teoria 
grupurilor anumite rezultate pe care le vom prezenta în continuare 
(datorate matematicianului L. Sylow (1832-1918)) şi care permit să se 
stabilească existenţa subgrupurilor de ordin pn ale lui G (cu p prim şi 
n∈ℕ*) şi care dau informaţii importante despre aceste subgrupuri. 
Astfel, teoremele lui Sylow sunt de importanţă fundamentală în teoria 
grupurilor finite. Deoarece prezenta monografie nu este un tratat de 
teoria grupurilor vom prezenta doar enunţurile acestor teoreme, cititorul 
dornic de a vedea cum se demonstrează acestea putând consulta de 
exemplu lucrările [20], [21] sau [22] (după ce în prealabil s-a pus la 
punct cu anumite chestiuni legate de acţiuni ale grupurilor pe mulţimi). 
 Definiţia 11.1. Fie p un număr prim şi să presupunem că           
|G| = pmr cu m∈ℕ, r∈ℕ* şi (p,r)=1. Numim p- subgrup Sylow  al lui 
G orice subgrup al lui G de ordin pm. Pentru H≤G vom nota                 
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NG(H)={g∈G | gH=Hg}. În mod evident avem H⊴NG(H)≤G şi pentru 
orice subgrup K≤G a.î. H⊴K avem K≤NG(H),  deci NG(H) este cel mai 
mare subgrup al lui G (faţă de incluziune) ce conţine H ca subgrup 
normal) . În particular, H⊴G ⇔ NG(H)=G. 
 Subgrupul NG(H) poartă numele de  normalizatorul  lui H în G . 

Iată acum enunţul teoremelor lui Sylow: 
  

Teorema 11.2. (Prima teoremă a lui Sylow) Pentru orice grup 
finit G şi orice număr prim p există un p-subgrup Sylow al lui G.  

 
Teorema 11.3. ( A doua teoremă a lui Sylow) Fie G un grup 

finit şi p un număr prim . Dacă H este un p-subgrup Sylow al lui G 
iar K este un p-subgrup al lui G, atunci există g∈G a.î. K ≤ g-1Hg. În 
particular, dacă K  este p-subgrup Sylow al lui G, atunci K=g-1Hg. 

 
Teorema 11.4. (A treia teoremă a lui Sylow) Dacă notăm prin 

np numărul p-subgrupurilor Sylow distincte ale lui G, atunci           
np = |G:NG(H)| (unde H este un p-subgrup Sylow particular al lui 
G), np divide | G:H | iar np≡1(mod p). 

 
În continuare vom prezenta câteva aplicaţii ale acestor 

teoreme urmând ca în finalul paragrafului să prezentăm un tabel cu 
caracterizarea grupurilor finite cu cel mult 15 elemente. 

 
Teorema 11.5. Fie p şi q numere prime distincte, p>q şi să 

presupunem că | G | = pq. 

(i) Dacă q ∤ p-1 atunci G este ciclic 
(ii) Dacă q | p-1 atunci G este generat de două elemente a şi b 

satisfăcând condiţiile aq=bp=1, a-1ba=br cu r≢1 (mod p) însă 

rq≡1 (mod p). 
 
Demonstraţie. (i). Conform teoremei lui Cauchy pentru grupuri 

finite, G conţine un element b de ordin p; fie H=<b>. Cum H este un p-
subgrup Sylow, atunci conform celei de a treia teoreme a lui Sylow 
numărul conjugaţilor lui H (adică a subgrupurilor de forma gHg-1 cu 
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g∈G) este de forma 1+up cu u∈ℕ. Însă 1+up=|G:NG(H)| şi trebuie să 
dividă |G|=pq. Cum (1+up, p)=1 atunci 1+up | q iar cum q<p deducem 
că u=0, deci H⊴G. 
 De asemenea, există un element a∈G al cărui ordin este q; fie   
K = <a>. Ca şi mai înainte K este q-subgrup Sylow al lui G astfel că           
| G : NG(H) |=1+kq cu k∈ℕ. Cum 1+kq | p iar prin ipoteză q ∤ p-1 
deducem că k=0. 
 Astel K ⊴ G, deci G ≈ H × K ≈ ℤp × ℤq ≈ ℤpq  , deci G este 
ciclic în acest caz. 
 (ii). Să presupunem că q | p-1 . Atunci K nu mai este subgrup 
normal în G. Cum S ⊴ G, a-1ba=br cu r∈ℕ.  

 Putem presupune r≢1 (mod p) (căci în caz contrar ne 
reântoarcem la cazul comutativ). Prin inducţie se arată uşor că a-jbaj = 

= jrb . În particular pentru j=q avem b = 
qrb , adică rq ≡ 1 (mod p).∎ 

 
 Corolar 11.6. Orice grup cu 15 elemente este ciclic (deci 
izomorf cu (ℤ15 , +)). 
 
 Demonstraţie.  Totul rezultă din Teorema 11.4. pentru p=5 şi 
q=3 observând că  q=3 ∤  p-1 = 4.∎ 
  
 Definiţia 11.7. Un grup de ordin 8 având doi generatori a şi 
b ce satisfac relaţiile a4=1, b2=a2 şi b-1ab=a-1 se notează prin Q şi 
poartă numele de grupul quaternionilor. 
  
  Teorema 11.8. Grupurile Q şi D4 sunt singurele grupuri 
necomutative de ordin 8. 
 
 Demonstraţie. Dacă G este un grup necomutativ cu 8 elemente 
atunci G nu conţine elemente de ordin 8 şi nu toate elementele sale au 
ordinul 2, de unde concluzia că G conţine un element a de ordin 4. 
 Alegem b∈G a.î. b∉<a>. Cum |G : <a>| = 2 deducem că         
<a> ⊴ G şi G/<a> ≈ ℤ2, de unde cu necesitate b2 ∈<a>. Dacă b2=a sau 
b2=a3 atunci o(b)=8  - contradicţie,  deci  avem doar cazurile b2 = a2 sau 
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b2 = 1. Cum <a> ⊴ G deducem ca b-1ab ∈<a> iar cum o(a2)=2 avem 
doar posibilităţile b-1ab=a sau     b-1ab=a3. 
 Cazul b-1ab=a îl excludem căci el implică ab=ba, adică G este 
comutativ astfel că avem doar situaţiile : 

(i) a4 = 1, b2 = a2 şi  b-1ab=a3 =a-1 sau  
(ii) a4 = 1, b2 = 1 şi  b-1ab=a3 =a-1. 

În cazul (i) avem descrierea lui Q (deci G≈Q) iar în cazul (ii) 
avem descrierea lui D4 deci (G≈D4).∎ 

În continuare vom caracteriza grupurile finite cu 12 elemente, 
iar pentru aceasta avem nevoie să introducem un nou tip de grup finit.  

 
Definiţia 11.9.  Dacă n∈ℕ, n ≥ 2 prin grup diciclic de ordin 

4n (notat DIn ) înţelegem un grup cu 4n elemente : 
DIn={1, x, …, x2n-1, y, xy, … , x2n-1y} 

ale cărui elemente le multiplicăm astfel: 
xaxb = xa+b 

xa(xby) = xa+by 
(xa y) xb = xa-by 
(xa y) (xby) = xa-b+n 

unde 0≤a, b≤2n-1 iar puterile lui x sunt considerate modulo 2n. 
Se observă că pentru n=2, DI2 = Q (grupul quaternionilor). 
Suntem acum în măsură să prezentăm teorema de structură a 

grupurilor finite cu 12 elemente: 
 
       Teorema 11.10. Fie G un grup finit cu 12 elemente. 

(i) Dacă G este comutativ, atunci G este izomorf cu ℤ12 sau 
ℤ6 ×  ℤ2 

(ii) Dacă G este necomutativ atunci G este izomorf cu D3, DI3 
sau A4. 

 
Demonstraţie. (i). Rezultă din teorema de structură a grupurilor 

abeliene finit generate (vezi Observaţia 8.14). 
 (ii). Fie t numărul subgrupurilor Sylow distincte ale lui G cu 3 
elemente. Conform teoremelor lui Sylow t≡1 (mod 3) şi t|4. 
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Astfel , G are fie un singur subgrup de ordin 3 (care trebuie să 
fie subgrup normal) fie 4 subgrupuri (conjugate). Tot conform 
teoremelor lui Sylow deducem că G trebuie să aibă unul sau 3 
subgrupuri de ordin 4. 

Cazul 1. Presupunem că G conţine un singur subgrup (normal) 
H de ordin 3 generat de x. 

Dacă K este un subgrup al lui G de ordin 4 atunci K este ciclic 

(K≈ℤ4) sau K este izomorf cu grupul lui Klein (K≈ℤ2 × ℤ2).  
(a) Să analizăm cazul când K este ciclic, K=<y>. 

           Cum H∩K={1}, atunci clasele H, Hy, Hy2, Hy3 sunt toate 
distincte şi HK=G. 

Cum H⊴G deducem că yxy-1∈H.  
(1) Dacă yxy-1=x, atunci xy=yx, deci G este comutativ şi avem 

                                        G ≈ H × K ≈ ℤ3 ×  ℤ4 ≈ ℤ12. 
(2) Dacă yxy-1=x2, atunci yx=x2y, de unde    

y2x=yx2y=x2yxy=x4y2=xy2. 
Astfel, xy2=y2x şi dacă considerăm z=xy2 avem că o(z)=6. 
De asemenea z3=x3y6=y2  şi  yz=yxy2=y3x=y2x2y=z-1y. 
Cum o(y)=4, y∉ <z> şi deci clasele <z> , <z>y dau o partiţie a 

lui G. 
Multiplicând în acest caz  elementele lui G ca în cazul grupului 

diciclic şi anume zazb=za+b, za(zby)=za+by, (zay)zb=za-by, (zay) (zby)=  
=za-by2= za-b+3 (unde puterile lui z se reduc modulo 6) obţinem în acest 
caz că G≈DI3. 

(b) Să presupunem că K este grupul lui Klein (deci K≈ℤ2 × ℤ2) 
şi să notăm elementele sale cu 1,u,v,w unde w=uv şi u2=v2=1. Atunci 
H∩K={1} iar clasele H, Hu, Hv, Hw partiţionează pe G, de unde 

HK=G. Cum H⊴G avem uxu-1=xa, vxv-1=xb, wxw-1=xab unde a, b, 
ab∈{ ± 1}. 

(3) Dacă a=b=ab=1, cum G este abelian,  
                 G≈H×K ≈ ℤ3 ×ℤ2 ×ℤ2 ≈ ℤ6 ×  ℤ2. 

          (4) Să considerăm cazul când două dintre a, b, ab sunt egale cu –1 
iar al treilea  egal cu 1. 
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Renumerotând u, v, w (dacă este necesar) putem presupune că a = 1 şi    
b = -1. Atunci ux=xu iar z=ux are ordinul 6. Astfel, G=<z,v> iar 
z6=1,v2=1 iar vz=z-1v ⇔ vzv=z-1 de unde concluzia că în acest caz 
G≈D6. 
 Cazul 2.Să presupunem că G conţine 4 subgrupuri (conjugate) 
de ordin 3. 
 Elementele nenule (diferite de 1) ale celor 4 subgrupuri de ordin 
3 ne dau 8 elemente diferite de 1 ale lui G restul de 4 urmând a forma 
singurul subgrup K de ordin 4 al lui G. 
 (c) Să arătăm că grupul K nu poate fi ciclic. 
 Presupunem prin absurd că totuşi K este ciclic, K=<y> şi fie 
x∈G\K. Atunci o(x)=3 iar clasele K, Kx şi Kx2 dau o partiţie a lui G.  
Cum K⊴G avem că  xyx-1∈K. Dacă xyx-1=y, atunci ar rezulta că G este 
comutativ (în contradicţie cu faptul că G conţine 4 subgrupuri conjugate 
distincte de ordin 3). 
 De asemenea xyx-1≠y2 (căci y şi y2 au ordine diferite). 
 În sfârşit, dacă am avea xyx-1=y3, atunci y=x3yx-3=y27=y3                  

– absurd, de unde concluzia că grupul K nu este ciclic. 
     (d) Atunci K trebuie să fie grupul lui Klein. Considerând ca mai 

sus K={1, u, v, w}, fie x∈G a.î. o(x)=3. Atunci clasele K, Kx, Kx2 sunt 
toate distincte astfel că G=<u, v, x>. Conjugarea prin x permută cele 3 

elemente u, v, w între ele (căci K⊴G) iar permutarea este sau identică 
sau un 3-ciclu (deoarece x3=1).  

     (5) Nu putem avea permutarea identică căci în acest caz G ar 
deveni comutativ (caz studiat deja). 

            (6) Renumerotând eventual, putem presupune că xux-1=v,         
xvx-1=w, xwx-1=u şi atunci considerând asocierile u↔(12)(34), 
v↔(13)(24), x↔(234) obţinem un izomorfism între G şi A4. 

        În concluzie avem 5 tipuri de grupuri cu 12 elemente, 2 

comutative (ℤ12, ℤ6×ℤ2) şi 3 necomutative (D6, DI3 şi A4).∎ 
 

Suntem acum în măsură să prezentăm tabelul de caracterizare a   
grupurilor cu cel mult 15 elemente: 
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   Nr. 
elem 

  Nr. 
tipuri 

      Reprezentanţi          Rezultatul 
care dă caracterizarea 

 

2 1 ℤ2 Propoziţia 6.16. 
3 1 ℤ3 Propoziţia 6.16. 

 

4 2 ℤ4  , ℤ2 ×  ℤ2 Observaţia 8.15 
5 1 ℤ5 Propoziţia 6.16. 

 

6 2 ℤ6  ,  D3 Teorema 9.12. 
7 1 ℤ7 Propoziţia 6.16. 

 

8 5 3 tipuri comutative : 
ℤ8, ℤ4×ℤ2, ℤ2 ×ℤ2×ℤ2 
2 tipuri necomutative: 
Q  ,  D4 

Observaţia 8.14. , 
Teorema 11.8. 

9 2 ℤ9   ,  ℤ3×ℤ3 Observaţia 8.14. 
10 2 ℤ10 ,  D5 Teorema 9.12. 
11 1 ℤ11 Propoziţia 6.16. 

 
 

12 5 2 comutative: 
 ℤ12,ℤ4×ℤ3 
3 necomutative : D6, 
DI3, A4 

Observaţia 8.14. , 
Teorema 11.10. 

13 1 ℤ13 Propoziţia 6.16. 
14 2 ℤ14 , D7 Terorema 9.12. 

 
 

15 1 ℤ15 Corolar 11.6.  
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CAPITOLUL 3 :  INELE ŞI CORPURI 
 

§1. Inel. Exemple. Reguli de calcul într-un inel. 
Divizori ai lui  zero. Domenii de integritate. 
Caracteristica unui inel 
 

             Definiţia 1.1. O mulţime nevidă A, împreună cu două 
operaţii algebrice notate tradiţional prin „+” şi „· ” se zice inel dacă: 

  (i)   (A,+) este grup comutativ 
  (ii   (A,·) este semigrup 

             (iii)   Înmulţirea este distributivă la stânga şi la dreapta faţă de 
adunare, adică pentru oricare x, y, z ∈A avem: 
                            x(y+z)=xy+xz şi (x+y)z=xz+yz. 
 În cele ce urmează (dacă nu este pericol de confuzie) când vom 
vorbi despre un inel A vom pune în evidenţă doar mulţimea A  
(operaţiile de adunare şi înmulţire subânţelegându-se). 
 Astfel, prin 0 vom nota elementul neutru al operaţiei de adunare 
iar pentru a∈A, prin – a vom desemna opusul lui a. 
 Dacă operaţia de înmulţire de pe A are element neutru (pe care 
îl vom nota prin 1) vom spune despre inelul A că este unitar. 
 Dacă A este un inel unitar şi 0=1 vom spune despre A că este 
inelul nul; în caz contrar vom spune că A este inel nenul. 
 Dacă înmulţirea de pe A este comutativă, vom spune despre 
inelul A că este comutativ. Convenim să notăm A*=A\{0}.  
  
 Exemple. 1. Din cele stabilite în §6 de la Capitolul 2 deducem 
că (ℤ,+,·) este inel comutativ unitar. 
  2. Dacă vom considera A=2ℤ={2n : n∈ℤ} atunci (A,+,·) este 
exemplu de inel comutativ neunitar (căci 1∉2ℤ). 
          3. Dacă n∈ℕ, n≥2 atunci (ℤn, +, ·) este exemplu de inel unitar 
comutativ finit cu n elemente (vezi §6 de la Capitolul 2). 

4. Fie A un inel şi m, n∈ℕ*. Un tablou de forma  
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








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
=
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n

αα

αα
α

...
.........
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111

 

cu m limii şi n coloane, format din elemente ale lui A se zice matrice cu 
m linii şi n coloane; convenim să notăm o astfel de matrice şi sub formă 
mai condensată ( )

nj
miij

≤≤
≤≤=

1
1αα . 

Dacă m=n notăm Mm,n(A)=Mn(A); o matrice din Mn(A) se zice 
pătratică de ordin n. 
 Pentru α, β∈Mm,n(A), α=(αij)

nj
mi

≤≤
≤≤

1
1   şi β=(βij) 

nj
mi

≤≤
≤≤

1
1  definim: 

                                      α+β=(αij+βij) 
nj
mi

≤≤
≤≤

1
1 . 

 Asociativitatea adunării matricelor este imediată, elementul 
neutru este matricea Om,n din Mm,n(A) ce are toate elementele egale cu 0, 
iar opusa matricei α este matricea -α =(-αij) 

nj
mi

≤≤
≤≤

1
1 , de unde concluzia că 

(Mm,n(A), +) este grup (abelian). 
 Pentru m, n, p∈ℕ* , α∈Mm,n(A), β∈Mn,p(A), α=(αij)

nj
mi

≤≤
≤≤

1
1 , 

β=(βjk)
pk
nj

≤≤
≤≤

1
1  definim αβ=(γik)

pk
mi

≤≤
≤≤

1
1 , unde γik= ∑

=

n

j 1
αijβjk pentru 1≤i≤m şi 

1≤k≤p. 
 În mod evident, αβ∈Mm,p(A). 
 Să demonstrăm că dacă m, n, p, q∈ℕ* şi  α∈Mm,n(A), 
β∈Mn,p(A), γ∈Mp,q(A), atunci (αβ)γ=α(βγ). Într-adevăr, fie 

αβ=(δik)
pk

mi
≤≤

≤≤
1
1 , cu δik= ∑

=

n

j 1
αijβjk  şi (αβ)γ =(εit)

qt
mi

≤≤
≤≤

1
1  cu  εit= ∑

=

p

k 1
δikγkt 

= ∑
=

p

k 1
( ∑

=

n

j 1
αijβjk) γkt = ∑

=

p

k 1
∑

=

n

j 1
αij βjk γkt. 

 Dacă βγ=(δ′jt)
qt
nj

≤≤
≤≤

1
1  cu δ′jt= ∑

=

p

k 1
βjkγkt iar α(βγ)=(ε′it)

qt
mi

≤≤
≤≤

1
1 , atunci 

ε′it= ∑
=

n

j 1
αijδ′jt = ∑

=

n

j 1
αij ∑

=

p

k 1
βjkγkt = ∑

=

n

j 1
∑

=

p

k 1
αijβjkγkt, de unde egalitatea 

(αβ)γ=α(βγ). 
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 Ţinând cont de distributivitatea înmulţirii de pe A faţă de 
adunare, deducem imediat că dacă α∈Mm,n(A) şi β,γ∈Mn,p(A) atunci 
α(β+γ)=αβ+αγ iar dacă α, β∈Mm,n(A) şi γ∈Mn,p(A) atunci 
(α+β)γ=αγ+βγ. 
 Sumând cele de mai sus, deducem că dacă n∈ℕ, n≥2, atunci 
(Mn(A),+,·) este un inel (numit inelul matricelor pătratice de ordin n cu 
elemente din A). 
 Dacă inelul A este unitar, atunci şi inelul (Mn(A),+,·) este unitar, 
elementul neutru fiind matricea In ce are pe diagonala principală 1 şi în 
rest 0.  
 Să remarcăm faptul că în general, chiar dacă A este comutativ, 
Mn(A) nu este comutativ. 

 
Observaţia 1.2. 1. Dacă A este inel unitar, rezultă că adunarea 

de pe A este comutativă. 
 Într-adevăr, calculând pentru a, b∈A, (a+b)(1+1) în două 
moduri (ţinând cont de distributivitatea la stânga şi la dreapta a 
înmulţirii faţă de adunare) obţinem egalitatea a + a + b + b =a + b + a + 
+b, de unde a+b=b+a. 
 2. Notarea generică cu litera A a unui inel oarecare se explică 
prin aceea că în limba franceză noţiunea matematică corespunzătoare se 
traduce prin anneaux. 
 În anumite cărţi un inel oarecare se notează prin R (de la faptul 
că în limba engleză noţiunea matematică de inel se traduce prin ring). 
       

Propoziţia 1.3.  Dacă A este un inel, atunci: 
 (i)    a·0=0·a=0, pentru orice a∈A 
 (ii)   a(-b)=(-a)b= -(ab) şi (-a)(-b) = ab, pentru orice a, b∈A 

      (iii)   a(b-c)= ab-ac şi (a-b)c= ac-bc,  pentru orice a, b, c∈A 
      (iv) a(b1+…+bn)=ab1+…+abn    şi  (a1+…+an)b=a1b+…+anb,                         
pentru  orice  a, b, ai, bi∈A, 1 ≤ i ≤ n   
      (v)    Dacă a, b ∈A, n∈ℕ* şi ab=ba avem egalităţile: 
                  an- bn = (a-b)(an-1 + an-2b +…+ abn-2 + bn-1) 
                  a2n+1+b2n+1 = (a+b)(a2n – a2n-1b +…- ab2n-1 + b2n). 
 
 Demonstraţie. (i). Totul rezultă din 0+0=0. 
           (ii). Totul rezultă din (i) şi din aceea că b+(-b)=0. 
           (iii). Rezultă din (ii). 
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(iv). Se face inducţie matematică după n. 
(v). Se fac calculele în membrul drept.∎ 

  
Observaţia 1.4. Definind pentru a∈A şi n∈ℤ 

                                                                   
                             43421

orin

aa ++ ...            dacă 0>n                                                                                   

              na =          0                    dacă 0=n               
                             
                              

44 344 21
orin

aa
−

−++− )(...)(   dacă 0<n , 

atunci  (vi).   a(nb)=(na)b=n(ab) pentru orice a, b∈A şi n∈ℤ 
(vii). Dacă A este un inel unitar, a, b∈A, ab=ba şi n∈ℕ* ,  

avem egalitatea  ∑
=

−=+
n

k

kknk
n

n baCba
0

)(  (prin definiţie a0=1). 

Egalitatea de la (vi) rezultă din (iv) iar (vii) se demonstrează 
prin 
inducţie  matematică după n ţinând cont de faptul că 1

1
1 +

+
+ =+ k

n
k
n

k
n CCC  

pentru orice n∈ℕ* şi 0≤ k ≤n. 
 
 Definiţia 1.5. Prin unităţile U(A) ale inelului unitar A 
înţelegem unităţile monoidului (A, ·), adică U(A)={a∈A| există b∈A 
a.î. ab=ba=1}. 
  

În mod evident, (U(A), ·) este grup. 
 De exemplu, U(ℤ)={±1} iar dacă A este inel unitar şi n∈ℕ, 
n≥2, atunci U(Mn(A))={M∈Mn(A)| det(M)≠0}. 
 Grupul (U(Mn(A),·) se notează prin GLn(A) şi se numeşte 
grupul liniar general de grad n peste A.   
  

Definiţia 1.6. Un element a∈A se zice divizor al lui zero la 
stânga (dreapta) dacă există b∈A* a.î. ab=0 (ba=0). 

 Exemple 1. Dacă A=M2(ℤ), atunci din 








=








1
0

1
0

0
0

1
1

O2  deducem  
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că  







0
0

1
1

 este divizor al lui zero la stânga iar 







1
0

1
0

 este divizor al lui 

zero la dreapta. 
Dacă n∈ℕ, n ≥ 2 nu este un număr prim iar n=n1n2 cu n1, n2   

diferiţi de 1 şi n, atunci în inelul (ℤn, +, ·) avem egalitatea 
0̂ˆˆˆ 21 ==⋅ nnn , adică 1n̂  şi 2n̂  sunt divizori ai lui zero. 

            2. În orice inel A, elementul 0 este divizor al lui zero la stânga şi 
la dreaptaA. 
  

Propoziţia 1.7. Fie A un inel şi a, b, c∈A. 
(i)  Dacă A este unitar şi a∈U(A), atunci a nu este divizor al 

lui zero ( nici la dreapta nici la stânga) 
(ii) Dacă a nu este divizor al lui zero la stânga (dreapta) şi 

ab=ac (ba=ca), atunci b=c. 
 
Demonstraţie.  (i).  Dacă a∈U(A), atunci există  b∈A a.î. 

ab=ba=1. Dacă a ar fi divizor al lui zero, de exemplu la stânga, atunci 
există c∈A* a.î. ac=0. Deducem imediat că b(ac)=b·0=0 ⇔ (ba)c=0 ⇔ 
1·c=0 ⇔ c=0  - absurd. Analog dacă a este divizor al lui zero la dreapta. 

(ii). Din ab=ac deducem că a(b-c)=0 şi cum am presupus că a nu 
este divizor al lui zero la stânga, cu necesitate b-c=0, adică b=c. ∎ 
  

Definiţia 1.8. Numim domeniu de integritate (sau inel 
integru), un inel comutativ, nenul şi fără divizori ai lui zero, diferiţi 
de zero. 
 Inelul întregilor (ℤ, +,·) este un exemplu de inel integru (vezi §6 
de la Capitolul 2) . 
 
 Definiţia 1.9. Un element a∈A se zice nilpotent dacă există 
n∈ℕ* a.î. an = 0. 
 Vom nota prin N(A) mulţimea elementelor nilpotente din inelul 
A (evident 0∈N(A)). 

 De exemplu, în inelul A=M2(ℤ) dacă alegem M= 







0
1

0
0

 cum  
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M2=O2, deducem că M∈N(M2(ℤ)). De asemenea, cum în inelul ℤ8 avem 
0̂8̂2̂3 ==  deducem că 2̂ ∈N(ℤ8). 

 În mod evident, dacă  a∈N(A), atunci a este divizor al lui zero  
la dreapta şi la stânga. 
  

Să presupunem că A este un inel unitar nenul. Dacă elementul 1 
are ordinul infint în grupul (A,+) vom spune că A este un inel de 
caracteristică 0 (vom scrie car(A)=0). În mod evident, a spune că 
car(A)=0 revine la aceea că n·1≠0 pentru orice n∈ℕ*. 
 Dacă ordinul lui 1 în grupul (A,+) este p vom spune că inelul A 
are caracteristică p şi vom scrie car(A)=p (acest lucru revine la a spune 
că p este cel mai mic număr natural nenul  cu proprietatea că p·1=0). 
 De exemplu, inelul întregilor este un inel de caracteristică 0, pe 
când ℤ3 este un inel de caracteristică 3. 
  

Observaţia 1.10. Dacă inelul A este domeniu de integritate 
de caracteristică p, atunci p este un număr prim. 
 Într-adevăr, dacă p nu ar fi prim, atunci putem scrie p=p1p2 cu 
p1, p2 numere naturale mai mici decât p şi diferite de 1 şi p. Cum p·1=0 
iar (p1p2)·1=(p1·1)(p2·1) obţinem că (p1·1)(p2·1)=0 şi cum A este 
domeniu de integritate deducem că p1·1=0 sau p2·1=0, contrazicând 
minimalitatea lui p cu proprietatea că p·1=0. 
 
 
 §2. Subinele şi ideale 
 
 Definiţia 2.1. Dacă (A,+,·) este un inel, vom spune că o 
submulţime nevidă  A′ a lui A este subinel al lui A dacă restricţiile 
operaţiilor de adunare şi înmulţire de pe A la A'  îi conferă lui A'  
structură de inel. 
 Acest lucru revine la a spune că A' ≤ (A,+) (adică pentru orice 
a,b∈A' ⇒ a-b∈A') şi că pentru orice a, b∈A' ⇒ ab∈A'. 
  

Observaţia 2.2. Dacă A este inel unitar, vom spune că o 
submulţime nevidă A' a lui A este subinel unitar al lui A dacă A' este 
subinel al lui A şi  1∈ A'. 
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 De exemplu, {0} şi A sunt subinele ale lui A. Oricare alt subinel 
al lui A diferit de {0} şi A se zice propriu. 
 Cum orice subinel A al inelului întregilor ℤ este în particular 
subgrup  al grupului (ℤ, +) cu necesitate există n∈ℕ a.î. A=nℤ             
( conform Teoremei 6.11. de la Capitolul 2 ). 
 În mod evident, pentru a, b∈A avem ab∈A, de unde concluzia 
că subinelele lui (ℤ, +) sunt submulţimile de forma nℤ={nk : k∈ℤ} cu 
n∈ℕ. 
 În cele ce urmează prin I(A) vom nota mulţimea subinelelor lui 
A. 
  

Propoziţia 2.3. Dacă (Ai)i∈I este o familie de subinele ale lui 
A, atunci I

Ii
iA

∈
∈I(A). 

 
 Demonstraţie.  Fie A'= I

Ii
iA

∈
≠∅ (căci 0∈A') şi a, b∈A' . Atunci 

a, b∈Ai pentru orice i∈I şi cum Ai este subinel al lui A deducem că a-b, 
ab∈Ai, adică   a-b, ab∈A'. Dacă A este unitar, cum 1∈Ai pentru orice 
i∈I deducem că 1∈ I

Ii
iA

∈
= A'. ■ 

  
Observaţia 2.4. În general, o reuniune de subinele ale unui inel 

nu este cu necesitate  un subinel. De exemplu, 2ℤ şi 3ℤ sunt subinele ale 
lui (ℤ, +, ·) pe când A=2ℤ ∪ 3ℤ  nu este subinel al lui ℤ deoarece 2, 
3∈A iar 3-2=1∉A. 
  

Definiţia 2.5. Fie A un inel şi M ⊆A o submulţime nevidă. 
Prin subinelul lui A generat de mulţimea M vom înţelege cel mai mic 
subinel al lui A ( faţă de incluziune ) ce conţine pe M; dacă vom 
nota prin [M] acest subinel, atunci în mod evident I

AM
AIA
AM
′⊆

∈′
′=

)(
][ . 

 
 Propoziţia 2.6. Dacă A este un inel, atunci ( I(A), ⊆ ) este o 
latice completă. 
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 Demonstraţie. Dacă F=(Ai)i∈I este o familie de elemente din 
I(A), atunci inf(F)= I

Ii
iA

∈
 iar sup(F)=[ U

Ii
iA

∈
]. ■ 

  
Propoziţia 2.7.  Fie A, B două inele comutative a.î. A este 

subinel al lui B şi b∈B\A. Atunci, [A∪{b}]={a0+a1b+…+anbn | n∈ℕ şi  
a0,a1,…,an∈A}.  
 
 Demonstraţie. Să notăm prin A[b]={a0+a1b+…+anbn| n∈ℕ şi 
a0,a1,…,an∈A}. Se verifică imediat prin calcul că A[b] este subinel al lui 
B ce conţine pe A∪{b}. 
 Cum [A∪{b}] este cel mai mic subinel al lui B ce contine pe 
A∪{b} avem incluziunea [A∪{b}]⊆A[b]. 
 Fie acum B' ∈I(B) a.î. A∪{b}⊆ B'. Deducem imediat că    
A[b]⊆ B' şi cum B' este oarecare obţinem că A[b] ⊆ ∩ B'=[A∪{b}], de 
unde egalitatea dorită.■ 
  

Definiţia 2.8. Fie A un inel iar I ⊆ A o submulţime nevidă a 
sa. Vom spune că I este  un ideal stâng (drept) al lui A dacă: 

(i)      I ≤ (A, +) (adică pentru orice a, b∈I ⇒ a-b∈I) 
(ii)     Pentru orice a∈A şi x∈I avem ax∈I (xa∈I). 

           Dacă I este un ideal simultan stâng şi drept vom spune despre el 
că este bilateral. 
 Vom nota prin Ids(A) (Idd(A)) mulţimea idealelor stângi 
(drepte) ale lui A iar prin Idb(A) mulţimea idealelor bilaterale ale lui A. 
 În cazul când A este comutativ, în mod evident 
Ids(A)=Idd(A)=Idb(A) şi convenim să notăm prin Id(A) mulţimea 
idealelor lui A. 
  

Observaţia 2.9. 1. Ţinând cont de definiţia subinelului unui inel 
deducem că orice ideal este subinel. Reciproca nu este adevărată. 
 Într-adevăr, în  inelul unitar Mn(ℤ) al matricelor pătratice de 
ordin n (n≥2) mulţimea S a matricelor superior triunghiulare (adică 
acele matrice din Mn(ℤ) ce au toate elementele de sub diagonala 
principală egale cu zero) este subinel unitar după cum se verifică 
imediat prin calcul, dar nu este ideal stâng sau drept al lui Mn(ℤ) căci în 
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general produsul dintre o matrice superior triunghiulară din S şi o altă 
matrice din Mn(ℤ) nu este superior triunghiulară. 
 2. Nu orice ideal stâng  este în acelaşi timp şi ideal drept sau 
invers. 
 Într-adevăr, dacă n∈ℕ, n≥2, atunci în inelul Mn(ℤ) mulţimea 
I={A=(aij)∈Mn(ℤ)| ai1=0 pentru orice 1≤i≤n} este ideal stâng fără a fi 
ideal drept iar J= {A=(aij)∈Mn(ℤ)| a1j=0 pentru orice 1≤j≤n} este ideal 
drept fără a fi ideal stâng. 
 3. Dacă I este un ideal al unui inel comutativ şi unitar A şi n∈ℕ, 
n≥2, atunci Mn(I) este ideal bilateral al lui Mn(A). 
 4. Dacă A este un inel unitar şi comutativ, atunci N(A)∈Id(A).             
Într-adevăr, dacă x∈N(A) atunci există n∈ℕ a.î. xn=0, astfel că dacă 
a∈A, (ax)n=anxn=an ·0=0, deci ax∈N(A). Dacă mai avem y∈N(A), 
atunci  există m∈ℕ a.î. ym=0. Se deduce imediat că (x-y) m+n =0, adică 
x-y ∈N(A). 
 5. Dacă x∈U(A) şi y∈N(A), atunci x+y∈U(A). Într-adevăr, 
scriind x+y=x(1+x-1y),  cum x-1y = z∈N(A), pentru a proba că 
x+y∈U(A) este suficient să arătăm că dacă z∈N(A), atunci 1+z∈U(A). 
Scriind din nou 1+z =1- (- z), cum t = - z∈N(A), totul s-a redus la a 
proba că dacă t∈N(A), atunci 1-t∈U(A). Acest lucru este imediat, 
deoarece din t∈N(A) deducem existenţa unui număr natural n a.î. tn=0 şi 
astfel 1=1-0=1-tn = (1-t)(1+t+t2+…+tn-1), de unde concluzia că               
1- t∈U(A) iar (1-t)-1 =1+t+t2+…+t n-1. 

 
Propoziţia 2.10. Dacă (Ii)i∈K este o familie de ideale stângi 

(drepte, bilaterale) ale lui A atunci, I
Ki

iI
∈

este de asemenea un ideal 

stâng (drept, bilateral) al lui A. 
 
 Demonstraţie. Fie I

Ki
iII

∈
=  şi să presupunem că toate idealele Ii 

sunt stângi. Dacă a, b∈I, atunci a, b∈Ii pentru orice i∈K şi cum Ii este 
ideal avem că a-b∈Ii, adică a-b∈I. Dacă a∈A şi b∈I atunci b∈Ii pentru 
orice i∈K şi cum Ii este ideal stâng al lui A avem  că ab∈Ii, de unde 
ab∈I. Analog se demonstrează în celelalte cazuri.■ 
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 Definiţia 2.11. Fie A un inel oarecare iar M ⊆ A o 
submulţime nevidă a sa. Vom nota <M>s (<M>d, <M>) cel mai mic 
ideal stâng (drept, bilateral) al lui A ce conţine pe M. Deci 

I
IM

AIdI
s

s

IM
⊆

∈
=><

)(
, I

IM
AIdI

d
d

IM
⊆

∈
=><

)(
 iar I

IM
AIdI b

IM
⊆

∈
=><

)(
. 

 
 Propoziţia 2.12. Fie A un inel unitar şi  M ⊆ A o submulţime 
nevidă. 

Atunci:  (i)     }1,,,N{ *

1
niMxAanxaM ii

n

i
iis ≤≤∈∈∈=>< ∑

=
 

  (ii)    }1,,,N{ *

1
niMxAanaxM ii

n

i
iid ≤≤∈∈∈=>< ∑

=
 

 (iii)    }1,,,,N{ *

1
niMxAbanbxaM iii

n

i
iii ≤≤∈∈∈>=< ∑

=
. 

 
Demonstraţie. Este suficient să probăm doar egalitatea de la (i), 

celelalte făcându-se analog, iar pentru aceasta să notăm cu Is mulţimea 
din partea dreaptă de la (i). Se verifică imediat că Is∈Ids(A) şi că M⊆Is 
(căci A fiind unitar putem scrie pentru x∈M, x=1·x). Cum <M>s este cel 
mai mic ideal stâng al lui A ce conţine pe M, cu necesitate <M>s ⊆Is. 
Dacă I∈Ids(A) a.î. M⊆I, atunci  Is ⊆ ∩I=<M>s, de unde egalitatea   
<M>s =Is. ■ 
  

Observaţia 2.13. În particular dacă M={a} atunci idealul stâng 
(drept, bilateral) generat de M se numeşte idealul principal stâng (drept, 
bilateral) generat de a şi atunci avem <a>s={ba| b∈A}≝Aa ,  

                                               <a>d={ab| b∈A}≝ aA. 
Dacă A este un inel comutativ şi unitar, atunci idealul principal 

generat de {a} se notează simplu prin <a> şi avem deci  <a> =Aa = aA.  
Pentru a=0 avem <0>={0} iar pentru a=1 avem <1>=A. Avem 

în mod evident <a>=A ⇔ a∈U(A). 
 
Corolar 2.14. Dacă A este un inel oarecare unitar, atunci în 

raport cu incluziunea Ids(A), Idd(A) şi Idb(A) sunt latici complete. 



 164 
 

Demonstraţie. Analog ca în cazul subinelelor, infimul unei 
familii de ideale este egal cu intersecţia lor iar supremul va fi idealul 
generat de reuniunea lor. ■ 

 
Fie acum I1, I2 două ideale stângi (drepte, bilaterale) ale unui 

inel unitar A. 
Din Propoziţia 2.12. deducem imediat că: 
            <I1∪I2>s= <I1∪I2>d = <I1∪I2> = {x+y | x∈I1, y∈I2}. 
Convenim să notăm {x+y| x∈I1, y∈I2} prin I1+I2 şi să numim 

acest ideal suma idealelor I1 şi I2. 
Dacă (Ii)i∈K este o familie oarecare de ideale stângi (drepte, 

bilaterale) ale inelului unitar A, se constată cu ajutorul Propoziţiei 2.12. 
că : 

><
∈
U

Ki
iI s= ><

∈
U

Ki
iI d= 

    = }}0{ { finitaesteaKiiarKipentruIaaI iii
Ki

i
Ki

i ≠∈∈∈>=< ∑
∈∈

U  

convenim să notăm această ultimă mulţime prin ∑
∈Ki

iI  şi s-o numim 

suma idealelor (Ii)i∈K. 
  

Fie A un inel unitar iar I1, I2 două ideale stângi (drepte, 
bilaterale). 
  

Definiţia 2.15. Definim produsul I1·I2 al idealelor I1 şi I2 prin  
I1·I2=<{ ab | a∈I1, b∈I2}>s (respectiv <{ab| a∈I1, b∈I2}>d,  
<{ab| a∈I1, b∈I2}>, după cum idealele sunt stângi, drepte sau 
bilaterale). 
  

Observaţia 2.16. Se constată imediat că:  

                      I1I2= }1,,,{ 21
*

1
niIbIaNnba ii

n

i
ii ≤≤∈∈∈∑

=
⊆I1∩ I2. 

Inductiv se poate acum defini produsul unui număr finit de 
ideale ale lui A.  
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În particular, dacă I este un ideal al lui A şi n ∈ℕ*, atunci   In 
este idealul lui A generat de produsele de forma a1a2....an cu ai∈I pentru 
orice 1≤i≤n.  

Să presupunem că inelul A este unitar şi comutativ. 
Propoziţia 2.17. (i) (Id(A), ∩), (Id(A),+), (Id(A),·) sunt 

monoizi comutativi. 
(ii) Dacă I, J, K ∈Id(A), atunci I(J+K)=IJ+IK. 
Demonstraţie. (i). În mod evident, operaţiile de intersecţie, 

adunare şi produs de pe Id(A) sunt asociative şi comutative. Elementul 
neutru al intersecţiei şi produsului este idealul A=<1> iar al sumei este 
idealul nul <0>.  

(ii). Cum J, K ⊆J+K în mod evident IJ, IK⊆I(J+K) şi deci  
IJ+IK⊆I(J+K).  

Cealaltă incluziune rezultă din distributivitatea înmulţirii faţă de 
adunarea de pe A.  ∎ 
 

Definiţia 2.18. Idealele I, J∈Id(A)  se numesc coprime dacă 
I+J=<1>=A (echivalent cu a spune că există x∈I şi y∈J a.î. 
x+y=1). 

 
Propoziţia 2.19. Fie I, J ∈Id(A) . Atunci  
(i) (I+J)(I∩J)⊆IJ 
(ii) Dacă I şi J sunt coprime, atunci I∩J=IJ. 
Demonstraţie. (i). Ţinând cont de Propoziţia 2.17. (ii) avem:  

                                  (I+J)(I∩J)=I(I∩J)+J(I∩J)⊆IJ. 
(ii). Dacă I şi J sunt coprime, atunci I+J=<1>=A şi astfel din (i) 

deducem că I∩J⊆IJ şi cum   IJ⊆I∩J avem că I∩J=IJ.  ∎  
 

Observaţia 2.20. Inductiv se arată că dacă I1, I2, ..., In (n≥2) 
sunt ideale ale lui A a.î. Ij şi Ik sunt coprime pentru orice j≠k, atunci    
I1∩ I2∩ ...∩ In = I1 I2 ... In .  ∎ 
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Fie I, J∈Id(A) şi (I : J)={x∈A: xJ⊆I} (unde xJ={xy: y∈J}). 
 
 Propoziţia  2.21. (I : J)∈Id(A). 

 

Demonstraţie. Dacă x, y∈(I : J), atunci xJ, yJ ⊆ I şi astfel       
xJ-yJ=(x-y)J⊆I, de unde deducem că x-y∈(I : J). Dacă a∈A şi x∈(I : J) 
atunci xJ⊆I iar cum I este ideal al lui A deducem că a(xJ)=(ax)J⊆I, 
adică ax∈(I : J) şi astfel (I : J)∈Id(A).  ∎ 

 
Definiţia 2.22. Idealul (I : J) poartă numele de idealul cît al 

lui I prin J. În particular (0 : J) se numeşte anulatorul lui J şi se mai 
notează şi prin Ann(J). Dacă J={x} convenim să notăm prin (I : x) 
idealul (I :  <x>) iar Ann(x)=Ann(<x>).  

În mod evident, mulţimea divizorilor lui zero din A va fi 
( )U

∗∈Ax
xAnn  . 

 

Propoziţia 2.23. Fie I, J, K  ideale ale lui A iar (Is)s∈S ,    
(Jt)t∈T două familii de ideale ale lui  A. Atunci:  

(i) I⊆(I : J) 
(ii) (I : J)J⊆I 
(iii) ((I : J) : K)=(I : JK)=((I : K) : J) 
(iv) ( I

Ss
sI

∈
:J)= I

Ss∈
( Is : J) 

(v) (I : ∑
∈Tt

tJ )= I
Tt∈

(I : Jt). 

Demonstraţie. (i). Dacă x∈I, atunci în mod evident pentru orice 
y∈J, xy∈I, adică xJ⊆I, deci x∈(I : J). Cum x este ales oarecare 
deducem incluziunea I⊆(I : J). 

(ii). Fie x∈(I : J)J ; atunci ∑
=

=
n

i
ii zyx

1
 cu yi∈(I : J) şi zi∈J  

1≤i≤n. Cum yi∈(I : J) deducem că yiJ⊆I, adică yizi∈I pentru 1≤i≤n 
deci şi x∈I , adică (I : J)J⊆I.  
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(iii). Cele două egalităţi se probează  imediat prin dublă 
incluziune.  

(iv). Avem x∈( I
Ss

sI
∈

: J) ⇔ xJ ⊆ I
Ss

sI
∈

⇔ xJ ⊆ Is pentru orice 

s∈S ⇔ x∈(Is : J)  pentru orice s∈S ⇔ x∈ I
Ss∈

(Is : J), de unde 

egalitatea solicitată.  

(v). Dacă x∈(I : ∑
∈Tt

tJ ), atunci x( ∑
∈Tt

tJ )⊆I. Cum pentru orice 

t∈T,  Jt⊆ ∑
∈Tt

tJ deducem că xJt ⊆ I, adică x∈(I : Jt) deci x∈I
Tt∈

(I : Jt), 

obţinând astfel incluziunea (I : ∑
∈Tt

tJ )⊆I
Tt∈

(I : Jt). Cum incluziunea 

inversă este evidentă, deducem egalitatea solicitată.  ∎ 
 
 
 
§3. Morfisme de inele. Izomorfisme de inele.  
Transportul  subinelelor  şi idealelor prin morfisme de  
             inele. Produse directe de inele 
 
 
Fie A şi B două inele în care (pentru a simplifica scrierea) 

operaţiile sunt notate pentru ambele prin „+” şi „·” . 
 
Definiţia 3.1. O funcţie f : A→B se zice morfism de inele dacă 

pentru oricare a, b∈A avem egalităţile: 
                          (i)  f(a+b) =f(a)+f(b) 
                          (ii) f(a·b) = f(a)·f(b). 

Dacă A şi B sunt inele unitare, vom spune că f este morfism 
de inele  unitare dacă este morfism de inele şi în plus  
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                            (iii)  f(1)=1. 
 
Observaţia 3.2.  1. Cum în particular f este morfism de grupuri 

aditive avem f(0)=0 şi f (-a) = -f(a), pentru orice a∈A. 

2. Se verifică imediat că f : ℤ→M2(ℤ), f (n)= 







0
0

0
n

 pentru orice 

n∈ℤ este morfism de inele fără a fi însă morfism de inele unitare (căci 

f(1)= 







0
0

0
1

≠I2). 

 3. Dacă A şi B sunt inele unitare şi f : A→B este un morfism 
surjectiv de inele, atunci f este şi morfism de inele unitare. 
 Într-adevăr, dacă b∈B este un element oarecare există a∈A a.î. 
f(a) = b.  Cum  a·1 = 1·a = a,  deducem  că  f(a) f(1) = f(1) f(a) = f(a) ⇔  
⇔ b·f(1)=f(1)·b=b, iar din unicitatea elementului 1 din B deducem cu 
necesitate că f(1)=1. 
 Vom nota prin Hom(A, B) mulţimea  morfismelor de inele de la 
A la B; în mod evident 1A∈Hom(A, A), iar dacă C este un alt inel, 
f∈Hom(A, B), g∈Hom(B, C), atunci g◦f∈Hom(A, C). 
  

Definiţia 3.3. Vom spune despre inelele A şi B că sunt 
izomorfe ( şi vom nota A≈B ) dacă există f∈Hom(A, B),        
g∈Hom(B, A) a.î. f◦g=1B şi g◦f=1A. În acest caz despre f şi g vom 
spune că sunt izomorfisme de inele. 
 În particular, un izomorfism de inele este o aplicaţie bijectivă. 
 Reciproc, dacă f:A→B este un morfism bijectiv de inele, atunci 
ca în cazul morfismelor de grupuri (de la Capitolul 1) se arată uşor că    
f-1:B→A este morfism de inele şi cum f◦f-1=1B iar f-1◦f=1A deducem că 
f∈Hom(A, B) este izomorfism de inele dacă şi numai dacă f este 
morfism bijectiv de inele. 
  

Propoziţia 3.4. Fie A şi B două inele iar f∈Hom(A, B). 
(i) Dacă A' ⊆ A este subinel al lui A, atunci f(A') este 

subinel al lui B. 
(ii) Dacă B' este subinel al lui B, atunci f -1(B')  este 

subinel al lui A. 
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              Demonstraţie. (i). Fie a, b∈f(A'); atunci a=f(a'), b=f(b') cu a', 
b'∈A'. 
Cum a-b=f(a'-b') şi ab=f(a'·b') iar a'-b', a'·b'∈A' deducem că a-b, 
ab∈f(A'), adică f(A') este subinel al lui B. 

(ii). Dacă a', b'∈f-1(B'), atunci f(a'), f(b')∈B' şi cum                  
f(a')-f(b')=f(a'-b'), f(a')f(b')=f(a'·b') iar B' este presupus subinel al lui B, 
deducem că a'-b', a'·b'∈ f-1 (B'), adică f-1(B') este subinel al lui A.■ 
  

Observaţia 3.5. Din propoziţia precedentă deducem în 
particular că f(A) (pe care îl vom nota prin Im(f) şi îl vom numi 
imaginea lui f ) este subinel al lui B şi f -1({0}) (pe care îl vom nota prin 
Ker(f) şi îl vom numi nucleul lui f ) este subinel al lui A.  
  

Propoziţia 3.6. Fie A şi B două inele, f∈Hom(A, B) un 
morfism surjectiv de inele, iar If(A)={S∈I(A):Ker(f)⊆S}. Atunci 
funcţia F:Idf(A)→Id(B), F(S)=f(S) pentru orice S∈If(A) este un 
izomorfism de mulţimi ordonate. 
 
 Demonstraţie. Definim  G: Id(B)→Idf(A) prin  G(B') = f-1(B') 
pentru orice B'∈Id(B). (conform Propoziţiei 3.4. funcţia G este corect 
definită). Faptul că F şi G sunt morfisme de mulţimi ordonate (adică 
păstrează incluziunea) este imediat. 
 Ca şi în cazul Teoremei 7.4. de la Capitolul 2  ( Teorema de 
corespondenţă pentru grupuri ) se arată că F◦G= ( )BId1  şi G◦F= ( )AId f

1 , de 
unde concluzia propoziţiei. ■ 
  

Propoziţia 3.7. Fie f∈Hom(A, B) un morfism de inele. 
             (i) Dacă f este funcţie surjectivă iar I este un ideal stâng 
(drept, bilateral) al lui A, atunci f(I) este ideal stâng (drept, 
bilateral) al lui B 

(ii) Dacă I' este ideal stâng (drept, bilateral) al lui B, atunci 
f-1(I') este ideal stâng (drept, bilateral) al lui A.  
 
 Demonstraţie. (i). Să presupunem de exemplu că I este ideal 
stâng (în celelalte situaţii demonstraţia făcându-se asemănător).  
 Dacă a,b∈f(I), atunci a=f(a'), b=f(b') cu a', b'∈I şi cum a-b=   
=f(a') - f(b')=f(a'-b'), iar a'-b'∈I deducem că a-b∈f(I). 
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 Dacă c∈B atunci, cum f este surjecţie, există c'∈A a.î. c=f(c') şi 
astfel ca=f(c')f(a')=f(c'a')∈f(I) (căci c'a'∈I). Deci f(I) este ideal stâng al 
lui B. 

(ii). Să presupunem de exemplu că I' este ideal stâng al lui B şi 
fie a, b∈f-1(I'). Atunci f(a), f(b)∈I' şi cum f(a)-f(b)=f(a-b)∈I' deducem că       
a-b∈f-1(I'). Dacă c∈A, cum f(ca)=f(c)f(a)∈I' deducem că ca∈f-1(I'), 
adică f-1 (I') este ideal stâng al lui A. Analog în celelalte cazuri. ■ 
  

Observaţia 3.8. În particular, deducem că Ker(f) este ideal 
bilateral al lui A, (adică Ker(f) ∈Idb(A)). 

 
Fie acum ( ) IiiA ∈  o familie de inele iar A=∏

∈Ii
iA mulţimea 

subiacentă a produsului direct al mulţimilor subiacente ( ) IiiA ∈  (vezi §8 
de la Capitolul 1). 

Reamintim că A={ (xi)i∈I : xi∈Ai  pentru orice i∈I}. 

Pentru două elemente x=(xi)i∈I şi y=(yi)i∈I  din A definim 
adunarea şi înmulţirea lor prin: x+y=(xi+yi) i∈I şi   x·y=(xi ·yi) i∈I . 
 

Propoziţia 3.9. (A, +,·) este inel. 
 
Demonstraţie. Faptul că (A, +) este grup abelian rezultă 

imediat: asociativitatea adunării de pe A este dată de asociativitatea 
adunării de pe fiecare inel Ai, elementul neutru este 0=(ai)i∈I  cu ai=0 
pentru orice i∈I, iar opusul elementului  x=(xi)i∈I este  -x=(-xi)i∈I . 

Dacă x=(xi) i∈I , y=(yi)i∈I , z=(zi)i∈I sunt trei elemente din A, 
atunci  (x+y)z=((xi +yi) zi)i∈I =(xi zi +yizi)i∈I =(xizi)i∈I+(yizi)i∈I=xz+yz 
şi analog z(x+y)=zx+zy, probând astfel distributivitatea la stânga şi  
dreapta  a înmulţirii faţă de adunarea de pe A. Asociativitatea înmulţirii 
de pe A este dată de asociativitatea înmulţirii de pe fiecare inel Ai (i∈I). 
∎ 
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Observaţia 3.10. 1. Dacă pentru orice i∈I inelul Ai este unitar 
atunci şi inelul A este unitar (elementul neutru fiind 1=(bi)i∈I cu bi=1 
pentru orice i∈I ).  

2. Dacă pentru orice i∈I inelul Ai este comutativ, atunci şi 
inelul A este comutativ. 

Pentru fiecare i∈I considerăm funcţia pi : A→Ai dată de           
pi(( xj)j∈I)=xi. (pi poartă numele de proiecţia de indice i sau proiecţia lui 
A pe Ai ).  

Se verifică imediat că pentru fiecare i∈I, pi este morfism 
surjectiv de inele  (iar dacă (Ai)i∈I sunt inele unitare, atunci pi este 
morfism surjectiv de inele  unitare).  

Propoziţia 3.11. Dubletul (A, (pi)i∈I)  verifică următoarea 
proprietate de universalitate:  Pentru orice inel A׳ şi orice familie de 
morfisme de inele (pi׳)i∈I , cu pi׳:A׳→Ai  pentru orice i∈I există un 
unic morfism de inele f :A׳→A a.î. pi∘f=pi׳ pentru orice i∈I. 

 

Demonstraţie. Pentru x∈A׳ definim f(x)=(pi׳(x))i∈I  şi în mod 
evident f este morfism de inele (deoarece pentru orice i∈I, pi׳ este 
morfism de inele) şi pi∘f=pi׳ pentru orice i∈I. Pentru a proba unicitatea 
lui f cu proprietatea din enunţ, fie  f ׳:A׳→A  un alt morfism de inele a.î. 
pi∘f ׳=pi׳ pentru orice i∈I. Atunci, pentru orice x∈A׳  pi(f ׳(x))=pi׳(x), 
adică f ׳(x)=(pi׳(x))i∈I=f(x), de unde concluzia că f=f ׳. 

Dacă inelele (Ai)i∈I  sunt unitare atunci şi A este unitar şi 
proprietatea de universalitate este valabilă considerând în loc de 
morfisme de inele, morfisme unitare de inele.   ∎ 

 

Definiţia 3.12. Dubletul (A, (pi)i∈I)  ce verifică proprietatea 
de universalitate  din Propoziţia 3.11. poartă numele de produsul 
direct al familiei de inele (Ai)i∈I şi se notează prin ∏

∈Ii
iA (de multe ori 
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se omit morfismele structurale (pi)i∈I dacă nu este pericol de 
confuzie). 

Dacă I={1, 2, ..., n} convenim să notăm ∏
∈Ii

iA prin 

A1×A2...×An. 
 
Propoziţia 3.13. Dacă (Ai)i∈I  este o familie de inele unitare şi 

A=∏
∈Ii

iA , atunci U(A)= ( )∏
∈Ii

iAU  (în partea dreaptă fiind produsul 

direct al mulţimilor U(Ai)i∈I). 
 
Demonstraţie. Fie x=(xi)i∈I∈A. Atunci din echivalenţele:  

x∈U(A) ⇔ există x׳=(xi׳)i∈I∈A a.î. xx׳=x׳x=1 ⇔ xixi׳=xi׳xi=1 
pentru orice i∈I ⇔ xi∈U(Ai) pentru orice i∈I ⇔ x∈ ( )∏

∈Ii
iAU   

deducem egalitatea din enunţ (ca egalitate de mulţimi!). ∎ 
De exemplu, U(ℤ×ℤ )={(1, -1), (1, 1), (-1, 1), (-1, -1)}.   
 
Observaţia 3.14. Analog ca în cazul grupurilor (vezi Teorema 

8.6. de la Capitolul 2)  pentru m, n∈ℕ*, (m, n)=1 avem izomorfismul 
de inele ℤm×ℤn ≈ℤmn. 
 

 
              §4. Factorizarea unui inel printr-un ideal bilateral. 
              Teoremele de izomorfism pentru inele 
 
 Reamintim că pentru un inel A, prin Idb(A) am desemnat 
mulţimea idealelor bilaterale ale lui A. 
 Pentru I∈Idb(A), cum (A, +) este grup abelian avem că 
I< (A,+) astfel că  putem vorbi de A/I = {x+I| x∈A} şi de grupul 
abelian (A/I, +) unde pentru x,y∈A, (x+I)+(y+I)=(x+y)+I. (vezi §4 de la 
Capitolul 2). 
Vom defini acum pe grupul factor A/I o nouă operaţie algebrică : 
(x+I)(y+I)=xy+I, pentru orice x, y∈A (pe care convenim să o numim 
înmulţire). 
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Propoziţia 4.1. (A/I,+, · ) este inel. Dacă A este  unitar 

(comutativ) atunci şi A/I este unitar (comutativ). 
 
 Demonstraţie.  Să arătăm la început că înmulţirea pe A/I este 
corect definită şi în acest sens să considerăm x, y, x′, y′∈A a.î. x+I=x′+I 
şi y+I=y′+I. Scriind  xy-x′y′=x(y-y′)+(x-x′)y′ deducem că xy-x′y′∈I, 
adică xy+I=x′y′+I. 
 Să alegem acum x, y, z∈I şi să notăm x̂ =x+I, ŷ = y+I, ẑ = z+I. 

Atunci x̂ ( ŷ ẑ )= ( )
∧

yzx  iar ( x̂ ŷ ) ẑ = ( )
∧

zxy , de unde deducem că 
( ) ( )zyxzyx ˆˆˆˆˆˆ = , adică înmulţirea pe A/I este asociativă, deci (A/I, ·) este 

semigrup. 

De asemenea, x̂ ( ŷ + ẑ )= ( )
∧

+ zyx  = 
∧

+ xzxy =
∧
xy +

∧
xz = zxyx ˆˆˆˆ +  şi 

analog ( x̂ + ŷ ) ẑ = x̂ ẑ + ŷ ẑ , de unde concluzia că  (A/I, +, ·) este inel. 
 Dacă inelul A este unitar, atunci şi A/I este unitar, elementul 
neutru pentru înmulţire fiind  1̂=1+I deoarece pentru orice element 
x+I∈ A/I avem (1+I)(x+I)=(x+I)(1+I)=x+I. 

 Dacă A este inel comutativ, atunci x̂ ŷ =
∧∧

= yxxy = ŷ x̂ , de unde 
concluzia că şi A/I este  comutativ.■ 
  

Definiţia 4.2. Inelul (A/I, +, ·) poartă numele de inel factor 
(spunem că am factorizat inelul A prin idealul bilateral I). 
 Surjecţia canonică pI:A→A/I, pI(x)=x+I pentru orice x∈A (care 
este morfism de grupuri aditive) este de fapt morfism de inele deoarece 
pentru x,y∈A avem pI(xy)=xy+I=(x+I)(y+I)=pI (x)pI (y). 

 Dacă A este inel unitar, atunci cum pI(1)=1+I=
∧
1  iar 

∧
1  este 

elementul neutru al înmulţirii din A/I, deducem că pI este morfism de 
inele unitare. 
 Deoarece pentru x∈I, x∈Ker(pI) ⇔ x+I=I ⇔ x∈I, deducem că 
Ker(pI)=I. 
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În continuare vom prezenta teoremele de izomorfism pentru 

inele. 
 

Vom începe ( ca şi în cazul grupurilor ) cu o teoremă importantă 
cunoscută sub numele de Teorema fundamentală de izomorfism pentru 
inele: 
 
 Teorema 4.3. Dacă A, A′ sunt două inele, f∈Hom(A, A′), 
atunci Ker(f)∈Idb(A) (conform Observaţei 3.8. ) şi A/Ker(f)  ≈ Im(f). 
 
 Demonstraţie. Pentru x∈A, definim: ϕ : A/Ker(f)→Im(f)  prin 
ϕ(x+Ker(f))=f(x). Dacă mai avem y∈A, atunci din şirul de echivalenţe 
x+Ker(f)=y+Ker(f) ⇔ x-y∈Ker(f) ⇔f(x)=f(y) deducem că ϕ este corect 
definită şi ca funcţie este injecţie. Cum surjectivitatea lui ϕ este 
evidentă, deducem că ϕ este bijecţie. Deoarece pentru x, y∈A avem : 
ϕ [(x+Ker(f))+(y+Ker(f))]=f(x+y)=f(x)+f(y)=ϕ[x+Ker(f)]+ϕ [y+Ker(f)] 
şi  ϕ [(x+Ker(f))(y+Ker(f))] =ϕ [xy+Ker(f)] = f(xy) = f(x)f(y) = 
 = ϕ [x+Ker(f)] ϕ [y+Ker(f)] deducem că ϕ este morfism de inele şi cum 
mai sus am probat că este şi bijecţie, rezultă că ϕ este izomorfism de 
inele.■  
  

Corolar 4.4. Dacă A, A′ sunt inele şi f∈Hom(A,A′) este un 
morfism surjectiv de inele, atunci  A/Ker(f) ≈ A′. 
 
 Corolar 4.5. Fie A un inel, A′ ⊆ A un subinel iar I∈Idb(A). 
Atunci A′+I={x+y| x∈A′, y∈I} este subinel al lui A, I∈Idb(A′+I), 
A′∩I∈Idb(A′) şi avem următorul izomorfism de inele: 
                                         ( )IAA ∩′′ /  ≈ IIA /)( +′ . 
 Demonstraţie Fie a,b∈A′+I, a=x+y, b=z+t, x,z∈A′ şi y,t∈I. 
Atunci a-b=(x-z)+(y-t)∈A′+I iar ab=(x+y)(z+t)=xz+(xt+yz+yt)∈A′+I, 
de unde concluzia că A′+I este subinel al lui A. Faptul că I∈Idb(A′+I) 
este evident. 
 Să considerăm acum ϕ:A′→(A′+I)/I, ϕ(x)=x+I care este în mod 
evident morfism de inele. Dacă avem un element (x+y)+I din (A′+I)/I cu 
x∈A′ şi y∈I, atunci cum (x+y)-x=y∈I deducem că (x+y)+I=x+I=ϕ(x), 
adică ϕ este surjecţie. 
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 Din şirul de echivalenţe: x∈Ker(ϕ) ⇔ ϕ(x)=0 ⇔ x+I=I, pentru 
orice x∈A′ ⇔ x∈I, pentru orice x∈A′ ⇔ x∈A′∩I deducem că 
A′∩I=Ker(ϕ)∈Idb(A′). 
 Conform Corolarului 4.4. avem izomorfismele de inele: 
                            A/Ker(ϕ)  ≈ Im (ϕ)  ⇔ ( )IAA ∩′′ /  ≈( A′ + I)/ I.■ 
  

Corolar 4.6. Fie A un inel, I∈Idb(A) iar J un subinel al lui A 
ce include pe I. Atunci J∈Idb(A) ⇔ J/I∈Idb(A/I). În acest caz avem 
izomorfismul canonic: A/J≈ (A/I) / (J/I) . 
 
 Demonstraţie. Echivalenţa J∈Idb(A) ⇔ J/I ∈Idb (A/I) este 
imediată. Fie acum A  → Ip

   A/I    → IJp / (A/I)/(J/I)  iar                  
ϕ :A→ (A/I)/(J/I), ϕ=pJ/I◦pI. 
 În mod evident ϕ este morfism surjectiv de inele (fiind 
compunerea morfismelor surjective canonice). 
Cum Kerϕ={a∈A|ϕ(a)=0}={a∈A|pJ/I(a+I)=0}={a∈A|(a+I)+J/I=J/I}= 
={a∈A| a+I∈J/I}={a∈A| a∈J}=J, izomorfismul căutat rezultă acum din 
Corolarul 4.4. ■ 
 
  
            §5. Corp. Subcorp. Subcorp prim. 
            Morfisme de corpuri.  Caracteristica unui corp 

 
Definiţia 5.1. Vom spune despre un inel unitar K că este 

corp dacă U(K)=K* (unde K*=K\{0}). Astfel, (K, +, ·) este corp dacă: 
(i)  ( K, +) este grup 
(ii)  (K*, ·) este grup 

             (iii) Înmulţirea  este distributivă la stânga şi la dreapta faţă de 
adunare. 

Din cele stabilite în Capitolul 2 deducem că dacă n∈ℕ, n≥2, 
atunci   (ℤn,+,·) este corp dacă şi numai dacă n este prim.  
 Pe parcursul acestui capitol vom pune în evidenţă mai multe 
exemple de corpuri (vezi §6, 7, 8, 9) . 
 În mod evident, într-un corp K nu există divizori ai lui zero 
nenuli după cum nu există nici ideale diferite de {0} şi K ( căci dacă 
prin absurd ar exista de exemplu un ideal I la stânga a.î. {0} ⊂ I ⊂ K 
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atunci am avea a∈I a.î. a≠0 şi cum K este corp am deduce că a-1a=1∈I, 
adică I=K - absurd!). 
 Reciproc, dacă un inel unitar A are doar idealele {0} şi A atunci 
A este corp. Într-adevăr, dacă a∈A*, atunci considerând idealele aA şi 
Aa trebuie ca aA=Aa=A, adică ab=ca=1, cu b, c∈A, de unde b=c şi 
ab=ba=1, adică a este inversabil şi astfel A devine corp. 
  
 Definiţia 5.2. Fiind dat corpul K, o submulţime nevidă k a 
lui  K se zice subcorp al lui K dacă restricţiile operaţiilor de adunare 
şi înmulţire de pe K la k conferă lui k structură de corp. În acest caz 
spunem despre K că  este o extindere a lui k (vezi §6 ,7). 
  
 Propoziţia 5.3. Fie K un corp iar k ⊆ K o submulţime nevidă 
a sa. Atunci k este subcorp al lui K dacă şi numai dacă : 

(i) oricare ar fi x, y∈k ⇒ x-y∈k 
(ii) oricare ar fi x, y∈k  cu y≠0 ⇒ xy-1∈k. 

 

 Demonstraţie. Echivalenţa celor două afirmaţii rezultă din 
faptul că  (k, +) şi (k*, ·) trebuie să fie subgrupuri ale grupurilor (K, +) şi 
respectiv (K*, ·). Să observăm că elementele unitate din K şi k coincid.■ 

 
Propoziţia 5.4. Dacă p ≥2 este un număr prim, atunci ℤp şi ℚ 

nu au alte subcorpuri în afară de ele însele. 
 

Demonstraţie. Într-adevăr, dacă F⊆ℤp este un subcorp al lui ℤp 
atunci F este subinel al lui ℤp. Ştim însă că subinelele şi idealele lui ℤp 
coincid iar cum ℤp este corp, singurele sale ideale sunt {0} şi ℤp, deci 
singurul subcorp al lui ℤp este ℤp. 

Fie acum F⊆ℚ un subcorp. Cum 1∈F deducem că pentru orice 
n∈ℕ, n∈F (deoarece n= 43421

orin

1...1 ++ ), adică ℕ⊆F.Cum 0∈F deducem că 

pentru orice n∈ℕ,  0 - n= - n∈F, adică şi ℤ ⊆ F. Dacă avem m, n∈ℤ, 
n≠0, atunci mn-1=m/n∈F (căci F este presupus subcorp al lui ℚ ), adică 
ℚ ⊆ F, de unde ℚ=F.■ 
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În paragraful 1  am definit noţinea  de caracteristică a unui inel. 
Cum corpurile sunt în particular inele această definiţie rămâne valabilă 
şi pentru corpuri. 

Astfel, dacă k este un corp iar pentru   orice n∈ℕ*, n·1k ≠0 atunci 
corpul k se zice de caracteristică 0 (scriem car(k)=0) iar dacă n este cel 
mai mic număr natural nenul pentru care n·1k=0 atunci spunem că 
corpul k este de caracteristică n ( se scrie car(k)=n). Analog ca în cazul 
inelelor (vezi Observaţia 1.10.) se demonstrează că dacă car(k)=n, 
atunci n este un număr prim. 

 
Propoziţia 5.5. Dacă K este un corp iar (Ki)i∈I o familie 

nevidă de subcorpuri ale lui K, atunci I
Ii

iK
∈

 este subcorp al lui K. 

 Demonstraţie. Fie K'= I
Ii

iK
∈

 şi x, y∈K' . Atunci x, y∈Ki pentru 

orice i∈I şi cum fiecare Ki este subcorp al lui K avem că x-y∈Ki, adică 
x-y ∈ I

Ii
iK

∈
=K'. 

          Dacă y≠0, atunci xy-1∈Ki  pentru orice i∈I şi cum Ki este subcorp 
al lui K deducem că xy-1∈ I

Ii
iK

∈
=K′, adică K′ este subcorp al lui K.■ 

  
Definiţia 5.6. Un corp care nu are alte subcorpuri în afară 

de el însuşi se numeşte corp prim.  
 Mai înainte am văzut că ℚ este corp prim ca şi ℤp (cu p≥2 prim) 
precum şi intersecţia tuturor subcorpurilor unui corp. 
  

Definiţia 5.7. Dacă K, K′ sunt două corpuri, numim morfism 
de corpuri orice morfism unitar de inele f:K→K′. 
 Deci, f : K→K′ este morfism de corpuri dacă şi numai dacă 
f(1)=1 şi f(x+y)=f(x)+f(y), f(xy)=f(x)f(y)  pentru orice x, y∈K. 
 În particular, deducem că f(0)=0, f(-x) = -f(x) pentru orice x∈K 
iar dacă x∈K*, atunci f(x-1) = (f (x))-1. 
  

Observaţia 5.8. Orice morfism de corpuri f : K→K′ este ca 
funcţie o injecţie.  

Într-adevăr, dacă vom considera x, y∈K a.î. f(x)=f(y) şi 
presupunem prin absurd că x-y≠0, cum x-y∈K*, există z∈K* a.î.          
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(x-y)z=1. Deducem imediat că : f(x-y)f(z)= f(1)=1 ⇔ (f(x)-f(y))f(z)=1 
⇔ 0·f(z)=1 ⇔ 0=1-absurd, deci  x-y=0 ⇒x = y.∎ 
  

Definiţia 5.9. Un morfism de corpuri f:K→K′ se zice 
izomorfism de corpuri dacă  există g:K′→K a.î. g◦f=1K şi f◦g=1K′. În 
acest caz vom scrie K≈K′. Se probează imediat că f este izomorfism 
de corpuri dacă şi numai dacă f este morfism bijectiv de corpuri. 

 Ţinând cont de Observaţia 5.8. deducem că morfismul                
f : K→K′ este izomorfism de corpuri dacă şi numai dacă f este surjecţie. 
  

Propoziţia 5.10. Orice corp prim este izomorf sau cu corpul 
ℚ al numerelor raţionale sau cu un anumit corp ℤp cu p prim. 
 Demonstraţie. Fie P un corp prim şi f : ℤ→P, f(n)=n·1P pentru 
orice n∈ℤ, care în mod evident este morfism unitar de inele. Atunci   
Ker (f) este ideal al lui ℤ şi deci există n∈ℕ a.î. Ker (f)=nℤ. 
 Avem acum două cazuri: 

1. Ker (f)={0}. Atunci f este morfism injectiv de la ℤ la P şi să 
considerăm P ={(m·1P)(n·1P)-1 | m, n∈ℤ, n≠0} ⊆ P. Să verificăm că P  
este subcorp al lui P iar pentru aceasta fie x, y∈ P , x= (m·1P)(n·1P)-1, 
y=(r·1P)(s·1P)-1 cu m, n, r, s∈ℤ iar n, s∈ℤ*.  
Atunci x-y = (m·1P)(n·1P) –1  - (r·1P)(s·1P) – 1 =(ms-nr)·1P [(ns)·1P]-1∈ P  
iar dacă y∈ P * (adică r∈ℤ*) atunci  xy - 1= (ms)·1P·[(nr)·1P]∈ P . 
 Deoarece P este corp prim avem că P =P şi se verifică imediat 
că  g:ℚ→P, g(m/n)=(m·1P)(n·1P)-1 pentru orice m/n∈ℚ este izomorfism 
de copuri, de unde concluzia că P≈ℚ. 
         2. Ker(f)≠{0}. Atunci Ker(f)=nℤ cu n∈ℕ*. Conform Teoremei 
fundamentale de izomorfism pentru inele ( vezi Teorema 4.3.) avem că 
ℤ/Ker(f) ≈ Im(f) ⇔ ℤn ≈Im(f) . Cum Im(f) este subinel al corpului P 
deducem că Im(f) este domeniu de integritate deci şi ℤn va fi domeniu 
de integritate, deci corp.  
 Astfel Im (f) este subcorp al lui P şi cum P este prim avem că 
P=Im(f) şi deci ℤn ≈P. ■ 
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Observaţia 5.11. 1. Din Propoziţia precedentă deducem că un 
corp K este de caracteristică zero dacă şi numai dacă subcorpul prim al 
lui K este izomorf cu corpul ℚ al numerelor raţionale şi este de 
caracteristică p (p∈ℕ* fiind un număr prim) dacă şi  numai dacă 
subcorpul prim al lui K este izomorf cu corpul ℤp. În acest ultim caz 
corpul K poate fi privit ca un ℤp-spaţiu vectorial. Deducem imediat că 
dacă K este finit, atunci |K| = pt cu t∈ℕ*.  

2. Dacă K este o extindere a lui k (adică k este subcorp al lui K) 
atunci k şi K au aceeaşi caracteristică. În particular, dacă există un 
morfism de corpuri  f : k→K atunci k şi K au aceeaşi caracteristică.  

3. Conform unei celebre teoreme a lui Wedderburn orice corp 
finit este comutativ. 

 
Propoziţia 5.12. Fie K un corp comutativ cu car(K)=p (p≥2 

număr prim). Atunci, pentru orice x, y∈K avem: 
(i)    px=0 
(ii)   (xy)p=xpyp 
(iii)  (x±y)p=xp±yp (semnele se corespund). 
 
Demonstraţie. (i). Avem px=p(1Kx)=(p·1K)x=0·x=0 

          (ii). Este evidentă deoarece xy=yx. 
          (iii). Cum p este prim p | k

pC  pentru orice 1≤k≤p-1 şi  astfel 
dezvoltând după binomul lui Newton avem (x+y)p=xp+yp iar (x-y) p=      
=x p +(-1) p y p. Dacă p>2, atunci cum p este prim (deci cu necesitate 
impar) deducem că (x-y) p = x p –y p  iar dacă p=2, cum 2y 2 = 0 avem    
(x-y)2=x2+y2=x2-y2.  ■ 
  
 Observaţia 5.13. Din propoziţia precedentă deducem că funcţia 
ϕp:K→K, ϕp(x)=xp este morfism de corpuri. Morfismul ϕp poartă 
numele de morfismul lui Frobenius. 
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 §6. Inele de fracţii. Construcţia corpului ℚ al  
            numerelor raţionale 
 
 În cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel unitar 
comutativ. 
  
 Definiţia 6.1. O submulţime nevidă S ⊆ A se zice sistem 
multiplicativ dacă 1∈S şi a, b∈S ⇒ ab∈S (adică înmulţirea de pe A 
conferă lui S structură  de monoid). 
  
 Teorema 6.2. Fie S ⊆ A  un sistem multiplicativ format din 
nondivizori ai lui zero. Atunci există un inel unitar şi comutativ AS, 
un morfism injectiv de inele unitare iS:A→AS a. î. : 

1)  Pentru orice s∈S ⇒ iS(s)∈U(AS) 
2)  Pentru orice α∈AS, există a∈A, s∈S a.î. α=iS(a)[iS(s)]-1 
3) Dacă mai există un inel unitar şi comutativ B şi un 

morfism injectiv de inele i:A→B a.î. pentru orice s∈S⇒i(s)∈U(B), 
atunci există un unic morfism de inele unitare j:AS→B a.î. diagrama  

                      
                            iS    
                 A                      AS 

 
                              i                        j                   
 
 
                                           B 
 
este comutativă (adică j◦iS=i). 

 
             Demonstraţie. Să construim la început inelul AS şi morfismul 
injectiv de inele unitare iS: A→AS. În acest sens pe produsul cartezian 
de mulţimi A×S definim relaţia (a,s)~(a′,s′) ⇔ as′=a′s. În mod evident, 
relaţia  ~ este reflexivă şi simetrică. Pentru a proba tranzitivitatea relaţiei  
~ fie  (a, s), (a′, s′), (a′′,s′′)∈A×S a.î. (a, s)~(a′, s′) şi (a′, s′)~(a′′, s′′), 
adică as′=a′s  şi  a′s′′=a′′s′. Deducem imediat că as′s′′=a′ss′′ =(a′s′′)s= 
=(a′′s′)s ⇒ (as′′)s′ =(a′′s)s′ ⇒ as′′=a′′s  (căci s′ nu este divizor al lui 
zero), adică relaţia ~ este şi tranzitivă, deci o echivalenţă pe A×S. 
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 Clasa de echivalenţă a elementului (a, s)∈A×S o vom nota prin 

s
a  şi o vom numi fracţie iar mulţimea factor (A×S)/~ o vom nota prin 

AS. 

 Deci AS={
s
a

| a∈A şi s∈S}. Cum S nu conţine divizori ai lui 

zero avem că 0∉S. 

 Pentru 
s
a ,

t
b  ∈AS definim 

st
bsat

t
b

s
a +

=+  şi 
st
ab

t
b

s
a

=⋅ . Dacă 

s
a

s
a

′
′

=  şi 
t
b

t
b

′
′

=  atunci as′=a′s şi bt′=b′t de unde deducem imediat că 

(at+bs)(t′s′)=as′tt′+bt′ss′=a′stt′+b′tss′=(a′t′+b′s′)ts, deci 

 
st

sbta
ts

bsat
′′

′′+′′
=

+  ⇔ 
t
b

s
a

t
b

s
a

′
′

+
′
′

=+  (altfel zis, adunarea fracţiilor 

este corect definită ). Cum şi (ab)(s′t′) = (a′b′)(st) deducem că  

s
a

t
b

s
a

t
b

′
′

⋅
′
′

=⋅  deci şi înmulţirea fracţiilor este corect definită. 

 Să arătăm acum că (AS, +, ·) este inel comutativ unitar. 

 Dacă 
u
c

t
b

s
a ,, ∈AS, atunci  

stu
cstbsuatu

ust
stcubsat

u
c

st
bsat

u
c

t
b

s
a ++

=
++

=+
+

=++
)(

)()()(  iar 

stu
ctsbusatu

tus
sctbutua

tu
ctbu

s
a

u
c

t
b

s
a ++

=
++

=
+

+=++
)(

)()()(  , de 

unde deducem că 





 ++=+






 +

u
c

t
b

s
a

u
c

t
b

s
a , adică adunarea pe AS 

este asociativă. Cum adunarea şi înmulţirea pe A sunt comutative 
deducem imediat că adunarea fracţiilor este comutativă. 

 Deoarece pentru orice 
s
a

∈AS, 
s
a

s
a

s
sa

s
a

+==
⋅

⋅+⋅
=+

1
0

1
01

1
0 , 

deducem că  
1
0  este elementul neutru pentru adunarea fracţiilor. 
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 Deoarece 
1
00

22 ==
−

=
−

+
ss

asas
s
a

s
a  deducem că –(

s
a )=

s
a−  

adică orice fracţie are o opusă . Am probat până acum faptul că (AS, +) 
este grup abelian.  

 Deoarece )(
)(
)(

)(
)()(

u
c

t
b

s
a

tus
bca

ust
cab

u
c

t
b

s
a

⋅===⋅  deducem că 

înmulţirea fracţiilor este asociativă . Deoarece inelul A este comutativ, 
deducem că şi înmulţirea fracţiilor este comutativă, adică (AS, ·) este 
monoid comutativ. 

 Deoarece 
s
a

s
a

s
a

=⋅=⋅
1
1

1
1  deducem că 

1
1  este elementul neutru 

pentru înmulţirea fracţiilor. Să remarcăm faptul că dacă  
s
a

∈AS şi t∈S, 

atunci 
s
a

st
at

= , de unde concluzia că o fracţie poate fi “simplificată” 

prin factori din S. 

 Astfel 
s
s

=
1
1 , pentru orice s∈S. 

 Deoarece 
stu

bscatc
u
c

st
bsat

u
c

t
b

s
a +

=⋅
+

=⋅+ )(  iar  

=
+

=+=⋅+⋅
sutu

bcsuactu
tu
bc

su
ac

u
c

t
b

u
c

s
a

stu
bscatc

ustu
ubscatc +

=
+

)(
)(  

deducem că 
u
c

t
b

u
c

s
a

u
c

t
b

s
a

⋅+⋅=+ )( , adică înmulţirea este distributivă 

faţă de adunare, probând astfel că  ( AS, +, · ) este un inel.  

 Definim iS:A→AS prin iS(a)=
1
a  pentru orice a∈A. Dacă a,b∈A, 

atunci                     iS(a)+iS(b)=
111

baba +
=+ =iS(a+b),  

                              iS(a)·iS(b)= ==⋅
111
abba iS(ab)  

iar iS(1)= =
1
1 1, de unde concluzia că iS este morfism de inele unitare. 
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 Dacă iS(a)=iS(b) ⇒ α=
11
ba

=  ⇒ a·1=b·1⇒a=b, adică iS este 

morfism injectiv de inele. 

 Dacă s∈S, cum iS(s)=
1
s  iar 11

1
==⋅

s
s

s
s , deducem că 

iS(s)∈U(AS) (probând astfel 1) din enunţ).  Astfel, dacă α∈AS, α=
s
a  cu 

a∈A şi s∈S scriind α=
s

a 1
1

⋅ = iS(a) (iS(s))-1  răspundem astfel la 

chestiunea 2) din enunţ. 
 Pentru a soluţiona şi chestiunea 3), fie B un inel cu proprietăţile 

din enunţ şi α=
s
a

∈AS. Definim j(α)=i(a)(i(s))-1. 

 Dacă mai avem a′∈A şi s′∈S a.î. α = 
s
a

s
a

′
′

= , atunci as′=a′s ⇒ 

⇒i(a)i(s′)=i(a′)i(s) ⇒ i(a)(i(s))-1 = i(a′)(i(s′))-1 , adică j este corect 

definită. Dacă a∈A, atunci j(iS(a))=j (
1
a )=i(a)(i(1))-1 = i(a) adică j◦iS=i. 

 Fie acum α=
s
a  şi β=

s
a
′
′
 două elemente din AS. Atunci 

α+β=
ss

sasa
′

′+′
 şi αβ=

ss
aa
′
′

, astfel că: 

          j(α+β)=i(as′+a′s)(i(ss′))-1=(i(a)i(s′)+i(a′)i(s))·[i(s)i(s′)]-1= 
=i(a)i(s′)(i(s))-1(i(s′))-1+i(a′)i(s)(i(s))-1(i(s′))-1=i(a)(i(s))-1+i(a′)(i(s′))-1= 
=j(α)+j(β) 
j(αβ)=i(aa′)(i(ss′))-1=i(a)i(a′)(i(s))-1(i(s′))-1=(i(a)(i(s))-1)·(i(a′)(i(s′))-1)= 

=j(α)j(β) şi  j(1)= j (
1
1 ) = i(1) (i(1))-1=1, de unde concluzia că j este 

morfism de inele unitare. 
 Dacă mai avem un morfism de inele unitare k:AS→B a.î. k◦iS=i 
atunci pentru α∈AS, conform cu 1) există a∈A şi s∈S a.î.    
α=iS(a)(iS(s))-1. 
 Atunci k(α)=k(iS(a)(iS(s))-1)=k(iS(a))(k(iS(s)))-1=  
=(k◦iS)(a)((k◦iS)(s))-1=i(a)(i(s))-1=j(α), de unde deducem că j=k.■ 
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Definiţia 6.3. Inelul AS din Teorema 6.2. poartă numele de 

inelul de fracţii al lui A relativ la sistemul multiplicativ S ( sau cu 
numitorii în S) şi se mai notează şi prin S-1A. 
 Dacă S este mulţimea tuturor nondivizorilor lui zero, atunci AS 

se numeşte inelul total de fracţii al lui A. 
  

Observaţia 6.4. Să presupunem că A este domeniu de 
integritate (adică este comutativ şi nu are divizori ai lui zero diferiţi de 

0). Considerând S=A*=A\{0}, atunci dacă 
s
a

∈A*
S deducem că α∈A*, 

deci 
a
s

∈AS. Din 1
1
1

===⋅
as
as

a
s

s
a  deducem că 

a
s =(

s
a )-1, adică AS

  

este corp, numit corpul total de fracţii al domeniului de integritate A. 
 Definiţia 6.5. Corpul total de fracţii al inelului (ℤ, +, ·) se 

notează prin ℚ şi poartă numele de corpul numerelor raţionale. 
 

 În continuare, pornind de la corpul numerelor raţionale (ℚ, +, ·) 

vom construi corpul numerelor reale (ℝ, +, · ). 
 
            
   §7. Construcţia corpului  ℝ al numerelor reale  
  
  Relaţiile de ordine de pe inelul ℤ şi corpul ℚ se înscriu într-un 
context mai general pe care îl vom prezenta în cele ce urmează şi care 
ne va fi de folos şi pentru ordinea naturală de pe mulţimea numerelor 
reale ℝ. 
 
  Definiţia 7.1.  Dacă A este un domeniu de integritate (adică 
un inel comutativ unitar fără divizori ai lui zero), prin ordonare pe 
A înţelegem o submulţime nevidă P⊆A a.î. :  
  Ord 1: Pentru orice x∈A avem în mod exclusiv x∈P sau 
x=0 sau  -x∈P 
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  Ord 2: Dacă x, y∈P atunci x+y, xy∈P. 
  În acest caz vom spune că inelul A este ordonat de P iar P 
este mulţimea elementelor pozitive ale lui A. 
  Să presupunem acum că A este ordonat de P. Cum 1≠0 şi 
1=12=(-1)2  deducem că 1∈P (adică 1 este pozitiv). 

  Ţinând cont de Ord 2 deducem inductiv că pentru orice n∈ℕ*, 
43421
orinde

1...11 +++  este pozitiv.                                                                                                 

 Un element x∈A, x≠0, x∉P (adică -x∈P) se zice negativ . 

 Dacă x, y∈A sunt negative, atunci xy este pozitiv (căci –x,        
-y∈P iar (–x)(-y)=xy∈P). 
 Analog deducem că dacă x este negativ iar y este pozitiv, atunci 
xy este negativ şi că pentru orice x≠0 din A, x2  este pozitiv. 

 Dacă A este corp, cum pentru x≠0  pozitiv avem xx-1=1 
deducem că şi x-1 este pozitiv.                                                                                       

 Fie acum Aʹ⊆A un subinel iar Pʹ=P∩Aʹ. Se verifică imediat că 
Aʹ este ordonat de Pʹ ( Pʹ se va numi ordonarea indusă de P pe Aʹ) . 
 Mai general, fie Aʹ, A două inele ordonate iar Pʹ, P respectiv 
mulţimile elementelor pozitive din Aʹ şi A . 

 Dacă f:Aʹ→A este un morfism injectiv de inele, vom spune că f 
păstrează ordinea dacă pentru orice x∈Pʹ deducem că f(x)∈P 
(echivalent cu a zice că  Pʹ⊆f -1(P)). 

 Fie acum x, y∈A. Definim x<y  (sau y >x ) prin y-x∈P. 

 Astfel x >0 înseamnă x∈P iar x<0 înseamnă că –x∈P (spunem 
atunci că x este negativ ). 

 Se verifică imediat că dacă x, y, z∈A, atunci :  

IN1:  Dacă x<y şi y<z, atunci x<z . 

IN2:  Dacă x<y şi z >0, atunci xz<yz . 

IN3: Dacă x<y atunci x+z<y+z . 

IN4: Dacă A este corp, x >0, y >0 şi x<y atunci y -1 < x –1.                                                    
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Dacă x, y∈A definim x≤y prin x<y sau x=y. Fie acum A un 
domeniu de integritate ordonat de P iar K corpul său total de fracţii. 

 Dacă  PK={
b
a ∈K| a, b>0 }, atunci PK defineşte o ordonare pe 

K.  Într-adevăr, dacă x∈K, x≠0, x=
b
a  atunci putem presupune că b>0 

(deoarece x=
b
a

b
a

−
−

= ). Dacă a>0, atunci x∈PK. Dacă –a>0 atunci           

-x=
b
a− ∈PK .  

Nu putem avea simultan x,-x∈PK căci scriind x=
b
a  şi  -x=

d
c ,  

cu a, b, c, d∈A  şi a, b, c, d >0, atunci 
d
c

b
a

=−  deci –(ad)=bc, absurd 

(căci bc∈P şi ad∈P). Deci PK satisface Ord 1. 

Cum xy=
bd
ac  (iar ac, bd >0) şi  x+y=

bd
bcad +  (iar ad+bc, bd>0) 

deducem că  PK  satisface şi Ord 2 . 
 
Observaţia 7.2. ℕ* este o ordonare pe ℤ. 
Fie acum A un inel ordonat. Pentru x∈A definim : 
       
                                     x, dacă x ≥0 

                                  | x |  =     
                                                  -x, dacă x <0 
( |x| poartă numele de valoarea absolută sau modulul lui x ). 
  

Lema  7.3. Pentru orice x ∈A, | x | este unicul element z∈A 
a.î.   z≥0  şi z2=x2. 
 

 Demonstraţie    Să observăm că  | x | 2=x2 şi | x | ≥0 pentru orice 
x∈A. Pe de altă parte, dacă a∈A şi a >0 atunci există cel mult două 
elemente z∈A a.î. z2=a (căci conform Corolarului 4.9. de la Capitolul 4, 
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polinomul X2–a∈A[X] are cel mult două rădăcini în A). Dacă w2=a, 
atunci w≠0 şi (–w)2=w2=a, deci există cel mult un z∈A pozitiv a.î. 
z2=a şi cu aceasta lema este probată . ∎ 
 

 Definiţia 7.4.  Pentru a ≥ 0, definim elementul a  ca fiind 
acel element z ≥ 0 a.î. z2=a (evident, dacă un astfel de z există !). 
 Se verifică acum uşor că dacă pentru a, b ≥0, ba ,  există, 
atunci ab  există şi baab ⋅= . 

 Evident, pentru orice x∈A, | x |= 2x . 
 
 Lema 7.5.   Dacă A este un inel ordonat, atunci  

VA1: Pentru orice x∈A, | x |≥0, iar | x |>0 dacă x≠0 

VA2 : Pentru orice x, y∈A, | xy |=| x |·| y | 
VA3 : Pentru orice x, y ∈A, | x+y |≤| x | +| y |. 

 

 Demonstraţie.  Cum VA1 şi VA2 sunt imediate, să probăm pe 
VA3 :  | x+y |2 =(x+y)2 =x2 +2xy+y2 ≤ | x |2 +2| xy | +| y |2= 
=| x | 2 +2| x|·|y |+| y | 2=( |x |+| y | )2 , de unde | x + y | ≤ | x | + | y | . ∎ 
  

Fie acum K un corp comutativ ordonat pentru care există un 
morfism (injectiv) de corpuri f :ℚ→K (deci K va fi de caracteristică 0).  

Se arată imediat că dacă x∈ℤ, atunci  
 

     
43421
orixde

KK 1...1 ++ ,  dacă x ≥0 

                            f(x)  =       0 , dacă x=0                              . 
                                           ( ) ( )

444 3444 21
orixde

KK

−

−++− 1...1  , dacă x<0 
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Mai mult, dacă x∈ℤ*, cum în ℚ avem 11
=⋅

x
x  deducem că 

1K= ( ) ( ) 





⋅=






 ⋅=

x
fxf

x
xff 111 , de unde ( ) 11 −=






 xf

x
f  în K. Atunci 

dacă x=
n
m ∈ℚ avem ( ) =






⋅=






 ⋅=






=

n
fm

n
mf

n
mfxf 11 ( ) 11 −⋅⋅ Knm . 

Rezultă că f este unic determinat ; vom identifica atunci pe ℚ cu un 

subcorp al lui K (f se va numi scufundarea canonică a lui ℚ în K ). 

Dacă x=
n
m , y=

n
m

′
′ ∈ℚ (cu n, nʹ>0) şi x≤y, atunci                

mnʹ-mʹn≤0, deci mʹn-mnʹ≥0, iar f(x)=m(n1K)-1, f(y)=mʹ(nʹ1K)-1. Din 

mʹn-mnʹ≥0 şi 1K≥0 deducem că (mʹn-mnʹ)1K ≥0 ⇔mʹ(n1K)-m(nʹ1K)≥0 

⇔mʹ(n1K)≥m(nʹ1K), de unde mʹ(nʹ1K)-1≥m(n 1K)-1⇔f(y) ≥f(x) . 

Obţinem astfel următorul rezultat : 

 
Teorema 7.6.   Dacă K este un corp ordonat de 

caracteristică 0, atunci scufundarea canonică a lui ℚ în K, f :ℚ→K, 

( ) 11 −⋅⋅=







Knm
n
mf , (cu n>0 ) păstrează ordinea. 

 
În continuare prin K vom desemna un corp comutativ ordonat 

de caracteristică 0 iar un element x∈ℤ îl vom identifica cu f(x)=x·1K . 

 
Definiţia 7.7.   Un şir de elemente (xn) n≥0 din K se zice şir 

Cauchy dacă pentru orice  ɛ∈K, ɛ>0, există n ɛ∈ℕ a.î. pentru orice 
m, n∈ℕ, m, n≥nɛ  să avem | xn –xm |<ɛ . 

Vom spune despre şirul (x n) n≥0 că este convergent la un 
element x∈K, dacă pentru orice ɛ∈K, ɛ>0, există n ɛ∈ℕ a.î. pentru 
orice n≥n ɛ să avem | xn – x |<ɛ.  
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Observaţia 7. 8. 
1.Să presupunem că şirul (xn)n≥0 este convergent la două 

elemente x,y∈K. Atunci pentru ɛ∈K, ɛ>0  şi n∈ℕ* suficient de mare 
avem : 

               | x-y | ≤| x-xn +xn-y | ≤ | x-xn | +| xn –y | ≤ 2ɛ  

iar cum ɛ este oarecare deducem că | x-y |=0 ( căci dacă | x-y |≠0, atunci              

| x-y | >0 şi am avea | x-y |< | x-y | , absurd !). 
 Dacă (x n ) n≥0 este convergent la un element x∈K, vom scrie 

                                               x= nn
x

∞→
lim . 

2. Orice şir convergent este şir Cauchy. 
 

Definiţia 7.9. Corpul ordonat K în care orice şir Cauchy este 
convergent se zice complet . 
  

Definiţia 7.10. Corpul ordonat K se numeşte arhimedean 
dacă pentru orice x∈K, există n∈ℕ a.î. x ≤ n·1K . 
  

Teorema 7.11.  Corpul ℚ al numerelor raţionale nu este 
complet . 
 
 Demonstraţie.   Într-adevăr, să considerăm şirul (xn)n≥0 de 

numere raţionale dat prin x0=1 şi 
n

n
n x

x
x

23
34

1 +
+

=+  pentru orice n≥0. Prin 

inducţie matematică relativă la n se probează că xn
2<2, şi că (xn) n≥0 este 

crescător      (căci 
( )

0
23

22
23
34 2

1 >
+

−
=−

+
+

=−+
n

n
n

n

n
nn x

x
x

x
x

xx ) iar de aici că 

el este şir Cauchy. 
 Dacă acest şir ar avea limita l∈ℚ, atunci cu necesitate 

l
ll

23
34

+
+

= , de unde  l2=2, absurd căci l∉ℚ. Deci (xn) n≥0 nu are limită în 

ℚ, adică corpul ℚ nu este complet. ∎ 
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Pentru K corp ordonat şi S⊆K, prin majorant al lui S în K 
înţelegem un element z∈K a.î. x≤z, pentru orice x∈S. 
 Prin marginea superioară a lui S, notată prin sup(S) înţelegem 
cel mai mic majorant al lui S din K (evident dacă acesta există ). 
  

Teorema 7.12. Fie K un corp arhimedean complet. Atunci orice 
submulţime nevidă S a lui K ce admite un majorant are margine 
superioară.  

 

 Demonstraţie.   Pentru n∈ℕ, fie  

Tn={y∈ℤ| nx ≤ y pentru orice x∈S }. 

 Atunci Tn este mărginită de orice element de forma nx cu x∈S 
şi este nevidă deoarece dacă b este un majorant al lui S, atunci orice 
întreg y a.î. nb≤y  este în Tn (deoarece K este arhimedean) . 

 Fie yn cel mai mic element al lui Tn. Atunci există xn∈S a.î.                  

yn-1<nxn ≤yn , de unde 
n
y

x
nn

y n
n

n ≤<−
1 . 

 Să notăm 
n
y

z n
n =  şi să demonstrăm că şirul (zn)n∈ℕ este 

Cauchy. Pentru aceasta fie m, n∈ℕ a.î. 
m
y

n
y mn ≤  atunci 

≤<−
n
y

mm
y nm 1

m
ym  căci în caz contrar,

mm
y

n
y mn 1

−≤ , deci 
mm

ym 1
−  este 

majorant pentru S, ceea ce este absurd căci xm este mai mare. 

 Atunci  |
m
y

n
y mn −  | ≤

n
1  de unde deducem că (zn) n∈ℕ este 

Cauchy. 

 Fie nn
zw

∞→
= lim  şi să demonstrăm la început că w este un 

majorant pentru S. 

 Să presupunem prin absurd că există x∈S a.î. w<x . Există 

atunci n∈ℕ a.î. | zn – w | ≤ 
2

wx −  astfel că x-zn =x-w+w-zn ≥ x-w-         
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-| w-zn | ≥ x-w- 0
22

>
−

≥
− wxwx deci x >zn contrazicând faptul că zn este 

majorant al lui S. 

Să demonstrăm acum că w=sup S. 

Fie u<w; atunci există n∈ℕ suficient de mare a.î. | zn –xn |≤ 44
1 uw −

< . 

 Putem alege n suficient de mare a.î. | zn – w |≤
4

uw −  căci 

wznn
=

∞→
lim . 

 Astfel, xn–u =w-u+xn-zn+zn-w ≥ w-u-| xn –zn |-| zn-w | ≥ 

 ≥ 0
444

>
−

≥
−

−
−

−−
uwuwuwuw , deci u<xn (adică u nu este majorant–   

absurd !). ∎ 
 
 În continuare vom prezenta construcţia corpului numerelor 
reale cu ajutorul şirurilor Cauchy de numere raţionale (definite mai 
înainte într-un context mai general). 
  

Definiţia 7.13.  Un şir de numere raţionale γ=(cn ) n≥0 se zice 
şir nul dacă pentru orice ɛ∈ℚ,  ɛ>0, există n ɛ ∈ℕ a.î. pentru orice 
n≥n ɛ , | cn |≤ɛ  (adică 0lim =

∞→ nn
c ). 

Dacă α=(an)n≥0 şi β=(bn)n≥0 sunt două şiruri de numere 
raţionale, definim suma şi produsul lor prin α+β=(an+bn) n≥0 şi 
respectiv αβ=(anbn) n≥0  

Lema 7.14.   Orice şir Cauchy α=(an )n≥0 de numere 
raţionale este mărginit. 
 

 Demonstraţie.   Există k∈ℕ a.î. pentru orice n ≥ k , | an –ak | ≤1, 
de unde | an | ≤ |ak|+1. Alegând M=max ( | a0 |, . . ., |ak-1 |, | ak |+1) 
deducem că   |an | ≤ M pentru orice n∈ℕ.  ∎ 
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În cele ce urmează prin C(ℚ) vom nota mulţimea şirurilor 
Cauchy de numere raţionale. 
  

Propoziţia 7.15.   (C(ℚ), +, · ) este inel unitar comutativ. 
 
 Demonstraţie.  Fie α=( xn ) n≥0, β=( yn ) n≥0, 0=(0, 0, …) şi 
1=(1, 1, …).  Să demonstrăm la început că α+β şi αβ sunt din C(ℚ). 

Pentru ɛ∈ℚ+*, există nɛʹ, nɛʹʹ∈ℕ a.î. pentru orice m, n ≥ nɛʹ să 

avem    | xm-xn |< 2
ε  şi pentru orice m, n ≥ nɛʹʹ, | ym-yn |< 2

ε . Alegând 

nɛ=max (nɛʹ, nɛʹʹ), deducem că pentru orice m, n ≥ nɛ, | xm-xn |,               

| ym-yn |<
2
ε , astfel că  | (xm+ym) – (xn+yn) |=| (xm-xn) + (ym-yn) | ≤            

≤| xm-xn |+| ym-yn |< εεε
=+

22
, adică α+β ∈C(ℚ). 

 Pentru cazul produsului αβ vom ţine cont de Lema 7.14. 
Conform acesteia, există M1, M2∈ℚ+* a.î. | xn | ≤ M1 şi | yn | ≤ M2 pentru 
orice n∈ℕ. 
 Notând M=max (M 1, M 2 ) şi alegând ɛ∈ℚ+*, există nɛʹ, 
nɛʹʹ∈ℕ a.î. 

                          | xm –xn | ≤ M2
ε  , pentru m, n ≥ nɛʹ şi  

                          | ym-yn | ≤ M2
ε , pentru m, n ≥ nɛʹʹ. 

 Astfel, pentru m, n ≥ nɛ =max (nɛʹ, nɛʹʹ), avem 
| xmym –xnyn |=|xm(ym-yn) + yn(xm-xn) | = | xm | | ym-yn | +| yn | | xm-xn | ≤           

≤ M·
M2
ε  +M·

M2
ε =ɛ, adică şi αβ∈C(ℚ). 

 În mod evident, -α=(-xn )n ≥0 ∈C(ℚ) ca şi 0, 1∈C(ℚ).  
Deducem acum imediat că (C(ℚ), +, ·) este inel comutativ şi 

unitar.  ∎ 
În continuare, vom nota prin  
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             N(ℚ)={( xn ) n≥0 ∈C(ℚ) | 
∞→n

lim xn =0} . 

 
Lema 7.16.   N(ℚ) este ideal al inelului C(ℚ). 
 
Demonstraţie.  Analog ca în cazul sumei din propoziţia 

precedentă, se demonstrează imediat că dacă α, β∈N(ℚ), atunci            

α-β∈N(ℚ). 

Fie acum α=(an ) n≥0 ∈C(ℚ) şi β=(bn) n≥0 ∈N(ℚ). Conform 

Lemei 7.14. există M∈Q+* a.î. | an | ≤ M pentru orice n∈ℕ. 

Deoarece β=(bn)n≥0 ∈N(ℚ) pentru ɛ∈Q+*, există nɛ∈ℕ a.î. 

pentru orice n ≥ nɛ să avem | bn | ≤ M
ε . 

Atunci pentru n ≥ nɛ , | an bn |=| an | | bn | ≤ M·
M
ε =ɛ, astfel că 

αβ∈N(ℚ), adică N(ℚ) este ideal al inelului comutativ C(ℚ) . ∎ 
 
Lema 7.17.   Fie α∈C(ℚ) a.î. α∉N(ℚ), α=(an)n≥0 . Atunci 

există c∈ℚ+* şi n0∈ℕ a.î. pentru orice n ≥ n0 , | an | ≥ c. 
 
Demonstraţie.   Dacă prin absurd lema nu ar fi adevărată, atunci 

pentru ɛ∈ℚ+* există o infinitate de numere naturale n1<n2<. . . a.î.         

| 
ina  |< 3

ε  pentru orice i ≥1. 

Cum α∈C(ℚ), există p∈ℕ a.î. pentru orice m, n≥p să avem                

|an –am|≤
3
ε . Fie ni ≥ p ; atunci pentru orice m ≥p, | am | ≤ | am -

ina  |+         

+| 
ina  | ≤ 3

2ε  şi pentru orice m, n≥p, | an | ≤ | an –am |+| am | ≤ 
3

2
3

εε
+ =ɛ, 

adică α∈N(ℚ), absurd ! . ∎ 
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Teorema 7.18. (C(ℚ) / N(ℚ) , +, · ) este corp comutativ. 
 
Demonstraţie.   Faptul că C(ℚ) / N(ℚ) este inel comutativ 

rezultă din aceea că C(ℚ) este inel comutativ iar N(ℚ) este ideal în 

C(ℚ) (vezi §4). 

Fie acum α∈C(ℚ) a.î. α∉N(ℚ) şi α =α +N(ℚ)∈C(ℚ) / N(ℚ). 
Vom demonstra că există β ∈C(ℚ)/N(ℚ) a.î. 1=⋅ βα , unde 

1=1+N(ℚ) (reamintim că 1=(1, 1, . . . )∈C(ℚ) ). 

Cum α∉N(ℚ), conform Lemei 7.17. există ɛ∈ℚ+* şi n0∈ℕ a.î. 

pentru orice n ≥ n0 , | an | ≥ɛ. În particular, deducem că pentru n ≥ n0 , 
an≠0. 

Fie β=(bn ) n≥0 cu 
                                    1  dacă 0 ≤ n ≤ n0 

                     b n = 
                                                   an

-1 dacă n ≥ n0
 

  
Să arătăm că β∈C(ℚ) şi că 1=⋅ βα  . 

 Putem alege deci c∈ℚ+* şi n0∈ℕ a.î. pentru orice n ≥ n0 ,            

| an | ≥c>0 ; de unde va rezulta că 
can

11
≤ . 

 Pentru ɛ∈ℚ+* există p ≥ n0 a.î. pentru orice m, n ≥ p 
să avem  
                                                      | an –a m | ≤ ɛc2 . 
 Atunci pentru orice m, n  ≥ p avem         

2

211
c

c
aa
aa

aa nm

nm

mn

⋅
≤

⋅
−

=−
ε ε= , adică β∈C(ℚ). 

 Cum αβ diferă de 1 numai într-un număr finit de termeni 
(eventual pentru n ≤ n0 ) deducem că αβ-1∈N(ℚ), adică 1=⋅ βα , deci 

( ) 1−
= αβ , adică C(ℚ) / N(ℚ) este corp . ∎ 
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Definiţia 7.19.   Mulţimea C(ℚ) / N(ℚ) se notează prin ℝ şi 

poartă numele de mulţimea numerelor reale.  
Corpul ( ℝ,+, ·)  poartă numele de corpul numerelor reale. 
  Deoarece se probează imediat că funcţia iQ:ℚ→ℝ,  

iQ(a) = ( ),...., aa  pentru orice a ∈ℚ este morfism de corpuri (deci în 

particular funcţie injectivă) putem privi pe ℚ ca subcorp al lui ℝ. 
Elementele din I=ℝ\ℚ se zic numere iraţionale. 
 
Lema 7.20.   Pentru α=(an) n≥0 ∈C(ℚ)  este verificată doar 

una din condiţiile : 
(1)  α∈N(ℚ)  
(2) Există c∈ℚ+* a.î. pentru n suficient de mare să avem an ≥ c  
(3)Există c∈ℚ+* a.î. pentru n suficient de mare să avem an ≤ - c  

 
Demonstraţie.   Evident (2) şi (3) se exclud reciproc.  
Să presupunem acum că α∉N(ℚ) . Conform Lemei 7.20. există 

n0∈ℕ şi c∈ℚ+* a.î. pentru orice n ≥ n0 , | an | ≥ c  astfel că a n ≥ c dacă   
an > 0 şi an ≤ -c dacă an<0 . 

Să presupunem acum că an>0 pentru suficient de mulţi n  şi 
am<0 pentru suficient de mulţi m. Pentru astfel de n şi m avem            
an–am≥2c>0  ceea ce contrazice faptul că α∈C(ℚ).  

Deci (2) sau (3) în sens disjunctiv trebuie să aibă loc . ∎ 
 

Fie P={α   | α∈C(ℚ) şi verifică (2) din Lema 7.20.}⊆ℝ  
 Lema 7.21.   P este o ordonare pe ℝ. 

 
Demonstraţie.   Conform Lemei 7.20. deducem că P satisface 

Ord 1. 
Fie acum α=(an ) n≥0 şi β=(bn ) n≥0 ∈C(ℚ) a.î. βα , ∈P.  

Există c1, c2∈ℚ+* şi n1, n2∈ℕ a.î. pentru n≥n1 , an ≥c1 şi pentru 
n≥n2,   bn ≥c2 . 
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Pentru n ≥ max (n1, n2 ), an+bn ≥ c1+c2 >0 şi anbn ≥c1c2 >0 astfel 
că α+β, αβ verifică (2) din Lema 7.20., adică βαβα ⋅+ , ∈P, deci P 
satisface şi Ord 2. 
 

Observaţia 7.22. 
1. Din cele de mai sus deducem că dacă βα ,  ∈ℝ, α=(xn)n≥0,       

β=(yn)n≥0, atunci βα ≤  este echivalent cu aceea că β -α ∈P, adică 
( )αβ − ∈P, deci cu existenţa lui n0∈ℕ şi c∈ℚ+* a.î. yn-xn ≥c pentru 
orice n ≥n0 . 

Convenim să numim ordinea de mai înainte ordonarea naturală 
de pe ℝ. 

2. Pentru a∈ℚ convenim să notăm pe iℚ(a) prin a , adică 
( ),...., aaa =  . 

 

Teorema 7.23.   Ordonarea naturală de pe ℝ (dată de P) este 
arhimedeană. 

 
Demonstraţie.   Conform Definiţiei 7.10., pentru                

α=(an) n≥0∈C(ℚ) va trebui să demonstrăm că există mα∈ℕ a.î. αα m≤ . 

Conform Lemei 7.14. există M∈ℚ+* a.î. an ≤ M pentru orice n∈ℕ. 
Alegând mα∈ℕ a.î. M≤mα deducem că an≤mα pentru orice n∈ℕ, adică 
α αm≤ . ∎ 

Următorul rezultat este imediat. 
 

Lema 7.24.   Dacă α=(an)n≥0∈C(ℚ) şi există c∈ℚ+* şi n0∈ℕ 
a.î. pentru orice n ≥n0, | an| ≤ c, atunci  c≤α . 

Observaţie 7.25.   Conform Teoremei 7.23., fiind  dat ɛ∈ℝ, 
ɛ>0, există ɛ1∈ℚ+* a.î. ɛ<ɛ1 astfel că în definiţia limitei unui şir din ℝ 
nu contează dacă ɛ este real sau raţional. 

 
Lema 7.26.   Fie α=(an) n≥0 ∈C(ℚ). Atunci α nn

a
∞→

= lim  (adică 

orice şir Cauchy de numere raţionale converge în ℝ). 
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Demonstraţie.   Fie  ɛ∈ℚ+*. Există n0∈ℕ a.î. pentru orice        

m, n ≥ n0, | am – an |≤ɛ. Atunci pentru m≥n0 avem | ma−α  |= 
= εα ≤− ma   (căci α-am= (an – am)  n≥0 ), adică  nn

a
∞→

= limα   .  ∎ 

 
 Teorema 7.27.   Corpul ℝ este complet . 

 
Demonstraţie.   Fie (xn) n≥0 un şir Cauchy de numere reale. 
Conform Lemei 7.26., pentru orice n∈ℕ găsim an∈ℚ a.î.                        

| xn - na  |<
n
1  ( în partea dreaptă este vorba de fapt de ( n ) -1 ! )               

 Cum (xn ) n≥0 este Cauchy, deducem că fiind dat ɛ>0 (de 
exemplu ɛ∈ℚ) există n0∈ℕ a.î. pentru orice m, n ≥ n0 să avem               

| xn –xm |≤
3
ε . 

 Fie n1∈ℕ, n1≥n0 a.î.
3

1

1

ε
≤

n
. Atunci pentru orice m, n ≥ n1 

avem                              
≤−+−+−≤−+−+−=− mmmnnnmmmnnnmn axxxxaaxxxxaaa

εεεε
=++≤

333
. Adică ( ) 0≥nna este şir Cauchy de numere raţionale. 

Conform Lemei 7.26. există nn
ax

∞→
= lim  în ℝ. Deoarece pentru n 

suficient de mare | xn -x| ≤ | xn - na | + | na -x | deducem că nn
xx

∞→
= lim , 

adică ℝ este complet. ∎ 
Definiţia 7.28.   Un corp ordonat K se zice complet ordonat 

dacă orice parte nevidă minorată a sa are o margine inferioară. 
Observaţie 7.29.   Fie K un corp complet ordonat şi A⊂K, 

A≠∅, A majorată. Atunci  –A este minorată, sup A există şi              
sup (A)=- inf (– A). 

 
Lema 7.30.   Dacă x, y∈ℚ, atunci : 
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(i)  x ≤y ⇔iℚ(x) ≤ iℚ (y)  

(ii) x<y ⇔iℚ (x)<iℚ(y)  

(iii) pentru orice α∈ℝ există x, y∈ℤ a.î. iQ (x) ≤ α ≤ iQ (y) . 
 
Demonstraţie. (i). Să presupunem că x≤y, adică y-x≥0. Cum              

iℚ(y)-iℚ(x)=iℚ(y-x) deducem că iℚ (y) ≥ iℚ (x) ⇔ iℚ (x) ≤ iℚ (y) . 

Reciproc, să presupunem că iQ (x) ≤ iQ (y), adică iQ (y-x) ≥ 0 ⇒ y-x∈P, 

deci pentru ɛ>0,  y-x>ɛ>0 ⇒y≥x ⇔ x≤y . 
(ii).  Rezultă din injectivitatea lui iQ . 

(iii). Fie α∈ℝ şi (xn) n≥0∈α . Atunci (xn) n≥0∈C(ℚ), deci pentru 
ɛ∈ℚ+* există nɛ∈ℕ a.î. | xn –

εnx |<ɛ pentru orice n ≥ nɛ sau             

εnx - ɛ<xn< εnx +ɛ pentru orice n ≥ nɛ . 

Luând x, y∈ℤ a.î. x<
εnx -ɛ şi 

εnx +ɛ<y deducem că xn–x>0 şi            

y – xn>0 pentru orice n ≥ nɛ  deci  

               ( xn ) n ≥0 – ( x, x, . . . .) =( xn – x ) n≥0 ∈P     şi 

               ( y,y, . . . .) – ( xn ) n≥0 =( y- xn ) n≥0 ∈P,  
adică iQ (x) ≤ α ≤ iQ (y) . 

 

Lema 7.31.   Fie α, β∈ℝ şi (un ) n ≥0 , (vn ) n ≥0 ∈C(ℚ) a.î. 

                     iℚ (um) ≤ α ≤ β ≤ iℚ (vm )  

pentru orice m ∈ℕ şi ( um ) m ≥0 –( vm ) m ≥0 ∈N(ℚ) . Atunci α=β . 

Demonstraţie. Fie ɛ>0. Există m0∈ℕ a.î. |
00 mm uv − |<

3
ε . Fie 

acum    (xn ) n≥0∈α şi (yn) n≥0∈β . Din condiţia (1) deducem că iℚ(um)≤α , 
deci pentru m=m0 avem (xn– 0mu )n≥0∈P prin urmare există nɛʹ∈ℕ a.î. 

xn– 0mu >
3
ε

−  pentru n≥nɛʹ. 
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Tot din (1) rezultă că β≤iQ(vm) deci pentru m=m0 avem (
0mv -yn) n≥0∈P, 

adică  există  nɛʹʹ∈ℕ a.î. 
0mv – yn > 3

ε
−  , pentru  orice  n ≥ nɛʹʹ, de unde 

yn – xn < 
0mv +

3
ε

3
2

3 000

εε
+−=+− mmm uvu ≤ 

00 mm uv −≤ +
3

2ε ≤ εεε
=+

3
2

3
, prin  urmare,  yn –xn<ɛ pentru orice         

n ≥max (nɛʹ, n ɛʹʹ). Dar α ≤ β. Atunci  (yn–xn) n≥0∈P, deci există nɛʹʹʹ∈ℕ 
a.î. yn-xn >-ɛ, pentru orice n ≥ nɛ ʹʹʹ. 
 Atunci | xn – yn |<ɛ pentru orice n≥max (nɛʹ, nɛʹʹ, nɛʹʹʹ), de unde 
α=β.∎ 
 
 Teorema 7.32.   Corpul ( ℝ, ≤ ) este complet ordonat . 

 
Demonstraţie.   Fie A⊂ℝ nevidă şi minorată iar A0 mulţimea 

minoranţilor lui A. Cum A0 ≠∅, există β∈A0 a.î. β ≤ α pentru orice 
α∈A. Din Lema 7.31., (iii) rezultă existenţa unui z∈ℤ a.î. iℚ (z) ≤ β, 
adică iℚ (z)∈A0 . 

Fie x0=max{z∈ℤ | iQ (z)∈A0} ; atunci iℚ(x0)∈A0 şi 
iℚ(x0+1)∉A0. Presupunem că am obţinut un xk∈ℚ (k≥0) a.î. iℚ(xk )∈A0 

şi iℚ ( xk + k10
1 )∉A0  

 Notând nk=max{0≤n≤9 | iℚ(xk)+ 110 +k
n ∈A0} şi 

  
11

10 ++ +=
k
k

kk
n

xx  se obţine, prin inducţie, un şir (xk ) k≥0∈ℚ  a.î.  

(1) iℚ (xk )∈A0  pentru orice k∈ℕ ; 
(2)  iℚ ( kkx

10
1

+ )∉A0 pentru orice k∈ℕ ; 

(3)   
11

10 ++ +=
k
k

kk
n

xx  . 
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Din (3) şi din definiţia lui nk rezultă  
11

10 ++ +=
k
k

kk
n

xx , de unde 

pentru n >k  obţinem xn –xk=xn–xn-1+xn-1–xn-2+...+xk+1–xk≤ 

kk

kn

kknkknn

10
1

9
10

10
9

10
11

10
11

10
9

10
1...

10
11

10
9

10
9...

10
9

10
9

1

11111

=⋅<

<
−

−
⋅=






 +++=+++≤

+

−

+−−++−

 

deci ( xn ) n≥0∈C(ℚ). Fie α= ( ) 0≥nnx ∈ℝ şi să demonstrăm că α=inf A. 
Pentru aceasta vom demonstra că 

                 (∗) iℚ( xk ) ≤ α ≤ iℚ ( xk+ k10
1 )  pentru orice k∈ℕ. 

 Din (3) deducem că x0 ≤ x1 ≤. . . ≤ xk ≤. . ., deci ( xn-xk ) n≥0∈P 
pentru orice k∈ℕ, adică iℚ ( xk ) ≤ ( ) 0≥nnx =α  pentru orice k∈ℕ.  

 Am demonstrat mai înainte că xn–xk<
k10

1 , pentru n>k, adică 

nkk xx −







+

10
1 >0 pentru n >k, deci α ≤ iℚ 








+

kkx
10

1  pentru orice 

k∈ℕ. 

 Am arătat astfel inegalităţile (∗). 
 Să demonstrăm acum că α este minorant al lui A. Să 
presupunem că există γ∈A a.î. γ<α. Atunci  iℚ (xk) ≤ γ ≤ α ≤ 

iℚ 







+

kkx
10

1
 pentru orice k∈ℕ.  

 Dar ==







−+

∞→∞→ kkkkkk
xx

10
1lim

10
1lim 0, de unde ţinând cont de 

Lema 7.31. deducem că γ=α, absurd, deci α∈A0 . 
 Să arătăm acum că α este cel mai mare minorant al lui A. 
Presupunem că există β∈A0 a.î. α<β. Din (3) deducem că pentru fiecare 

k∈ℕ  există α k∈A a.î. α k<iℚ ( kkx
10

1
+ ). Cum β este minorant al lui A 
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şi α k∈A deducem că β≤α k de unde iℚ (xk ) ≤ α ≤ β ≤ iℚ(
k

kx
10

1
+ ) de 

unde deducem că α=β, absurd!. Deci α=infA.  ∎   
 
 

 §8 . Construcţia corpului  ℂ al numerelor complexe     
 

Scopul acestui paragraf este de a identifica corpul ℝ al 
numerelor reale cu un subcorp al unui corp comutativ ℂ în care ecuaţia 
x2 =-1 are soluţie. 

 Pentru aceasta vom considera ℂ=ℝ×ℝ iar pentru (x, y),           
(z, t)∈ℂ definim : 

                                         (x, y)+(z, t)=(x+z, y+t) 

                                         (x, y)·(z, t )=(xz-yt, xt+yz). 
  

 Teorema 8.1.  (ℂ, +, · ) este corp comutativ în care ecuaţia 
x2=-1 are soluţie. 
 

 Demonstraţie. Faptul că (ℂ, +) este grup abelian se probează 
imediat (elementul neutru este ( 0, 0 ), iar pentru (x, y)∈ℂ, -(x, y)=      
=(-x, -y )). 

În mod evident înmulţirea este comutativă. 

Pentru a proba că (ℂ*, · ) este grup, fie (x, y), (z, t), (r, s)∈ℂ. 
Deoarece (x, y)[(z, t)·(r, s)]=[(x, y)(z, t)]·(r, s)=(xzr-xts-yzs-ytr, 
xzs+xtr+yzr-yts) deducem că înmulţirea este asociativă. 

Cum (x, y)(1, 0)=(1, 0)(x, y)=(x, y)  deducem că elementul 
neutru faţă de înmulţire este (1, 0). Fie acum (x, y)∈ℂ* (adică x≠0 sau 
y≠0). Egalitatea (x, y) (xʹ, yʹ)=(1, 0) este echivalentă cu xxʹ-yyʹ=1 şi 
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xyʹ+yxʹ=0, de unde  xʹ=
22 yx

x
+

  şi yʹ=
22 yx

y
+

− , adică (x, y) -1= 

= 










+
−

+ 2222
,

yx
y

yx
x . 

 Cum pentru (x, y), (z, t), (r, s)∈ℂ, (x, y)·[(z, t)+(r, s)]=          
=(x, y)·(z, t)+(x, y)·(r, s)=(xz+xr-yt-ys, xt+xs+yz+yr) deducem că 
înmulţirea este distributivă faţă de adunare, adică (ℂ, +, ·) este corp 
comutativ.  
 Să notăm i=(0, 1). Cum i2=(0, 1)(0, 1)=(-1, 0)=-(1, 0) 
deducem că ecuaţia x2=-1 are soluţie în ℂ.  ∎ 
 
 Observaţia 8.2.  Se probează imediat că iℝ:ℝ→ℂ, iℝ(x)=(x, 0) 
pentru orice x∈ℝ, este morfism de corpuri (deci funcţie injectivă). În 
felul acesta ℝ poate fi privit ca subcorp al lui ℂ.  
             Am construit astfel şirul de mulţimi ℕ⊆ℤ⊆ℚ⊆ℝ⊆ℂ. 
 Deoarece pentru z=(x, y)∈ℂ putem scrie z=(x, 0)+(y, 0)(0, 1), 
ţinând cont de identificările anterioare deducem că z se poate scrie 
(formal) sub forma z=x+iy (cu i=(0, 1) iar i2=-1). 

Mulţimea ℂ poartă numele de mulţimea numerelor complexe,  
iar (ℂ, +, ·)  corpul numerelor complexe.  Elementele din ℂ\ℝ se zic 
pur imaginare. 

Dacă z=x+iy∈ℂ cu x, y∈ℝ, atunci x se zice partea reală a lui 
z iar yi partea imaginară a lui z  ( y se numeşte coeficientul părţii 
imaginare ). 

Pentru z∈ℂ, z=x+iy, definim iyxz −=  (ce se va numi 

conjugatul lui z) şi 22 yxz +=  ( |z| poartă numele de modulul lui z ). 
 
Propoziţia 8.3.   Fie z, z1, z2∈ℂ. Atunci  

       (i) z∈ℝ ⇔ zz =  
       (ii) 2, zzzzz =⋅=  
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       (iii) 
2

1

2

1
21212121 ,,

z
z

z
z

zzzzzzzz =







=±=±   (cu z2≠0) 

       (iv) zz = , 2121 zzzz +≤+ ,  2121 zzzz = ,  
2

1

2

1

z
z

z
z

=  (cu 

z2≠0). 
 
Demonstraţie. (i). Fie z=a+ib. Dacă z∈ℝ, atunci b=0, deci 

zaz ==  iar dacă zz =  atunci b =-b adică b=0, deci z∈ℝ. 
(ii). şi (iii). sunt evidente.  
(iv). Să probăm doar inegalitatea |z1+z2|≤|z1|+|z2| (celelalte 

probându-se imediat). Alegem z1=x1+iy1 şi z2=x2+iy2 cu x1, x2, y1, 

y2∈ℝ şi astfel  

|z1+z2|≤|z1|+|z2|⇔ ( ) ( ) 2
2

2
2

2
1

2
1

2
21

2
21 yxyxyyxx +++≤+++ ⇔

( )( )2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
121

2
2

2
121

2
2

2
1

2

22

yxyx

yxyxyyyyxxxx

+++

++++≤+++++
        

⇔ ( ) ( )( ) ( ) ≥−⇔++≤+ 2
1221

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2121 yxyxyxyxyyxx 0 ceea ce este 

evident. 

Egalitate avem dacă λ==
2

2

1

1

y
x

y
x  cu λ ∈ℝ, adică 21 zz λ= .  ∎ 

Observaţia 8.4.  Asociind fiecărui număr complex z=a+ib 

matricea 







− ab

ba
 se probează imediat că corpul (ℂ,+,·) este izomorf cu 

corpul 














−

ba
ab
ba

, ∈ℝ   , operaţiile de adunare şi înmulţire fiind 

cele obişnuite din M2 (ℝ). 
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§.9. Construcţia corpului H al quaternionilor 
 
 În inelul (M2( ℂ), +,  ·) să considerăm mulţimea: 

                                H =         














− αβ

βα
|α, β∈ℂ         

 (unde reamintim că pentru α ∈C, α  reprezintă conjugatul lui α ). 
  

Propoziţia 9.1. ( H, +, ·) este subinel al lui M2( ℂ ). 
 

 Demonstraţie. Fie  M= 










− αβ

βα
 şi N= 











− γδ

δγ
 două elemente 

din H. Atunci  M-N= 













−−−

−−

γαδβ

δβγα

)(
∈H,  

MN= 













−+−

+−

δβαγγβαδ

γβαδδβαγ
∈H şi I2= 














−
=











10

01

10

01
∈H, de unde 

concluzia că H este subinel (unitar ) al lui M2( ℂ ).∎ 
  

Corolarul 9.2. (H, +, ·) este corp. 
             Demonstraţie. Ţinând cont de Propoziţia 9.1. mai avem de 

demonstrat faptul că dacă M∈H, M= 










− αβ

βα
≠O2, atunci există N∈H 

a.î. MN=NM=I2. Din M≠O2  deducem că 022 ≠+=+=∆ βαββαα . 

Considerând N= 










′′−

′′

αβ

βα
∈H, unde )/( ∆=′ αα  şi 

∆
−=′ ββ  avem: 

 MN= 










− αβ

βα











′′−

′′

αβ

βα
=

















′−′′+′−

′+′′−′

ββαααββα

αββαββαα

)(
  iar  
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1
22

=
∆
∆

=
∆
+

=
∆
+

=







∆
+








∆
=′−′

βαββααββααββαα

0=
∆

+
∆

−=







∆
+








∆
−=′+′ αβαβαββααββα ,  

de unde MN= 










10

01
=I2  şi analog NM=I2, adică M-1=N.■ 

 Definiţia 9.3. Corpul H poartă numele de corpul 
quaternionilor (elementele lui H se vor numi quaternioni). 

 Dacă vom considera jℝ:ℝ→H definit prin jℝ(a)= 










a

a

0

0
 pentru 

orice a∈ℝ se verifică imediat că jℝ este morfism de corpuri (deci funcţie 

injectivă ), astfel numărul real a se identifică cu quaternionul 










a

a

0

0
. 

 Să notăm I=














− i

i

0

0
, J=















− 01

10
 şi K= 











0

0

i

i
. Prin calcul se 

verifică egalităţile: 
                       I2=J2=K2=-I2, IJ=-JI=K, JK=-KJ=I, KI=-IK=J  
(de unde o primă concluzie ce se desprinde este că H este un corp 
necomutativ). 
 Dacă α=a0+a1i şi β=b0+b1i∈ℂ, putem scrie:  

=










−+−

++
=











− iaaibb

ibbiaa

1010

1010

αβ

βα











0

0

0

0

a

a
+ 











1

1

0

0

a

a














− i

i

0

0
+ 












0

0

0

0

b

b














− 01

10
+ 











1

1

0

0

b

b











0

0

i

i
=a0I2+a1I+b0J+b1K (dacă ţinem cont de 

identificarea oricărui număr real a cu quaternionul 







a

a
0

0
). Astfel, 

orice quaternion h∈H poate  fi scris, în mod unic, sub forma 
h=a+bI+cJ+dK cu a, b, c, d∈ℝ (identificând pe aI2 cu a). 
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Observaţia 9.4. În corpul H ecuaţia x2+1=0 are o infinitate de 
soluţii şi anume toţi quaternionii h=aI+bJ+cK cu a, b, c∈ℝ şi 
a2+b2+c2=1. 

 
  

            §10. Ideale prime. Ideale maximale 
 
            În cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel unitar şi 
comutativ. 
  

Definiţia 10.1. Un ideal ℘ al lui A se zice prim dacă ℘ ≠A şi 
dacă avem a,b∈A a.î. ab∈ ℘, atunci a∈℘ sau b∈℘. 
 
 Exemple 1. Dacă A este un domeniu de integritate, atunci 
idealul nul (0) este prim.  

2. Pentru inelul ℤ idealele prime sunt (0) şi pℤ cu p≥2 număr 
prim. 

 
Propoziţia 10.2. Un ideal ℘ al lui A este prim dacă şi numai 

dacă A/℘  este domeniu de integritate. 
 

Demonstraţie. Dacă ℘ ⊂ A este ideal prim, atunci ℘≠A, deci 
A/℘ este inel nenul şi cum A este comutativ şi unitar deducem că şi A/℘ 

este comutativ şi unitar. Fie acum â += a ℘, b̂ += b ℘ ∈A/℘ a.î. 

â b̂ = 0̂ ⇔ ab ∈℘. Cum ℘ este prim deducem că a ∈℘ ⇔ â = 0̂  sau 

b∈℘ ⇔ b̂ = 0̂ , adică A/℘ nu are divizori ai lui zero nenuli. 

Reciproc, dacă A/℘ este domeniu de integritate, atunci A/℘ este 

nenul şi deci ℘≠A. Dacă a ,b∈A a.î. a b∈℘, atunci 0̂=
∧

ab ⇔ â b̂ = 0̂  
şi cum A/℘ nu are divizori nenuli ai lui zero deducem că â = 0̂ ⇔ a ∈℘ 

sau b̂ = 0̂ ⇔b∈℘.■    
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Propoziţia 10.3. Fie A, A′ două inele unitare şi comutative 
iar f:A→A′ un morfism de inele unitare. Atunci: 

 (i)  Dacă ℘′⊂A′ este ideal prim în A′, f-1( ℘′) este ideal prim 
în A 

(ii)  Dacă în plus f este morfism surjectiv şi ℘ ⊂ A ideal 
prim, a.î. Ker(f)⊆ ℘, atunci f(℘) este ideal prim in A′. 

 
Demonstraţie. (i). Conform Propoziţiei 3.7. deducem că f-1(℘′) 

este ideal în A (evident f-1(℘′) ≠A, căci ℘′≠A′). Dacă a, b∈A a.î.       
ab∈f-1(℘′) atunci f (ab)∈℘′⇔ f(a)f(b)∈ ℘′. Cum ℘′ este prim în A′ 
deducem că f(a)∈ ℘′ sau f(b)∈ ℘′, de unde concluzia că a∈f-1(℘′) sau 
b∈f-1(℘′), adică f-1(℘′) este ideal prim în A. 

(ii). Cum f este surjecţie, conform Propoziţiei 3.7. deducem că 

f(℘) este ideal al lui A′ (propriu, deoarece ℘ ≠ A). Fie  acum a′, b′∈A′ 
a.î. a′b′∈f(℘). Atunci există a, b∈A a.î. a′=f(a) şi b′=f(b) altfel că 

a′b′∈f(℘) ⇒ f(a)f(b)∈f(℘) ⇒f(ab)∈f(℘)⇒ f(ab)=f(c) cu c∈℘ ⇒         

ab-c∈Ker(f)⊆ ℘ ⇒ ab-c∈ ℘ şi c∈ ℘ ⇒   ab∈ ℘ . Deoarece ℘ este prim 

în A deducem că a∈℘ sau b∈ ℘, adică a′∈f(℘) sau b′∈f(℘), de unde 

concluzia că f(℘) este prim în A′.■ 
 

Definiţia 10.4. Un ideal  ℳ ⊂A se zice maximal dacă ℳ ≠A şi 
ℳ este element maximal în laticea Id(A) (adică oricare ar fi  I∈Id(A) a.î. 
ℳ ⊆ I ⊆A rezultă ℳ=I sau I=A). 

 
Exemple 1. În orice corp K, idealul (0) este maximal . 
2. Pentru idealul ℤ, idealele maximale coincid cu cele prime 

(adică sunt de forma pℤ  cu p≥2 număr prim). 
Într-adevăr, dacă p≥2 este număr prim, atunci pℤ≠ℤ şi dacă 

I=nℤ este un alt ideal al lui ℤ pentru care pℤ⊆ nℤ ⊆ℤ, atunci n|p, de 
unde n∈{±1, ±p}, adică I=pℤ sau I=ℤ. Reciproc, dacă pℤ este ideal 
maximal, atunci pℤ≠ℤ şi deci p≠±1. Dacă n∈ℤ  a.î. n|p, atunci pℤ ⊆ nℤ 
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⊆ ℤ şi cum pℤ este maximal rezultă nℤ=pℤ sau nℤ=ℤ, adică n = ±p sau 
n = ±1, adică p este prim. 

 

Propoziţia 10.5. Fie ℳ ⊂ A un ideal maximal a.î. ℳ ≠ A. 
Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) ℳ este ideal maximal 
(ii) Pentru orice a∈A\ ℳ avem ℳ +<a>=A 
(iii) A / ℳ este corp. 

 
             Demonstraţie. (i)⇒(ii). Deoarece pentru a∈A\ ℳ avem ℳ ⊆ℳ+ 
+<a> iar ℳ este maximal deducem cu necesitate că  ℳ + <a>=A. 

(ii)⇒(iii). Fie â += a ℳ∈(A/ℳ)*, adică a ∉ℳ. Atunci a ∈A\ ℳ 

şi deci ℳ +< a >=A,  adică 1= x + b a ∈ cu x ∈ℳ şi b∈A. Deducem 
imediat că b̂ â = 1̂ , adică â  este inversabil, deci A/ ℳ este corp. 

(iii)⇒(i). Să presupunem prin absurd că ℳ nu este maximal, 
adică există I∈Id(A) a.î. I≠A şi ℳ ⊆ I. Există deci a ∈I a.î. a ∉ ℳ.  
 

Atunci â ∈(A/ ℳ)* şi cum A/ ℳ este presupus corp deducem 
existenţa unui b∈A\ ℳ a.î. â b̂ = 1̂⇔ a b-1∈ ℳ . Cum ℳ⊂I deducem că  

1−ab ∈I şi cum a ∈I rezultă 1∈I, adică I=A - absurd !.■ 
 
Corolar 10.6. Orice ideal maximal al lui A este prim. 
Demonstraţie. Dacă ℳ este ideal maximal al lui A, atunci 

conform Propoziţiei  10.5., A/ ℳ este corp  (deci domeniu de integritate) 
şi atunci ℳ este prim conform Propoziţiei 10.2.∎ 

  
Observaţia 10.7. Reciproca Corolarului 10.6. nu este în 

general adevărată. Contraexemplul ne este oferit de inelul ℤ în care 
(0) este prim fără a fi însă maximal (căci (0) este cuprins în orice 
ideal al lui ℤ). 

Propoziţia 10.8. Fie A, A′ două inele unitare şi comutative 
iar f:A→A′ un morfism surjectiv de inele unitare.  

(i)  Dacă ℳ′⊂A′ este ideal maximal în A′, atunci  f -1(ℳ′) este 
ideal maximal  în A 
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(ii)  Dacă ℳ ⊂A ideal maximal în A a.î. Ker(f) ⊆ ℳ, atunci 
f(ℳ) este ideal maximal în A′. 

Demonstraţie.  (i). Fie I∈Id(A) a.î. f -1(ℳ′) ⊆ I ⊆A. Atunci     
ℳ′⊆ f(I) şi cum ℳ′ este maximal în A′ deducem că ℳ′=f (I) sau  f (I)=A′, 
adică f-1(ℳ′)=I sau I=f-1(A′)=A, adică f-1 (ℳ) este ideal maximal în A.  

(ii). Fie I′∈Id(A′) a.î. f(ℳ) ⊆ I ⊆A′. Atunci ℳ ⊆ f-1(I) ⊆               
⊆ f-1(A′)=A şi cum ℳ este maximal în A deducem că ℳ = f-1(I) sau         
f-1(I)=A, adică f-1(ℳ)=I sau  I=f (A)=A′, adică f (ℳ) este ideal maximal 
în A′.■ 

 
Teorema 10.9. (Krull) Orice ideal I ≠A al inelului A este 

conţinut   într-un ideal maximal. 
                  Demonstraţie. Să considerăm mulţimea  

                      PI={J∈Id(A)| I ⊆ J şi J ≠A}.  
Cum I∈PI deducem că PI ≠ ∅. Se verifică imediat că (PI, ⊆) este 

o mulţime inductiv ordonată. Conform Lemei lui Zorn (vezi Corolarul 2 
la Lema 5.15. de la Capitolul 1 ) PI are cel puţin un element maximal ℳ. 
Atunci ℳ este ideal maximal al lui A ce conţine pe I. ∎ 

 
Corolarul 10.10. Orice element neinversabil al lui A este 

conţinut într-un ideal maximal al lui A.  
Demonstraţie. Fie a∈A\U(A). Atunci I=<a>≠A şi conform 

Teoremei 10.9. există un ideal maximal ℳ a.î. I ⊆ ℳ, de unde a∈ ℳ. ■ 
 
Corolarul 10.11. Orice inel A (comutativ şi unitar) are cel puţin 

un ideal maximal.  
Demonstraţie. În Teorema 10.9. considerăm I=(0).■ 
 

Definiţia 10.12. Un inel comutativ şi unitar ce are un singur ideal 
maximal se zice inel local.  

Exemplu. Corpurile comutative sunt în particular inele locale. 
 
Propoziţia 10.13. Pentru inelul comutativ A următoarele 

afirmaţii sunt echivalente: 
(i)  A este local  
(ii) Dacă a, b∈A şi a+b=1 atunci a sau b este inversabil 
(iii) Mulţimea A\ U(A)∈Id(A). 
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Demonstraţie.( i)⇒(ii). Fie ℳ singurul ideal maximal al lui A şi 
a, b∈A a.î a+b=1. Să presupunem  prin absurd că de exemplu a nu este 
inversabil. Atunci <a>≠A şi conform Teoremei 10.9., <a> ⊆ ℳ , adică     
a ∈ ℳ. Cum ℳ≠A avem că 1∉ℳ deci a+b∉ℳ şi cu necesitate b∉U(A). 

(ii)⇒(iii). Fie x,y∈A\U(A) şi să presupunem prin absurd că      
x-y∈U(A). Atunci există z∈A a.î. z(x-y)=1 ⇔ zx+(-zy)=1. Deducem că 
zx∈U(A) sau -zy∈U(A) şi cum z∈U(A) deducem că x∈U(A) sau 
y∈U(A)- absurd!, deci obligatoriu x-y∈A\U(A). Dacă a∈A şi 
x∈A\U(A) atunci în mod evident ax∈A\U(A), adică A\U(A)∈Id(A). 
 (iii)⇒(i). Să presupunem că A\U(A)∈Id(A) şi fie ℳ un ideal 
maximal al lui A. Cum 1∈U(A) deducem că A\U(A)≠A. Cum ℳ ≠A, 
orice element al lui ℳ este neinversabil, deci ℳ ⊆A\U(A)⊆A. Atunci 
ℳ=A\U(A), adică A are un singur ideal maximal, deci este inel local. ∎ 
 

Observaţia 10.14.  Un inel cu un număr finit de ideale 
maximale se zice semi-local. 

În cadrul Observaţiei 2.9. am stabilit că mulţimea N(A) a 
elementelor nilpotente ale lui A formează un ideal ce poartă numele de 
nilradicalul lui A. 

 
Propoziţia 10.15.  N(A) este egal cu intersecţia tuturor idealelor 

prime ale lui A. 
Demonstraţie. Fie N intersecţia tuturor idealelor prime ale lui A; 

vom proba egalitatea N(A) = N prin dublă incluziune. 
Dacă )(ANx ∈ , atunci există n∈ℕ*, a.î. 0=nx  astfel că dacă 

℘ este un ideal prim oarecare al lui A avem 0=nx ∈  ℘, de unde 
concluzia că ∈x  ℘, adică ∈x ∩  ℘ = N , deci N(A) ⊆  N . 

Fie )(ANa ∉  iar aI  familia idealelor I ale lui A cu proprietatea 
că pentru orice n∈ℕ * , Ian ∉  (familia aI   este nevidă deoarece din 
presupunerea )(ANx ∉ deducem că idealul nul aI∈0  ). 

Se verifică imediat că mulţimea ( )⊆,aI  este inductivă şi atunci 
conform lemei lui Zorn (Corolarul 2 la Lema 5.15 de la Capitolul 1) în 

aI  există un element maximal ℘ despre care vom arăta că este prim. 
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Dacă x,y ∉  ℘, atunci cum ℘ este inclus strict în idealele ℘ x+  şi 
℘ y+  deducem că aceste ultime două ideale nu fac parte din aI  , astfel 
că vom găsi ∈nm, ℕ * a.î. ∈ma ℘ x+  şi ∈na  ℘ + y . 

Deducem imediat că ∈+nma ℘ xy+ , adică ℘ aIxy ∈+ , deci 
∉xy ℘, adică ℘ este prim. Cum ∉a  ℘ deducem că ∉a N, adică 

N )(AN⊆ , de unde egalitatea N(A)=N. ■ 
 
Definiţia 10.16.  Radicalul Jacobson al inelului A se defineşte 

ca fiind intersecţia J(A) a tuturor idealelor maximale ale lui A. 
 
Avem următoarea caracterizare a lui J(A): 
 

Propoziţia 10.17.  )(1)( AUxyAJx ∈−⇔∈  pentru orice Ay ∈ . 
               Demonstraţie. “⇒ ”.  Fie )(AJx ∈  şi să presupunem prin 
absurd că există Ay ∈  a.î. )(1 AUxy ∉− . Conform Corolanului 10.10 
există un ideal maximal ℳ  al lui A a.î. ∈− xy1 ℳ.  Cum  ⊆∈ )(AJx ℳ  
deducem  că ∈xy ℳ adică ∈1 ℳ  – absurd !. 

“ ⇐ ”. Să presupunem că )(AJx ∉ , adică există un ideal 
maximal ℳ al lui A a.î. ∉x ℳ. Atunci <ℳ { }x∪ > = A,  deci xya +=1  cu 

∈a  ℳ şi Ay ∈ . Deducem că ∈=− axy1 ℳ, ceea ce este absurd deoarece 
ℳ  nu conţine unităţi ale lui A. ■ 

 
Propoziţia 10.18. (i) Dacă ℘1, ..., ℘n  sunt ideale prime ale lui 

A şi I ∈Id(A) a.î. I⊆U
n

i 1=
℘i, atunci există i∈{1, 2., ..., n} a.î. I⊆℘i 

(ii) Dacă I1, I2,..., In sunt ideale ale lui A iar ℘ este ideal prim 

al lui A a.î. I
n

i
iI

1=
⊆℘ , atunci există 1≤i≤n a.î. Ii⊆℘  

Dacă ℘=I
n

i
iI

1=
atunci există 1≤i≤n a.î. ℘=Ii. 

Demonstraţie. (i). Vom demonstra prin inducţie matematică 

după n≥1 implicaţia I ⊈℘i (1≤i≤n) ⇒I⊈ U
n

i 1=
℘i (care pentru n=1 este 
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evidentă). Fie n≥1 şi să presupunem implicaţia adevărată pentru n-1 şi 
fie pentru fiecare 1≤i≤n, xi∈I  a.î. xi∉℘j pentru orice j≠i. Dacă pentru 

un anumit i0 (1≤i0≤n), 
00 iix ℘∉ , atunci U

n

i
iix

1
0

=
℘∉ şi totul este clar. Să 

presupunem acum că xi∈℘i pentru orice 1≤i≤n. Pentru orice 1≤i≤n să 
considerăm elementul ∏

≠
≤≤

=

ij
nj

ji xy
1

∈I. Cum ℘i este ideal prim deducem 

că yi ∉℘i şi yi∈℘j pentru orice 1≤i,j≤n, i≠j. Considerând elementul 

y= ∑
=

n

i
iy

1
 deducem că y∈I şi y∉℘i  pentru orice 1≤i≤n, adică I⊈U

n

i
i

1=
℘ . 

(ii). Presupunem că I
n

i
iI

1=
⊆℘ şi totuşi Ii⊈℘ pentru orice1≤i≤n  

adică există xi∈Ii a.î. xi∉℘.  

Atunci I
n

i
i

n

i
i

n

i
i IIx

111 ===
⊆∈∏∏ (conform Observaţiei 2.16.). Cum ℘  este 

prim, ∏
=

n

i
ix

1
∉℘, de unde concluzia că I

n

i
iI

1=
⊈℘- absurd !.  

Dacă I
n

i
iI

1=
=℘ atunci conform celor de mai înainte există 

1≤i≤n a.î. Ii⊆℘. Cum ℘⊆Ii deducem că ℘=Ii.   ∎ 
 

Definiţia 10. 19. Dacă I∈Id(A), atunci prin radicalul lui I 
înţelegem mulţimea r(I)={x∈A | există n∈ℕ* a.î. xn∈I}.    
Considerând pI:A→A/I morfismul surjectiv canonic şi nilradicalul 
N(A/I)  al lui A/I, atunci cum r(I)=pI

-1(N(A/I)) deducem că 
r(I)∈Id(A) (conform Propoziţiei 3.7.).  

 
Propoziţia 10. 20. Dacă I, J∈Id(A), atunci  
(i) I⊆r(I) iar dacă I⊆J ⇒ r(I)⊆r( J) 
(ii) r(r(I)) =r(I) 
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(iii) r(IJ)= r(I∩J)= r(I)∩r(J) 
(iv) r(I)=A ⇔ I=A 
(v) r(I+J)=r( r(I)+ r(J)) 
(vi) Dacă I este prim atunci pentru orice n∈ℕ*, r(In) = I. 
Demonstraţie. (i ).Evident.  
(ii). Din I⊆r(I) ⇒ r(I) ⊆ r(r(I)). Dacă x∈r(r(I)) atunci există 

n∈ℕ* a.î. xn∈r(I), adică există m∈ℕ* a.î. ( )mnx  ∈I ⇔ xmn∈I , deci 

x∈r(I), de unde şi incluziunea r(r(I)) ⊆ r(I) ceea ce ne asigură egalitatea 
de la (ii).  

(iii). Egalitatea r(I∩J)=r(I)∩r(J) este evidentă. Cum  IJ⊆ I∩J 

(conform Observaţiei 2.16.) deducem că r(IJ)⊆r(I∩J) . Dacă x∈r(I∩J) 

atunci există n∈ℕ* a.î.  xn∈ I∩J⇔ şi xn∈I şi xn∈J.  Cum x2n=xnxn∈IJ 

deducem că x∈r(IJ), adică r(I∩J) ⊆ r(IJ), de unde egalitatea r(IJ)= 

=r(I∩J).  
(iv). Evidentă.  
(v). Ţinând cont de (i) deducem că I ⊆ r(I) şi J ⊆r(J), apoi         

I+J ⊆ r(I) +r(J), deci r(I+J) ⊆ r( r(I) +r(J)).  
Fie acum x∈r(I+J) ⊆ r(r(I) +r(J)) şi n∈ℕ* a.î. x n∈r(I)+r(J). 

Există atunci y∈r(I) şi z∈r(J), p, q∈ℕ* a.î. yp∈I , zq∈J şi xn=y+z. 
Deducem că xnpq=(y+z)pq dezvoltând cu ajutorul binomului lui Newton 
membrul drept putem găsi y׳ ∈I şi z׳∈J a.î. (y+z) pq=y׳+z׳ şi astfel    
xnpq =(y׳+z׳)∈I+J ,  deci x∈r(I+J). Obţinem astfel şi incluziunea 
r(r(I)+r(J))⊆ r(I+J), de unde egalitatea cerută.  

(vi). Fie n∈ℕ*. Dacă x∈r(In) atunci există m∈ℕ a.î. 

xm∈In={








∈= ∑
finita

nn
orin

IxxxxII ,....,........ 11  ⊆I deci xm∈I, şi cum I este 

prim deducem că x∈I , adică r(In)⊆I . Cum incluziunea I⊆r(In) este 
evidentă deducem că r(In)=I.    ∎    
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         § 11. Divizibilitatea în inele 
 

În cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un domeniu de 
integritate (adică un inel unitar comutativ nenul fără divizori ai lui zero 
nenuli). 

Definiţia 11.1.  Vom spune că elementul a∈A divide 
elementul b∈B  (sau că b este un multiplu al lui a sau că a este 
divizor al lui b) dacă există c∈A a.î. b=ac. 
 Dacă a nu divide b vom scrie a∤b. 
 În mod evident, relaţia de divizibilitate de pe A este o relaţie de 
preordine. Ea nu este însă în general o relaţie de ordine. Un 
contraexemplu imediat ne este oferit de inelul întregilor ℤ în care 1∣-1 şi 
-1∣1, însă 1≠-1. 
 Ţinând cont de cele stabilite la începutul  § 5 de la Capitolul 1 
deducem că relaţia a∼b ⇔ a∣b şi b∣a este o echivalenţă pe A 
compatibilă cu relaţia de divizibilitate. Relaţia ∼ de pe A definită mai 
sus poartă numele de relaţia de asociere în divizibilitate ( dacă a∼b vom 
spune că a este asociat cu b în divizibilitate). 
 Reamintim că pentru a∈A prin <a> am notat idealul principal 
generat de a (conform Observaţiei 2.13.,  <a>={ab ∣ b∈A }≝aA ). 
  

Rezultatul următor este imediat. 
 Propoziţia 11.2. Relaţia de divizibilitate de pe A are 
următoarele proprietăţi: 
(i) Dacă a, b∈A, a∣b ⇔ Ab⊆Aa 
(ii) Dacă a, b∈A, a∼b ⇔există u∈U(A) a.î. a=ub ⇔ Aa=Ab 
(iii) Dacă a, bi∈A, ( 1≤i≤n ) şi a∣bi pentru orice 1≤i≤n, atunci 
a∣c1b1+…+cnbn  pentru oricare elemente c1, c2 , …,cn∈A. 

Demonstraţie. (i) ,,⇒”. Dacă a∣b atunci există c∈A a.î. b=ca, 
deci pentru orice d∈A, db=d(ca)=(dc)a, de unde incluziunea Ab⊆Aa. 

,,⇐”. Cum b∈Ab ⊆Aa deducem că b∈Aa deci  există c∈A a.î. 
b=ca, adică a∣b. 
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(ii). Dacă a∼ b, atunci a∣b şi b∣a, deci există c, d∈A a.î. b=ac şi 
a=db. Deducem imediat că a=a(cd) şi cum A este domeniu de integritate 
avem că cd=1;  analog  dc=1, de unde concluzia că c, d∈U(A) şi astfel o 
implicaţie de la prima echivalenţă este probată. 

Fie acum u∈U(A) a.î. a=ub. Atunci b=u-1a, de unde concluzia 
că a∣b şi b∣a, probând astfel complet prima echivalenţă. 

Echivalenţa  a∼ b ⇔ Aa=Ab este imediată  ţinând cont de (i). 
(iii). Evidentă, ţinând cont de regulile de calcul într-un inel.∎ 
 
Corolarul 11.3. Dacă a∈A atunci următoarele afirmaţii sunt 

echivalente: 
(i) a∼1 
(ii) a∈U(A) 
(iii) Aa=A 
(iv) a∣b pentru orice b∈A. 
Definiţia 11.4. Fie a, b∈A; un element d∈A se zice cel mai 

mare divizor comun (prescurtat c.m.m.d.c) al elementelor a şi b dacă 
ândeplineşte următoarele condiţii: 

i) d∣a şi d∣b 
ii) Dacă mai avem d′∈A a.î. d′∣a  şi d′∣b atunci d′∣d. 

 
Observaţia 11.5. 1. Se deduce imediat că d1 şi d2 verifică 

condiţiile i) şi ii) din definiţia de mai înainte dacă şi  numai dacă            
d1 ∼ d2. Din acest motiv vom nota cu (a, b) sau c.m.m.d.c (a, b) orice 
element din A ce este cel mai mare divizor comun al elementelor a şi b 
(adică nu vom face nici o distincţie între elementele asociate în 
divizibilitate). 
 2. Dacă (a, b)=1 vom spune despre a şi b că sunt prime între ele. 
 3. Deoarece pentru oricare trei elemente a, b, c∈A, obţinem 
imediat din Definiţia 11.4. că (a, (b, c))=((a, b), c), deducem că putem 
extinde noţiunea de c.m.m.d.c la un număr finit de elemente a1, a2, …, an 
ale lui A (n≥2) raţionând inductiv după n.  

Astfel, (a1, a2, a3) = ((a1, a2), a3),    
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           (a1, a2, a3 ,a4)= ((a1, a2 a3), a4)  ş.a.m.d. 
 

Propoziţia 11.6. Presupunem că în A pentru oricare două 
elemente există un c.m.m.d.c al lor. Atunci: 

(i) (a, b)=a ⇔a∣b 
(ii) (a, 0)=a 
(iii) Dacă (a, b)=d cu a, b∈A* şi a=da′, b=db′ , atunci             

(a′, b′)=1 
(iv) (ac, bc)=(a, b)c 
(v) Dacă aA+bA=dA, atunci d=(a, b).  
În particular, dacă în A suma oricăror două ideale 

principale este ideal principal, atunci în A oricare două elemente au 
un c.m.m.d.c. 

Demonstraţie. (i) şi (ii) sunt evidente. 
(iii). Alegem d′=(a′, b′) şi deducem imediat că dd′∣a şi dd′∣b iar 

cum d=(a, b) obţinem că dd′∣d, adică există c∈A a.î. dd′c=d. Deoarece 
d∈A* iar A este domeniu de integritate deducem că d′c=1 adică d′∣1 
(deci d′∼1), ceea ce ne arată că (a′, b′)=1. 

(iv). Fie d=(a, b) şi d′ =(ac, bc) (evident putem presupune că d, 
c∈A în cazul c=0 sau d=0 totul rezultând din (ii)). 

Cum d=(a, b) putem scrie a=da′ şi b=db′ (cu a′, b′ ∈A) astfel 
că ac=(dc)a′ şi bc=(dc)b′, de unde deducem că dc∣d′, adică dcd′′=d′ (cu 
d′′∈A). 

Cum d′=(ac, bc) deducem că ac=d′a′′ şi bc=d′b′′ (cu a′′,        
b′′∈A). Obţinem imediat că ac=dcd′′a′′ şi bc=dcd′′b′′ sau 
dca′=dcd′′a′′ şi dcb′=dcd′′b′′. Cum dc≠ 0 atunci a′=d′′a′′ şi b′=d′′b′′ 
ceea ce implică d′′∣a′ şi d′′∣b′. Deoarece (a′, b′)=1 (conform cu (iii)), 
atunci d′′∣1 adică d′∼dc ceea ce trebuia probat. 

(v). Din aA+bA=dA deducem că aA, bA ⊆dA, adică d∣a şi d∣b. 
Dacă mai avem d′∈A a.î. d′∣a şi d′∣b, cum d=ax+by cu x, y∈A, 
deducem că d′∣d, adică d=(a, b).  ∎ 

 



 217 
 

Corolar 11.7. Presupunem că în inelul A pentru oricare 
două elemente a şi b există (a, b). Dacă a, b, c ∈A a.î. a∣bc şi           
(a, b)=1, atunci a∣c. 

Demonstraţie. Din (a, b)=1 şi Propoziţia 11.6. (iv), deducem că  
(ac, bc)=(a, b)c=c, adică a∣c.  ∎ 
 

Definiţia 11.8. Dacă a, b∈A, un element m∈A se zice cel mai 
mic multiplu comun al elementelor a şi b (vom scrie prescurtat că 
m=c.m.m.m.c (a, b) sau m=[a, b] dacă ândeplineşte următoarele 
condiţii: 

i) a∣m şi b∣m 
ii) Dacă mai avem m′∈A a.î. a∣m′ şi  b∣m′, atunci m∣m′. 
Observaţia 11.9. 1. Ca şi în cazul celui mai mare divizor 

comun se deduce imediat că dacă m şi m′ verifică condiţiile i) şi ii) din 
Definiţia 11.8., atunci  m ∼ m′ (adică  există u∈U(A) a.î. m=um′) . 
 2. Deoarece pentru oricare trei elemente a, b, c∈A, obţinem 
imediat  că [a, [b, c]]=[[a, b], c], deducem că putem extinde noţiunea de 
c.m.m.m.c la un număr finit de elemente a1, a2, …, an ale lui A (n≥2) 
raţionând inductiv după n. 

 Astfel, [a1, a2, a3] = [[a1, a2], a3] 
             [ a1, a2, a3 ,a4] = [[a1, a2 a3], a4]  ş.a.m.d. 

  3. Dacă vom considera A împreună cu relaţia de divizibilitate 
,,∣’’ (care este o preordine pe A), atunci faţă de această ordine               
(a, b)=a∧b  iar [a, b]=a∨b.  

 
Legătura între c.m.m.d.c şi c.m.m.m.c ne este oferită de:  
Teorema 11.10. Pentru domeniul de  integritate A următoarele 

afirmaţii sunt echivalente: 

(i) Pentru oricare două elemente a, b∈A există (a, b) 
(ii) Pentru oricare două elemente a, b∈A există [a, b] 
(iii) Intersecţia oricăror două ideale principale ale lui A este 

un ideal principal. 
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Demonstraţie. (i)⇒(ii).  Fie a, b∈A; dacă a=0 sau b=0, atunci           

[a, b]=0, astfel că putem presupune a≠0 şi b≠0. Dacă d=(a, b), atunci 

a=da′ şi b=db′ cu (a′, b′)=1. Să demonstrăm că dacă alegem 

m=
d
ab =ab′=a′b, atunci m=[a, b]. Avem în mod evident că a∣m şi b∣m 

şi fie m′∈A a.î. a∣m′ şi b∣m′. Atunci există a′′, b′′∈A a.î. 

m′=aa′′=bb′′; deducem imediat că da′a′′=db′b′′ şi cum d≠0 rezultă că 

a′a′′=b′b′′ . Cum (a′, b′)=1, atunci din Propoziţia 11.2. rezultă că                     

a′′=(a′a′′, b′a′′)=(b′b′′, b′a′′) şi deci b′∣a′′, adică a′′=b′a1,  astfel că 

m′=aa′′=ab′a1=ma1, deci m∣m′, de unde concluzia că m=[a, b]. 

(ii)⇒(i). Putem presupune că a≠0 şi b≠0 şi fie m=[a, b]. Atunci 
m=aa′=bb′ cu a′, b′∈A. 

Cum a∣ab şi b∣ab, deducem că m∣ab, adică ab=md cu d∈A şi să 
demonstrăm că d=(a, b). Cum ab=aa′ d=bb′d  obţinem imediat că b=a′d 
şi a=b′d, deci d∣a şi d∣b.  

Fie acum d′∈A a.î. d′∣a şi d′∣b, adică a=d′a′′ şi b=d′b′′ cu a′′, 
b′′∈A. Alegând m′=d′a′′b′′=ab′′=ba′′ avem că a∣m′ şi b∣m′, de unde 
deducem că m∣m′, adică m′=mc cu c∈A şi astfel d′m′=d′mc. Cum 
d′m′=d′2 a′′b′′=(d′a′′)(d′b′′)=ab, obţinem că ab=d′mc sau md=d′mc şi 
astfel d=d′c , adică d′=d.  

(ii)⇒(iii). Dacă m=[a, b], atunci Am⊆Aa şi Am⊆Ab, deci 
Am⊆Aa∩Ab. Dacă m′∈Aa∩Ab, atunci a∣m′ şi b∣m′, deci m∣m′, adică 
m′∈Am, de unde şi incluziunea Aa∩Ab⊆Am, adică Aa∩Ab=Am. 

(iii)⇒(ii). Se arată imediat că dacă Aa∩Ab=Am, atunci      
m=[a, b]. ∎ 

 
Corolar 11.11. Dacă este verificată una din condiţiile 

echivalente ale Teoremei 11.10, atunci pentru oricare două elemente 
a, b∈A avem egalitatea (a, b)[a, b]=ab. 
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Definiţia 11.12. Vom spune despre un  element p∈A* \ U(A) 
că este : i) prim dacă având a, b∈A a.î. p∣ab ⇒ p∣a sau p∣b 

 ii) ireductibil dacă p nu are divizori proprii (adică din p=ab 
cu a, b∈A deducem că unul dintre elementele a sau b este din U(A) 
iar celălalt este asociat în divizibilitate cu p). 

 Deducem imediat că dacă p este prim (ireductibil), atunci 
oricare alt element asociat cu p în divizibilitate este prim (ireductibil). 

Propoziţia 11.13. Orice element prim este ireductibil. 

             Demonstraţie. Fie p∈A un element prim iar pentru a proba că p 
este ireductibil fie a, b∈A a.î. p=ab. Deducem imediat că p∣a sau p∣b. 
Dacă p∣a, cum a∣p deducem că p∼a, deci există u∈U(A) a.î. a=pu ceea 
ce împreună cu p=ab implică p=pub, de unde 1=ub, adică b∈U(A), deci 
p este ireductibil. ∎  

Observaţia 11.14. Există domenii de integritate în care anumite 
elemente ireductibile nu sunt prime. 

 Într-adevăr, în inelul ℤ[i 5 ]={a+ib 5 ∣ a, b∈ℤ}   elementul 3 
este ireductibil fără a fi însă prim. Pentru a proba acest lucru vom 
considera funcţia φ: ℤ[i 5 ]→ℕ, φ (a+ib 5 )=a2+5b2. Prin calcul direct 
se probează că dacă z, z′ ∈ℤ[i 5 ]  φ(zz′)=φ(z)φ(z′) iar 
z∈U(ℤ[i 5 ])⇔ φ(z)=1⇔ z=±1. Să arătăm că 3 este element 
ireductibil în inelul ℤ [i 5 ] iar pentru aceasta să presupunem că 3=z1z2 
unde zj=aj+ibj 5 , cu aj, bj∈ℤ, j=1, 2.   Din φ(3)=φ(z1z2)=φ(z1) φ(z2) 
obţinem că 

9= ( )( )2
2

2
2

2
1

2
1 55 baba ++ , adică 2

1
2
1 5ba + ∈{1, 3, 9}. 
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 Egalitatea 2
1

2
1 5ba + =1, implică a1=±1 şi b1=0, adică                      

z1∈U(ℤ[i 5 ]). Egalitatea 2
1

2
1 5ba + =3 este imposibilă iar egalitatea 

2
1

2
1 5ba + =9  implică φ(z2)=1, adică z2 este inversabil în ℤ[i 5 ].                 

Să arătăm acum că 3 nu este element prim în ℤ[i 5 ]. Într-adevăr, dacă 
3 ar fi prim, atunci cum 3∣6= ( )( )5i15i1 −+  am deduce că 3∣ 51 i+  

sau 3∣ 51 i− , adică ( )5iba35i1 +=+  sau ( )5351 biai ′+′=−  

cu a, a′, b, b′ ∈ℤ . Obţinem 3a=1 sau 3a′=1 –absurd!.∎ 
 

 
CAPITOLUL 4 : INELE DE POLINOAME 

 
 

 §1. Inelul polinoamelor într-o nedeterminată 
 
 În cele ce urmează prin A vom desemna un inel unitar şi 
comutativ. 
 Prin Aℕ vom nota mulţimea funcţiilor f:ℕ→ A. Pentru uşurinţa 
scrierii vom reprezenta o funcţie f:ℕ→ A în felul următor :              
f=(a0, a1, ...,an,...) unde pentru orice i∈ℕ, ai=f(i)∈A ( f se mai numeşte şi 
şir de elemente din A).  

În mod evident, dacă mai avem g:ℕ→ A , g=(b0, b1, ..., bn ,...), 
atunci f=g dacă şi numai dacă ai=bi , pentru orice i∈ℕ. 
 Pentru f, g∈Aℕ , f=(a0, a1, ..., an, ...) şi g=(b0, b1, ..., bn, ...) 

definim f+g,    fg ∈Aℕ  prin (f+g)(i)=f(i)+g(i) şi (fg)(i)= ∑
=

−
i

k
kigkf

0
)()(  

pentru orice i∈ℕ. 
Altfel zis, f+g=(a0+b0, a1+b1, ..., an+bn, ...) şi fg=(c0, c1, ..., cn, ...) 

unde ci= ∑
=

i

k
a

0
kbi-k  pentru orice i∈ℕ. Astfel, c0=a0b0, c1=a0b1+a1b0, ...,                

cn=a0bn+a1bn-1+...+an-1b1+anb0, … 
 



 221 
 

 Propoziţia 1.1. (Aℕ, +,·) este inel unitar comutativ. 
 
 Demonstraţie.  Faptul că (Aℕ, +) este grup comutativ este 
imediat: asociativitatea şi comutativitatea adunării de pe Aℕ rezultă din 
asociativitatea şi comutativitatea adunării de pe A, elementul neutru este 
şirul nul  0=(0, 0, ..., 0, ...) (ce are toate componentele egale cu zero), iar 
pentru  f = (a0, a1, ..., an, ...)∈Aℕ opusul său  -f  este dat de                          
-f = (-a0, -a1, ..., -an, ...) . 

Comutativitatea înmulţirii de pe Aℕ rezultă din comutativitatea 
înmulţirii de pe A. Pentru a proba asociativitatea înmulţirii de pe Aℕ, fie                       
f = (a0, a1, ..., an, ...), g = (b0, b1, ..., bn, ...), h = (c0, c1, ..., cn, ...) trei 
elemente oarecare din Aℕ şi să probăm că (fg)h=f(gh). Într-adevăr, 
pentru n∈ℕ  avem : 

((fg)h)(n)= ∑
=

−
n

i
inhifg

0
)())(( = ∑ ∑

= =
−−

n

i

i

j
inhjigjf

0 0
)())()((  

= ∑
=++ ntkj

thkgjf )()()( şi analog (f(gh))(n)= ∑
=++ ntkj

thkgjf )()()( , de unde 

((fg)h)(n)=(f(gh))(n), adică (fg)h=f(gh). 
 Dacă notăm 1=(1, 0, ..., 0, ...)∈Aℕ , atunci pentru orice f∈Aℕ 
avem f·1=1·f=f , de unde concluzia că 1 este elementul neutru pentru 
înmulţirea de pe Aℕ. Deoarece înmulţirea de pe A este distributivă faţă 
de adunarea de pe A deducem imediat că dacă f, g, h ∈Aℕ şi n∈ℕ, 
atunci (f(g+h))(n)=f(n)(g(n)+h(n))=f(n)g(n)+f(n)h(n)=(fg)(n)+(fh)(n)=    
=(fg+fh)(n), adică f(g+h)=fg+fh, altfel zis înmulţirea de pe Aℕ este 
distributivă faţă de adunarea de pe Aℕ şi cu aceasta propoziţia este 
demonstrată. ∎ 
 
 Observaţia 1.2. 1. Dacă vom considera iA : A → Aℕ,          
iA(a)=(a, 0, 0,...,0,...) pentru orice a∈A, atunci iA este morfism injectiv 
de inele unitare, astfel că putem identifica orice element a∈A cu 
elementul (a, 0,..., 0, ...) din Aℕ şi astfel putem privi pe A ca subinel 
unitar al inelului Aℕ. 
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2. Dacă  X = (0, 1, 0, ..., 0, ...) ∈Aℕ , atunci pentru orice n∈ℕ 
avem  Xn = ( 321

nori

0,...,0 ,1, 0, ...), astfel că dacă f=(a0, a1, ..., an, ...)∈Aℕ, 

atunci folosind adunarea şi înmulţirea definite pe Aℕ ca şi identificările 
stabilite în prima parte a acestei observaţii avem: 
f= (a0, a1, ..., an, ...) = (a0, 0, ...) + (0, a1, 0, ...) +  ... = (a0, 0, ...) +           
+(a1, 0, ...) (0, 1, 0,...) + (a2, 0, ...) (0, 0, 1, 0, ...) +...+ (an, 0, ...) 
( 321

nori

0,...,0,0 , 1, 0, ...) +... =(a0, 0, ...) + (a1, 0, ...) X + (a2, 0, ...) X2+...+    

+(an, 0, ...) Xn+...= a0+a1X+...+anXn+... 
Obţinem astfel scrierea obişnuită a unei serii formale. Această 

observaţie ne permite să dăm următoarea definiţie : 
 
 Definiţia  1.3.  Inelul (Aℕ, +, ·) se numeşte inelul seriilor 
formale în nedeterminata X cu coeficienţi din A  şi se notează  prin 
A[[X]]. 

Un element f din A[[X]] se va scrie condensat sub forma 
f= ∑

≥0i

i
i Xa  (aceasta fiind doar o notaţie, fără sens de adunare). 

 
 Definiţia  1.4.  O serie formală f = ∑

≥0i

i
i Xa ∈A[[X]] cu 

proprietatea că { i∈ℕai ≠ 0} este finită se numeşte polinom cu 
coeficienţi în A. 
          Vom nota prin A[X] mulţimea polinoamelor cu coeficienţi în A. 
Polinoamele de forma aXn cu a∈A* se zic monoame. 

Astfel, dacă f= ∑
≥0i

i
i Xa ∈A[X], atunci există n∈ℕ a.î. ai=0 

pentru orice i∈ℕ, i ≥ n+1; în acest caz vom scrie f=a0+a1X+...+anXn  sau  

f= ∑
=

n

i

i
i Xa

0
. 

În cazul polinomului nul, ai=0 pentru orice i∈ℕ; dacă nu este 
pericol de confuzie convenim să notăm prin 0 polinomul nul. 
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 Observaţia 1.5.  Fie f= ∑
=

n

i

i
i Xa

0
, g= ∑

=

m

i

i
i Xb

0
 două polinoame din 

A[X]. Cum în particular f şi g sunt funcţii de la ℕ la A deducem că f=g 
dacă şi numai dacă m=n şi ai=bi pentru orice 0 ≤ i ≤ n. 

În particular, f=0 dacă şi numai dacă ai=0 pentru orice 0 ≤ i ≤ n 
şi f ≠ 0 dacă şi numai dacă există 0 ≤ i ≤ n a.î. ai ≠ 0. 
 
 Definiţia 1.6.  Pentru polinomul nul 0∈A[X] definim gradul 
său ca fiind -∞  iar pentru f∈A[X],  f ≠ 0  definim gradul lui f ca 
fiind 
                                  grad(f)=max{iai ≠ 0}. 

Astfel, dacă f ≠ 0 şi grad(f)=n ≥ 1, atunci f se poate scrie sub 
forma  
                                  f=a0+a1X+...+anXn  şi an ≠ 0. 

În acest caz, an se zice coeficientul dominant al lui f; dacă an=1, 
f se  mai zice monic. 

Dacă grad(f)=0, atunci f=a cu a∈A; spunem în acest caz că f 
este polinom constant. 
 
 Propoziţia 1.7. A[X] este subinel al inelului A[[X]]. 
 
 Demonstraţie.  Fie f=a0+a1X+...+anXn şi g=b0+b1X+...+bmXm 
două polinoame din A[X] de grade n şi respectiv m. Dacă de exemplu 
n ≤ m, atunci f-g=(a0-b0)+(a1-b1)X+...+(an-bn)Xn+(-bn+1)Xn+1+...+             
+(-bm)Xm ∈A[X] iar fg=a0b0+(a0b1+a1b0)X+...+anbmXn+m ∈A[X]. De 
asemenea, polinomul constant 1∈A[X]. ∎ 
 
 Definiţia 1.8.  Inelul A[X] poartă numele de inelul 
polinoamelor în nedeterminata X cu coeficienţi în inelul A sau mai pe 
scurt, inelul polinoamelor într-o nedeterminată. 
 
 Propoziţia 1.9. Dacă f, g∈A[X], atunci: 
 (i) grad (f+g) ≤ max{grad(f), grad(g)} 
 (ii) grad (fg) ≤ grad(f) + grad(g). 
 
 Demonstraţie.  Dacă f=g=0 totul este clar. De asemenea, dacă 
de exemplu f=0 şi g ≠ 0 (ţinând cont de convenţiile de calcul cu ± ∞). 
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Dacă f≠0 şi g≠0 inegalităţile de la (i) şi (ii) rezultă imediat din felul în 
care se efectuează f+g şi fg (vezi demonstraţia Propoziţiei 1.7.). ∎ 
 
 Observaţia 1.10.   

1. Fie f=ao+a1X+...+anXn şi g=b0+b1X+...+bmXm două polinoame 
din A[X] de grade n şi respectiv m (adică an ≠ 0 şi bm ≠ 0). Dacă an şi bm 
nu sunt divizori ai lui zero în A, cum 
fg=a0b0+(a0b1+a1b0)X+...+anbmXn+m deducem că anbm ≠ 0 şi astfel 
grad(fg)=grad(f)+grad(g). Astfel, dacă A este domeniu de integritate, 
atunci pentru orice f, g∈A[X], grad(fg)=grad(f)+grad(g). Dacă A nu este 
domeniu de integritate, atunci inegalitatea (ii) de la Propoziţia 1.9. poate 
fi strictă. Într-adevăr, dacă A=ℤ4, f=g= 2̂ X, atunci grad(f)=grad(g)=1, pe 
când  fg= 4̂ X2=0 şi astfel  grad(fg)=-∞ <1. 
 
 Propoziţia 1.11. Fie f=a0+a1X+...+anXn ∈A[X]. Atunci: 
 (i) f∈U(A[X]) ⇔ a0∈U(A) iar a1, ..., an∈N(A) (reamintim că 
prin N(A) am notat mulţimea elementelor nilpotente din A) 
 (ii) f este divizor al lui zero în A[X] ⇔ există a∈A* a.î. af=0. 
 
 Demonstraţie.  (i).  "⇒".  Dacă f∈U(A[X]), atunci există 
g=b0+b1X+...+bmXm ∈A[X] a.î. fg=1 ⇔ 
 

                                 (∗)   
















=
=+

=++
=+

=

−−

0
0
...............................

0
0

1

11

021120

0110

00

mn
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bababa
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ba

 

Din prima egalitate din (∗) deducem că a0∈U(A). Înmulţind 
ambii membrii ai penultimei egalităţi din (∗) cu an şi ţinând cont de 
ultima egalitate deducem că an

2bm-1=0. Inductiv deducem că an
m+1b0=0, 

de unde an
m+1=0 (căci b0∈U(A)), adică an∈N(A). Atunci anXn ∈N(A[X]) 

şi cum f∈U(A[X]) deducem (ţinând cont de Observaţia 2.9. de la 
Capitolul 3) că f1=f-anXn ∈U(A[X]). Cum f1=a0+a1X+...+an-1Xn-1 
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deducem că an-1∈N(A). Raţionând acum inductiv deducem că an-2, ..., a2, 
a1 ∈N(A). 
"⇐". Să presupunem că a0∈U(A) (deci a0∈U(A[X])) şi a1, a2, ..., 
an∈N(A). Atunci a1, ..., an∈N(A[X]) şi cum N(A[X]) este ideal în A[X] 
(conform Observaţiei 2.9. de la Capitolul 3) deducem că a1X, a2X2,      
anXn ∈N(A[X]) deci şi a1X+a2X2+...+anXn∈N(A[X]). Cum a0∈U(A[X]) 
iar f=a0+(a1X+...+anXn) deducem că f∈U(A[X]) (conform Observaţiei 
2.9. de la Capitolul 3). 

(ii). "⇐". Evidentă. 
          "⇒". Să presupunem că f este divizor al lui zero în A[X] şi fie 
g=b0+b1X+...+bmXm ∈A[X] un polinom nenul de grad minim pentru 
care fg=0. Atunci anbm=0   şi   cum g1=ang=anb0+anb1+...+anbm-1Xm-1 are    
gradul ≤  m-1<m şi g1f=0, datorită minimalităţii lui m deducem că g1=0, 
adică anb0=anb1=...= anbm-1=0. Inductiv se arată că an-kg=0 pentru 
0 ≤ k ≤ n şi deci aibj=0 pentru orice 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m. Cum g ≠ 0 există 
0 ≤ j ≤ m  a.î. bj ≠ 0. 

Cum bjai=0 pentru orice 0 ≤ i ≤ n deducem că bjf=0.  ∎ 
 
Corolar 1.12. Dacă A este domeniu de integritate atunci 
(i) f=a0+a1X+...+anXn ∈U(A[X]) ⇔ a1=a2=...=an=0 iar a0∈U(A) (altfel 
zis,  f∈U(A[X]) dacă şi numai dacă f=a0, cu a0∈U(A)). 

(ii) A[X] este domeniu de integritate. 
 

Demonstraţie.(i). Rezultă imediat din Propoziţia 1.11., (i) 
deoarece în cazul în care A este domeniu de integritate, N(A)={0}.  

(ii). Să arătăm că dacă f∈A[X] este divizor al lui 0 în A[X], 
atunci f=0. Alegem f=a0+a1X+...+anXn ∈A[X] şi conform Propoziţiei 
1.11. (ii), există b∈A* a.î. bf=0 ⇔ bai=0, pentru orice 0≤i≤n. Cum 
b∈A* iar A este domeniu de integritate deducem că ai=0 pentru orice 
0≤i≤n, adică f=0.  ∎ 
 

Aplicaţia iA:A→A[X], iA(a)=a pentru orice a∈A este morfism 
injectiv de inele unitare (numit morfismul canonic de scufundare al lui 
A în A[X]). 
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 În continuare vom prezenta o proprietate importantă a inelului 
de polinoame A[X], numită proprietatea de universalitate a inelelor de 
polinoame într-o nedeterminată. 
 
 Teorema 1.13. Pentru orice inel unitar, comutativ B, orice 
element b∈B şi orice morfism de inele f∈Hom(A, B), există un unic 
morfism de inele unitare f ′∈Hom(A[X], B) a.î. f ′(X)=b iar 
diagrama:                              
 
 
                                                        iA 
                                         A                               A[X] 
               

                                              f                                    f ′                     
 
 

    
                                                         B 
 

este comutativă (adică f ′ o iA=f). 
 
 Demonstraţie.  Fie P=a0+a1X+...+anXn∈A[X] şi să arătăm că 
dacă definim   f ′(P)=f(a0)+f(a1)b+...+f(an)bn, atunci f ′ este morfismul 
de inele căutat. Avem f′(1)=f(1)=1, iar dacă mai avem 
Q=b0+b1X+...+bmXm∈A[X] cu m ≤ n, atunci scriind şi pe Q sub forma 
Q=b0+b1X+...+bnXn cu bm+1=...=bn=0, avem  

P+Q= ∑
=

+
n

i

i
ii Xba

1

)( , PQ=∑
+

=

nm

i

i
i Xc

0

 cu  ci= ∑
=

−

i

k
kikba

0
 (0 ≤ i ≤ m+n) astfel 

că f′(P+Q)= ∑
=

+
n

i

i
ii bbaf

0
)( = ∑

=
+

n

i

i
ii bbfaf

0
))()(( = 

= ∑
=

n

i

i
i baf

0
)( + ∑

=

n

i

i
i bbf

0
)( =f ′(P)+f ′(Q)  iar f ′(PQ)= ∑

+

=

nm

i

i
i bcf

0

)( .  
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Cum ci= ∑
=

−

i

k
kikba

0
 pentru orice 0 ≤ i ≤ m+n avem 

f(ci)= ∑
=

−

i

k
kik bfaf

0
)()(  astfel că f ′(PQ)= ∑ ∑

+

= =
−

nm

i

i

k
kik bfaf

0 0
)()(( )bi =             

=f ′(P)f ′(Q),  adică f ′∈Hom(A[X], B). 
Dacă a∈A, atunci (f ′o iA)(a)=f ′(iA(a))=f ′(a), adică f ′o iA=f. 
Să presupunem acum că mai avem f′′∈Hom(A[X], B) a.î. 

f′′(X)=b şi f′′o iA=f. Atunci, pentru P=a0+a1X+...+anXn∈A[X] avem 
f′′(P)=f′′(a0+a1X+...+anXn)=f′′(a0)+f′′(a1)f′′(X)+...+f′′(an)(f(X))n  =  
 =f(a0)+f(a1)b+...+f(an)bn=f ′(P), adică f′′=f ′. ∎ 
 
 Definiţia 1.14.  Dacă f=a0+a1X+...+anXn∈A[X], atunci 
f~ :A→A, f~ (a)=a0+a1a+...+anan pentru orice a∈A poartă numele de 

funcţia polinomială ataşată lui f. Vom spune despre o funcţie g:A → A 
că este polinomială dacă există f∈A[X] a.î. g= f~ . 
 
 Observaţia 1.15. 1. Dacă f, g ∈A[X] şi f=g (ca polinoame), 
atunci în mod evident f~ = g~ (ca funcţii). 

2. Reciproca primei observaţii nu este adevărată pentru orice 
inel A. 

Într-adevăr, considerând A=ℤ2 , f=1̂+X, g=1̂+X2, atunci 
f~ ( 0̂ )= g~ ( 0̂ )=1̂, f~ (1̂)= g~ (1̂)= 0̂ ,  deci f~ = g~ , pe când f ≠ g. 

          
3. Se probează imediat că dacă f, g ∈A[X], atunci  gf ± = gf ~~

±  şi  
 
fg    = gf ~~ . 

 
 
 §2. Inelul polinoamelor în mai multe nedeterminate 
 
 În paragraful precedent am construit inelul polinoamelor într-o 
nedeterminată. În cadrul acestui paragraf vom construi inductiv inelul 
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polinoamelor într-un număr finit de nedeterminate punând apoi în 
evidenţă principalele proprietăţi ale unor astfel de polinoame. 
Reamintim că prin A am desemnat un inel unitar comutativ. 
 
 Definiţia 2.1. Inelul polinoamelor în nedeterminatele X1, X2, 
..., Xn (n ≥ 2) cu coeficienţi în inelul A, notat prin A[X1, X2, ..., Xn] se 
defineşte inductiv astfel: A[X1] este inelul polinoamelor în 
nedeterminata X1 cu coeficienţi din A, A[X1, X2] este inelul 
polinoamelor în nedeterminata X2 cu coeficienţi din inelul A[X1] şi 
în general A[X1, X2, ..., Xn] este inelul polinoamelor în 
nedeterminata Xn cu coeficienţi din inelul   A[X1, ..., Xn-1]. 

Astfel, o dată construit A[X1] avem A[X1, X2]=A[X1][X2], ...,                        
A[X1, X2, ..., Xn]=A[X1, X2, ..., Xn-1][Xn]. Analog, plecând de la inelul 
seriilor formale A[[X1]] se construieşte inductiv inelul A[[X1, ..., Xn]] al 
seriilor formale cu coeficienţi din A prin  A[[X1, ..., Xn]]=                
=A[[X1, ..., Xn-1]] [[Xn]]. 

Dacă f∈A[X1, ..., Xn]=A[X1, ..., Xn-1][Xn], atunci 
f=f0+f1Xn+...+ft n Xt n  cu fi∈A[X1, ..., Xn-1] pentru 0 ≤ i ≤ tn. Scriind la 
rândul lor pe f0, f1, ..., ft n  ca polinoame în Xn-1 cu coeficienţi în       
A[X1, ..., Xn-2], ş.a.m.d., deducem că f se scrie ca o sumă finită de forma  

(∗) f = ∑
=

n

n

n
n

ttt

ii

i
n

i
iii XXa

,...,,

0,...,
1...

21

1

1

21
... (în care  ai 1 ...i n ∈A se numesc coeficienţii 

lui f). 
 
 Observaţia 2.2. Făcând inducţie matematică după n se arată 
imediat că scrierea lui f sub forma (∗) este unică (echivalent cu a arăta 
că f = 0 dacă şi numai dacă toţi coeficienţii ai 1 i 2 ...i n =0). 
 
 Definiţia 2.3. Un polinom de forma aX1

i 1 ...Xn
i n  cu a∈A* iar 

i1, i2, ..., in∈ℕ se numeşte monom iar prin gradul său înţelegem 
numărul natural i1+i2+...+in (convenim să scriem grad(aX1

i 1 ...Xn
i n )= 

= i1+...+in). 
Astfel, un polinom f∈A[X1, ..., Xn] se scrie în mod unic ca sumă 

finită de monoame nenule din A[X1, ..., Xn]. 
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                                   f = ∑
=

n

n

n
n

tt

ii

i
n

i
ii XXa

,...,

0,...,
1...

1

1

1

1
... . 

Monoamele nenule din scrierea lui f se numesc termenii lui f. 
Gradul lui f se defineşte astfel: 

  
                                    - ∞  ,  dacă f=0 
             
            grad(f ) =  
                                    
                                     maximul gradelor termenilor săi, dacă f ≠ 0. 
 

 

Astfel, dacă f =2X1
2-3X1X2

2+4X1X2X3∈ℤ[X1, X2, X3], atunci  
               grad(f)=max{2, 1+2, 1+1+1} = max{2, 3, 3}=3. 

Observăm deci că în cadrul unui polinom f de mai multe 
variabile pot să apară termeni diferiţi (în cazul exemplului nostru fiind 
monoamele –3X1X2

2 şi 4X1X2X3) care însă să aibă acelaşi grad, astfel că 
nu putem vorbi de un termen bine individualizat de grad maxim (ca în 
cazul polinoamelor de o singură nedeterminată în care termenii se pot 
ordona după puterile nedeterminatei). 
           Pentru monoamele nenule ale unui polinom de mai multe 
variabile putem defini o ordonare cu ajutorul ordonării lexicografice 
(vezi §5 de la Capitolul 1). Mai precis, dacă n ≥ 2, M1=aX1

i 1 ...Xn
i n , 

M2=bX1
j 1 ...Xn

j n ∈A[X1, ..., Xn] cu  a, b∈A*, atunci definim M1 ≤ M2 ⇔ 

⇔ (i1, ... ,in) ≤ (j1, ..., jn) (în ordonarea lexicografică de pe ℕn !). 
Astfel, M1 ≤ M2 ⇔ există 1 ≤ k ≤ n a.î. i1=i2,...,ik=jk şi ik+1<jk+1. 

De exemplu, în ℤ[X1, X2, X3] : 2X1
2X2

3X3
4 ≤ -4X1

2X2
3X3

5, 
X1 ≤ X1X2X3. 

În general, având un polinom nenul f∈A[X1, ..., Xn], cum acesta 
se poate scrie ca sumă finită de monoame nenule din A[X1, ..., Xn], cu 
ajutorul ordonării lexicografice de pe A[X1, ..., Xn] putem individualiza 
un monom nenul care să fie cel mai mare în ordonarea lexicografică. 
Acest termen se numeşte termenul principal al polinomului f (convenim 
să-l notăm prin tp(f)). 
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Astfel, dacă în ℤ[X1, X2, X3] considerăm polinoamele 
f=X1+X2+X3, g=X1X2+X2X3+X3X1 şi h=X1X2

2X3-4X1X2
2X3

4 atunci 
tp(f)=X1, tp(g)=X1X2 iar  tp(h)= - 4X1X2

2X3
4. 

 
 Observaţia 2.4. 1. Cum ordonarea lexicografică este o relaţie 
de ordine (parţială) pe A[X1, ..., Xn], dacă avem M1, M2, N1, N2 patru 
monoame nenule din A[X1, ..., Xn] a.î. M1 ≤ M2 şi N1 ≤ N2, atunci 
M1N1 ≤ M2N1 şi M1N1 ≤ M2N2. 

2. În consecinţă, dacă produsul termenilor principali a două 
polinoame nenule din A[X1, ..., Xn] este un monom nenul, atunci acesta 
este termenul principal al produsului celor două polinoame. 

Să revenim acum asupra problemei gradului unui polinom din 
A[X1,...,Xn]. 

 
Definiţia 2.5. Dacă toţi termenii unui polinom f din          

A[X1, ..., Xn] au acelaşi grad, vom spune despre f că este polinom 
omogen sau formă. 

Fiind date două polinoame omogene f şi g din A[X1, ..., Xn] 
atunci produsul lor fg este sau polinomul nul sau un polinom omogen de 
grad egal cu grad(f)+grad(g). 
 
 Observaţia 2.6. Orice polinom nenul f∈A[X1, ..., Xn] de grad n 
se poate scrie în mod unic sub forma f=f0+f1+...+fn unde fiecare fi, 
0 ≤ i ≤ n este sau nul sau polinom omogen de grad i. Polinoamele 
omogene nenule fi, 0 ≤ i ≤ n din scrierea lui f de mai sus se numesc 
componentele omogene ale polinomului  f. 
 
 Propoziţia 2.7. Pentru orice f, g∈A[X1, ..., Xn] avem: 
 (i) grad(f+g) ≤ max{ grad(f), grad(g) } 
 (ii) grad(fg) ≤ grad(f)+grad(g). 
 
 Demonstraţie.  Atât (i) cât şi (ii) sunt clare dacă ţinem cont de 
scrierea polinoamelor f şi g ca sume de polinoame omogene. ∎ 
 
 Propoziţia 2.8. Dacă A este domeniu de integritate, atunci şi           
A[X1, ..., Xn] este domeniu de integritate iar în acest caz pentru orice             
f, g∈A[X1,...,Xn] avem grad(fg)=grad(f)+grad(g). 
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 Demonstraţie.  Vom face inducţie matematică după n, pentru 
n=1 totul fiind clar dacă ţinem cont de cele stabilite în paragraful 
precedent. 

Cum A[X1, ..., Xn]=A[X1, ..., Xn-1][Xn], dacă presupunem că                  
A[X1, ..., Xn-1] este domeniu de integritate, atunci şi A[X1, ..., Xn] va fi 
domeniu de integritate. 

Fie acum f, g polinoame nenule din A[X1, ..., Xn] de grad m şi 
respectiv n. Atunci scriem pe f şi g sub forma f=f0+f1+...+fm, 
g=g0+g1+...+gn cu fm ≠ 0, gn ≠ 0 iar fi,  gi sunt sau nule sau polinoame 

omogene de grad i,  respectiv j, 0 ≤ i ≤ m-1, 0 ≤ j ≤ n-1. Avem fg= ∑
+

=

nm

k
kh

0
 

cu hk= ∑
=+ kji

ji gf (0 ≤ k ≤ m+n). Cum A[X1, ..., Xn] este domeniu de 

integritate avem hm+n=fmgn, de unde relaţia grad(fg)=grad(f)+grad(g). ∎ 
 
 Funcţia iA:A → A[X1, ..., Xn] definită prin iA(a)=a pentru orice 
a∈A este un morfism injectiv de inele unitare (numit morfismul canonic 
de scufundare a lui A în A[X1, ..., Xn]).  

Să observăm că în notarea morfismului canonic de scufundare a 
lui A în A[X1, ..., Xn] ar fi trebuit să amintim şi de n. Nu am făcut lucrul 
acesta pentru a nu complica notaţia, însă dacă este pericol de confuzie 
vom face şi lucrul acesta. 
 Suntem acum în măsură să prezentăm proprietatea de 
universalitate a inelelor de polinoame în mai multe nedeterminate (de 
fapt o generalizare a Teoremei 1.13.). 
 
 Teorema 2.9. Fie n∈ℕ, n ≥ 2, B un inel unitar comutativ, 
f:A→B un morfism de inele unitare şi b1, ..., bn∈B. Atunci există un 
unic morfism de inele unitare f′ : A[X1, ..., Xn] →B a.î. f′(Xi)=bi 
pentru orice 1 ≤ i ≤ n iar diagrama                   
                                           iA          
                        A                              A[X1,...,Xn] 
                      
                        f                               f ′ 
                                 
                                        B 
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este comutativă  ( adică f ′ o iA=f ). 
 
 Demonstraţie. Facem inducţie matematică după n (pentru n=1 
rezultatul fiind adevărat conform Teoremei 1.13.). 

Să presupunem acum afirmaţia din enunţ adevărată pentru n-1 şi 
să o demonstrăm pentru n. Avem deci un unic morfism de inele unitare                      
f1: A[X1,...,Xn-1]→B a.î. f1(Xi)=bi , 1 ≤ i ≤ n-1 şi diagrama                            
              
                                                      iA

' 

                                    A                                 A[X1,...,Xn-1] 
 
                                                                        
                                           f                          f1 
 
  
                                                        B                                                       
este comutativă, adică f1o iA′=f (iA′ fiind morfismul canonic de la A la    
A[X1,...,Xn-1]). 
            Cum A[X1,...,Xn]=A[X1,...,Xn-1][Xn], conform Teoremei 1.13. 
avem un morfism de inele unitare f′:A[X1, ..., Xn]→B a.î. f′(Xn)=bn şi 
diagrama 
                                                                   iA

" 

               A[X1,...,Xn-1]                                      A[X1,...,Xn] 
 
                                              f1                                            f ′ 
                 
                                                                
                                                               
                                                                  B 
 
este comutativă (adică f′o iA′′=f1), unde iA′′ este morfismul canonic de 
la       A[X1, ..., Xn-1] la A[X1, ..., Xn-1][Xn]=A[X1, ..., Xn]. 

În mod evident, iA=iA′′ o iA′ şi obţinem din cele două diagrame 
comutative de mai înainte diagrama comutativă 

 
 
                                          iA 
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                                          A                                               A[X1,...,Xn] 
                                             
                                             f                               f ′ 
 
                         
                                                              B 
 

În mod evident f ′(Xi)=bi pentru orice 1 ≤ i ≤ n. Unicitatea lui f′ 
rezultă din unicitatea lui f1 şi a faptului că f ′o  iA′′=f1. 

Conform principiului inducţiei matematice teorema este 
adevărată pentru orice n∈ℕ, n ≥ 1.  ∎ 

 
§3. Polinoame simetrice 

  
 
 Păstrând notaţiile de la paragrafele precedente, dacă σ∈Sn este o 
permutare (n ≥ 2) atunci conform proprietăţii de universalitate a inelului 
de polinoame A[X1, ..., Xn], există un unic morfism de inele unitare                   
σ*:A[X1, ..., Xn]→A[X1, ..., Xn] a.î. σ*(Xi)=Xσ(i) pentru orice 1 ≤ i ≤ n iar 
diagrama                                     
 
                                       A             iA                    A[X1, ..., Xn] 
 
 
                                         iA                                σ* 
 
                                                  
 
                                                 A[X1 ,..., Xn] 
 
 

este comutativă (adică pentru orice a∈A, σ*(a)=a). În general, dacă 

avem  f∈A[X1, ..., Xn],  f= ∑
=

n

n

n
n

ttt

iii

i
n

i
iii XXa

,...,,

0,...,,
1...

21

21

1

21
... , atunci 

                              σ*(f)= ∑
=

n

n

n
n

ttt

iii

i
n

i
iii XXa

,...,,

0,...,,
)()1(...

21

21

1

21
... σσ . 
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Dacă avem de exemplu f=X1
2-2X1X2-X2X3

2∈ℤ[X1,X2,X3] iar 

σ= 







213
321

∈S3, atunci σ*(f)=X3
2-2X3X1-X1X2

2. 

 
 Observaţia 3.1.  1. Dacă σ, τ∈Sn, atunci (στ)*=σ* o τ*. 

2. Dacă e∈Sn este permutarea identică, atunci e*=1A[x 1 ,...,x n ]. 
3. Dacă σ∈Sn, atunci σ*:A[X1, ..., Xn]→A[X1, ..., Xn] este 

izomorfism de inele unitare (ţinând cont de prima parte a acestei 
observaţii deducem că inversul lui σ* este ( σ-1)*). 
 
 Definiţia 3.2. Vom spune că un polinom f∈A[X1, ..., Xn] 
(n ≥ 2) este simetric dacă pentru orice σ∈Sn, σ*(f)=f, altfel zis, 
oricum am permuta (schimba) variabilele lui f acesta rămâne 
neschimbat (spunem că f rămâne invariant la σ).  

Cum orice permutare din Sn este un produs de transpoziţii 
(Corolarul 10.9. de la Capitolul 2), atunci un polinom din A[X1, ..., Xn] 
este simetric dacă şi numai dacă f rămâne invariant la orice transpoziţie 
din Sn. Vom nota prin S(A[X1, ..., Xn]) mulţimea polinoamelor simetrice 
din A[X1, ..., Xn]. 
 
 Propoziţia 3.3. S(A[X1, ..., Xn]) este subinel unitar al inelului            
A[X1, ..., Xn]. 
 
  Demonstraţie.  În mod evident, polinoamele constante din 
A[X1, ..., Xn] (deci şi 1) fac parte din S(A[X1, ..., Xn])  iar dacă f, 
g∈S(A[X1, ..., Xn]) şi σ∈Sn, cum σ* este morfism de inele unitare avem 
σ*(f-g) = σ*(f) - σ*(g) = f-g şi σ*(fg)=σ*(f)σ*(g)=fg, de unde deducem 
că f-g, fg ∈S(A[X1, ..., Xn]), adică S(A[X1, ..., Xn]) este subinel unitar al 
lui A[X1, ..., Xn]. 
 
 Observaţia 3.4. După cum am văzut în paragraful precedent, 
orice polinom f∈A[X1, ..., Xn] se scrie în mod unic sub forma 
f=f0+f1+...+fk unde fiecare fi este un polinom omogen de grad i (0 ≤ i ≤ k) 
din A[X1, ..., Xn]. Astfel, dacă σ∈Sn, atunci 
σ*(f)=σ*(f0+f1+...+fk)=σ*(f0)+σ*(f1)+...+σ*(fk). Deoarece σ*(fi), 
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0 ≤ i ≤ k este tot un polinom omogen de grad i, deducem din unicitatea 
scrierii lui f sub forma f=f0+f1+...+fk că σ*(f)=f ⇔σ*(fi)=fi pentru orice 
0 ≤ i ≤ k. 

Altfel zis, un polinom f din A[X1, ..., Xn] este simetric dacă şi 
numai dacă fiecare componentă omogenă a sa este un polinom simetric. 

Această observaţie ne permite ca de multe ori atunci când 
raţionăm relativ la un polinom f∈S(A[X1, ..., Xn]) să-l considerăm şi 
omogen. 
 

Să considerăm acum polinoamele S1, S2, ..., Sn din A[X1, ..., Xn] 
definite prin : 
                               S1=X1+X2+...+Xn= ∑

≤≤ ni
iX

1
 

                               S2=X1X2+X1X3+...+Xn-1Xn= ∑
≤<≤ nji

ji XX
1

 

                               ................................................... 
                               Sn=X1X2...Xn. 
 
 Propoziţia 3.5.  S1, S2, ..., Sn∈S(A[X1, ..., Xn]). 
 
 Demonstraţie. Vom considera polinomul 
g=(X-X1)(X-X2)...(X-Xn) din  A[X1, ..., Xn, X] care se mai poate scrie şi 
sub forma g=Xn-S1Xn-1+S2Xn-2-...+           +(-1)nSn. 

Pentru σ∈Sn avem morfismul de inele unitare  
σ*:A[X1, ..., Xn] → A[X1, ..., Xn] cu ajutorul căruia şi al Teoremei  2.9.  
găsim morfismul unitar de inele σ**:A[X1, ..., Xn, X]→A[X1, ..., Xn, X] 
pentru care σ**(Xi)=Xσ(i)=σ*(Xi) pentru orice 1 ≤ i ≤ n,  σ**(X)=X şi 
σ**(a)=a pentru orice a∈A. 

De fapt, dacă vom considera permutarea σ′ din Sn+1 cu 
proprietatea că σ′(i)=σ(i) pentru orice 1 ≤ i ≤ n şi σ(n+1)=n+1, atunci 
numerotând eventual pe X prin Xn+1,  σ** este de fapt  σ′*.  

Atunci σ**(g)=σ**((X-X1)...(X-Xn))=σ**(X-X1)...σ**(X-Xn)= 
=(X-Xσ(1))...(X-Xσ(n))=(X-X1)...(X-Xn)=g iar pe de altă parte  
σ**(g)=σ**(Xn-S1Xn-1+S2Xn-2-...+(-1)nSn)=Xn-σ*(S1)Xn-1+σ*(S2)Xn-2-    
-...+(-1)nσ*(Sn).  
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Comparând cele două expresii ale lui σ**(g) deducem că 
σ*(Si)=Si pentru orice 1 ≤ i ≤ n, adică  Si∈S(A[X1, ..., Xn]) pentru orice 
1 ≤ i ≤ n. ∎ 
 
 Definiţia 3.6. Polinoamele S1, S2, ..., Sn poartă numele de 
polinoamele simetrice fundamentale din A[X1, ..., Xn]. 

Reamintim că în paragraful precedent pentru f∈A[X1, ..., Xn] 
prin tp(f) am notat termenul principal al lui f (adică acel monom nenul 
care în ordonarea lexicografică este cel mai mare termen al lui f). 
 
 Propoziţia 3.7. Fie f∈S(A[X1, ... ,Xn]) şi să presupunem că 
tp(f)=aX1

i 1 X2
i 2 ...Xn

i n  cu a∈A*. Atunci cu necesitate i1 ≥ i2 ≥ ... ≥ in. 
 
 Demonstraţie.  Să presupunem prin absurd că pentru un 
1 ≤ k ≤ n avem ik<ik+1 şi să considerăm monomul                     
M=aX1

i 1 ...Xk-1
i 1−k Xk

i 1+k Xk+1
i k ...Xn

i n . Cum f  este simetric cu 
necesitate M face parte dintre termenii lui f. Contradicţia provine din 
aceea că, relativ la ordonarea lexicografică,  tp(f) < M  - absurd. ∎ 
 
 Observaţia 3.8.  Dacă X1

i 1 ...Xn
i n  este un monom din          

A[X1, ..., Xn] pentru care i1 ≥ i2 ≥ ... ≥ in , atunci există doar un număr 
finit de monoame X1

j 1 X2
j 2 ...Xn

j n  a.î. j1 ≥ j2 ≥ ... ≥ jn                                     
şi X1

j 1 X2
j 2 ...Xn

j n  < X1
i 1 X2

i 2 ...Xn
i n  (deoarece din j1 ≤ i1 deducem că 

avem un număr finit de moduri de alegere a lui  j1  iar pentru fiecare j1 
ales există cel mult j1

n-1 posibilităţi de alegere a lui (j2,...,jn) a.î. 
j1 ≥ j2 ≥ ... ≥ jn). 
 
 Suntem acum în măsură să prezentăm un rezultat important 
legat de polinoamele simetrice cunoscut sub numele de Teorema 
fundamentală a polinoamelor simetrice: 
 
 Teorema 3.9. Pentru orice f∈S(A[X1,...,Xn]) există un unic 
g∈A[X1,...,Xn] a.î. f=g(S1, ..., Sn), unde S1, ..., Sn sunt polinoamele 
simetrice fundamentale. 
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 Demonstraţie. Ţinând cont de Observaţia 3.4. putem presupune 
că f este şi omogen; fie grad(f)=m. Dacă tp(f)=aX1

i 1 ...Xn
i n , atunci 

conform  Propoziţiei 3.7. avem că  i1 ≥ i2 ≥ ... ≥ in. Ţinând cont de faptul 
că pentru orice 1 ≤ i ≤ n, tp(Si)=X1X2...Xi  şi de  Observaţia 3.4.    de la 
paragraful precedent deducem că : 
tp(S1

i 1 -i 2 S2
i 2 -i 3 ...Sn-1

i 1−n -i n Sn
i n )= 

=X1
i 1 -i 2 (X1X2)i 2 -i 3 ...(X1X2...Xn-1)i 1−n -i n (X1X2...Xn)i n  

=X1
(i 1 -i 2 )+(i 2 -i 3 )+...+(i 1−n -i n )+i n X2

(i 2 -i 3 )+...+(i 1−n i n )+i n ...Xn
i n = 

=X1
i 1 X2

i 2 ...Xn
i n = tp(f). 

Astfel, dacă vom considera f1=f-aS1
i 1 -i 2 S2

i 2 -i 3 ...Sn-1
i 1−n -i n Sn

i n , 
tp(f1)<tp(f) (în ordonarea lexicografică ). 

Continuăm acum procedeul pentru f1. Dacă bX1
j 1 ...Xn

j n =tp(f1) 
atunci  j1 ≥ j2 ≥ ... ≥ jn şi dacă vom considera  
f2=f1-bS1

j 1 -j 2 S2
j 2 -j 3 ...Sn-1

j 1−n -j n Sn
j n , atunci tp(f2) < tp(f1) < tp(f) şi astfel 

procedeul va continua. Ţinând cont de Observaţia 3.8., acest procedeu 
se va sfârşi după un număr finit de paşi.  
Astfel, f=aS1

i 1 -i 2 S2
i 2 -i 3 ...Sn-1

i 1−n -i n Sn
i n +f1= 

=aS1
i 1 -i 2 S2

i 2 -i 3 ...Sn-1
i 1−n -i n Sn

i n +bS1
j 1 -j 2 S2

j 2 -j 3 ...Sn-1
j 1−n -j n Sn

j n +f2= 

=...     şi deci alegând 
 g=aX1

i 1 -i 2 X2
i 2 -i 3 ...Xn-1

i 1−n -i n Xn
i n +bX1

j 1 -j 2 X2
j 2 -j 3 ... 

….Xn-1
j 1−n -j n Xn

j n +…  ∈A[X1,...,Xn] avem că f=g(S1, S2, ..., Sn). 
Să demonstrăm acum unicitatea lui g. Acest lucru revine la a 

demonstra că dacă g∈A[X1, ..., Xn], g= ∑ n
n

i
n

i
iii XXa ...1

21 1... şi              

g(S1, ..., Sn)=0, atunci toţi coeficienţii ai 1 i 2 ...i n =0. 
Să presupunem prin absurd că există un coeficient ai 1 i 2 ...i n ≠ 0. 

Atunci polinomul S1
i 1 S2

i 2 ...Sn
i n  are ca termen principal 

tp(S1
i 1 S2

i 2 ...Sn
i n )=X1

j 1 X2
j 2 ...Xn

j n  cu j1=i1+...+in, j2=i2+...+in,..., jn=in 

iar grad(tp)= ∑
=

n

k
kj

1
= ∑

=

n

k
kki

1
. 

Deducem de aici că dacă  
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 S1
i 1

,
S2

i 2
,
...Sn

i n
,

≠ S1
j 1

,
S2

j 2
,
...Sn

j n
,
 atunci 

tp(S1
i 1

,
S2

i 2
,
...Sn

i n
,
) ≠ tp(S1

j 1
,
S2

j 2
,
...Sn

j n
,
). Deci termenii 

principali în X1, X2, ..., Xn ai diferitelor monoame distincte în S1, S2, ..., 
Sn care apar în expresia lui g, nu se reduc.  

Dacă X1
t 1 ...Xn

t n  este cel mai mare termen principal, atunci 
înlocuind S1, ..., Sn prin expresiile lor în X1, ..., Xn apare un polinom în 
X1, ..., Xn egal cu zero dar care are un termen at 1 ...t n X1

t 1 ...Xn
t n  nenul -

absurd! 

Cu aceasta teorema este complet demonstrată. ∎ 
 

Aplicaţii:1. Să exprimăm pe  
f=(-X1+X2+X3)(X1-X2+X3)(X1+X2-X3) (care în mod evident 

aparţine lui S(ℤ[X1, X2, X3]) ca polinom din ℤ[X1, X2, X3] de 
polinoamele simetrice fundamentale S1, S2, S3. Avem că tp(f)=-X1

3 astfel 
că exponenţii termenilor principali ai polinoamelor f1, f2, ... care vor 
rămâne după eliminarea succesivă a termenilor principali (ca în 
procedeul descris în Teorema 3.9.) vor fi (3, 0, 0),  (2, 1, 0) şi (1, 1, 1). 

Deci f= -S1
3+aS1

2-1S2
1-0S3

0+bS1
1-1S2

1-1S3
1= -S1

3+aS1S2+bS3  unde 

a, b ∈ℤ. 
Alegând de exemplu X1=X2=1 şi X3=0 obţinem că f(1, 1, 0)=0, 

S1=2, S2=1, S3=0 deci 0= -8+2a, adică a = 4.  
Alegând X1=X2=X3=1, atunci f(1, 1, 1)=1, S1=3, S2=3, S3=1 şi 

astfel obţinem 1= -27+36+b, de unde b = -8.  
Deci f = - S1

3+4S1S2-8S3, astfel că alegând g = - X1
3+4X1X2-8X3 

avem f=g(S1, S2, S3). 
2. Tot ca aplicaţie la Teorema fundamentală a polinoamelor 

simetrice  (Teorema 3.9.) vom arăta cum se exprimă în funcţie de 
polinoamele simetrice fundamentale S1, ..., Sn, polinoamele          
Pk= k

n
k XX ++ ...1  (k∈ℕ). 

Vom proba la început aşa-zisele formule ale lui Newton.  
 
Teorema 3.10. (Newton) Dacă A este un domeniu de 

integritate, atunci pentru orice n, k ∈ℕ* au loc formulele: 
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                   ( ) ( ) kkk
k

k
k kSSPSPP =++−+− −−

−−
1111

21 ...11   

(convenim ca pentru k >n să alegem Sk=0). 
 
Demonstraţie. Vom demonstra la început că formulele din enunţ 

sunt adevărate pentru k≥n , adică pentru orice k≥n avem : 

(1) ( ) ( ) 011... 11
1

2211 =−+−+++− −−+−
−

−− nnk
n

nnk
n

kkk SPSPSPSPP  
Pentru aceasta vom considera polinomul 

( ) ( ) ( ) n
nnnn

n

i
i SXSXSXXXXff 1...2

2
1

1
1

−+++−=−== −−

=
∏  

Înlocuind pe X cu Xi, 1≤i≤n se obţin relaţiile:  

                    ( ) 01...2
2

1
1 =−+++− −−

n
nn

i
n
i

n
i SXSXSX  

pentru 1≤i≤n, de unde prin înmulţire cu nk
iX − se obţin relaţiile: 

                  ( ) 01...2
2

1
1 =−+++− −−− nk

in
nk

i
k
i

k
i XSXSXSX  

(pentru 1≤i≤n).  

Sumând după i=1, 2, ..., n obţinem relaţiile (1). 
Să demonstrăm acum relaţiile (1) pentru k<n iar pentru aceasta 

vom proba prin inducţie matematică după m=n-k că polinomul 
( ) ( ) ( ) kkk

k
k

k
nkk kSSPSPPXXff +++−+−== −−

−−
1111

21
1 ...11,...,  

este nul. 
 În cazul m=0 (adică n=k) acest lucru rezultă din (1) (deoarece 

P0=n).  
Să observăm acum că polinomul fk  fiind simetric în X1, ..., Xn 

atunci şi polinomul fk(X1, ..., Xn-1, 0) va fi simetric în X1, ...,      ,Xn-1. 
Dacă notăm polinoamele simetrice fundamentale în nedeterminatele X1, 

..., Xn-1 cu S1׳, ..., Sn-1׳ avem: 

                         Sk (X1, ..., Xn-1, 0)= Sk׳ (X1, ..., Xn-1). 

 Cum şi  fk(X1, ..., Xn-1, 0)=fk׳(X1, ..., Xn-1) atunci 
( ) ( ) ( ) kkk

k
k

k
nk SkSPSPPXXf ′+′′++′′−+′−= −−

−−
− 1111

21
11 ...110,,..., = 
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= fk X1, ..., Xn-1. Conform ipotezei de inducţie  fk(X1, ..., Xn)=0, deci 
fk(X1, ..., Xn) este divizibil prin Xn. Cum este polinom simetric deducem 
imediat că fk este divizibil prin X1, ..., Xn-1, deci şi prin produsul                
X1 ... Xn-1Xn , adică putem scrie   

              (2) fk (X1, ..., Xn)= Sn (X1, ..., Xn) f׳k( X1, ..., Xn) . 
  Deoarece fk(X1, ..., Xn) este un polinom omogen de grad k, k<n 
şi Sn(X1, ..., Xn), este omogen de grad n, egalitatea (2) nu este posibilă 

decît dacă f׳k (X1, ..., Xn)=0 şi atunci va rezulta că  fk(X1, ..., Xn)=0. 
 Conform principiului inducţiei matematice avem că pentru 

orice k<n fk (X1, ..., Xn)=0  şi astfel relaţiile lui Newton sunt probate şi 

pentru k<n ∎.         
 
Observaţia 3.11. Scriind formula lui Newton sub formă 

explicită: 

                            

( ) kk
k

kk kSPSPSP

SPSPSP
SPSP

SP

=−++−

=+−
=−

=

−
−−

1
2211

331221

3221

11

1...

.......................................
3

2
 

şi interpretând aceste relaţii ca un sistem liniar în necunoscutele P1, ..., 
Pk obţinem în final expresia lui Pk în funcţie de S1, .., Sk: 
 

                      

121

123

12

1

......
..........................
0......3
0.......12
0.......01

SSSkS

SSS
SS

S

P

kkk

k

−−

= . 
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§4. Rădăcini ale polinoamelor cu coeficienţi într-un 
            corp. Teorema fundamentală a algebrei. Polinoame   
            ireductibile. Rezolvarea ecuaţiilor algebrice de grad 3 
            şi 4 
 
 
 În cadrul acestui paragraf toate corpurile considerate vor fi 
comutative. Dacă  k, K sunt două corpuri a.î. k este subcorp al lui K 
vom spune că K este o extindere a lui k. 
 
 Definiţia 4.1. Fie k un corp, K o extindere a sa şi M ⊆K o 
submulţime oarecare. Intersecţia tuturor subcorpurilor lui K ce conţin      

k∪M se notează prin k(M) şi se spune că este corpul obţinut prin 
adjuncţionarea la k a elementelor lui M. Dacă M={ α1, ..., αn }  vom 
scrie k(M)=k(α1, ..., αn). 
 O extindere K a lui k se zice de tip finit dacă există o 
submulţime finită M ⊆K a.î. k(M)=K ; dacă există un element x∈K a.î. 
K=k(x) atunci K se zice extindere simplă a lui k. 
 Dacă k ⊆K este o extindere de corpuri, vom spune despre un 
element α∈K că este algebric peste k dacă există un polinom nenul 
f∈k[x] a.î. f~ (α)=0  (reamintim că f~ :k→k este funcţia polinomială 
ataşată lui f). În caz contrar, spunem că α este transcendent peste k. 
 O extindere K a unui corp k se zice algebrică dacă orice 
element al lui K este algebric peste k. Dacă orice element dintr-o 
extindere a lui k, care este algebric peste k, aparţine lui k, vom spune 
despre k că este algebric închis. 
 
 Teorema 4.2. (Teorema împărţirii cu rest) Fie K un corp 
comutativ, f, g∈K[X] cu g ≠ 0. Atunci există şi sunt unice două  
polinoame q, r∈K[X] a.î. f=gq+r şi grad(r)<grad(g). 
 
 Demonstraţie. Fie f=a0+a1X+...+anXn şi g=b0+b1X+...+bmXm cu 
bm ≠ 0 şi m ≥ 0. Vom demonstra existenţa polinoamelor q şi r prin 
inducţie matematică după gradul lui f (adică după n).  
 Dacă grad(g) > n, putem alege q=0 şi r=f.  
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 Dacă grad(g) ≤ n, considerăm polinomul f1=f-bm
-1anXn-mg. Cum 

grad(f1)<n, conform ipotezei de inducţie există q1, r1∈K[X] a.î. 
f1=gq1+r1 cu grad(r1)<grad(g). Obţinem f-bm

-1 an Xn-m g =gq1+r1, de unde 
f=g(q1+bm

-1anXn-m)+r1, de unde se observă că alegând q=q1+bm
-1 an Xn-m 

şi r=r1 avem f=gq+r şi grad(r)<grad(g). Conform principiului inducţiei 
matematice partea de existenţă din teoremă este demonstrată. 

Pentru a proba unicitatea lui q şi r, să presupunem că mai există 
q′, r′∈K[X] a.î. f=gq′+r′ şi grad(r′)<grad(g). Cum f=gq+r deducem că 
gq′+r′=gq+r ⇔ g (q′-q)=r-r′. Dacă q′=q, atunci în mod evident şi r′=r. 
Dacă q′≠ q, atunci cum bm ≠ 0 din egalitatea g(q′-q)=r-r′ deducem că 
gradul polinomului  g(q′-q) este mai mare sau egal cu n  pe când gradul 
lui r-r′ este strict mai mic decât n - absurd! . În concluzie,  r = r′ şi          
q = q′. ∎ 
 
 Definiţia 4.3. Polinoamele q şi r din enunţul Teoremei 4.2. 
poartă numele de câtul  şi  respectiv  restul împărţirii lui f  la g. 

Dacă r=0  spunem că g divide f  şi scriem g f.  
 
 Observaţia 4.4. În cazul în care corpul K din enunţul Teoremei 
4.2. se înlocuieşte cu un inel oarecare A, atunci teorema împărţirii cu 
rest în A[X] capătă forma :  

Fie A un inel comutativ f, g∈A[X], f=a0+a1X+...+anXn, 
g=b0+b1X+...+bmXm de grade n,  respectiv m≥0 (deci bm ≠ 0) şi          
k = max(n-m+1, 0). Atunci există polinoamele q şi r din A[X] a.î. 
bm

kf=gq+r cu grad(r)<m. În plus, dacă bm nu este divizor al lui zero, 
atunci q şi r sunt unic determinate.  

Demonstraţia este asemănătoare cu cea a Teoremei 4.2.. 
Conform Definiţiei 11.12. de la Capitolul 3, un polinom 

f∈A[X] se zice ireductibil în A[X] dacă f∈A[X] \ U(A[X]) şi f nu are 
divizori proprii.  

Dacă presupunem că A este domeniu de integritate, atunci 
conform Corolarului 1.12, (ii), A[X] va fi de asemenea domeniu de 

integritate iar U(A[X])=U(A). Astfel, dacă f∈A[X] \ U(A[X]) ( adică f 

este un polinom diferit de polinomele constante a cu a∉U(A) ), atunci f 
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este ireductibil în A[X] dacă şi numai dacă f nu are divizori proprii 

(adică din f=gh cu g, h∈A[X] deducem că unul dintre polinoamele g sau 
h este polinom constant cu constanta respectivă din U(A) iar  celălalt 
este asociat în divizibilitate cu f ). 

 În particular, dacă k este un corp comutativ, atunci f∈(k[X])* 
este ireductibil în k[X] dacă şi numai dacă din f=gh, cu g, h∈(k[X])* 
deducem că g sau h face parte din k*. 

 Un polinom f∈A[X] care nu este ireductibil în  A[X]  se va 
zice reductibil  în  A[X].   
 
 Propoziţia 4.5. (Bézout) Fie A un inel comutativ unitar,  
f∈A[X]  şi a∈A. Atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 (i) a este rădăcină a lui f  (adică f~ (a)=0) 
 (ii) X-a   f.  
 
 Demonstraţie. (i)⇒(ii). Fie f=a0+a1X+...+anXn ∈A[X] şi să 
presupunem că f~ (a)=0 ⇔ a0+a1a+...+anan=0. Putem deci scrie 
f=(a0+a1X+...+anXn)-(a0+a1a+...+anan)=a1(X-a)+a2(X2-a2)+...+an(Xn-an) şi 
cum pentru orice k∈ℕ,  Xk-ak=(X-a)(Xk-1+aXk-2+...+ak-2X+ak-1)  (adică   
X-a Xk-ak) deducem imediat că X-a f.   
  (ii)⇒(i). Dacă  X-a f  atunci putem scrie f=(X-a)g cu g∈A[X] 
şi cum  

 f~ = ( )ax − g~  (vezi Observaţia 1.15) deducem că f~ (a)=(a-a) g~ (a)= 
=0· g~ (a)=0.   ∎ 
 
 Observaţia 4.6. Din propoziţia de mai înainte deducem că dacă 
A este un inel integru, atunci un polinom de grad ≥2 din A[X] care are o 
rădăcină în A este reductibil. Reciproca acestei afirmaţii (în sensul că 
orice polinom reductibil are cel puţin o rădăcină în A) nu este adevărată 
după cum ne putem convinge considerând polinomul 
f=(1+X2)(1+X4)∈ℤ[X] care deşi este reductibil în ℤ[X] nu are nici o 
rădăcină în ℤ. Afirmaţia rămâne totuşi adevărată pentru polinoamele de 
grad 2 şi 3 cu coeficienţi într-un corp (căci în acest caz cel puţin un 
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factor al său este de gradul 1 şi orice polinom de gradul 1 are o rădăcină 
în corpul coeficienţilor ). 
 
 Definiţia 4.7. Fie f∈A[X], f ≠ 0 şi a∈A. Vom spune despre a 
că este rădăcină multiplă de ordin i pentru f dacă (X-a)i f şi             
(X-a)i+1∤ f. Numărul i poartă numele de ordinul de multiplicitate al 
lui a (a spune că i=0 revine de fapt la a spune că a nu este rădăcină 
pentru f).  

Atunci când numărăm rădăcinile unui polinom şi nu facem 
specificarea expresă că sunt sau nu distincte, vom număra fiecare 
rădăcină, de atâtea ori cât este ordinul său de multiplicitate. 
 
 Propoziţia 4.8. Fie A un domeniu de integritate. 

(i) Dacă a∈A este rădăcină multiplă pentru polinoamele 
nenule f, g∈A[X] cu ordine de multiplicitate i respectiv j, atunci a 
este rădăcină multiplă de ordin i+j pentru fg 

(ii) Dacă a1, ..., ak sunt rădăcini distincte din A ale 
polinomului nenul f∈A[X] cu ordinele de multiplicitate i1, ..., ik  
atunci f se scrie sub forma  f=(X-a1)i 1 ...(X-ak)i k g  cu g∈A[X]. 
 
 Demonstraţie. (i). Putem scrie f=(X-a)if1 şi g=(X-a)jg1 cu f1, 
g1∈A[X] iar 1

~f (a) ≠ 0, 1
~g (a) ≠ 0. Atunci fg=(X-a)if1 (X-a)jg1=            

=(X-a)i+j f1g1  
 
şi 11gf (a)= 1

~f (a) 1
~g (a) ≠ 0 (căci A este domeniu de integritate), de 

unde concluzia că a este rădăcină multiplă de ordin i+j pentru fg.  
(ii). Facem inducţie matematică după k (pentru k=1 afirmaţia 

fiind evidentă dacă ţinem cont de Propoziţia 4.5.). Să presupunem 
afirmaţia adevărată pentru k-1 şi s-o probăm pentru k. Există deci 
f1∈A[X] a.î. f=(X-a1)i 1 ...(X-ak-1)i 1−k f1. 

Cum f~ (ak)=0 iar A este domeniu de integritate deducem că 

1
~f (ak)=0 şi ordinul de multiplicitate al lui ak în cadrul lui f1 este acelaşi 

ca în cadrul lui f, adică f1=(X-ak)i k g şi astfel f=(X-a1)i 1 ...(X-ak)i k g. ∎ 
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 Corolar 4.9. (i) Dacă A este un domeniu de integritate şi 
f∈A[X] cu grad(f)=n≥1, atunci f are în A cel mult n rădăcini 

(ii) Dacă K este un corp comutativ, atunci orice subgrup 
finit al grupului (K*, ·)  este ciclic. 

 
Demonstraţie. (i). Rezultă imediat din Propoziţia 4.8. (ii). 
(ii). Fie G≤K* a.î. ∣G∣=n.  Pentru a proba că G este ciclic este 

suficient să arătăm că în G găsim un element de ordin n. 
 Fie tr

t
r ppn ...1
1=  descompunerea lui n în factori primi distincţi. 

Pentru orice 1≤i≤t există un element xi∈G  a.î. ip
n

ix ≠1 căci în caz 

contrar polinomul 1−ip
n

iX ∈K[X] ar avea mai multe rădăcini decât 
gradul său (absurd conform cu )i)).  

Să arătăm că dacă notăm ir
ip

n

ii xy = , atunci o(yi)= ir
ip  pentru 

orice 1≤i≤t. Într-adevăr, 1== n
i

p
i xy

ir
i  (conform Corolarului 3.11. de la 

Capitolul 2). Conform Observaţiei 2.10. de la Capitolul 2 deducem că      
o(yi) divide ir

ip  adică o(yi)= s
ip  cu 1≤s≤ri. Dacă s<ri, ar rezulta că 

1
1

==
−

i
ir

i p
n

i
p
i xy  în contradicţie cu alegerea elementului xi. Atunci s=ri 

şi astfel o(yi)= ir
ip  pentru orice 1≤i≤t. Ţinând cont din nou de Observaţia 

2.10. de la Capitolul 2 deducem că dacă notăm tyyy ⋅⋅= ....1 , atunci 

( ) nppyo tr
t

r =⋅⋅= ...1
1 .  ∎ 

 
 Propoziţia 4.10. (Relaţiile lui Viète) Fie A un domeniu de 
integritate şi f∈A[X] un polinom de grad n, f=a0+a1X+...+anXn (deci 
an ≠ 0). Dacă x1, ..., xn  sunt rădăcinile lui f  în A, atunci 
 an (x1+...+xn)=-an-1 
 an ( x1x2+x1x3+...+xn-1xn)=an-2 
 .......................................... 
 an (x1x2...xk+x1x2...xk-1xk+1+...+xn-k+1xn-k+2...xn)=(-1)kan-k 
 .......................................... 
 an (x1...xn)=(-1)na0. 
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 Demonstraţie. Conform Propoziţiei 4.8., (ii), putem scrie             
f=(X-x1)...(X-xn)g ; identificând coeficientul lui Xn în ambii membrii 
deducem că g=an , astfel că f=an(X-x1)...(X-xn)= 
=anXn-an(x1+...+xn)Xn-1+an(x1x2+x1x3+...+xn-1xn)Xn-2+...+(-1)k an(x1...xk+ 
+x1...xk-1xk+1+...+xn-k+1xn-k+2...xn)Xn- k+...+(-1)nanx1...xn.  
Identificând coeficienţii lui Xk (0 ≤ k ≤ n) din cele două scrieri ale lui f 
obţinem relaţiile din enunţ dintre rădăcinile şi coeficienţii lui f. ∎ 
 
 Corolar 4.11. Dacă A este corp comutativ, atunci relaţiile 
dintre rădăcinile şi coeficienţii lui f devin: 
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n
n
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nnnn
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aaxxxxxx
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 Corolar 4.12. (Wilson). Dacă  p≥2  este un număr prim,  
atunci  (p-1)!+1≡0 (mod p). 
 
 Demonstraţie.  În ℤp[X] considerăm polinomul f=Xp-1-1. Ţinând 
cont de faptul că (ℤp*, ·) este un grup (comutativ) cu p-1 elemente, 
conform Corolarului 3.11.  de la Capitolul 2 avem că pentru orice 
x̂ ∈ℤp*, 1ˆ −px =1̂ şi astfel, ţinând cont de Corolarul 4.9. rădăcinile lui f 

sunt 1̂, 2̂ , ..., 
∧
−1p .  

Conform ultimei relaţii a lui Viète avem 1̂ 2̂ ......
∧
−1p =(-1)p-1(-1̂) ⇔ 

( )
∧

+− 1!1p = 0̂  ⇔ (p-1) !+1≡0 (p). ∎ 
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 Propoziţia 4.13. Fie k un corp comutativ iar f∈k[X] cu 
grad(f)≥ 1. Atunci există o extindere k a lui k a.î. f să aibă cel puţin 
o rădăcină în k . 
 
 Demonstraţie. Cum grad(f) ≥1 deducem că f∉U(k[X]) (vezi 
Propoziţia 1.11.).  
Atunci idealul < f > este diferit de k[X] şi conform Teoremei 10.9. de la 
Capitolul 3, există un ideal maximal ℳ al lui k[X] a.î. < f > ⊆ ℳ. 
Considerând 
           ik                               p                     
 k                       k[X]                         k[X]/ℳ ≝  k  
(unde ik este morfismul canonic de scufundare a lui k în k[X] iar p este 
morfismul surjectiv canonic de inele). Cum ℳ este ideal maximal în 
inelul k[X], k este corp (vezi Propoziţia 10.5. de la Capitolul 3). Notând 
p = p o  ki  obţinem un morfism de corpuri p : k → k . Dacă alegem 

f=a0+a1X+...+anXn şi notăm p (f)= p (a0)+ p (a1)X+...+ p (an)Xn ∈ k [X], 
atunci pentru 
 
a=p(X)= X̂ ∈ k  avem )( fp (a)=0 adică a∈ k  este o rădăcină a lui p (f). 
Cum p  este  în particular o funcţie injectivă, k poate fi privit ca subcorp 
al lui k  (k fiind de fapt izomorf cu p (k)), deci în mod canonic şi f 

poate fi privit ca făcând parte din k [X]. ∎   
                         
  Corolar 4.14. Dacă k este un corp comutativ iar f∈k[X] este 
un polinom de grad ≥1,  atunci există o extindere K a lui k în care f 
are toate rădăcinile. 
 
 Demonstraţie. Se face inducţie matematică după n=grad(f) 
ţinând cont la pasul de inducţie de Propoziţia 4.13. şi Propoziţia 4.5. ∎ 
 Observaţia 4.15. 1. Dacă k este un corp, f∈k[X] este de    
grad ≥1 iar K este o extindere a lui k în care f are toate rădăcinile 
α1, ..., αn , atunci k( α1, ..., αn )  este numit corpul de descompunere al 
lui f. 
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2. Fie f∈k[X] de grad ≥1 şi K o extindere a lui k în care f are 
rădăcinile x1, ..., xn. Atunci pentru orice polinom simetric            
g∈k[x1, ..., xn],  g~ (x1, ..., xn)∈k.  

Într-adevăr, deoarece g∈S(k[X1,...,Xn]), conform teoremei 
fundamentale a polinoamelor simetrice (Teorema 3.9.) există 
h∈k[X1,...,Xn] a.î. g=h(S1, ..., Sn). Conform relaţiilor lui Viète,              

iS~ (x1,...,xn)∈k pentru 1≤i≤n şi astfel 

        g~ (x1,...,xn)= h~ ( S~ 1(x1,...,xn), ..., S~ n(x1,...,xn))∈k. 

 Suntem acum în măsură să prezentăm un rezultat deosebit de 
important în algebră cunoscut sub numele de teorema fundamentală a 
algebrei : 
 
 Teorema 4.16. (D'Alembert - Gauss). Orice polinom de grad 
≥1 din ℂ[X] are cel puţin o rădăcină în ℂ (adică corpul numerelor 
complexe ℂ este algebric închis). 
 

 Demonstraţie. Fie f=a0+a1X+...+anXn ∈ℂ[X] cu n ≥1 şi an ≠ 0. 
Considerând f = 0a + 1a X+...+ na Xn  (unde pentru z∈ℂ prin z  
desemnăm conjugatul său) atunci f f =b0+b1X+...+b2nX2n unde 

bj= ∑
=

−

j

k
kjk aa

0
, 0≤j≤2n. 

Deoarece jb = ∑
=

−

j

k
kjk aa

0
= jb , deducem că bj∈ℝ (0≤j≤2n) astfel 

că f f ∈ℝ[X]. Dacă admitem teorema adevărată pentru polinoamele 
din  
 

ℝ[X], atunci există α∈ℂ a.î. ( f f )(α)=0 ⇔ f~ (α) f
~

(α)=0 ⇔ 

f~ (α) f~ (α )=0 (căci f
~

(α )= f~ (α )) de unde concluzia că α  sau α  
sunt rădăcini ale lui f. 

În concluzie, putem presupune f∈ℝ[X]. 
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Dacă grad(f) este impar, cum f~ :ℝ→ℝ este funcţie continuă iar 

la ± ∞ ia valori de semne contrarii deducem că există α∈ℝ a.î. 
f~ (α)=0. 

Să presupunem acum că grad(f)=2 n r cu n∈ℕ şi r∈ℕ*, r impar. 
Prin inducţie matematică după n vom arăta că există α∈ℂ a.î. f~ (α)=0. 
          Dacă n=0, atunci grad(f) este impar şi după cum am văzut mai 
înainte există α∈ℝ a.î. f~ (α)=0.  
 Să presupunem afirmaţia adevărată pentru toate polinoamele 
g∈ℝ[X] cu proprietatea că n-1 este exponentul maxim al lui 2 în 
descompunerea în factori primi a gradului lui g şi fie f∈ℝ[X] cu 
grad(f)=2n r cu n, r∈ℕ,  r impar. 

 Conform Corolarului 4.14., există o extindere K a lui ℂ în care f 
are toate rădăcinile x1, ..., xm (unde m=grad(f)). 

 Pentru a∈ℝ arbitrar considerăm zij
a =xixj+a(xi+xj), 1≤i<j≤m.  

 Dacă vom considera polinomul  

 ga= ∏
≤<≤

−
mji

a
ijzX

1
)(  , atunci grad(ga)= 2

mC =
2

)1( −mm  şi cum 

m=grad(f)=2kr (cu k, r∈ℕ, r impar) avem că grad (ga)= 2
)12(2 −rr kk

= 

=2k-1r (2kr-1)=2k-1 r′ unde  r′=r (2kr-1) este număr natural impar.  
 Să observăm că coeficienţii lui ga sunt polinoame simetrice 
fundamentale de zij

a. Mai mult, având în vedere expresiile lui zij
a, 

1≤i<j≤m rezultă că aceşti coeficienţi, ca polinoame de x1, ..., xm sunt 
simetrice deoarece orice permutare a acestora are ca efect schimbarea 
elementelor zij

a între ele (1≤i<j≤m). Ţinând cont de Observaţia 4.15. 
deducem că ga∈ℝ[X]. Aplicând ipoteza de inducţie lui ga deducem că 
există o pereche (i, j) cu 1≤i<j≤m a.î. zij

a ∈ℂ.  

Făcând pe a să parcurgă mulţimea infinită ℝ a numerelor reale, 
cum mulţimea perechilor (i, j) cu 1≤i<j≤m este finită, deducem că există 
a, b∈ℝ, a ≠ b a.î. zij

a, zij
b∈ℂ.  
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Din zij
a=xixj+a(xi+xj) şi zij

b=xixj+b(xi+xj) deducem că                     
zij

a-zij
b=(a-b) (xi+xj)∈ℂ, adică xi+xj∈ℂ.  

Atunci şi xixj∈ℂ, adică xi, xj∈ℂ şi cu aceasta teorema este 
demonstrată.  ∎ 
 
 Observaţia 4.17. 1. Din Teorema 4.16. şi Propoziţia 4.5. 
deducem imediat că în ℂ[X] polinoamele ireductibile sunt cele de 
gradul 1. 

2. Dacă f=a0+a1X+...+anXn ∈ℝ[X] (n≥1) şi α∈ℂ este o rădăcină 
a lui f, atunci f~ (α)=0 şi se verifică imediat că şi f~ (α )=0, adică 

rădăcinile lui f care sunt din ℂ \ ℝ sunt conjugate două câte două (mai 
mult, ele au acelaşi ordin de multiplicitate). 

3. Dacă z=a+bi ∈ℂ, b≠0  şi z =a-bi atunci (X-z) (X- z )=            
=X2-2aX+(a2+b2)∈ℝ[X]. De aici deducem imediat că un polinom 
f∈ℝ[X] este ireductibil în ℝ[X] dacă şi numai dacă f este de gradul 1 
sau este de forma aX2+bX+c cu a, b, c ∈ℝ şi b2-4ac<0. 

Din observaţia de mai înainte deducem că problema 
ireductibilităţii este interesantă doar în ℤ[X] (pentru ℚ[X] această 
problemă se reduce imediat la ℤ[X]). 
 
 În continuare vom prezenta un criteriu suficient de 
ireductibilitate pentru polinoamele din ℤ[X], cunoscut sub numele de 
criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein: 
 
 Propoziţia 4.18. (Eisenstein) Fie f=a0+a1X+...+anXn∈ℤ[X] de 
grad ≥1 şi să presupunem că există p∈ℕ un număr prim a.î. p a0, 
a1, ..., an-1 ,  p ∤  an  şi  p2 ∤ a0 . 

Atunci f este ireductibil în ℤ[X]. 
 
 Demonstraţie. Să presupunem prin absurd că f este reductibil în 
ℤ[X], adică putem scrie f=(b0+b1X+...+bmXm)(c0+c1X+...+ckXk) cu m, 
k≥1 şi m+k=n. Identificând coeficienţii lui f deducem că  
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 (*)  
















=
+=

++=
+=

=

−−−

kmn

kmkmn

cba
cbcba

cbcbcba
cbcba

cba

111

0211202

01101

000

...............................
  

 Cum p a0 iar p2 ∤ a0 deducem că p b0 şi  p ∤ c0 sau p c0  şi        
p ∤ b0. Să presupunem de exemplu că p b0 şi  p ∤ c0.  

Dacă ţinem cont de relaţiile (*) deducem din aproape în aproape 
că p b1, p b2, ..., p bm-1 şi din ultima relaţie din (*) am deduce că p an          
-absurd!. Analog, dacă p ∤ b0 şi p  c0 am deduce că p c1, p c2, ...,        
p ck-1 şi din ultima relaţie din (*) am deduce că p an -absurd. ∎ 
 
 Observaţia 4.19. Alegând un număr prim p≥2 şi n∈ℕ* atunci 
conform criteriului de ireductibilitate al lui Eisenstein polinomul         
Xn-pX+p∈ℤ[X] este un polinom ireductibil din ℤ[X]. 

Deci pentru orice n ≥1 în ℤ[X] găsim o infinitate de polinoame 
ireductibile de grad n. 
 
 
 În continuare vom prezenta metode de rezolvare a ecuaţiilor 
algebrice de grade 3 şi 4 cu coeficienţi din ℂ (adică a ecuaţiilor de 
forma   f~ (x)=0 cu f∈ℂ[X] iar grad(f)=3 sau 4). 
 1. Să considerăm la început ecuaţia algebrică de grad 3 cu 
coeficienţi din ℂ  scrisă sub forma  
                            (1)   x3+ax2+bx+c=0  cu  a∈ℂ.  

Dacă în (1) înlocuim y=x+
3
a  obţinem o ecuaţie algebrică în y 

de forma: 
                    (2)   y3+py+q=0 cu p, q∈ℂ. 

Fie acum θ o rădăcină a lui (2) (eventual într-o extindere K a lui 
ℂ, conform Corolarului 4.14.) iar x1, x2 rădăcinile ecuaţiei 
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                    (3)   x2 - θx - 
3
p = 0. 

Conform relaţiilor lui Viète avem  

                    (4)    x1+x2=θ   şi   x1x2= 3
p− . 

Înlocuind pe θ în (2)  avem că θ3+pθ+q=0 astfel că dacă ţinem 
cont de (4) obţinem x1

3+x2
3=(x1+x2)3-3x1x2(x1+x2)=θ3+pθ=-q şi cum       

x1
3x2

3=
27

3p− obţinem că x1
3 şi x2

3 sunt rădăcinile ecuaţiei x2+qx-
27

3p =0, 

adică  x1
3= - 

2
q +

274

32 pq
+  şi  x2

3= - 
2
q +

274

32 pq
+   de unde deducem 

: 

x1
(j)=εj 3

32

2742
pqq

++
−  şi  x2

(t)=εt 3
32

2742
pqq

+−
− , 0≤j, t≤2,  în care 

ε0, ε1, ε2 sunt rădăcinile ecuaţiei x3-1=0.  

Cum rădăcinile ecuaţiei x3-1=0 sunt 1 şi ε, ε2 (cu ε=
2

31 i+− ) 

deducem că rădăcinile ecuaţiei  (2) sunt   

 


















+−
−

+++
−

=

+−
−

+++
−

=

+−
−

+++
−

=

3
32

3
32

2
3

3
32

23
32

2

3
32

3
32

1

27422742

27422742

27422742

pqqpqq

pqqpqq

pqqpqq

εεθ

εεθ

θ

 

Astfel, rădăcinile lui (1) vor fi xi=θi - 3
a , 1≤ i ≤ 3. 

2. Să considerăm acum ecuaţia algebrică de grad 4 cu 
coeficienţi din ℂ: 
         (5)    x4+ax3+bx2+cx+d=0  (a, b, c, d ∈ℂ). 
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Notând y=x+
4
a  obţinem că y verifică o ecuaţie de forma 

        (6)     y4+py2+qy+r=0  cu p, q, r∈ℂ. 

Fie α un element dintr-o extindere K a lui ℂ a.î. scriind pe (6) 

sub forma        (7) (y2+
2
p +α)2-[2αy2-qy+(α2+pα-r+

4

2p )]=0 şi cel de al 

doilea termen să fie pătrat perfect, adică α să verifice ecuaţia de gradul 
3: 

              q2-8α(α2+pα-r+
4

2p )=0 ⇔  

         (8)  8α3+8pα2+(2p2-8r)α-q2=0. 

Pentru α ce verifică ecuaţia (8), ecuaţia (7) devine: 

             (9)   (y2+
2
p +α)2-2α(y-

α4
q )2=0  

iar rădăcinile lui (9) sunt rădăcinile ecuaţiilor y2-θy+(
2
p +α+

2
q )=0 

                   y2+θy+(
2
p +α-

2
q )=0 

cu θ rădăcină a ecuaţiei x2-2α=0. 
 Astfel, rezolvarea unei ecuaţii algebrice de grad 4 se reduce la 
rezolvarea unei ecuaţii de gradul 3 şi a două ecuaţii algebrice de grad 2.   
 
 
 
 
 

 
 
 


