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Introducere

Alegerea viitoarei meserii (in principiu, a facultétii ce trebuie ur-
matd) trebuie sd fie consideratd o decizie esentialda in evolutia vietii
fiecarei persoane. Daca optiunea este facuta avand la baza doar moti-
vatia materiala (un venit consistent si rapid), structura social economi-
ca a societatii la acel moment sau dorintele unor parinti prea autoritari,
de multe ori se ajunge la insatisfactie sau esec profesional. Nu spunem
cd aceste aspecte nu trebuie luate in seamad, dar ele nu trebuie sa fie
dominante in hotdrarea fiecaruia (oricum, la ritmul de schimbare a
configuratiei socio-profesionale actuale, ele pot fi ingeldtoare). E bine
sd alegem o specialitate care poate oferi posibilitatea de a lucra in mai
multe domenii, care este indispensabila dezvoltarii anumitor ramuri
economice, stiintifice, etc. Optiunea trebuie sd se bazeze in primul
rand pe o analizare critica a aptitudinilor, posibilitatilor, dorintelor
personale, deoarece profesiunea aleasd trebuie sd fie practicatd din
placere.

Alaturi de medic si preot, profesorul joacd un rol important in
viata fiecaruia. Daca primii doi au grija de sufletul si trupul nostru si
ne nvatd cum sa le ingrijim, dascélul ne indruma in a acumula expe-
riente, cunostinte, modeleaza gandirea, dezvoltd personalitatea, ofera
exemple de viata si criterii de valoare morald. Din acest motiv, profe-
siunea de dascal este una vocationala.

Marele matematician Grigore Moisil spunea ca profesorul este cel
care intr-o anumita disciplina, stie in fiecare zi mai mult decat ieri,
invatandu-1 pe altul ce stie el azi, il pregateste pentru ce va afla mdine
§i care poate sd fundeze ceea ce stie intr-o anumita disciplind, pe ceea
ce stie din celelalte discipline pe care aceasta se reazemad.

In cadrul pregitirii profesionale a unui profesor se imbina doui
laturi: cea stiintifica si cea pedagogica. Este evident ca un dascél bun
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trebuie sa fie o persoand cu o pregitire stiintifica bogata, bine funda-
mentatd, net superioara nivelului la care se predd. Chiar daca un pro-
fesor preda doar la gimnaziu, el trebuie sa cunoasca ceea ce se preda
la orele de matematica in liceu pentru a pregéti corespunzator elevii
facand legatura dintre notiunile predate de el si cele viitoare, asigurand
continuitatea Invatarii. Consideram ca cea mai mare raspundere in for-
marea abilitatilor si gandirii matematice a elevilor o are profesorul de
matematicd din gimnaziu. El este primul profesor de specialitate care
trebuie sa-i facad pe copii sa Indrageasca matematica si sa-i initieze cu
ribdare in tainele acesteia. Pentru aceasta, el are menirea dificild de a
transpune notiuni, greu de aprofundat 1n aceastd etapa, intr-un limbaj
accesibil varstei, fard a renunta la rigoarea matematica. Profesorul care
preda doar la liceu trebuie sd cunoasca exact notiunile predate in pe-
rioada gimnaziald, acestea fiind fundamentul pe care va cladi si va
dezvolta In continuare. De asemenea, este necesar ca el sa fie familia-
rizat cu metodele specifice de abordare a matematicii in gimnaziu
pentru a realiza o punte de legaturd cu noile metode din liceu. Tinand
cont de faptul ca notiunile din liceu devin din ce 1n ce mai abstracte
(analiza matematica, in special), profesorul trebuie sa creeze motivatii
puternice, sa puna accentul pe caracterul interdisciplinar al matemati-
cii, sd Incurajeze cautarea si cercetarea elevilor.

Daca profesorul pune accentul pe latura problematica a matemati-
cii, adica explica probleme care conduc la introducerea unor notiuni
noi sub forma precizata (de ce a aparut?, la ce foloseste?, de ce asa?),
se vor dezvolta motivatiile care stau la baza acestora. Cartile de cultu-
rd matematicd generala joaca aici un rol important. Spre deosebire de
manualele, revistele, culegerile de matematica care au o forma conser-
vatoare si rigida, acestea prezintd rezultate matematice sub o forma
mai placuta, stabilesc mai usor motivatii si conexiuni cu alte domenii.
Dintre aceste carti, este bine sa nu lipseasca din bibliografia de studiu
urmatoarele: Licuricii din adancuri, Aventura geometriilor neeucli-
diene, Istoria numarului pi (Florica T. Campan), Vraja geometriei de-
modate (Viorel Voda), etc.

Un prim pas in dezvoltarea creativitatii, inteligentei elevilor con-
std 1n Incurajarea acestora in a intreba (chiar dacd uneori raspunsurile
sunt elementare) fard a-i admonesta ca sunt obraznici sau a-i face sa se
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simta stanjeniti. Matematicianul Solomon Marcus subliniaza acest fapt
precizand ca ,.discursul matematic are totdeauna caracter deschis, ge-
nerator de intrebari. A invata sa te nedumeresti este lucrul cel mai im-
portant. Restul vine aproape ca un corolar.”

Atitudinea elevului relativ la invatarea matematicii trebuie sa fie
activa. El trebuie invatat sa gandeasca singur, sa abordeze si sd caute
solutii personale la anumite probleme sau demonstratii de teoreme pe
care apoi sd le confrunte cu altele. Acesta este si Tnceputul activitatii
sale de cercetare (care are loc la orice nivel, chiar si in gimnaziu). Ofe-
rirea unor ,,retete” sau solutii ,,de-a gata” nu dezvolta imaginatia, cau-
tarea, judecata elevilor. De exemplu, in cazul constructiilor ajutatoare
in problemele de geometrie, daca nu ,,se vede” modul de demonstratie,
printr-un lant de intrebari, adecvat alese, elevul poate gasi singur, la
un anumit pas, rezolvarea si, pentru a o retine, va avea o motivatie
mult mai profunda decat cea clasica ,.pentru ci asa se face”. In cadrul
concursurilor gcolare, am gasit de multe ori abordari originale care nu
urmeaza sablonul clasic, rezolvari inedite, care arata ca elevii sunt ca-
pabili de activitati creatoare Incepand chiar din cele mai mici clase.

Gandirea matematicd presupune capacitatea de a rationa in etape
riguros alcatuite, fiecare legatd de cele anterioare dar si capacitatea de
concentrare a atentiei pe durati mare. In acest sens, exercitiile de cal-
cul suficient de lung, atat de desconsiderate de multi, le dovedesc ele-
vilor cat sunt de pregatiti in canalizarea atentiei si concentrarea asupra
lucrului curent. Concursul ,,Cangurul” cere si el atentie si concentrare
maxima; printre altele, participantii afla cat de importanta este citirea
cu atentie a enuntului unei probleme. Elevii trebuie sa fie constienti de
faptul ca greselile de calcul conduc la penalizari, chiar daca rationa-
mentul este corect; ei au datoria ca, prin exercitiu personal, sa-si dez-
volte capacitatea de concentrare.

Problemele de tipul ,,unde este greseala?” contribuie atat la for-
marea spiritului de rigoare cat si la testarea cunostintelor asimilate. De
asemenea, dacd vom propune analizarea unor texte matematice din
carti, reviste de specialitate, lucréri ale elevilor sau ale profesorului,
elevii vor putea comenta forma estetica, modul de expunere, neclari-
tatile, ambiguitatile, eventualele greseli si se vor acomoda cu studiul
stiintific. Astfel, ei vor cerceta invatand.



Tinand cont de influenta tehnicii computationalizate in viata cu-
rentd, profesorul de matematica trebuie sa puna accentul pe dezvolta-
rea gandirii algoritmice a elevilor.

Formarea capacitatii de abstractizare este un alt deziderat in acti-
vitatea desfasurata la orele de matematica. Procesul incepe inca din
gimnaziu prin exercitii de recunoastere a unor notiuni, formule, pro-
prietdti, teoreme, indiferent de notatie. Pentru aceasta, este important
sd exprimam §i in cuvinte orice enunt formulat simbolic (mai ales la
analizd matematicd si algebra). Chiar dacad redactarea simbolica este
de cele mai multe ori mai concisa, riguroasa si comoda, pentru a fi
retinutd si aplicatd 1n alte demonstratii ea trebuie inteleasa in profun-
zime. Enuntul matematic transpus numai in cuvinte face apel la un
limbaj mult mai familiar elevilor si evidentiaza in mod direct semnifi-
catia avutd in vedere, facand apel atat la logica cat si la intuitia fie-
caruia.

Doar pregatirea stiintificd superioara a unui cadru didactic nu re-
prezintd garantul unui profesor bun. Esentiala este si capacitatea de a
comunica elevilor cunostintele, de a le prezenta intr-o forma accesibila,
comoda, motivata, care sd conduca la obtinerea unor rezultate cat mai
bune. Pentru aceasta, profesorul trebuie sa cunoasca psihologia copilu-
lui, sa-si perfectioneze metodica de predare-invatare-evaluare, deti-
nand notiuni de pedagogie; sa aiba tact; sa fie deschis la nou.

Profesorul de matematica nu are menirea doar de a-i invita pe e-
levi matematica. El trebuie sa le sublinieze acestora rolul disciplinei in
dezvoltarea societatii, oferind motivatii puternice invatarii; prin meto-
dele de lucru si limbajul stiintific, el dezvolta inteligenta, spiritul crea-
tor, talentul elevilor, 1i Invata sd gandeasca logic, sd caute adevarul si
noutatea, sa lucreze singuri, dar si in echipa. De asemenea, el trebuie
sd le dezvolte spiritul de obiectivitate, de corectitudine, de etica, fiind
un exemplu pentru ei in acest sens.

Lucrarea de fatd dezvolta ideile prezentate si incearcd sa ofere o
privire de ansamblu asupra actualelor tendinte de dezvoltare a didac-
ticii matematice. Ea face subiectul cursului Didactica matematicii din
programa studentilor anului Il matematica ai Facultatii de Matemati-
ca-Informatica din Craiova. Deoarece am conceput-o si ca un ghid
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pentru tinerii profesori in activitatea desfasurata la clasa si pentru
pregiatirea examenelor de definitivat, de gradul al Il-lea, de titulariza-
re, am inglobat tematica precizatd la metodica in programele cores-
punzatoare la momentul editarii. Se pare ca in prezent, conceperea
unei lucrdri nu poate tine pasul cu modificarile aparute in sistemul de
invatamant; acesta este motivul pentru care pot aparea anumite diver-
gente Intre unele probleme tratate in carte si cele specificate in docu-
mentele scolare, dar principiul didactic are o remanentd mult mai mare;
de obicei forma se schimba mai repede decat fondul.

La inceput, cartea prezintd conceptul de didacticd si principiile
acesteia, oferind pentru fiecare dintre ele cateva exemple de aplicare
ale acestora.

Pentru studierea metodicii matematice, capitolul al Il-lea este
esential. El oferd informatii legate strict de pedagogia predarii-invata-
rii acestei discipline, fiind mentionate sarcinile didacticii matematicii
si strategiile didactice. Dintre metodele didactice, sunt selectate doar
cele frecvent intalnite 1n activitatea unui profesor de matematica, pro-
punand exemple practice de aplicare ale acestora. Rolul mijloacelor de
invatamant in activitatea de predare-invétare-evaluare este subliniat
prin modele practice la clasele a VI-a si a VII-a. Obiectivele educa-
tionale, fundamentale 1n obtinerea unui proces educativ cu un randa-
ment ridicat, sunt tratate in mod traditional, dar si tindnd cont de
reforma curriculard din invatamant, subliniind rolul obiectivelor ope-
rationale In realizarea strategiilor procesului de instruire pe termen
imediat (la fiecare lectie), cu importantd maxima in evaluarea tacticii
alese.

Capitolul III prezintd finalitatile sistemului romanesc de invata-
mant si problemele actuale, caracteristice reformei curriculare din in-
vatamant: planul-cadru, finalitati pe cicluri curriculare, curriculum la
decizia scolii. Produsele curriculare sunt prezentate in forma lor ac-
tuald (pentru anul scolar 2006-2007), putand varia, in functie de modi-
ficarile ce pot surveni pe parcurs.

Esenta unei proiectdri corecte, riguroase a activitatilor instructive
consideram ca nu este trecatoare, ci doar forma ei de redactare (ceruta
la un anumit moment). Ceea ce trebuie avut in vedere cand parcurgem
capitolul al IV-lea, nu este grija de a avea ,,documentele la zi”, ci efor-
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tul constant de a te pregati pentru fiecare lectie sustinuta la clasa, chiar
dacad ea a fost predatd multi ani: o lectie care trateaza o tematica stabi-
litd devine diferitd ca mod de abordare in functie de clasa la care este
predata si de experienta noastra pedagogicd acumulata. Tinand cont de
acest fapt, putem elimina atributul de ,,monoton” legat de activitatea
de predare a matematicii. Capitolul mai furnizeaza o forma de proiect
pentru o unitate de Invatare i a unui optional.

Chiar daca forma actuala de proiectare este unitatea de nvatare,
forma fundamentala este lectia. In capitolul V sunt prezentate tipurile
clasice de lectie, punand accentul asupra evaludrii eficientei acesteia.

Procesul de verificare si evaluare in procesul de invataméant este
esential in evaluarea rezultatelor scolare, in stabilirea eficientei activi-
tatii de predare-invatare. In acest cadru sunt precizate criterii de grada-
re a evoludrii performantelor scolare, sunt prezentate metode traditio-
nale si complementare de verificare si evaluare si este subliniat rolul
itemilor Tn formularea unor teste docimologice cat mai performante.

Capitolul VII subliniaza cateva aspecte ale comunicarii didactice:
relatia profesor-elev, latura psihopedagogicd a comunicarii.

Definirea corectd a notiunilor matematice este esentiald in intele-
gerea conceptelor de baza. Elevii nu trebuie sa reproduca mecanic de-
finitiile introduse ci trebuie sd ajunga sa le foloseasca in cazuri con-
crete care nu specifica cadrul capitolului tematic in care se incadreaza.
In capitolul VIII sunt prezentate: elementele structurale ale unei no-
tiuni, legatura dintre acestea; raporturile existente Intre diferite notiuni;
tipuri de definire a unui concept, fiecare Insotit de exemple; operatiile
logice de diviziune a notiunilor si de clasificare a obiectelor.

Deoarece limbajul matematic se realizeaza folosind limba romana,
se spune ca limba roméana este metalimbajul folosit in studiul limbaju-
lui-obiect, cel matematic. Acestea se intrepatrund de cele mai multe
ori in sensul ca orice text matematic are o componenta naturala (limba
romand) si una artificiala (simboluri, formule, etc.). Tinand cont de
faptul ca la baza expunerii matematice (definitii, teoreme, demonstra-
tii) stau propozitiile logice, am considerat necesara introducerea unui
capitol de logica matematica. Capitolul IX subliniaza succint rezultate
importante legate de calculul propozitional, predicate si rationament
matematic. Elevii trebuie sd stie s formeze propozitii corecte din
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punctul de vedere al logicii matematice; sa diferentieze propozitiile
logice de predicate; sa identifice cuantificatorii logici Intr-un text ma-
tematic si sa efectueze corect operatia de negare a unei afirmatii, ope-
ratie cu rol esential in rationamentul prin reducere la absurd; sa dis-
tingd ipoteza de concluzie, conditia necesara de cea suficientd; sa ge-
neralizeze un concept; sd inteleagd ideea de reciproca a unei teoreme;
sa rationeze deductiv.

Aplicatiile cuprinse in capitolul al X-lea evidentiaza aria larga de
aplicabilitate a doud metode de rationament deductiv: reducerea la
absurd si inductia matematica.

Ultimul capitol este rezervat rezolvarii de probleme. Temele trata-
te pot constitui capitole in cadrul unor optionale, activitati suplimen-
tare de pregatire a elevilor pentru concursurile scolare, puncte de por-
nire in activititi de cercetare ale scolarilor. Atat principiul lui Dirichlet
cat si principiul includerii si excluderii sunt metode des intalnite in re-
zolvarea problemelor propuse la olimpiade. Problemele de loc geome-
tric si cele de constructii cu rigla si compasul sunt doar doua tipuri de
aplicatii care si-au pierdut importanta in programele actuale dar au o
contributie majora in dezvoltarea intuitiei, rationamentului, intelegerii
proprietatilor geometrice si stabilirii de legaturi interdisciplinare (de
exemplu, numérul de aur).

Multumim pe aceasta cale tuturor dascalilor care au contribuit
prin exemplul lor de adevarati profesionisti la formarea noastra stiin-
tifica si metodica.
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CAPITOLUL I

Didactica. Principiile didacticii

1.1. Conceptul de didactica

Didactica este o ramura a pedagogiei care se ocupa cu studiul
procesului de invatdmant, principala modalitate de realizare a instruirii
si educatiei.

Din punct de vedere etimologic, cuvantul ,.didactica” provine din
termenii grecesti didaskein = a invata, didactikos = instructie, instru-
ire, didasko = invatare, invatamant, didactike = arta invatarii.

Conceptul de didactica a fost consacrat de Jan Amos Comenius
(1592 - 1670) in lucrarea sa ,,Didactica Magna”, publicatd in anul
1657. Prin principiile inovatoare pe care le sustinea, Comenius a
produs modificari revolutionare n teoria §i practica invatdmantului si
este considerat ,pdrintele didacticii moderne.” Conform parerii sale,
invatamantul reprezenta principala formd de realizare a educatiei.
LArta de a-i invdta pe toti de toate” consta in opinia sa in introducerea
metodica, sistematica, dupd anumite principii, a tinerilor in tainele
cunoasterii, ale stiintei, bunelor moravuri si pietatii. El propune ca
insusirea cunostintelor sa se faca treptat, gradat, printr-o continua
extindere a volumului de informatie, asemenea unor cercuri concen-
trice. Pe baza teoriei cercurilor concentrice a elaborat un plan de
invatamant si programe scolare. Tot el a fost cel care a introdus siste-
mul vacantelor, a folosit expresia de ,,an scolar” si a fixat data
inceperii studiilor la 1 septembrie. El nu a fost doar preocupat de pro-
bleme de ordin administrativ ci si de cele legate de obiectivele, prin-
cipiile, continutul, metodele si formele de organizare ale activitatii
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instructiv-educative, oferind profesorului orientare si instrumente de
lucru.

In semn de recunoastere a valorii deosebite a operei sale pedago-
gice putem mentiona cd medalia ,,Comenius” este unul din cele mai
prestigioase premii ce se acorda pentru realizari deosebite in domeniul
cercetdrii si inovatiei educationale. In Cehia, tara sa natala, de ziua de
nastere a marelui pedagog, 28 martie, se sarbatoreste ,ziua profe-
sorului.”

Dintre pedagogii care au continuat ideile pedagogice ale lui
Comenius se distinge Johann Friedrich Herbart (1776 - 1841), filozof
si psiholog german, fondator al pedagogiei, ca disciplind stiintifica. El
este primul care elaboreaza o teorie a interesului, considerand intere-
sul ca verigd esentiald intre idee si actiune. Pentru el, latura cea mai
importanta a educatiei este invatamantul. Meritul sdu este acela de a fi
incercat sd identifice un algoritm procedural care sa faciliteze procesul
de predare si asimilare a cunostintelor.

In prezent, didactica reprezinta o ramuri complexi a stiintelor
educatiei. Ea studiaza si fundamenteaza stiintific analiza, proiectarea,
desfasurarea si evaluarea predarii si invatarii ca proces de instruire si
educare in scoli, alte institutii, cit i prin autoinstruire.

Domeniul de cuprindere al conceptului de didactica este in zilele
noastre largit, fiind stabilite niveluri ale didacticii: didactica traditio-
nala sau clasica si didactica moderna sau psihologica.

Didactica clasica studiaza esenta procesului de invatdmant, cu
scopul si sarcinile sale, continutul Invatdmantului, principiile, metode-
le si formele organizatorice ale activitatii instructiv-educative, organi-
zarea invatamantului (clasa, scoala si sistemul educational), profesorul.

Didactica modernid inglobeaza intreaga sfera de cuprindere a
didacticii traditionale si 1si extinde continutul cu teme noi, cum ar fi:
didactica adultilor, instruire si autoinstruire asistatd de calculator,
programarea pedagogica.

Astfel, didactica, ramura a stiintelor educatiei, studiazd patru mari
domenii:

e inviatdimantul in ansamblul sau, pe toate treptele de scolarizare
si autoinstruirea, caz in care se numeste didactici generala.
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e procesul de invataimant din perspectiva pedagogica a predarii
si Invatarii obiectelor de studiu, situatie in care poartd numele de
didactica speciald sau metodica.

o didactica adultilor

e autoinstruirea.

Didactica generala sintetizeaza experienta pozitiva acumulata in
practica scolard, oglinditd in metodici si elaboreaza reguli valabile
pentru procesul de invitimant, in ansamblul sau. in acelasi timp, ea
asigura baza dezvoltarii didacticilor speciale si a adultilor cu care se
afla in relatii de interdependenta. De fapt, didacticile speciale si didac-
tica adultilor pot fi considerate subramuri ale didacticii generale.

1.2. Principiile didacticii

Principiile procesului de invdtamdnt sau principiile didacticii
sunt norme generale care stau la baza proiectdrii, organizarii si
desfasurarii activitatilor de predare — invatare, in vederea realizarii
optime a obiectivelor educationale.

Principiul participdrii congtiente §i active a elevilor in activitatea
de predare-invatare-evaluare.

Premisa de la care se pleaca in acest principiu este ca elevul tre-
buie considerat un subiect al invatarii, implicat si cointeresat activ in a
cunoaste si a face. Cunoasterea prezintd mai multe niveluri:

e mecanica — recepteaza, retine si foloseste informatia in mod

brut (de exemplu o reguld).

e inductiva — foloseste regula de mai multe ori si vede ca func-

tioneaza corect, inclusiv in circumstante mult schimbate.

e rationala — intelege mecanismul §i poate sa aplice regula cu

oarecare variatii.

e infegrativa — inglobeazd regula intr-un sistem si poate sd o

foloseasca adaptand-o creativ.

Invitarea constientd se bazeazd in primul rdnd pe structura
cognitiva preexistentd a elevului si pe natura materialului de invétat.
Trebuie descurajatd insusirea mecanica a cunostintelor. De aceea, in
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procesul de predare—invatare-evaluare, profesorul trebuie sa parcurga
urmatoarele etape principale:
e sa reactualizeze atent cunostintele anterioare ale elevilor care
1i sunt necesare;
e sa marcheze, cand este cazul, ca aceste cunostinte pot fi com-
pletate Intr-o anumita directie;
e sd prezinte cunostintele noi pe pasi: itemi usor de invatat suc-
cesiv, dar cu semnificatia lor logica;
e sd se asigure cd fiecare secventd este urmarita atent si consti-
ent, realizandu-se reconexarea logica a secventelor;
e sa verifice prin exercitii sau intrebari nivelul de intelegere;
e sa fixeze noile cunostinte 1n structura cognitiva a elevului.

Principiul caracterului intuitiv al invatamdantului.

Conceptul de intuitie in psihologie si in pedagogie are sensul de
cunoastere directd, prin intermediul analizatorilor, al obiectelor si
fenomenelor. Intuitia se concretizeazd intr-o imagine care este tot-
deauna concreta, individualizata. Ca urmare, concretetea poate fi de
ordin obiectural (un obiect poate fi atins, vazut, manipulat), dar si de
ordin logic (unele cuvinte sunt mai concrete sau mai abstracte, de
exemplu conceptul de caiet este mai concret decét cel de relatie).

Elevii trebuie sa treacd prin etapa operarii directe cu obiecte sau
imagini ale acestora pentru a ajunge la nivelul gandirii abstracte.

De exemplu, in clasa a VI-a, se introduce in mod intuitiv simetria
in raport cu un punct sau o dreaptd. Pentru a diversifica activitatea, se
pot studia axele si centrele de simetrie pentru figuri simple: litere,
panouri rutiere, logo-uri (Volkswagen, Chrysler, de exemplu).

Rolul axelor si centrelor de simetrie poate fi evidentiat recon-
stituind figuri care au fost partial sterse, dar la care se cunosc centrele/
axele de simetrie, realizdnd frize sau modele obtinute prin constructia
simetricului figurii alese in raport cu un punct si/sau o dreaptd data.
Cu aceste exercitii se evalueaza nivelul de intelegere al notiunilor
predate, elevul fiind nevoit s aplice practic cele Invatate.

De asemenea, rezolvand in clasa a VIll-a sisteme de inecuatii
liniare (cu 2 necunoscute) mai Intdi pe cale grafica, se intuieste mai
usor modul de determinare a solutiilor (daca ele exista).
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La descrierea corpurilor geometrice se pot folosi exemple atrac-
tive, care fac legatura cu alte discipline si care oferd si informatii noi.
De exemplu, la piramidele patrulatere regulate putem considera doua
piramide celebre, precizand si dimensiunile lor: piramida lui Keops
(Ah=138 m, b=230 m) si cea de la Luvru (£2=21 m, b=34 m).
Pentru acestea, cerem:

e sd se calculeze volumele si sa se compare (de céte ori este mai
mic volumul piramidei Luvrului decét cel al piramidei lui Keops);

e sd se afle aria totald a placilor de sticld care acopera piramida
de la Luvru.

La prezentarea conului putem folosi exercitii de tipul:

e Palariile chinezesti au forma unui con in care indltimea este
egald cu raza cercului de baza. Aflati unghiul de la varful conului;

e Vulcanul Orono din Chile are forma unui con aproape perfect
de inaltime s =266 m. Stiind ca masura unghiului de la varf este de
aproximativ 130°, calculati raza cercului de baza;

e Zona de protectie a unui paratraznet este un con a carui inalti-
me este jumatate din lungimea razei cercului de baza. Presupunem ca
un paratraznet este situat la 30 m de sol, pe o cladire aflatd la 24 m
distantd de o casd. Dacd consideram ca terenul este orizontal, putem
preciza daca acea casa este situata in totalitate in conul de protectie al
paratraznetului? Ce mai trebuie sa determinam pentru a putea da un
raspuns la problema propusa?

Consideram ca la corpuri geometrice cum sunt piramidele si pris-
mele, foarte importante sunt desfasurarile plane ale acestora.

Elevii 1si pot dezvolta reprezentarea spatiald, imaginatia, incer-
cand ca din anumite desfasurari plane sa vada daca se pot reconstitui
piramide §i prisme.

In enuntarea definitiilor sau teoremelor putem folosi exemple si
reprezentari intuitive, iar In demonstratii si in rezolvarea problemelor
anumite analogii utilizate pot crea un sprijin intuitiv pentru elevi.

O latura importanta a principiului enuntat este analiza raporturilor
dintre general si particular. Prin anumite particularizari putem intui ce-
rinta unei probleme. De asemenea, unele probleme admit generalizari.
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Principiul legidrii teoriei de practica.

Spre deosebire de alte stiinte cum ar fi biologia, fizica, chimia,
legaturile matematicii cu realitatea nu sunt atat de usor de remarcat.
Conexiunile bilaterale existente intre aceasta si multe alte stiinte, 1-au
determinat pe academicianul Solomon Marcus sd denumeasca mate-
matica ,,0 punte de legatura intre toate disciplinele”.

In acest sens, anumite domenii ale matematicii au aparut din ne-
voia de a lamuri unele situatii ivite Tn cadrul altor discipline. Astfel:
calculul integral si diferential isi bazeaza conceptele fundamentale pe
necesitatea rezolvarii unor probleme de mecanica; teoria matematica a
jocurilor de strategie a fost initiata in timpul celui de-al doilea razboi
mondial pentru a solutiona probleme de tacticd si strategie militara;
teoria probabilitatilor a pornit de la studiul jocurilor de noroc s§i s-a
dezvoltat in cadrul mecanicii, fizicii, economiei, lingvisticii.

Deoarece matematica ajutd doar acele domenii de activitate care
sunt suficient de dezvoltate si ajung la studiul aspectelor structurale,
sistemice, ea este consideratd de domnul Marcus ,,0 stiinta aristocra-
tica”. Activitatea matematicianului conduce la crearea unor universuri
care aparent nu au legatura cu lumea reald; ele trebuie totusi cercetate,
chiar daca 1n acel moment sunt lipsite de semnificatie. Acesta este, de
exemplu, cazul teoriei geometriilor neeuclidiene care si-a gasit sensul
in momentul 1n care a fost elaboratd teoria relativitatii, a studiului
algebrelor Boole cu aplicatii in tehica computerelor.

Uneori, apare si situatia inversa: matematica nu este suficient de
pregatita pentru a sustine rezultatele obtinute in cadrul unor discipline
nematematice. In astfel de cazuri au aparut ramuri noi matematice, in
general la granita dintre aceste discipline.

Sublinierea caracterului puternic interdisciplinar al matematicii
creazd motivatii puternice pentru invétarea acesteia. Elevii vor realiza
ca domeniile de aplicabilitate sunt foarte numeroase si ca profesia de
matematician ofera variate posibilitati, dacd nu in prezent, mai mult ca
sigur, in viitor.

Notiunile matematice predate n scoald asigura bagajul necesar
frecventarii cursurilor unei facultiti care studiaza discipline ce aplica
aparatul matematic in teorie si practica. Aici, studentii vor Intalni apli-
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catii complexe ce modeleaza matematic procese tehnologice din diver-
se domenii (tehnic, informational, economic, lingvistic, medical, etc.).

Principiul corelatiei dintre teorie si practica subliniaza faptul ca tot
ceea ce se Insuseste in activitatea didactica trebuie valorificat in activi-
tatile ulterioare, fie ca acestea sunt activitati de invatare sau activitati
materiale.

In cazul matematicii scolare, latura practica este considerata a fi
alcatuitd din algoritmi ce se obtin In urma unei teorii prezentate, din
seturi de exercitii §i probleme, etc.

Este indicat sa se sublinieze aplicatii ale matematicii in viata
curenta (calcule, masuri, dobanzi, ecuatii, etc.). De exemplu, in clasa a
Vl-a, elevii incep sa studieze despre ,,rapoarte si proportii”. Aceasta
tema presupune multe aplicatii practice. Este evident ca toti vor lega
notiunea de procent de exercitiile cu continut economic. Mai putem
considera urmatorul exercitiu (la nivelul clasei a VII-a):

Mergand cu masina, intdlnim la un moment dat un panou de
semnalizare rutierd care avertizeazd cd urmeazd o cobordre pericu-
loasa (panta specificata este de 10%). Determinati masura unghiului
a al pantei.

Procentul din enunt reprezintd raportul dintre diferenta de altitu-
dine a doua puncte (unul pe planul inclinat si celalalt la baza acestuia)
si distanta orizontala dintre acestea. Astfel, tgar =0,1. Folosind tabe-

lele trigonometrice, obtinem o valoare aproximativa o = 5°42'. Pro-
blema poate fi pusa si invers: stiind masura unghiului, sa se determine
panta corespunzatoare.

Marimile direct §i invers proportionale sunt intalnite si ele in
situatii variate. Astfel, se pot rezolva multe exercitii i probleme care
modeleaza situatii cotidiene (probleme de tipul ,la cumparaturi”,
»echipe de muncitori”, de deplasare, de transport).

Elevii au folosit deja harti la istorie, geografie, au vazut in manu-
alul si atlasul de biologie imagini realizate cu ajutorul microscopului
electronic. Putem defini scara de realizare a unei harti ca fiind rapor-
tul dintre unitatea de distantd de pe harta si distanta corespunzatoare in
realitate. Ca aplicatii practice, putem propune: calcularea distantei
minime dintre doud orase avand la dispozitie o harta rutiera, citirea si

17



realizarea planului unui apartament (sunt activitati pe care, in mod
sigur, le vor efectua la un moment dat).

In clasa a VII-a, rapoartele si proportiile sunt formate cu lungimi
de segmente. Trebuie subliniate aici aplicatii ale teoremei lui Thales si
ale reciprocei sale: determinarea inaltimii unui copac, turn (se poate
aminti modul Tn care Thales calcula inédltimea unei piramide folosind
un bat); impartirea unui segment intr-un raport numar rational dat; ga-
sirea lungimii unui segment; demonstrarea paralelismului unor drepte.

Reprezentarea datelor prin grafice (cu bare) si elementele de or-
ganizarea datelor predate in clasa a VI-a, se continua in clasa urma-
toare folosind tabele, diagrame si grafice pentru reprezentarea anumi-
tor dependente functionale. Elevii au intalnit deja astfel de reprezen-
tari la alte materii (istorie, geografie, biologie, fizicd). Consideram ca
este important ca ei sd poata ,,citi” si realiza grafice, histograme, dia-
grame circulare, piramide de populatie; sa inteleaga semnificatia mate-
matica a acestora; sa stie domeniile in care este recomandata folosirea
fiecarui tip de reprezentare prezentat. Prin aceste activitati, elevii se
vor familiariza cu cateva notiuni introductive de statistica.

De asemenea, notiunile de calcul vectorial, numerele complexe,
calculul ariilor figurilor plane si de rotatie in jurul lui Ox, al volumelor
corpurilor de rotatie, determinarea lungimii arcelor de curba, a centre-
lor de greutate ale placilor, lucru mecanic, etc., predate in liceu, au
mare aplicabilitate in fizicad i mecanica.

Principiul invdtamantului sistematic si continuu.

Invatamantul sistematic si continuu este realizat de planurile de
invatdmant, la nivelul ansamblului mai multor discipline; de programa
analitica, pentru structurarea disciplinei §i a capitolelor acesteia; de
planurile de lectii realizate de fiecare profesor.

Cunostintele noi trebuie sa aiba legiaturd cu ceea ce s-a insusit
pana la momentul respectiv (realizindu-se continuitatea invatarii).
Deoarece acestea se integreaza treptat, in sisteme din ce in ce mai
complexe, se ajunge la sistematizare.

De exemplu, predarea primitivelor presupune o sistematizare pen-
tru fiecare din lectiile: calculul primitivelor, care are o sistematizare
proprie, primitivarea prin parti si schimbarea de variabile. Dupa ce se
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dobandesc aceste cunostinte este necesard o sistematizare care le
include pe toate si care mai contine in plus reguli de aplicare succesiva
a metodelor respective: integrarea functiilor rationale, a functiilor tri-
gonometrice, etc.

Predarea sistematicad poate fi asiguratd prin nsasi logica de
constituire a disciplinei. Ordonarea unei discipline poate fi liniara - se
predau cunostintele fara a se reveni i a imbogati fondul initial; con-
centrica sau in spirala - se revine la fondul initial de informatii care se
amplifica cu noi date ce pot fi asimilate la varste diferite; genetica sau
istorica - se prezintd procesele si fenomenele in raport cu tempora-
litatea istorica.

Sistematizarea in spirald este preferatd in predarea matematicii.
Cunostintele de algebra si de geometrie dobandite in primele clase
asigura formarea unei structuri cognitive operationale si a unei baze
acceptabile de modelare intuitiva. Aceste discipline sunt continuate si
sistematizate apoi in liceu. La sfarsitul clasei a X-a se considera ca s-a
realizat o structurd cognitiva suficienta predarii analizei i algebrei
abstracte. Acestea, fiind materii ce se predau In anii terminali contin
multe teme ce nu se mai pot organiza in spirald, preferand ordonarea
liniara.

Principiul insusirii temeinice a cunogstintelor.

Indeplinirea acestui principiu presupune ci elevul poate folosi
cunostintele dobandite 1n activitati ulterioare aplicative cat si la auto-
instruire.

Pentru a asigura o invatare temeinica si durabila se cere:

e 0 atentd dimensionare a cantitatii si calitatii informatiei date si

a cerintelor;

e informatia trebuie introdusa graduat, valorificindu-se de fie-

care data vechile date, prin corelare cu cele noi;

e reanalizarea notiunilor dobandite prin recapitulare;

e stimularea motivatiei i cresterea capacitatii de autoevaluare.

In concluzie, acest principiu se opune superficialitatii in invitare:
invatare 1n salturi, cu lacune, invatare formala.
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Principiul respectarii particularititilor de virstd si individuale.

Actul de comunicare intre profesor si elev se face pornind de la
niveluri diferite de dezvoltare a gandirii. Astfel, profesorul trebuie sa
isi conceapa lectia In vocabularul si in formele de géandire specifice
elevului de diferite varste.

Pentru aceasta trebuie sa se tind cont de reperele psihogenetice
relevante pentru dezvoltarea intelectuala:

e pana la 6-7 ani domina gdndirea in imagini, cantonata in con-
cret si In actual, care acumuleaza informatii prin perceptie, dar acestea
raman disparate.

e intre 6-7 ani si 11 ani copilul are o gdndire concreta: perceptia
lucrurilor ramane globala, domind operatiile concrete (de exemplu,
verificarea proprietatii de tranzitivitate a unei relatii o poate face pe
elemente concrete, nu pe un material pur verbal); anumite rationamen-
te deductive de genul ,,daca... atunci” pot fi realizate pe exemple; cla-
sificarile se realizeaza pe baza unui singur criteriu, rationamentul este
progresiv, de la cauza la efect.

e gdndirea formald, abstracta incepe sa se contureze pe la 10-11
ani §i devine sistematica pe la 14-15 ani: se dezvolta demersul ana-
litico-sintetic; se multiplicd punctele de vedere; stapaneste instrumen-
tele deductive; se instituie demersul ipotetico-deductiv; clasificarile se
realizeazd pe mai multe criterii; alterneaza rationamentele directe cu
cele inverse; demersul progresiv cu cel regresiv.

e 1in perioada adolescentei, intre 14-15 ani i 18-19 ani, gdndi-
rea devine din ce In ce mai independentd si creativd. Inteligenta
teoreticd permite elevului sd elaboreze judecdti de valoare, sa-si puna
probleme si si le rezolve; poate efectua rationamente de toate catego-
riile: ipotetico-inductive si combinatorii, generalizind operatiile de
clasificare si seriere.

De exemplu:

1. Notiunea de ecuatie poate fi introdusd prin mai multe feluri:
intuitiv (o balanta care 1si echilibreaza bratele in conditii definite), in
clasele primare; ca o egalitate valabild pentru anumite valori date lite-
relor, In gimnaziu; ca un predicat in care apare o singura data semnul
»egal”, in liceu.
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2. Formulele de calcul prescurtat nu reprezintd doar formule ce
trebuie memorate, ci ele rezultd Tn urma unui rationament care poate fi
oricand refacut. Daca lucram 1n planul simbolurilor sau al semnelor
intr-o etapa mai timpurie de dezvoltare intelectuald (inainte de varsta
de 10 ani) riscam sa pierdem semnificatia acestora.

3. Incercarea de a prefigura notiuni de teoria multimilor la pre-
scolari s-a soldat cu un esec deoarece copilul, la aceasta varsta, nu se
poate desprinde de referinta obiecturald si nu poate atinge notiunea
abstracta introdusa (de exemplu, notiunea de element al unei multimi).

Mai mult, existd ritmuri diferite de asimilare in clasa, niveluri
diferite de inteligenta scolara si de motivatie de care trebuie sa se tina
cont. Fiecare profesor are obligatia de a trata diferentiat, In functie de
calitatile psihice individuale, fiecare elev. In acest scop se pot folosi
mai multe procedee, cum ar fi:

1. actiuni individualizate subordonate activitatilor frontale —
profesorul are in atentie cativa elevi, in timp ce ceilalti continua sa-si
realizeze sarcinile;

2. actiuni individualizate in cadrul procesului de invatamdnt,
dar realizate in afara acestuia — teme diferentiate pentru acasa, reco-
mandarea unei bibliografii suplimentare;

3. activitati pe grupe de nivel — impartirea clasei in grupe relativ
apropiate sub aspectul potentialului intelectual, fiecare cu sarcini di-
ferite, pe masura grupelor respective;

4. activitati in clase speciale — pentru elevi cu abilitati deosebite
sau pentru elevi cu handicapuri.

Principiul accesibilititii cunostintelor, priceperilor si deprinde-
rilor.

Principiul accesibilitatii este o consecintd a principiului precedent
si presupune ca materialul prezentat sa poata fi asimilat la varsta res-
pectiva, pe baza cunostintelor anterioare, n timpul prevazut, iar activi-
tatile cerute elevilor sé se poata realiza fard a diminua timpul necesar
pentru odihna, divertisment, alte activitati desfagurate de catre elev.

Ca urmare, profesorul trebuie sa capteze atentia elevului prin ex-
plicatii, conversatie euristicd; definirea oricdrei notiuni sa fie insotita
de exemple, de reprezentari intuitive.
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Principiul conexiunii inverse.

Pentru a putea controla activitatea de Invatare-predare si a o opti-
miza, este necesard evaluarea sa. Aceasta se realizeaza prin: stimula-
rea elevilor la autoevaluare, verificarea continud a temei si prin valo-
rificarea ,,greselilor.” Profesorul trebuie sa sublinieze erorile tipice ce
pot aparea Intr-o secventa de cunostinte pentru a preveni aparitia lor.

Principiul caracterului stiintific al invatimdantului matematic.

Acest principiu este asigurat in primul rand de corectitudinea in-
formatiilor matematice ce provin, in special, prin manuale, de nivelul
de rigoare adoptat in predarea matematicii si de insusirea unui limbaj
stiintific, cel specific disciplinei.

Principiul motivatiei optime.

Orice actiune de invatare scolara prezintd doua aspecte: aspectul
motivational si aspectul procesual al invatarii.

Exista o lege a optimului motivational. Cum orice act de nvatare
este plurimotivat, din compunerea motivelor §i imboldurilor apare un
grad de motivatie fatd de sarcina respectivd, care capatd expresie
concretd Intr-o anumita mobilizare energeticd numita nivel de activare
cerebrala. Sub un nivel minim de activare invatarea nu are loc; randa-
mentul creste paralel cu nivelul activarii pana la un nivel critic, dupa
care, un plus de activare conduce la un declin al prestatiei. Exista
astfel un optim motivational, situat intre nivelul minim si cel maxim al
activarii, care diferd de la o persoana la alta in functie de gradul de di-
ficultate al sarcinii, de aptitudini, de echilibrul emotiv, temperamental.

Practic, invétarea are la baza motive externe, cum ar fi lauda, nota,
pedeapsa, cat si motive interioare (enumerate mai sus). Nivelul de mo-
tivare este intretinut si de constiinta unui spor de cunostinte, de nevoia
de deprinderi de tehnici, de crearea unor situatii problema, de demon-
stratii.

Principiul problematizarii.

Acest principiu este introdus de metodistii de specialitate fiind
caracteristic predarii matematicii, el neregasindu-se in sistemul princi-
piilor didacticii.
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In matematica, un exercitiu presupune in general o abordare al-
goritmicad (operatii de recunoastere, transfer specific, aplicare simpla
de proprietiti), pe cand o problema presupune o abordare euristica
(operatii de analiza, sinteza, evaluarea unor variante). Problemele sunt
considerate in matematica scolara concretul.

Principiul problematizarii presupune realizarea unei corelatii intre
teoria matematica si probleme. De obicei, procesul de predare trebuie
sd Tnceapd cu crearea unei situatii problematice care sd justifice
demersul rezolutiv, activizeaza si constientizeaza elevii. Aceste situatii
problematice se transforma pe parcursul predarii si invatarii teoriei in
probleme care necesitd de multe ori anumite aprofundari teoretice si,
astfel, ciclul initial se reia.

Acest principiu isi afirmd importanta prin faptul cd usureaza
dezvoltarea la elevi a unor strategii de rezolvare care se cristalizeaza
in strategii cognitive, un pas de inceput intr-o activitate de cercetare.

De exemplu, in clasa a V-a, elevii trebu-
ie sd Invete sd adune fractii cu acelasi numi-
tor sau cu numitori care sunt multipli ai unu- f
ia dintre ei. Pentru aceasta, putem folosi e
jocul Tangram. d

Decupand un patrat ca in figura 1.1., se ¢ g
obtin sapte piese numite fanuri. Acestea sunt:
5 triunghiuri dreptunghice isoscele (a si b cu Fig. 1.1.
catetele de lungime 2, ¢ si e cu catetele de

lungime 1, g cu catetele de lungime J2 ), un
patrat d de laturd 1, un paralelogram f de la-
turi 1 si J2 (am considerat latura patratului
initial de lungime 2\2 ). Tangram este un  [F--A&-1-- --
joc care urmareste realizarea unor figuri fo- ‘i

losind toate cele 7 piese, fara a le suprapune.
Bineinteles cé la nivelul clasei a V-a nu vom

Fig. 1.2.
discuta despre numere irationale (\/E ) si vom considera aplicatii in

care nu este necesard cunoasterea dimensiunilor pieselor (alte tipuri de
probleme pot fi abordate incepand din clasa a VII-a).
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Atingerea obiectivului mentionat (la clasa a V-a), se poate realiza
cerand elevilor:

e sa scrie aria fiecdrei piese sub
forma unei fractii, raportand la aria
patratului mare (pentru determinarea arii-

lor se foloseste modul intuitiv de definire g b
a ariei, Fig. 1.2.), rezultand:
1 1 AN
S, =S, :ZS’ S,=8,=8, =§S,
S s :iS; Fig. 1.3.
' 16

e sd determine ce fractie din aria patratului initial reprezinta aria
unei figuri asemandtoare cu cea din figura 1.3.

Principiul educatiei permanente si continue.

Daca tinem cont de varietatea situatiilor de nvatare si de gradul
diferit de intentionalitate actionala, putem evidentia mai multe forme
de educatie:

e educatia formala, care cuprinde totalitatea influentelor inten-
tionate si sistematice, elaborate in cadrul unor institutii institutio-
nalizate (scoald, universitate), in vederea formarii personalitatii umane.

e educatia nonformala, care se refera la toate influentele educa-
tive derulate 1n afara clasei sau prin intermediul unor activitati optio-
nale sau facultative.

e educatia informald, care include totalitatea informatiilor nein-
tentionate, difuze, eterogene, cu care este confruntat orice individ in
practica de toate zilele, dar care nu sunt selectate din punct de vedere
pedagogic.

Studiul matematicii se concentreaza in cea mai mare parte a sa in
educatia formala. O pondere mai mica se incadreaza in educatia non-
formala i informald, cum anumite influente educationale se exercita
prin intermediul cercurilor, olimpiadelor scolare, concursurilor, mass-
media.
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CAPITOLUL II

Obiectul metodicii matematicii

2.1. Obiectul metodicii matematicii

Metodica predarii matematicii este o disciplind de granita intre
matematicd, pedagogie si psihologie. Ea studiaza Invatimantul mate-
matic sub toate aspectele sale: scop, sarcini, continut, metode, forme
de organizare, principii, personalitatea profesorului.

Aceasta disciplind trebuie sa precizeze cum se organizeazd pre-
darea — invatarea eficientd a notiunilor de aritmetica, algebra, geome-
trie, analizd matematicd din invatdmantul preuniversitar, tinind cont
de indicatiile pedagogiei generale. Astfel, matematica devine continu-
tul asupra caruia metodica predarii isi exerseaza metodele.

2.2. Sarcinile didacticii matematice

Principalele sarcini ale metodicii predarii matematicii sunt:

a. Selectarea din stiinta matematicé a conceptelor, rezultatelor si
ideilor fundamentale care vor fi predate elevilor tinand cont de stadiul
de dezvoltare a matematicii si perspectivele ei, de comenzile sociale
pe termen scurt si lung, de legile Invatarii stabilite de psihologie.

b. Organizarea cunostintelor ce urmeaza a fi predate pe anumite
grade de rigoare si complexitate.

c. Identificarea principalelor trasaturi, instrumente, metode si
aplicatii, caracteristice diferitelor discipline matematice si indicarea
tiparelor de gandire matematica accesibile elevilor la varste diferite.
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Aceaste sarcini incep de la véarful structurii organizatorice,
Ministerul Educatiei si Cercetarii realizdind programe elaborate de
Comisia Nationala pentru Curriculum si Comisia Nationala de Mate-
matica. Prin intermediul Inspectoratelor Scolare, programele ajung la
profesori care detaliazd si inlantuie programa alcdtuind programa
calendaristicd si proiectul didactic pentru fiecare lectie. in paralel,
programele trec si pe la edituri care colaboreaza cu colective de pro-
fesori pentru a elabora manuale.

d. Furnizarea de instrumente eficiente in dezvoltarea capacitatii
de abstractizare si generalizare, a creativitatii §i perseverentei elevilor,
folosind metode matematice.

e. Corelarea matematicii cu alte discipline studiate.

f. Detalierea metodologica a fiecarei teme de studiu, precizand
caile cele mai potrivite pentru o explicare cat mai accesibila.

g. Stabilirea mijloacelor specifice in activitatea de control a acti-
vitatii matematice a elevilor si a celor specifice evaludrii progresului
de invitare.

h. Organizarea studiului individual cu referire la folosirea manu-
alelor, a revistelor de matematica, a culegerilor de probleme si a unor
activitati din afara clasei: cercuri de matematica, olimpiade.

2.3. Strategii didactice

In didactica moderna, procesul de predare — invitare imbina un act
de comunicare cu un efort de insusire din partea elevului. Profesorul
este cel care initiazd dialogul, selecteaza §i structureaza materialul,
propune si organizeaza activitatea elevului cu acest material, inclusiv
fixarea sa in memorie. Elevul isi formeaza noi mecanisme de achizitie
(notiuni, operatii) pentru a prelua informatii noi prin participare activa.

Activitatea de predare semnificd mult mai mult decat a spune sau
a dicta lectia. Ea reuneste urméatoarele aspecte:

e prezintd exemple, rezultate, modele;

e propune elevilor o activitate asupra acestora: de analiza, de

comparare, etc.;

e extrage esentialul care este condensat in definitii, reguli,

teoreme;
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e organizeaza si indruma actul de invatare;

e face operante cunostintele Tn exercitii, probleme (indiferent

daca acestea sunt teoretice sau calculatorii).

Strategiile didactice sunt modalitati complexe de organizare si
conducere a procesului de instruire pe baza combindrii metodelor, a
mijloacelor de invatimant si a formelor de grupare a elevilor, in sco-
pul realizarii obiectivelor pedagogice.

Ele contribuie la optimizarea procesului de instruire si de formare
a personalitatii elevilor, profesorul dirijand, conducand si regland con-
tinuu actiunea instructiva in directia impusa de finalititile actului de
invatamant.

Strategiile didactice au caracter dinamic, ele fiind intr-o perma-
nenta Innoire in scopul realizarii unui invatdmant formativ-educativ.
Profesorul isi stabileste strategiile didactice avand in vedere continutul
si obiectivele situatiei de instruire, diferitele tipuri de invatare, princi-
piile didacticii, sistemul de gandire si nivelul de cunostinte al elevilor,
spatiul scolar unde se desfasoara lectia si timpul afectat acesteia.

in predarea cunostintelor se poate porni fie de la exemple (fapte
concrete) ajungand prin analiza, sinteza si generalizare la definirea no-
tiunii, la stabilirea unei reguli (calea inductiva) fie se introduc initial
definitii care se ilustreazd apoi cu cazuri concrete (calea deductiva).
Cele doud procedee pot alterna sau se imbind 1n moduri diferite.

Unele exemple ilustreaza nemijlocit o notiune, avand valoare de
prototip, pe cand altele sunt exemple de contrast, de diferentiere sau
contraexemple, care releva prin opozitie ceea ce nu constituie sau nu
apartine unui concept. Cantonarea in exemple—prototip folosite la
lectie duce la ingustarea continutului notiunilor ce se formeaza la elevi.
Spre exemplu:

e Multi elevi concep inaltimea ca fiind mereu interioara unui
triunghi; ei devin derutati in cazul unui triunghi care are un unghi
obtuz in care inaltimile corespunzatoare unghiurilor ascutite cad in
afara triunghiului.

e Triunghiul dreptunghic nu trebuie construit doar intr-o anu-
mitd pozitie (cu unghiul drept la baza, in stanga, jos, de exemplu);
pentru a fi usor de recunoscut si 1n alte situatii.

e De multe ori elevii cred ca un cerc are doar doud diametre.
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In aceste situatii, este necesard prezentarea unui material intuitiv
variat pentru a discerne usor Intre esential si neesential. Profesorul
trebuie sd introduca aceleasi notiuni pe trepte diferite de complexitate,
complicand progresiv aspectul lor intuitiv.

Contraexemplul sau elementul de contrast este necesar sa fie in-
trodus ori de cate ori apare tendinta spre generalizare pripitd. Astfel, se
pot inventaria din practica dificultati si greseli specifice, indicand sur-
se posibile de eroare In organizarea secventei de predare—invatare,
precum si felul exemplelor de contrast.

Procesul de comunicare, de transmitere a informatiei nu se incheie
cu dezvaluirea continutului notiunilor, ci inseamna si incadrarea aces-
tora in sistemul de notiuni conexe si in conceptul care le inglobeaza.
Astfel, secventele de predare se articuleaza, formand sisteme, rezul-
tatul fiind o structura bine definitd care, in mintea elevului, contureaza
corelatii intre cunostinte.

Desfasurarea procesuald a activitatii scolare presupune mai multe
faze: receptarea materialului, intelegerea, fixarea in memorie, actua-
lizarea si transferul informatiei.

in formarea cunostintelor, a prototipurilor si a conceptelor,
elevul avanseaza pe patru niveluri psihogenetice:

o nivelul concret, unde termenul corespunzitor este un prototip:
elevul recunoaste un obiect intalnit Tn experienta anterioara, il distinge
de celelalte si 1i atribuie denumirea anterioara (alege un triunghi dintr-
o multime de piese, fara a putea sé-i dea o definitie);

o nivelul identificarii presupune recunoasterea unui obiect in
diferite ipostaze sau forme, fiind considerat acelasi (triunghi isoscel,
dreptunghic);

e nivelul clasificator care presupune ca elevul separa corect
exemplarele care ilustreazd un concept, dar nu reuseste sd dea o
definitie;

e nivelul formal, in care elevul poate defini precis conceptul,
evaluand corect atat exemplele cat si contra-exemplele.

Strategiile de instruire comportd o impartire si o clasificare dupa
mai multe criterii.
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Dintre acestea mentionam:
- dupa operatiile cognitive predominante:

a. strategii inductive, in care demersul didactic porneste de la
concret la abstract, adica de la analiza unor exemple, date,
fenomene, la formularea de reguli, legi, principii;

b. strategii deductive, in care calea urmata este inversa celei
inductive, pornind de la general la particular, de la legi si
principii la concretizarea lor in exemple;

c. strategii analogice, in care se translateaza unele explicatii
de la un domeniu la altul;

d. strategii transductive, care fac apel la rationamente mai
sofisticate, de naturd metaforica, eseisticd, jocuri de limbayj;

e. strategii mixte, care imbind unele procedee de mai sus
(inductiv-deductiv, de exemplu).

- dupa gradul de structurare a sarcinilor de instruire:

a. strategii algoritmice, bazate pe structuri fixe;

b. strategii semi-prescrise, cu registre largi privind libertatea
de interventie;

c. strategii euristice, ce incurajeaza cautarea, descoperirea pe
cont propriu, prin Incercare si eroare.

Strategia didactica se poate construi pe mai multe paliere sau
componente:
- mediul de organizare a situatiilor de invatare:
a. formal, la nivelul orei;
b. semiformal, Inainte sau dupa intervalele stricte ale progra-
mului;
C. extrascolar, prin activitati complementare traseelor didac-
tice.
- forma de organizare a elevilor:
a. individuala:
b. pe grupe;
c. frontala.
- gradul de explicitate al continuturilor:
a. directe;
b. sugerate;
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c. ascunse.
- dimensiunea cantitativa a continutului transmis:
a. secvential;
b. integrat, pe unitdti tematice;
c. global.
- gradul de interventie sau asistenta al cadrului didactic:
a. permanent,
b. episodic,
c. combinat.
- gradul de legatura dintre diferitele secvente:
a. episoade independente, autonome;
b. episoade corelate pe un plan sincronic,
c. episoade derivate, pe un plan diacronic.

2.4. Metodele metodicii predarii matematicii

Metodica predarii matematicii foloseste ca metode un set carac-
teristic, preluat din matematica, pedagogie, didactica.

Metoda didactica este selectionatd de profesor, fiind pusa in apli-
care in lectii cu ajutorul elevilor; ea presupune intotdeauna o stransa
cooperare intre elev si profesor.

Metodele didactice sunt multiple. Ele indeplinesc urmatoarele
functii:

e functia cognitiva — cale de acces pentru elev la cunoastere;

e functia formativ-educativa — formeaza la elevi noi deprinderi

intelectuale si structuri cognitive, noi atitudini, capacitati;

e functia instrumentald — tehnica de executie, mijlocind atinge-

rea obiectivelor instructiv-educationale;

e functia normativa — aratd cum sa se predea si sd se invete

pentru a obtine rezultate optime.

In invatamantul modern se accentueaza latura formativ-educativa
a metodei, se extind metodele de cautare si identificare a cunostintelor,
de autoinstructie si autoeducatie permanentd. De asemenea, se reco-
manda o folosire pe scard largd a metodelor activ-participative si a
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celor care solicitd componentele relationale ale activitatii didactice:
profesor — elev, elev — elev.
Eficienta si valoarea unei metode este conditionatd de calitatea,
alegerea corecta si corelarea procedeelor din care este compusa.
Metodele pot fi clasificate dupa mai multe criterii:
I. din punct de vedere istoric:
a. traditionale (expunerea, conversatia, exercitiul);
b. moderne (algoritmizarea, problematizarea, instruire pro-
gramatd, brainstorming-ul).
II.  din punct de vedere al extensivititii sferei de aplicabilitate:
a. generale - expunerea, conversatia euristica, prelegerea;
b. particulare.
III. prin modalitatea de prezentare:
a. verbale;
b. intuitiv-senzoriale.
IV. dupa gradul de angajare al elevilor:
a. active;
b. pasive.
V. dupa functia didactica preponderenta:
a. predare §i comunicare;
b. fixare si consolidare;
c. verificare si evaluare.
VI. din punctul de vedere al abordarii problemelor:
a. algoritmice, bazate pe secvente operationale, stabile;
b. euristice, bazate pe descoperirea proprie si rezolvarea
de probleme.
VII. dupa organizarea muncii profesorului:
a. individuale;
b. pe grupuri;
c. frontale.
VIII. din punctul de vedere al invatarii (mecanicd, prin receptare
constientd, prin descoperire):
a. metode bazate pe invdtarea prin receptare (expunerea,
demonstratia cu caracter expoziv);
b. metode care apartin preponderent descoperirii dirijate
(conversatia euristica, observatia dirijatd, instruirea programata);
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c. metode de descoperire propriu-zisa (observarea inde-
pendenta, exercitiul euristic, descoperirea, rezolvarea de proble-
me, brainstorming-ul).

Prin metodele intuitiv-senzoriale, metodica predarii matematicii se
referd la prezentdri de materiale didactice auxiliare: truse de corpuri
geometrice, programe pe computer, planse, chiar materialul construit
de elev in anumite scopuri.

Dintre principalele metode folosite in activitatea de predare-
invatare a matematicii enumeram:

Expunerea consta 1n prezentarea de catre profesor a unor cunos-
tinte noi, pe cale orald, in structuri bine inchegate, in scopul transmi-
terii unui volum mare de informatii intr-o unitate de timp determinata.
Ea cunoaste mai multe variante: povestirea, explicatia, prelegerea,
expunerea universitard.

In cadrul predarii matematicii in gimnaziu si liceu, mai des intal-
nite sunt explicatia si prelegerea, utilizate mai ales pentru prezentarea
unor fragmente cu grad ridicat de dificultate si pentru a face sistema-
tizari.

Explicatia foloseste diferite operatii logice mai complicate ca de
exemplu inductia, deductia, comparatia, sinteza, analiza, analogia, dar
accentul cade pe receptare §i mai putin pe interpretarea rezultatelor.

Prelegerea consta in expunerea de citre profesor a unui volum
mare de cunostinte, bine organizate si sistematizate, si presupune o
maturitate receptiva ridicata a elevilor. Este recomandata claselor mari.

Metoda expunerii didactice este o cale simpla, directa si rapida de
transmitere a cunostintelor, oferind elevilor cunostinte de-a gata.
Comunicarea profesor — elev este unidirectionala, iar feed-back-ul este
slab. De aceea se recomanda apelarea la strategii euristice (descope-
rirea pe cont propriu a unor cunostinte noi).

Conversatia catiheticd (examinatoare) are ca scop examinarea
elevului pentru a stabili daca sunt cunoscute anumite formule si reguli.
Trebuie s subliniem aici faptul cad formulele matematice nu trebuie
memorate ca ,,0 poezie”, ci ele ajung sd se retind Tn urma folosirii lor
repetate in rezolvarea de probleme.

32



Conversatia euristici este o metodd de dialog, de descoperire
dirijatd, in care rolul profesorului este permanent, iar elevul este invi-
tat sa apeleze la propriile cunostinte, sa facd o serie de conexiuni
pentru a gasi alte aspecte ale cunoasterii.

Intrebarile formulate de citre profesor trebuie si fie precise, uni-
voce, variate, cu precadere de tip productiv (de ce?, cum?), ipotetice
(dar daca?), de evaluare (ce e mai bine?), divergente (orienteaza gan-
direa pe traiectorii diverse), convergente (analiza, sinteza, comparatia).
Se impune o graduare esalonatd a dificultatilor, un timp bine dozat
intre Intrebare si raspuns, pentru a nu descuraja elevii. Raspunsurile
oferite de acestia vor fi atent analizate, insistand asupra corectitudinii
formularii lor, a clarititii de exprimare. In cazul gasirii de citre elevi a
unei metode corecte de rezolvare, dar mai anevoioasd (mai putin
directd), profesorul nu trebuie sa refuze din start demonstratia; ea este
acceptatd initial, discutata in paralel cu o variantd mai simpla (sau mai
elegantd), subliniind avantajele celei din urma si, doar dupa aceea,
eventual inlocuitd cu varianta mai accesibila tuturor elevilor.

La lectiile de matematica, metoda este folositd in foarte multe
situatii: descoperirea unor enunturi, demonstratii, solutii, exemple, etc.

Demonstratia didacticd inseamnd a prezenta obiecte, procese,
actiuni in vederea inducerii teoretice la elevi a unor proprietati,
constante care constituie elemente fundamentale ale cunoasterii. In ca-
zul matematicii, se mai admite si prezentarea unor obiecte matematice,
construite anterior si asimilate de elevi, sau a unor reprezentari intuiti-
ve ale acestora. Aceastd metoda nu trebuie sd fie confundata cu de-
monstratia matematica (deductiva, teoretica).

Matematica studiaza relatii de mare generalitate; predarea intui-
tiva este folositoare marind accesibilitatea matematicii.

Pornind de la un suport material (natural, figurativ sau simbolic),
prin demonstratie se construiesc reprezentari, constatdri, interpretari.
Ea are un caracter ilustratic, conducand la reproducerea unor actiuni
sau la asimilarea unor cunostinte pe baza unor surse intuitive.

De exemplu, se pot folosi graficele functiilor elementare ca suport
intuitiv pentru a descoperi si demonstra proprietatile acestor functii.
De asemenea, in clasele a V-a si a VI-a, geometria este predata mai

33



mult figurativ, intuitiv. In clasa a VIII-a, la corpuri geometrice, se
dezvoltd capacitatea de a vedea relatiile spatiale ale unei figuri
geometrice folosind machete ale corpul respectiv, eventual in sectiune.
Teoria multimilor recurge la schite care usureaza intelegerea si, de
multe ori, conduce la evitarea unor greseli. Considerand doud multimi
finite 4 si B (cu elementele precizate), putem realiza cate o schita
pentru produsele carteziene Ax B si Bx A . In acest fel, elevii pot
observa mai ugor ca produsul cartezian nu este comutativ.

Observatia didactica consta in urmarirea atentd a unor obiecte,
figuri (geometrice) si fenomene de catre elevi, fie sub Indrumarea
profesorului (observatie sistematicd), fie in mod autonom (observatie
independentd). Observatia are o valoare euristici si participativa,
deoarece ea se bazeaza pe receptivitatea elevilor, dezvoltand-o. Astfel,
comparand, de exemplu, prisma cu cilindrul, folosind analogia si
deductia logica, se poate determina aria laterald a cilindrului circular
drept prin produsul perimetrului bazei cu inaltimea, unde baza este
acum un poligon (ca si la prisma) 1nsd, Tn urma generalizarii, cu o
infinitate de laturi.

Aceastd metoda conduce si la formarea unor calititi comporta-
mentale cum ar fi consecventa, rabdarea, perseverenta, perspicacitatea,
imaginatia.

Exercitiul didactic reprezinta o modalitate de efectuare a unor
operatii si actiuni mintale (sau motrice), in mod constient si repetat, ce
conduce la adancirea intelegerii notiunilor, regulilor, principiilor inva-
tate, la dezvoltarea operatiilor mintale si constituirea lor in structuri
operationale, la prevenirea uitdrii si la evitarea tendintelor de inter-
ferenta (confuzie). Un exercitiu presupune un set de actiuni ce se reiau
relativ identic, avand, 1n principiu, un caracter algoritmic.

Insusirea cunostintelor de matematica este strins legata si condi-
tionatd de rezolvarea de exercitii §i probleme. Aceastd metoda formea-
za gandirea productiva, dezvolta rationamentul, oferd o anumita inde-
pendenta in activitatea elevului; acesta are posibilitatea sd discute
metode diferite de lucru, sd o aleagd pe cea mai buna, sa-si analizeze
greselile.
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Pentru aplicarea metodei exercitiului trebuie sa fie indeplinite mai
multe conditii, ca de exemplu:

e cnuntul este inteles cu usurintd de catre elevi, caci analiza
enuntului este mai sumara decét la rezolvarea problemelor;

e cunostintele folosite in rezolvare sunt accesibile;

e rezolvarea exercitiului nu trebuie sa fie mecanica;

e se alege un set de exercitii asemandtoare, iar elementele noi
vor fi introduse treptat;

e se asigura acuratete si precizie in rezolvare.

Exercitiul didactic poate fi clasificat dupa mai multe criterii.
Astfel, dupd functiile indeplinite, exercitiile pot fi: introductive, de
baza, de consolidare, operatorii, structurale; dupa numarul de partici-
panti, ele sunt: individuale, de echipd, colective; dupa gradul de inter-
ventie al profesorului, intdlnim exercitii dirijate, semidirijate, auto-
dirijate, combinate.

Metoda cazului se foloseste atat in cunoasterea inductiva (de la
premise particulare se obtin concluzii generale: reguli, legi, principii)
cat si in cunoasterea deductiva (prin particularizari si concretizari ale
unor aspecte generale). Prezentarea studiului de caz parcurge etapele:
sesizarea sau descoperirea cazului, examinarea acestuia din mai multe
perspective, selectarea celor mai potrivite metode pentru analiza,
prelucrarea cazului respectiv din punct de vedere pedagogic si stabili-
rea unor concluzii. Aceasta metodd o putem folosi de exemplu, in a
prezenta in mod inductiv anumite notiuni.

Descoperirea didacticd este o metodd de tip euristic cu rol
formativ pentru ca dezvolta perceptia, reprezentarea, memoria, gandi-
rea, limbajul, interesele elevului. In functie de relatia profesor — elev,
descoperirea poate fi independentd (profesorul supravegheaza si
controleaza procesul, dar elevul este actorul principal), si dirijata
(profesorul conduce descoperirea prin sugestii, puncte de sprijin, intre-
bari, solutii partiale).
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Tinand cont de relatia ce se stabileste intre cunostintele anterioare
si cele la care se ajunge, distingem, 1n functie de operatiile cognitive
predominante:

o descoperirea inductiva, prin trecerea de la particular la
general. Astfel, pentru obtinerea formulelor de calcul prescurtat (clasa
a Vll-a), se porneste de la exemple concrete de inmultire, cerand
elevilor ca la Tnmultirea a doua binoame cu aceiasi termeni sa compare
termenii din paranteze cu cei ai produsului.

Dupa cateva exemple, se poate gasi regula
care va fi aplicata.

La fel, dupa ce s-a predat teorema lui J6
Pitagora, putem propune elevilor sa des-
copere modul de constructie al unui seg-
ment de lungime v/z unde 7 este numar 4

natural nenul (eventual facem observatia
ca se foloseste acea teorema).

Pornind de la un triunghi dreptunghic
isoscel cu catetele de lungime 1, obtinem

1

ipotenuza acestuia de lungime J2. Con- Fig. 2.1.

struind la fiecare pas k& un nou triunghi
dreptunghic in care o cateta este de lungime 1 iar cealaltd de lungime
egald cu cea a ipotenuzei triunghiului dreptunghic de la pasul prece-

dent, vk +1, vom obtine, In n—1 pasi, segmentul de lungime dorita
(vezi Fig. 2.1.). Legat de aceastd problema, putem mentiona un rezul-
tat important: conform teoremei lui Lagrange, orice numar natural 7 se
poate scrie ca suma de 4 patrate de numere intregi (uneori, in functie
de forma lui n, chiar mai putine). Astfel, rezulta ca numarul de triun-
ghiuri ce trebuie construite este cel mult 3.

Un alt exemplu interesant de descoperire inductiva poate fi consi-
derat cel in care se cere elevilor sa determine formula ariei unui
poligon convex in plan cu varfurile puncte laticeale (incercam sa re-
constituim formula precizata in teorema lui Pick). Pentru aceasta defi-
nim punctul laticeal in plan ca fiind orice punct din plan ale carui co-
ordonate sunt numere intregi. Vom nota cu i numarul punctelor lati-
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ceale interioare poligonului si cu f numarul celor aflate pe laturile
poligonului (vezi figura 2.2.).
Studiind mai multe situatii, putem

s

obtine S =i+3—1, formuld ce va fi

demonstrata in cadrul exercitiului 24
din capitolul 10.2.

e descoperirea deductiva, prin
trecere de la general la particular. In
acest sens, pornind de la definitia de-
rivatei unei functii (clasa a XI-a), se
pot obtine regulile de derivare ale
functiilor elementare.

o descoperire transductiva, prin stabilirea de relatii analogice
intre diferite serii de date. Astfel, la clasa a VIlI-a, se descopera regu-
lile de calcul pentru operatii cu fractii algebrice cunoscand regulile de
calcul pentru fractiile aritmetice.

Aplicand aceasta metoda, pentru a arata veridicitatea unor teoreme,
putem oferi demonstratii de tip descoperire in loc de cele de tip verifi-
care. In acest sens, in loc si pornim de la enuntul unei teoreme si apoi
sd aratdm ca ea este adevaratd, incepem prin a propune o problema
careia i se cautd o solutie; solutia gasitd va conduce la formularea re-
zultatului continut In enuntul teoremei initiale.

Descoperirea presupune nu numai aflarea de catre elev a unei
demonstratii, formularea unei teoreme sau generalizarea ei. Ea poate
conduce si la gasirea unui procedeu de lucru. De exemplu, putem pro-
pune elevilor sa arate cd sinx < x atunci cand x>0, indicand studiul
monotoniei unei functii convenabil alese. Unii elevi vor alege ca
functie f(x)=sinx, dar vor fi si elevi care vor descoperi ca alegerea

Fig. 2.2.

corecta este g:R —> R, g(x)=x—sinx . Deoarece, pentru orice x nu-
mar real, g'(x)=1-cosx>0, se va obtine g(x)>g(0), pentru x>0.

In mod evident, profesorul va stabili in final concluzia generalizatoare,
utila in rezolvarea problemelor de acest tip.
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Problematizarea (predare prin rezolvare de probleme) este una
dintre cele mai utile metode datorita caracterului ei euristic, activizator
si puternic formator (cultiva autonomia); ea creeaza dificultati practice
sau teoretice a caror rezolvare trebuie sa fie rezultatul propriei activi-
tati de cercetare a elevului.

Situatiile-problema pot fi de mai multe tipuri:

e contradictii intre posibilitatile existente ale elevului si cerin-

tele in care este pus de noua problema;

e necesitatea selectarii din cunostintele anterioare a celor care
sunt folositoare;

e integrarea notiunilor selectate intr-un sistem, stabilirea inefi-
cientei sale operationale si precizarea necesitatii completarii
acestuia.

Pentru utilizarea acestei metode, trebuie sa fie indeplinite mai
multe conditii: este necesar sa existe la elevi un fond aperceptiv su-
ficient; dozarea dificultatilor se face in functie de o anumita gradatie;
se alege cel mai potrivit moment de plasare a problemei in lectie; se
manifestd un real interes pentru rezolvarea problemei.

Spre deosebire de metoda anterioara, unde elevul gaseste enuntul
pe baza unor formuldri sumare, incomplete, si trebuie sa justifice ca
enuntul este cel corect, in cazul problematizarii, profesorul trebuie sa
prezinte enuntul complet si, eventual, indicatii de rezolvare. Misiunea
profesorului este dificila pentru ca el trebuie sa descopere, sd genereze
,situatii-problema” care sa solicite gandirea elevilor, sa clarifice datele,
sd regrupeze cunostintele deschizand cdi de rezolvare a situatiilor date.

In acest context, daca ne gandim la predarea operatiilor cu functii
derivabile, derivata sumei a doud functii derivabile rezultd imediat
folosind conversatia euristica. Pentru a stabili proprietati referitoare la
derivarea produsului a doua functii derivabile, putem folosi problema-
tizarea sau descoperirea didactica. Astfel, profesorul utilizind metoda
problematizarii oferd enuntul proprietatii si cere demonstrarea acestuia,
in timp ce, prin descoperire, se cere sd se studieze derivata produsului
furnizand (sau nu) informatii vagi referitoare la termenul ce trebuie
adunat §i scazut.
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Problematizarea nu trebuie sa se confunde cu rezolvarea de pro-
bleme matematice. Se poate aplica pentru activitati destinate asimila-
rii enunturilor si pentru demonstratii.

Un exemplu interesant, care consideram ca trebuie mentionat, este
aplicarea metodei de problematizare 1n lectii pe baza de exercitii, cum
ar fi lectia ,,Despre cazurile exceptate la limite de functii”, in care se
urmdreste descoperirea si insusirea de catre elevi a transformarilor
care se pot aplica functiei de sub limitd in cazul exceptat al ,,operatii-

N | D .
lor” de tipul o Pe scurt, momentele aplicarii strategiei sunt:

e sereamintesc anumite limite remarcabile cum ar fi:

1imsmx:1,limM—l lim& = “ina . (a>0),
x—0 X x—0 X x—0 X
(1+ )

=r, pentru orice » numar real;

er

si proprietatea conform careia daca P si Q sunt doud polinoame care

au o radacind comuna Xx,, atunci fractia —— P(x) se poate simplifica cu
O(x)
X=Xy
e serezolva cateva exercitii de genul:
x’ -4 . 2tgx—sinx . e —e"
lim , , lim ,
x—2 x 3x + 2 x—0 X x—0 X

precizand ca variante de abordare a acestora metoda simplificarii prin
x —x, sau folosirea unor limite tip, ca cele repetate anterior;

e clevii sunt antrenati in a rezolva ,,situatii-problema” ce con-
stau 1n exercitii care, desi sunt de tipul anterior, au fiecare elemente de
noutate ce trebuie solutionate de catre acestia. De exemplu:

" -1 im (x=D(x""+.. +x+1) m

1. lim — —,pentru m,neN".
ol x"—1 ol (x=D)(x"" +...+x+1) n
. l—cosxvcos2x . l—cos’x-cos2x

2. lim > =1lim > =
x>0 X 20 x* (14 cos xA/cos 2x)
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1.. l-cos’x(1-2sinx) 1. sin®x(3-2sin’x) 3
=—Ilim > =—lim 5 =—.

2 x50 X 2 x>0 x 2

. . 2

3 fim 1—cos(n arc:2s1n X) im 1—cos(n ?rcsm X)X -

x>0 In(1+x7) x>0 by In(1+ x7)

2sin?[ " arcsin x

. l—cos(narcsinx) . 2

=lim > =lim > =
x—0 X x—0 X
2
2sin> Y sin? 2

= limT2 =2 lim.—2 =— (punand y =arcsinx).

70 sin” y y=0 sin y 2

Modelarea didacticd presupune existenta unor modele care sunt
sisteme simple, ce permit o descriere esentializatd a unui ansamblu
existential, dificil de sesizat si de cercetat In mod direct. Modelele pot
fi: obiectuale (obiectele insele), iconice (mulaje, machete, scheme gra-
fice care seamana structural si functional cu obiectul de studiat), sim-
bolice (formalisme matematice, formule, scheme cinematice), bazate
pe simboluri conventionale, avand functii ilustrative si cognitive.

Modelarea presupune doud etape de aplicare. Intr-o prima etapa,
invatarea se face folosind modele construite de profesori, se analizea-
74 trasaturile modelului i se compara cu originalul. Pentru a sublinia
conditiile ce trebuie indeplinite de model, se pot da contraexemple sau
exemple de modele cu eficientd scizuti. In a doua etapi, elevul este
invatat sd-si construiascd singur modelul.

Insistand ca elevul sa poata descoperi singur modelul, ne asiguram
ca el poate matematiza anumite situatii, 1i dezvoltam spiritul de obser-
vatie, capacitatea de analiza, sinteza, creativitatea si rationamentul. in
clasele elementare sunt utile modelele obiectuale si cele iconice.

Algoritmizarea este o metoda ce se bazeaza pe folosirea algorit-
milor in actul de predare. Algoritmii sunt un grupaj de scheme proce-
durale, un set de operatii standard, cu o succesiune aproximativ fixa
de operatii, prestabilitd de profesor sau propusa de logica disciplinei,
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uneori putand fi construiti chiar de elevi. Prin utilizarea lor se pot
rezolva probleme aseminitoare. Invitarea de tip algoritmic se poate
imbina cu invitarea euristica: in faza de Inceput a Invatarii se recurge
la algoritmi; prin repetare si constientizare se pot gasi solutii algorit-
mice alternative sau total noi, mai rafinate decat cele initiale. Aceasta
metoda este apropiatd de metoda exercitiului fiind folosita cu succes la
lectiile de formare a priceperilor si deprinderilor sau de consolidare a
acestora.

Instruirea programatd cu manualul sau asistatd de calculator se
bazeazad pe parcurgerea unui algoritm prestabilit de invatare, alcatuit
din alterndri de secvente informatice, cu momente rezolutive, cu seturi
suplimentare de cunostinte. Dimensionarea unei astfel de programe se
face in conformitate cu urmatoarele principii:

e principiul pasilor mici si al progresului gradat — se fragmen-
teaza dificultatile Tn unitati gradate care sd conducd, din aproape in
aproape, la solutionarea integrala;

e principiul participarii active — elevul rezolva, raspunde, selec-
teaza intrebari, propune solutii In mod independent;

e principiul verificarii imediate a raspunsului — solutiile date de
elev sunt confruntate cu cele valide, acesta neputand sa treaca la sec-
ventele urmatoare de invéatare inainte ca raspunsurile sa fie confirmate;

o principiul respectarii ritmului individual de studiu — fiecare
elev parcurge programul in functie de posibilitati;

o principiul reusitei (al raspunsurilor corecte) — programa este
astfel dimensionata incét elevul sa fie capabil sé o parcurgd integral si
satisfacator.

Se poate concepe o programare /iniara (de tip Crowder), in care
fragmentarea dificultatilor este mai amanuntita, sau ramificata (de tip
Skinner), la care secventele prezinta dificultati mai mari si elevul pri-
meste informatii suplimentare, in cazul cand nu poate depasi o anu-
mitd etapa din prima Incercare.

Brainstorming-ul (metoda asaltului de idei) este mai degraba o
metoda de stimulare a creativitatii, a imaginatiei, a spontaneitatii decat
o metoda didactica. Caracteristica sa principald rezultd din separarea
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procesului de producere a ideilor de cel de evaluare a acestora: pe
moment, este acceptatd orice idee formulata de elevi; acestia, stiind ca
nu sunt notati imediat, sunt mai creativi. Metoda consta in: acumula-
rea a cat mai multor solutii (corecte sau nu) propuse pentru rezolvarea
unei probleme enuntate initial prin antrenarea tuturor elevilor in acest
proces; analiza acestora; selectarea variantei optime de solutionare a
problemei.

2.5. Mijloace de inviataméant

Mijloacele de invatimdnt sunt instrumente sau complexe instru-
mentale care faciliteaza transmiterea unor cunostinte, formarea unor
deprinderi, realizarea unei aplicatii practice in cadrul procesului
instructiv-educativ. Pe langd functia informativa (de transmitere de
cunostinte), ele au si o functie formativa, familiarizand elevii cu ma-
nuirea, selectarea unor instrumente indispensabile pentru descrierea si
intelegerea de noi aspecte ale realitatii.

Mijloacele de invataimant se pot grupa in doud mari categorii:

e ce cuprind mesaj didactic (manuale, culegeri, modele, planse,

tabele cu formule, scheme structurale, seturi de teste);

e care faciliteaza transmiterea mesajelor didactice (compute-

rul, internet).

Mijloacele de invatamant se dovedesc utile atita timp cat sunt in-
tegrate organic in contextul lectiilor; suplimenteaza explicatiile ver-
bale, carora le oferd mai mult suport vizibil, intuitiv; i familiarizeaza
pe elevi cu o realitate mai greu accesibila pe cale directa; consolidea-
za cunostinte si deprinderi; eficientizeaza folosirea timpului de instru-
ire.

Profesorul poate folosi seturi tematice de exercitii, gradate dupa
dificultate. La acestea se anexeaza seturi diferite ce cuprind indicatiile
de rezolvare, raspunsurile sau chiar rezolvarile complete ale exerci-
tiilor initiale, material la care elevul poate apela dupa caz.

In definirea notiunilor (mai ales in cadrul analizei matematice),
reprezentdrile intuitive se dovedesc deosebit de folositoare daca sunt
utilizate Tnainte de a da definitii formalizate.
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In activitatea de predare, este recomandat ca profesorul sa intre-
buinteze anumite planse care sa faciliteze accesul la informatie al
elevului. Ele trebuie sa fie corect realizate, sa evidentieze esentialul si
sd poata fi vazute din orice colt al clasei.

Spre exemplu, acestea pot contine, printre altele:

e grafice de functii elementare;

e clasificarea sirurilor (din punctul de vedere al monotoniei,
marginirii, convergentei) folosind reprezentarea pe axa si graficul, cu
mentionarea unor termeni ai sirurilor alese, pozitia unor puncte de pe
grafic si definitia formalizata;

e grafice ale unor functii cu ajutorul cérora se poate introduce
notiunea de continuitate (folosind plansa, elevii sd poata preciza care
functii sunt continue intr-un punct dat si care nu, sa determine punc-
tele de discontinuitate ale unei functii, sa poatd prelungi prin conti-
nuitate o functie);

e interpretarea geometrica a derivatelor laterale;
limite fundamentale de siruri i de functii, derivate, primitive;
aplicatiile integralelor definite;
operatii si relatii cu multimi;
tipuri de ecuatii algebrice;
structuri algebrice;
formule trigonometrice;
corpuri geometrice;
patrulatere, relatii metrice, etc;

In ultima perioada, computerele si tehnica informationala au deve-
nit un mijloc de invatamant foarte utilizat. Studiile pedagogice au do-
vedit eficienta materialelor de instruire interactive, multimedia, ara-
tand ca ele stimuleaza creativitatea si faciliteaza invatarea prin exer-
sare, descoperire, nu prin memorare.

Specialistii companiei SIVECO Romania S.A., sprijiniti de peda-
gogi, psihologi si metodisti cu experienta au dezvoltat un sistem com-
plet de instruire asistatd de calculator, AeL Educational. Aceasta plat-
forma de eLearning este un sistem integrat de predare, Invatare si ges-
tiune a continutului, bazat pe principii educationale moderne. Ea ofera
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suport pentru predare si invatare, pentru testare si evaluare, pentru ad-
ministrarea continutului, monitorizarea procesului de invitamant. in
prezent, existd implementari AeL in Invatdmantul preuniversitar, uni-
versitar si la corporatii, pentru nevoile de instruire interna. Sistemul
poate fi utilizat de catre toti participantii la actul educational (profesori,
elevi, parinti, realizatori de continut educational, etc.). Acestia au ast-
fel acces la materiale interactive de tip multimedia, ghiduri interactive,
exercitii, simuldri, jocuri educationale. Dintre principalele caracteris-
tici ale acestui sistem, mentionam:

e profesorul poate controla si monitoriza procesul educativ;

e sistemul poate fi folosit atat in activitatea dirijata cat si in cea
independenta, fiind un instrument complementar (nu alternativ) meto-
delor clasice de predare;

e 1n procesul de predare-invatare, sunt integrate mijloace infor-
matice moderne 1n acord cu noile principiile psiho-pedagogice;

e stimuleaza la elevi competitia, creativitatea, lucrul in echipa.

In final, prezentim céteva sugestii de proiectare, confectionare si
utilizare a unor materiale didactice, In concordantd cu obiectivele
urmarite si cu nivelul de achizitii anterioare ale elevilor. Materialele
prezentate pot fi realizate din hartie. Exemplele de activitati de Inva-
tare si sugestiile privind confectionarea materialului didactic necesar
sunt grupate 1n functie de obiectivele vizate.

A. Demonstrarea si verificarea unor proprietiti geometrice

Obiective vizate
e Formarea de abilitdti matematice, prin folosirea unui suport
intuitiv ugsor de manevrat si usor de procurat.

Exemplu: Cereti elevilor sa decupeze din hartie sau din carton cate
un triunghi ascutitunghic, iar apoi sa construiascé inaltimile (respectiv
bisectoarele, medianele) triunghiului doar prin indoirea figurii din
hartie. Solicitati justificarea constructiei facute, apoi cereti-le si for-

muleze observatii in legitura cu figura formata.
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e Verificarea practicd a unor proprietiti la care s-a ajuns in
urma unui rationament matematic.

Exemplu: Cereti elevilor sa decupeze din hartie sau din carton un
patrat, un paralelogram si un romb. Solicitati verificarea urmatoarelor
proprietati, folosind indoirea figurilor realizate:

- diagonalele patratului sunt axe de simetrie;

- diagonalele patratului sunt bisectoarele unghiurilor;
- paralelogramul are centru de simetrie;

- diagonalele rombului sunt axe de simetrie.

Exemple de probe de evaluare in care este utilizat materialul
didactic:

Exemplul 1. (clasa a VI-a, semestrul al II-lea):

1. Prin indoirea unei foi dreptunghiulare de hartie, construiti un
triunghi isoscel pe care il notam ABC (AB = AC).

2. Construiti bisectoarea AD a triunghiului, folosind doar indo-
ituri din hartie. Justificati corectitudinea constructiei.

3. Construiti linia mijlocie MN (cu M € ABsi Ne AC) a tri-
unghiului folosind doar indoituri ale figurii. Demonstrati corectitudi-
nea constructiei.

4. Verificati practic si demonstrati cd MN trece prin mijlocul
bisectoarei 4D .

5. Construiti inaltimea CE folosind indoirea figurii din hartie,
apoi construiti linia mijlocie paraleld cu BA. Enuntati, verificati si de-
monstrati o proprietate a acestor segmente.

Exemplul 2. (clasa a VII-a, semestrul I):

1. Consideram ca am decupat anterior doud paralelograme. Des-
crieti modul in care obtinem din acestea un romb, respectiv un trapez.

2. Folosind simboluri matematice, scrieti cateva proprietati ale
acestora.
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3. Verificati aceste proprietdti folosind indoituri ale figurii obti-
nute si descrieti in scris aceste verificari.

4. Construiti, folosind indoituri ale hartiei, linia mijlocie a trape-
zului. Masurati linia mijlocie si segmentul determinat de diagonalele
trapezului pe aceasta. Comparati aceste lungimi cu suma, respectiv di-
ferenta bazelor trapezului. Stabiliti si demonstrati formulele de calcul
ale celor doua segmente in functie de lungimile bazelor.

5. Marcati un punct pe latura rombului. Folositi Indoiri ale hartiei
pentru a construi simetricul acestui punct fatd de centrul rombului.
Verificati practic, apoi demonstrati riguros ci cele doud puncte de pe
laturi si doud dintre varfurile opuse ale rombului formeaza un para-
lelogram.

Exemplul 3. (clasa a VII-a, semestrul I):

1. Dintr-o foaie de hartie dreptunghiulara, decupati un triunghi
dreptunghic isoscel. Argumentati in scris constructia facuta.

2. Construiti liniile mijlocii ale triunghiului, doar prin Indoirea
hartiei.

3. Precizati ce proprietati au doua dintre liniile mijlocii.

4. Verificati prin Indoirea figurii proprietatea: lungimea medianei
corespunzatoare ipotenuzei este jumatate din lungimea ipotenuzei.

5. Stim ca aria unui patrat este egald cu patratul lungimii laturii
patratului. Verificati prin indoirea triunghiului dreptunghic isoscel ca
aria acestuia este jumatate din patratul lungimii unei catete.

B. Utilizarea unor constructii din hdrtie in scopul ilustrarii unor
teoreme sau formule.

Obiective vizate:
e Interpretarea geometrica a unor formule algebrice.

Exemplu: Pentru a interpreta geometric formula
(a+b)’ =a’ +2ab+b*,
decupati din carton doud patrate si doua dreptunghiuri si asezati-le
pentru a forma un pétrat dupa cum urmeaza:

46



e Precizarea unor proprietati prin observarea corpurilor geome-
trice.

Exemplul 1. Cereti elevilor sa construiasca din carton mai multe
cuburi de laturi egale. Folositi 8 astfel de cuburi pentru a forma un cub
cu latura de doud ori mai mare. Solicitati precizarea relatiei dintre la-
tura cubului si volum, Tnainte de actualizarea formulei de calcul a vo-
lumului.

Exemplul 2. Construiti din carton trei tetraedre ce formeaza prin
asamblare o prisma triunghiulard. Comparati bazele si inaltimile tetra-
edrelor, apoi cereti elevilor sd gaseasca formula de calcul pentru volu-
mul piramidei. Consideram ca formula pentru volumul piramidei nu
se poate intelege fara un astfel de suport intuitiv.

Exemplu de proba de evaluare (clasa a VI-a, semestrul al II-lea):

1. Decupati din carton 2 dreptunghiuri avand dimensiunile 0,5 cm
si 1 cm, respectiv, 0,5 cm si 0,25 cm, un patrat cu latura de 0,5 cm si
doud patrate cu latura de 0,25 cm. Aratati cd, prin alaturarea lor, se
obtine un patrat.

2. Calculati ariile figurilor initiale si aria patratului obtinut. Folo-
sind aceste rezultate, deduceti apoi egalitatea:

I 1 1 1 1
—F+—t—F+—=1-—.
2 4 8 16 16

3. Ce constructie asemanatoare ar trebui realizata pentru a calcula:

11 1
—+—+..+—=7
2 4 2"
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2.6. Finalitatile metodicii predarii matematicii

Scopul educatiei vizeaza finalitatea unei actiuni educationale bine
determinate. Putem identifica astfel scopul unei lectii, al unei teme, al
unei laturi a educatiei.
Obiectivele educationale se deduc din scopurile educatiei si se
referd la achizitii concrete, observabile in mod direct. Ele sunt redate
in termeni de comportamente vizibile, masurabile si exprimabile.
Daca la inceputul oricdrei activitati didactice obiectivele nu sunt
clar precizate, apar in mod sigur efecte negative ale procesului instruc-
tiv: dificultdti in activitatea de planificare si proiectare a activitatii,
neclaritate in privinta evolutiei dorite a elevilor.
Tinind cont de aceasta, este evident cd obiectivele educationale
influenteaza toate componentele strategiei didactice, ele exercitand
mai multe functii:
e de orientare axiologica, prin scopul de a realiza o directionare
a elevilor catre valorile educationale dorite;

e de anticipare a rezultatelor educatiei,
evaluativa, tindnd cont ca tehnicile de evaluare sunt determi-
nate de obiectivele proiectate;

o de organizare §i autoreglare a proceselor didactice, obiecti-

vele fiind criterii de referintd in proiectarea, desfasurarea, eva-
luarea proceselor educative.

Unii autori clasifica obiectivele in doua mari grupe: obiective ale
formarii si obiective ale Invatarii.

Obiectivele formarii sunt scopuri de atins exprimate in termeni de
cunostinte, competente si atitudini indicate ca fiind necesare intr-o
situatie data. De exemplu, la nivelul invatamantului primar si secundar,
dintre obiectivele ce trebuie realizate putem enumera: dezvoltarea
competentelor de citire, scriere si comunicare orald, stimularea dez-
voltarii gandirii logice, a capacitatilor de abstractizare si generalizare,
dezvoltarea capacitatilor creative in materie de activitati cultural-
artistice, etc.

Obiectivele de invatare se refera la diferite discipline de invata-
mant si se exprima 1n termeni de achizitii concrete in situatii educative
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organizate. De exemplu, pentru matematica: elevii sd construiasca
anumite figuri geometrice, sa rezolve un sistem de ecuatii liniare, etc.

Pentru a deveni functionale, obiectivele au fost delimitate si
clasificate Tn mai multe grupe, dupd mai multe criterii, dintre care
mentionam:

Dupa domeniul la care se referd, obiectivele pot fi:

e cognitive, care precizeaza ce cunostinte, deprinderi, capacitati

trebuie sa-si insuseasca elevul;

e afective, care se refera la formarea de interese, atitudini, con-

vingeri §i sentimente;

e psihomotorii, care desemneazd comportamentele fizice (rapi-

ditatea miscarilor, dexteritate manuala).

Conform taxonomiei (stiinta legilor de clasificare) obiectivelor,
realizata de B. S. Bloom, obiectivele cognitive se ordoneaza In functie
de gradul de complexitate al acestora, cuprinzand: cunoasterea, intele-
gerea, aplicarea, analiza, sinteza si evaluarea. Taxonomia obiectivelor
afective cuprinde urmatoarele etape: receptarea (participarea), raspun-
sul (reactia), aprecierea (evaluarea), organizarea, caracterizarea prin
apreciere.

Dupa nivelul de generalitate distingem obiective:

e generale, cu caracter global, care se referd la o anumita latura
a educatiei. Ele cuprind de fapt, finalitatile si scopurile corespunza-
toare laturii educatiei vizate si stau la baza realizarii programelor de
instruire (se stabilesc in ordine fireasca domeniile, cursurile, continu-
turile ce trebuie asigurate) si a scopurilor generale ce trebuie urmarite
de catre scoala pe mai multi ani (nivel elementar, secundar, etc.), in
concordanta cu idealurile educationale.

e medii, finalitati referitoare la disciplinele scolare (matematica,
in cazul nostru), stabilite pe trepte de scolaritate, adaptate la particu-
laritatile de varsta ale elevilor. Dacd la nivelul sistemului de invata-
mant se urmareste realizarea obiectivelor generale, la nivelul ciclului
si a tipului de scoald se prevede realizarea obiectivelor medii (interme-
diare). Acest tip de obiective este precizat in programele scolare si
evidentiazd sensul in care este valorificat continutul informational
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specific disciplinei, schimbarile comportamentale (cognitive, afective,
psihomotorii) ale elevilor.

e particulare, cele care vizeaza performante concrete si sunt sta-
bilite pentru fiecare materie de studiu pornind de la programa scolara
si manual. Aceste obiective au un caracter concret si se finalizeaza in
comportamente masurabile.

Din punctul de vedere al rezultatului asteptat, intalnim:
e obiective centrate pe performanta;
e obiective centrate pe capacitati si atitudini.

Pornind de la scopurile metodicii predarii matematice trebuie ur-
mdrite atat rezultatele proiectate, anticipate constient cat si rezultatele
obtinute de fapt.

Prin operationalizarea obiectivelor intelegem identificarea sarci-
nilor educative si explicitarea lor verbala. Astfel, se transpun obiecti-
vele generale in obiective particulare, precizdnd comportamentele
cognitive, afective, psihomotorii, urmarite in desfasurarea procesului
didactic.

Obiectivele operationale permit realizarea strategiilor si tacticilor
instruirii, Tn cadrul fiecarei lectii, oferind o imagine concreta a ceea ce
trebuie evaluat.

Pentru a exprima un obiectiv este suficient sa raspundem la intre-
barile urmatoare:

e cine va realiza comportamentul dorit? (elevul, clasa)

e ce comportament observabil va dovedi ca obiectivul este atins?
(...trebuie sd rezolve/sda dea exemple/sa calculeze/sa aplice
formula/sa motiveze...)

e care este performanta finald ce trebuie obtinutd? (...solutia
finald a problemei/exercitiului,..)

e 1n ce conditii/unde/cand va avea loc comportamentul vizat?
(aplicarea unui algoritm, rezolvare dupa model, studiu indivi-
dual/la scoala, acasad/ la sfarsitul, in cadrul orei...)
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e pe baza caror criterii stabilim daca rezultatul activitatii este
satisfacator? (...numarul minim de raspunsuri corecte, calita-
tea rezolvarilor, timpul minim de lucru,...).

Astfel, in procesul de dimensionare si formulare a obiectivelor
trebuie sd se tind cont de o multitudine de conditii. Dintre acestea
enumeram:

e obiectivul vizeaza activitatea elevilor, nu a profesorului;

e obiectivul trebuie sa fie in principiu realizabil, sa corespunda

particularitatilor de varsta, experientei anterioare a elevilor;

e obiectivul operational desemneaza un rezultat imediat al in-
struirii, nu unul de perspectiva;

e 1n obiectiv se vor enunta atat conditiile de realizare a sarci-
nilor, cat si criteriul performantei, al realizarii acestora;

e fiecare obiectiv va viza o singurd operatie, si nu un compor-
tament compus, greu de analizat sau de evaluat.

Operationalizarea poate fi realizatd prin indicarea reusitei sau a
prestatiei minimale. Aceasta vizeaza limita temporala — durata pana la
care apare comportamentul mentionat de obiectiv, limita numerica —
numarul minim de conduite preconizate; limita de exactitate — gradul
de exactitate a efectuarii unei operatii, a unei estimari.

In formularea obiectivelor apar deseori greseli. Dintre acestea,
putem mentiona citeva, mai frecvent intalnite:

e confundarea obiectivelor cu programa, cu temele care trebuie
insusite;

e confundarea obiectivului cu ceea ce are intentia sa facé profe-
sorul, nevizand activitatea elevului;

e includerea a mai mult de un obiectiv in formularea rezultatului
unei invatari, ceea ce devine greu de evaluat.

Pentru a identifica obiectivele operationale trebuie parcurse mai
multe etape:
1. Formularea obiectivelor folosind verbe ce descriu comporta-
mente ce pot fi masurate, evaluate, cum ar fi:
a. de cunoastere — sa recunoasca, sa observe, sd giseasca, sa
1dentifice;
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b. de intelegere — sa exprime in cuvinte proprii, sd diferentieze,
sd explice;

c. de aplicare — si aplice, sa clasifice, si compare, sa identifice,
sa utilizeze;

d. de analiza — sa observe, sa descompuna, sa clasifice, sa com-
pare;

e. de sinteza — sa compund, si grupeze, sa deduca, si constru-
i1asca;

f. de evaluare — sa aprecieze, sd compare, s aleagd, s motiveze,
sd argumenteze.

2. Alegerea modului corect de utilizare a materialului didactic
in realizarea sarcinilor didactice de catre elevi.

3. Evaluarea comportamentului, deprinderilor, priceperilor si
abilitatilor matematice care indicad profesorului nivelul achizitiilor
invatarii si oferd totodatd informatii asupra realizarii obiectivelor
propuse.

Obiectivele operationale ale activitatilor matematice se clasifica
de cele mai multe ori In:

e obiective de invatare (cognitive), care se refera la cunostinte
cu caracter matematic;

e obiective de transfer (formative), care privesc capacitatea de a
utiliza cunostintele asimilate n situatii noi sau similare;

e obiective de verbalizare (de exprimare), care se raporteaza la
capacitatea de a comunica §i motiva actiunile care trebuie
efectuate folosind un limbaj matematic.

Reforma curriculard din invataméant este prezentatd in capitolul
urmator. Restructurarea sistemului de Tnvatamant pe cicluri curriculare
si gruparea unor obiecte de studiu pe arii curriculare au condus la
redefinirea finalitatilor educatiei, intr-un mod total diferit de cel clasic.

Finalitatile sunt prezentate pe niveluri de scolaritate (primar, gim-
nazial si liceal) si reprezintd sistemul de referintd pentru elaborarea
programelor scolare si pentru orientarea demersului didactic la clasa.
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Distingem astfel:

Obiectivele-cadru, cu un inalt grad de generalitate, a caror atinge-
re este un proces complex, de lungd duratd (pe mai multi ani de stu-
diu). Ele au o structurd comund pentru toate disciplinele ce apartin
unei arii curriculare si asigura coerenta in cadrul acesteia.

Obiectivele de referintd descriu performanta optimald ce trebuie
formata la elevi pana la sfarsitul unui an de studiu si urmaresc pro-
gresul in formarea si achizitionarea cunostintelor elevului de la un an
de studiu la altul. Din acest tip de obiective, la fiecare lectie se stabi-
lesc obiectivele operationale.

Alaturi de obiective, in calitate de finalitati, sunt explicitate si alte
rezultate ale Invatarii, definite drept competente. Acestea reprezintd
un nou sistem de referintd pentru stabilirea finalitdtilor la nivelul
ciclului liceal.

Competentele reprezintd ansambluri structurate de cunostinte si
deprinderi dobandite prin Invatare. Ele sunt de doua feluri: competente
generale si specifice.

Competentele generale, cu grad ridicat de generalitate si comple-
xitate, se definesc la nivelul unei discipline de studiu si se formeaza pe
durata unui ciclu de Invatamant.

Competente specifice se definesc pe un obiect de studiu si se
formeaza pe parcursul unui an scolar, derivand din competentele gene-
rale. Competentelor specifice i se asociaza prin programa unitati de
continut.

Finalitatile pe cicluri curriculare vor fi prezentate in capitolul
urmator.
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2.7. Formarea profesorilor

Procesul de formare a cadrelor didactice din Romania cuprinde
doua etape:

Pregatirea initiala este realizata pe parcursul studiilor universitare.
Se urmareste ca, prin activitati teoretice si practice specifice, viitorul
cadru didactic sa fie introdus in sfera profesionald pentru care se for-
meaza.

Spre deosebire de sistemul superior de pregatire a profesorilor din
strainatate, In Roménia Incd nu s-a realizat o separare evidentd a tra-
seului formativ cu orientare didactica (profesor de matematica) de cel
cu finalitate stiintificd (cercetare in Institute de Cercetare de Matema-
ticd, n industrie, domeniul bancar, firme si institutii (SRI)). Pentru cei
care intr-adevar ar dori sd opteze pentru cariera didactica (si trebuie sa
recunoasgtem ca sunt din ce in ce mai putini) ar fi necesara absolvirea
unui test de aptitudini iar dimensionarea disciplinelor specifice, a celor
cu pondere ridicatd n pregatirea lor didactica, sa fie mult crescuta.
Bineinteles ca latura stiintifica nu trebuie inlaturatd, dar ea trebuie
adaptata corespunzator, prin cat mai multe exercitii de didactizare, la
necesitatile cu care se va confrunta absolventul in profesorat: la ,,ceea

=9

ce se preda acum 1n gcoald la matematica” si ,,cum se preda in mate-
matica”. Astfel, acesti absolventi vor fi adaptati la situatia actuald a
invatdmantului preuniversitar, vor putea fi pregatiti sa faca fata diver-
selor situatii cu care sunt confruntati imediat, 151 vor putea construi
singuri programe, suporturi curriculare. Din pacate, pregitirea pedago-
gica este facultativa; ea este privitd de cele mai multe ori ca fiind calea
de ales in ultima instanta (sa fiu orice, numai profesor nu).

De multe ori apar situatii care pot parea paradoxale: studentul cel
mai bun nu este neaparat necesar sd devina un foarte bun profesor;
aceasta se Intampla deoarece, pentru profesor, nu doar pregatirea de
specialitate conteaza, ci si cea psihopedagogica, de relationare si for-
matoare.

Pregatirea initiald, Tn cadrul universitar, a viitorilor dascali este
realizatd prin intermediul Departamentului pentru Pregatirea Persona-
lului Didactic (DPPD) care coordoneaza activitdtile privind continutul
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si metodologia specifica fiecarei profesii de cadru didactic, implemen-
teaza solutii de modernizare a Tnvatamantului si de sprijinire a refor-
mei acestuia.

O deosebita importantd in formarea initiald o detine practica peda-
gogicd. Aceasta se desfdsoard pe grupe de aproximativ 10 studenti in
unitati din Tnvataméantul preuniversitar, avand ca mentori profesori de
specialitate desemnati de Inspectoratele Scolare.

Practica pedagogica cuprinde:

e activitati de cunoastere generala a scolii (profil, clase, labora-
toare, cabinete de specialitate, activitatea comisiilor metodice, a comi-
siei dirigintilor, activitati cultural-educative);

e activitati instructiv-educative de observatie, de simulare si de
analiza desfasurate n clase, cabinete (asistenta la lectii de tipuri diferi-
te, la activitati de dirigentie, sedinte cu parintii, activitati ale comisiei
metodice);

e activitati instructiv-educative practice, de proba si finale, efec-
tuate de studenti (studierea manualelor scolare, a planificarilor cadre-
lor didactice, confectionarea de material didactic, elaborarea de pro-
iecte didactice, sustinerea unui numar precizat de lectii de proba si fi-
nale, studierea §i caracterizarea psihopedagogica a unui elev);

e activitati extragcolare (la solicitarea profesorului indrumaétor).

De foarte multe ori, practicantii doresc sa-si desfdsoare orele de
practica pedagogica sub Indrumarea fostilor lor profesori. Acest fapt
aratd cat de puternica este inraurirea unui adevarat profesor asupra
celui care se formeaza sub ochii lui. In acest sens, consideram ca ade-
varatul profesor de matematica este cel care, in afard de activitatea ire-
prosabila desfasuratad la clasd, a indrumat primii pasi ai unui tanar
absolvent in profesiune, in cercetare, si-a format un discipol care poate
sa-1 depageasca din punct de vedere profesional.

Pregatirea continua se realizeaza prin perfectionare in timpul
profesarii. Ea consta in activitati de formare care presupun actualiza-
rea, completarea, specializarea de ordin teoretic, metodic, practic. For-
marea continud poate fi In prelungirea celei initiale sau complemen-
tara acesteia.
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Astfel, spre deosebire de unele idei avansate, nu este necesar ca
profesiunea dobanditd sau aleasd (in mod voit sau nu) la un moment
dat sd fie exact cea pentru care s-a optat in cadrul pregatirii initiale.
Pentru aceste situatii existd, Tn domeniul pregétirii continue, cursuri de
reconversie sau alte variante de perfectionare in profesia desfasurata la
momentul respectiv.

DPPD este cel care organizeaza activitati de perfectionare a pre-
gatirii de specialitate, psihopedagogice, si metodice a cadrelor didac-
tice din invatimantul preuniversitar (examene de definitivat, gradul II
si gradul I) si furnizeaza indrumatoare didactice, publicatii si consul-
tantd in domeniu.

Din directiile propuse pentru o Imbunatatire a pregatirii continue
putem mentiona:

e formarea profesorilor bi- §i tri-disciplinari, care pot preda pa-
chete de discipline (de exemplu, Stiinte) pentru a usura perspectiva
interdisciplinara a procesului de invatamant cat si solutionarea anumi-
tor probleme administrative (se pot realiza norme compacte in aceeasi
unitate de invatamant);

e descentralizarea structurii disciplinelor si a programelor cores-
punzatoare din procesul de formare continua si organizarea lor modu-
lard pentru a oferi fiecarui profesor posibilitatea alegerii segmentelor
modulare care 1i folosesc efectiv in situatia profesionala.
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CAPITOLUL III

Teoria si metodologia curriculumului

3.1. Conceptul de curriculum

Conceptul de curriculum reprezinta un concept de baza atat pen-
tru didactica cat si pentru teoria educatiei. El provine din cuvantul lati-
nesc ,,curriculum” care inseamna ,,drum”, ,,alergare”, ,,cursa’.

Primele mentionari ale acestui termen sunt consemnate in docu-
mentele universitatilor din Leiden (1582) si Glasgow (1633).

In prezent, la noi, termenul desemneaza continutul activitatilor
instructiv-educative, in stransa interdependentd cu obiectivele educa-
tionale, activitatile de invatare, metodele didactice, mijloacele de inva-
tamant, formele de realizare a activitatilor, etc. De fapt, din multitu-
dinea de definitii date acestui concept, am putea pastra doud accep-
tiuni: In sens restrans — curriculumul ar reprezenta continutul invata-
mantului; in sens larg — el se refera la intregul program educativ, cu
interrelatiile dintre obiectivele si modalitétile de realizare si evaluare
ale acestuia.

In acest capitol, vom folosi si alte notiuni specifice a caror definire
este prezentata in continuare.

Continutul curricular semnificd orice subiect de studiu, material
educational, situatie sau experienta care poate ajuta la dezvoltarea ap-
titudinilor cognitive si afective.

Faptul curricular reuneste totalitatea actelor educatorului sau
educatului cu impact in situatii specifice de invétare, orientate catre re-
organizarea experientei acestuia din urma.
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Ciclurile curriculare reprezintd perioade de scolaritate pe mai
multi ani de studiu (se pot grupa ani de studiu care apartin uneori de
niveluri de scolaritate diferite), care au In comun anumite finalitati
specifice. Ele se suprapun peste structura formald a sistemului de in-
vatamant pentru a focaliza obiectivul major al fiecarei etape scolare si
de a regla procesul de invatdmant prin interventii de natura curri-
culara.

Aria curriculara reprezintd o grupare de discipline scolare cu
anumite obiective si metodologii comune, oferind o viziune interdis-
ciplinara asupra obiectelor de studiu.

Cele sapte arii curriculare, stabilite pe baza unor criterii psihope-
dagogice si epistemiologice sunt: ,,Limba si comunicare”, ,,Matemati-
ca si stiinte ale naturii”, ,,Om si societate”, ,,Arte”, ,,Educatie fizica si
sport”, ,, Tehnologii”, ,,Consiliere §i orientare”. Ele raman aceleasi pe
intreaga durata a scolaritatii obligatorii si a liceului, doar ponderea lor
fiind variabild in cadrul ciclurilor curriculare si de-a lungul anilor de
studiu.

In educatia formala si nonformali, toate persoanele experimen-
teazd mai multe forme de curriculum. Dintre aceste tipuri, le vom
mentiona pe cele mai des intalnite.

Curriculumul general (core-curriculum, curriculum de baza,
curriculum comun, trunchi comun de cultura generaldi) se refera la
obiectivele generale ale educatiei si la continuturile educatiei generale
portamente), obligatorii pentru toti cei educati pe parcursul primelor
stadii ale scolaritatii.

Curriculumul de profil si specializat — se refera la formarea si
dezvoltarea comportamentelor, competentelor, abilitatilor si strategii-
lor specifice anumitor domenii de cunoastere, care isi gasesc cores-
pondent in diferite profiluri de studii (stiinte exacte, stiinte umaniste,
muzicd, arte plastice, sport).

Curriculumul formal (oficial) cuprinde toate documentele scolare
oficiale (documente de politicd a educatiei, documente de politica
scolara, planuri de invatamant, programe scolare, manuale, ghiduri,
indrumatoare, materiale metodice, instrumente de evaluare), care stau
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la baza proiectarii activitatii instructiv-educative la toate nivelurile
sistemului si procesului de Tnvatamant.

Curriculumul neformal se refera la obiectivele si continuturile
activitatilor instructiv-educative neformale, care au caracter optional,
sunt complementare scolii, structurate si organizate intr-un cadru insti-
tutionalizat extrascolar (cluburi, tabere, case ale elevilor, asociatii ar-
tistice).

Curriculumul informal este asociat cu educatia de tip informal si
reuneste ansamblul de experiente de Invatare si dezvoltare rezultate
din interactiunea elevului cu mass-media, institutii culturale, religioa-
se, organizatii ale comunitatiilor locale, familie, grup de prieteni.

Curriculumul recomandat reprezintd ghidul general al cadrelor
didactice, recomandat de experti in educatie sau de autoritati guverna-
mentale.

Curriculumul predat cuprinde ansamblul experientelor de invata-
re si dezvoltare oferite elevilor de catre profesori pe parcursul activita-
tilor didactice.

Curriculumul suport reuneste toate materialele curriculare auxi-
liare.

Curriculumul invatat consta in tot ceea ce elevii au acumulat in
urma participarii lor la procesul instructiv-educativ.

Curriculumul local include oferte de obiective si continuturi ale
activitatilor instructiv-educative propuse de cétre inspectoratele sco-
lare (se aplicd la nivel teritorial) sau chiar de cétre unitatile de Tnvata-
mant, 1n functie de necesitatile proprii.

3.2. Ideal educational si finalititile sistemului roménesc
de invatamant

Idealul educativ este o instanta valorica din care rezultd norme,
principii, strategii, scopuri si obiective determinate, care directioneaza
procesul de formare a tinerei generatii. El trebuie sd se caracterizeze
prin trei dimensiuni:

e dimensiunea sociala — sa corespunda unor cerinte sociale;

e dimensiunea psihologica — sa raspunda nevoilor si posibilita-

tilor indivizilor;
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o dimensiunea pedagogica — sa permita o transpunere practica

in plan instructiv-educativ.

Pentru a fixa un ideal educational trebuie sa se tina cont de esenta
societdtii, de modelul dezvoltarii ideale a personalitatii, de valorile
fundamentale ale lumii contemporane (democratie, umanism, civism,
tolerantd, respectarea drepturilor omului), de traditiile culturale.

In acest sens, idealul educational si finalititile sistemului roma-
nesc de invatimant reprezintd un sistem de referintd in elaborarea
Curriculumului National.

Astfel, in articolul 3 al Legii Invatamantului se specifica faptul ca
Invitimantul urmareste realizarea idealului educational intemeiat pe
traditii umaniste, pe valorile democratiei si pe aspiratiile societatii ro-
manesti si contribuie la pastrarea identitatii nationale. Idealul educa-
tional al scolii romanesti constd in dezvoltarea liberd, integrald si ar-
monioasa a individualitétii umane, in formarea personalitdtii autono-
me si creative.” Articolul 4 al aceleiasi legi stabileste ca finalitate a in-
vatamantului, formarea personalitatii umane prin:

1) Insusirea cunostintelor stiintifice, a valorilor culturii nationale
si universale;
ve, a abilitatilor practice prin asimilarea de cunostinte umaniste, stiin-
tifice, tehnice si estetice;

3) Asimilarea tehnicilor de munca intelectuald necesare instruirii
si autoinstruirii pe durata Intregii vieti;

4) Educarea in spiritul respectarii drepturilor si libertatilor funda-
mentale ale omului, al demnitatii si al tolerantei, al schimbului liber de
opinii;
valorile moral-civice, a respectului pentru natura, mediul Inconjurétor;

6) Dezvoltarea armonioasd a individului prin educatie fizica,
educatie igienico-sanitara si practicarea sportului;

7) Profesionalizarea tinerei generatii pentru desfasurarea unor
activitati utile, producatoare de bunuri materiale si spirituale;

8) Invatimantul asigura cultivarea dragostei fata de tara, fata de
trecutul istoric si de traditiile poporului roman;
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9) Finalitatile scolii romanesti se realizeaza prin strategii si teh-
nici moderne de instruire si educare, sustinute de stiintele educatiei si
practica scolard, conform obiectivelor fiecarui nivel de invatare.

In concluzie, scopul educatiei vizeazi finalitatea unei actiuni edu-
cationale bine determinate. Putem identifica astfel scopul unei lectii,
al unei teme, al unei laturi a educatiei. El trebuie sa fie mereu intr-o
relatie de continuitate si de adecvare cu idealul educational.

3.3. Planul-cadru de invatamant

Planul-cadru de invatamdnt reprezintd documentul reglator esen-
tial care jaloneaza resursele de timp ale procesului de predare-invitare.
El ofera o solutie de optimizare a bugetului de timp: pe 1anga activita-
tile comune tuturor elevilor din tard, care asigura egalitatea de sanse
ale acestora, este prevazutd activitarea pe grupuri/clase de elevi in
scopul diferentierii parcursului scolar n functie de interesele, nevoile
si aptitudinile elevilor.

Planul-cadru sté la baza unui nou Curriculum National, care pro-
pune o anumita articulare a obiectivelor educationale, a continuturilor
invatarii, a metodelor de predare, Invatare si evaluare intr-o maniera
semidescentralizatd. Astfel, Curriculumul National este defalcat in:
curriculum nucleu si curriculum la decizia scolii.

Trunchiul comun reprezintd numarul de ore care trebuie parcurse
in mod obligatoriu de catre toti elevii unei clase, pentru o anumita
disciplind si este alocat prin planurile-cadru de invatamant. Expresia
curriculara a trunchiului comun, curriculumul-nucleu, cuprinde ele-
mentele esentiale pentru orientarea invatarii la o anumitd disciplina.
Acest curriculum este singurul sistem de referintd pentru diferitele
tipuri de evaludri si examinari nationale din sistem si pentru elabora-
rea standardelor curriculare de performanta.

Curriculumul la decizia scolii reprezintd ansamblul proceselor
educative si al experientelor de invatare pe care fiecare scoala le pro-
pune in mod direct elevilor sai in cadrul ofertei curriculare proprii.

O structura diferentiata pe filiere, profiluri si specializari, precum
si existenta mai multor planuri-cadru de invatdmant conduc la mode-
larea unor licee cu personalitate proprie, avand o oferta specifica pe
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piata educationala, spre deosebire de invatdmantul general, uniform in
structura si relativ omogen in ofertd. Astfel, la liceu, planurile-cadru
sunt structurate pe trei componente: trunchi comun (TC), curriculum
diferentiat (CD) si curriculum la decizia scolii (CDS), la filierele
teoreticd si vocationala, respectiv curriculum de dezvoltare localad
(CDL), la filiera tehnologica, in ciclul superior al liceului. Pentru a
exemplifica, prezentdm in Anexa 1, in comparatie, planul cadru pentru
clasele a XI-a atat la profilul real, specializarea matematica-informa-
ticd cét si la profilul umanist, specializarea filologie conform Anexei 2
la Ordinul Ministerului Educatiei si Cercetarii nr. 5718/22.12.2005. in
general, curriculumul-nucleu reprezinta aproximativ 70% din Curri-
culumul National, restul de aproximativ 30% fiind rezervat curricu-
lumului la decizia scolii.

Noul plan-cadru de invatamint este elaborat pe baza unui sistem
de principii generale ce urmareste formarea unei noi culturi curricu-
lare:

e principiul egalitatii sanselor, fiecare persoana avand astfel
dreptul la educatia comuna, realizatd in cadrul invatdmantului obli-
gatoriu, prin parcurgerea trunchiului comun. Aplicarea acestui prin-
cipiu presupune: obligativitatea invatdmantului general, accesul elevi-
lor la ,,nucleul” fiecarei componente a parcursului scolar, asigurarea
unui nivel optim acceptabil de cunostinte si capacitati.

e principiul descongestiondrii, care propune selectarea si esen-
tializarea continuturilor programelor scolare si diminuarea suprain-
carcarii informationale.

e principiul descentralizarii si al flexibilitatii curriculumului,
care se referd la imbinarea curriculumului-nucleu cu curriculumul la
decizia scolii. Variabilitatea numarului total de ore intre un minim si
un maxim alocat prin planurile-cadru ca si plaja orard de la nivelul
fiecarui obiect de studiu ofera elevilor posibilitatea optiunii pentru un
anumit domeniu de interes, profesorilor flexibilitate in alegerea unui
gerilor de scoli, organizarea unei activitati didactice corelate cu resur-
sele umane si baza materiala de care dispune scoala.
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e principiul selectiei si ierarhizdrii culturale, care stabileste
impartirea disciplinelor de invatdmant in arii curiculare. Dintre avan-
tajele oferite de organizarea planului de Invatamant pe arii curriculare
mentiondm: posibilitatea integrarii demersului mono-disciplinar actual
intr-un cadru interdisciplinar, concordanta cu teoriile actuale privind
procesul, stilul, ritmurile invatarii.

e principiul functionalitdtii presupune ca disciplinele de studiu,
respectiv ariile curriculare sunt adaptate particularitatilor de varsta ale
elevilor, procesul de invatare fiind structurat pe cicluri curriculare.

Ciclurile curriculare cuprinse in Curriculumul National sunt:

- ciclul achizitiilor (gradinitd — clasa a II-a),

- ciclul de dezvoltare (clasa a IlI-a — clasa a VI-a),

- ciclul de observare si orientare (clasa a Vll-a — clasa a [X-a),

- ciclul de aprofundare (clasa a X-a — clasa a XI-a),

- ciclul de specializare (clasa a XII-a).

e principiul coerentei se refera la asigurarea echilibrului optim
intre ariile curriculare si disciplinele de studiu, atat in plan orizontal
cat si vertical.

e principiul racorddirii la social subliniaza necesitatea asigu-
rarii unei legaturi optime intre institutia de Invatamant si cerintele so-
cietatii. Astfel, gimnaziul oferad orientarea catre liceul teoretic, tehno-
logic, vocational sau scoala profesionald, iar liceul catre pregatirea
universitara, postliceald sau piata muncii.

3.4. Finalitati pe cicluri curriculare

Fiecare ciclu curricular ofera un set de obiective de Invatare care
consemneaza ceea ce ar trebui sa dobandeasca elevii la sfarsitul unei
etape scolare. Prin aceste obiective, ciclurile curriculare confera diferi-
telor etape ale scolaritatii o serie de dominante care se reflecta in alca-
tuirea programelor scolare.

Introducerea ciclurilor curriculare urmareste: crearea continuitatii
la trecerea de la o treapta de scolaritate la alta prin transferul de meto-
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de si prin stabilirea de conexiuni explicite la nivelul curriculumului;
crearea premiselor necesare pentru extinderea scolaritdtii obligatorii
catre varstele de 6 si 16 ani; construirea unei structuri a sistemului de
invatamant mai bine corelate cu varstele psihologice.

Ciclul curricular al achizitiilor fundamentale (gradinita-grupa
pregatitoare, unde existd — clasele I si a II-a) are ca obiective majore
acomodarea la cerintele sistemului scolar §i alfabetizarea initialda. Se
vizeaza:

- asimilarea elementelor de baza ale principalelor limbaje conven-
tionale: scris, citit, calcul aritmetic;

- stimularea copilului 1n vederea perceperii, cunoasterii §i stiapa-
nirii mediului apropiat;

- stimularea potentialului creativ al copilului, a intuitiei si a imagi-
natiei acestuia;

- formarea motivarii pentru invatare, inteleasa ca activitate sociala.

Ciclul curricular de dezvoltare (clasele a Ill-a - a VI-a) are ca
scop principal formarea capacitdtilor de baza necesare pentru conti-
nuarea studiilor. Se urmareste, printre altele:

- dezvoltarea achizitiilor lingvistice §i incurajarea folosirii limbii
romane, a limbii materne, a limbilor strdine pentru exprimarea in situ-
atii variate de comunicare;

- dezvoltarea unei gandiri structurate si a competentei de a aplica
in practica rezolvarea de probleme;

- familiarizarea cu o abordare pluridisciplinard a domeniilor cu-
noasterii, etc.

Ciclul curricular de observare §i orientare (a Vll-a - a [X-a)
urmareste in special orientarea in vederea optimizarii optiunii scolare
si profesionale ulterioare. El vizeaza:

- descoperirea de catre elev a propriilor afinitati, aspiratii si valori
in scopul construirii unei imagini de sine pozitive;

- formarea capacitatii de analiza a setului de competente dobandite
prin Invatare in scopul orientdrii spre o anumita carierd profesionala;

- dezvoltarea capacitatii de a comunica, inclusiv prin folosirea
diferitelor limbaje specializate;
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- dezvoltarea gandirii autonome §i a responsabilitatii fatd de inte-
grarea in mediul social.

Ciclul curricular de aprofundare (clasele a X-a si a XI-a) are ca
obiectiv principal addncirea studiului in profilul si specializarea alea-
sd, asigurand, in acelasi timp, o pregatire generald pe baza optiunilor
din celelalte arii curriculare.

Ciclul curricular de specializare (clasa a XII-a) are ca scop major
pregdtirea in vederea integrarii eficiente in invatamadntul universitar
de profil sau pe piata muncii.

Un alt concept ce aminteste de finalitatea sistemului de invata-
mant este cel de profil de formare a absolventului de invatamant obli-
gatoriu.

Profilul de formare se fundamenteaza pe cerintele sociale expri-
mate in legi si in alte documente de politica educationala (aplicarea
noului curriculum), precum si pe cerintele psihopedagogice ale elevi-
lor din Tnvatamantul obligatoriu.

Capacitatile si atitudinile vizate de profilul de formare au caracter
transdisciplinar. Prezentdm 1n continuare unele dintre acestea si exem-
plificam activitati pe care profesorul de matematica le poate desfasura,
contribuind la conturarea lor:

e sd demonstreze gdndire creativd, prin: gasirea unor strategii
alternative de rezolvare a problemelor, crearea de exercitii §i probleme
folosind tehnici diverse, generalizari matematice;

e sda foloseasca diverse modalitati de comunicare in situatii
reale si contexte diferite, prin folosirea unei terminologii corecte,
exprimarea solutiilor sau a datelor unor probleme in limbaj cotidian,
transpunerea unei situatii cotidiene in limbaj matematic, expunerea
argumentativa a demersului rezolutiv, integrarea limbajului matematic
in sistemul universal de comunicare;

e sa inteleaga si sd utilizeze tehnologiile in mod adecvat, prin:
utilizarea instrumentelor de masura standard pentru a masura lungi-
mea, aria, volumul, masa, etc., exersarea capacitatii de a estima dife-
rite marimi, folosirea unor teorii, principii, modele matematice pentru
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a descrie anumite fenomene naturale si a intelege modul de utilizare al
calculatorului;

e sa-si dezvolte capacitdtile de investigare si sd-si valorifice
propria existentd, prin: dezvoltarea de strategii de investigare si rezol-
vare a problemelor (tatonare, incercare-eroare, reprezentare grafica,
modelare, etc.);

e sd demonstreze capacitate de adaptare la situatii diferite,
prin: activitati de invatare individuald, in echipa sau 1n grup care con-
duc la dobandirea de capacitati de cooperare, colaborare, coordonare,
subordonare, lucru in echipa, manifestare a initiativei, respectand opi-
niile fiecaruia;

e sd contribuie la construirea unei vieti de calitate, prin:
dezvoltarea unor atitudini pozitive fatd de sine si fatd de semeni
(toleranta, responsabilitate); formarea §i exprimarea optiunii pentru o
viatd mai sdnatoasa si echilibratd; cunoasterea si respectarea drepturi-
lor fundamentale ale omului; promovarea unui mediu natural propice
vietii;

e sd-si construiascd un set de valori individuale §i sociale, sa
i5i orienteze comportamentul §i cariera in functie de acestea, prin:
dezvoltarea competentei de a sustine propriile optiuni; sprijin acordat
in dezvoltarea aptitudinilor individuale si in analiza oportunitatilor
oferite de diferite filiere vocationale.

3.5. Curriculumul la decizia scolii

Un aspect aparte al flexibilitatii i alternativitatii curriculare il
reprezintd curriculumul la decizia scolii (CDS).

CDS 1in invatamantul gimnazial are mai multe ipostaze:

1. Aprofundarea, care reprezinta acea forma de CDS care urma-
reste aprofundarea obiectivelor de referinta ale curriculumului-nucleu
prin diversificarea activitatilor de Invatare in numarul maxim de ore
prevazut in plaja orard a unei discipline. Aprofundarea se aplicd numai
in cazuri de recuperare pentru acei elevi care nu reusesc sd atinga
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nivelul minimal al obiectivelor prevazute in programa in anii anteriori.
Are aceeasi rubrica in catalog cu disciplina sursa.

2. Extinderea, acea parte din CDS care presupune extinderea
obiectivelor si a continuturilor din curriculumul-nucleu prin noi obiec-
tive de referintd si unitati de continut In numarul maxim de ore preva-
zut 1n plaja orard a unei discipline. Aceasta presupune parcurgerea
programei in intregime (inclusiv elementele marcate cu asterisc). Are
aceeasi rubrica in catalog cu disciplina sursa.

3. Optionalul, tipul de CDS care contine (in mod optional) o
noud disciplind de studiu propusd de institutia de Tnvatdmant sau
aleasd din lista elaboratd de minister, in functie de resursele umane si
materiale ale gcolii, de interesele si performantele elevilor. Pentru
aceasta, la nivelul scolii, se elaboreaza o programa cu obiective si con-
tinuturi noi; de asemenea, trebuie sd se proiecteze si competentele as-
teptate de la elevi, probele de evaluare, itemii de masurare a acestora.
Optionalele au ore proprii (in plaja orara dupa ce au fost stabilite orele
din trunchiul comun) si rubrica noud 1n catalog. Ele pot fi:

»  La nivelul disciplinei, care constau fie din activitati, module,
proiecte care nu sunt incluse In programa scolara, fie dintr-o
disciplind care nu este prevazutd in planul-cadru sau care nu
apare la o anumita clasa sau ciclu curricular.

»  La nivelul ariei curriculare, care presupun alegerea unei teme
ce implica cel putin doua discipline dintr-o arie. In acest caz,
pornind de la obiectivele-cadru ale disciplinelor considerate,
se formuleaza obiective de referinta pentru temele alese.

»  La nivelul mai multor arii curriculare, care implica cel putin
douad discipline apartinand unor arii curriculare diferite. Ca si
in cazul anterior, informatiile cu care elevii vor opera sunt
complexe si permit dobandirea de achizitii cognitive de ordin
inalt (de tipul generalizarii, transferului).

Conform OMEC nr. 3638/2001, in schema orard a fiecarui elev

din Invatdmantul obligatoriu trebuie sd existe minimum o ora de
optional.
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In cazul disciplinelor scolare care nu dispun de plaja orard, cum
este matematica (clasele a V-a — a VIII-a), CDS-ul poate cuprinde
numai ore de optional.

Ca exemplu de optionale la nivelul disciplinei, putem considera:
Matematica distractiva, Istoria matematicii (clasa a V-a), Constructii
cu rigla si compasul, Locuri geometrice (clasa a VII-a).

La liceu, curriculumul la decizia scolii urmareste sa coreleze mai
bine resursele scolii cu dorintele elevilor, contribuind 1n final la valo-
rizarea fiecarul liceu, la crearea unei personalitati proprii a scolii prin
diferentierea ofertei educationale. Competitia dintre scoli poate deveni
astfel o competitie a valorilor, avand ca efect sporirea calitatii proce-
sului de invatamant.

in cazul optionalelor de liceu, Curriculumul National mentionea-
za urmatoarele tipuri:

1. optionalul de aprofundare, care este un tip de CDS derivat
dintr-o disciplina studiatd in trunchiul comun si urmareste aprofun-
darea competentelor specifice din curriculumul-nucleu prin noi unitati
de continut propuse la nivelul scolii (sau cele marcate cu asterisc,
pentru specializarile care nu le parcurg in mod obligatoriu la trunchiul
comun). Are aceeasi rubrica in catalog cu disciplina-sursa.

2. optionalul de extindere, un tip de CDS derivat dintr-o dis-
ciplind studiata in trunchiul comun, care extinde competentele gene-
rale din curriculumul-nucleu prin noi competente specifice si noi con-
tinuturi definite la nivelul scolii. Are rubrica noua in catalog.

3. optionalul ca disciplina noud, care introduce noi obiecte de
studiu, in afara celor prevazute in trunchiul comun la un anumit profil
si specializare, sau teme noi care nu se gasesc in programele nationale.
Ele introduc astfel noi competente specifice i noi continuturi diferite
de cele ale programei de trunchi comun. Are rubrica noud in catalog.

4. optionalul integrat, care introduce ca obiecte de studiu noi
discipline structurate in jurul unei teme integratoare pentru o anumita
arie curriculard sau pentru mai multe arii curriculare. Sunt adaugate
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noi competente specifice complexe si noi continuturi interdisciplinare.
Are rubrica noua in catalog.

Raportul dintre trunchiul comun si curriculumul la decizia scolii
variazd pe parcursul liceului. Procentul afectat CDS se majoreaza
progresiv, de la aproximativ 20-30% 1n clasa a 1X-a, la 40-45% in
clasa a XlI-a.

Ca exemple de optionale mentionam: Elemente de teoria grafuri-
lor si aplicatii (clasa a X-a M2/M3, optional de extindere), Introduce-
re in documentarea §i cercetarea stiintifica (clasa a Xll-a, M1/M2,
optional intercurricular).

3.6. Produse curriculare

Continutul invatdmantului se obiectiveaza in documentele scolare,
care au rolul de a norma si imprima procesului de invatdmant un ca-
racter planificat si unitar.

A. Planul de invdtamdnt este un document scolar emis de o insti-
tutie de invatamant (eventual validat de ministerul de resort), care are
functia de a orienta procesele instructiv-educative. Pentru institutiile
scolare de stat, planul de Invatdmant are un caracter unitar si obliga-
toriu pentru toate unitatile de acelasi grad sau tip. El stabileste:

e disciplinele scolare care urmeaza a fi studiate §i succesiunea

acestora pe anii scolari;

e numdrul saptdmanal si anual de ore pentru fiecare obiect, la

fiecare an de studiu;

e structura anului scolar, adicé succesiunea intervalelor de timp

afectate studiilor, vacantelor, examenelor.

B. Programa scolard, parte a Curriculumului National, este un
document care configureaza continutul procesului instructiv-educativ
la o disciplind de invatamant. Programa indicd obiectivele, temele si
subtemele la fiecare disciplind. Actualele programe scolare sunt cen-
trate pe obiective/competente, ceea ce subliniaza importanta rolului re-
glator al achizitiilor elevilor in plan formativ.
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Pentru profesor, programa scolard este principalul ghid in proiec-
tarea si desfasurarea activitatilor, avand valoare operationala si instru-
mentala.

Programele de matematica descriu oferta educationald a discipli-
nei pe un parcurs scolar determinat. Deoarece finalitatile diferitelor li-
cee presupun o varietate mare de a utiliza matematica, precum si dato-
ritd unor mari diferente in ceea ce priveste numarul de ore alocat prin
planul-cadru diferitelor specializari, curriculumul pentru liceu este
structurat pe trei tipuri de programe: M1, M2, M3.

O programa scolard de matematica din gimnaziu cuprinde:

1. O notd de prezentare, care descrie parcursul obiectului de stu-
diu respectiv, argumenteaza structura didactica adoptata si sintetizea-
za recomandari considerate semnificative de catre autorii programei.

2. Obiectivele-cadru, cu grad ridicat de generalitate si comple-
xitate, care se referd la formarea unor capacitati si atitudini generate
de specificul disciplinei si sunt urmarite de-a lungul mai multor ani de
studiu.

3. Obiectivele de referintd, care specifica rezultatele asteptate ale
invatarii si urmdresc progresia in formarea de capacitati si achizitia de
cunostinte ale elevului de la un an de studiu la altul.

4. Exemple de activititi de invdtare, care propun modalitati de
de astfel de activitdti pentru fiecare obiectiv de referintd in parte.
Exemplele sunt construite astfel incat sd se porneasca de la experienta
concreta a elevului si s se integreze unor strategii didactice adecvate
contextelor variate de invatare.

5. Continuturile sunt mijloace prin care se urmareste atingerea
obiectivelor-cadru si de referintd propuse. Unitatile de continut sunt
organizate tematic.

6. Standardele curriculare de performanta sunt standarde
nationale, ce reprezinta pentru toti elevii un sistem de referintd comun
si echivalent, vizand sfarsitul unei trepte de scolaritate (clasa a VIII-a).
Ele constituie specificari de performanta vizand cunostintele, compe-
tentele si comportamentele dobandite de elevi prin studiul unei disci-
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pline. Astfel, aceste standarde permit evidentierea progresului realizat
de elevi de la o treaptd de scolaritate la alta.

Pentru liceu, programele cuprind: notd de prezentare, competente
generale, competente specifice si continuturi, valori si atitudini, suges-
tii metodologice.

Valorile si atitudinile apar in mod explicit sub forma unei liste
separate in programa fiecarui obiect de studiu. Ele acopera intreg par-
cursul Invatamantului liceal si orienteazd dimensiunile axiologica si
afectiv-atitudinala aferente formarii personalitatii din perspectiva unei
discipline. Ele au o importantd egala in reglarea procesului educativ,
ca §i competentele, care acopera dimensiunea cognitiva a personalitatii.

Sugestiile metodologice cuprind recomandiri generale privind
metodologia de aplicare a programei. Acestea se pot referi la desfa-
surarea efectiva a procesului de predare-invatare centrat pe formarea
de competente, sau oferd sugestii privind metodele si activitatile de
invatare, dotarea materiald, evaluarea continua.

C. Manualul gcolar este un important instrument de lucru pentru
elevi, care detaliazd sistematic temele recomandate de programele
scolare la fiecare obiect de studiu si pentru fiecare clasa. Din punctul
de vedere al activitatilor invatdiméantului, manualul are trei functii
principale:

1. functia de informare ce presupune ca selectia cunostintelor se
va face prin reduceri, simplificari, reorganizari incat sa se asi-
gure progresivitate si sa se evite supraincarcarea;

2. functia de structurare a invatarii: organizarea invatarii se poa-
te realiza in mai multe feluri:

de la experientd practica la teorie;
de la teorie la aplicatii practice, prin controlul achizitiilor;
de la exercitii practice la elaborarea teoriei;
de la expozeu la exemple;
e de la exemple si ilustrari la observatie si analiza.
3. functia de ghidare a invatarii: exista alternativele:
e repetitia, memorizarea, imitarea modelelor;
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e activitatea deschisa si creativa a elevului, care poate utili-
za propriile sale experiente si observatii.

Pentru realizarea unui manual trebuie respectate mai multe cerinte:

e cerinte didactice — modalitati convenabile de infatisare a in-
formatiei, respectarea unui stil cognitiv adecvat varstei,

e cerinte igienice — lizibilitatea textului sau a materialului ico-
nografic, calitatea hartiei si a cernelii tipografice, formatul
manualului;

e cerinte estetice — calitatea tehnoredactdrii, a ilustratiilor, a le-
garii, a coloritului.

Orice manual autentic propune un mod de structurare a informa-
tiei pe criteriul progresiei si sistematicitdtii cognitive sau executive.
Continutul trebuie organizat in parti, capitole, subcapitole, lectii. Fie-
care unitate curriculard de baza (lectia) va include secvente distincte
de informatii, explicatii, comentarii, corelatii intra- si interdisciplinare,
exercitii aplicative, rezumate, fise de evaluare, bibliografie suplimen-
tara. Poate ca ar fi indicat ca 1n cadrul fiecérei lectii prezentate in ma-
nual sd fie mentionate §i obiectivele operationale esentiale ce trebuie
realizate. in acest fel, elevii ar avea o ,,listd” ce specifica exact ceea ce
se cere de la ei, pas cu pas.

La sfarsitul manualului, este preferabil sa mai fie inserat un mini-
dictionar ce explicd notiunile fundamentale prezentate in manual (mai
ales la clasele mici); de asemenea, existenta unui index ar usura mult
parcurgerea manualului, identificarea unor notiuni.

Alte suporturi curriculare, cum ar fi ghiduri metodologice de
aplicare a noului curriculum, de proiectare si evaluare pentru diferi-
tele discipline de invatamdnt, au o valoare informativa, normativa si
euristica pentru cadrele didactice. Ele expliciteaza directiile de actiune,
principiile si structurile de actiune prin exemplificari concrete.

Cum informatizarea invatdmantului constituie o prioritate, softu/
educational (programele informatice special dimensionate in perspec-
tiva predarii unor teme specifice) constituie o necesitate evidenta.

72



CAPITOLUL IV

Proiectarea activitatilor instructive

4.1. Importanta si etapele proiectarii didactice

Proiectarea didactica reprezinta un proces deliberat de fixare a
pasilor ce trebuie parcursi in realizarea instructiei si educatiei. Fiind
un act de anticipare si de prefigurare a demersului educational, acesta
devine admisibil si traductibil in practica. In functie de perioada luati
ca referinta, intalnim proiectarea globala si proiectarea esalonata.

Proiectarea globala se refera la o perioadd mai mare de instruire
(ciclu sau an de studiu). Ea este concretizatd de obicei prin dimen-
sionarea planurilor de Invataméant si a programelor analitice §i stabi-

Proiectarea egalonata este materializatd prin elaborarea progra-
melor de instruire specifice unei discipline si apoi a unei lectii, ce se
aplica la o anumita clasad de elevi pe trei planuri temporale: anul, se-
mestrul si ora scolara.

Proiectarea disciplinei pentru un an sau semestru scolar se reali-
zeaza pe baza programei scolare care indica riguros capitolele, temele
si subtemele cu numarul corespunzator de ore pentru tratarea acestora.

Modelul modern, curricular, al proiectarii didactice este caracte-
rizat de urmatoarele aspecte:

e este centrat pe obiective si propune actiuni didactice specifice

procesului de predare-invatare-evaluare;

e punctul de plecare il constituie obiectivele stabilite pentru elev;
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e Intre toate elementele activitatii didactice (obiective, continut,
metodologie, evaluare) se stabilesc raporturi de interdepen-
denta;

e asigura echilibrul dintre pregatirea de specialitate si cea psiho-
pedagogica a profesorului.

In acest sens, proiectarea didactica presupune:

e definirea obiectivelor Invatarii la unul sau mai multe niveluri;

e sugerarea unor teme de activitate care sa provoace invatarea in
sensul dorit;

e oferirea posibilitatii de alegere a metodelor si mijloacelor de
predare si invétare;

e instrumente de control a predarii §i invatarii;

e determinarea conditiilor prealabile necesare unei activitati de
invatare eficienta.

4.2. Proiectarea demersului didactic

Proiectarea demersului didactic presupune lecturarea persona-
lizata a programelor scolare, planificarea calendaristica, proiectarea
unitatilor de invatare si deci, a lectiilor.

Deoarece programele scolare centrate pe obiective nu mai aso-
ciaza continuturilor in mod univoc o alocatie temporald si 0 anumita
succesiune, profesorul trebuie sa aiba o imagine de ansamblu bine
conturatd asupra intregului curriculum alocat unui an de studiu. In
acest sens, s-a optat pentru organizarea procesului de invatamant in
unitdti de invatare, considerdndu-se ca, prin identificarea unor teme
majore §i organizarea continuturilor in jurul acestora, se ofera o imagi-
ne mult mai clard decét o succesiune de lectii.

O unitate de invatare este o structurd didacticd deschisa si flexi-
bila, care se caracterizeaza prin:
e determind formarea la elevi a unui comportament specific,
generat prin integrarea unor obiective de referinta;
e este unitard din punct de vedere tematic;
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e se desfdsoard in mod sistematic si continuu pe o perioada de
timp;
e se finalizeaza prin evaluare.

A. Lectura personalizata a programelor scolare

Conceptul central al proiectérii didactice este demersul didactic
personalizat, iar instrumentul acestuia este unitatea de invatare.

Demersul didactic personalizat exprima dreptul profesorului de a
lua decizii asupra modalitatilor pe care le considerd optime In cres-
terea calitatii procesului de invatimant, cat si raspunderea personald a
acestuia 1n a asigura elevilor un parcurs scolar individualizat, raportat
la conditiile si cerintele concrete.

In acest sens, programa scolard, element central in proiectarea
didactica, nu este privitd ca un element de ingradire pentru profesor;
ea reprezintd un document reglator stabilind obiective, finalitdti ce
trebuie atinse prin intermediul activitatii didactice. Profesorul poate
opta pentru folosirea activitatilor de invatare recomandate prin pro-
grama sau poate propune alte activitati adecvate conditiilor concrete
din clasa.

Programele claselor gimnaziale se citesc ,,pe orizontala”, in succe-
siunea urmatoare:

Obiective — Obiective — Continuturi —  Activitati
cadru  « referinfa « «— Invatare

Fiecarui obiectiv cadru ii sunt asociate obiective de referinta.
Atingerea acestora se realizeaza cu ajutorul continuturilor.

Programele claselor a IX-a — a XII-a permit o lecturad liniara mai
simpla, datoritd asocierii directe dintre competentele specifice si conti-
nuturi.

Programele de matematicad prezintd cateva aspecte specifice, din-
tre care mentionam:

Anumite continuturi se studiazd in programele actuale la un alt
nivel de clasdi decdt acela in care se studiau in mod traditional.

Astfel, continutul reguli de calcul cu puteri nu se mai studiaza in
curriculumul nucleu la clasa a V-a, ci la clasa a VI-a. Aceastd schim-
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bare este justificatd de necesitatea familiarizarii elevilor cu notiunea
de putere in relatie cu inmultirea cu factori egali. Exersarea calcului
unor puteri se poate consolida la clasa a V-a prin compararea si ordo-
narea puterilor; absenta din lista de continuturi a regulilor de calcul cu
puteri permite deplasarea accentului de la aplicarea mecanica a unor
formule spre tehnica de calcul prin inmultire, bazata pe utilizarea pro-
prietétilor.

La fel, o parte a continutului capitolului divizibilitate a fost depla-
sat de la clasa a V-a la a VI-a deoarece studiul proprietatilor divizibili-
tatii presupune un tip de rationament ale carui baze intuitive sunt puse
de fapt abia in clasa a VI-a, in cadrul capitolelor de geometrie. Men-
tiondm cd nu notiunea de divizibilitate este dificila, in sine, ci operarea
cu numere prime, prime intre ele, divizor comun. in acest sens, trebuie
identificate clase de numere naturale folosind conectori logici si ratio-
namente ipotetico-deductive.

Inductia matematica a devenit tip de rationament studiat la clasa a
IX-a in loc de clasa a X-a.

Numerele complexe sunt studiate in clasa a X-a la specializarile
care urmeaza programa M1 (continutul este folosit drept cadru notio-
nal pentru a forma competente in directia descrierii unor configuratii
geometrice, pentru a realiza o mai usoara legatura intre algebra si geo-
metrie), la clasa a XII-a la specializarile ce urmeaza programa M2 (se
folosesc continuturile pentru ca elevul sa poatd observa asemanari in
definirea unor operatii pe multimi de numere diferite) si nu se studiaza
la specializarile ce urmeaza programa M3.

Au apdrut in programd elemente de continut sau metode
matematice noi fatd de programele anterioare.

In acest sens, mentiondm cd Metodele vectoriale utilizate n
geometrie, prevazute prin programele M1 si M2 pentru clasele a [X-a
si a X-a au fost introduse pentru a asigura coerentd la nivelul ariei
curriculare, pentru a oferi si o altd posibilitate de a face demonstratii
geometrice, pentru a putea conceptualiza notiunea de spatiu vectorial.
In programa M1, studiul este continuat in mod explicit in celelalte cla-
se, iar celelalte programe folosesc numai Tn mod implicit cunostinte de
calcul vectorial (in programa M2, pentru clasa a XI-a se studiaza
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Elemente de programare liniara, in programa M3, pentru clasa a X-a
se studiaza Figuri geometrice plane generate prin translatie).

Lecturile grafice sunt elemente de continut in programele M1, M2
si M3 pentru clasele a [X-a si a X-a, favorizand familiarizarea elevilor
cu notiunea de functie si abordarea intuitiva a studiului functiilor, a re-
prezentarilor grafice, a interpretarii datelor statistice.

In clasa a VI-a, apare pentru prima data in lista de continuturi Ele-
mente de probabilitati. Prin aceasta, deprinderile formate prin colec-
tarea si inregistrarea datelor se folosesc pentru calculul unor probabi-
litati, dezvoltand capacitati explorativ-investigative ce permit apoi for-
marea conceptelor.

Unele continuturi necesitid o detaliere fata de cea prevazutd in
programd.

Pentru elemente de continut cum ar fi Acoperiri, parchetari (clasa
a X-a, M3), Probleme de numarare (clasa a X-a, M1, M2), Jocuri
finite (clasa a XII-a, M3), detalierea se poate face in concordantda cu
competentele programei, cu situatia concreta a clasei.

In programad pot apirea unele preciziri care limiteazd nivelul de
dificultate al aplicatiilor in cazul in care acest tip de invatare nu este
necesar formdrii competentelor ce se au in vedere.

De exemplu, in programele M1 si M2 pentru clasa a X-a apare
continutul Ecuatii irationale simple facandu-se precizarea cu radicali
de ordinul doi sau trei (radicalii de ordin n apar ca extindere).

In programa M1 pentru clasa a XI-a, studiul determinantilor se li-
miteaza la cel al determinantilor de ordin cel mult 4 iar studiul siste-
melor la cazul cu cel mult 4 necunoscute.

In programa M1 pentru clasa a XlIl-a, studiul structurilor algebri-
ce se restrange la analizarea unor exemple cunoscute de elevi din cla-
sele anterioare.

Anumite continuturi apar in programe diferite pentru aceeasi
clasa sau in ani de studiu diferiti si sunt formulate identic sau ase-
manditor.

In acest sens, putem exemplifica continuturile Functia exponen-
tiala si Functia logaritmicd, in programele M1, M2, M3, clasa a X-a.
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Continutul matematic este acelasi, diferentierea activitatilor de inva-
tare bazindu-se pe studierea competentelor specifice din fiecare pro-
grama. Astfel, pentru profilul M1, elevul trebuie sd poatd exprima in
moduri diferite relatii functionale, sa prelucreze informatii prin lectura
grafica, sa foloseasca proprietatile acestor functii pentru reprezentarea
lor graficd. La M2, accentul cade pe calcul si algoritmi specifici cu
optimizarea rezultatului calculului si deducerea unor proprietati sim-
ple din lectura graficului. Spre deosebire de aceste profile, la M3 se
vizeaza pe langa utilizarea algoritmilor de calcul si modelarea unor
probleme practice.

B. Planificarea calendaristica

In contextul noului curriculum, planificarea calendaristici este
documentul administrativ care asociaza intr-un mod personalizat ele-
mente ale programei (obiective de referintd si continuturi) cu alocarea
de timp considerata optima de catre profesor pe parcursul unui an sco-
lar.

O astfel de planificare corect intocmita trebuie sa acopere integral
programa scolara la nivel de obiective si continuturi.

Planificarile pot fi intocmite pornind de la urméatoarea rubricatie:

Scoala....... Profesor.............
. e Clasa/Nr. ore pe sdapt./....
Disciplina........ Tip de curriculum/Anul.....

Planificare calendaristica

. Obiective
Unitatea .
referinta/ . . | Nr. ore <
de ’ Continuturi Sapt. | Obs.
o Competente ’ alocate
Invatare .
’ specifice
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in acest tabel:

e Unitdtile de Invatare se vor indica prin titluri, teme stabilite de
catre profesor;

e Obiectivele de referintd/Competentele specifice sunt trecute
cu numerele lor din programa scolara;

e Continuturile sunt cele selectate de catre profesor din progra-
ma scolara;

e Numarul de ore este stabilit tot de catre profesor in functie de
experienta sa si de nivelul clasei;

e La Observatii se trec eventualele corectii (realocari de ore, re-
structurari in organizarea unitatilor de invatare) determinate
de aplicarea efectiva la clasa.

Pentru intocmirea unei programe calendaristice, este recomandata
parcurgerea urmatoarelor etape:

e realizarea asocierilor dintre obiectivele de referintd/competen-
tele specifice si continuturi;

e impartirea pe unitati de invatare (se indica temele alese);

e stabilirea succesiunii de parcurgere a unitatilor de invatare;

e alocarea timpului considerat necesar pentru fiecare unitate de
invatare, In concordantd cu obiectivele de referinta si continu-
turile vizate.

Pentru aceasta, vom proceda la identificarea unitatilor de invatare,
adica vom stabili tema fiecareia. Temele sunt enunturi complexe, lega-
te de analiza scopurilor invatarii, care pot fi preluate din lista de conti-
nuturi ale programei, din manual sau pot fi originale. Pentru a realiza
acest proces, se pot urma pasii unuia dintre algoritmii descrisi in cele
ce urmeaza:

Algoritmul 1.

1. In prima etapa se aleg continuturi din programe, unitare din
punct de vedere tematic.

De exemplu, la clasa a VII-a, alegem urmatoarele continuturi:
Multimea numerelor rationale; reprezentarea pe axa a numerelor ra-
tionale, opusul unui numar rational, modulul.
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2. Acestor continuturi li se asociaza obiective de referinta ce pot
fi atinse cu ajutorul lor; in cazul nostru 1.1.: sa scrie, sa citeasca, sa
compare §i sd reprezinte pe axd numere reale.

3. Se adauga continuturi sau/si se renuntdm la unele continuturi
alese, dupa criteriul relevantei in raport cu obiectivul indicat.

In exemplul ales de noi, se mai adauga continuturile: Multimea
numerelor intregi, reprezentarea pe axd, Scrierea numerelor ratio-
nale sub forma de fractie zecimala sau fractionara, Compararea nu-
merelor rationale, Incluziunile N c 7, — Q (tinand cont cd numerele
intregi si cele rationale pozitive au fost studiate in clasa a VI-a, aceasta
grupare nu necesita timp suplimentar pentru activititi ce urmaresc ace-
lasi obiectiv).

4. Se coreleaza continuturile selectate cu alte obiective de refe-
rintd, asociate altor obiective cadru. In cazul nostru mai putem adiuga:
2.5.: sa selecteze, in multimea datelor de care dispune, informatii rele-
vante pentru rezolvarea de probleme; 3.3.: sa argumenteze logic in
cadrul unui grup, idei si metode matematice, sa utilizeze diferite surse
de informatie in verificarea §i sustinerea opiniilor, (daca se urmareste
mai mult invatarea individuala, se alege din programa 3.2.), 4.2.: sa
manifeste perseverentd §i interes pentru gasirea de solutii noi in rezol-
varea unei probleme.

Putem astfel preciza in rubrica ,,Continuturi” din planificare, acele
continuturi care au ajuns sa fie grupate in final si ddm un titlu unitatii
de invatare. Obtinem astfel o secventa de planificare de forma:

Unitatea | Obiective
Nr

de de Continuturi Sapt | Obs
invatare referintd ore
Cum 1.1.,2.5., | Multimea numerelor intregi, 5
comparam | 3.3.,4.2. | reprezentarea pe axd;
numerele Multimea numerelor rationale,
rationale reprezentarea pe axd a numerelor

rationale, opusul unui numar
rational, modulul. Scrierea
numerelor rationale sub forma de
fractie zecimald sau fractionard;
Compararea numerelor rationale;
Incluziunile N c Z < Q.
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Algoritmul 2.

Acest algoritm foloseste o matrice de asociere a obiectivelor de re-
ferintd/competentelor specifice cu continuturile.

Pe coloane sunt precizate obiectivele de referintd/competentele
specifice, prin numadrul lor, iar pe orizontald, continuturile. Cu x vom
nota legaturile directe, evidente dintre obiective si continuturi si cu 0
pe cele mai putin evidente, cele deduse. Asocierea diferitad a obiec-
tivelor de referintd cu continuturile, prin lecturarea personalizatd a
programei, conduce la moduri diferite de gindire si proiectare a Tnva-
tarii.

De exemplu, la clasa a V-a, consideram o parte din continuturile
programei si anume Numere naturale pentru care obtinem matricea
prezentatd in Anexa 2. Cu ajutorul acestei matrice, observam céd putem
grupa continutul in unitati de invatare care formeaza secventa de pla-
nificare din Anexa 3.

Dupa ce s-au parcurs pasii unuia dintre algoritmii prezentati, tre-
buie sa verificim daca structura stabilitd de noi raspunde afirmativ la
urmétoarele Intrebari:

e Continuturile alese au o unitate tematica?

e Este respectata logica internd a obiectului?

e Se poate realiza la clasd parcurgerea continuturilor intr-un nu-

mar optim de ore?

e In cadrul unitatii de invatare, sunt avute in vedere obiective de

referintd corespunzatoare tuturor obiectivelor cadru?

e Prin parcurgerea continuturilor, este posibila realizarea obiec-

tivelor?

e Sunt si alte continuturi care ar putea fi incluse in aceastd uni-

tate de invatamant, respectand conditiile anterioare?

e Existd un optim de 1-3 obiective de referintd din obiectivul

cadru 1, avute In vedere prin aceastd unitate de invatare?

e Este edificatoare evaluarea facutda In urma parcurgerii acestor

continuturi?

Pentru ca planificarea calendaristica sa fie functionald, este indicat
ca ea sa fie Intocmitd pe intregul an scolar, pentru o mai buna contu-
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rare a viziunii de ansamblu asupra repartizarii materiei si a modului
cum vor fi realizate obiectivele prevazute in curriculum.

C. Proiectarea unei unitdti de invitare

Proiectarea unei unitdti de invdtare Tnseamna schitarea unui sce-
nariu de desfasurare a acesteia, precizand in detaliu modul de organi-
zare al clasei, necesarul de material didactic, sarcinile de lucru, modul
de evaluare a indeplinirii sarcinilor, rezultatele asteptate ale invatarii si
reactiile posibile.

Daca dorim s analizam procesul de invatare — predare avem de
raspuns la intrebari cum ar fi:

e ce voi face?

e cuce voi face?

e cum voi face?

e cum voi sti dacd ceea ce trebuia realizat a fost obtinut ?

Aceste intrebari puncteaza de fapt cele patru etape ce trebuie par-
curse in realizarea unei proiectari didactice (in cazul nostru, al unei
unitati de invatare):

Prima etapa presupune precizarea clard a obiectivelor educatio-
nale, conditie fundamentala a proiectarii corecte a fiecarei lectii. Aces-
tea trebuie stabilite tindnd cont de concordanta ce se impune a exista
intre cerinte §i programa scolara, intre obiectivele propuse si timpul de
care se dispune.

A doua etapa vizeaza stabilirea resurselor educationale de care
dispune profesorul:

e resurse umane — elevul cu personalitatea sa, motivatia, capaci-
tatile de Invatare si exprimare, profesorul cu experienta sa, timpul ne-
cesar pentru activitatea didactica: an, semestru, saptimana, ora;

e resurse materiale — manuale, culegeri, tabele, planse, materiale
didactice;

e resurse procedurale — forma de organizare a clasei, metode de
organizare a activitatii, metode de invatare, metode de predare, aloca-
rea de timp.
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A treia etapd se refera la strategiile educationale folosite pentru
atingerea scopurilor: alegerea celor mai adecvate metode didactice,
materiale si mijloace de instruire, combinarea acestora in vederea
eficientizarii strategiei didactice. La baza stabilirii scenariului didactic
se afla eliminarea §i prevenirea erorilor, a riscurilor si evenimentelor
nedorite Tn practica didactica. Trebuie sa tinem cont cad nu se poate
programa totul, trebuie ldsat loc suficient spontaneitatii, actului liber.
Profesorul trebuie sa speculeze si sa integreze orice curs nou al desfa-
surdrilor, sa-i dea o noud semnificatie pedagogica si sa-1 valorifice in
beneficiul procesului educativ.

Etapa finald urmareste stabilirea unei metodologii de evaluare a
eficientei activitatii desfasurate. Evaluarea cea mai corecta este cea ca-
re porneste de la obiectivele operationale ale activitatii. Ea urmareste
raportul dintre rezultatele obtinute si rezultatele scontate (obiectivele).
Se poate stabili astfel eficienta activitatii didactice. O activitate didac-
tica este cu atat mai eficienta cu cat obiectivele ei au fost atinse intr-un
timp mai scurt, cu mai putind cheltuiald de resurse materiale, cu mai
putind oboseald §i cu mai multd placere pentru efortul depus. Scopul
evaludrii nu este acela de a eticheta si ierarhiza elevii in mod definitiv,
ci de a perfectiona procesul instructiv-educativ prin evidentierea unor
neajunsuri, prin asigurarea unei autoreglari.

Structura documentului de proiectare a unei unititi de invatare
cuprinde: elemente de identificare a unitatii de invatare, detalieri de
continut §i activitati de invdatare. Pentru fiecare activitate de invatare
sunt precizate obiectivele de referinta/competentele specifice, resurse-
le si modul de evaluare.

Este indicat ca obiectivele de referintd/competentele specifice ur-
marite intr-o unitate de invatare sa fie reluate si in alte unitati de Tnva-
tare pentru ca formarea si dezvoltarea competentelor sa se realizeze pe
continuturi variate.

O unitate de invatare este util sa aiba o duratd de desfasurare cu-
prinsa intre 3 si 8 ore, avand grija sa planificam separat orele de eva-
luare sumativa.

Activitatile de invatare se construiesc prin corelarea obiectivelor
de referintd/competentelor specifice la continuturi si presupun orienta-
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rea catre un anumit scop, redat prin tema activitatii. Cand nu sunt
precizate exemple de activitati de invatare (in programele claselor de
liceu), acestea pot fi precizate urmarind sugestiile metodologice din
lista propusa in programa.

Astfel, pentru fiecare secventd a demersului didactic, putem asocia
activitati de invatare adecvate dupa cum urmeaza:

Actualizare

Activitatile de Invatare sunt centrate pe evocarea si anticiparea no-
tiunilor de baza si a comportamentelor operatorii necesare pentru inte-
legerea si prelucrarea noului continut:

a. Folosirea unor criterii de comparare si clasificare pentru des-
coperirea unor proprietati, reguli;

b. Construirea si interpretarea unor diagrame, tabele, grafice care
ilustreaza situatii cotidiene;

c. Folosirea unor idei, reguli, metode matematice in abordarea
unor probleme practice sau pentru structurarea unor situatii diverse;

d. Intuirea algoritmului dupa care este construitd o succesiune
data, exprimata verbal sau simbolic si verificarea pe cazuri particulare
a regulilor descoperite.

Aceasta secventa presupune o proba de evaluare initiala.

Problematizare

Continuturile invatarii se dezvoltd prin exemple relevante din do-
menii diverse in scopul valorificérii achizitiilor cognitive si operatorii
din alte unitati de Invatare si pentru a compatibiliza noile cunostinte
ale elevului cu experienta sa anterioara. Activitatile de invatare sunt
centrate pe problematizare si invatare prin descoperire, cu sarcini de
prelucrare a informatiei si cu sugerarea unui algoritm al invatarii:

a. Folosirea unor reprezentari variate pentru anticiparea unor
evenimente sau rezultate;

b. Folosirea unor sisteme de referintd diferite pentru abordarea
notiunilor matematice din perspective variate;

c. Interpretarea parametrilor problemei ca o parte a ipotezei
acesteia.
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Sistematizare

Continuturile decurg din situatiile problema prelucrate in etapa
anterioard §i necesitd sistematizarea rezultatelor teoretice (definitii,
proprietati), exersarea continutului pe exemple semnificative ce permit
dezvoltarea unor algoritmi si metode de rezolvare. Activitatile de 1n-
vatare sunt orientate spre dezvoltarea capacitatii elevilor de a opera cu
informatii, de a interpreta simbolic continuturile:

a. Folosirea unor reprezentari variate ca punct de plecare pentru
intuirea, ilustrarea, clarificarea sau justificarea unor idei, algoritmi,
metode de rezolvare;

b. Recunoasterea si identificarea datelor unei probleme prin ra-
portare la sisteme de comparare standard;

c. Identificarea si descrierea cu ajutorul modelelor matematice a
unor relatii sau situatii multiple;

d. Compararea, observarea unor asemanari si deosebiri, clasifi-
carea notiunilor matematice studiate dupa unul sau mai multe criterii
explicite sau implicite, luate simultan sau separat;

e. Utilizarea formulelor standardizate 1n intelegerea ipotezei.

Conceptualizare

Continuturile subliniaza caracteristicile modelului matematic, do-
minand aplicatiile semnificative ce conduc la identificarea si construc-
tia de algoritmi sau metode de lucru, care permit dezvoltarea unor
rezultate teoretice prin analiza solutiilor si prin relationari intre diferite
tipuri de reprezentari utilizate. Activitatile de invatare favorizeaza ga-
sirea unor cai de esentializare prin demers semidirijat:

a. Formarea obisnuintei de a vedea dacd o problema este sau nu
determinata;

b. Exprimarea relatiilor matematice dintr-o problema prin sim-
boluri specifice;

c. Analiza secventelor logice in etapele de rezolvare ale unei
probleme;

d. Analiza rezolvarii unei probleme din punct de vedere al corec-
titudinii, simplitatii, claritatii si al semnificatiei rezultatelor;

e. Reformularea unei probleme echivalente sau inrudite.
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Aprofundare

Continuturile si aplicatiile propuse sunt ordonate progresiv si au
rol de exersare a strategiilor de rezolvare, conducand la dezvoltarea
competentelor cognitive §i operatorii. Activitatile de invatare au carac-
ter dominant formativ si urmaresc dezvoltarea capacitatilor elevului de
a opera cu informatia asimilata, de a aplica, de a investiga si cauta so-
lutii de rezolvare a problemelor propuse:

a. Rezolvarea de probleme si situatii problema;

b. Analiza secventelor logice 1n fiecare etapa de rezolvare a unei
probleme;

c. Exprimarea rezultatelor obtinute in urma rezolvarii unei pro-
bleme in limbaj matematic;

d. Exprimarea prin metode specifice a unor clase de probleme;

e. Cunoasterea si utilizarea unor reprezentari variate ale notiu-
nilor studiate.

Transfer

Continuturile solicita frecvente corelatii intra- si interdisciplinare,
investigarea de ipoteze, utilizarea diverselor tipuri de rationament (in-
ductiv, deductiv, analogic), realizarea de generalizari. Activitatile de
invatare sunt diferentiate, valorificd potentialul individual si stilurile
de invatare ale elevilor In scopul realizrii unui antrenament perso-
nalizat:

a. Transferul si extrapolarea solutiilor unei probleme pentru re-
zolvarea altora;

b. Utilizarea rezultatelor si a metodelor pentru crearea de strate-
gii de lucru;

c. Folosirea particularizarii, generalizarii, a inductiei sau analo-
giei pentru alcdtuirea sau rezolvarea unei probleme noi, pornind de la
o proprietate sau o problema data.

Prezentam in continuare un exemplu de proiect al unitatii de inva-
tare Progresii, la clasa a 1X-a, M1, a carui forma standardizatd o
gasim 1n Anexa 4.

Pentru a urmari mai usor modul de realizare al acestuia, vom pre-
ciza obiectivele de referinta si competentele avute in vedere in proiect.
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Obiectivele de referintd §i competente urmarite:

1.2. Sa inteleagd semnificatia si proprietatile operatiilor cu numere
reale si sa le aplice in calcule variate.

1.4. Sa aplice in rezolvarea problemelor elemente de logica si ele-
mente de teoria multimilor.

1.6. Sa utilizeze elemente de calcul algebric pentru a rezolva ecua-
tii i inecuatii, precum si pentru a aplica formule de calcul.

(Aceste trei obiective de referintd se regasesc in programa clasei a
VIlI-a).

1. Recunoasterea unor corespondente care sunt siruri, progresii,
functii.

2. Utilizarea unor moduri variate de descriere a functiilor in sco-
pul caracterizarii acestora.

3. Descrierea unor siruri/functii utilizdnd reprezentarea geometrica
a unor cazuri particulare si rationament inductiv.

4. Caracterizarea unor siruri folosind reprezentarea graficad sau
proprietati algebrice.

5. Analiza unor valori particulare in vederea determindrii formei
analitice a unei functii definite pe N prin rationamente de tip inductiv.

6. Transpunerea unor situatii-problema 1n limbaj matematic utili-
zand functii definite pe N.

Descrierea activititii de invdtare: Identificarea proprietatilor
unor progresii ce apar sub forma de siruri in situatii-problema.

Competente specifice vizate:

1. Recunoagterea unor corespondente care sunt siruri, progresii,
functii.

2.1. Calculul valorilor unor functii care modeleaza situatii practice
in scopul caracterizarii acestora.

3.2. Identificarea unor formule de recurentad pe baza rationamen-
tului de tip inductiv.

Competente specifice In pregatire:
6. Transpunerea unor situatii-problema in limbaj matematic utili-
zand functii definite pe N .
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Continutul avut n vedere:
Calcule economice/calcule aritmetice

Sugestii metodologice:
Proiectarea activitatilor de invatare din aceastd etapd poate fi facu-
td pornind de la urmatoarele sugestii metodologice prevazute in pro-

grama:
1.
2.
3.

6.
7.

citirea corecta si congtienta a enuntului unei probleme;
recunoasterea si identificarea datelor unei probleme;
precizarea modului de alcatuire a unei succesiuni date si veri-
ficarea pe cazuri particulare a regulilor descoperite;

folosirea unor reprezentari variate pentru anticiparea unor re-
zultate;

imaginarea si folosirea unor reprezentari variate pentru depa-
sirea unor dificultati;

reformularea unei probleme echivalente sau inrudite;

folosirea unor idei si reguli matematice in abordarea unor pro-
bleme practice sau pentru structurarea unor situatii diverse.

In functie de resursele disponibile, se pot formula sarcini de lucru
care utilizeaza manualul sau culegerile de probleme.

Sugestii de formulare a sarcinilor de lucru corespunzitoare acti-
vitdtii proiectate:

1. Maria depune la banca suma de 1.000 lei. Ea urmeaza sa pri-
measca o dobanda simpla de 5% pe an din suma depusa initial daca
mentine contul 12 luni, fara extrageri.

a.
b.
C.
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Contul Mariei creste sau scade?

Care este capitalul initial? Dar procentul lunar al dobanzii?

Ce suma va fi in cont dupa o luna, dupa doua luni, dupa trei
luni? Cum variaza contul de la o luna la alta?

Reprezentati pe o diagrama sumele S; si S, aflate in cont dupa
trei, respectiv patru luni.

Cum mai putem reprezenta evolutia sumei din cont Tn primul
an?



2. Un biciclist se deplaseaza cu viteza constantd de 15 km/ora de
la Craiova la Slatina. Daca la ora 10.00, biciclistul se afla la 50 km de
Slatina, la ce distantd fatd de Slatina se va afla la ora 11.00, la ora
12.00, la ora 13.00? Cum variaza aceasta distanta?

f. Ce legatura exista intre problemele prezentate? Identificati si

alte enunturi inrudite.

g. Exprimati matematic:

e variatia sumei din contul Mariei;

e variatia distantei fatd de Slatina a biciclistului.

Sugestii de evaluare pentru activitatea de invdtare descrisa:

Evaluare pe sarcinile de lucru f. si g., prin scrirea pe tabla a ras-
punsurilor si compararea acestora. Observarea colaborarii in grupele
de lucru.

Exemplu de probd de evaluare initiala:
1. Completeaza cu inca doi termeni fiecare din urmatoarele siruri:
a) 2,9,16,23, ...
b) -7,-3,1,5, ..
2. S& se determine primul termen s§i ratia unei progresii aritmetice
(a,) ., daca se verifica relatiile:
{az +a,—a,=-7
a,, —4a, =13
3. Sirul (a,)  este descris de relatiile:
a,=4, a,,=a,—06, pentru n=>1.
a) Calculati a, si a,.
b) Deduceti formula pentru exprimarea termenului general al
sirului.
¢) Demonstrati prin inductie matematica corectitudinea formu-
lei gasite.
d) Stabiliti daca sirul contine ca termeni numerele: -284; 102.
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Exemplu de proba de evaluare finala:

Ttemi

Competente specifice

1. Daci (a,) _, este o progresie aritme-

ticd, aratati cd (ay,) _ este tot o progre-

nx1
sie aritmetica.

Se pastreaza aceastd proprietate pentru
progresiile geometrice?

3.2. Identificarea unor
formule de recurenta pe
baza rationamentului de
tip inductiv.

2. Intr-o progresie geometrici (a,)
cu toti termenii pozitivi, avem: a, =6,
a;, =24 . Calculati g, . Sunt necesare

toate ipotezele problemei?

2. Utilizarea unor mo-
duri variate de descriere
a functiilor in scopul
caracterizarii acestora.

3.  Explicati prin
intermediul desenului
aldturat un mod de
calcul al sumei:
1+3+5+...+(2n-1).

3.1. Alegerea si utiliza-
rea unei modalitati
adecvate de calcul.

4. Ana a depus la o bancd suma de
2.000 lei, cu o dobanda de 30% pe an.
Cat timp trebuie sa pastreze banii in
cont pentru a primi la sfarsit cel putin
3.000 lei?

4.1. Interpretarea grafi-
ca a unor relatii prove-
nite din probleme prac-
tice.

5. Se considera sirul (xn)

123
10°10°710°
Scrieti termenul x,, si calculati:

n>1"

S=x+x+..+x,.

5. Analiza unor valori
particulare in vederea
determinarii formei a-
nalitice a unei functii
definite pe N prin ratio-
namente de tip induc-
tiv.

6. Cresterea populatiei Pamantului este
de aproximativ 2% pe an. Daca in anul
2000 populatia globului a fost de 7
miliarde de locuitori, estimati populatia
din anul 2008.

6. Transpunerea in lim-
baj matematic a unor
situatii-problema utili-
zand functii definite pe
N.
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Matricea de evaluare a unei unitati de invatare evidentiaza instru-
mentele de evaluare avute 1n vedere pentru masurarea nivelului de rea-
lizare a activitatilor de invatare propuse.

Pentru unitate de Invatare prezentatda, dim ca exemplu urméitoarea

matrice de evaluare:
Instrumente Studiu Fise ACAthlta_ Inves- | Tema Probda | Proba
evaluare de te In Lo - - .
de caz tigatie | acasd orala scrisd
C.S. lucru grup ’
1 X X X
2 X X X
3 X X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X X

4.3. Programe de optional

Pentru elaborarea programei de optional propunem urmatoarea
schemd de proiectare care este in acord cu modelul programelor de
trunchi comun pentru clasele I-a — a VIII-a:

Argument

Obiective de referintd | o

Activitati de Invatare

Lista de continuturi
Modalitati de evaluare

Pentru Argument se va redacta maxim o pagina care motiveaza
cursul propus: nevoi ale elevilor, ale comunitatii locale, formarea unor

competente de transfer, etc.
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Obiectivele de referintd vor fi:

e preludri ale unor obiective din programa nationald, in cazul

optionalului de aprofundare;

e formulate dupa modelul celor din programa nationala (al ma-

teriilor de trunchi comun), dar nu vor fi reluari ale acestora.

Pentru un optional de o ord pe sdptdmana se vor defini i urmari 5-
6 obiective de referintd pe care elevii trebuie sa le realizeze pana la
sfargitul anului.

Lista de continuturi mentioneaza toate informatiile care vor fi cu-
prinse in cadrul optionalului, ele fiind considerate ca un mijloc de for-
mare intelectuala.

Activitdtile de invatare descriu modul In care elevul va dobandi
abilitatile vizate prin obiective de referinta.

Modalitatile de evaluare precizate vor fi tipuri de probe care se
potrivesc optionalului propus (probe scrise, probe orale, probe practice,
referat, proiect).

Schema corespunzétoare pentru un optional la liceu, in acord cu
modelul programelor de trunchi comun, este de forma:

e Argument

e Competente specifice e Continuturi
1.
2.
3.

e Valori si atitudini
e Sugestii metodologice

Competentele si continuturile presupun o proiectare diferitd in
functie de tipul optionalului:

e Pentru un optional de aprofundare, la anumite competente
specifice din programa, se proiecteaza noi continuturi care conduc la
aprofundarea acestora;
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e In cazul unui optional de extindere, pornind de la competente
generale ale disciplinei, se pot deriva noi competente specifice care
vor fi realizate prin operarea cu noi continuturi, teme, capitole care nu
fac parte din programa de trunchi comun;

e La realizarea unui optional ca disciplind noua se pot izola te-
me, capitole, unitati de informatie cu care opereaza o disciplind si, pe
baza lor, se contureaza anumite competente pe care dorim sa le for-
mam la elevi;

e Daca optionalul este ca tema integratoare, unitatile de conti-
nut vor cuprinde informatii din mai multe discipline (domenii), iar
competentele vor fi in general competente de integrare si transfer.

Pentru un optional de o ord pe sdptiméana se recomanda sa fie
definite si urmérite 6-8 competente specifice.

Sugestiile metodologice includ tipuri de activitati de invatare si
modalitati de evaluare.

Daca optionalul este prevazut pentru un nivel de scolaritate sau un
ciclu curricular, este necesar sa fie definite si obiective cadru/compe-
tente generale din care se deduc obiectivele de referinta/competentele
specifice pentru fiecare an de studiu. In acest caz, se redacteaza cate o
programa pentru fiecare an, avand grija sa apard explicit progresia
obiectivelor/competentelor de la un an de studiu la altul.

Este recomandabil ca programa de optional sa contina si biblio-

grafie.

In cursul elaboririi proiectului de programi pentru optional se
sugereaza consultarea urmatoarei liste de intrebari ajutatoare:

Obiectivele cadru/Competente generale:

e se reflecta in obiectivele de referintd/competentele specifice?

e in cazul aprofundarilor, extinderilor, sunt aceleasi ca in pro-
grama de trunchi comun?

Obiectivele de referinti/Competentele specifice sunt:

e masurabile, specifice (nu sunt formulate la modul general, ci
sunt adaptate pentru anumite continuturi)?

e in numar corespunzator?

e corelate cu tema optionalului?
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adecvate nivelului de cunostinte si varstei elevului?

deriva din obiectivele cadru (daca acestea sunt formulate)?
unice (nu se repeta sub forme diferite)?

altele decat In programa trunchiului comun?

caror etape ale unui proces de invitare corespund?
Continuturile sunt:

corelate cu obiectivele de referintd/competentele specifice?
altele decat In programa trunchiului comun?

o resursa cuprinzatoare pentru obiectivele de referinta?
organizate articulat, sistemic?

organizate astfel incat sa se cumuleze si sd permita progresul?
entitati esentiale, fara contradictii?

posibil de invatat, adaptate la experienta elevului?

adecvate intereselor, nevoilor prezente si viitoare ale elevului?
Activititile de invdtare:

e duc la dezvoltarea capacitatilor propuse?

e pot fi derulate efectiv in clasa?

e presupun activitatea nemijlocita a elevului?

e permit invdtarea In cooperare?

Spre exemplu, prezentam un program de optional pentru gimnaziu
si un nucleu de programa pentru un optional de liceu:

Titlul optionalului: Matematica distractiva
Clasa: aVl-a

Durata: 1 an

Tipul de optional: Optional la nivelul disciplinei

Argument

invﬁgarea matematicii in gcoala generald urmareste constientizarea
de catre elevi a naturii acestui obiect de studiu ca o activitate de rezol-
vare de probleme, bazata pe un set de cunostinte si proceduri, dar si ca
o disciplina strans legata de societate prin relevanta sa in cotidian.

Prin cursul optional de Matematica distractiva, se urmareste adap-
tarea unor cunostinte dobandite prin studiul curriculumului nucleu
pentru rezolvarea de situatii problema non-standard, ca si dezvoltarea
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Obiective de referinti

Exemple de activitdti de invitare

La sfarsitul clasei a VI-
a, elevul va fi capabil:

Pe parcursul clasei a VI-a se
recomanda urmatoarele activitati:

1. Si determine nu-
mere naturale care in-
deplinesc anumite pro-
prietdti date.

- determinarea celui mai mare si a
celui mai mic numar ce indeplinesc
conditii date (despre numarul de
cifre, suma cifrelor, etc.);

- aflarea unor numere ce se obtin
prin modificarea cifrelor unor nu-
mere date;

- exercitii de determinare a unor
numere cand se cunosc numarul de
divizori, suma acestora, c.m.m.d.c.-
ul si c.m.m.m.c.-ul lor, etc.

2. Sa aplice proprie-
tatile operatiilor cu nu-
mere naturale in situa-
tii non-standard.

- exercitii de criptografie (determi-
narea unor numere ale caror cifre au
fost inlocuite cu simboluri);

- exercitii de calcul rapid;

- efectuarea unor calcule ce necesita
numar minim de operatii.

3. Sa rezolve pro-
bleme practice folosind
reguli de divizibilitate.

- exercitii de numarare;

- exercitii de numdrare a unor nu-
mere naturale cand se cunosc restu-
rile impartirilor lor cu numere date.

4. Sa compund si sa
descompuna figuri ge-
ometrice din/in figuri
geometrice.

- construirea unor figuri Tangram;
- crearea de modele geometrice cu
ajutorul compasului si/sau riglei.

5. Sa utilizeze baze de
numeratie In rezolva-
rea unor situatii pro-
blema.

- rezolvarea unor ecuatii prin scrie-
rea numerelor in baza 2;

- prezentarea unor metode de gasire
a unui numar.

unor activitdti i dobandirea pe cale intuitivd a unor notiuni comple-
mentare curriculumului nucleu.
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6. Sa analizeze pasii | - exercitii rezolvate cu principiul
utilizati in diferite me- | cutiei;
tode de rezolvare. - probleme elementare de logica.

7. Sa utilizeze estimari | - exercitii de masurare cu unitati de
ale distantelor, ariilor, | masurd standard sau non-standard a
capacitatilor, masei in | unor distante si arii;

probleme practice. - exercitii de estimare a costului

unor materiale de finisare sau de
constructie (vopsea, parchet, tapet).
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Continuturi:
e Proprietati ale numerelor naturale
e Operatii si relatii cu numere naturale
e Numere prime §i proprietatile lor
e Reguli de divizibilitate cu 7, 11, 13 si cu numere compuse
e Cel mai mare divizor comun §i cel mai mic multiplu co-
mun a doud numere; proprietati
e Metode de numarare
e Principiul cutiei
e Baze de numeratie
e Tangram
e Origami
Instrumente de evaluare:
1. Portofoliu
2. Proiect
3. Investigatie
Bibliografie:
1. Bobancu, V., Caleidoscop matematic, Editura Albatros,
1979.
2. Campan, F., Cum au aparut numerele, Editura Ion
Creanga, Bucuresti, 1973.
3. Gardner, M., Amuzamente matematice, Editura Stiintifica,
1968.
4. Dancila, ., Matematica distractiva, Editura Sigma, 2000.



Titlul optionalului: Introducere in documentarea §i cercetarea

stiintifica
Clasa: a XII-a M1/M2/M3

Tipul de optional: intercurricular

Durata: 1 an
Nr. ore: 1 ora/sapt.

Competente specifice

Continuturi

1. Identificarea si aplicarea
unor metode de cautare de da-
te folosind surse diferite (bi-
bliotecd, tehnologie informa-
tionald si comunicationald)
pentru stocarea de informatii
referitoare la o tema data.

2. Identificarea unor domenii
de cercetare in cadrul unei te-
me prin analiza cantitativa si
structurald a unei documen-
tatii.

3. Descrierea unor situatii
diverse sub forma unui model
matematic prin analiza canti-
tativa a unei baze de date.

4. Abordarea unor fenomene
exprimabile matematic, folo-
sind diverse metode de sto-
care.

5. Argumentarea si redactarea
rezultatelor propriilor cerce-
tari.

Numarul de aur:

- istoric;

- proprietati geometrice si alge-
brice;

- aplicatii in diverse domenii
(tehnica, arte, stiinte naturale).
Probleme de minim si maxim:

- in algebra, geometrie, analiza
matematica;

- in aplicatii practice (industrie,
constructii, transporturi) pentru
economisirea de material sau ob-
tinerea unui timp minim de exe-
cutie;

Programare liniara:

- modelul matematic al unei pro-
bleme liniare, rezolvarea si inter-
pretarea programului liniar;

- algoritmul simplex.

Problema transporturilor:

- model matematic;

- diferite metode de rezolvare.
Nomografie:

- istoric;

- diverse aplicatii in tehnica (no-
mograme reticulate, cu puncte ali-
niate, etc.): prezentare si exem-
plificari.
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Sugestii metodologice:
Sarcinile de lucru vor viza:

Documentarea 1n cadrul unor actiuni de tip proiect;

Corelarea metodelor de studiu cu tipul de argumentare adoptat
in lucrare (eseu, referat, proiect, nota stiintifica);

Exercitii de modelare a unor situatii matematice;

Construirea unor modele matematice adecvate rezolvarii unor
probleme practice;

Utilizarea metodelor standard pentru aplicatii diverse;
Imaginarea si folosirea creativd a unor reprezentdri variate
pentru depdsirea unor dificultati;

Transferul si extrapolarea solutiilor unor probleme pentru re-
zolvarea altora;

Folosirea unor idei, reguli sau metode matematice in aborda-
rea unor probleme practice sau pentru structurarea unor situa-
tii diverse;

Analiza capacitatii metodelor de a se adapta unor situatii con-
crete;

Conceperea, realizarea §i sustinerea unor proiecte rezolvabile
prin activitati de grup.

Valori si atitudini:
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Formarea obisnuintei de a recurge la concepte si metode ma-
tematice in abordarea unor situatii diverse;

Dezvoltarea simtului estetic si critic, a capacitatii de a aprecia
rigoarea, ordinea §i eleganta in arhitectura constructiei unei
teorii;

Dezvoltarea independentei in actiune §i in gandire;

Formarea motivatiei pentru studiul matematicii.



CAPITOLUL V

Forme de organizare a instruirii

5.1. Organizarea pe clase si lectii

Formele de organizare a instruirii sunt structuri organizatorice
de realizare efectiva a predarii si invatarii.

Astfel, organizarea activitatii didactice se poate Incadra in trei ti-
puri care interfereaza:

e activitatea frontald (lectia);

e activitatea pe grupe de elevi (consultatii, meditatii cu scop de
recuperare, exercitii independente, cercul de elevi, concursuri, sesiuni
de comunicari si referate);

e activitatea individuala (efectuarea temelor, rezolvarea de pro-
bleme si exercitii, studiul in biblioteci, intocmirea de referate, proiecte,
modele, pregétirea unor comunicari stiintifice, examene).

5.2. Lectia, unitate didactica fundamentala

Termenul de lectie provine din latinescul /ectio, derivat din legere,
care semnificd a audia, a lectura. Lectia este o unitate didactica func-
tionala, care reflectd totalitatea caracteristicilor ce definesc didactica.
Ea presupune un scop si obiective bine determinate; angajeaza resurse
umane, materiale si de continut; presupune selectarea unor metode si
mijloace de invatimant; se realizeaza intr-un timp determinat i in
mediu pedagogic; implica strategii de desfasurare si evaluare. Lectia
este o formd mai comoda de organizare si desfasurare a activitatii
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pentru profesor, conferd sistematicitate si continuitate procesului de
instruire.

Tipul de lectie exprima modul de concepere si realizare a activi-
tatii de predare-invatare-evaluare, suportand variante ale tipului de ba-
za, determinate mai ales de particularitatile clasei de elevi, de strategia
metodologica si mijloacele de invataimant folosite.

Principalele categorii de lectii sunt:

Lectia mixtd, care urmareste realizarea, in mdsurd aproximativ
egald, a mai multor sarcini didactice (comunicare, sistematizare, fixare,
verificare), fiind cel mai des tip de lectie intalnit in practica didactica,
mai ales la clasele mici.

Structura relativa a unei lectii mixte este:

* moment organizatoric,

e verificarea continuturilor insusite, prin verificarea temei, veri-
ficarea cunostintelor, deprinderilor, priceperilor dobandite de elev;

e pregdtirea elevilor pentru receptarea noilor cunogtinte, prin
conversatie introductiva, in care sunt actualizate cunostintele doban-
dite anterior, relevante pentru noua tema, prin prezentarea unor situatii
problema, pentru depdsirea cdrora sunt necesare cunostinte noi;

e precizarea titlului si a obiectivelor, profesorul comunicand
elevilor ce asteaptd de la ei la sfarsitul activitatii;

e comunicarea/insugsirea noilor cunogtinte printr-o strategie me-
todicd, corelata obiectivelor, continutului temei si elevilor;

e fixarea si sistematizarea continuturilor predate prin repetare
si exercitii aplicative;

e explicatii pentru continuarea invatarii acasda si pentru reali-
zarea temei.

Lectia de comunicare/insugire de noi cunostinte are ca obiectiv
fundamental insusirea de noi cunostinte si dezvoltarea unor capacitati
si atitudini intelectuale. Astfel, predomina dobandirea noului, celelalte
etape corespunzatoare tipului mixt (diferite de comunicarea/insusirea
noilor cunostinte) fiind prezente, dar cu o pondere mult mai mica, in
functie de varsta elevilor (la clasele mari, lectia de comunicare tinde
sd aiba o structurd monostadiald).
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Lectia de comunicare/insusire de noi cunostinte are ca variante:

e lectia introductiva, care oferd o imagine de ansamblu asupra
unei discipline sau a unui capitol;

e lectia prelegere, cu un continut de predare vast, este Intalnita
doar la clasele liceale terminale deoarece aici puterea de receptare a
elevilor este foarte mare;

e Jectia seminar, care presupunere dezbaterea unui subiect in
timpul orei pe baza studierii prealabile de catre elevi a unor materiale
informative. Ea se realizeaza tot la clasele mari;

e lectia programata, care se desfasoard pe baza manualului, a
textului programat sau folosind programe de Invatare computerizate.

Lectia de formare de priceperi si deprinderi (specifice matema-
ticii) urmareste familiarizarea elevilor cu diferite procedee de munca
intelectuald, obisnuirea lor cu organizarea si desfasurarea muncii inde-
pendente, aplicarea in practicd a cunostintelor. Structura orientativa a
acestui tip de lectie este de forma:

e moment organizatoric;

e precizarea temei §i a obiectivelor activitatii;

e qactualizarea sau insugirea unor cunostinte necesare desfasu-

rarii activitatii;

e demonstratia sau exercitiul-model, efectuate de catre profesor;

e antrenarea elevilor in realizarea activitatii cu ajutorul profe-

sorului;

e rezolvarea independenta a lucrarii, exercitiului, de catre fieca-

re elev;

e aprecierea performantelor elevilor si precizari privind modul

de continuare a activitatii desfagurate in timpul orei.

Lectia de fixare si sistematizare urmareste, in special, consoli-
darea cunostintelor insusite, aprofundarea lor §i completarea unor
lacune. Ea se realizeaza prin recapitulare. Acest tip de lectie devine
eficient dacd se redimensioneaza continuturile in jurul unor idei cu
valoare cognitiva relevantd. Ca urmare, elevii devin capabili sa rea-
lizeze conexiuni care sa le permitd aplicatii mai complexe si mai ope-
rative.
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Structura orientativa a acestui tip de lectie presupune urmatoarele
etape:

e precizarea continutului, a obiectivelor i a unui plan de reca-
pitulare, etapa recomandatd a fi facuta Tnaintea desfasurarii propriu-
zise a orei i apoi la inceputul orei sau a orelor de recapitulare;

e recapitularea continutului pe baza planului stabilit, clarifica
si elimind confuziile constatate de profesor si realizeazd scheme sau
sinteze esentiale la nivelul continutului analizat;

e rezolvarea de catre elevi a unor lucrari pe baza cunogtintelor
recapitulate este etapa cu cea mai mare pondere in structura lectiei,
concretizatd prin rezolvarea de exercitii si probleme;

e aprecierea activitatii elevilor;

e precizarea §i explicarea temei.

In functie de intinderea continutului supus recapitulrii (o tema,
un capitol, materia unui semestru sau a unui an gcolar) putem eviden-
tia mai multe variante ale acestui tip de lectie:

- lectia de repetare curenta se realizeaza dupa cateva lectii de
comunicare in care au fost abordate cunostinte de baza, fara de care
intelegerea altor continuturi nu este posibila;

- lectia de recapitulare pe baza unui plan dat de profesor sau alca-
tuit cu ajutorul elevilor se compune la sfarsitul unor capitole sau teme
mari din programa;

- lectia de sinteza se programeaza la sfarsitul unor unitati mari de
continut: capitole mari, semestru sau an scolar.

Pornind de la metodele sau mijloacele utilizate in desfasurarea
lectiei, variantele de lectii mentionate pot conduce la noi tipuri, ca de
exemplu: lectia de recapitulare sau de sinteza pe baza de exercitii
aplicative, lectia recapitulativa pe baza de fise.

Lectia de verificare si apreciere a rezultatelor gcolare urmareste
in principal constatarea nivelului de pregitire a elevilor, dar si incadra-
rea cunostintelor in noi cadre de referinta cu rol in viitoarele trasee de
invatare.

Structura relativa a acestui tip de lectie este formata din etapele
urmatoare:
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e precizarea continutului ce urmeaza a fi verificat;

e verificarea continutului (daca verificarea este verbala, este in-
dicat de a realiza o sistematizare a cunostintelor, corectarea unor con-
fuzii);

e aprecierea rezultatelor se face la sfarsitul orei, In cazul veri-
ficarii orale, sau la urmatoarea intalnire a profesorului cu elevii, daca
verificarea este scrisa;

e precizari privind modalitatile de completare a lacunelor si de
corectare a greselilor si sugestii In legatura cu valorificarea continutu-
rilor actualizate in activitatea viitoare.

Variantele lectiei de verificare si apreciere sunt: lecfia de evaluare
orala, prin lucrari scrise, etc.

5.3. Elaborarea proiectelor de lectie

Lectia este consideratd o componenta operationala pe termen scurt
a unitatii de invatare. De aceea, proiectul unitatii de invatare trebuie sa
ofere o derivare simpld a lectiilor componente. Acesta, dacd este
corect Intocmit, contine suficiente date pentru a oferi o imagine asupra
fiecdrei ore. In tabelul ce sintetizeazi proiectarea unititii de invatare,
se pot delimita prin linie orizontald punctatd spatiile corespunzitoare
orelor de curs (lectiilor). Astfel, pentru fiecare lectie, proiectul unitatii
de invatare ofera date referitoare la obiectivele de referintd vizate, la
elementele de continut asociate, activitatile de invatare propuse, resur-
sele materiale, formele de organizare a clasei pentru fiecare activitate,
instrumentele de evaluare necesare la nivelul lectiei.

Pentru evidentierea activitatii didactice a zilei in condicé se poate
preciza numele unitatii de Tnvatare si numarul de ordine in aceea uni-
tate de invdtare a orei respective sau se poate aloca un titlu generic
pentru activitatea de Invatare din ora respectiva.

Cu toate ca realizarea proiectului unei unitati de invatare nu ar mai
necesita intocmirea separatd a unui plan de lectie, acesta este inca soli-
citat in diverse situatii.

Pe parcursul unei lectii, profesorul desfasoard mai multe activitati
didactice: proiectarea, realizarea, evaluarea, reglarea.

Schematic, un proiect de lectie se prezinta astfel:
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Proiect de lectie

1. Data

2. Disciplina

3. Clasa

4. Subiectul lectiei

5. Tipul de lectie

6. Obiectivul fundamental

Desfagurarea lectiei se refera la momentele de parcurs, cu preci-
zarea reperelor temporale, a metodelor si mijloacelor de invatamant, a
formelor de realizare a Invatarii. Proiectul este centrat pe continut si
pe actiunea profesorului si a elevilor.

Continutul §i metodica Strategii

Momente desfasurarii lectiei didactice.

ale Obiective Metode.

lectici operationale | Activitatea | Activitati de Mijloace.
ectiel . o

’ profesorului invatare Forme de

activitate.

5.4. Evaluarea eficientei lectiei

Evaluarea si autoevaluarea lectiei este un moment important al ac-
tivitatii didactice. Principalele repere cu care se apreciaza reusita unei
lectii, atat de catre profesorul realizator, cat si de un evaluator extern
(metodician, inspector) sunt:

1. Proiectarea lectiei: calitatea proiectului de lectie este stabilitd
in functie de documentarea stiintifica si metodica a profesorului, de
identificarea si explicarea corectd a obiectivelor lectiei, de corelarea
acestora cu celelalte componente ale lectiei, de creativitatea dovedita
in structurarea lectiei.
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2. Realizarea lectiei este masurata prin mai multi indicatori:

- pregatirea conditiilor necesare desfasurarii lectiei (asigurarea
mijloacelor de invatdmant, organizarea colectivului de elevi);

- valente educative, formative (contributia lectiei la dezvoltarea
gandirii, limbajului, imaginatiei, autonomiei elevilor);

- continutul stiintific (rigurozitatea notiunilor stiintifice care fun-
damenteaza continutul, corectitudinea informatiilor prezentate in ca-
drul lectiei, dozarea optima a informatiilor si valorilor transmise);

- corelatii inter- si intradisciplinare (stabilirea corecta a locului
lectiei in sistem, valorificarea cunostintelor, priceperilor si deprinde-
rilor prealabile in Invatarea noului continut, sublinierea elementelor
esentiale ce vor interveni in lectiile urmatoare, corelatii cu date cunos-
cute de la alte discipline de invatamant);

- caracter practic-aplicativ (aplicarea in lectie a cunostintelor do-
bandite, posibilitatea aplicarii in alte lectii, la aceeasi disciplina sau la
alte discipline a cunostintelor dobandite);

- alegerea §i folosirea metodelor de predare-invatare (utilizarea
unor metode active, centrate pe elev, masura in care strategia didactica
este corelata cu particularitatile elevilor, preocuparea pentru formarea
deprinderilor de activitate independenta, folosirea de metode si proce-
dee in scopul accentudrii caracterului formativ al Tnvatarii);

- imbinarea diferitelor forme de activitate (existenta in lectie a
unor forme variate de activitate, gradul de implicare directd in lectie a
fiecarui elev, conturarea unui spirit cooperant, dialogul elev-elev);

- integrarea mijloacelor de invatamdnt (utilizarea mijloacelor de
invatamant existente in scoala, confectionarea de material didactic ne-
cesar lectiei pentru activitatea demonstrativa sau individuala, valorifi-
carea completd a intuirii, esteticii si functionalitatii acestuia);

- crearea motivatiei, activizarea elevilor (modul de realizare a
captarii atentiei elevilor la introducerea noului continut, prezentarea
obiectivelor urmérite in lectie, gradul de antrenare a elevilor, reparti-
zarea echilibrata a sarcinilor pe fiecare elev);

- densitatea lectiei, dozarea judicioasa a timpului (proportionarea
corespunzatoare a timpului afectat fiecérei etape a lectiei, in functie de
obiectivele propuse, incadrarea in timp a lectiei);

105



- evaluarea formativa (masura in care se realizeaza in lectie feed-
back-ul, evaluarea tuturor obiectivelor operationale ale lectiei, preocu-
pari legate de notarea elevilor).

3. Comportamentul profesorului este indicat de:

- organizarea, indrumarea, conducerea gi controlul activitatii de
predare (crearea unei situatii de invatare adecvate, masura in care pro-
fesorul reuseste sd urmareasca activitatea clasei, formularea cat mai
clara a sarcinilor de lucru si consecventa in urmdrirea acestora, asi-
gurarea unei atmosfere de lucru favorabila activitatii fiecarui elev,
adaptarea comportamentului profesorului la reactiile clasei, realizarea
dialogului profesor-elev, elev-profesor, elev-elev);

- conduita in relatiile cu elevii, limbajul, tinuta (comportament re-
lational, adaptarea conduitei, limbajului, tinutei la nivelul clasei, capa-
citatea stapanirii de sine, elemente de tact).

4. Autoevaluarea, masurata prin receptivitate, autoanaliza si spi-
rit critic (sesizarea, in autoanaliza lectiei, a gradului de urmarire a per-
formantelor dorite, determinarea aspectelor mai putin realizate in lec-
tie, a cauzelor acestora si furnizarea unor alternative didactice care sa
elimine nerealizdrile, receptivitate la observatiile evaluatorului, auto-
evaluarea corecta a nivelului de realizare a lectiei).

5. Observatii, cuprinzand aspecte deosebite privind contextul psi-
hopedagogic al lectiei, sugestii si recomandari.

Pe parcursul practicii pedagogice, studentii au de completat fise de
observare la lectiile la care asistd. La inceput, acestea au o forma sim-
pla, cerandu-se examinarea unui singur aspect, cum ar fi: modul de in-
teractiune, folosirea tablei, a resurselor (umane, materiale, de timp si
informationale). Pe parcurs, structura fiselor se complica, studentii tre-
buind sd& urmareascd mai multe categorii de itemi deodata: calitatile
personale si profesionale ale profesorului, planificarea lectiei, desfasu-
rarea lectiei, managementul clasei.

In Anexa 5 este prezentat un model de fisa de observare a lectiei
care poate fi folosit in cadrul evaludrii activitatii profesorului.
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CAPITOLUL VI

Evaluarea in procesul de invatamant

6.1. Functiile evaluarii

Stiinta care studiazd metodologia verificarii i evaludrii rezultate-
lor scolare, sistemul de notare, comportamentul examinatorilor si al e-
xaminatilor poartd numele de docimologie.

In invatamant, sistemul de evaluare urmareste:

e cvaluarea obiectivelor curriculare si a strategiilor educationale
utilizate 1n scopul rezolvarii acestora;

e cvaluarea activitatii de predare-invatare, a strategiilor didacti-
ce si a metodelor de Tnvatamant;

e evaluarea nivelului structurilor psihice ale elevilor (cognitive,
operationale, psihomotrice, atitudinal-valorice);

e cvaluarea performantelor profesionale;

e cvaluarea intregului sistem de invatamant;

e informarea elevilor, parintilor si a societatii cu privire la re-
zultatele obtinute si asupra cauzelor nerealizarii obiectivelor curricula-
re propuse;

e diversificarea metodelor si a tehnicilor de evaluare.

A evalua rezultatele scolare Inseamna a determina masura in care
obiectivele programului de instruire au fost atinse, precum si eficienta
metodelor de predare-invatare folosite.

Evaluarea indeplineste mai multe functii:

e de constatare si diagnosticare a performantelor obtinute de
elevi;
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e de reglare §i perfectionare continua a metodologiei instruirii,
ceea ce se realizeaza prin feed-back;

e de informare a parintilor elevilor si a societitii cu privire la
rezultatele si evolutia pregatirii elevilor in gcoald pentru integrarea lor
socio-profesionald;

e motivationald, de stimulare la elevi a interesului pentru inva-
tare, autocunoastere si autoapreciere corecta;

e de predictie §i de decizie, in scopul ameliordrii activitatii in-
structiv-educative, pe baza cunoasterii cauzelor unei eventuale inefi-
ciente;

e de selectionare si clasificare a elevilor in raport cu rezultatele
scolare obtinute;

e formativ-educativd, cu rol in optimizarea invatarii i in conso-
lidarea competentelor scolare;

e de perfectionare si inovare a intregului sistem scolar.

6.2. Forme de evaluare

Dupa modul de integrare a verificarii si evaludrii In procesul de
invatdmant distingem mai multe forme de evaluare, dintre care:

Evaluarea initiald tine cont de faptul ca performantele viitoare ale
elevilor depind si de cunostintele anterioare.

Evaluarea sumativa (cumulativi) este o evaluare traditionala,
efectuata periodic prin verificari de sondaj si global, la incheierea unui
semestru sau an scolar. Ea nu este o evaluare ritmicd; nu are caracter
stimulativ si nu oferd suficiente date asupra eficientei programului de
instruire. De aceea se recomandi folosirea ei in mod limitat si in
combinatie cu evaluarea continua.

Evaluarea continud (formativd) se desfasoara in cadrul lectiilor,
la sfarsitul unui capitol, elevii fiind verificati din toatd materia. Acest
tip de evaluare are un caracter ritmic, se bazeaza pe un feed-back con-
tinuu, conduce la stabilirea unor relatii de cooperare intre profesor si
elevi.

Evaluarea si notarea scolard alcatuiesc o modalitate de codare nu-
mericd sau In calificative a rezultatelor obtinute de elevi. Ea presupu-
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ne comparatii, clasificari, cadrul de comparatie ales putind fi diferit.
Elevul se raporteaza astfel la:

e propriul sdu nivel obtinut, observand un progres sau un regres
si promovand o motivatie de autodepasire;

e nivelul clasei sau al unui grup reprezentativ de elevi, compa-
ratie ce promoveaza competitia, cultivd motivatia pentru reu-
sita profesionald. In acest caz, evaluarea se numeste norma-
tiva si conduce la ierarhizarea copiilor in clasa;

e obiectivele propuse. Se initiazad activitati de recuperare, cand
este cazul, astfel Incat majoritatea elevilor (80%) sa se Inscrie
intr-un barem luat drept criteriu. Aceasta evaluare formativi
nu clasifica propriu-zis elevii.

Pentru a stabili un consens in gradarea performantei scolare se pot

lua in consideratie mai multe criterii, ca de exemplu:

e gradul de dificultate al sarcinii — teme dificile, medii, usoare,
elementare;

e completitudinea raspunsului — raspuns complet, lacune minore,
semnificative, majore;

e ajutorul acordat in raspuns — rezolvare independenta, sprijin
minor la mici ezitari n raspuns, sprijin semnificativ;

e nivelul de exactitate — raspunsuri exacte, mici erori (raspun-
suri exacte medii), erori mari, erori semnificative;

e gradul de indemanare — executie rapida si exactd, executie cu
ezitari, executie cu ajutor, executie esuata,

e nevoia de sprijin figural, ilustrativ (exemple) sau prestatie de
nivel teoretico-aplicativ completa.

Pornind de la acestea, se pot stabili prin consens descriptori de
performantd care sd gradeze unitar prestatia elevului in cadrul fiecarei
teme sau sarcini.

Astfel, verificarea si evaluarea rezultatelor si a progreselor scolare
ale elevilor se refera la:

o nivelul de cunostinte (structuri cognitive) insusit de elevi, ra-
portat la obiective si continut, temeinicia cunostintelor;

e nivelul structurilor operationale: capacitatea de a efectua
operatii logice de analiza, comparatie, sinteza, abstractizare, generali-
zare, posibilitatea de a comunica, de a explica si demonstra logic pe
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baza de argumente, de a efectua rationamente inductive si deductive,
de a elabora definitii si de a redefini, de a efectua judecati de valoare
asupra cunostintelor si de autoevaluare;

e capacitatea de aplicare a cunostintelor: de a descoperi, de a
inventa, de a rezolva exercitii si probleme, de a se autoinstrui;

o nivelul structurilor psihomotrice: deprinderile specifice ma-
tematicii: de munca intelectuala, de cercetare stiintifica. Pentru acestea,
vom lua in calcul: volumul, gradul de automatizare, complexitatea, ra-
piditatea, precizia;

e trasdturile de personalitate: motivatiile, atitudinile, convinge-
rile, perseverenta, tenacitatea, hotararea, dorinta de a Invata, nivelul de
aspiratie care influenteaza si ele randamentul scolar.

Standardele de performanta (minimd, medie, superioard) sunt cri-
terii de evaluare a realizarii de catre elevi a obiectivelor cadru si a ce-
lor de referinta din programele scolare.

De exemplu, programa clasei a VIII-a stabileste standardele curri-
culare de performanta.

Pentru primul obiectiv cadru: Cunoasterea si intelegerea concep-
telor, a terminologiei si a procedurilor de calcul specifice matematicii,
sunt stabilite 9 standarde, dintre care mentionam:

S1. Scrierea, citirea, compararea §i reprezentarea pe axa a nume-
relor reale;

§2. Efectuarea corectd a operatiilor cu numere reale (eventual re-
prezentate prin litere);

83. Utilizarea estimarilor si a aproximarilor de numere si masuri
(lungimi, unghiuri, arii si volume) pentru a aprecia validitatea unor
calcule.

Pentru fiecare astfel de standard, se stabileste apoi un nivel minim
si maxim. In cazul nostru, pentru standardul S1. se precizeazi:

Minim: Scrierea si citirea numerelor reale. Recunoasterea nume-
relor rationale. Scrierea unui numar rational sub forma zecimald sau
fractionara. Compararea numerelor rationale. Reprezentarea pe axa a
numerelor intregi.

Maxim: Recunoasterea numerelor irationale. Compararea numere-
lor irationale. Reprezentarea pe axa a numerelor reale.
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Pentru o notare cat mai obiectivd a elevilor, pe baza acestor
standarde, se elaboreaza descriptori de nivel: nivelul 1 (notele 4-5),
nivelul 2 (notele 5-6), nivelul 3 (notele 7-8), nivelul 4 (notele 9-10).

6.3. Metode de verificare si evaluare

Experienta pedagogica a dus la conturarea unor metode si tehnici
de verificare. Ele se pot clasifica in:

e metode traditionale: probe orale, scrise, practice;

o metode complementare: observarea sistematica a elevilor, in-
vestigatia, proiectul, portofoliul, tema pentru acasd, tema de lucru in
clasa, autoevaluarea.

Verificarea orald este des folosita de profesori deoarece favori-
zeaza dialogul: elevul are posibilitatea sd-si justifice raspunsul, iar
profesorul, prin feed-back, poate corecta sau completa raspunsul ele-
vului, poate testa continutul din lectia anterioara cat si nivelul de pre-
gatire al clasei.

De obicei, in practica, se folosesc forme combinate de verificare,
imbinand examinarea frontalda cu procedee de ascultare individuala.
De exemplu, se verificd partea teoretica cu ajutorul intregii clase si se
rezolva la tabla individual anumite exercitii sau probleme aplicative.

Chestionarea orala are si unele limite, cum ar fi: intrebarile nu pot
avea acelasi grad de dificultate, unii elevi sunt mai emotivi, timpul nu
permite o verificare completd a continutului predat, comportamentul
profesorului (nerdbdare, indulgenta, exigentd exageratd) poate condu-
ce la o notare subiectiva.

Pentru a inlatura unele dintre aceste limite se impun anumite ce-
rinte. Astfel, intrebarile trebuie:

e sa fie centrate pe obiective operationale, vizand continutul
esential, formarea priceperilor, a deprinderilor, abilitatilor, capacitati-
lor intelectuale;

e 53 fie adresate mai intdi intregii clase; apoi sa fie numit un
elev care sa raspunda; acesta nu este intrerupt decat daca nu se refera
la subiect sau face greseli grave;

e si fie corect formulate, la obiect si sa aiba o Inlantuire logica;
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e i solicite gandirea independentd, inteligenta si creativitatea
elevului;

e sd fie puse intr-o atmosferd destinsd, de acceptare reciproca,
fara critici, ironii;

e si fie notate cat se poate de obiectiv.

Verificarea scrisd este realizatd prin verificari curente (lucrari de
control) sau prin lucréri scrise semestriale (teze). Lucrarile de control
dureaza maxim o ora si pot fi date fara ca elevii sa fie avertizati. Prin
acestea se urmaresc: verificarea cunostintelor din lectia de zi, constiin-
ciozitatea cu care se pregitesc elevii, greselile comune ce apar, notiu-
nile intelese mai greu sau mai usor. Tezele acoperd o anumita parte a
materiei predate; ele sunt anuntate si sunt pregatite prin lectii recapi-
tulative. Prin aceste lucrari scrise, profesorul urmareste intinderea ma-
teriei pe care o stapanesc elevii, capacitatea lor de a selecta si sistema-
tiza ceea ce este esential intr-un volum mare de cunostinte invatate.

Probele scrise sunt preferate de multi profesori si elevi: asigura un
grad mai mare de obiectivitate in notare, oferd elevilor mai emotivi
sau a celor mai lenti in gandire posibilitatea de a prezenta toate cunos-
tintele, asigurd evaluarea unui numar mai mare de elevi intr-un timp
scurt, se verifica acelasi continut, favorizeaza realizarea compararii
rezultatelor.

Aceastd metoda are si ea limitele ei: profesorul nu poate corecta
pe loc erorile sau greselile de exprimare ale elevului, unele confuzii
sau tratarea incompleta a continutului esential.

Referatul permite o apreciere nuantata a invatarii si identificarea
unor elemente de performanta individuala ale elevului. Se poate utiliza
atat pentru evaluarea continud, pe parcursul unui semestru, cat si pen-
tru evaluarea sumativa in cadrul unui modul, incadrat intr-un portofo-
liu sau independent.

Putem diferentia doud tipuri de referate: referatul de investigatie
stiintifica independentd, bazat pe activitati desfdsurate in clasa, cu
analiza rezultatelor obtinute si referatul bibliografic, bazat pe infor-
marea documentara, biografica.

Acest instrument este indicat la clasele mai mari pentru motivarea
elevilor cu potentialuri inalte.
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Exista riscul ca elementele de continut sa fie ,,copiate”, transla-
tate fara nicio interventie sau resemnificare personald.

Investigatia exploreaza situatiile noi sau foarte putin asemand-
toare cu experienta anterioara, derulandu-se pe durata unei lectii (sau
mai multe). Elevul sau grupul de elevi primesc o tema cu sarcini pre-
cise care se poate formula si sub forma unei teme pentru acasa, dar ca-
re se definitiveaza in clasa, prin comentarea concluziilor.

Proiectul este o metoda complexa de evaluare, individuala sau de
grup, folositd de profesor in evaluarea sumativa. Subiectul este stabilit
de profesor la Inceput, elevii putand propune ei insisi teme de studiu
dupa ce s-au obisnuit cu acest tip de activitate. El poate avea o cono-
tatie teoretica, practica, creativa. Proiectul se poate derula pe o perioa-
da mai mare de timp, pe secvente structurate dinainte sau circum-
stantial.

Portofoliul este o metoda de evaluare longitudinald, proiectata pe
o perioadd mai lunga de timp, care se poate incadra Intr-o evaluare
sumativa. Portofoliul este complex, format din elemente diferite, ca
forma de transmitere a mesajului si a informatiei: fise de informare si
documentare independentd, referate, eseuri, pliante, prospecte, dese-
ne, colaje. Alegerea elementelor de portofoliu obligatorii sunt subor-
donate obiectivelor de referintd prevazute in programa modulului si
obiectivelor de referintd suplimentare, stabilite de profesor. Profesorul
va prezenta elevilor un model de portofoliu compatibil cu varsta aces-
tora, continand elemente asemanatoare cu cele propuse ca tema, crite-
rii de apreciere clare si caracteristica valorica a diferitelor elemente.

Tematica si sursele de informare recomandate trebuie sa stimuleze
interesul pentru domeniul abordat si sa-i creeze elevului posibilitatea
ca in final sa poata emite o judecatd de valoare. Portofoliul nu-si atin-
ge scopul daca tematica are un grad ridicat de generalitate, iar elevul
este inlocuit de familie pentru realizarea activitatilor.

Observatia sistematicid a comportamentului elevilor se realizeaza
in cadrul activitatii de predare la clasa si prin relatiile cu elevii: contri-
butiile spontane ale acestora, modul de realizare a temei, calitatea
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prestatiilor in munca independenta si la fixarea cunostintelor, manifes-
tari de neatentie, dificultdti si greseli semnificative. Toate acestea nu
fac explicit obiectul notérii, dar sunt folosite in a realiza aprecieri
corespunzatoare fiecarui elev.

Observatia se bazeaza pe urmatoarele instrumente de evaluare:

1. Fisa de evaluare care cuprinde:

- date generale despre elev (nume, prenume, varsta, climatul edu-
cativ din mediul care provine);

- particularitati ale proceselor intelectuale (gandire, limbaj, ima-
ginatie, memorie, atentie, spirit de observatie);

- aptitudini si interese;

- trasaturi de afectivitate;

- trasaturi de temperament;

- atitudini fata de sine, colegi, disciplina si obligatiile scolare;

- evolutia aptitudinilor, atitudinilor, intereselor, nivelului de inte-
grare.

Fisele se elaboreaza in general pentru elevii care au nevoie de in-
drumare si observarea se limiteaza la cateva comportamente relevante.

2. Scara de clasificare care indicd profesorului frecventa cu care
apare un anumit comportament. Se raspunde la Intrebari de tipul ,,in ce
masurd elevul participa la discutii?” prin ,niciodatd, rar, ocazional,
frecvent sau intotdeauna”.

3. Lista de control/verificare utilizata numai in cazul elevilor cu
dificultati de Invatare si care poate avea urmatoarea forma:

Atitudinea elevului fatd de sarcina de lucru Da Nu
A urmat instructiunile
A cerut ajutor atunci cand a avut nevoie
A cooperat cu ceilalti
A ncercat activitati noi
A dus activitatea pana la capat

Autoevaluarea este o metoda de evaluare cu mari valente forma-
tive. Ea permite aprecierea propriilor performante in raport cu obiecti-
vele lectiilor si cu criteriile de apreciere.
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Ca metode si tehnici de autoevaluare se pot folosi:

® autocorectarea sau corectarea reciproca, elevul fiind solicitat
sd-si depisteze unele erori, lipsuri, in momentul realizarii unei sarcini
de invatare proprii sau cand corecteaza lucrarile colegilor. Depistarea
lacunelor proprii sau pe cele ale colegilor, chiar daca nu sunt sanctio-
nate prin note, constituie un prim pas pe calea constientizarii compe-
tentelor in mod independent;

e autonotarea controlatd presupune ca elevul este solicitat sa-si
acorde o nota care apoi este negociata cu profesorul sau cu colegii pe
baza de argumente;

e notarea reciproca constd in faptul ca elevilor li se cere s dea
note colegilor la lucrari scrise sau la ascultari orale, fara a se concreti-
za cu notare efectiva.

6.4. Notarea scolara

Aprecierea rezultatelor scolare este materializata prin notarea sco-
lara. Aceasta este un indice care are mai multe functii: de informare
pentru elevi, profesori, parinti; de reglare a procesului de invatare si
are valoare educativa.

Aprecierea verbala, prin exprimari valorice (acord, dezacord, lau-
da, mustrare, bine, corect, inexact, bravo) nu este foarte exacta, dar ea
induce anumite stari de satisfactie sau insatisfactie elevilor.

Notarea numerica, cu note de la 1 la 10, simbolizeaza un anumit
grad de reusitd sau nereusita. In procent de 80%, ea este un inventar al
cunostintelor, reproduse uneori mecanic de elev, dupa matricea profe-
sorului. Nu se pune astfel accentul pe capacitatea elevului de a opera
cu cunostintele, pe aptitudinile si creativitatea lui.

Tendintele de subiectivism ale profesorilor se pot manifesta sub
mai multe forme dintre care mentionam:

e efectul , halo” constd in supraaprecierea unor elevi datorita
impresiei generale foarte bune; persoanele cunoscute pot fi tratate mai
indulgent comparativ cu cele necunoscute (efectul ,,bland”); o realitate
poate fi prezentata la modul superlativ (eroare de generozitate);

e efectul ,, Pygmalion” constd in anticiparea notei nainte ca ele-
vul sa raspunda;
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e efectul de contrast apare cand un raspuns poate sa primeasca o
notd mai bund decat merita daca urmeaza dupa evaluarea unui rezultat
mai slab, sau sd primeascd o notd mediocrd dacd urmeaza imediat
dupa un raspuns excelent;

e efectul de ordine prin care profesorul mentine acelasi nivel de
apreciere pentru mai multe raspunsuri care presupun totusi anumite di-
ferente calitative;

e ccuatia personald a examinatorului este legatd de criteriile
proprii de apreciere ale profesorilor, de faptul ca unii profesori sunt
mai exigenti, altii mai generosi, unii folosesc nota ca un stimulent,
altii ca o constringere pentru efort suplimentar, unii apreciazd mai
mult originalitatea solutiilor, altii conformitatea cu informatiile pre-
date.

Pentru a elimina pe cat posibil subiectivismul in notare se propun
ca tehnici:

Baremul de notare, o grila de evaluare si notare unitara, care des-
compune tema in subteme si prevede un anumit punctaj pentru fiecare
dintre acestea.

Testul docimologic, o proba standardizata folosita pentru verifi-
cari cu caracter periodic, suficient de spatiate in timp, la incheierea
unui capitol, la examene. Distingem:

e teste initiale, prevazute la inceput de capitol, semestru, an gco-
lar pentru a defini momentul de start in procesul de instruire;

e feste de progres, pe parcursul instruirii, In raport cu obiecti-
vele inscrise 1n programa;

e feste finale, de sinteza, la incheierea semestrului sau a anului
scolar.

In elaborarea testelor, profesorul parcurge urmitoarele etape: sta-
bileste obiectivele si continutul, pe care il structureaza logic, formu-
leaza intrebari (itemi) pe baza obiectivelor si a continutului lectiilor,
precizeaza exercitiile si problemele de rezolvat si fixeazd punctajul
pentru acestea.
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in functie de tipul raspunsurilor, testele pot fi cu:

e raspunsuri deschise, care stimuleazad creativitatea, judecata,
spiritul critic, raspunsurile fiind formulate 1n intregime de elevi. Se pot
folosi itemi sub forma de redactare (elevii desfagoara o tema) sau
itemi cu raspunsuri scurte (se recurge la propozitii sau fraze scurte);

e raspunsuri inchise, unde putem intdlni itemi tip alegere mul-
tipla (se ofera mai multe solutii din care doar una este corectd), itemi
tip adevarat-fals, itemi pereche (elevii trebuie sa gaseascd notiuni sau
idei corelate cu cele prezente in Intrebari).

Indicele de eficienta al unui test se stabileste pornind de la masura
in care itemii permit stabilirea unei ordonari valorice a elevilor.

O clasificare a itemilor realizata de Serviciul National de Evaluare
si Examinare, conduce la urmatoarea tipizare:

1. [Itemi obiectivi, care masoara rezultatele invatarii situate la ni-
velurile cognitive inferioare (cunostinte, priceperi si capacitati de ba-
z4). Astfel de itemi pot fi: de tip alegere duala, de tip pereche sau im-
perechere, de tip alegere multipla. Caracteristica principald a itemilor
obiectivi este gradul ridicat de obiectivitate Tn masurarea si aprecierea
rezultatelor invatarii. Folosind acest tip de itemi, se testeaza un numar
mare de elemente de continut, Intr-un timp scurt, se asigura obtinerea
de informatii sigure privind nivelul de insusire a notiunilor de baza.

2. lItemi semiobiectivi, care cuprind Intrebari si cerinte care pre-
supun elaborarea raspunsurilor de catre elevi. Ei pot fi folositi pentru
toate etapele de evaluare. Din aceasta categorie fac parte itemii de tip
rdspuns scurt, cei de completare, de intrebdri structurate. In acest caz,
elevul nu trebuie sa aleaga un raspuns, ci trebuie sa-1 construiasca. Se
masoara astfel o gama mai largd de capacitati intelectuale, cu nivel de
dificultate variabil. Pentru astfel de itemi este necesarda o schema de
notare detaliata (barem), punctajul acordandu-se partial sau integral.

3. [temi subiectivi sau cu raspuns deschis, care testeaza capaci-
tatea de tratare coerentd, In mod personal, a unui subiect, cat si origi-
nalitatea, creativitatea. Acesti itemi dezvolta capacitatea elevului de a
formula, a descrie, a prezenta sau explica diferite concepte, argumente,
metode le lucru. Din aceasta categorie fac parte itemii de tip rezolvare
de probleme, investigatia, proiectul, portofoliul. Trasatura dominanta
a acestor itemi este aceea de a putea testa niveluri cognitive ridicate
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(aplicare, analiza, sinteza, evaluare). Si in acest caz este necesar sa se
realizeze un barem amanuntit dupa care sa se faca notarea.

De exemplu, pentru tema /nductie matematica, putem considera:

e [tem cu alegere duala:

Stabiliti daca urmatoarea afirmatie este adevarata sau falsa:

»  n(n+1)(n+2)
6

P+2*+..+n ,Vn>1.

o [tem cu alegere multipla:
Alegeti raspunsul corect:
Suma 1-2-3+2-3-4+...+n(n+1)(n+2) este egala cu:

2) n(n+D)(n+2)(n+3) b) n(n+1)(n+2) o) n*(n+1)° ,
4 6 4
d) n(n— 1)(714;L D(n+2) ‘

e [tem cu intrebari structurate:
a) Determinati a si b, numere reale, astfel incat
1 a b

=—+
k(k+1) k k+1

,VkeN";

1 .

eN ;

b) Calculati suma S=L+L+...+ N
1-2 2-3 n(n+1)

. . IR n
¢) Demonstrati prin inductie matematica z = .
o k(k+1) n+1
o [tem cu raspuns scurt/de completare:
Completati spatiul punctat astfel incat si se obtind o informatie

adevarata: Zk =..

k=1
o [tem cu raspuns deschis:
Calculati S=1-54+2-6+...+n(n+4).
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CAPITOLUL VII

Comunicarea didactica

7.1. Relatia profesor-elev

Relatia profesorului cu clasa si cu fiecare elev in parte este deo-
sebit de importantd. Ea se realizeaza si se definitiveaza in timp prin
implicarea ambelor parti. Acest tip de relatie nu trebuie sa ramana la
stadiul formal, ci se personalizeazd mereu. Raportul profesor-elev nu
este unul echilibrat, din anumite ratiuni obiective cum ar fi: diferenta
de varsta, de statut social, de acumulare a experientei, etc. Aceste dife-
rente nu trebuie insd sd conducd la deprecierea elevilor, la constran-
gerea acestora 1n acceptarea vointei profesorului, la autoritarism. Tre-
buie sa se tind cont de faptul cd, pentru a realiza un act educativ de ca-
litate, profesorul trebuie sd-si dobandeasca autoritatea in fata elevului,
sa-i fie acordatd de citre acesta, nu sa si-o impuna.

Studiile au aratat ca elevii preferd profesorii care pastreaza ordi-
nea, sunt stricti, pedepsesc indisciplina, 1i tin ocupati, ofera exemple,
ii ajuta si se fac Intelesi, sunt interesanti, aparte, sunt cinstiti, consec-
venti, nu favorizeaza pe nimeni, sunt prietenosi, amabili, glumesc.

O clasa de elevi este un ansamblu viu care are structura si dinami-
ca proprie. Deseori, in timp, ea se scindeaza in mai multe grupuri care
uneori pot face ca atmosfera din cadrul colectivului sa fie tensionata.
Profesorul trebuie sa fie in permanenta atent la comportamentul clasei
pentru a Tmpiedica aparitia acestei situatii; el trebuie sa cunoasca lide-
rii grupurilor a caror influentd este mai mult sau mai putin poziti-
vé/negativa. Cadrul didactic nu va face parte niciodatd dintr-un astfel
de grup; de aceea pentru a-1 conduce (fara ca acest lucru sa fie evident)
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trebuie sa-i cunoasca structura, punctele sensibile la care reactioneaza
(se calmeaza sau se razvrateste). Aceste grupuri evolueaza pe parcurs,
modificandu-si de cele mai multe ori structura si obiectivele. O clasa
de elevi poate ajunge la sfarsitul anului o adevaratd echipa in care
fiecare copil are locul si rolul sau bine determinat sau, se poate dezin-
tegra in multe grupuri inchise. Pentru a preintampina acest ultim as-
pect, profesorul trebuie s urmareasca mereu climatul clasei, sa menti-
na continuu contactul cu elevii, si-i invete s comunice unii cu altii, sa
lucreze mult in echipa, sa le dezvolte sentimente de camaraderie.

Thomas Gordon, psiholog american din scoala umanista, este cu-
noscut prin modelul pe care 1-a dezvoltat in scopul eficientizarii rela-
tiilor interumane. Pornind de la convingerea ferma cé folosirea puterii
coercitive conduce la prejudicierea relatiilor, el a introdus concepte de
comunicare cum ar fi ,,conferinta familiei”, ,,conferinta profesorilor”,
Lconferinta managerilor”, care cuprind reguli general valabile pentru
comunicare si aplanarea conflictelor dupa reguli universale, in spirit
de fair-play: respectul reciproc si intelegerea celuilalt fac posibild o
solutionare a conflictelor in care sd nu existe invingatori sau invingi.
Astfel, se urmareste ca oamenii:

e sd invete sd se impund, fard a neglija necesitatile celorlalti,
preintampinand dezvoltarea unor sentimente de frustrare sau resem-
nare;

e sa se deschidd unii fata de altii, in loc sa-i analizeze si sa-i
subestimeze pe ceilalti;

e sd se asculte cu atentie unii pe altii si sa 1i ajute pe ceilalti sa
se exprime clar;

e sa solutioneze conflictele intr-un mod creator, care sa fie pe
placul tuturor;

e sd-si dezvolte capacitatile consultative, pentru a-i sfatui pe
ceilalti cum sa-si rezolve conflictele.

Ascultarea activa, mesajele-eu si rezolvarea conflictelor fara
pierderi sunt trei tehnici aplicate prima data in anii '50 de dr. Gordon
pe cand era consultant al unor organizatii de firme. Apoi, ele s-au
extins in alte doua domenii: familie (Parental Effectiveness Training)
si scoala (Teacher Effectiveness Training), avand ca scop comun con-
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struirea si mentinerea de bune relatii acasi, la scoal si la serviciu. In
prezent, compania Gordon Training International, fondata in 1974, i
continud ideile si munca depusa.

Pentru stabilirea unor relatii pozitive intre profesor si elev, dr.
Gordon recomanda modalititi de comunicare precise si relativ neutre
care sa reduca aparitia comportamentelor negative la elevi. Pornind de
la intrebarea ,,Cine are o problema?”, se disting diverse situatii:

e Daca problema este a elevului, profesorul trebuie sa se impli-
ce si sa ajute la solutionarea ei, oferindu-i simpatia si sprijinindu-l sa
gaseasca singur calea de rezolvare prin ascultare activa: profesorul nu
vorbeste despre el, nu schimba subiectul, nu da sfaturi, nu critica sau
incurajeazd, nu ignora sentimentele celuilalt, urmareste comunicarea
non-verbala, etc.

e Daca profesorul are o problema, intr-un fel sau altul vor fi
afectati si elevii; de aceea, ei trebuie implicati in solutionarea acesteia.
Thomas Gordon distinge doua tipuri de mesaje: ,,mesajele-tu” si ,,me-
sajele-eu”. Primele favorizeaza, mai mult involuntar, comportamente
devalorizante, moralizatoare si ineficiente in raport cu elevul. ,,Mesa-
jele-eu” nu provoaca atat de mare retinere sau revoltd pentru ca, atunci
cand vorbim la persoana I singular, inseamna ca ne atribuim raspunde-
rea celor spuse; vrem sa fim directi si la obiect, fara a invinui persoana
cu care suntem in conflict; dorim sa discutam despre felul in care pri-
vim noi lucrurile, despre propriile noastre dorinte, nevoi, si interese;
exprima sentimente autentice (in loc sa califici direct un comporta-
ment ca fiind negativ, subliniezi efectul acestuia asupra ta). Pentru a
sesiza diferenta, sa punctam cateva situatii, exemplificand fiecare tip
de mesaj:

e Un grup de elevi face galagie, deranjand ora:

»mesaje-tu”: - Sunteti prea zgomotosi!
- Ati putea s va domoliti putin...
»mesaje-eu”: - Nu ma incanta zarva voastra.

- As vrea sa nu fiu deranjat de zgomotul vostru.
e Elevii prezintad un proiect realizat superficial:

»mesaje-tu”: - Proiectul este evident insuficient elaborat.
- Nu puteti realiza decat lucruri de mantuiala.
»mesaje-eu”: - Regret sa citesc o lucrare nefinalizata.
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- Sunt dezamagit, nu mai spun nimic.
e Un elev ajunge cu intarziere si deranjeaza ora:

»mesaje-tu”: - Nu ti-e rugine sd ne deranjezi pe toti?
- Ar fi mai bine sa ajungi o data la timp.
,mesaje-eu”: - Ma dezamageste lipsa de punctualitate.

- Mi-ar placea sa nu fiu intrerupt.
e Generalizari:

»mesaje-tu”: - Stim cu totii ca ...
- Daca stam sd ne gandim ...
,mesaje-eu”: - Mi-ag dori sa ...

- Aceasta imi pare ca ...

Daca situatia nu se schimba, se recomandd o procedurd in mai
multe etape care implica ambele parti (elevi si profesor), cunoscuta
sub numele de ,.factica fara invingi”. Aplicarea acestei strategii impli-
ca sase pasi: definirea problemei (Care credeti cd este problema?),
generarea de solutii posibile (Cine poate sd ne spund cum s-ar putea
rezolva aceastd problema?), evaluarea solutiilor (Ati fi de acord cu
aceastd variantd?), deciderea asupra solutiei optime (Sunteti toti de
acord cu aceasta solutie? Credeti ca ea rezolva problema?), stabilirea
modului de implementare a acesteia (Cum aplicam solutia?), evaluarea
eficacitétii solutiei alese (Sa discutam in curand ca sd fim siguri ca
problema s-a rezolvat cu adevarat). Fiind implicati Tn acest proces,
elevii sunt ,,obligati” sid-si asume responsabilitati mult mai mari decat
in situatiile educative asa-zise ,,normale”.

Matematica (si alte stiinte asemanatoare ei) introduce un tip parti-
cular de relatii profesor-elev, relatii structurate in jurul a doi poli prin-
cipali:

e Daca elevul nu intelege ceea ce se preda, profesorul de mate-
matica nu trebuie sa concluzioneze imediat cd acesta nu vrea sa invete
sau nu este suficient de bine pregétit ori inteligent (,,Daca eu am inte-
les demonstratia, este imposibil ca altii s nu o inteleagd”). Reactia
adolescentului la astfel de judecati nu este deloc placutd. Mai mult, in
general, se dovedeste cd profesorul nu a abordat problema in mod
adecvat.
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e Profesorul de matematica este situat intr-o pozitie particulara:
el are dreptate (demonstreaza adevarul) si poate explica de ce are
dreptate (spre deosebire de un profesor de literatura, de exemplu, care
analizeaza un text literar).

Astfel, elevul se gaseste intr-o situatie de supunere si de depen-
denta fata de profesor, mult mai accentuata decat la alte discipline, pe
care nu o accepta 1n perioada adolescentei fara sa creeze probleme di-
ficile in cadrul relatiei profesor-elev.

Tinand cont de rolul profesorului in conducerea si dirijarea proce-
selor educative, de gradul sdu de implicare in aceste procese, se pot
deduce trei tipuri de relatii profesor-elev:

e relatia de tip democratic, care ajutd cooperarea dintre profesor
si elev. In aceasti situatie, elevul nu este considerat un element pasiv,
el intervenind activ in actul de instruire. Profesorul implica elevii, 1i
antreneaza 1n procesul educativ, se lasa interogat de elevi.

e relatia de tip laisser-faire este relatia in care domina intere-
sele si dorintele elevilor, profesorul subordondndu-se total in favoarea
acestora.

e relatia de tip autocratic, In care profesorul este singurul par-
ticipant la procesul didactic: numai el comunica, doar el are dreptate
iar elevul este redus la o activitate de supunere si de receptare pasiva.

7.2. Comunicarea didactica

Mesajele sunt informatii dirijate in mod intentionat. Ele presupun
existenta unui emitator (destinator) si a unui receptor (captator). Co-
municarea, spre deosebire de informare, presupune reversibilitatea
mesajelor intre cele doud entitati, chiar daca mesajele nu sunt de ace-
lasi ordin. Ea presupune corelarea perceperii semnalelor, decodificarea
(printr-un vocabular adecvat), interpretarea lor (cu ajutorul imaginatiei)
si mentinerea acestor semnale strans legate, coerente (folosind memo-
ria) pentru momentul cand receptorul devine la randul sdu emitator.

In prezent, comunicarea didactici nu mai atribuie profesorului ro-
lul de emitator si elevului pe cel de receptor, ci presupune ca fiecare
participant are, n acelasi timp, rol dublu: emitator-receptor.
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Pentru un profesor, pe langa cunostintele de specialitate dobandite,
esentiala este competenta comunicativa (ea este de tip aptitudinal dar
se poate si dobandi) ce presupune posibilitatea de a transpune si a tra-
duce didactic notiunile stiintifice (sa stie ce, cum, cand, in cel fel, cu
ce, cui oferd).

In cadrul comunicirii didactice, demonstrarea si argumentarea se
impletesc si se completeaza reciproc. Demonstratia este demersul lo-
gic prin care, pornind de la anumite premise si respectdnd anumite re-
guli de inferenta (in cadrul matematicii, se foloseste cel mai des infe-
renta deductivd), se obtin concluzii adevarate (vezi 9.5.). Rationa-
mentul folosit in demonstratie trebuie raportat la particularitatile de
varsta ale elevilor, la nivelul lor de intelegere. Argumentarea discursu-
lui solicitd mai ales afectivitatea elevilor, stimuleazad comportamente,
asteptari.

Inaintea oricdrei comunicari didactice, profesorul va efectua mai
multe operatii: stabileste obiectivele si continutul esential al comu-
nicarii, explicatii, exemple, date cu valoare motivationala, intrebari-
problema, intrebari care determina reflectii (Ce se Intdmpla daca?, Din
ce cauza?, Ar putea fi si altfel?, La ce credeti ca va foloseste aceasta
informatie?). De asemenea, profesorul precizeaza strategia comuni-
carii care poate fi: inductivd, explicativ-demonstrativa, euristica, de-
ductiva, prin analogie sau combinata.

Comunicarea pedagogicd presupune o interactiune de tip feed-
back, referitoare atat la informatiile explicite cat si la cele formate pe
parcursul comunicarii.

Feed-back-ul (conexiunea inversd) are caracter legic pentru pro-
cesul de invatamant indeplinind functia de control, de reglare si auto-
reglare a informatiilor transmise prin eliminarea la timp a unor even-
tuale perturbari sau distorsiuni. Se pot obtine astfel date corecte pri-
vind rezultatele comunicarii didactice (predare) si a procesului de in-
vatare in scopul cresterii eficientei acestora.

Primul tip de feed-back, de la receptor la emitator, are rolul de a
informa profesorul (emititorul) despre obstacolele comunicarii, perso-
nalitatea si capacitatea receptorilor (elevii), gradul de adaptare al me-
sajului sau. Folosind aceste informatii, profesorul va putea obtine o
crestere a eficientei mesajului sau, o mai mare sigurantd ca informa-
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tiile lui sunt intelese si o ameliorare a relatiilor sale cu auditoriul. Ca
mijloace de a obtine referinte asupra comunicdrii sale, profesorul
poate interoga elevii daca au inteles sau nu, tine cont de comentariile
acestora cat si de semnele de oboseala, plictiseald, neatentie, dezin-
teres manifestate de ei.

Al doilea tip de feed-back, de la emitator la receptor, presupune ca
profesorul, pe cale verbald sau nonverbala, sd aprobe sau nu activi-
tatea de lucru individual sau de grup a elevilor. In acest caz, initiativa
actiunii este luata de elevi.

Retroactiunea anticipatd, feed-forward, poate fi obtinuta prin in-
versarea ordinii clasice: informare, exercitii practice. Daca incepem cu
aplicatii practice, elevul este pus in situatia de a cauta, cerceta, expe-
rimenta i va simti necesitatea informarii. El va formula anumite
intrebari emitatorului, care 1si va organiza din mers comunicarea, anti-
cipand informatiile de care au nevoie elevii In continuare sau de
dificultatile ce pot sa apara.

7.3. Psihopedagogia comunicarii didactice

Procesul de predare — invatare poate fi considerat ca o forma spe-
cificd de comunicare. Reusita actului pedagogic este strans legata de
calitatea actului de comunicare, ceea ce presupune anumite cerinte
precise pentru lectia orala, pentru dezbatere, pentru elaborarea manu-
alelor.

Cadrul general in care se organizeaza si se stabileste comunicarea
didactica influenteaza calitatea acesteia. Astfel, putem enumera :

e conditii de natura materiala, care se refera la arhitectura sco-
lara, la conditiile favorabile sau nefavorabile oferite educato-
rilor si educatilor (sdli de clasa cu acustica slaba, cu ecou,
situate langa strazi aglomerate, cu mult zgomot);

e factori de timp, ca de exemplu momentul zilei (cand elevul
este obosit sau 1i este foame, este mai dificil sd-i captezi aten-
tia);

o sistemul de valori: de exemplu, elevii cu puternice valente ,,li-
terare” nu sunt la fel de atrasi de disciplinele exacte si invers.
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In prezent, sursele mesajelor educative s-au diversificat foarte
mult; mesajelor transmise in scoala, 1i se alaturd cele dobandite din
mass-media si cu ajutorul tuturor mijloacelor noi de comunicare. Prin-
cipala sursd directd a mesajelor didactice ramane profesorul si mate-
rialul didactic. La aceasta se pot adduga ca surse indirecte, la fel de
importante: organizarea ambiantei materiale a clasei (climatul), perso-
nalitatea profesorului.

Codarea mesajelor este frecvent intalnitd in viata de zi cu zi (lim-
bajul folosit de surdo-muti, exprimarea artistilor prin picturda, muzica,
dans, de exemplu). Ea se poate realiza printr-o multitudine de mij-
loace ce corespund, de obicei, diferitelor organe de simt:

e prin cuvinte, forma de limbaj fiind cea mai uzuald si mai

precisa, cu conditia ca receptorul sa o cunoasca;

e prin sunet: exprimdri muzicale, anumite zgomote cu semni-
ficatie precisa (cum ar fi un ciocanit in tabla, pentru a aten-
tiona asupra celor scrise in acel loc, pentru a se face liniste);

e prin imagini vizuale: gesturi, expresia corporala, mima, prin
imagini fixe sau animate (domeniul audio-vizualului), text
scris;

e prin atingere: presiunea amicald a mainii profesorului pe uma-
rul elevului care este pe cale sd comitd o eroare de calcul este
plind de semnificatie pentru elev;

e prin miros (mesajele chimice sunt mai des folosite in chimie,
biologie).

Pentru ca informatia sa poata fi transmisa cu succes de la profesor
la elev, ea trebuie transpusa Intr-o forma accesibild atdt emitatorului
cat si receptorului; faptul ci elevii nu inteleg limbajul folosit de pro-
fesor este considerat a fi un principal motiv al esecului scolar. De
asemenea, dacad codarea mesajelor trimise este realizatd prin mijloace
diferite, este important sd realizim coerenta acestora pentru a nu dezo-
rienta receptorul (de exemplu, explicim o formulad scrisd in partea
dreapta a tablei dar, 1n acelasi timp, aratdm cu mana in directia opusa).

In procesul comunicérii, cuvantul si gestul formeaza un corp co-
mun. Un profesor bun se spune ca trebuie sa fie si un bun ,,actor”.
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Comunicarea orald, prin intonatie, accent, ritm, stil, personalizea-
za actul de comunicare si implica afectiv atat profesorul cat si elevii.
Astfel, mesajele trebuie transmise cu vitezd potrivita (profesorul nu
vorbeste prea repede sau prea rar); variatia de viteza face ca transmite-
rea informatiei sa nu fie monotona.

Legat de intensitatea vorbirii, profesorii care vorbesc foarte tare
(tipd) sau incet obosesc auditoriul care devine astfel neatent. Daca ap-
licam aceasta observatie la textul scris (de exemplu, pe tabld), trebuie
avut in vedere ca el trebuie sa aiba marimea necesara pentru a putea fi
receptat de toti elevii din clasa. Varierea intensitatii in comunicare are
un efect de ,,supra-codare”, facand mesajul mai usor de receptat.

Modularea si intonatia, numite de lingvisti efecte supralingvistice,
sunt si ele esentiale In emiterea unui mesaj corect. Dacd comparam
mesajele: ,,elevul, spune profesorul, nu stie sd rezolve corect exerci-
tiul” si ,,elevul spune, profesorul nu stie sa rezolve corect exercitiul”,
vedem ca ele transmit informatii cu totul diferite. Astfel, emitatorul
trebuie sa fie foarte grijuliu la tot ceea ce introduce (voluntar sau invo-
luntar) in emiterea mesajul didactic.

De asemenea, o exprimare nu trebuie sa fie doar concisa si obis-
nuitd. Dialogul profesor — elev este largit prin intermediul canalelor
non-verbale. Astfel, mesajul vizual vine sd ajute, s definitiveze, sa
suplimenteze limbajul verbal. Trebuie sa tinem cont si de faptul ca ti-
nuta fizicd, mimica fetei, gesturile ce acompaniaza limbajul vorbit in-
fluenteaza intelectual si afectiv elevul; de multe ori gesturile pot co-
munica mai multe informatii auditoriului decat vorbirea.

Alaturi de comunicarea pe cale orald (cea mai des intalnita la clasa)
au fost introduse noi metode de transmitere prin tehnici audio-vizuale,
cu ajutorul computerelor. De aceea, o obligatie a profesorului consta
in a invata sa utilizeze aceste noi canale de comunicare.

Dupa ce mesajul didactic este transmis, receptorul il primeste, il
decodeaza, il intelege si apoi il interpreteaza. Toate aceste etape sunt
reactii personale, deci diferd de la o persoanad la alta. Din aceasta cau-
za, mesajul profesorului poate fi interpretat gresit de catre unii elevi.
In acest caz, cadrului didactic ii revine sarcina de a face corecturile ne-
cesare.
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Receptarea informatiei presupune ca au fost indeplinite cel putin
doua conditii: elevul, pe baza motivatiei sale, acceptd mesajul (condi-
tii afective) si conditiile senzoriale au corespuns cu cele fizice ale
mesajului (elevul a auzit ce a spus profesorul, a vazut ce a fost scris pe
tabla, etc.).

Dupa cum am mai amintit, presupunem ca elevul cunoaste lim-
bajul de codare al informatiei. Pentru a decoda mesajului si a identifi-
ca ceea ce este semnificativ, receptorul (care nu este un foarte bun cu-
noscator al limbajului stiintific folosit) are nevoie de timp. Daca in
acest moment ritmul de comunicare este accelerat, comunicarea se
blocheaza.

Am precizat ca relatiile dintre sens (inteles) si semnificativ nu sunt
simple. De exemplu, pentru un matematician, cand este enuntata teo-
rema lui Pitagora, el isi poate deja imagina un triunghi dreptunghic,
identificand catetele si ipotenuza acestuia in relatia prezenta in enunt;
pentru un altul, mesajul transmis nu prezinta nicio reprezentare. Pen-
tru ca elevul sa inteleaga si sa interpreteze informatia, profesorul tre-
buie sa explice textul prin exemple, transformand scrierea din limbajul
matematic in cel uzual, sd sublinieze anumite conditii esentiale in care
mesajul este corect.

Cum atentia este prima conditie a receptarii si Invatarii, o organi-
zare corecta a activitatii poate elimina in mare parte diferite forme de
neatentie. Astfel, fiecare elev trebuie sd fie ocupat, primind sarcini
concrete. Metodele folosite in cadrul lectiei trebuie sa fie variate,
ritmul de desfasurare a activitatii trebuie sa fie optim. Momentele acti-
vitatii trebuie punctate prin indicatii de lucru, sublinieri, aprecieri sau
concluzii.
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CAPITOLUL VIII

Definirea notiunilor matematice

8.1. Notiuni matematice

Notiunile, conceptele, sunt forme de reflectare a realitatii obiec-
tive. Ele se formeaza pe baza unor operatii de gindire, cum ar fi:
observatia, comparatia, analiza, sinteza, generalizarea, sistematizarea,
abstractizarea, concretizarea, analogia. Pe baza observatiei si a compa-
ratiei (pe baza unui criteriu stabilit) se stabilesc proprietati ale obiecte-
lor, asemanari si deosebiri ale acestora. Analiza presupune descompu-
nerea Intregului in parti componente, ceea ce conduce la evidentierea
proprietatilor obiectelor. Sinteza este operatia opusa acesteia, prin care,
pe baza proprietatilor sau a partilor, se reface intregul. Prin abstracti-
zare, se desprind proprietatile generale ale obiectului. Generalizarea
presupune extinderea acestor proprietati la o clasa de obiecte.

Proprietatile care caracterizeaza toatele obiectele clasei se numesc
proprietati esentiale ale notiunii. Cele pe care le au doar o parte din
obiectele clasei se numesc proprietati partiale, iar proprietdtile con-
tradictorii sunt cele care nu sunt caracteristice niciunui obiect al clasei.
in matematica scolar, o importantd deosebitd o au proprietitile esen-
tiale ale notiunilor (ele explica continutul, esenta obiectelor).

Elementele structurale ale notiunii sunt:

e continutul, care cuprinde totalitatea proprietdtilor esentiale ale
notiunii si proprietdtile ce decurg din acestea. De exemplu, continutul
notiunii de paralelogram este: ,,figura plana, cu patru laturi, cu laturile
opuse paralele, etc.” Continutul notiunii de relatie de echivalentd este
»relatie binara, reflexiva, simetricd, tranzitiva.”
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e sfera, care inglobeaza toate obiectele care au proprietatile cu-
prinse 1n continutul notiunii. Spre deosebire de continut, care reflecta
necesarul, sfera notiunii reflectd generalitatea. Sfera notiunii de para-
lelogram cuprinde multimea patratelor, dreptunghiurilor, romburilor.
Sfera notiunii de relatie de echivalentd este alcatuitad din toate pere-
chile de elemente ale multimii, legate printr-o astfel de relatie: perechi
de figuri asemenea sau congruente (pe multimea figurilor geometrice
plane), perechi de ecuatii echivalente (pe multimea ecuatiilor), perechi
de drepte paralele (pe multimea dreptelor din plan).

Continutul si sfera unei notiuni constituie structura logica a aces-
teia. Ele se folosesc pentru a clasifica notiuni, la rezolvarea de exerci-
tii si probleme, in demonstratiile teoremelor. Spunem ca o notiune este
mai generald decat o alta daca sfera ei contine sfera celeilalte notiuni.

Intre continutul notiunii si sfera exista o dependenti: daca marim
continutul se micsoreaza sfera si invers (legea variatiei inverse a con-
tinutului si sferei notiunilor, lege de baza in logica). De exemplu, daca
la continutul notiunii de paralelogram mai addugam proprietatea ca
diagonalele sa fie egale, obtinem notiunea de dreptunghi, a carei sfera
este strict inclusa in cea a paralelogramului.

Considerand relatiile dintre sferele diferitelor notiuni, vom putea
stabili raporturi de tip gem-specie. Astfel, notiunea care contine in
sfera ei altd notiune se numeste, in raport cu aceasta, notiune gen iar
notiunea continutd in sfera acesteia se numeste notiune specie. De
exemplu, notiunea de paralelogram este notiune gen fatd de notiunea
de dreptunghi, care este notiune specie in raport cu prima. Dar aceeasi
notiune de dreptunghi este notiune gen In raport cu notiunea de patrat.
Deci, notiunile de gen si specie nu au un caracter absolut.

Raporturile de tip gen—specie dintre notiuni stau la baza generali-
zarii §i concretizdarii notiunilor. Generalizarea notiunii presupune tre-
cerea de la o notiune cu o sferd mai restransa, la o alta, a carei sfera
este mai cuprinzatoare (se trece de la o notiune specie la o alta tip gen).
Pentru a se realiza acest lucru, tindnd cont de relatia dintre continutul
si sfera unei notiuni, trebuie sd trecem de la notiunea de baza la o alta
cu un continut mai redus. in cazul determindrii (concretizirii) notiunii,
se aplica procedeul invers, deci se cautd notiuni cu continut largit. De
exemplu, trecerea de la notiunea de patrat la cea de dreptunghi, patru-
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later, poligon este o generalizare, iar trecerea inversa este o concreti-
zare a notiunii de patrat.

De obicei, pentru a generaliza o notiune, se renuntd la o proprie-
tate esentiala si independentd de celelalte proprietiti ale notiunii.
Astfel, teorema lui Pitagora, caracteristica triunghiurilor dreptunghice,
se generalizeaza la cazul triunghiurilor oarecare, renuntand la conditia
ca un unghi al triunghiului sa fie drept. In alte cazuri, se pot neglija
sau inlocui unele restrictii, conditii impuse notiunii, cu conditii mai
generale. Dacd consideram f(n)=a+bn, a,beR, a#0 iar neN,
obtinem un s§ir care este o progresie aritmeticd; dar, pentru ne R,
obtinem o functie de gradul L.

Uneori, pentru a familiariza elevii cu anumite notiuni noi, se pro-
pun probleme cu date concrete, a caror rezolvare conduce la notiunea
vizatd. De exemplu, acest procedeu este folosit la introducerea depen-
dentei direct si invers proportionale, a functiilor liniare, de gradul al
II-lea, exponentiale, etc. Prin inlocuirea marimilor constante cu unele
variabile obtinem generalizarea dorita.

Pentru a concretiza o notiune se folosesc procedee inverse genera-
lizarii notiunilor. Astfel, se adaugd la continutul notiunii initiale una
sau mai multe proprietdti independente de cele deja existente. Sfera
notiunii se restrange. Daca la proprietdtile notiunii de paralelogram
addugam proprietatea ,,sa aiba un unghi drept”, obtinem notiunea de
dreptunghi, iar dacd mai addugam si ,,are laturile congruente” obtinem
notiunea de patrat. Prin restringerea succesiva a sferei initiale la altele
mai putin cuprinzatoare, ajungem in situatia in care determinarea nu se
mai poate realiza. In acest caz, nofiunea rezultatd se numeste indivi-
duala, unitara, sfera fiind formata dintr-un singur element (triunghiul
echilateral, de exemplu).

O altd metoda de a concretiza o notiune este cea de a introduce
restrictii, conditii asupra notiunii, formulei, teoremei considerate. Spre
exemplu, pornind de la notiunea de triunghi, obtinem notiunile de
triunghi dreptunghic, isoscel. Tot in acest fel se poate trece de la for-
mulele trigonometrice pentru suma a doud unghiuri la formulele trigo-
nometrice ale unghiului dublu.
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Unele notiuni nu se pot defini fara altele (numaratorul unei fractii
fard numitorul ei, mediana fara notiunea de triunghi, ecuatia fara no-
tiunea de variabila).

Tinénd cont de diferitele raporturi existente intre notiuni, acestea
pot fi diferentiate in notiuni comparabile si incomparabile.

Notiunile comparabile sunt cele care au proprietati comune. Ele
se pot afla in raporturi de :

o compatibilitate, cand sferele coincid total sau partial. In acest
caz, aceste notiuni pot fi in relatii de:

e identitate, ce semnifica notiuni identice, care au aceesi sfera,
dar continutul acestora diferd. De exemplu, notiunea de triunghi echi-
lateral (proprietatea presupune cd toate laturi sunt congruente), este
identicd cu cea de ,,triunghi cu toate unghiurile congruente” (proprie-
tatea presupune congruenta unghiurilor triunghiului si este echivalenta
cu cealalta proprietate).

o de subordonare, cand sfera unei notiuni este strict inclusa in
sfera celeilalte notiuni (numar prim, numar natural). Raportul de sub-
ordonare se foloseste in definirea notiunilor matematice, precizand ge-
nul si deosebirile de specie. De exemplu, triunghiul (notiunea subor-
donatd) este un poligon (notiunea subordonatoare) cu trei laturi.

e de intersectie, adica sferele celor doud notiuni se intersecteaza.
Putem considera, pentru acest caz, rombul si dreptunghiul, (au in co-
mun patratul), triunghiul isoscel si cel dreptunghic, (comun este triun-
ghiul dreptunghic isoscel), numere divizibile cu 3 si cu 2, (multiplii de
6 fac parte din ambele sfere). Un exemplu al coincidentei partiale a
notiunilor apare in rezolvarea sistemelor de ecuatii si inecuatii, care
presupune luarea in considerare a partii comune a solutiilor obtinute.

o incompatibilitate, cand sferele notiunilor nu se intersecteaza.
Unele notiuni pot fi incompatibile, de exemplu patratul si triunghiul,
dar ele sunt comparabile, daca le privim ca poligoane. Acest tip de
notiuni se pot afla in raporturi de:

e de coordonare, atunci cand mai multe notiuni sunt notiuni
specie ale aceleiasi notiuni gen, dar sferele lor nu se intersecteaza. De
exemplu, dreptele paralele si cele concurente (ambele notiuni specie
ale notiunii gen ,,drepte 1n plan). Raportul de coordonare se foloseste
la clasificarea notiunilor.
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e de contradictie, daci notiunile se exclud una pe cealalti. In
aceasta situatie, sferele celor doud notiuni reunite formeaza sfera no-
tiunii gen din care fac parte. De exemplu, mentiondm perechile numar
par si impar, numar pozitiv i negativ, functie continua si discontinua.

e de contrarietate, daca reuniunea sferelor este strict inclusa in
sfera notiunii gen careia acestea se subordoneaza. Aceste notiuni se
mai numesc notiuni opuse sau contrare. De exemplu, unghi ascutit si
unghi obtuz, functie para si functie impara.

Notiunile incomparabile sunt acele notiuni care nu au proprietati
comune. Spre exemplu, notiunile de bisectoare §i numar prim, ecuatii
si dreptunghi sunt notiuni incomparabile.

8.2. Definirea notiunilor matematice

In matematica exista notiuni primare, fundamentale, care nu se
definesc (cum ar fi cele de multime, plan, punct, dreaptd) si notiuni
derivate, care se definesc pe baza notiunilor primare, sau a altor no-
tiuni deja definite.

Definitia este enuntul prin care se precizeaza elementele esentiale
din continutul unei noi notiuni. Se mentioneaza astfel, proprietatile
esentiale ale notiunii, putand face distinctia dintre notiunea definita si
altele. In orice definitie apar doud elemente: notiunea de definit (defi-
nitul) si expresia prin care definim (definitorul), cea care ajuta la de-
finire. De exemplu, in definitia ,,Un poligon este o linie franta inchisa”,
definitul este notiunea de poligon iar definitorul este linie franta.

Prin formularea definitiilor se dezvolta gandirea si limbajul mate-
matic. Definitiile trebuie introduse corect si complet, cu multd grija,
trebuie insistat asupra analizei acestora, sunt mereu urmate de exem-
ple care sd usureze asimilarea lor. De asemenea, trebuie dezvoltata
capacitatea elevilor de a le folosi in demonstrarea teoremelor, in rezol-
varea problemelor, in definirea altor notiuni, ceea ce asigura profeso-
rul de faptul ca notiunea predatd a fost inteleasa.

Importanta motivarii introducerii unei notiuni este subliniata de
urméatorul exemplu. Dorim sa introducem notiunea de integrala defini-
ta, notiune destul de dificil de asimilat. in acest sens, dupa ce se cu-
noaste notiunea de diviziune a unui interval, de norma a diviziunii si
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se pot compara diviziuni, inainte de construirea sumelor Riemann,
putem propune urmatoarea problema:

Presupunem cd un mobil, la momentul ¢ din intervalul de timp
[a,b], se deplaseaza cu viteza v(¢) care variazd continuu cu timpul

(adica functia v:[a,b] > R este continud). Sa se determine spatiul S
parcurs de mobil in intervalul de timp [a,b].
Daca viteza este constantd, v =v,, atunci S=v,(b—a).
Pentru cazul general, consideram o diviziune
a=t, <t <..<t =b
si, In fiecare interval [, ,¢,], 1<i<n, alegem cate un punct &, .
Drumul parcurs de mobil in intervalul [z, ,#,] este aproximat prin

valoarea v(&)(¢, —t,_,) . Astfel, §= ZV(fi Nt —t_).
i=l1

Aproximarea este cu atdt mai bund cu cat diviziunea este ,,mai
deasa” (norma diviziunii este mai mica).
Teoretic, spatiul parcurs in intervalul de timp [a,b] este numarul

S—SWEN, ~1.)

i=1

real S pentru care este oricat de mica, de Indata

ce diviziunea este suficient de find, cu &, alese arbitrar.
Rezulta ca pentru orice £ >0, existd 77 >0 astfel incat pentru ori-

13 ) a intervalului [a,b] cu norma ||A||<77 si

el

ce diviziune A =(1,,1,,.

pentru orice puncte arbitrare & €[¢_,¢,], 1<i<n, are loc inegalitatea:

S=3MEN 1)

Dupa introducerea definitiei (nu o mai precizam aici) si dupa de-
monstrarea faptului ca orice functie continud este integrabila, trebuie
sd ne reintoarcem la acest exemplu si sa precizdm ca spatiul parcurs

<é&.

b
este S = [v(t)dt .
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Tinand cont de procedura de definire evidentiatd prin definitor,
distingem mai multe tipuri de definitii. Dintre acestea, vom prezenta
doar pe cele mai des Intélnite in matematica:

Definitii prin indicarea genului proxim si a diferentei specifice,
des folosite in geometrie §i nu numai. Definirea presupune 1n acest caz
doua etape:

1. In prima etapa se include sfera notiunii care se defineste in
sfera unei notiuni gen, cunoscutd de elevi. De obicei se indicd genul
cel mai apropiat (genul proxim) pentru ca acesta este cel care are cele
mai multe proprietdti comune cu noua notiune. De exemplu, genul
proxim pentru paralelogram este patrulaterul, pentru monom avem
expresia algebrica.

2. In a doua etapi, se indica proprietitile esentiale ale notiunii
noi care o deosebesc pe aceasta de celelalte specii ale genului indicat.
Aceste proprietati reprezintd diferenta de specie (diferenta specifica).
in general, o notiune are mai multe proprietiti esentiale echivalente.
De exemplu, pentru notiunea de paralelogram putem enumera ,,are
laturile opuse paralele”, ,,are o pereche de laturi opuse paralele si con-
gruente ”, ,,are unghiurile opuse congruente”, etc. Definirea notiunii se
face folosind una din proprietdti, in cazul nostru ,,paralelogramul este
patrulaterul cu laturile opuse paralele”, iar celelalte continuturi echiva-
lente sunt enuntate ca proprietiti caracteristice in teoreme sau definitii
echivalente (se are n vedere ca trebuie demonstratd echivalenta aces-
tor definitii Tnainte sa le folosim).

In acest mod de definire, se precizeazi genul, specia si diferenta
specifica. In cazul definitiei luate ca exemplu inainte, paralelogramul
este specia, patrulaterul este genul proxim iar diferenta specifica este
data ,,de laturile opuse paralele”.

Definitii genetice (constructive), cele in care definitorul indica
sursa din care provine obiectul definit si modul de formare al acestuia
(se precizeazd anumite obiecte initiale si operatiile efectuate cu ele
pentru a defini notiunea noud). Obiectele initiale pot fi numere, expre-
sii algebrice, figuri geometrice. Operatiile pot fi aritmetice, algebrice,
logice, de substitutie sau de comparatie. De exemplu, suprafata cilin-
drului se defineste ca suprafata generata prin rotatia unui dreptunghi in
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jurul uneia din laturile sale. Ca procedee principale folosite in defi-
nitiile generice ale unor notiuni geometrice, putem mentiona: transfor-
marile geometrice (la definirea suprafetelor de rotatie, a figurilor con-
gruente sau asemenea) si constructiile (la definirea proiectiei ortogo-
nale a unui punct pe o dreaptd, proiectia unei drepte pe un plan, etc.).
Aceste procedee sunt usor de abordat de catre elevi, ele fiind folosite
mai ales in etapa de formare a notiunilor respective. Un caz particular
al definitiilor constructive este cel al definitiilor recursive, prin care se
indica regulile de formare a obiectelor noi din cele initiale. De aseme-
nea, nu trebuie uitat modul de constructie a numerelor intregi, ratio-
nale si reale, metoda de factorizare fiind des intalnita in matematica.

Definitii conventionale, intilnite des in algebra, in care notiunile
sunt introduse prin expresii matematice (functia de gradul I, al Il-lea,
exponentiald).

Definitii prin sistem axiomatic, cum este, de exemplu, modul de
definire a structurilor algebrice.

Definirea multimii numerelor naturale se face in mod axiomatic
ca un triplet (N,0,s) unde N este o multime, 0 este un element din

N si s este o aplicatie s: N — N astfel incat sa fie satisfacute urma-
toarele axiome, numite axiomele lui Peano:
Py) 0#s(n), pentru orice ne N,
P,) s este aplicatie injectiva,
P;) Daca o multime P a lui N are proprietatile: 0e P si
ne P=s(n)e P,atunci P=N.
N se numeste multimea numerelor naturale, 0 este numit numarul
natural O iar s poartd numele de functia succesor.
O definitie este corectd dacd indeplineste anumite reguli dintre
care mentionam:
o Trebuie precizat ca notiunea definita exista, altfel definitia nu
are sens .
e Nu trebuie sa cuprinda trimiteri la notiuni noi, care nu s-au
definit. De exemplu, numarul e = 2,7198... nu este definit ca fiind baza

. . . : 1
logaritmului natural, c¢i prin: e =lim(1+—)".

n
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o Trebuie sd fie adecvata notiunii care este definita: nu trebuie
s fie nici prea largd, nici prea restrictiva. Astfel, dacad am defini nu-
merele irationale ca fiind fractiile zecimale infinite am gresi, pentru ca
fractiile zecimale periodice (sunt infinite) reprezintd numere rationale.
Daca am defini acum numerele irationale ca fiind radacina unui numar
rational care nu se exprimd exact, am restrange prea mult cadrul,
deoarece existd numere irationale (e si 7, de exemplu) care nu veri-
fica aceasta proprietate.

e Nu trebuie sa cuprinda proprietati ale notiunii nou definite,
care rezulta din alte proprietati cuprinse in definitie.

e Nu trebuie sa fie negativa, daca poate fi afirmativa. Exista
totusi situatii in care notiunile se definesc doar prin negatie: cand ge-
nul proxim contine putine specii care, prin eliminare, precizeaza indi-
rect continutul notiunii de definit, cand negatia aratd o proprietate a
obiectului (dreptele paralele sunt drepte coplanare care nu se inter-
secteazd).

o Trebuie sa fie clara, precisa, riguroasa din punct de vedere
matematic.

o Trebuie sa aiba un caracter constructiv, ajutind la definirea
altor notiuni noi, in demonstrarea teoremelor sau rezolvarea de pro-
bleme.

8.3. Clasificarea si diviziunea notiunilor

Dupa definitie, a doua operatie logica aplicatd notiunilor este cla-
sificarea. Clasificarea este operatia prin care repartizim un ansamblu
de obiecte 1n specii pe baza proprietatilor lor comune si a speciilor ast-
fel obtinute in genuri din ce Tn ce mai generale.

Daca realizam o clasificare artificiala (aceasta se intampla cand
clasificam obiectele dupa Insusiri care nu sunt esentiale), atunci nu ob-
tinem informatii despre natura obiectelor. In matematici (de fapt in
orice stiintd) se foloseste clasificarea naturala, care are drept criteriu
insusirile esentiale ale obiectelor. In acest caz, se tine cont nu de nu-
marul asemanarilor, ci de importanta acestora.

Clasificarea trebuie s fie completa (nu lasa rest) iar obiectele din
aceeasi clasa sa fie mai importante decét deosebirile dintre ele.
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De exemplu, daca dorim si clasificdim numerele reale, pornim cu
un prim criteriu: ,,numarul este rational” si obtinem clasele de numere
rationale si irationale. Apoi, clasificand numerele rationale dupa crite-
riul ,,numarul este intreg”, obtinem numerele intregi si cele fractionare.
Daca vom lua in considerare acum criteriul ,,numarul este natural”,
obtinem numerele naturale si Intregii negativi.

Unele obiecte din sfera unei notiuni nu au toate aceleasi proprie-
tati. De exemplu, in notiunea de triunghi, putem evidentia triunghiu-
rile dreptunghice, isoscele, etc. Pentru a studia mai in profunzime
obiectele reflectate Intr-o notiune, trebuie sa impartim sfera notiunii
dupa un anumit criteriu, precizand toate speciile din care aceasta este
compusa. O astfel de operatie logicd poartd numele de diviziune. Prin
diviziune, studiem mai bine notiunile, stabilim raporturi intre ele.
Elementele caracteristice operatiei de diviziune sunt: notiunea de divi-
zat (notiunea gen), membrii diviziunii (speciile rezultate) si fundamen-
tul diviziunii (criteriul folosit pentru stabilirea speciilor notiunii de di-
vizat). Pe fiecare treapta a diviziunii, fundamentul diviziunii este altul.

Caracteristic structurii logice a unei diviziuni este faptul ca in
orice diviziune corectd reuniunea sferelor membrilor diviziunii este
egala cu sfera notiunii de divizat. De aici, rezulta si regulile diviziunii:

e Diviziunea trebuie sa fie completd, adica reuniunea sferelor
membrilor diviziunii este egala cu sfera notiunii de divizat;

o Membrii diviziunii trebuie sa se excluda intre ei: un obiect
dintr-o specie nu trebuie sa faca parte si din altd specie. Pentru a nu
incélca aceastd reguld, se cere ca pe aceeasi treaptd a diviziunii fun-
damentul sa fie unic. Astfel, sferele membrilor diviziunii formeaza o
partitie a sferei notiunii.

e Diviziunea trebuie sa fie continuad, adica toti membrii divi-
ziunii trebuie sa fie speciile cele mai apropiate in raport cu notiunea de
divizat, considerata gen proxim.
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CAPITOLUL IX

Elemente de logicad matematica

9.1. Propozitii. Calcul propozitional.

in logica, prin propozitie intelegem un enunt care poate fi adevarat
sau fals (principiul celor doua valori). Acest prim principiu funda-
mental al logicii clasice a propozitiilor presupune:
e orice propozitie este adevaratd sau falsd (principiul tertului
exclus);
e 0 propozitie nu poate fi in acelasi timp adevaratd si falsa
(principiul non-contradictiei).
Oricarei propozitii i se atribuie o valoare de adevar: daca este ade-
varatd spunem ca are valoarea de adevar 1 si daca este falsa, valoarea
sa de adevar este 0.

Propozitiile interogative sau exclamative nu sunt propozitii in lo-
gicd. De asemenea, definitiile nu sunt propozitii. De exemplu, ,,Un pa-
trulater ale carui laturi opuse sunt paralele se numeste paralelogram”
nu este o propozitie. in schimb, enuntul ,,Laturile opuse ale unui para-
lelogram sunt paralele” este o propozitie adevarata.

Cu ajutorul operatorilor logici, din una sau mai multe propozitii se
pot forma noi propozitii a caror valoare de adevar depinde numai de
valoarea de adevar a propozitiilor initiale (conform principiul exten-
sionalitatii, al doilea principiu fundamental in logica propozitiilor).

Operatorii logici sunt: negatia (— sau ), conjunctia (A ), dis-
Junctia (Vv ), implicatia (=), echivalenta (<>).
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Negatia unei propozitii p este propozitia p, adica ,,nu este ade-
varat ca p”. Propozitia p este adevarata cand p este falsa si este falsa
daca p este adevaratd. Tabela de adevar a negatiei este:

p| P
1 0
0 1

Negatia negatiei lui p, p coincide cu propozitia p.

Conjunctia propotzitiilor p si g este propozitia ,,p si ¢~ pe care o
notdm p A q . Ea este adevarata daca si numai daca ambele propozitii,
p si g, sunt adevarate. Tabela de adevar a conjunctiei este:

plqglPr ? q

1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 0

Disjunctia propozitiilor p si q este propozitia ,,p sau ¢”, notatd
pvVq. Ea este falsd doar atunci cand propozitiile p si g sunt false.
Conjunctia sau are doud sensuri diferite. De exemplu, in propozitia
,Fereastra este deschisd sau inchisd”, sau este exclusiv (alternativ),
si-au facut tema sau sunt galagiosi”, exista si posibilitatea ca acestea
sa se realizeze in acelasi timp. In acest caz, sau este inclusiv (disjunc-
tiv). El apare 1n negatia unei propozitii care contine un gi. De cele mai
multe ori, in matematica, intdlnim sau inclusiv. Pentru cazul lui sau
exclusiv propunem notatia @. Tabela de adevar a disjunctiei este:

p | q|Prva
1 1

1
1
0
0

S = O

1
1
0
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Implicatia propozitiilor p si g este propozitia ,,p implica ¢” sau
»daca p, atunci ¢” sau ,,din p rezultd ¢”. Ea se noteazd p — g si este o
propozitie falsa dacd si numai dacd p este o propozitie adevarata si g
este o propozitie falsa. Tabela de adevar a implicatiei este:

plalr T q

1 1

1 0 0
0 1 1
0 0 1

Daca propozitia p — g este adeviarata, scriem p = ¢ si spunem
ca propozitia g este o consecinta logica a lui p.

in relatia de implicatie logica, p se numeste ipotezd si q este con-
cluzia sau teza. Cuvantul teza ITnseamna ,,propozitie ce se sustine” iar
prefixul ipo are sensul de dedesubt. In acest sens, ipoteza apare ca un
fundament care trebuie sa sustin teza. in exemplul ,,6 este numar par
implicd 6 este pozitiv”, p este propozitia ,,6 este numar par” si g este
propozitia ,,6 este pozitiv”’. Se observa ca propozitia p — g este ade-
varata, deci vom scrie p = ¢ . Spunem ca p este conditie suficientd

pentru g sau, g este conditie necesard pentru p. Pentru exemplul
»2+1=3 implica 9 este numar prim”, propozitia nu mai este adeva-
ratd, deci nu putem scrie ,,2 +1=3 = 9 este numar prim”.

Echivalenta propozitiilor p si g este propozitia ,,p echivalent cu
q” sau ,,p daca si numai dacd ¢ . Ea se noteazd p <> q si este adeva-
ratd daca si numai daca propozitiile p si g au aceeasi valoare de adevar.
Tabela de adevar a echivalentei este:
p | g |Pred
1 1

1
0
1
0

SO =

0
0
1

Daca propozitia p <> g este adevaratd, vom scrie p < ¢ si spu-
nem ca propozitiile p si g sunt echivalente logic.
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9.2. Legile calculului propozitional

Calculul propozitional studiaza din punct de vedere logic expre-
siile obtinute din literele p, g, ... , (propozitii matematice) cu ajutorul

operatorilor logici , A, v, =, <> dupd anumite reguli. Literele p,
q, 1,..., se numesc variabile propozitionale sau formule elementare, iar
expresiile obtinute din ele cu ajutorul operatorilor logici se numesc
formule. Regulile de formare a formulelor sunt:

e variabilele propozitionale sunt formule;

e dacd 4 si B sunt formule, atunci, A, AAB, AvB, A—> B,

A <> B sunt formule.
De exemplu, ((pv(q))—>(p<>q)) este o formuld de calcul

propozitional. Pentru a nu ingreuna scrierea prin folosirea multor pa-
ranteze, se exclude perechea de paranteze exterioare, daca exista, si se

tine cont ca ordinea de aplicare a operatorilor logici este: , A, Vv,
—, <> (fiecare separa mai puternic decat operatorul precedent). For-
mula din exemplul nostru se poate scrie pv g — (p < q).

Daca intr-o astfel de formula inlocuim variabilele propozitionale
cu diferite propozitii, se obtine o noud propozitie. Valoare de adevir a
acesteia depinde doar de valoarea de adevar care se atribuie variabile-
lor propozitionale componente.

O formula a calcului propozitional se numeste lege, tautologie sau
formuld identic adevarata daca valoarea de adevar a propozitiei obti-
nute este mereu 1, indiferent de valorile de adevar ale variabilelor pro-
pozitionale ce o alcatuiesc. Pentru a verifica dacd o anumita formula
este o tautologie, atribuim variabilelor propozitionale care o alcatuiesc
valori de adevar in toate modurile posibile si calculam de fiecare data
valoarea de adevar a formulei folosind tabelele de adevar ale operato-
rilor logici.

Urmatoarele formule sunt tautologii:

e pv p (legea tertului exclus);

e pogep /\5 (legea negarii implicatiei);
o (po>gnr(g—r)—(p—-r) (legea silogismului);
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e p <> p (legea de reflexivitate);
o pApp, pvp<o p (legile de idempotentd);
o pAgEgAp, pvg<>qVv p (legile de comutativitate);
o palgar)eo(prg)ar, pv(gvr)e(pvg)vr (legile
de asociativitate);
e pAlgvr)o(prgv(pAar),
pv(gnar)ye(pvg)A(pvr) (legile de distributivitate);
J m > ; v 5, m > ; /\5 (legile Iui De Morgan);
e PG 5 - ; (legea contrapozitieti).
In virtutea acestor tautologii putem scrie:
P2>9<=png,
(P=>PA(go>r)=(p—>7).

9.3. Predicate

Un predicat este un enunt care depinde de una sau mai multe vari-
abile si care are proprietatea ca, pentru anumite valori ale variabilelor
(numere sau elemente ale unei multimi), devine o propozitie. Un pre-
dicat care depinde de n variabile se numeste predicat n-ar. in particu-
lar, exista predicate unare (n=1), binare (n=2), ternare (n=3).

De fapt, predicatul este o functie A4 definitd pe o multime nevida
D cu valori in multimea S a propozitiilor logice.

De exemplu, considerand A4:N — S definit prin A(n): ,,n este nu-
mar par”, obtinem un predicat unar. Pentru n =1, propozitia A(1) este
falsa iar daca n =2, A(2) este propozitie adevarata. Fie acum predi-
catul binar 4:ZxZ — S unde A(x,y): ,,x" +y> =25". Obtinem ci
A(3,-4) este propozitie adevarata si propozitia A(-1,0) falsa.

In continuare vom folosi pentru scrierea predicatelor forma intal-
nitd in manuale (de exemplu, A(x,y): ,,x* +y° =25, x,yeZ”).

Fie A(x) si B(x), doua predicate unare. Folosind conectorii logici,
obtinem alte predicate unare:

A(x), A(x)AB(x), A(x)v B(x), A(x)— B(x), A(x)<> B(x).
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De exemplu, 4(x) A B(x) este predicatul C(x) care, pentru fiecare
valoare atribuita variabilei x coincide cu propozitia A(x) A B(x). De
asemenea, se pot construi predicate binare de forma:

A(x)AB(y), Ax)v B(y), A(x) > B(y), A(x) <> B(y).

Predicatul B(x) se numeste consecinta logica a predicatului A(x)
(vom nota A(x) = B(x)) daca propozitia A(x) — B(x) este adevira-
ta pentru orice valoare a variabilei x. De exemplu, fie A(x): ,,x>0" si
B(x): ,,x* > 07, unde x este numir real. Observim ci A(x) = B(x).

Predicatele 4A(x) si B(x) sunt echivalente logic daca pentru orice
valoare a variabilei x, propozitiile 4(x) si B(x) au aceeasi valoare de
adevar. In acest caz, vom scrie 4A(x) <> B(x). Se observa ca predica-
tele A(x): ,,

Relatiile de consecinta logica si echivalenta logica pot fi definite
si intre predicate n-are. De exemplu, consideram predicatele binare:

Axy): ,x>y>07, B(x,y): ,,x° >y>”
Atunci, A(x,y)= B(x,y).

Fie A(x) un predicat unar. Propozitia ,.,Pentru orice valoare a
variabilei x, A(x) este o propozitie adevarata” se numeste propozitie
universald asociata predicatului A(x) si se noteaza prin (Vx)(A(x)).

Astfel, pentru predicatele 4A(x) si B(x), avem A(x)= B(x) daca si

x| =0"si B(x):,,x=0",cu xeR, sunt echivalente logic.

, Cu x si y numere reale.

numai daca propozitia (Vx)(A(x) — B(x)) este adevarata.

La fel, A(x) <> B(x) este echivalent cu faptul ca propozitia uni-
versald (Vx)(A(x) <> B(x)) este adevarata.

Fie A(x): ,,x* >07, x e R. Atunci propozitia (Vx)(A(x)) este ade-
vidratd. Dacd considerim acum A(x): ,, x° >07, (Vx)(A(x)) nu mai

este o propozitie adevarata (pentru ca 4(0) nu este adevarata).
Propozitia ,,Exista cel putin o valoare x,, a variabilei x astfel incat

-9

A(x,) sa fie propozitie adevaratd” se numeste propozitie existentiali
asociata predicatului A(x) si se noteaza (Ix)(A(x)). De exemplu, daca
considerdm predicatul A(x): ,,x* —2 =07, pentru x real, atunci propo-
zitia (3x)(A(x)) este adevarata pentru ca A(\/E ) este adevarata.
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Presupunem ca predicatul A(x) este definit pentru un numar finit
de valori ale variabilei x €{x,,x,,...,x,}. Atunci:
(Vx)(A(x)) & A(x)) A Ax) Ao A Ax),
@x)(A(x)) © A(x) v A(x,) v...v A(x,).
Folosind legile lui De Morgan, obtinem:
(VX)(A(x)) & A(x)) v A(x,) v...v A(x,) < (Ix)(A(x)) ;
@x)(A(x)) © A(x) AA(x) A oA A(x) < (VX)(A(X)).
Aceste reguli de negatie sunt valabile si in cazul general, deci:
(Vx)(A(x)) < (3x)(A(x)),
(F)(A(x)) = (Vx)(A(x)).
Sa consideram acum un predicat binar A(x,y). Cu ajutorul cuan-
tificatorilor (V) si (3) putem forma predicatele unare in variabila y:

(Vx)(A(x,y)) si (Ix)(A(x,y)) (spunem ca x este variabild legatd si y
este variabild liberd). Pentru aceste predicate putem forma propozi-
tiile:
(V(Vx)(A(x, ), (Fy)(Vx)(A(x, y)),
(V)Ex)(A(x, y)),  (F)Ex)(A(x, y)).
Cuantificatorul de acelasi tip verificd urmatoarea proprietate de
comutativitate:

(V)(Vx)(A(x, ) < (Vx)(Vy)(A(x, y)),
(IEx)(A(x, y)) < @x)EFy)(A(x, y)).

De exemplu, pentru A(x,y): ,,x < y”, propozitia (Vy)(Vx)(A(x,y))
este falsa, pentru ca A(3,1) este falsa, iar (Iy)(Vx)(A(x,y)) este si ea
falsa deoarece pentru o valoare y = y,, propozitia A(yo+1,y0) nu este
adevaratd. Dar, (Vx)(3y)(A(x,y)) si (Fy)(3Tx)(A(x,y)) sunt propozitii
adevarate. Propozitiile (3y)(Vx)(A(x,y)) si (Vx)(Ty)(A(x,y)) nefiind
propozitii echivalente logic, rezulta cd nu avem voie sd comutam intre
ei cuantificatorii (V) si (3).

Regulile de negatie pentru propozitiile de tip universal-existential
asociate predicatelor binare se obtin din regulile de negatie ale predi-
catelor unare.
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De exemplu:
(V)@ (A(x,y)) < @y)((Ex)(A(x, y)
< @)(Vx)(A(x, ).

In matematica, majoritatea definitiilor sunt predicate obtinute cu
ajutorul altor predicate deja construite. De exemplu, pentru n,m nu-
mere intregi, spunem cd m divide n dacd (Inseamna cd) existd d, un

numar Intreg, astfel incat n =md. Atunci, A(m,n): ,,m|n ” si B(m,n):
»(3d)(n =md)” sunt predicate echivalente prin definitie si scriem:

def
m|n<@Ad)(n=md).
La fel, obtinem urmatoarea definitie: Fie p,d € N. Spunem ca:

p este prim <d;f>(p>1)/\(VdeN)(d|p—>(d:1)v(d:p)).

Daca facem notatiile: A(p): ,,p este numar prim”, B(p): ,,p>17,
Cdp): ,.d|p”, D)., d=1"Edp):,d=p”, rezultd ca predicatele
A(p) st B(p)A(Vd)(C(d, p)—> D(d)v E(d, p)) sunt echivalente prin
definitie.

9.4. Teoreme in matematica

O teorema este o propozitie adeviarata care stabileste ca un obiect
(sau mai multe) are o anumitd proprietate. De obicei, o teorema se
exprimd sub forma unei propozitii construitd cu ajutorul cuvintelor
,dacd... atunci...”. De exemplu, teorema ,,fndl,timile unui triunghi sunt
concurente” va putea fi scrisa sub forma A(x,y,z) = B(x,y,z) unde
A(x,y,2): ,x,zy sunt indltimile unui triunghi” si B(x,),z): ,,x,y,z sunt
concurente”.

Astfel, orice teorema in matematica se formuleaza de obicei spu-
nand ca un predicat este consecinta logica a unui alt predicat, deci
este de forma A(x,,x,,...,x,) = B(x,,x,,...,x,) , afirmatie care preci-
zeaza ca propozitia (Vx)(A(x,,x,,...,x,) = B(x,,x,,...,x,)) este adeva-
rata.
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Predicatul A(x,,x,,...,x,) se numeste ipoteza teoremei iar predi-
catul B(x,,x,,...,x,) concluzia teoremei. In ipoteza teoremei sunt pre-
cizate conditiile in care afirmatia continuta de concluzie este adevarata.

Prin demonstratia teoremei se intelege un sir de consecinte logice
de forma:

A(X,Xy5e0x,) = A (X, X,,..,%,), i€{L,2,....k},

numite etapele demonstratiei, unde 4 = A si A4,, = B. Aceste conse-

k+1
cinte logice pot fi teoreme demonstrate anterior, axiome (teoreme ac-
ceptate fara demonstratie), rationamente logice (propozitii adevarate
conform legilor calculului propozitional). Pe baza legii silogismului,

va rezulta in final cd A(x,,x,,...,x,) = B(x,,X,,...,X,) .

Cu toate ca In mod obisnuit nu se redacteaza sub aceastd forma o
demonstratie, vom detalia un exemplu de demonstratie precizand tau-
tologiile la care se face apel pe parcursul rationamentului, pentru a
evidentia in amadnunt aplicarea legii silogismului in demonstrarea unei
teoreme.

Sa consideram teorema:

»Dacd x este un numar intreg ireductibil §i x|ab, atunci x|a sau
x|b.”

Consideram p(x): ,,x numdr intreg ireductibil”, g(x,a,b): ,,x|ab”,
r(x,a): ,,x|a” sis(x,b): ,,x|b”.

Pornind de la tautologia:

(pAgAT o> 8)=>(pAg—orVvs),
observam ca dacd demonstram teorema ,,Dacd x este numar intreg ire-
ductibil, x|absi x | a, atunci x|b”, verificim de fapt teorema initia-
1a.

Ipoteza teoremei ce 0 vom demonstra este predicatul:

A(x,a,b) = p(x) A gq(x,a,b,) /\r(x—ﬂ)
iar concluzia teoremei este predicatul B(x,b) = s(x,b).

Folosind proprietatile numerelor ireductibile si a c.m.m.d.c.-ului,
obtinem: x este numar intreg ireductibil si x [ a implica (a,x)=1 si
astfel, (Ju)(3v)(ua +vx=1). Deci, (Ju)(3v)(uab +vxb=>b).
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Notand #(x,a,b): (Ju)(@v)(uab + vxb = b) , am aratat ca:
p(xX)A m = t(x,a,b).
Folosind tautologia: (p > ¢q) = (p Ar¥ —> g Ar), In care conside-
ram p:=p A7, ri=q §i q:=t,obtinem ca:
A(x,a,b) = t(x,a,b) A q(x,a,b).
Deoarece, in mod evident, #(x,a,b) A q(x,a,b) = s(x,b), folosind
regula silogismului, rezulta A(x,a,b) = B(x,b).

Considerdm ca predicatul B(x,,x,,...,x,) este consecintd logicd a
predicatului A(x,,x,,...,x,). Dacd si A(x,,x,,...,x,) este consecinta lo-
gica a predicatului B(x,,Xx,,...,X,), atunci are loc teorema:

B(x,x,,....x,) = A(x,,X,,...,X,
care se numeste feorema reciprocd a teoremei date (teorema initiald se
numeste feoremd directd). Deci, teorema reciprocd a unei teoreme se
construieste, de cele mai multe ori, considerdnd concluzia teoremei
date ca ipoteza si ipoteza teoremei initiale drept concluzie. Daca teo-
rema directd este adevaratd, nu se stie a priori dacd propozitia reci-
proca este adevarata sau falsa.

Daca teorema directa este:

A(x,,x,,...,x,) = B(x,,x,,...,X,),

spunem ca B(x,,x,,...,x,) este conditie necesard pentru predicatul
A(x,,x,,...,X,).

Daca consideram acum teorema reciproca:

B(x,x,,....,x,) = A(x,,x,,...,X,),

B(x,,x,,...,x,) este condifie suficientd pentru A(x,,x,,...,x,).

De exemplu, tindnd cont de teorema ,,Unghiurile opuse la varf
sunt congruente” si de faptul ca propozitia reciproca nu este adevarata,
concluziondm ca proprietatea de congruenta a unghiurilor este o con-

ditie necesard, dar nu si suficientd pentru ca acestea sa fie opuse la
varf,

148



Astfel, pentru a verifica necesitatea unei conditii, se demonstreaza
teorema directd, iar pentru stabilirea suficientei acesteia se formulea-
za teorema reciprocd.

Sunt anumite cazuri In care constructia reciprocei nu se face doar
schimband 1intre ele ipoteza si concluzia. Aceste situatii pot aparea
atunci cand enuntul predicatului din ipoteza este complex, continand
cel putin un ,,si”.

De exemplu, pentru teorema In triunghiul ABC, notam cu M §i N
mijloacele laturilor [AB), respectiv [AC]. Atunci, MN || BC . Mai mult,

1 . . - oW . .
MN :EBC. ”, teorema reciproca este datd de ,,Daca in triunghiul

ABC, M este mijlocul laturii [AB] si MN || BC cu N €(AC), atunci N
este mijlocul laturii [AC]”.

Consideram acum teorema ,,celor trei perpendiculare’:
»Fie PA o dreapta perpendiculara pe un plan ¢, Aca, d o
dreapta continutd in planul o si AB 1 d, Bed. Atunci PB 1L d .’

Aceasta teorema se poate scrie schematic sub forma ,,in contextul
C se poate demonstra p, A p, = ¢ ” unde C presupune: planul o ; o
dreaptd d — o ; punctele 4, B, P care verifica conditiile: P¢ o, A€,
A¢d, Bed, iar p,:,,PAla”; p,:,,AB1d”;q:,,PB1d”.

Se construiesc teoreme reciproce de forma:

e ,in contextul C se poate demonstra p, A g = p,” si anume:

Teorema reciproca 1: ,,Daca PA este o dreapta perpendiculara pe
un plan a, Aea, d o dreapta continuta in planul a si PB 1 d ,
Bed,atunci ABLd.”

e ,in contextul C se poate demonstra p, Aqg=> p,” care se do-

vedeste falsa.

In acest caz, putem atribui denumirea de teorema reciproca pentru
o teorema de forma:

,in contextul C, se poate demonstra ci Py AqA p; = p,” unde

p; este o consecintd alui p, A p,.
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in cazul nostru, Dy PAL AB” si obtinem:

Teorema reciproca 2: Fie Aca, dca, ABLld, Bed si
Pga astfel incat PB 1. d si PA1 AB. Atunci, PA1l a .’

In cazul in care propozitia reciproca se dovedeste falsi, trebuie
construit un contraexemplu. De exemplu, consideram urmatoarea teo-
rema: ,Jntr-un triunghi dreptunghic, indltimea este medie proportio-
nala intre segmentele determinate de ea pe ipotenuza’.

Propozitia reciproca:

wFie triunghiul ABC dreptunghic in A si D e(BC) astfel incat
AD? =BD-DC. Atunci, AD L BC.”
este falsda deoarece alegdnd D mijlocul ipotenuzei obtinem AD media-
nd si tindnd cont cd AD = BD = DC, relatia din ipoteza se verifica
fara ca AD sa fie inaltime.

Daca se verificd teorema directd si teorema reciproca, atunci pre-
dicatele A(x,,x,,...,x,) si B(x,,x,,...,x,) sunt echivalente logic, adica
A(x,,x,,...,x,) < B(x,,x,,...,x,) . De exemplu, ,,Un patrulater este pa-

ralelogram daca si numai daca diagonalele sale se injumatatesc.”
Mai putem intélni enunturi care afirmé echivalenta logica a mai
multor predicate. De exemplu: Fie / c R un interval si f:/ >R o

functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i. fare proprietatea lui Darboux.
ii. VJ <[ uninterval, f(J) este interval.

ii. Va,bel,a<b, f([a,b]) este interval.
Demonstratia completa a unui astfel de enunt presupune, de exem-

plu, demonstrarea echivalentelor i. < ii. si i. < iii. sau demonstrarea
implicatiilor i. = ii. = iii. = i.

Consideram teorema A(x,,x,,....x,) = B(x,,X,,...,x,) .

Daca predicatul B(x,,x,,...,x,) este consecintd logicd a predica-

tului A(x,,x,,...,x,), atunci are loc teorema:

A(x,,x,,...,x,) = B(x,,x,,...,X,)
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care se numeste contrara teoremei date. Deci, teorema contrard teo-
remei date se obtine inlocuind ipoteza si concluzia teoremei date prin
negatiile lor.
In concluzie, fiind considerati o teorema
A(x,,x,,....x,) = B(x,,x,,...,X,)
putem forma:
o propozifia reciproca: B(x,,X,,...,x,) = A(X,,X,,...,X,),

o propozitia contrara: A(X,,X,,...,x,) = B(x,X,,...,X,),
o propozitia contrard reciprocei (s€ mai numeste propozitia

reciproca contrarei): B(X,,X,,...,X,) = A(X,,X,,...,X,) .
Tinand cont de tautologia p — g < ¢ — p mentionata la calculul

propozitional, teorema directa este echivalentd logic cu contrara reci-
procei si teorema reciproca cu teorema contrara.

Am definit teorema ca fiind o propozitie adevarata care stabileste
cd mai multe obiecte au o anumita proprietate. De cele mai multe ori,
acestea se numesc propozitii si doar cele mai importante rezultate se
numesc feoreme. Propozitiile care rezultd imediat din alte teoreme sau
propozitii se numesc corolarii, iar cele care pregatesc demonstratia
unei propozitii mai complicate sau teoreme poarta numele de leme.

In practica de zi cu zi, demonstrarea teoremelor se dovedeste
destul de anevoioasd, fiind Intampinatad de cétre elevi cu reticenta,
tinand cont de faptul cd ei pornesc de la premisa total eronata: ,/a
matematica nu ne trebuie teorie”. Pentru ca aceastd activitate sa
devind placuta elevilor, esential este ca ei sa fie convingi ca aceste
demonstratii ofera (pe langd dovedirea adevarului afirmatiei si aflarea
unor noi rezultate fundamentale din domeniul matematic) metode ce
pot fi folosite in rezolvarea altor probleme sau teoreme, asigurd un
exercitiu de demonstrare logica ce ajuta la dezvoltarea rationamentului
logic al fiecaruia. Este recomandabil s& precizdm anumite date istorice
despre teoremele enuntate si despre matematicienii al caror nume este
legat de aceste rezultate. Prezentarea unor intdmplari distractive sau a
unor momente dramatice din viata acestora nu trebuie consideratd
»pierdere de timp” ci un sprijin in dobandirea unor cunostinte de cul-
turd generala si, de multe ori, oferirea unor exemple de oameni ,,da-
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ruiti” pentru care cercetarea, cautarea si aflarea adevarului reprezentau
scopul vietii.

De asemenea, trebuie insistat asupra teoremelor de existentd. In
primul rand, ele stau la baza consistentei unei definitii (nu are rost sa
definim o notiune daca nu stim ca ea exista). Pe langa aceasta, teore-
mele de existentd constructive pot fi usor intelese de elevi, ele fiind
mai accesibile (mai ales la o anumita varsta) decat cele neconstructive,
in care se dovedeste existenta unei notiuni fara a oferi o metoda de a o
pune in evidentd. Semnificative in cadrul demonstratiilor constructive
sunt ,,problemele de constructie cu rigla si compasul” care fac mai
usoara apropierea elevilor de geometrie; din pacate, cu toate ca aceste
tipuri de demonstratii subliniau o laturd practicd importanta a geome-
triei, atentia acordata lor In programa nu este cea cuvenita.

In stransa relatie cu teoremele de existenti sunt teoremele de
unicitate. De multe ori, enuntul unei teoreme poate include existenta si
unicitatea. Oricum, in cadrul demonstratiei, cele doud probleme se tra-
teazd separat. O greseald clasica in rationamentul demonstrarii unei
proprietati de unicitate este aceea de a prezenta un procedeu prin care
se ajunge la notiunea dorita (pentru care aratam existenta si unicitatea)
si de a nu ardta apoi ca el este unic (nu se verifica posibilitatea ca
exista si alte obiecte matematice care satisfac conditiile cerute, dar nu
se obtin prin acelasi procedeu).

Unele teoreme contin in enuntul lor anumite relatii greu de retinut
de citre elevi. In aceasti situatie, pentru a facilita asimilarea acestora,
profesorul poate recurge la niste procedee de asociere dirijatd care sa
ofere elevilor o posibilitate de retinere rapida. De exemplu, teoremele
lui Menelaus (de coliniaritate a punctelor De BC, EcCA, F € AB)
si Ceva (de concurenta a dreptelor AD, BE, CF pentru punctele D, E,
F care verifica aceleasi proprietiti de apartenentd in raport cu
triunghiul AABC ) contin o egalitate ce are in membrul sting un

DB EC FA
produs greu de memorat — - —-—". Pentru aceasta, putem incepe

DC EA FB
sa scriem produsul de rapoarte punand in eviden‘gé doar punctele care

D.. E.. F..
nu sunt varfuri ale triunghiului —-—=-—=—=. Restul se completeaza

D.. E.. F..
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tinand cont de doua reguli: trebuie sd apara doar segmentele orientate
incluse in dreptele suport ale laturilor triunghiului si, daca un varf a
aparut o datd la numarator, a doua oara trebuie sa apara la numitor (si
invers).

Un alt exemplu, 1l constituie relatia ce apare in teorema lui
Stewart:

AB*-DC+ AC*-BD—AD*-BC=BD-DC-BC.

Ea se poate retine daca tinem cont cd doar segmentele din 4 apar
la patrat si sunt Tnmultite astfel incat in fiecare monom sa apara toate
cele patru litere.

Axiomele grupului ni le putem aminti mai usor ca DANS, unde D
semnifica corecta definire a operatiei, 4 asociativitatea ei, N, existenta
elementului neutru si S faptul cé orice element este simetrizabil in ra-
port cu operatia definita.

9.5. Rationamentul

Rationamentul reprezinta intemeierea adevarului unei judecati pe
baza adevarului altei judecdti. Adevarurile obtinute prin rationament
se numesc adevaruri discursive sau mijlocite. Rationamentul este al-
catuit din doud feluri de judecati: premisele, judecitile care Intemeia-
74 si care constituie punctul de plecare al rationamentului si concluzia,
judecata noua, rezultatd in urma rationamentului. Pentru ca premisele
sa intemeieze adevarul concluziei trebuie ca ele sa fie corecte si con-
cluzia sa decurga din acestea.

Cand concluzia decurge cu necesitate din premise, rationamentul
se numeste deductiv; in caz contrar, rationamentul este inductiv.

Astfel, rationamentul este forma gandirii prin care din doud jude-
cati derivam o noud judecatd, in baza raporturilor logice dintre ele.

Rationamentul deductiv

Inferenta matematicd are rolul de a obtine noi propozitii adeva-
rate deduse din propozitii care s-au stabilit deja cd sunt adevarate.
Astfel, regulile de inferentd trebuie sa porneascd de la propozitii
adevarate si sa decida ce fel de propozitii sunt cele rezultate din aces-
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tea. Un rol deosebit de important il joaca tautologiile, deoarece orice
tautologie de forma p — ¢ conduce la o reguld de inferentd. Condi-

tiile de aplicare ale unei reguli, premisele, se scriu deasupra unei linii
orizontale, iar rezultatul aplicarii regulii, concluzia, sub aceasta linie.
Un sistem S de reguli de inferentd determind o relatie ,,4 poate fi
dedus din S care se simbolizeaza prin S |—A.

Astfel, daca B, P,..., P, sunt propozitii compuse care sunt formate

din propozitiile simple p,, p,,..., p,,, spunem ca propozitia compusa Q
(care depinde de p,,p,,...,p, ) este consecinta logica a propozitiilor
B,P,..,P (scriem B,P,..,P |— Q) daca pentru orice sistem de valori
logice atribuite propozitiilor p,, p,,..., p,, pentru care propozitiile B,
P, ..., P, sunt adevarate, propozitia Q este adevdratd. Propozitiile B,
P,..., P, care impreund formeaza ipoteza, se numesc premise iar Q

concluzie. Rationamentul prin care se realizeaza acest proces se nu-
meste rationament deductiv.

O teorie (sistem deductiv) este definitd ca fiind un ansamblu ce
cuprinde:

e un sistem de notiuni {N,};

e unsistem de relatii {R,};

* un sistem de propozitii corect construite {F,}, exprimate cu
notiunile N sirelatiile R,;

e unsistem {L;} de reguli de deductie;

e {4,}, un subsistem al lui {#,}, format din propozitii adeva-

rate, care trebuie sa verifice conditiile:
o Sistemul {P,} este inchis In raport cu sistemul {L;} (ori-

ce consecintd a propozitiilor din sistemul {F,}, obtinutd prin
regulile de deductie din {L;}, se gaseste In sistemul {F});
o Sistemul {4,} este inchis in raport cu sistemul {L} .

Vom mentiona in continuare cateva dintre cele mai des intalnite
reguli de deductie.
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1. Pornind de la tautologia p A (p = q) = ¢, se deduce afirma-
tia urmatoare:

Daca intr-o teorie, propozitiile p si q sunt astfel incdt p este ade-
varata §i p = q, atunci, q este adevaratad.

Deci, din premisele p si p = g deducem gq.

Putem scrie atunci:

sk »p
Sk p=4q
Sk q.

Aceasta reguld poarta numele de modus ponens (regula detasirii).
Metoda (modus) afirmd (ponens) concluzia unei implicatii, afirmand
ipoteza ei, sau, altfel spus, intr-o implicatie in care afirmam ipoteza,
putem detasa concluzia (regula detasarii).

De exemplu, fie p=¢q: ,,n=1232, atunci n este multiplu de 11
Cunoastem criteriul de divizibilitate: ,,Daca suma alternata a cifrelor
unul numar natural »n este divizibilda cu 11, atunci numarul n este
multiplu de 11”. Cum 11{2-3+2-1=0, rezultd ,,n =1232 multiplu
de 11 adevarat.

La fel, pentru a arata cd inaltimile unui triunghi sunt concurente,
ne folosim de altd teoremad demonstrata anterior: ,,mediatoarele latu-
rilor unui triunghi sunt concurente”.

In acest caz, p=>¢: ,,Dacd 44, BB', CC’ sunt iniltimile triun-
ghiului ABC, atunci AA', BB', CC' sunt concurente”. Pentru a de-
monstra teorema, ducem paralelele prin véarfurile triunghiului ABC la
laturile opuse, si notdm punctele lor de intersectie cu D, E si F. Se
demonstreaza apoi ca A4, BB', CC' sunt mediatoarele laturilor tri-

sunt concurente.

2. Pornim acum de la tautologia p —> g << ¢ — p, cunoscuta si

sub numele de legea contrapozitie. Obtinem astfel un nou tip de ratio-
nament, rationamentul prin contrapozitie:

155



Daca intr-o teorie propozitia ¢ — p este adevaratad, atunci pro-
pozitia p — q este adevaratd.
Deci, pentru a arata ca propozitia p — ¢ este adevarata, aratim ca
g — p este adevarata. Astfel,
SE p—yq
S 7-p.

De exemplu, consideram propozitia: ,,Fie # >2 un numar natural.

Dacé n nu are divizori primi < Jn atunci n este un numar prim.” Con-
form rationamentului prezentat, pentru a arata ca aceasta afirmatie este
adevaratd, putem demonstra propozitia: ,,Daca n este un numar natural

compus, atunci n are cel putin un divizor prim < Jn .7 Pentru aceasta,
cum 7z este numar compus, consideram n=ab,cu 1<a<b<n. Daca
presupunem a > \/;, atunci n=ab > n, fals. Deci, a < \/; Din a>1
rezultd ca existd un numdr prim p astfel incat p|a. In concluzie, n

are un divizor prim p < Jn.

3. Legea contrapozitiei conduce la un nou mod de rationament
indirect, tinand cont de tautologia:
GAP=>q)=p (saugA(p—>q9)=P).
Daca intr-o teorie, propozitille ¢ si p—q sunt adevarate,
atunci propozitia p este adevaratd. Putem scrie:

N
SE p—q
S|— p.

Regula logica asociata se numeste regula modus tollens (regula
inferentei negative).

De exemplu, daca consideram cunoscutad teorema p = ¢ : ,,Daca
ABCD este paralelogram, atunci [AB]=[CD]” si, in cazul nostru,
patrulaterul are 4B # CD, atunci, conform acestei reguli, deducem ca
ABCD nu este paralelogram.
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4. Legea silogismului (p > ¢g)A (g > r)=(p —r) conduce la
regula silogismului ipotetic cu implicatie:

S b—q
S q—>r
S|— p—>r.

Astfel:

Daca intr-o teorie, propozitiile p — q si q — r sunt adevarate,
atunci propozitia p — r este adevarata.

La fel se poate enunta regula silogismului ipotetic cu echivalenta.

ey iy
2 N 2
Pentru aceasta, din inegalitatea mediilor, deducem:
x+y22\/5 & 2(x+y)2x+2\/5+y=(\/;+\/;)2 =
2
®x+y>[\/;+\/;J N x+y2\/;+\/;.
2

De exemplu, sa aratim ca , daca x,y>0.

2 2 2

5. Regula disjunctiei cazurilor este asociata tautologiei:
(P=>Or(P>9)=q.
Deci:
Daca intr-o teorie, propozitiile p —q si p — q sunt adevarate,
atunci q este proporzitie adevaratd.

S p—a
S p—q
Sk q.

Un exemplu simplu de un astfel de rationament este cel folosit
pentru a arata ca: ,,Pentru orice numar natural n, produsul n(n+1)

este numar par.” Deoarece orice numar natural este par sau impar, ara-
tam cd p — q: ,,Pentru orice numar natural par n, produsul n(n+1)

este numar par.” si p — ¢ : ,,Pentru orice numar natural impar n, pro-
dusul n(n+1) este numar par.” sunt adevarate.
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6. Folosim acum tautologia
(> =(prq)—>(ana)).
Astfel, daca presupunerea ca propozitiile p si g sunt adevarate con-

duce la o propozitie recunoscutad falsd (sau o contradictie logica, de
forma a A a ), atunci am aratat ca propozitia p — ¢ este adevarata.

Acest mod de rationament deductiv indirect realizeaza o reducere
la absurd a propozitiei formate negind-o pe cea pe care vrem sd o
dovedim: plecand de la o baza initiald, p si ¢, am obtinut o conse-

cinta falsa, deci este imposibil s avem simultan p si g . Daca pas-
tram pe p, nu-1 putem avea decat pe ¢, adica p — ¢ . Un astfel de

rationament este un rationament prin excludere logicd. Schematic,
rationamentul de reducere la absurd se reduce la a constata echivalenta

PAg < pvq. p este propozitie adevaratd, deci p este falsa. Sin-
gura posibilitate ca propozitia pv g sa fie adevarata este ca propo-
zitia g sa fie adevarata.

Trebuie subliniat faptul ca metoda reducerii la absurd nu se re-
duce la regula contrapozitiei deoarece apar situatii in care nu se con-

trazice ipoteza, ci un rezultat cunoscut cum ar fi o axiomd, teoremad
(vezi 10.1).

Rationamentul inductiv

Dupa cum am observat, rationamentul deductiv trece de la jude-
cati generale (premisele) la judeciti (concluzia) mai particulare. Spre
deosebire de acesta, rationamentul inductiv (inductie provine din
latinescul inductionis, care inseamna ,,aducere”, ,,orientare spre”, ,,in-
troducere prin exemple”) conduce la o concluzie generald pe baza
unor premise care enumera cazuri individuale. Gandirea noastra face
astfel trecerea de la obiecte singulare la notiuni generale, de la fapte
individuale la legi generale.

In geometrie, de exemplu, primele adeviruri matematice s-au
obtinut prin experiente, cu ajutorul observatiei, masuratorilor (egipte-
nii au stabilit aproximativ raportul dintre lungimea cercului si dia-
metrul sdu), deci pe cale inductiva. Trecerea de la stadiul empiric la
cel deductiv a fost facut doar in momentul In care matematicieni pre-
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cum Thales, Pitagora, Euclid s-au folosit de rationamente pentru a ob-
tine anumite rezultate.

In situatia in care numarul de cazuri care trebuie studiate este finit,
prin parcurgerea acestora se epuizeaza toate posibilitatile si obtinem
concluzii certe. Spunem cd am aplicat inductia completa.

De exemplu:

1. Pentru a arata ca ,,orice numar par n cu 4<n<20, se poate
scrie ca suma a doud numere prime, nu neapdrat distincte”, consi-
deram toate numerele pare precizate:

4=1+3,6=1+5,8=3+5,10=3+7,12=5+7,
14=7+7,16=5+11,18=7+11, 20=7+13.

2. Pentru a ardta ca ,,mdsura unui unghi inscris intr-un cerc este
egald cu jumatate din mdsura arcului cuprins intre laturile sale”, se
considera pe rand urmaétoarele situatii:

o unghiul inscris are o laturd diametru iar cealalta o coarda;

o unghiul inscris are laturile situate de o parte si de alta a cen-

trului cercului;

o unghiul inscris are laturile coarde situate de aceeasi parte a

centrului cercului,
si se demonstreaza apoi ca afirmatia este adevarata pentru fiecare caz
in parte. Cum orice unghi nscris intr-un cerc corespunde unei singure
variante din cele trei mentionate, inseamna cd am tratat toate cazurile
posibile.

In inductia completd, concluzia este o propozitie mai generali
decat premisele, dar ea nu face decat sa exprime intr-o forma concisa
ceea ce au prezentat in mod amanuntit premisele. Din aceast motiv,
inductia completa nu este consideratd o inferenta inductiva veritabild.

In matematic, inductia completa are un domeniu de aplicabilitate
restrans deoarece predicatele sunt de cele mai multe ori functii cu
domeniul de definitie multimi infinite de elemente (multimea numere-
lor naturale, a numerelor prime, a poliedrelor, etc.).

Din punct de vedere strict logic, concluzia obtinutd prin inductie
nu este absolut certa; chiar daca se studiaza suficient de multe cazuri
particulare si nu se intdlneste nicio situatie care sd contrazica obser-
vatiile facute, nu stim sigur ca un astfel de caz nu poate apare. Fiind
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cu neputintd sa studiem toate cazurile particulare posibile (luim in
considerare situatia cea mai des intalnitd, cand multimea cazurilor,
obiectelor supuse cercetirii este infinitd), acest rationament este numit
inductie incompleta.

De exemplu, calculam sumele:

143=4=2",143+5=9=3", 1+3+5+7=16=4" ..

Observam cé, de fiecare datd, suma este egald cu patratul numa-
rului de termeni ai sumei. Putem presupune, in mod natural, ca orice
sumd de aceastd formad, cu oricat de multi termeni, va avea aceeasi
proprietate. Deci, pentru orice numar natural n >1, concluzionam ca
are loc egalitatea 1+3+..+(2n—1)=n".

Dupa cum am viazut, inductia incompleta este folositoare deoarece
oferd, prin observatie, anumite ipoteze privind proprietati ale notiuni-
lor matematice care apoi pot fi confirmate sau infirmate. Astfel, pentru
a deveni un rezultat cert, rezultatul intuit prin inductie trebuie demon-
strat deductiv.

Pentru a arita ca rezultatul la care am ajuns in exemplul con-
siderat anterior este corect, vom aplica un rationament numit inductie
matematicd. Inductia matematica este o metoda de rationament care
elimina imposibilitatea analizarii unei multimi infinite de cazuri prin
demonstrarea faptului ca, dacd o propozitie este adevaratd intr-un caz,
ea se dovedeste adevarata si In cazul care succede acestuia.

Axioma P;), din cadrul definitiei axiomatice a multimii numerelor
naturale (vezi 8.2.): ,,Dacd o submultime P a lui N are proprietatile
0eP si ne P=s(n)e P, atunci P=N" se mai numeste principiul
inductiei matematice, stand la baza demonstratiilor prin inductie ma-
tematica.

Consideram un predicat unar P(n) care are sens pentru ne N .
Acestui predicat 1i asociem multimea P ={neN|P(n)} astfel: P(n)

este propozitie adevarata daca si numai daca n € P . Prin inductie dupa
n se demonstreaza cd, pentru orice n € N, P(n) este propozitie adeva-
rata (de fapt, rezulta P=N).

160



Pentru aceasta, in demonstratie, se parcurg doud etape:

1. Se verificd mai intai ca P(0) este o propozitie adevarata.

2. Se presupune cd P(n) este o propozitie adevarata (ipoteza de
inductie) si se demonstreaza ca si P(s(n)) este o propozitie
adevarata (pasul de inductie al demonstratiei).

Daca s-au parcurs cei doi pasi, inseamna ca: 0P si ne P=
s(n) e P. Conform axiomei P;), P=N si astfel P(n) este adevarata,
pentru orice n € N,

Observatii:

e Daca se cere sa aratdm ca P(n) este adevarata pentru orice nu-
mar natural n >n,, unde 7, este numar natural fixat, prima etapa a

demonstratiei prin inductie matematica consta in a ardta cd P(n,) este
propozitie adevarata.

e Cele doui etape ale demonstratiei sunt la fel de importante. in
general, apare tendinta de a minimaliza importanta primei etape, cea
de verificare. Daca afirmam ca orice numar natural n este egal cu suc-
cesorul sau, fara a verifica faptul ca 0= s(0)=1, etapa a doua a de-

monstratiei ar conduce la concluzia cad propozitia este adevarata, ceea
ce este absurd.

De exemplu, folosind metoda inductiei matematice, sa demon-
straim formula intuita anterior: 1+3+...+(2n—1) =n’. Etapa de verifi-
care a fost deja parcursa.

Presupunem acum ci 143 +...+ (2n—1)=n" si demonstrim ci:

1434+..+Q2n-D+QRu+1)=(n+1)>.

Pentru aceasta, folosind ipoteza de inductie, obtinem:

143+ +Q2n-D)+Qn+)=n*+2n+1=(n+1)".

Proprietatea multimii numerelor naturale de a fi bine ordonata sta
la baza celui de-al doilea principiu al inductiei matematice care este
de fapt echivalent cu primul principiu de inductie. Preferat in unele
demonstratii, acest principiu este formulat astfel:
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Daca P este o submultime a lui N care are proprietatea ca:
(x<n=>xeP)=(nebP),
atunci P=N,

Pentru a demonstra acest principiu, consideram complementara
A=N\P a multimii P. Reducem la absurd si presupunem ca multi-
mea A este nevida. Deci, existd un cel mai mic element a al lui 4.
Pentru x<a, x¢ A= x <€ P. Atunci, a € P ceea ce contrazice a € A.
Rezulta ca multimea 4 este vida si, prin urmare, P =N,

Acest principiu sta la baza unei variante a metodei de demonstra-
re prin inductie matematica.

Consideram predicatul unar P(n) care are sens pentru orice numar
natural n > n, . Pentru a demonstra ca P(n) este adevarata pentru orice
n > n,, natural, ardtam ca:

1. Se verifica P(ng) propozitie adevarata.

2. Se presupune cd pentru orice k cu n, <k <n, P(k) este ade-

varata si se demonstreaza ca P(n) este adevarata.

Spre exemplu, sa aratam ca:

Orice numar natural n>2 este numar prim sau se descompune in
produsul unui numar finit de numere prime.

Notam cu P(n) predicatul:

»Numarul natural #»>2 este numar prim sau se descompune in
produsul unui numar finit de numere prime.”

Se observa ca P(2) este adevaratd pentru cd n=2 este numdr
prim. Presupunem P(k) adevarata, pentru 2 <k <n—1 si demonstram
ca P(n) este adevaratd. Daca n este numar prim, P(n) este adevarata.
Daca n nu este numadr prim, atunci n=ab unde 2<a,b<n. Din ipo-
teza de inductie, P(a) si P(b) sunt adevarate, adica a si b sunt prime
sau se descompun in produs de numere prime. Atunci si # se descom-
pune in produs finit de numere prime i P(n) este adevarata.
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CAPITOLUL X

Aplicatii ale rationamentului prin reducere la
absurd si prin inductie matematica

10.1. Metoda reducerii la absurd

1. Aratati ca daca un sir de numere reale are limitd, atunci aceas-
ta este unica.
Solutie: Presupunem ca sirul (a,),., are limitd dar aceasta nu este

unicd; exista astfel a,be R, a#b, asaincat: lima, =a si lima, =b.

Presupunem 1intdi a,b € R. Atunci, pentru ¢ = |a —b|, @n, >15si
A A & r . &
(H)ng” >1 astfel incat: |a -a,|< 5 Mnzn_ si |b— a, < 5 pentru

orice n>n" . Astfel, g=|a—b|£|a—an

& ¢
+|b—an|<§+5=5, pentru

(V)n > max {ng' ,ng”}, ceea ce este absurd.

Presupunem acum ae€R, b=oco. Pentru £>0, arbitrar ales, si
c>a+e, An, 21 si In, 21 astfel incat |[a—a,|<e, (Vnzn, si
a,>c>a+¢&, (V)n=n,. Rezultd ca, (V)n>max{n_n.}, a, <a+e¢
si, in acelasi timp, a, > a + ¢ ceea ce este imposibil.

Pentru celelalte cazuri (a €R, b=—-w; a=0, b=—0w ), rationa-
mentul este asemanator. Astfel, limita este unic determinata.
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2. Se considera functia f:R — R, definita prin:
0, x<0
S)=4 .1
sin———cosx, x>0.
X x
Aratati ca f nu admite primitive.
Solutie: Daca, prin reducere la absurd, functia ar avea o primitiva
F:R—>R,atunci F'(0)= f(0)=0. Din:
F'(0) = FI(0) = lim 0= FO) _
N0 X

. (x=0)F'(c,) .. _
- OO e =,

obtinem 1nsa contradictia 0 = —o0, deci presupunerea facuta este falsa.

3. Consideram numerele:
a=1974"+2" 5i b=1974", cu neN.

Aratati ca, in scrierea in baza 10 a acestor numere, se foloseste
acelasi numar de cifre.

Solutie: Pentru n=0 si n=1, afirmatia este adevarata.

Fie acum »n>1. Notdm cu k numarul de cifre din scrierea lui b.
Deoarece 1974" >10°", rezultd k>3n si 10" <b<10".

Presupunem ca in scrierea numarului @ in baza 10 se folosesc mai
mult de k cifre. Atunci, 10° < a. Obtinem astfel inegalitatea:

987" -2" < 2% .55 <2"(987" +1),

de unde, 987" <2 .55 <987" +1. Asadar 2" -5 =987" +1. Deoa-
rece k—n>2n>4, rezulti ca 8|2 -5*.

Deoarece 987° =1( mod 8), rezulti:

987* +1=2( mod 8) si 987*"" +1=4(mod 8),

pentru / numar natural. Deci, 987" +1 nu este divizibil cu 8, ceea ce
contrazice rezultatul obtinut anterior. Presupunerea facuta este astfel

falsa; in concluzie, numerele a si b, scrise in baza 10, au acelasi numar
de cifre.
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4. Fie functiile f,g:R —> R care satisfac urmatoarea relatie:

S+ +f(x=y)=2/(0)g(»),
pentru orice numere reale x, y. Presupunem ca f nu este identic nuld
si, pentru orice numar real x, | f (x)| <1. Demonstrati cd, in aceste

g(y)|<1.
Solutie: Prin reducere la absurd, presupunem cd existd y, pentru

conditii, pentru orice numar real y ,

care | g( y0)| =a>1. Alegem x, astfel incat f(x,)#0 si definim prin

recurenta sirul (x,),., dupa cum urmeaza:
. {xk +yp0 pentru |fCx +3p)| 2]/ (= )
Xp = Vo> pentru |f(‘xk +y0)| <|f(xk _y0)|-

Folosind relatia din enuntul problemei,

2|f(xk+1)| Z|f(xk +y0)|+|f(xk _yo)| 2
2 |f(xk + )+ f(x _yo)| =
= 2|f(xk)| '|g(J/O)| = 2a|f(xk)|'

Astfel, pentru orice £ natural, | f (xk+1)| > a| f(x, )|, cu a>1. Aplicand

2

inductia matematica, rezulta | f(x, )| > ak| f(x, )|, pentru orice ke N.
Deoarece f(x,)#0 si a>1, putem gdsi un numar natural k,, pentru
f(x, )| >1. Atunci,

care a®

S(x, )‘ >1 ceea ce contrazice ipoteza si

dovedeste ¢ |g(»)| <1, (V)y eR.

5. Multimea N este bine ordonata.
Solutie: Fie A < N nevida. Presupunem cé 4 nu are prim element.

Consideram multimea B = {n eN| {0,1,2,...,11} NA= @} .
Daca 0¢ B, atunci 0 € 4 si astfel 4 are prim element, fals. Deci,

0OeB.
Aratam acum ca pentru n € B rezultda n+1€ B. Din n € B, obti-

nem ¢i{0,1,2,...,n} " A=, adicd a>n, (V)ae A. Presupunand ca
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{0,1,2,...,n,n+1}mA¢®, obtinem n+1e 4. De aici, n+1<a, pen-

tru orice a € A, adicd n+1 este prim element al lui 4, fals.

Conform axiomei Peano Ps), rezultd ca B=N si astfel, 4=3.
Deoarece se contrazice alegerea initiala a Iui 4, presupunerea facuta
este eronatd.

6. Ardtati ca multimea numerelor prime este infinitd.

Solutie: Presupunem ca existd un numar finit de numere prime,
DysPs»--s D, - Considerdm a = p, p,...p, +1. Cum a >1, el are un divi-
zor prim p. Deci, existd 1<i<n astfel incat p=p,. Din p, |a, rezul-
td p, |1, ceea ce contrazice faptul ca p este numar prim.

7. S se arate i numdrul \2 este irational.

Solutie: Reducem la absurd si presupunem ca J2 este numir
rational. Deci, existd numerele naturale m, n (n# 0 ), prime intre ele,
A A m . o .
astfel incat V2 = —. Atunci, m> =2n>. m’ este astfel numdr par, deci
n

si m este par. Fie m=2k, keN. Inlocuind, obtinem n> =2k”, de
unde §i n este numar par. Aceasta concluzie contrazice faptul ca m si n
sunt relativ prime. Presupunerea initiald dovedindu-se falsd, numarul

J2 nueste rational.

8. Fie P un polinom cu coeficienti intregi, care nu este constant.
Notam cu n(P) numarul tuturor numerelor intregi k, diferite intre ele,

pentru care P(k)’ =1. Sd se demonstreze cd:
n(P)—grad(P)<2,
unde am notat gradul polinomului P cu grad(P).

Solutie: Din ipoteza, P € Z| X ] nu este un polinom constant, deci
grad(P)>1. Construim polinoamele B, =P+1, P, =P-1 din Z[X].
Se observa imediat cd F, si A nu au radacini comune iar fiecare din-
tre aceste doud polinoame are maxim grad(P) radicini intregi.
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Presupunem ca fiecare dintre polinoamele F, si P, are cel putin
trei radacini intregi distincte. In multimea formata cu toate radacinile
celor doud polinoame (evident finitd), notdm cu a cel mai mic numar
intreg si, fara a restrange generalitatea, putem presupune ca el este ra-
dacind a polinomului £. Atunci, B, =(X —a)Q unde Q(X)eZ[X].
Fie b,c,d € Z trei dintre radacinile lui P, (ipoteza de lucru precizeaza
cd P, are minim trei radacini distincte). Tinand cont de alegerea lui a,
avem b, ¢, d >a . Deoarece P, =P, —2=(X —a)Q -2, obtinem:

2=(b-a)0(b) =(c—a)Q(c) =(d —a)O(d).
Din aceasta relatie, rezultd ca b—a, c¢—a, d —a sunt divizori ai lui 2.
Dar, pe de alta parte, acestea sunt numere naturale si distincte; astfel,
unul dintre aceste numere este mai mare decat 2, ceea ce contrazice
faptul ca el este un divizor al lui 2.
Deci, presupunerea pe care am facut-o este falsd. Atunci, cel putin

intregi. n(P) este egal cu numarul radacinilor distincte ale celor doua
ecuatii. Cum numarul radacinilor fiecarei ecuatii nu poate sa depa-
seasca grad(P), obtinem n(P) < grad(P)+2.

9. Fie a,b,c trei numere intregi diferite intre ele, iar P un polinom
cu coeficienti intregi. Sa se arate ca nu pot fi indeplinite simultan
egalitatile P(a)=b, P(b)y=c si P(c)=a.

Solutie: Presupunem ca cele trei egalititi pot avea loc simultan.
Atunci:

P(X)-b=(X-a)R(X), (1)
P(X)-c=(X-DBX). ()
P(X)-a=(X-0)P(X), ()

cu B, P,, P, polinoame cu coeficienti Iintregi.

Consideram numerele naturale |a - b|, |a - c| , |b - c| .

Daca doua dintre acestea sunt egale, de exemplu, |a —b| = |a - c|, cum
b # ¢, ramane posibilitatea b+ ¢ =2a. Din (3) rezulta ca:
(c—a)=(b—c)P,(b)=2(a—c)P,(b).
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: - 1 .
Deoarece a si ¢ sunt distincte, P, (b) = — ceea ce contrazice fap-

tul ca P (b) este numdr intreg.
Astfel, cele trei module au valori diferite. Fara a restrange genera-
litatea, fie |a - c| cel mai mare dintre acestea. Deci:
|a—b|<|a—c|.
in (1), din P(c)=a, obtinem a—b=(c—a)P(c). P(c) fiind un
numar intreg nenul (£ (c) =0 implicd a = b, ceea ce este fals), condu-

cela |a—b|2|a—c

, ceea ce contrazice relatia anterioara.

Daca o alta diferenta este maxima, pentru a ajunge la contradictie,
se folosesc celelalte egalitati ((2), (3)). Rezulta ca presupunerea facuta
initial este gresitd; astfel cele trei egalitati nu pot avea loc concomitent.

10. Sa se demonstreze ca raddcinile cubice a trei numere prime
diferite nu pot constitui trei termeni, nu neapdrat consecutivi, ai unei
progresii aritmetice.

Solutie: Fie p,, p,, p, trei numere prime.

Presupunem, reducénd la absurd, ca 3/ p,,3/ p, .3/ p; sunt termenii
unei progresii aritmetice. Atunci,

Jp,=a,3Yp,=a+mr, Jp, =a+nr,

cu m, n numere intregi, nenule, distincte si » numar real nenul.
Eliminand a si r, obtinem:

mi/p, —ni/p, =(m— n)%/pT .
De aici, (m3/p, —ni/p,)’ =(m—n)’ p, si, in final rezulta:
m3p3 - l’l3p2 - (m - I’l)3 b= 3mn(m - I’l){/ b\P,Ds

ceea ce ne conduce la o contradictie (membrul sting al egalitatii este
numar intreg, iar cel drept, numar irational).

11. In componenta unui numar de noud cifre intrd toate cifrele, in
afara de zero. Stiind ca numarul se termind in cifra 5, sa se arate ca
acesta nu poate fi un patrat perfect.
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Solutie: Presupunem ca n, numarul format din cele noua cifre ne-
nule, este pitrat perfect. Atunci, n=k". Numirul k se termini si el in
cifra 5, deci k=10a+5. Din n=100a(a +1)+ 25, rezulta ca penulti-
ma cifra a lui n este 2. Un numar de forma a(a +1) are ultima cifra 0,

2 sau 6. Cifra 0 nu intrd in componenta numarului # iar cifra 2 este
deja intalnita pe penultimul loc. Rdmane pentru cifra sutelor lui #z cifra
6. Astfel, n=1000b + 625 . Deoarece acest numar se divide cu 125 si
este patrat perfect, rezultd ca numarul k£ se divide cu 25 (n trebuie sa
fie divizibil cu 625). Am stabilit cad ultima cifrd a numarului k£ este 5,
deci acesta trebuie s fie de forma &k =100k, +25.

Atunci, n=10000k,’ + 5000k, + 625, de unde cifra miilor din scri-
erea lui n trebuie sa fie atunci 0 sau 5, ceea ce este imposibil.

12. Suma a zece numere naturale nenule este egala cu 54. Aratati
cd printre ele se afla cel putin doud numere egale.

Solutie: Presupunem ca toate cele zece numere naturale nenule a
caror suma este 54 sunt distincte.

Cum suma primelor zece numere naturale nenule:

1+24+3+4+5+64+7+8+9+10=55

este mai mare decdt suma considerata, presupunerea facuta este gresita;
astfel, cel putin doud numere din cele initiale trebuie sa fie egale.

13. Sa se arate ca polinomul cu coeficienti reali
f=X"+(@-2)X’+(@—a+3)X" +aX +2
nu poate avea toate raddcinile reale.
Solutie: Presupunem ca x,,X,,X;,X, sunt cele patru raddcini ale

polinomului, toate reale. Tindnd cont de relatiile lui Viéte, suma patra-
telor radacinilor este:

ixfz[ixl) -2 Z xisz(a—2)2—2(a2—a+3)=

i=1 I1<i<j<4
=—(a+1)*-1<0,
ceea ce, in cazul nostru, este absurd.
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14. Sa se arate ca nu exista niciun numar natural ne N\{0,1}
astfel incdt n|2" —1.

Solutie: Presupunem ca exista cel putin un n € N\{0,1} astfel in-
cat n|2" —1; fie m cel mai mic numar cu aceastd proprietate (evident
m este impar).

Aplicand teorema lui Euler, m|2°" —1. Tinand cont si de m|2" —1,
obtinem m|[2? —1 cu d = (m,p(m)).
Deoarece m >3, 2 —1>1 si astfel, 1 <d < @(m)<m. Atunci, din

d|m si m|2? —1 rezultd d |2 —1ceea ce contrazice alegerea lui .
Astfel, presupunerea facuta initial este gresitd, deci nu vom putea
gasi numere naturale n € N\ {0,1} pentru care n|2" —1.

15. In patrulaterul convex ABCD suma AB+ BD nu depdseste
suma AC+CD. Sa se demonstreze ca in acest caz lungimea laturii
AB este mai mica decat lungimea diagonalei AC.

Solutie: Presupunem cd 4B > AC . Deoarece in triunghiul ABC, la
latura mai mare se opune unghiul mai mare, m(XBCA) > m(£ABC)

(Fig. 10.1.1.). Patrulaterul ABCD este convex iar unghiul £DBC este
parte a unghiului X4ABC . Astfel,

m(£BCD) > m(£BCA) > m(£ABC) > C
>m(£DBC). De aici rezulta ca in triun-

ghiul BCD vom avea: BD>CD . B

Adunand cele doud inegalitati, obti-
nem cd AB+BD> AC+CD si contra-
zicem ipoteza. Deci, presupunerea facu-
ta initial este gresitd, de unde rezulta ca
AB< AC.

Fig. 10.1.1.

16. Un parc in forma de pentagon convex are aria S = 543100,
Un vizitator al parcului, aflat in punctul interior O al acestuia, a ob-
servat ca nu se gaseste la o distanta mai mare de 200 m fata de orice
varf al pentagonului. Sa se demonstreze ca el nu se gaseste la o dis-
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tanta mai mica de 100 m fata de orice punct situat pe laturile penta-
gonului.

Solutie: Notam cu ABCDE
pentagonul convex si presupu-
nem ca punctul O se afla la o
departare mai mica decat 100 m
de latura AB sau de prelungirea
sa. Fie C cercul de raza 2 (unita-
tea de lungime se alege egala cu
100 m), cu centrul in O.

Notam cu P proiectia punc-
tului O pe dreapta AB, OP <1 si
cu A,B',C",D'",E" (Fig. 10.1.2.)
punctele 1n care semidreptele -
PA, PB, PC, PD si PE inter- Fig.10.12
secteaza cercul. Notam:

XA'OB'=a, £B'OC'=qa,, £C'OD'=a,, £D'OE'=a,,
KLE'OA'=«a,, (a, <180°).

Obtinem:
S

A'B'C'D'E'

. a+ta . ata )
S4sm%+4sm%£8sm

=S op =2(sing, +sina,) +2(sina, +sina,) <
a+a,+a,+a,
4

Astfel, S, pcpe —Swop < 8cos%. 2
Deoarece OA'=2, OP<1, in tri- E c
. 1
unghiul 4A'OP : cosZ <~ =cosZ.
2 2 3
2 ©
Din a <z, — < a <z de unde:
3 A B

SA’B’C’D’E’ - SAA’OB’ < 4\/3 > SAA’OB’ < ‘/g .
Rezultd S, pcpp < 543, relatie ce con-

trazice ipoteza problemei.
Astfel, distanta pana la orice latura nu este mai mica decat 1.

Fig.10.1.3.
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Egalitatea are loc pentru:
a=a,=a,=a,=600° a=120°,
atunci cand ABCDE este un pentagon ce se obtine dintr-un hexagon
regulat prin eliminarea unuia dintre varfuri (Fig. 10.1.3.).

17. Intr-un plan sunt date n puncte astfel dispuse incdt pe fiecare
dreaptd ce uneste doud dintre aceste puncte mai este situat incda unul.
Sa se demonstreze cd cele n puncte sunt coliniare.

Solutie: Presupunem, prin absurd, ca exista cel putin trei puncte
necoliniare. Formam toate triunghiurile posibile; alegem dintre acestea
triunghiul in care apare cea mai mica
indltime pe care il notim cu PP,F, . P,

Considerdm PP, indltimea de lungi-
me minima.
Conform ipotezei, pe dreapta FP,

”
Pk

p b

se mai gaseste un punct; fie acesta P .

Dintre punctele F.P.P, cel putin Fig.10.1.4.

doua (P si P, de exemplu) se gdsesc pe una din semidreptele deter-
minate de P, pe dreapta FP,. Fie P, cel mai apropiat punct de P/

(altfel, repetam rationamentul pentru B ). Atunci, S,,pp <SABﬂ'ﬂ'

- I A w1 - A . A . .
Notdm cu PP indltimea corespunzdtoare varfului P in triunghiul

PPP,.Rezultd PP’ < PB/'P" <h. Astfel, am obtinut triunghiul PPP,
in care o inaltime este de lungime strict mai mica decat /4, ceea ce
contrazice alegerea triunghiului F,PF, .
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10.2. Metoda inductiei matematice

1. Sa se demonstreze inegalitatea
2 2 2
(a,+a,+..+a) <k(a +..+a,), (1)
unde k este numar natural nenul iar a,,...,a, sunt numere reale alese

arbitrar.
Folosind inegalitatea (1), demonstrati ca in cazul in care nume-
rele reale a,,...,a, verifica inegalitatea

al+a2+...+an2\/(n—1)(a12+...+an2), 2)
toate numerele a,,...,a, sunt nenegative.
Solutie: Pentru k =1, inegalitatea (1) este adevaratd. Presupunem
adevarata inegalitatea pentru n =k, adica:
(@, +a,+..+a,) <k(a’+..+a’)
si aratam ca ea se mentine adevarata si pentru n =k +1. Fie:
N=(a +a,+..+a,) =
=(aq,+a, +..+a) +a,’ +2a._ (a+..+a).
Tinand cont de ipoteza de inductie obtinem:
N<k(a’+a’ +..+a’)+a,’ +2a, (a+.+a).
Atunci,
N<(k+1)a’ +a,’ +..+a’ +a, )-a’-a’—.—a’ -
~ka,,’ +2aa,,, +2a,a,, +..+2a.a, =(k+1)a’ +a,’ +..
ta,” +a )= (4= a,) —(a, ~a,) =~ (a, —a,,)",
de unde rezultd imediat N <(k+1)(a, +a,” +...+a,,,’).

Pentru a demonstra cea de-a doua cerinta a problemei, procedam
tot prin inductie matematica. Pentru n =1, propozitia este adevarata.
Pentru n =m—1, din inegalitatea (1), obtinem

2 2 2
|a1+a2+...+am_1|S\/(m—1)(a1 +a,” +..+a, )<

< \/(m -a’+a,’ +..+a,’).
Daca tinem cont si de (2), rezulta:
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a+a,+..ta, <|a+a,+..+a, |<a+a,+..ta,,
de unde a, > 0. Schimband indicierea numerelor, oricare dintre aces-
tea se pot nota cu a, $i se aratd cd este nenegativ.

2. Un alfabet este format din n litere. Sa se determine lungimea
maximd a unui cuvant daca se stie ca:

a. oricare doua litere succesive sunt diferite intre ele;

b. prin stergerea de litere dintr-un cuvant nu este posibila obti-

nerea unor cuvinte de forma abab , a #b .

Solutie: Spunem ca o literd este de prima spetd daca aceasta inter-
vine o singura datd intr-un cuvént. In caz contrar, se numeste literd de
speta a doua.

Facem urmaitoarele observatii:

1. Literele care sunt alaturate unei litere de speta a doua sunt dife-
rite (rezultd din conditia b.).

2. Daca un cuvant contine cel putin doua litere diferite, el contine
cel putin o literd de prima speta; altfel, s-ar obtine din acesta cuvantul
abab, ceea ce contravine ipotezei.

Folosind literele unui alfabet alcatuit din a,, ..., a,, putem forma
cuvantul a,a,a,...a, ,a,a, \a, ,..a,. Acesta verifica conditiile din ipo-
teza si are lungimea 2n—1.

Prin inductie matematica, aratdm ca un cuvant format cu cele » li-
tere ale unui alfabet, dupa regulile precizate in ipoteza, nu poate avea
lungimea mai mare de 2n—1 litere.

Pentru n =1, afirmatia se verifica. Presupunem afirmatia adevara-
ta pentru un alfabet format din » =k >1 litere i vom demonstra ca ea
se mentine adevarata si in cazul unui alfabet alcatuit din n =%k +1 lite-
re. Fie un cuvant 1n alcatuirea caruia intrd k +1litere diferite. Notam
cu a litera de prima speta (din a doua observatie, stim ca exista cel pu-
tin o litera de prima speta) si cu b, litera aldturatd acesteia.

Daca b este de prima spetd, prin stergerea sa ramane un cuvant
format din £ litere diferite a carui lungime maxima nu depaseste (con-
form ipotezei de inductie) 2k —1 litere. Deci, cuvantul initial are astfel
o lungime de maxim 2fk litere.
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Consideram acum ca b este literd de speta a doua. Perechea forma-
ta de a si b poate avea o singura litera alaturata, situata la extremitatea
cuvantului, sau are doua litere alaturate care, conform primei observa-
tii, sunt distincte. Din aceastd cauza, prin stergerea perechii (a, b) ra-
mane un cuvant care verificd conditia a. din ipoteza. Lungimea maxi-
ma a cuvantului rdmas este de 2k —1 litere (litera b, fiind de speta a
doua, mai apare In cuvant). Astfel, lungimea cuvantului initial va fi cel
multde 2k —1+2=2(k+1)—1 litere.

In concluzie, tinand cont de rezultatele obtinute in cele doua situa-
tii studiate, dacd considerdm un alfabet alcatuit din &k +1 litere, lungi-
mea maxima a cuvintelor ce se pot forma asa Incat sa fie respectate
conditiile precizate Tn enuntul problemei este de 2(k +1)—1 litere.

3. Intr-un grup de traducdtori fiecare cunoaste cel putin o limbd
straind. Dintre acestia, numarul exact al celor care vorbesc japoneza,
malaieza, respectiv persana este 24. Sa se demonstreze ca se poate
gasi o parte a acestui grup in care se afld exact cate 12 traducatori
care vorbesc fiecare limba din cele trei.

Solutie: Vom numi grup de volum v un grup de traducatori in care
fiecare limba este stiutd de v si numai de v persoane. Demonstram,
prin inductie matematica, ca un grup de volum 2n contine pentru orice
k <n o parte de volum 2k, ceea ce demonstreaza in particular, pentru
n=12 si k =6, afirmatia din enuntul problemei.

Consideram in continuare k <n, n>1, altfel afirmatia este banala.
Presupunem ca orice grup de volum 2(n —1) contine un grup de vo-

lum 2¢, t<n—1 si demonstram ca fiecare grup de volum 2n include
un grup de volum 2k, k<n.

Impartim grupul de volum 27 in urmitoarele multimi disjuncte:

e 4,4, 4,, formate din cei care vorbesc doar o limba straina,

respectiv japoneza, malaieza, persana, de cardinale a,, a,,, a

m> “po

e 4,.4,, 4,,, care sunt formate din traducatorii care cunosc

doar doua dintre cele trei limbi, (cele corespunzatoare indicilor preci-
zati), de cardinale a, , a, , a

Jm?> Zjp 2 Tmp >
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e A4, ,multimea poliglotilor, a celor care cunosc toate cele trei
limbi, de cardinal a,, .

Tinédnd cont de notatiile facute, rezulta relatiile:

a,+a, +a,+a,, =2n
a,+a, +a, +a, =2n  (R)

a,+a,+a, +a,, =2n

Aratam ca din acest grup de volum 2r se poate intotdeauna sepa-
ra un grup de volum 2. Grupul rdmas va fi de volum 2rn—-2=2(n-1).
Folosind ipoteza de inductie, stim cd pentru acest grup exista un sub-
grup de volum 2(k—1), cu k—1<n—1. Atasand la acest subgrup tra-
ducatorii indepartati initial, vom obtine de fiecare datd un grup de vo-
lum 2(k-1)+2=2k.

Consideram urmatoarele cazuri:

l.a,>0,a,>0, a,>0.

In aceasta situatie, din grupul de volum 2# indepartim céte o per-
soand din multimile 4,,,4,,4,,. Astfel, din grupul initial se elimina

Jm> T jp 2wy
cate 2 traducatori cunoscatori ai fiecarei limbi (un grup de volum 2).
2.a,=a,=a,,=0.

2.1. Daca a,,, =0, deci nu existd poligloti, toti traducatorii cu-
nosc o singurd limba; indepartdm atunci cate 2 traducatori din multi-
mile 4;,4,,4, (in acest caz, a,=a,=a,=2nz 4).

2.2. Dacé a,,, =1, se elimind cate 2 traducatori ai fiecarei limbi
indepartand cate un traducator din multimile 4, ,4,,4,,4,.

2.3. Pentru a,,, >2, inlaturam 2 traducatori din 4,,, .
Presupunem in continuare ca a,, <a, <a,,.
3.a,,=a,=0,a,>0.

Din relatiile (R), @, =a, +a,,=a, +a
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3.1. Daca a,, =0, obtinem 2n=a,=a,+a,, =a,+a, 24
In cazul in care a,, > 2, Indepartdm cate 2 traducdtori din 4,, si din
A, ,iar daca a,, =1, separam cate 2 persoane din 4,,4,,4,.

3.2. Pentru a,,, >1, inlaturam céte un traducator din multimile
4,,,

4.a,=0,0<a,<a,,.

4;,4

mp

Din a,+a,=a,+a, =a,+a,+a,, , rewltd a,<a, <a,. In-
depdrtam atunci cate un traducator din multimile 4,,4,,4,,,4,,.

4. Se spune ca polinomul P=a, X" +a X" +..+a, e Z[X] este
divizibil cu m daca m| P(x), pentru orice x € Z . Sa se arate cd daca
P este divizibil cu m, atunci m|k!a,.

De asemenea, sd se demonstreze cd pentru a,,k,me N astfel ca
m|k'a,, se poate gdsi polinomul P=a,X" +a X" +..+a, divizibil
cu m.

Solutie: Demonstrdm cerinta prin inductie matematica dupa k.
Pentru k =0, afirmatia este evidentd. Presupunem ca ea este adevarata

pentru k =n si aratam ca se mentine adevarata pentru k =n+1.

Considerdm acum ci polinomul P=a,X"" +a X" +...+a,,, este
divizibil cu m.

Atunci, polinomul P(X +1)—P(X)=(n+1)a, X" +... este divi-
zibil cu m. Fiind un polinom de grad » putem aplica ipoteza de induc-
tie si rezultd m |n!(n+1)aq,, adica m|(n+1)!a,.

Deci, dacd m divide polinomul P=a, X" +a X" +..+a,, atunci
m| kla,, pentru orice kK numar natural.

in cazul in care m |kla,, cu a,,m,k N*, alegem polinomul:

P=a X(X+1)..(X+k-1).
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a,(k+x-1)!
x-D!
!
(P+a)! N
plq!

Pentru xeN", P(x)=ayx(x+1)...(x +k—1)=

Stim ca pentru orice p, ¢ numere naturale, In cazul nos-

tru, (et (x= D)t este numar natural, de unde:

kl(x-1)!

(k+(x-D)!=k!(x—-D!, curteN,
Astfel, a,(k+x—1)!=a,-t-k!(x—1)! sideci, kla, | P(x).
Fie acum x=—¢, teN. Pentru 0<¢<k—1 obtinem P(x)=0, iar

(-D*a,(t—k)+k)!

(t—k)! '
In mod analog, se aratd ci si in acest caz k'a, | P(x) . Astfel, polino-

pentru ¢ >k, P(x)=(-1)"a,t(t-1)..(t - (k—1)) =

mul P este divizibil cu kla,, deci si cu m.

5. Se da o multime formata din n+1 numere naturale nenule,
astfel incat niciunul din aceste numere nu depaseste 2n . Sa se demon-
streze ca cel putin un element al multimii se divide cu un altul.

Solutie: Pentru n=1, afirmatia se verifica. Presupunem afirmatia
din enunt adevarata si consideram o multime formata din » + 2 nume-
re naturale nenule care nu depasesc 2n+2.

Daca numarul 2n+2 nu apartine multimii, submultimea formata
din numerele care nu depasesc 2n contine cel putin n+1 elemente
(2n+1 poate sa apartind mulfimii). Conform ipotezei de inductie, n
aceastd submultime (deci i in multimea initiald) se gaseste un numar
care se divide cu un altul.

Daca 2n+2 este element al multimii, consideram doud cazuri:

1. Daca n+1 apartine multimii, demonstratia este Incheiata.

2. Pentru situatia in care n+1 nu apartine multimii, formam o
submultime M alcatuitda din numerele care nu depasesc 2n la care
adaugdm numarul n+1. M are cel putin n+1 elemente si aplicam
ipoteza de inductie. Daca n+1 nu este elementul care se divide cu un
altul, Tnseamna ca elementul gasit apartine multimii initiale si demon-
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stratia este incheiatd. Daca n+1 este elementul divizibil cu un altul,
cum 27+ 2 apartine multimii, 2n+ 2 are proprietatea cerutd (se divi-
de cu divizorul lui n+1).

6. Sa se arate ca (V)ne N, numarul
E =(n+)(n+2)...(n+n)

se divide prin 2" dar nu se divide prin 2"
Solutie: Pentru n=1, E, =2.Evident 2| E, s1 4/ E, .
Pentru n=2, E, =3-4=12,deci 2° |E, 5i 2’ | E, .
Aratam acum cd, dacd afirmatia din enunt este adevarata pentru »,

ea ramane adevarata pentru n+ 2.
E ,=n+3)(n+4)..2n)2n+1)(2n+2)2n+3)(2n+4) =

=4(n+1)(n+2)(n+3)..2n)R2n+1)2n+3)=
=2°E (2n+1)(2n+3).
Din ipoteza de inductie, rezultd £, =2"¢q , ¢ numdr impar. Atunci:
E ., =2""q2n+1)(22n+3).

Observdm cd q(2n +1)(2n +3) este numdr impar, deci 2" | E, .

Astfel, prin inductie matematica, se obtine ca afirmatia este adevarata
pentru orice numar natural 7.

(x, = D(x, +3)

7. Pentru neN’, fie y, = D

unde x, este partea in-

n
treagd a numarului (2 +3 ) . Aratati cd pentru orice valoare a lui n,

», este patrat perfect.
Solutie. Aritim ci, pentru orice ne N’ (2+x/§)" se poate scrie
sub forma (2++/3)" =a, +b,/3 unde 3b*=a’~1 cu a,,b, eN".
Pentru n=1, a, =2, b, =1, afirmatia este evident adevarata.
Presupunem ca (2 + NE) )" admite scrierea mentionatd. Relatiile:
3b2=a’-1si 2+~3)" =2a,+3b +(a,+2b )3
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implica 3b_°-a, ’ +1=0,cu a, =2a, +3b si b, =a, +2b nu-

n+1

n+l

mere naturale nenule, deci (2+\/§) admite o reprezentare de ace-
easi forma.

Astfel, pentru orice n e N, existd a,,b, € N aga incat;
(2+\/§)” =a, +bn\/§=an +\/ﬁ.
Deoarece a, —1< \/ﬁ <a,, obtinem2a, —1<(2+ VY < 2a,.
Deci, x, =| 2++3)" | =24, 1.
(2a,-2)2a,+2) a ’-1

n :b2
12 3 "

In final, y, =

1
8. Fie a e R\{0} astfel incat a+— €7 . Atunci, pentru orice nu-
a

e . 1
mar intreg nenul n, a" + —eZ.
a

. 1 _ 1 . “
Solutie: Deoarece a" +—=a"+— este suficient si demon-
a a

stram afirmatia pentru n e N*.
Pentru n =1, afirmatia este adevarata. Presupunem acum 7 >1 si,

. 1 . A o N <
entru orice k <n, a*+—eZ.Ramane si demonstram ci numarul
k
a

n+l

1 . . .
a"" +—— este intreg. Pentru aceasta, in relatia:
a

n+l 1 n 1 1 n—1 1
a + = a + — at+—|—| a + =)
a a a a

tinem cont de ipoteza de inductie si obtinem imediat a"*' +

el.

n+l
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9. (Inegalitatea mediilor) Sa se demonstreze ca daca a,,a,,...,a,
sunt numere reale pozitive, atunci:

1 n
—Zai =yaa,..q, .
nin

Solutie: Pentru n =1, inegalitatea se verifica.

Presupunem ca inegalitatea este adevaratd pentru k <n numere
reale pozitive si demonstram cd ea raméne adevirata si pentru n nu-
mere pozitive a,,a,,...a, .

Conform ipotezei de inductie, putem scrie:

n—1
Za,. 2(n-1)-"JYaa,..a,, (D
i=1

si

n-2
a,+4aa,..a, +..+aa,.a > (n-1)-"3 an(‘"/alaz...an) 2)

de n—2 ori

Prin adunare, rezulta:

n
Za[ +(n-2%aa,..a, 2
i=l1
n-2
2(n-1 ”\1/an ((’/alaz...an ) +Jaa,..a, |

n-2
Dar, "\1/ ({'/alaz...an) +"Jaa,..a, | =
> 2\/"\1/ Yaa,... ) "\/ala2 = 2\/a a,..a,

de unde:

n
Zal. +(n-2%aa,..a, 22(n-1)%aa,..a, ,
i=1
n
adica Zai > n{laa,..a, .

i=1
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cos@ —sing

10. Fie A:( J Sa se calculeze 4", n>1.

sing  cos@
Solutie: Prin calcul obtinem:

£ [cos 2¢ —sin 2¢J £ [cos 3p —sin 3¢7j .

sin2¢p  cos2¢ sin3¢ cos3gp
Demonstram prin inductie matematica ca, pentru n>1,
s cosng —sinng
- [sinn(p cosng j '

Etapa de verificare a fost deja parcursa.

coskp —sinke

Presupunem ci A* :( j si aratam ca relatia se

sinkgp coske
verifica si pentru n =k +1. Folosind formulele trigonometrice, rezulta:
A= g 4o cos(k+1)p —sin(k+1)p
sin(k+1)@  cos(k+1)p )

11. Sa se demonstreze prin inductie dupa n egalitatea:

1 1 w1
a, a, . a,
|2 2 2 |
A, =la a, woa,” |= H (a;—a).
I1<i<j<n
n—1 n-1 n-1
al a2 an
Solutie: Pentru n=2, A, = =a,—a,
1 a2
Presupunem ca:
1 1 1
a, a, e a,
) 2 2 | _
A =la a, e a, " |= H (a;,-a)
1<i<j<k-1
k-2 k=2 k=2
a4 a, Ay
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si aratim ci relatia se verifica si pentru n ==k . In determinantul A,
inmultim linia £ -1 cu —a, si 0 adunam la ultima; apoi Inmultim linia
k-2 cu —a, si o adunim la linia &k —1. In final, inmultim prima linie
cu —a, si o adundm la a doua. Obtinem astfel:

1 1 R | 1
a, —a, a,—a, - a 0
1,2 2 2 —
Ay =la” —aq a, —a,a; e G A G 0=
k-l k=2 k-l k=2 k=l k=2 0
a''—-a'"a, a"'-aa, .. a " —a, "a,
1 1 1
a a, a;
k4l 2 2 2
=(-D"(a, —a)..(a,, —a)|q a, e G | T
k-2 k-2 k-2
a, a, o a,

= (_1)“1(_1)/{71 (@, —a)..(a, —a,) H (aj —-a,)=
= H (aj_a[)

1<i< j<k

12. Fie a,,a,,...,a, numere reale astfel incat:
a,cosx+a,cos2x+...+a,cosnx=0, (V)xeR (1)
Atunci, a,cosx +a,cos2x+...+a,cosnx=0, (V)xeR.

Solutie: Notdm cu P(n) predicatul din enuntul problemei.
Daca n=1 si a,cosx20,(V)xeR, atunci g, =0 si, (V)xeR,
a,cosx=0.

Presupunem acum P(k) adevarata, pentru (V)k <n; vom arata ca
P(n) este adevarata.

Consideram a, cosx +a, cos2x+...+a,cosnx >0, (V)xeR.
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Atunci si
a,cos(x+ ) +a,cos2(x+m)+..+a,cosn(x+7)=20,(V)xeR,
adica, pentru orice xe R :
—a,c0sx+a,cos2x —a,cos3x+...+(=1)"a, cosnx =20 (2)

Consideram cazul in care n este numar par (pentru # numar impar
se procedeaza la fel).
Din relatiile (1) si (2), prin insumare, rezulta:
a,cos2x+a,cosdx+..+a, cosnx =0, (V)xeR. 3)
Substituim in (3), 2x =y si obtinem:

a,cosy+a,cos2y+..+a, cos(%y} >0, (V) yeR. (4
Aplicam ipoteza de inductie (g <n) sirezulta:

a,cosy+a,cos2y+..+a, cos(%yjzo, MyeR,

de unde:
a,cos2x+a,cosdx+..+a,cosnx=0, (V)xeR. ®))
Inlocuind in (1),
a,cosx+a,cos3x+...+a, cos(n—1)x=0, (V)xeR. (6)
In (6) inlocuim x cu x+ 7, si obtinem:
a,cosx+a,cos3x+...+a, ,cos(n—1)x<0, (V)xeR (7)
iar din (6) si (7),
a,cosx+a,cos3x+...+a, ,cos(n—1x=0, (V)xeR. (8)
In final, relatiile (5) si (8) conduc la:
a,cosx+a,cos2x+...+a,cosnx=0, (V)xeR, (9)

adica P(n) este adevarata pentru orice numar natural nenul 7.
Observatie: Putem arata mai mult, si anume: daca numerele reale
a,,a,,...,a, verifica (1), atunci ele sunt toate nule.

Pentru aceasta, tinem cont ca fiecare coskx se poate exprima sub
forma Q,(cosx) unde O, este un polinom de gradul k£ cu coeficienti

intregi, 1<k <n (exprimam (cosx+ i sinx)k folosind formula bino-
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mului lui Newton si cea a lui Moivre si egalam partile reale ale nume-
relor complexe rezultate). Relatia (9) devine:
O(cosx) =a,0,(cosx) + a,0,(cosx) +...+a,0 (cosx)=0, (V)xeR

ceea ce implicd imediat @, =a, =...=a, =0.

2n

Solutie: Pentru n=2, cum C; =6 > 42 , inegalitatea se verifica.

A si aritim ca C)"! LH Deoarece:

2n AN '

sl 2n+2)2n+1) _, 22n+1) ,, 4"Q2n+1)

24 — 1w Lo :—CZ;'I >
(n+1) n+l (n+D\n

n+l
vom compara numerele a = 4@n+ 1) 1b= 4 . Obtinem:

n+1)\/_ 2n+1

a-b= 2(n_|_1)\/7[2(2n+1) 4\n(n+1) ]

g

si astfel, C;’&IH) >b. Rezulta ca inegalitatea initiala se verifica pentru

13. Aratati ca, pentru orice numar natural n>2, C; >

n
Presupunem C; >

orice numadr natural n>2.

14. Consideram sirurile (1)),., $i (W,),., definite prin:

z 1 2 -1
1= [ (osxydx, neN, w, =22 2L 3T we,
B 247

a) Calculati I, 5i I, .
b) Aratatica I, = n-l I ,,(V)neN,n=2.
n

¢) Utilizand metoda inductiei matematice, aratati ca (V)n eN":
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13 2n-1 o . 2 4 2n 1
Ly, =——". S, =T )
2 4 2n 2 13 2n—1 2n+1
1, n+1’ (V)neN*
1n+1 n
. . v 12,1 2 T *
e) Verificati ca =(wn) —, (V)neN
I2n+1 2
ST 2
f) Aratati ca limw, =, [—.
n—>0 w

el =[ax=Z [ =[2 _
Solutie: a) I, —IO dx = % 1, —jo cos xdx =1.
b) I, —J. (cosx)"'(sinx)' = (cosx)" " sinx [/ +

+Hn—1) ff (cosx)" 2 sin’ xdx =(n—1)(I, , —1,).
Deci,

nl, =(n-1I _, (D
13 2n 1 K4
E Z T 2n
lalta relatie se demonstreaza in mod analog).

c) Aratdim ca /,, = , pentru orice n nenul (cea-

. 1 1
Folosind (1), pentru n =2, rezulta: /, =5[0 =7 % Presupunem
acum ca /,, =li . 2kt x . Din formula de recurentd (1) obti-
2 4 2k 2

2k +1 1
=——1I,=—~=-...————— =, deci relatia se
2k+2 2 4 2k 2(k+1) 27

verificd si pentru n =2k +2. d) Deoarece 0<x <z EX cosx €[0,1] si

n+1

astfel, cos” x>cos""x, (V)neN". Deci, pentru orice ne N rezultd:

I = E(cosx)” dx 2 J.Oz(cosx)”+1 dx 21 ., adica sirul (/)), ., este des-
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. 1 . . .
crescdtor. Cum fiecare /, este pozitiv, 1 <—"—. Din relatia (1) obti-

n+l

1 n+l
<

nemcd (n+1)[ ,, =nl_, 2nl siastfel, , (V)n eN",

n+l

e) Rezulta direct din relatiile demonstrate la punctul c). f) Folosind re-

. A . . V4 1 .
latia anterioard in cea de la d) obtinem ca 1< (wn )2 S <1 +2— deci

n
2 2 1 x n . .
=<w, <, |=- [1+—, (V)neN". Trecand la limita se obtine rela-
b2 T 2n

tia dorita.

15. Sa se studieze marginirea si monotonia sirului (x,),., definit

prin x, = Ja (a>0), x,. =~Ja+x,, n>1.In caz de convergentd, si
se calculeze limita sirului.
Solutie: Observam cd x, =+ a+ Ja >~a= x,. Dacad, pentru n>1,

presupunem cd x, >x, ,, atunci x,,, = \/a +x, > \/a +x,, =x,. Con-

form principiului inductiei matematice, sirul este crescator. Pentru a
arata ca este si marginit superior, alegem »n >1 arbitrar, dar fixat. Din

o1 1
x,>x =+a remlti —<—— . Deoarece x’>=a+x,  <a+x, ,

xn \/;

. a a
obtinem x, (x, —1)<a, de unde x, <1+ —<1+—

xS

a fost ales arbitrar, a rezultat ca sirul este majorat de 1+ Ja. In con-
cluzie, (x,)

=1+\/;. Cum n

este sir convergent. Fie / limita sa. Trecand la limita in

n=1

relatia de recurentd, obtinem /> —/-a=0; din /> x, = Ja , deducem

1:1(1+M).
2

Observatie: Pentru aceastd problema se pot formula doud genera-
lizari dupa cum urmeaza:
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1. Consideram sirul (x,),., definit prin x,, =\la+bx, , (V)n=0

unde a,b,x, >0 sunt fixati.
Folosind relatia de recurentd, comparam primii doi termeni ai si-
rului (este evident c¢d x, >0, (V)n>0): x, >x, < a+bx, >x,”, deci

1 o . . <
X, <a, :§(b+ Vb + 4a). Folosind inductia matematica, se aratd cd

sirul este crescator daca x, < ¢, sau descrescator, in cazul x, > «,.

Sirul este si marginit: pentru cazul x, < ¢, , pentru un n >0, pre-

supunem x, <@,. Atunci, x,, =.a+bx, <.la+ba, =\a, =q, si

n

astfel sirul este majorat de ¢,. In ambele situatii, limita sa este a,.

ii. Fie sirul x,=%a si x, =fla+x_,, (Y)n=2, unde a>0 si
p =2 sunt fixafi.

Cum x, =%/a+x, > {fa = x,, prin inductie matematicd, se aratd ca

sirul este crescator. Pentru a studia marginirea, procedam la fel ca in
rezolvarea problemei initiale. Limita sirului va fi solutia pozitiva a e-

cuatiei x” —bx—a =0 (se arata ca exista o singura astfel de solutie).

16. Aratati ca sirul (x,),., definit prin x,=a>1, x, =e ™

n+l T
este monoton crescator §i calculati limita sa.

Solutie: A arata ca sirul este monoton crescator revine la a demon-
stra cd, pentru orice » numdr natural, x,,, —x, >0.

Considerim functia g:R - R cu g(x)=e "™ —x, pentru x real.
Derivand, obtinem g'(x)=e™ —1>0, pentru x>1, deci g este cres-
catoare pe (1,0). Deoarece g este functie continud si g(1) =0, rezulta
cd g(x)>0 pentru x>1.

Din ipotezd, x, >1, de unde g(x,)=x, —x,>0.

Folosind inductia matematicd, ardtdm ca x, >1, pentru orice n.
Din enunt, x, =a>1. Presupunem ca x, >1. Atunci, —1+x, >0 si

astfel x,,, =e" >1. Deci, (V)n>0, x, >1.

n+l
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In concluzie, pentru orice n, g(x,)=x,,, —x, >0.
Deoarece sirul (x,),., este crescator, el are limita. Dacd presupu-

nem ci limita sa este finitd, /, atunci rezolvind ecuatia /=¢'"' ob-
tinem /=1, ceea ce este imposibil tinand cont de faptul ca sirul este
crescator si toti termenii sdi sunt >1. Deci, limita girului nu poate fi
decéat co.

17. Sa se gaseasca o relatie intre functia f:R—>R, f(x)= e
si derivata ei de ordinul n.

Solutie: Incercam sa gasim relatia ceruta calculand cateva derivate
de ordin superior: f'(x)= 2xe ™, f"(x)=(4x" - 2)e”‘2 , etc.

Din rezultatele obtinute observam ca am putea scrie derivatele de
ordin superior sub forma f(x)= P (x)f(x) unde P, este o functie

n

polinomialad de gradul # in x. Pentru a arata ca relatia gasita este ade-
varatd pentru orice numar natural n, aplicdm inductia matematica.
Etapa de verificare fiind parcursa, trecem la etapa de inductie propriu-

zisi. Presupunem cd f"(x)=P (x)f(x) si trebuie si aritim ci

S ()= By () f (%),
Derivand, rezulta £V (x) =[P (x) - 2xP,(x)]f(x). Se arati usor

ca Pn'(x)—ZxPn (x) este o functie polinomiald de gradul n+1 1n x pe

care o notam P

> (x) si obtinem relatia doritd.

18. Se considera pe o dreapta n intervale inchise cu proprietatea
ca oricare doud au intersectia nevida. Aratati ca toate aceste interva-
le au un punct comun.

Solutie: Pentru n =2, afirmatia este evidentd. Presupunem afir-
matia adevaratd pentru n —1 astfel de intervale, n>2 .

Consideram » intervale /,, 1,, ..., I, cu proprietatea din enunt si

n

alegem un interval arbitrar, de exemplu /,. Notdm cu / intersectia ce-
lorlalte n—1 intervale.
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n—1
Din ipoteza de inductie, / = ﬂlj 0.

J=1
Dacd presupunem ca /, N/ =(J, atunci putem considera A€/,
punctul cel mai apropiat de /. Deoarece A ¢/, va exista un interval
I, #1, , (pentru o valoare 1<k <n) astfel incat 4 ¢/, . Din ipoteza

problemei, I, N1, #J; pe de altd parte, I N[, =1 # . Fie punctele
B el NI, si B,elNI,.Rezultd astfel, [BB,]c I, .

Din presupunerea facuta (intervalele /, si I disjuncte) si B, €/,
obtinem B, ¢ I . Deoarece A este punctul din /, cel mai apropiat punct
de Isi B, €I, cum toate intervalele sunt considerate pe aceeasi dreap-
td, ajungem la concluzia cd 4 €[B,B,], ceea ce contrazice alegerea lui
A (A4 afost ales astfel incat sd nu se afle In intervalul 7, ).

in concluzie, I, N1#J si astfel, toate cele n intervale doua cate
doud nedisjuncte au un punct comun.

19. Sa se demonstreze ca n drepte situate intr-un plan, astfel incat
oricare doua dintre ele nu sunt paralele §i oricare trei nu sunt con-

(n+1)

o A n .
curente, impart planul in 1+ B parti.
Solutie: Pentru n =1, afirmatia este adevarata, pentru ca o dreapta
. . 1.2 .
imparte planul in 1+ > =2 parti.

Presupunem adevarata afirmatia pentru £ astfel de drepte.

Considerdm acum k +1 drepte d,, d,, ..., d,,, care verificd pro-
prietatile din enunt. Alegem o dreapta dintre acestea pe care o notam
d,,, . Pentru celelalte & drepte aplicdm ipoteza de inductie si obtinem

k(k+1)
2

k+1*
ca ele impart planul in 1+ parti. Dreapta d, , taie cele k drep-

te in k puncte, care determind pe dreapta d,,, k+1 parti. Aceste k
puncte sunt diferite de punctele de intersectie ale celorlalte drepte d,
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sid, cul<i<j<k, (nuexista trei drepte concurente). Astfel, fieca-
re parte a dreptei d,,, imparte in doud una din partile planului ( partile

deja determinate de cele & drepte). Deci, la 1+@ parti, mai tre-

buie sd addugam k& +1 parti si obtinem in final 1+ W parti.

20. Fie n patrate arbitrare, unde n este un numar natural oare-
care. Sa se demonstreze cd ele pot fi taiate in parti astfel incat din ele
sd se poata construi un nou pdtrat.

Solutie: Afirmatia nu necesitd demon-
stratie pentru n=1.

Pentru n =2, consideram patratele ABCD Q
si A'B'C'D" de laturi a respectiv, b. Presu-
punem a>b. Fie M, N, P, Q, pe laturile
patratului ABCD astfel incat:

AM:BN:CP:DQ:“;]’.

A

Din congruenta triunghiurilor AQM, Fig. 10.2.1.
BMN, CNP si DPQ, rezulta ca MOPN este
patrat (in particular, MP L ON ).

Taiem patratul ABCD dupa dreptele MP si NQ, obtinand patru
parti egale (Fig. 10.2.1.).

Aceste parti se pot aplica pe
laturile celuilalt patrat, rezultand tot un
patrat. ( Fig. 10.2.2.)

Presupunem afirmatia adevarata
daca avem n patrate si vom considera
acum n+1 patrate. Alegem doud pa-
trate oarecare si, procedand ca la pasul D' c
n=2, obtinem din acestea un nou 3
patrat. Astfel, numarul patratelor se
reduce la n si aplicam ipoteza de
inductie.

Fig. 10.2.2.
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21. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural m exista in
plan o multime S de puncte, nevida si finita astfel incat, oricare ar fi
punctul A din S, in S existd exact m puncte situate la distanta 1 fata de
punctul A.

Solutie: Multimea de puncte se va construi prin inductie matema-
ticd. Pentru m =1, multimea S este formata din doud puncte aflate la
distanta egald cu 1.

Presupunem ca pentru m =k s-a construit multimea de puncte co-
respunzatoare S, . Cu ajutorul ei vom construi multimea de puncte

S,., care corespunde lui m =k +1. Problema va fi rezolvatd daca se
giiseste o translatie de vector unitate a lui S, pentru care multimea S,

obtinuti si nu aibd puncte comune cu S, si oricare punct al lui S, si
se gaseasca la distanta 1 fatd de un singur punct al multimii S, , acela

din care a provenit prin translatie. Multimea S,,, va rezulta prin reu-

niunea multimilor S, si S,".

Pentru aceasta, sd presupunem ca multimea S, are p elemente. Fie

S," multimea rezultatd printr-o translatie a lui S, intr-o anumita di-
rectie, de modul 1. Fiecare punct din S, este situat la distanta 1 fata de
exact k puncte din S, . Exista astfel cel mult kp directii de translatie

pentru care doud puncte din S, si S, pot coincide. Deci, putem alege

o directie asa incét punctele lui S, si S, sa fie toate distincte.
Orice punct din S, se afla la distanta 1 fatd de omologul sdu din

Sk' . Exista atunci cel mult 2(p —1) directii de translatie prin care un
punct din S, ar putea ajunge la distanta 1 fatd de un punct neomolog

(cercurile de raza 1 cu centrele in cele doua puncte au cel mult 2 punc-
te de intersectie). In total, putem avea 2p(p—1) astfel de directii.

Alegem din infinitatea de directii de translatie una pentru care acest
~ A A 2 . . . ’
lucru sd nu se intdmple. In acest caz, reuniunea lui S, si S, are pro-

prietatea ca orice punct are exact k +1 puncte din multime la distanta
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1 (k puncte din ipoteza de inductie si punctul omolog). Rezultd ca
multimea §,,, construitd verificd afirmatia din enuntul problemei

pentru m=k+1.

22. Sa se gaseasca numarul maxim de regiuni in care este impar-
tit un disc de catre segmentele care unesc n puncte situate pe cercul
care margineste acest disc.

Solutie: Notam cu u, numarul maxim de regiuni ce trebuie aflat.

Notam punctele de pe cerc cu 4,, 4,, ..., 4,, in sensul de rotatie
al acelor de ceasornic si cu S, multimea formata din toate segmentele

care unesc aceste n puncte.
Fie A ., incd un punct pe cerc, intre 4, si 4.

n+l

Pentru k €{1,2,...,n}, segmentul 4, 4, separd in doud un numar

n+1
de regiuni egal cu numarul partilor in care este impartit de catre seg-
mentele multimii S,. 4,,,4, intersecteazd segmentele care unesc ori-

n+l

care dintre punctele 4,, 4,, ..., 4, cu oricare dintre punctele 4,
A

k+2 2 **

aupe A4

+1°

., A sl nu intersecteaza In puncte interioare segmentele care
sau A4, drept extremitati.

n+l

Numarul acestor segmente este (k—1)(n— k) ; numarul de puncte
interioare determinate de ele pe segmentul A

n+l

A, este mai mic sau

egal cu acesta (se poate intdmpla ca anumite puncte de intersectie sa
coincidd). Numarul partilor in care este impdrtit segmentul 4 A4,

n+1
este egal cu numarul de puncte de diviziune +1.

Numdrul de regiuni, prin ducerea segmentului 4,,,4, , se mareste

n+l1
cu cel mult 1+ (k—1)(n—k) . Acest calcul nu depinde de faptul ca din
mai sunt duse sau nu alte segmente.

4, A

punctul A4

n+l

A , nu-

n+1“"n >

Dupa ducerea tuturor segmentelor A4 A4, .., A4

n+l1 n+l1

marul regiunilor nu va depasi:
u, + Y [1+k=D(n=k)]=u, +n+n) (k=)= k(k-1).
k=1 k=1 k=1
Astfel, obtinem relatia:
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u,  <u +n +—n(n — lé(n =2

unde u_, este numarul de regiuni in care segmentele care unesc cele

n+l

n+1 puncte impart discul.
Tinem cont ca u, =1 si, prin Tnsumarea inegalitdtilor, rezulta:

" S1+n(n—1)+n(n—l)(n—Z)(n—3).

! 2 24
Dacé oricare trei segmente din multimea S

.. u sunt concurente
in acelasi punct, toate punctele de intersectie ale segmentului 4 , 4,
cu segmentele din S, sunt distincte. In acest caz,
n(n—1) N n(n—1)(n-2)(n-3)

2 24
Pentru a ardta ca se poate gasi o astfel de multime S, procedam

maxu, =1+

prin inductie. Considerdam punctele 4,, 4,, ..., 4, ca inainte. Unim
prin drepte toate punctele 4,, 4,, ..., A cu fiecare punct de intersec-
tie al segmentelor din S, . Punctele in care aceste drepte intersecteaza
cercul a doua oard le notam B,, B,, ..., B, (numdrul m nu depdseste
n-C?). Daca alegem drept 4,
B,, .. B

m?2

orice punct de pe cerc diferit de B,
atunci segmentele 4,,,4, nu vor trece prin punctele de
intersectie ale segmentelor din S, , deci nici in multimea S, nu

exista trei segmente concurente in acelasi punct.

23. Fie O un punct pe dreapta d, iar 07’31 , OTD2 R O—Pn n vectori
de lungime 1, astfel incdt punctele B, P,, ..., P, se afla intr-un plan

care contine dreapta d §i sunt toate de aceeasi parte a acesteia. Sa se
demonstreze cd pentru n numdr impar are loc relatia:

OP +OP, +..+ OP |>1,
unde @Z‘ reprezintd lungimea vectorului OM .

Solutie: Pentru n =1, afirmatia este evidenta.
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Presupunem ca inegalitatea se verificd pentru n=4k si vom de-
monstra ca ea este satisfacutd si pentru n=k +2 (n fiind impar, £ si
k + 2 sunt numere impare consecutive in sirul de valori atribuite lui 7).

Se orienteaza dreapta d iar vectorii dati sunt renumerotati in ordi-
nea cresterii unghiului (mésurat in sens trigonometric) pe care acestia
il formeaza cu sensul pozitiv al dreptei orientate d, ca in figura 10.2.3..

Vom arata cd se verificad urmatoarea inegalitate:

OP +OP,+..+OP, + OP. +OP, Z‘OTDZ+...+OT’k+0Pk+l (1)

In cazul in care punctele P, si
F.,, sunt ambele situate pe

dreapta d, suma OP +OF,,, de-
genereaza intr-un punct (fiind data §

de vectorul nul 6); inegalitatea

R P,
este atunci evidenta.
Presupunem acum ca cel pu- Pra Py
tin unul din punctele 7, si P, nu o P
este pe dreapta d. Fig. 10.2.3.

Suma OT?+OBH2 este In acest

caz vectorul nenul OR (diagonala orientata a rombului de laturi FE
$1 0Pk+2 )
Astfel, niciunul dintre unghiurile £FOR si £ROF,_,, nu este mai

mare decét % Notim: OS =OTD2 +...+0—Pk+ OF,, .

Din modul in care au fost renumerotati vectorii, vectorul OS se
afla situat fie in interiorul unghiului XFOR, fie in interiorul unghiului

XROPF,, . Rezulta astfel ca unghiul £ROS este ascutit.

Suma OR +OS este reprezentatd de diagonala orientata OT a pa-

ralelogramului de laturi OR si OS . Deoarece in triunghiul OST, un-
ghiul £OST este obtuz, cea mai mare latura in acest triunghi este OT.
o7|=|0s

De aici, , adica inegalitatea (1) este demonstrata.
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Cum [OF, +...+ OP, +OF,,|>1 (din ipoteza de inductie), inegali-

tatea (1) implica: ‘OTDI+O—PZ+...+O—P,(+0Pk+l +OF_,|>1.

Conform principiul inductiei matematice, inegalitatea este valabild
pentru orice valoare impara a lui 7.

24. (Teorema lui Pick) Fie P un poligon in plan ale carui varfuri
sunt puncte laticeale. Aratati ca aria S, a poligonului verifica relatia :

_iv L
Sp=i+2-1 (1)

unde am notat cu i numarul de puncte laticeale din interiorul poligo-
nului iar cu f numarul punctelor laticeale de pe laturi (inclusiv var-
furile).

Solutie: Deoarece un poligon care are n laturi poate fi descompus
in n—1 triunghiuri cu céte o laturd comuna si cu varfurile in varfurile
poligonului, vom demonstra veridicitatea teoremei prin inductie mate-
matica dupa n.

Etapa de verificare constd in a ardta ca formula este adevarata
pentru orice triunghi. Pentru aceasta vom proceda in trei etape:

1. Aratam ca relatia este adevarata pentru un dreptunghi cu var-
furile puncte laticeale si cu laturile paralele cu axele.

Presupunem ca dreptunghiul ABCD are laturile: AB=m si BC=n;
aria sa este atunci egala cu mn. Deoarece pe laturi sunt m+1 , res-
pectiv n+1 puncte laticeale (inclusiv

varfurile): D(0,n) C(m,n)
i=(m-1)(n-1),
f=2m+1)+2(n-1).
P A0,0 B(m,0)
Atunci, z+3—1 =mn. Fig. 10.2.4.

2. Aratam ca formula este adevaratd pentru triunghiuri dreptun-
ghice care au catetele paralele cu axele (triunghiuri ce se obtin prin ta-
ierea unui dreptunghi de tipul celui de la 1. dupa o diagonald). Vom
pastra aceleasi notatii.

196



Deoarece AABD =ABCD, S, 5, :% —(i, +fD -1).

Fara a restrange generalitatea demonstra‘glel, alegem un sistem car-
tezian de coordonate in care: A(0,0), B(m,0), C(m,n), D(0,n).

Atunci, BD:nx+ ym—mn=0. Fie 0<k <m si 0< y<n, nume-
n(m—k) cN

m
Din m|n(m —k) si m|m—k, rezultd ca pe dreapta BD vor exista

re naturale. Pentru ca M (k,y) € BD trebuie ca y =

puncte laticeale (diferite de varfurile B si D) daca si numai daca m|n

Daca n=Im, cu [ natural, datorita valorilor pe care le poate lua £,
existd m —1 puncte laticeale pe BD in afara varfurilor B si D. Atunci,
_ip—(m-1)
2

i si f, =2m+n. Daca nu existd puncte laticeale pe la-

N . o A
tura BD, atunci i, :§ st f, =m+n+1. In ambele situatii, efectudnd

. . mn
calculul, obtinem: i, + % —l=== S -
3. Ardtam ca afirmatia din enuntul problemei este adevarata
pentru orice triunghi ale carui varfuri sunt puncte laticeale.
Pentru aceasta, tinem cont ca orice triunghi se transforma Intr-un
dreptunghi de tipul celui de la punc-

tul 1, atasdnd cel mult 3 triunghiuri

dreptunghice de tipul celor de 1a 2. A

Fie T triunghiul ABC pentru T, L
care realizim demonstratia, 7,, T, T . ¢
T, triunghiurile de completare si D 5 :
dreptunghiul rezultat. Din etapele Fig. 10.2.5.

anterioare, pentru s € {1,2,3}, avem:
Sy =8, +8; +8, +8, =i +f7D LS = +f7r—1 2)

Notam cu ¢, ¢,, ¢, numdrul punctelor laticeale (diferite de var-
furi) de pe laturile 4B, BC si respectiv CA. Atunci,
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iy =iTl +iT2 +in +ip +¢ +c, +oy;
o =le +fT2 "‘fr +fr—2¢,-2-2¢,-2-2¢, 2.
Jr

Inlocuind in (2), obtinem S, =i, +—— .

Trecem acum la demonstrarea etapei de inductie propriu-zisa.
Pentru aceasta, presupunem relatia (1) adevarata pentru poligoane cu n
laturi (de tipul precizat in enunt) si demonstram cé aceasta se verifica
si in cazul in care poligonul are n +1 laturi.

Notdm cu B, poligonul de n laturi ce se
obtine din poligonul P cu n+1 laturi prin inla-
turarea triunghiului 7 (acesta are o laturd co-
muna cu F si interioarele disjuncte). Din ipo-
teza de inductie si din etapa de verificare stim
ca:

" f
Sy =ip + L Sy =i+ ) Fig. 10.2.6.
Ramane sa aratam ca:

528,48 =i+ @

Demonstratia este asemanatoare cu cea din ultimul pas al etapei de
verificare. Notdm cu ¢ numarul punctelor laticeale (inclusiv varfurile)
aflate pe latura comuna triunghiului 7 si poligonului 7. Atunci:

Ip =Ip +ip +(c—2),
Jr zfpl +fr—2c-2)-2.
Folosind (3), obtinem:

Jr fr

Sr
S, =i, +—+i, +—-2=i, +=——1,
PR 2 2

deci relatia (4) se verifica.
Astfel, afirmatia din enuntul problemei este adevarata pentru orice
poligon cu varfurile puncte laticeale.
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CAPITOLUL XI

Rezolvarea de probleme

11.1. Folosirea conceptelor si teoremelor in rezolvarea de
probleme

Problemele, in matematica gcolara, reprezinta calea principala prin
care se verifica modul si gradul in care s-au asimilat notiunile teoretice.
Capacitatea de a rezolva probleme este, de cele mai multe ori, criteriul
dupa care sunt selectati elevii la un examen (teste nationale, bacalau-
reat, admitere la facultate) sau ,,ierarhizati” la nivelul disciplinei. Pro-
blemele propriu-zise, cat si cele care reprezinta problematizarea teoriei
au un puternic rol informativ: cu ajutorul lor se subliniaza rolul mate-
maticii in viata curenta (calcule, masurari, aplicatii in fizica, tehnica).
Aceste aspecte realizeaza atat motivatia cat si scopul invatarii mate-
maticii.

O problema reprezintd un enunt prin care se ofera anumite infor-
matii elevilor si in care se cere sd se demonstreze un fapt matematic
sau s se calculeze valorile (masurile) unor elemente, astfel incat re-
zolvarea sa implice o initiativa din partea rezolvitorului. Din acest mo-
tiv, rezolvarea de probleme este o activitate cognitivd complexa dato-
ritd operatiilor cognitive necesare obtinerii solutiei cat si diversitatii
situatiilor cu care ne confruntdm. De cele mai multe ori, anumite pro-
cese cognitive ce apar in rezolvare sunt necunoscute rezolvitorului;
dar se pot intdlni si situatii in care datele problemei sau solutia nu sunt
familiare. Astfel, problemele au si un rol formativ in educarea gandirii
creatoare prin exercitiul de gandire logica pe care 1l implica.
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Tinand cont de tipul de activitate intelectuala realizatd de elev pe
parcursul rezolvarii unei probleme, putem clasifica sarcinile unui re-
zolvitor de probleme in :

e sarcini de bazd, in care procedeul de rezolvare a problemei
este aproape evident, asemanator sau identic cu cel al unei probleme
rezolvate in clasd. In acest caz, procedeul de rezolvare este cunoscut
de catre elev care nu trebuie decat sd aplice un algoritm invatat, un
rezultat imediat al unei teoreme, sau combinatii simple ale acestora.

e sarcini asociate unei configuratii sau care presupun o inves-
tigare, o studiere a acesteia. In aceasti situatie, procesul de rezolvare
presupune alegerea, dintr-o mare varietate de procedee deja Invatate, a
unor metode potrivite si (sau) combinarea acestora in vederea obtinerii
solutiei problemei.

e sarcini pentru care nu este cunoscut procesul de rezolvare,
in care elevul trebuie sa-1 descopere singur.

Primului tip de sarcini 1i corespund deprinderi intelectuale speci-
fice, corespunzatoare unui anumit continut matematic, pe cand cele-
lalte doud implica si deprinderi intelectuale nespecifice (cognitive),
caracteristice mai multor tipuri de continuturi. Dintre acestea, putem
mentiona pe cele mai des intalnite in rezolvarea problemelor:

e recunoasterea, intelegerea ipotezei si a ceea ce se cere demon-

strat;

e reamintirea unor informatii relevante pentru acea sarcina;

e recunoasterea unei parti a problemei deja rezolvata;

e 1inlocuirea concluziei cu o conditie echivalenta, In care metoda
de rezolvare este mai simpla sau reamintirea unor proprietati a
caror demonstrare este suficientd pentru a obtine solutia finala;

e obtinerea din ipotezd a unor consecinte imediate, precizarea
dacd sunt indeplinite (sau nu) conditiile pentru aplicarea unor
teoreme invatate;

e revederea si verificarea ipotezei, la un moment in care nu se
»vede” o continuare a rezolvarii, pentru a stabili dacid toate
conditiile din ipoteza au fost folosite pana la acel pas; in caz
contrar, conditia neutilizata poate oferi o solutie de a iesi din
impas;
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e compararea, pe parcursul rezolvarii, a rezultatelor intermedia-
re cu ceea ce se cere demonstrat sau aflat, pentru a alege va-
rianta optima de continuare a rezolvarii.

Principalele reguli care trebuie cunoscute si respectate de un
rezolvitor de probleme constau in:

1. Citirea corecti a enuntului problemei si construirea exacti a
figurii (la geometrie), esentiale in evitarea erorilor de rationament.
Citirea enuntului de mai multe ori nu trebuie considerata ,,pierdere de
timp” deoarece in cadrul acestuia sunt oferite anumite indicatii pe care
elevul trebuie sa le poatd identifica si, cu ajutorul acestora, sa caute
tehnici de rezolvare.

2. Insusirea enuntului problemei consta in cunoasterea clard a
datelor ipotezei, a concluziei si a legaturii dintre acestea, a teoremelor
si notiunilor legate cu problema datd. Ea se materializeazd in acele
cateva minute premergitoare rezolvarii propriu-zise 1n care elevul
incearca ,,sa simtd” problema, sd o incadreze intr-un cadru cunoscut.
O intelegere atentd a enuntului reduce de cele mai multe ori calculele
ce trebuie efectuate pe parcursul rezolvarii problemei. De exemplu: in
cazul unei functii pare, vom face studiul doar pentru valorile pozitive
ale argumentului; proprietatile functiei modul pot simplifica rezolva-
rea unei ecuatii.

3. Cunoasterea unor procedee si metode pentru rezolvarea pro-
blemelor care sa stabileasca ,,pasi In gandirea rezolvarii” (Am folosit
toata ipoteza?, Stiu o problema asemanatoare?). De exemplu, pentru a
arata ca doud drepte sunt paralele, elevul cunoaste anumite metode,
cum ar fi: folosind unghiurile formate de drepte cu o secanta, gasind o
perpendiculard comuna sau o paraleld comuna, utilizand teorema lui
Thales, proprietdtile coardelor in cerc, determindnd un paralelogram
pentru care dreptele si constituie laturi paralele, etc. in functie de par-
ticularitatile problemei, el va trebui sa aleaga apoi metoda de rezolvare
cea mai potrivita.

4. Construirea de rationamente noi pe baza axiomelor, definitii-
lor, teoremelor si a altor rationamente invatate anterior. Pentru fiecare
problema trebuie realizatd o scurtd analizd a enuntului, trebuie motiva-
ta alegerea metodei de rezolvare, mersul gandirii in procesul de rezol-
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vare si eventual, oferite mai multe variante de rezolvare. Toate acestea
oferd motivatii logice de abordare si sprijind obtinerea altor rationa-
mente.

5. Discutia problemei. De multe ori, rezolvarea unei probleme
nu se incheie cu aflarea solutiei; apar situatii In care trebuie examinate
si conditiile care arata existenta altor solutii precizand, dupa caz nu-
marul lor; sunt studiate diferite cazuri particulare care pot aparea sau
se generalizeaza problema.

6. Verificarea solutiilor problemei. Pe parcursul rezolvarii unor
ecuatii (de exemplu care contin radicali), se aplica transformari asupra
ecuatiei initiale care nu conduc intotdeauna la ecuatii echivalente cu
cea initiald. Solutiile care se obtin pot fi doar o parte a solutiilor ecua-
tiei initiale (prin impartirea ambilor membri ai ecuatiei cu o expresie
care contine necunoscuta, fara a impune conditia ca ea si fie nenula,
prin extragerea radacinii patrate din ambii membrii ai ecuatiei), sau se
introduc solutii strdine ecuatiei initiale (prin inmultirea ambilor mem-
bri ai ecuatiei cu o expresie care contine necunoscuta, prin ridicarea
lor la patrat, etc.). Pentru eliminarea solutiilor straine, toate solutiile
gisite trebuie verificate in ecuatia initiald. in problemele de construc-
tii geometrice, pentru verificarea solutiilor, se realizeaza de fapt o de-
monstratie care aratd ca figura obtinutd corespunde cu cea cerutd in
enuntul problemei.

Intelegerea unei demonstratii nu presupune doar intelegerea fieca-
rei secvente a acesteia, ci trebuie cunoscuta si legatura care exista intre
ea si restul problemei. Analizarea tuturor aspectelor partiale ale unei
demonstratii este necesard in evidentierea ideii demonstratiei; daca
elevul a inteles si a retinut ideea demonstratiei, el o poate oricand re-
constitui in detaliu, fara a fi nevoie sa retina demonstratia in desfasu-
rarea sa analitica.

Pentru fiecare unitate de invatare (respectiv, lectie), profesorul
trebuie sa-si stabileasca cu claritate seturile de probleme ce se vor re-
zolva 1n clasa, problemele propuse ca temd pentru acasa. La clasa, nu
este recomandat sa se rezolve ,,cat mai multe probleme”; numarul de
exercitii si probleme trebuie sd fie corelat cu continutul acestora, cu
timpul avut la dispozitie si cu capacitatile de lucru ale elevilor. Proble-
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mele propuse trebuie sa fie: cu grad de dificultate diferit, de la exer-
citii simple, cu rezolvare directd, pana la probleme complexe; ordo-
nate corespunzator; sa aiba o formulare neambigua; sa prezinte varie-
tate tematicd si de rationament. In general, manualul contine aplicatii
standard care trebuie rezolvate in intregime la clasd sau date ca tema
pentru acasd. Pe langa acestea, profesorul va alege si alte probleme re-
prezentative prin continut care sa asigure fixarea unor etape interme-
diare ale lectiei, sa faca legatura cu alte notiuni deja invitate, sa per-
mitd dobandirea de noi cunostinte prin descoperire. Din multitudinea
de culegeri de probleme existente trebuie optat pentru acelea in care
problemele sunt corect formulate, solutiile sunt riguros si complet rea-
lizate, apar multe probleme originale si cu un nivel stiintific inalt.

Profesorul are rolul principal in formarea la elevi a deprinderilor
de munca independenta, de cercetare, lucrul individul stand la baza
obtinerii performantei Tn matematicd. Sprijinul acordat trebuie dozat
cu grija; in cazul in care ajutorul este insuficient, elevul nu poate pro-
gresa singur, iar dacd nu mai are ce afla, motivatia pentru rezolvarea
problemei dispare.

Inainte de a trece la rezolvarea unei probleme, profesorul trebuie
sd se asigure ca aceasta este inteleasa de catre elevi. Apoi, prin intoc-
mirea (impreuna cu elevii) a unui plan de rezolvare, el fixeaza etape
mari de lucru. In acest sens, se pot folosi chiar probleme de sintezi cu
subpuncte intermediare ajutitoare care schiteaza de fapt calea de re-
zolvare. In final, se redacteazi clar si concis solutia. Elevii trebuie in-
vatati sa-si reciteasca formularea rezolvarii pentru a se asigura de acu-
ratetea si corectitudinea rationamentului. De asemenea, mai trebuie
subliniat faptul ca folosirea limbii romdne nu trebuie facuta neglijent.
De foarte multe ori, argumentarea din cadrul unei demonstratii se face
,»in proza”. Chiar daca o lucrare este corect redactata din punct de ve-
dere matematic, aparitia greselilor de ortografie, a celor gramaticale
reduc considerabil calitatea acesteia.

Problemele care constituie teme pentru acasa trebuie sa fie gradate
din punctul de vedere al dificultatilor, sa fie Intr-o continuitate fireasca
cu cele lucrate in clasa si sa poata fi rezolvate fara a conduce la supra-
incarcarea sau saturarea elevului. Este indicat ca ele sa reuneasca in
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rezolvare cat mai multe notiuni din lectia predata sau (si) din lectiile
anterioare, avand 1n vedere recapitularea, reproducerea unor rezultate,
dar si activitatea creatoare a elevului.

Majoritatea lectiilor recapitulative pot fi realizate prin rezolvari de
exercitii si probleme. Continutul temei recapitulative, anuntat din timp,
este scris la Inceputul lectiei pe tabld, pentru ca elevii sa aiba o privire
de ansamblu asupra orei in curs. Setul de exercitii §i probleme trebuie
sd acopere intreaga tema care se recapituleaza, sa structureze notiunile
in discutie si sa le coreleze cu cele deja aprofundate. Profesorul va
atrage atentia asupra unor tipuri de exercitii la care elevii au Intampi-
nat greutati, precizand ca asteapta acum de la ei un progres in aborda-
rea lor.

La Inceputul lectiei, se recapituleaza definitiile si rezultatele teore-
tice fundamentale necesare in rezolvarea problemelor propuse. Pentru
fiecare exercitiu in parte se stabileste, impreuna cu elevii, o metoda de
rezolvare (sau mai multe) si se intocmeste planul de realizarea a rezol-
varii, pe etape. In acest fel se insista pe participarea activa a elevilor in
realizarea lectiei, se pune accentul pe activitatea individuala si se dez-
volta spiritul de competitie.

In capitolul anterior am prezentat cateva tipuri de probleme ce se
pot rezolva folosind metoda reducerii la absurd si metoda inductiei
matematice. De cele mai multe ori nu exista ,retete” de rezolvare a
problemelor, rezolvarea acestora putand fi abordatd pe mai multe cai
ce diferd in functie de dificultate, de lungimea prezentarii, de capaci-
tatea de generalizare a problemei, etc.

In continuare vom prezenta alte metode de rezolvare a proble-
melor bazate pe principii matematice cunoscute cat si anumite tipuri
de probleme clasice. Temele tratate pot face subiectul unor optionale
de matematica sau pot fi folosite in pregatirea elevilor pentru concur-
suri, pentru completarea culturii lor matematice.
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11.2. Principiul lui Dirichlet

Principiul lui Dirichlet:
Fie A o multime nevida si A, 4,, ..., A, o partitie a lui A (adica

UAl.zA si ANA =0, pentrui=j, 4,20, 1<i<n).
i=l1

Daca consideram a,, a,, ..., a n+1 elemente din A, atunci

n+l’

exista cel putin o submulfime A; care sa contina cel putin doua ele-
mente dintre cele n+1.

1. Aratati ca oricum am alege 7 numere intregi, doua dintre ele
dau la impartirea cu 6 acelagi rest.

Solutie: Folosind teorema inpartirii cu rest, putem scrie orice nu-
mar intreg n sub forma n =6¢ + r, unde g este numar intreg si restul
re{0,1,2,3,4,5}. Fiind 6 valori posibile pentru cele 7 resturi proveni-
te din Tmpartirea numerelor din ipotezd la 6, cel putin doud resturi
trebuie sa fie egale.

2. Se considera 10 numere naturale distincte. Dintre patratele lor
se aleg 7. Aratati ca cel putin doua dintre ele au diferenta divizibila
cu 10.

Solutie: Stim ca ultima cifra a patratul unui numér natural n poate

fi u(n*)<€{0,1,4,5,6,9} . Cele 10 pitrate ale numerelor considerate ini-
tial vor fi astfel de forma M,, +r, cu r €{0,1,4,5,6,9} . Alegand 7 pa-

trate, cel putin doud vor da acelasi rest la Tmpartirea cu 10, deci dife-
renta lor este divizibild cu 10.

3. Demonstrati ca oricare ar fi 12 numere naturale distincte de
doua cifre, dintre ele se pot alege doud a caror diferenta este un nu-
mar format din doud cifre identice.

Solutie: Un numar n format cu doua cifre identice aa, se scrie
n=11la, 1<a<9. Dintre cele 12 numere, doud vor avea acelasi rest
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la impartirea cu 11. Fie acestea E si zt . Astfel, diferenta lor va fi di-
vizibila cu 11, deci existd ¢ numar natural, ¢ <10 (fiecare cat obtinut
la impartirea numerelor la 11 este mai mic decat 10, altfel numerele au
mai mult de 2 cifre) pentru care E —zt=1lc=cc.

4. Fie M un sistem format din n numere intregi (nu neapdrat
distincte). Aratati ca M are cel putin o parte nevida a sa cu proprieta-
tea cd suma elementelor sale se divide cu n.

Solutie: Fie M =(x,,x,,...,x,),unde x, €Z, 1<i<n.
Consideram partile lui M:

M =(x), M,=(x,%,), ... M, =M =(x,,%,,...,X,)
si, pentru fiecare dintre ele, scriem suma elementelor sale:
S =x, 8, =x+x,..,8 =x+x,+..+x,.

Daca una dintre aceste sume este divizibila cu n, problema este
rezolvata.

Daca S; nu este divizibila cu n, pentru 1 <i<n, atunci doud din-
tre aceste sume vor avea la impartirea cu n acelasi rest (sunt # numere
si n—1 valori nenule posibile pentru resturile lor). Fie S, si §,, (unde

putem presupune ¢>1), astfel ca n|S, - §,.
Atunci, cum #n|x,, +x,, +...+x,, putem alege ca parte a lui M
care verifica proprietatea cerutd sistemul alcatuit din x,,,x,,,,..., X,.

5. Dacd un determinant de ordin n are n*> —n+2 elemente egale,
atunci determinantul este egal cu 0.

Solutie: Determinantul are in total n* elemente; astfel, n—2 ele-
mente ale sale sunt diferite de valoarea comuni a celor n”> —n+2 ele-
mente egale.

Cele n—2 numere pot fi distribuite pe cel mult »—2 linii sau co-
loane ale determinantului. Obtinem astfel ca, cel putin doua linii sau
coloane ale determinantului sunt identice, deci valoarea sa este egala
cu0.
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6. Fie 9 puncte in interiorul unui patrat de latura 1. Aratati ca
exista trei puncte dintre acestea care sa fie varfurile unui triunghi de

o cel mul 1
arie cel mult —. b C

Solutie: Unind doud cate doud
mijloacele laturilor opuse ale patratului | =7 N

. - . 1 ‘
obtinem patru patrate de latura = P p

Dintre acestea, in cel putin unul vor
exista cel putin trei puncte din cele 9
considerate initial. Notdm acest patrat

cu ABCD iar punctele cu M, N, P. Daca A B
1 Fig. 11.2.1.
M, N si P sunt coliniare, S,,,, =0 <§.

Daca nu, ducem prin cele trei puncte paralele la AD; una dintre ele se
va afla intre celelalte doua. Fie aceasta MM’ , unde M' e (NP).
Construim, ca in figura 11.2.1., PP' L MM' si NN' L MM’ unde
P eMM', N'e MM'. Atunci,
1

Susnie = Sus + Sunr = MM'(NN'+ PP') S%AD-CD :%.

7. Se considerd un cub cu latura 1. Aratati ca ovicum am alege 28

L . < . 3
de puncte interioare, cel putin doud dintre ele au distanta < 5

Solutie: Impartim fiecare muchie a cubului in trei parti egale.
Trasand prin aceste puncte paralele la muchii, obtinem pe fiecare fata
a cubului cate 9 patrate egale. Ducand plane paralele cu fetele cubului
prin punctele de diviziune, am impartit cubul initial in 27 cuburi de la-

tura % fiecare. Aplicand principiul lui Dirichlet, cel putin doud puncte

. — . U B .
din cele initiale se vor afla intr-un cub de latura 3 Distanta dintre
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cele doud puncte nu poate fi mai mare decat lungimea diagonalei
. : 3
acestui cub, deci este < T .
11.3. Principiul includerii si excluderii

Principiul includerii si excluderii:
Se considera » multimi finite 4, 1<i<n. Atunci:

UA

Z|A|— Ylanal+ Y |4ndnal-.+

1<i<j<n I<i<j<k<n

N4 o

Demonstratie: Pentru a arata ca relatia (1) este adevarata pentru
orice n>1 numar natural, aplicdim metoda inductiei matematice dupa
n.

+(_1)n71

Pentru n =1, afirmatia este evident adevaratd. Chiar dacd nu mai
este necesar sa verificam pentru » =2, cum vom folosi explicit for-
mula pentru n =2, s observam cd, in acest caz, numarul elementelor
reuniunii 4, U 4, este egal cu suma cardinalelor celor doud multimi
din care trebuie sa scadem numarul elementelor comune care au fost
numarate de doua ori. Am demonstrat astfel ca:

|4, 0 4,|=|4]|+]4,| |4 N 4,].

Presupunem relatia (1) adevaratd pentru n» multimi finite si aratdm

ca ea ramane adevarata si pentru n +1 astfel de multimi.

Cum Ul A= (0 A[j U A4, ,obtinem:
i=1

i=1
UA[‘ = ‘(UALJ VA, = UAi + An+1| _‘(UA[J NA,.,
i=1 i=1 i=l i=1

|-

n

—Z|A|— Y|4+ =) U 404,

1<i<j<n
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Deoarece:
(404,,)n(4,n4,,)=(4n4,)"4

n+l n+l

(4n4,,)0(404,,)0(4,0A4,)=(40n4,n4)n4

n+l 2 b
U(Az M An+l)

i=1

aplicam pentru calcularea lui formula (1) si rezulta:

(44,

i=1

> ‘147. NA, NA, |+

I<i<j<n

= Z|A7 mAnH -
i=1

n+1
|
i=1

Inlocuind in relatia anterioara, vom obtine:

+(=1""

n+l

U4
i=1

n+l

=Z|4.|— \A mA\+ A (=1)

1<i<j<n+1

n+l ‘

ﬂA

1. Cdte numere naturale nenule, mai mici sau egale cu 1000 sunt
divizibile cu 3, cu 4, sau cu 57
Solutie: Formam multimile:

= {3k |k eN',3k <1000},
= {4k |k € N', 4k <1000},
={5k|k e N",5k <1000}

si trebuie sa determinam |A UBuU C| .

Pentru aceasta, observam mai intai ca:
|4]= [10;)0} 333, |B|= [10400} 250, |C|= [10500} 200,

AnB={12k|keN',12k <1000}, |4 B|= [1020} 83,

ANC={15k|keN",15k <1000} |4 C|= {ogo} 66,
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B C={20k|keN’,20k <1000}, |BmC|={%}=SO,

ANBNC={60k|keN’,60k <1000}, |AmBmC|=[%}:16.
inlocuind aceste rezultate in formula:
|AUBUC|=|4]+|B|+|C|-|AnB|-|BNC|-|ANC|+|4nBNC]|

rezultd: | AU B U C|=600.

2. Fie A si B doud multimi finite cu m, respectiv n elemente unde
m > n . Stabiliti cate functii surjective [ :A— B se pot construi.

Solufie: Fie A={a,,a,,...,a,}, B={b,b,,...,b,} . Stim cd numarul
functiilor f'definite pe multimea A4 cu valori in multimea B este de n"™ .
Notam cu x numarul functiilor care nu sunt surjective; astfel numarul

functiilor surjective va fi egal cu n” —x.
Pentru fiecare 1<i<n, definim multimea:

M, ={f:4—B|b ¢ f(4).

Deci, M =UM . coincide cu multimea functiilor /: 4 — B care

i=1
nu sunt surjective. Pentru 1<i<n, M, este de fapt multimea functii-
lor ce se pot construi din multimea 4 in multimea B\{b,} si astfel,

|M ;| =(n-1)".Lafel, M, "M, este multimea functiilor care se con-

struiesc din 4 in multimea B\{b,,b;} deci, ‘M[ mMj‘ =(n-2)", etc.

Se observa ca ﬂM[ =0.
i=1
Folosind principiul includerii si excluderii, obtinem:

U,
i=1

S ‘DM[ =C'(n=1)"-C>(n=2)" +..+(=1)">C"".

X =

=2|M,.|— Y Moom|+ Y M AM M-

1<i<j<n I<i<j<k<n
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Rezulta ca numarul functiilor surjective este egal cu:
n"=Cl(n=1)"+C(n-2)" —..+(-1)"C"".

3. Fie A o multime finita cu m elemente. Notam cu N, , numarul

relatiilor de echivalenta ce pot fi definite pe multimea A astfel incdt
multimea cdt (a claselor de echivalenta) sa aiba k elemente (k <m ).
Aratati ca:

N :%'[k’"—c,i(k—l)m+C,f(k—2)’"—---+(—1)"'IC£"1]

m,k

si deduceti numarul relatiilor de echivalenta ce se pot defini pe multi-
mea A.

Solutie: Consideram o relatie de echivalentd definitd pe multimea
A pe care o notam cu p iar pentru x € 4, x va reprezenta clasa de

echivalentd corespunzatoare relatiei p. Fie 4, = {)% |xe A} multimea
cat. Atunci functia p: 4—> A4,, p(x) =X este surjectiva.

Reciproc, daca functia f: 4 — B este surjectiva, putem arata usor
ca relatia definitd prin (x,y) € p, < f(x)=f(y) este relatie de echi-
valentd pe A. Mai mult, dacd g: B — C este o functie bijectiva, rela-
tiille p, si p,., coincid pentru ca:

(5, 0) € p,., = g(f(x))=g(f(»))< (tindnd cont ca g este functie
bijectiva) < f(x)=f(y) = (x,y)€p;.

In cazul nostru vom considera B = A4 ,, deci va avea k elemente.
Atunci, pe baza observatiei facute, k! functii surjective din 4 in 4,

vor determina aceeasi relatie de echivalentd pe A. Aplicand rezultatul
obtinut in problema precedenta,

N =%.[km —CHk=1)" + CA(k=2)" ..+ (D' C].

m,k
Numarul relatiilor de echivalenta care pot fi definite pe multimea
Aeste atunciegalcu N, + N, , +..+ N,

m,2 m,m *
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4. Aflati in cdte moduri se pot imparti 5 obiecte distincte la 3
persoane, cu conditia ca fiecare persoand sa primeasca cel putin un
obiect.

Solutie: Fiecare corespondentd construitd intre multimea obiec-
telor si cea a persoanelor care Indeplinesc conditia din enunt este de
fapt o functie surjectivd definitd pe o multime cu 5 elemente si cu
valori Intr-o multime de 3 elemente. Astfel, numarul cerut este numa-
rul de functii surjective ce se pot construi intre cele douad multimi.

Conform exercitiului 2., obtinem 3° - C; -2° + C; =150 moduri.

5. Se considera n puncte in plan care se unesc intre ele prin seg-
mente astfel incdt sa nu existe un triunghi cu varfurile in cele n puncte.
Sa se arate cd in acest caz exista cel putin un punct care este extremi-

n
tatea a cel mult {E} segmente.

Solutie: Fie P multimea formata cu cele n puncte din plan. Pentru
M e P,notam cu 4,, multimea punctelor din P legate de M printr-un

segment.
Prin reducere la absurd, facem presupunerea ca, pentru orice punct

MeP, |AM|2{§}+1.Fie M, eP si Ne 4, . Atunci,

n2|d, 4| =|4,|+|4,]-|4,, mAN\zz[g}uz—\AM] N4yl
Rezulta ca:
|4, mAN‘ZZ[g}LZ—n>2[§}+2—2[%}—2:0,

deci existd cel putin un punct Re 4,, N A, . Am obtinut astfel trei

puncte M, N si R din multimea P care sunt legate intre ele prin seg-
mente, adicd triunghiul M, NR are varfurile in multimea P, fapt ce
contrazice ipoteza. Presupunerea facuta fiind eronata, exista cel putin
. n
un punct M din P pentru care |AM | < {E} .
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6. Fie o o permutare de n elemente. Spunem ca o admite o
coincidentad in i daca o(i)=i. Determinati numarul N de permutari
fara coincidente din S,.

Solutie: Notam cu A, multimea permutarilor de n elemente care
au o coincidenta doar in i. Astfel, |A,.| =(n-1!.

Notam cu S numarul permutarilor cu cel putin o coincidenta, adica:
n
U4
i=1

+(_1)n—l

n

=>4]- > |Al.mA_l.|+ > |A,.mAijk|—...+

i=l1 I<i<j<n I<i<j<k<n

S:

ﬂA,.‘ =C'(n-D)=C*(n-2) ...+ (-1)"'C".
i=1

Pentru a afla numarul permutérilor fara coincidente, din numarul
total de permutari, n!, scaddem numarul S si obtinem:

N=n-C(n-D+C:(n-2)"~..+(-1)"C".
11.4. Probleme de loc geometric

Chiar daca notiunea de loc geometric nu-si mai gaseste locul pe
care 1l meritd in programele scolare, considerdm ca nu putem neglija
acest subiect, unul dintre cele mai frumoase din geometrie. Locurile
geometrice conduc la intelegerea geometriei, la aprofundarea ei, la vi-
zualizarea unor proprietati geometrice referitoare la un punct intr-un
cadru stabilit, dezvolta intuitia si rationamentul.

Locurile geometrice in plan sunt multimi de puncte care indepli-
nesc o anumita conditie geometricd. Vom nota cu L multimea punc-
telor din plan care verifica proprietatea P, iar cu F figura loc geo-
metric. A demonstra ca ,,Locul geometric al punctelor care au propri-
etatea P este figura geometrica F”’ presupune a arata egalitatea celor
doua multimi, L si £, prin dubld incluziune: L c F si F < L. Cu alte
cuvinte, in plan, in afara multimii L, nu mai exista alte puncte care sa
verifice conditia datd si in multimea F care defineste locul geometric
nu se gasesc puncte care sa nu satisfaca conditia P.
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De multe ori, enuntul unei probleme de loc geometric specifica fi-
gura loc geometric, fapt ce simplifica rezolvarea problemei, cum ar fi:
» Sa se arate ca locul geometric al punctelor M din plan care au
puteri egale in raport cu doua cercuri date C,si C, este o dreapta per-

pendiculara pe linia centrelor.
» Bisectoarea interioara a unui unghi este locul geometric al
punctelor din interiorul unghiului, egal departate de laturile unghiului.
in general, problemele de loc geometric nu precizeazi insa figura
loc geometric. In aceasti situatie trebuie cunoscute locuri geometrice
fundamentale, de referinta, cum ar fi:
. mediatoarea, ca loc geometric;
. bisectoarea, ca loc geometric (cele doud sunt primele locuri
geometrice cu care se intalnesc elevii, 1n clasa a VI-a);

o locul geometric al punctelor situate la o anumita distanta de
o dreapta;

o locul geometric al punctelor care impart segmentul (4AM)
intr-un raport constant, unde A este fixat iar M este mobil pe
o dreapta fixata;

e locul geometric al punctelor M pentru care MA*> — MB* =ct ,

cu 4 si B puncte fixe;

. locul geometric al punctelor din care se vede un segment dat

sub un unghi precizat;

. locul geometric al punctelor M pentru care aria triunghiului

ABM este constanta cand A si B sunt fixe, etc.

In rezolvarea unei probleme de loc geometric se porneste cu iden-
tificarea elementelor fixe si a celor mobile ale configuratiei. Atunci
cand acestea sunt clare, se incearca reducerea problemei (prin gasirea
unor proprietati caracteristice ale punctelor locului) la unul din locu-
rile geometrice cunoscute; in final, se stabileste figura loc geometric.

Pentru aceasta, aratam ca:

1) Orice punct al figurii F are proprietatea ceruta P, deci /' < L;

2) Orice punct din plan care are proprietatea P apartine figurii,
adici Lc F.

Daca se demonstreaza doar prima afirmatie, inseamna ca am gasit
o multime de puncte (cele ale figurii F)) care apartin locului geometric,
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fara a putea fi siguri ca acestea sunt singurele care verificd proprieta-
tea mentionata in problema.

Daca se demonstreaza doar a doua afirmatie, vom obtine ca toate
punctele cu proprietatea P apartin figurii, fara a putea preciza dacd nu
exista puncte ale figurii care nu au proprietatea P.

Uneori se pot folosi forme echivalente ale celor doua afirmatii, si
anume:

1") Price punct care nu are proprietatea P, nu apartine figurii F;

2") Orice punct care nu apartine lui ' nu are proprietatea P.

Pentru a determina figura F, mai intdi ne asiguram ca exista cel
putin un punct cu proprietatea P; apoi considerdm un punct oarecare
M din plan care are proprietatea P §i cautam o proprietate echivalenta
lui P care sa stabileasca apartenenta lui M la o figurd F. De cele mai
multe ori vom construi, cu mare precizie, un numar suficient de astfel
de puncte M, pentru a putea ,,intui” care este locul geometric. Daca
demonstram afirmatia 2), deducem cd M se afla pe o anumitd curba;
pentru a arata ca aceasta este locul geometric cautat, demonstram apoi
1)sau 1').

Locul geometric poate fi conceput si cinematic, bazat pe miscare.
Putem considera un punct mobil care pastreaza, pe tot parcursul mig-
carii, proprietatea P generand locul geometric. Astfel, punctul M coin-
cide pe rand cu punctele locului, definit mai Intai static, ca multime de
puncte. In acest caz, putem defini locul geometric ca fiind figura plana
descrisa de punctul mobil M, care satisface o anumitd conditie (pro-
prietate) data.

1. Care este locul geometric al centrului de greutate G al triun-
ghiului ABC cand A si B sunt puncte fixe pe un cerc C(O,r), iar C

este un punct variabil pe acelagsi cerc?
Solutie: Trasand mai multe puncte ale locului geometric, obser-
vam ca punctul G descrie un cerc. Pentru a gasi locul cerut, notdim cu

A, mijlocul laturii AB; fie O, € (04,), cu 4,0, =%A10 .

Atunci, A4GO, ~ AA4CO si GO, =~-CO===ct.

r
3

W | =
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Punctul O, fiind fix, rezulta cd centrul de greutate G se afld pe
1 .
cercul C(OI,ErJ . (Fig. 11.4.1.)

Trebuie remarcat ca triunghiul
ABC nu exista pentru situatiile:
C=4si C=8B.
Deci, din cercul gasit, vom elimi-
na punctele corespunzitoare aces-
tor cazuri. Ele sunt punctele in

1 .
care cercul C(Ol,grj intersec-

teazd segmentul 4B si le notam cu
SsiT.

Folosind notatiile anterioare, am
ardtat pand acum ca:

Lc C[Ol,érj\{S,T} =F.

Pentru a incheia demonstratia, ra-
mane sa aratam cé fiecare punct din F
este centru de greutate al unui triunghi
ABC cu varful C pe cercul mare.

Fie G e C(Ol,%rj\{S,T} ales Fig. 11.4.2.
arbitrar. Pe semidreapta (4,G, consideram punctul C, (figura 11.4.2.)
astfel incat 4,C, =34,G,. Din constructie, 4G _ A0 :l, astfel tri-
AC, 40

unghiurile 4,G,0, si 4,C,O sunt asemenea. De aici, C,O=30,G, =r,
adicd C, € C(O,r).

Cum C 4, este mediand a triunghiului AC\B si 4G, =l, rezultd

11
ca G, este centrul de greutate al triunghiului 4ABC, .
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2. Pe cercul de diametru AB se considera un punct variabil C. Fie
D punctul in care dreapta AC intersecteaza tangenta in B la cerc. Pe
BC, in sensul de la B la C se ia punctul E astfel incat BE = BD gi prin
E se duce paralela la AB care intersecteaza pe AC in F. Sa se deter-
mine locul geometric al punctului F atunci cand C descrie cercul dat.

Solutie: Constructia realizatd in figura 11.4.3. sugereaza faptul ca
punctul F' descrie un semicerc cu centrul in 4 si de raza AB. Sa de-
monstram aceasta afirmatie.

Din ipoteza, triunghiul BED /
este isoscel. Deoarece EF L BD /4 b,
si DC L BE ( m(£ACB)= 90°), B
rezultd cd BF este si ea indltime in  Ea™\ N
acest triunghi, deci BF LED . NN ////
Triunghiurile EBD si FAB au la- G5 \’QE -
turile doud céte doud perpendicu- RS e
lare, de unde obtinem: i ) AN

AEBD ~ AFAB. AN
De aici rezultd ci triunghiul FAB -
este si el isoscel cu AF = AB =ct.

Punctul F este astfel situat pe
cercul cu centrul in 4, de raza AB.
Céand punctul C descrie cercul de
diametru 4B, dreapta AC se rotes-
te cu 180° in jurul lui 4, iar punc-
tul F' descrie semicercul de centru
A siraza AB, delimitat de perpen- -
diculara in 4 la AB. Fig. 11.4.3.

Reciproc, vom considera un
punct £, pe acest semicerc.

1 D,

Notam cu C,, respectiv D, punctele de intersectie ale lui AF] cu cer-
cul de diametru 4B si cu tangenta in B la acest cerc. Paralela prin F
la AB intersecteazd BC, in E,. Vom ardta ca BE, = BD,.

Din AC, L BC, si AB 1 BD, rezulta m(£F,AB)=m(«£E BD,); la fel,
BF, LED, si AF, L E,B implicd m(£AF,B)=m(£BE,D)), deci:

217



AE BD, ~ AF,AB .
Cum triunghiul AF, 4B este isoscel, rezultd AE,BD, isoscel si ast-
fel BE, = BD,.
Ca o observatie, se poate verifica cd in cazul in care consideram

punctul F in celalalt semicerc al cercului cu centrul in 4 si de raza 4B,
punctul £ nu mai se poate construi pe BC, in sensul de la B la C.

3. Cercurile C(O,r) si C(O',r") cu r#r' sunt tangente exterioa-
re in M. Un unghi drept XBMA se roteste in jurul lui M, laturile sale
intdlnind cercurile C(O,r) si C(O',r") in punctele B, respectiv A.

a. Demonstrati ca dreapta BA trece printr-un punct fix.

b. Aflati locul geometric al mijlocului segmentului BA.

Solutie: a. Presupunem r > r'. m(£BMA) =90° implica:

m(LMOB) + m(£LMO'A) = 2m(£BMA) = 180°.

Unghiurile £MOB si £MO'A fiind suplementare, OB || O'A. No-
tam 00" N AB ={P} (Fig. 11.4.4)).

Din asemanarea triunghiurilor
PAO' si PBO, obtinem:

r OP OP r'
Py =

r OP o0 r-r'

! + ’
coplTr
r—r
O' fiind fix, rezultd cd P este Fig. 11.4.4.

si el punct fix.

b. Notam cu N mijlocul segmentului 4B. Realizdnd constructia din
figura 11.4.5., presupunem cé punctul N se afla pe un cerc de diame-
tru OO’ .

Pentru a ardta aceasta, notdm cu N, mijlocul segmentului OO’ .
NN, este atunci linie mijlocie in trapezul 40'OB, de unde :
r+r’

NN, = =r'=ct.
2

Deci, N e C(N,,r").
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Trebuie sa observam in-
sd ca apar doud cazuri
care se dovedesc impo-
sibile: cand B este dia-
metral opus lui M 1in
C(O,r) (atunci A=M)
si cand AM este diame-
tru al cercului C(O',r")

(obtinem B=M ).

Astfel,
NeC(N,r")\{0,0'}.
Reciproc, conside- Fig. 11.4.5.

rim N e C(N,,r")\{0,0'}. Paralela trasatd prin O la NN, intersec-
teaza cercul C(O,r) in B iar paralela din O' la NN, intersecteaza
cercul C(O',r") in 4. Deoarece OB|| 0’4,
180° = m(LMOB) + m(£MO'A) = 2m(£BMA)
si astfel m(£BMA)=90°. In trapezul AO’'OB, NN, este linie mijlocie,
deci BN = NA.
Astfel, locul geometric cautat este cercul N € C(N,,r")\{0,0'}.

4. Fie segmentul [AB] si k #1 un numar real pozitiv. Sa se deter-

mine locul geometric al punctelor M care satisfac relatia:
MA=k-MB.

Solutie: Stim cd pe AB exista doua puncte: C, interior segmentului
[4B] iar celdlalt D, exterior, pentru care se verifica relatia din ipoteza.
Fie Ce(A4B) astfel incat AC=k-CB ca in figura 11.4.6.. Atunci,

1

CB=——AB.
k+1

Pentru D e AB\(A4B), din AD =k BD va rezulta Ez%ﬁ

(in enunt este mentionatd conditia k& # 1, caz banal in care locul geo-
metric este mediatoarea segmentului 4B).
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Punctele C si D sunt fixe. No-
tam cu O mijlocul segmentului CD.
Fie M un punct din plan pentru

MA .
care — =k . Atunci,
MB

MA  AC ; MA  AD

MB CB ' MB BD
Aceste relatii aratd ca MC si MD
sunt bisectoare (prima interioard, a
doua exterioard) ale unghiului
XAMB . Rezulta m(£CMD) = 90°

si astfel M se gaseste pe cercul de
diametru CD (Fig. 11.4.6.).

Fig. 11.4.6.

. . CD) .
Reciproc, consideram acum M € C (O,TJ si vom demonstra ca

MA A ) . .
—=C—=k , adica vom ardta ca MC este bisectoarea interioard a
MB CB

. o .. CA DA
unghiului XAMB . Acest rezultat se obtine din relatiile C= = "5 si

m(£CMD)=90° (de fapt obtinem si MD bisectoare exterioara a lui
XAMB ). Pentru aceasta, trasam BF | MC, BE|MD, E,F c AM.
Aplicand teorema lui Thales, obtinem:
AM _AC_ MA_AC
AF  AB MF CB
AM AD MA AD
e )
AE AB ME BD
Din aceste relatii, ME = MF', deci BM este mediana in triunghiul EBF.
Cum unghiurile £EBF si £CMD au laturile paralele, triunghiul
EBF este dreptunghic in B, deci BM = ME = MF. Inlocuind in (1) si
. M4 AC . MA 4D
(2), rezultd —=—+ §i —=——
MB CB MB BD
interioard a unghiului £AMB .

)

, adica MC este bisectoarea
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Observatie: Cercul obtinut ca loc geometric este des intalnit in ge-
ometria elementara sub numele de cercul lui Appollonius pentru seg-
mentul [AB].

5. Se considerd punctele coliniare A, B si C. Sa se determine locul
geometric al punctelor M care verifica relatia:
MA> + MB> = AB- AC (1).
Solutie: Daca A € (BC), observam ca locul geometric este multi-

mea vida, deoarece AB-AC<O0.

Pentru cazul C = A # B apare aceeasi situatie.

Presupunem C e (4B (Fig. 11.4.7.). Fie O mijlocul segmentului
AB si M un punct care verificd relatia din enuntul problemei. Apli-
cand relatia lui Stewart pentru punctele M, 4, O, B, putem calcula
lungimea medianei MO a triunghiului MAB.

Obtinem: MO’ :1(MA2 +MBZ)—lAB2 L ac-Lup -
2 4 2 4

:%(2%-@) @), M

Astfel, punctul M verifica relatia (1)
daca si numai daca este verificata egali-
tatea (2). Locul geomeric este:

- A o] B C
a) multimea vida, daca 24C < 4B,

b) {0}, dacd 2AC = AB,

c¢) cercul C(O,r), daca 24C > AB Fig. 11.4.7.

cur= % [AB(24C - 4B) .

6. Se considera doua segmente [AB] si [CD]. Sa se afle locul

geometric al punctelor M din plan pentru care triunghiurile MAB si
MCD au aceeasi arie.
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Solutie: Conditia impusa in enunt, S,,,., =S,,cp €ste echivalentd
d(M,AB) CD
d(M,CD) 4B

al punctelor din plan cu proprietatea ca raportul distantelor la doua
drepte fixate este constant.

In cazul in care drepte AB si CD

=k . Deci, locul geometric descris de M este cel

sunt paralele, aflate la distanta 4 una RS
de cealaltd, notdim cu A si h, distan- Af \_\E\‘\\\:, B
tele de la M la dreptele 4B, respectiv \ \Y:// iVt
CD (Fig. 11.4.8.). LN

Pentru k=1 (h =h,, locul geo- c D
metric este o dreapta paraleld cu 4B, Fig. 11.4.8.
aflata la distantd egala fatd de cele do-
ua drepte).

Presupunem acum k #1. Daca h +h, =h (M este situat in plan,

intre dreptele 4B si CD), conditia ﬂ= k devine A :Lh =ct iar
h, k+1
pentru |h1 —h2| =h (M este situat in afara benzii determinate de AB si

CD), obtinem 4, = | |h ct. Astfel, locul geometric este reuniunea

a doua drepte paralele cu 4B, separate de 4B sau CD dupa cum k <1
(cazul corespunzator figurii) sau £ >1.

Presupunem acum ABNCD={0}. Fie E€ AB, F € CD astfel
incat OE = AB si OF =CD: H € AB\[OE si R e CD\[OF.
Daca M e Int(XEOF) U Int(£XHOR), conditia:

Samor = Samas = Savep = Savor
este echivalentd cu EE'= FF' unde EE' si FF' sunt indltimi in cele
doua triunghiuri (Fig. 11.4.9.). Fie G mijlocul lui EF iar GG’ si GG"
perpendicularele din G pe OE, respectiv OF. Din AOEE' ~ AOGG' si

AOGG" ~ AOFF' rezulta %z EE' OF _FF

0G GG’ 0G GG
222



Astfel,

OE -GG'=O0F -GG"
ceea ce precizeaza cd punc-
tul G apartine locului geo-
metric cautat.

In acelasi mod se aratd
cd orice punct aflat pe OG
verificd conditia impusa
(daca M =0, cele doud arii
sunt egale cu zero).

Presupunem acum ca M e Int(£EOR) U Int(£HOF’). Prin O tra-

sam dreapta d, paralela cu EF. Cu E"si F" notam picioarele perpen-
dicularelor duse din £ si F pe d. Pentru orice punct N €d , obtinem ca

N are proprietatea ceruta: S, :%ON-EE” :%ON-FF” =S o -

Fig. 11.4.9.

Astfel, locul geometric cautat este dat de dreptele d si OG.
Observatie: Dacd AB = CD, in cazul in care dreptele sunt concu-
rente, (OG este bisectoarea interioard iar d cea exterioara unghiului

LEOF .

7. Se considera patrulaterul convex ABCD. Sa se afle locul geo-
metric al punctelor M € Int(ABCD) pentru care:

Syep = Svpap -

Solutie: Fie E mijlocul diagonalei AC (Fig. 11.4.10.).
Din AE = EC rezulta:

Saase =Sasce $U Saszp = Sazen s
deci S;;,, =S:5cp- Am obtinut astfel
ca punctul £ apartine locului geome-
tric.

Consideram acum un punct M cu
proprietatea cd S, =S,z -

Din relatiile: S,,.p =Suspc =Sy 81 B C
Svsan = Sauzp T Sapoys - Obtinem: Fig. 11.4.10.

MBAD AABD
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1

SABDM = _(SABDC - SAABD )

2
Deoarece S,;,, =S:3cp, printr-un calcul analog, avem S, ., =S,,p-
Astfel, un punct M din interiorul patrulaterului apartine locului
geometric dacd si numai dacd S,,;, =S,,-
Cele doua triunghiuri au aceeasi baza, [ BD] deci, inaltimile din M,
respectiv £ sunt congruente. Punctul £ fiind fix, M apartine locului
geometric al punctelor aflate la aceeasi distanta de [BD] ca si punctul

E.
In concluzie, locul geometric este segmentul obtinut prin inter-

sectia dintre dreapta ce trece prin E, paraleld cu BD si interiorul pa-
trulaterului ABCD.

8. Fie AA,...A, un poligon convex cu n laturi, n>3. Pe laturile
AA,, A4,,... A A seconsidera segmentele B,C,, B,C,, ..., B C,.
Sa se determine locul geometric al punctelor interioare M ale acestui
poligon pentru care S, + Sy, Tt S e =Ct.

Solutie: Presupunem ca, pentru fiecare n, datele problemei sunt
alese in asa fel Incat locul geometric pe care trebuie sd-1 determinam
este o multime nevida.

Studiem mai intai cazul n =3 (Fig. 11.4.11.).

Pe laturile 4,4, si 4,4, ale triunghiului 4 4,4, consideram seg-
mentele 4,0 si 4,P astfel incat: 4,P=B,C,, 4,0=B,C,.

Fie M, un punct al locului geometric din interiorul lui 4 A4,PQ
(In caz contrar, rationamentul este analog) pentru care:

SAMOBIC] + SAMUBZCZ + SAMUB3C3 = SAMOBIC] + SAMOA3P + SAM0A3Q =
= Samac, T Sam,ro T Sagro =Ct-

Observam ca locul geometric cautat este determinat de conditia:

SAMBICI + SAMPQ = SAMOBICI + SAMOPQ‘

Daca dreptele 4,4, si PO sunt paralele, locul geometric este un

segment al dreptei ce trece prin M, si este paraleld cu acestea.
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Presupunem acum cd
dreptele 4,4, si PO se in-
tersecteaza. Vom nota cu N

punctul de concurenta al ce-
lor doua drepte. Pe laturile

unghiului £4,NP alegem
punctele R si S astfel incat:

NR=PQ, NS=BC,.
Atunci,

Fig.11.4.11.

SAMoqu + SAMOPQ = SAMONS +
+SAMONR = SAMORS +S,ves $1, In mod analog,

SAMBICI + SAMPQ =Sums + SANRS :

Astfel, locul geometric este multimea punctelor M aflate in inte-
riorul triunghiului pentru care Sy, ,5 = Sy, zs- Rezultd ca locul geome-
tric este segmentul dreptei ce trece prin M|, si este paraleld cu RS,
aflat in interiorul triunghiului 4,4, 4.

Vom demonstra folosind inductia matematicé cd locul geometric
cerut este un segment de dreapta ce trece prin punctul M .

Presupunem ca, pentru un poligon cu # laturi (n>3), locul geo-
metric cdutat este un segment de dreapta care trece prin M, .

Fie poligonul 4 4,..4 A, cun+1

n*n+l

laturi. Notam B,C,, B,C,, .., B C

n+l"n+l

A

segmentele considerate pe laturile poli-
gonului §i cu M, un punct in interiorul /
poligonului care verifica relatia.
Pe laturile unghiului X4 4, A4

n+1“"n2
nind de la varful 4

n+l 2

mentele: ’ Fig.11.4.12.
A PZB,,C,, S1 A,,HQ:B Cn+1'

n+l
Atunci:

por-

construim seg-

n+l

SAMBHCH + SAMBVI+1CVI+1 = SAMA P + SAMAVHIQ = SAAnHPQ + SAMPQ :

n+l
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Obtinem ca punctele M ale locului geometric verifica relatia:
S +..+S +S =S +8 +

AMB,C; + SAMBZCZ AMB, G, AMPQ AM,B,Cy AM,B,C,
Foot SAMan—lcn—l + SAMOPQ'
Tinand cont de ipoteza de inductie, locul geometric este un seg-

ment de dreapta ce trece prin M.

9. Fie cercul C(O,r), coarda fixa BC si punctul A, mobil pe cerc.
Bisectoarele unghiurilor £B si £C ale triunghiului ABC intersec-
teaza cercul in B' §i C'. Determinati locul geometric al mijlocului
coardei B'C'.

Solutie: Fie BC =1[. Deoarece coarda BC este fixa, lungimea arcu-
lui BC este constanta.

Consideram ca punctul 4 se misca pe ar-
cul mare de cerc BC (Fig. 11.4.13.).

Din ipoteza, BB' si CC' sunt bisectoa-
re si astfel:

(€)= n(E). {5} 73).

Deci, m(@)z%m(ﬁé)zct si coarda

B'C' are astfel marime constanta.

Determinarea locului geometric al Iui M Fig. 11.4.13.
se reduce astfel la a determina locul geometric al mijlocului coardei
B'C" de lungime constanta care se misca pe cerc.

Fie M piciorul perpendicularei coborate din O pe B'C’. Obtinem
OM =+r* —a* =b (am notat B'C’ =2a). Deci M se afli pe un cerc
C(0,b), concentric cu cel dat. Astfel, M apartine locului geometric
cerut daca si numai dacd OM =b (afirmatia reciproca se demonstrea-
73 usor).

Fie D mijlocul arcului BAC. Atunci,

m(BC'D)zm(B;IE') =%m(§£‘) =ct
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si astfel, BD=DC = B'C'=2a. Notam cu E si F mijloacele coardelor
BD, respectiv CD. Rezulta ca E,F € C(O,b).

Trebuie eliminate cazurile in care A=B si 4A=C. Dacda A=8B,
atunci B'=D si C'=B; astfel, B'C'=BD. Analog, pentru 4=C,
obtinem B'C’'= DC. Rezulta ca M parcurge arcul de cerc al cercului
C(0,b) cuprins intre E si F.

Cand A parcurge arcul mic de cerc BC
(Fig. 11.4.14.), demonstratia este asemana-
toare. Notam cu D' mijlocul arcului mic
BC (D' este diametral opus lui D). Atunci,

OM =OE'=OF' =b,
unde E', F' sunt mijloacele coardelor BD',

respectiv CD', b =r’ —a,> (B'C'=2a,).
Rezulta cd M apartine arcului de cerc al Fig. 11.4.14.
cercului C(O,b,) cuprins intre £’ si F'.
Astfel, locul geometric cerut este reuniunea celor doud arce de cerc
EF si EF.
Acestea doui se vor afla pe acelasi cerc dacd b=, . In acest caz,
BC este diametru 1n cercul initial.

Pentru determinarea locurilor geometrice, putem face apel si la
cunostinte de geometrie vectoriala.

10. Se considera punctele fixe A si B. Fie numerele reale a, [,
cua+f#0, a#0 si k (k>0). Sa se determine locul geometric al

punctelor M astfel incat aMA® + BMB* =k .
Solutie: Consideram C € AB care imparte segmentul [ AB] in ra-
portal 22 =2 . Atunci, din 3C =3+ 4C 5i 3C =B - CB
a
rezulta: MC = M Ridicand scalar la patrat se obtine:
+n
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MA* + n*MB? + 2nMA - MB
(1+n)’ '
Din MA+ AB+BM =0 obtinem 2MA - MB = MA? + MB* — AB?
si relatia (1) devine:
_ MA*+nMB*  nAB* aMA’+ pMB®*  afAB’
T 1+n (+n)  a+Bf  (a+p)’
k ofAB*
arf @i py

Astfel, M apartine locului geometric cerut daca si numai daca ve-
rifica ultima relatie, adica:

MC?* = (1

MC?

Tinand cont si de relatia din ipotezi, MC* =

Pentru & < a—’BABZ , locul geometric este multimea vida;
a+pf

Pentru &k = ﬂABZ , locul geometric este {C};
a+p

Pentru & > Ol—ﬂﬂAB2 , locul geometric este un cerc de centru C si
o+

raza k - of > AB* .
a+p (a+p)

Daca dorim sa determinam locul geometric al punctului M(x,y) pe
cale analitica, trebuie sa gasim relatia de legaturd intre coordonatele x
si v, adica ecuatia locului.

Pentru a putea stabili anumite reguli de determinare a locului ge-
ometric, vom clasifica locurile geometrice in functie de conditia impu-
sd punctului variabil in:

Locuri geometrice rezultate din relatii geometrice, caz in care re-
latia geometricd data este transformata intr-o relatie analitica ce stabi-
leste legatura dintre coordonatele x si y.

Locuri geometrice rezultate din intersectii, situatie in care punctul
mobil este mereu punctul de intersectie al curbelor variabile, a caror
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pozitie depinde de un parametru real; ecuatiile curbelor vor fi de for-
ma f(x,y,m)=0, g(x,y,m)=0, cu m parametru real. Rezolvand sis-
temul format din cele doud ecuatii obtinem x si y functii de m:
x=@(m), y=y(m).
Astfel, pentru fiecare valoare atribuitd parametrului m obtinem un
punct in plan. Atunci cand m variaza continuu, punctul M (x,y) des-

crie o curbd care este locul geometric cdutat. Ecuatia carteziana a
acesteia se obtine eliminand parametrul m dintre cele doud ecuatii pa-
rametrice. Dacd ecuatia este de gradul I, locul este o dreaptd; daca
ecuatia este de gradul al Il-lea, locul este o conica; dacd gradul
ecuatiei este mai mare, reprezentarea grafica se face folosind metodele
analizei matematice. Uneori locul geometric este limitat, obtinand por-
tiuni ale unei curbe.

Daca in problemd apar mai multi parametri (doi, de exemplu),
atunci acestia trebuie sd fie legati printr-o relatie prezentd in enunt.
Eliminarea parametrilor se face folosind cele trei ecuatii.

Mai rar se pot intalni situatii in care cei doi parametri sa nu fie le-
gati intre ei printr-o relatie si to-
tusi s existe un loc geometric. In
acest caz, odatd cu eliminarea u- B(0,2)
nui parametru, se elimina automat
si al doilea.

y

- M(x.y)

11. Sa se gaseasca locul (C(a 0O Aa,0) X
geometric al punctelor din plan
care au suma distantelor fata de
doua drepte perpendiculare con- D(0.-a)
stantd, egald cu a.

Solutie: Alegem reperul carte-
zian ca in figura 11.4.15. Relatia geometrica se scrie atunci sub forma

|x|+| y| =a si reprezintd patratul ABCD; se observa usor ca daca M

Fig. 11.4.15.

apartine locului, atunci simetricele fata de Ox, Oy, si origine apartin de
asemenea locului.
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12. Sa se determine locul geometric al punctelor M din plan care
verifica relatia:
MB* + MC? =2MA?,
unde A, B, C, sunt trei puncte din plan.
Solutie: Daca alegem reperul cartezian ca in figura 11.4.16., rela-
tia geometrica se transforma analitic in:

(x—a)2 +y° +(x+a)2 +y° =2[(x—x1)2 +(y—y1)2}
Obtinem astfel, 2x,x+2y,y=x"+y, —a’; deci locul geometric
este o dreapta.
Daca A, B, C sunt coliniare,
atunci 4€Ox si y, =0 (vom presu- b
pune 4= O, altfel A=B=C).

Locul geometric va fi o dreapta
perpendiculara pe AB de ecuatie:

X —a C(-a,0) [¢) B(a,0) *
2x, '

Daca punctele nu sunt coliniare,

(A ¢Ox), tinand cont de coeficien-

Fig. 11.4.16.

tul unghiular al dreptei loc geometric, —ﬁ, obtinem ca locul geome-
N
tric este o dreapta perpendiculara pe mediana OA a triunghiului ABC.
In acest caz, putem evidentia cateva cazuri particulare.
Daca triunghiul ABC este isoscel ( AB=AC ), atunci 4Oy si

2 2

1

x, =0. Ecuatia locului devine y = , 0 dreapta paralela la Ox.

34l
Dacd OA=a (triunghiul este dreptunghic), atunci x,” +y> =a’
si ecuatia locului devine 2x,x+2y,y =0, adicd perpendiculara pe O4
care trece prin origine.
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13. Pe laturile unui unghi drept xOy se considera punctele A pe
Ox si B pe Oy, apoi punctele variabile M € Ox, N € Oy care verifica

. OM ON
rela,tla —t ===
OA OB
Determinati locul geometric al punctului J € AN N BM.

Solutie: Fie punctele A(a,0), B(0,b), M(x,0), N(O,p). Relatia
B

: . a . . ..
dintre parametrii este —+ 5 =2 iar dreptele din enunt au ecuatiile:
a

AN): 2+ —1=0, (BM): Z+2L-1=0.
a p a b

bx LW,
a(b-y) bla—x)

Eliminand cei doi parametri « si f obtinem

Efectuand calculele, rezulta ecuatia:
b*x* +2abxy +a’y* —3ab(bx + ay) + 2a°b*> = 0. (D
Daca N =B, deci f=»b, din relatia de legatura rezultd o =a, de
unde M = A4. Atunci, dreptele AN si BM coincid; punctele dreptei AB
sunt puncte comune, deci AB trebuie sa apara ca loc geometric rezul-

tat din nedeterminare (a punctului de intersectie). Astfel, ecuatia de
gradul al doilea se descompune. Observam ca (1) se poate scrie:

(bx +ay)* —3ab(bx + ay) +2a°b*> =0
care, rezolvata in raport cu z = bx +ay, conduce la:

X oy .o XY
d);—+—-1=0si (d):=+=-1=0.
@) 2a 2b st (d) a b

Dreapta d' este de fapt dreapta AB iar d este veritabilul loc geo-
metric (este paralela cu 4B).

14. Se considerd dreptele fixe (d):y=1, (d"):y=2 si dreapta

mobild (d,):y= , meR\{kz|keZ}. Notam {4,}=dd,,

sinm
{Bm} =d'nd,. Sa se afle locul geometric al mijlocului segmentului

[4,B,]-
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Solutie: Pentru m € R\ {kﬂ|k € Z} , 0< |sin m| <1. Astfel, pozitiile
limita ale dreptei d, sunt cele doud bisectoare, y=xsi y=—x.
Cum 4, (sinm,l)si B, (2sinm,2), mijlocul segmentului [AmBm]

este punctul M (381;’" ,%}, unde

R\{krlkeZs;. Z
el ek <) U

<

Obtinem: F
3 3 3 D C

X, € —=,0 U] 0,=|,y, =—. n y=1
” [ 2 j ( 2} ! .
Locul geometric al punctului M 0
este segmentul [ DC]\{F} unde: dn

p[-23)sic[23 Fig. 11.4.17.

22 22

. . : : 3 .
sunt punctele de intersectie ale dreptei de ecuatie y :E cu cele doua

. : 3 . : :
bisectoare iar F' (O,Ej punctul de intersectie al acesteia cu Oy.

x> cosa—2x+cosa

15. Fie C curba de ecuatie y = , Cu a para-

x* —2xcosa+1
metru real, a e (0,72').
a) Curba C intersecteaza axa Oy in punctul B. Prin acest punct se

duce o secanta s de coeficient unghiular m, care taie curba C in punc-
tele P si Q. Cdand m variaza, aflati locul geometric al mijlocului I al
segmentului [PQ] si al conjugatului armonic R al lui B in raport cu P
si 0.

b) Se construieste tangenta d la curba C in B. Determinati locul
geometric al punctului M de intersectie al lui d cu curba C atunci
cdnd a variazad.
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c) Aflati locul geometric L al punctelor din plan prin care trece o
singura dreapta d (sau doua drepte confundate).
Aratati ca orice dreaptd d este tangenta la curba L.

Solutie: a) Obtinem B(0,cosa) si (s):y =mx+cosa.
Determinarea coordonatelor punctelor de intersectie ale curbei C cu
dreapta s se obtin rezolvand ecuatia:

x’cosa—2x+cosa

mx +cosa=—;
x“—2xcosa+1

sau, echivalent, x(mx2 —2mxcosa+m+2sin’ a) =0.

Pentru x =0 se obtine punctul B. Rdméne sa rezolvam ecuatia de
gradul al II-lea:

mx® —2mxcosa+m+2sina=0 (1)
al carei discriminant este A'=—m(m+2)sin’ a. Pentru ca s sa inter-

secteze curba in P si O, este necesar si suficient ca m € (—2,0).
Daca m =-2, s atinge curba in /, (cos a,—cosa) .

x*cosa—2x+cosa

Pentru m =0, cum lim >
xoko  x® —2xcosa+1

vine asimptota orizontald (acum dreapta s are ecuatia y =cosa ).

=cosa, dreapta s de-

Fie x, si x, radacinile ecuatiei (1). Coordonatele punctului / sunt

date de relatiile:

Xp +X
x, =——*%=cosa, y, =mx, +cosa=(m+1)cosa.
2

Pentru cd x, nu depinde de m, atunci / se afld pe dreapta de ecuatie
(d,):x=cosa. Deoarece m € (-2,0), obtinem y, (—|cos a|,|cos a|) )
Astfel, locul geometric al punctului / este segmentul /,/, de pe

dreapta d, determinat de 7, (cosa,—cosa) si 1,(cosa,cosa).

Din conditia de alegere a lui R, g = —2, rezulta relatiile:
RQ
2(xRxB+xPxQ)=(xR +xB)(xP+xQ) 2)
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z(yRyB+yPyQ)=(yR+yB)(yP+yQ)' (3)

. Xp + X, Xp + X,
(2) devine: xpx, +x,x, =X, 5 +x, . Deoarece x,
s1 x, sunt radacinile ecuatiei (1), obtinem:
Xp + X, m+2sin’ a
L2 _x =cosa, xpx,=————. (4)
2 ! rre m
c a2
. m+2sin” a R .
Din (2), x, =—————— (suntem in cazul m € (-2,0) iar pentru
mcosa

cosa =0 problema isi pierde semnificatia deoarece B este acum mij-
locul segmentului PQ si nu 1l mai putem determina pe R).
Analog, inlocuind in (3):
Yp=mx,+cosa , y,=mx,+cosa, y, =cosa

si, tinand cont de relatiile (4), rezulta ca:
_m+l+sin’a

Yr= .
cosa

Eliminand pe m intre x, $1 y,, gasim curba suport fixa a locului
geometric descris de R:
(1+sin” a)x —cosa
(H):y= >
xcosa—1
care reprezinta o hiperbola echilatera ce trece prin punctele B si 1, .

Deoarece m € (-2,0), obtinem intervalele de variatie pentru x, si

o . 1+sin’a
Vi (de exemplu, y, variaza intre —cosa si ——).
cosa

In concluzie, locul geometric al punctului R este o parte a curbei
(H) care depinde si de semnul lui cosa.

b) Coeficientul unghiular al tangentei d este y'(0)=-2sin’a iar
ecuatia dreptei este (d): y =—2xsin’ a +cosa. Abscisele punctelor de
intersectie ale dreptei d cu C sunt radacinile ecuatiei:
x*cosa—2x+cosa

—2xsin’a+cosa = >
x“—2xcosa+1
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care este echivalentd cu —2x”sin” a(x —2cosa) = 0.
Radacina dubla x=0 corespunde abscisei punctului B. Rezulta
x,, =2cosa s§i y,, =(4cos’ a—3)cosa. Eliminand parametrul a, obti-

. . 1
nem ecuatia curbei: y,, = EXM (x,,” =3).

Deoarece —1<cosa <1, locul geometric al punctului M va fi por-
tiunea curbei precedente cuprinsa intre paralelele x =-2 si x=2.
c¢) Fie M,(x,,y,) un punct oarecare din plan. O dreaptd d trece

prin punctul M daca si numai dacd putem determina a (sau cosa)
din relatia y, =—2x,sin* @ + cosa, sau din ecuatia echivalenta:
2
2x,cos”a+cosa—y,—2x,=0. &)
Daca aceasta ecuatie are doud radacini reale distincte in intervalul
(=1,1), prin M|, trec doud drepte distincte d. In cazul in care ecuatia

are o radacina dubla sau o singura radacind (x, =0 ) In acelasi interval,
(=1,1), prin M, nu poate trece nicio dreaptd d.

Daca x, =0, cosa=y,. Din ae(0,7), cosae(-11).

Astfel, dreapta ce trece prin M (0,y,) cu y, €(=1,1), are ecuatia
y=cosa.

Pentru ca prin M (cu x, #0) sa treacd o singura dreapta d, ecu-
atia (5) trebuie sd aiba o radacina dubla 1n intervalul (—1,1), adica sa se
verifice conditiile:

A=1+8x,(2x,+y,)=0

—1<L<1.
4x,

Astfel, M se afla pe arcele hiperbolei (L):y = —[2x+8ij situ-
X
. . . I . 1
ate in afara benzii formata din dreptele x = 2 sl x= 7
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Pentru a arata ca orice dreptd d este tangenta la curba L, determi-
nam punctele de intersectie ale curbei L cu dreapta d , adica rezolvam

. . 1
ecuatia: —2xsin’ a +cosa = —(Zx too )
X

Rezultd (4xcosa+1)*> =0, deci x=-— , |x| >l, este rada-
4cosa 4

cina dubla. Astfel, dreapta d este tangenta la curba L in punctul de
1 1+cos’a j

contact | — R
4cosa 2cosa

11.5. Constructii geometrice

Acest subcapitol va prezenta 1n detaliu anumite constructii sau
proprietati deosebite ale acestora (de exemplu: sectiunea de aur, poli-
goanele regulate).

In antichitate, geometria era o manifestare generala de culturd, un
fel de a gandi, facand parte integrantd din filozofie (Pitagora, Demo-
crit, Platon, Aristotel au fost nu numai geometri, ci si unii dintre cei
mai mari ganditori ai timpului lor).

Euclid, in lucrarea sa ,,Elemente”, prezinta in mod concis §i meto-
dic o sinteza a cunostintelor de geometrie si de aritmetica cunoscute
anterior lui. Aritmetica este inclusa si ea In aceasta carte deoarece, in
acea perioada, aceasta era subordonatd geometriei, numerele fiind re-
zultatul unor masuratori. Astfel, fractiile erau considerate rapoarte ale
lungimilor unor segmente; numerele irationale rezultau din masurarea
ipotenuzei unui triunghi dreptunghic ale carui catete aveau lungimile
numere naturale.

Grecii antici aveau o tehnica de calcul relativ slab dezvoltata; din
acest motiv ei cautau sd rezolve principalele probleme matematice
prin constructii geometrice cu rigla si compasul.

De exemplu, pentru extragerea radacinii patrate dintr-un numar a
ei construiau media proportionald a doud segmente: unul de lungime 1
si celdlalt de lungime a. Pentru aceasta, se trasau pe o dreapta seg-
mentele AB =a si BC =1. Perpendiculara ridicata din B pe AC inter-
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secteaza semicercul de diametru AC in D. In acest fel, BD este inal-
time 1n triunghiul dreptunghic ACD (cu unghiul drept in D). Folosind
teorema naltimii, obtinem BD = Ja.

Conform sistemului axiomatic al lui Euclid, se puteau realiza:

1. trasarea unei drepte prin doua puncte arbitrare date;

2. descrierea cercurilor cu centrele in anumite puncte si de raze
considerate distante intre doud puncte arbitrare date.

Cerinta ca o anumita constructie sa se faca doar cu rigla si com-
pasul deriva astfel din insasi sistemul axiomatic al lui Euclid, fiind o
problemd a constructiei intregii geometrii plane si nu una privind
exactitatea unei anumite constructii (de multe ori, se poate obtine o
constructie mai precisa aplicand alte metode). De asemenea, In pro-
blemele de constructii geometrice, trebuie sa se tind cont de spatiul
avut la dispozitie §i sd se evite constructiile care conduc la erori mari
(de exemplu: trasarea unei drepte ce trece prin doud puncte mult prea
apropiate, determinarea punctului de intersectie a doud drepte concu-
rente care fac intre ele un unghi foarte mic).

Nu au putut fi insa astfel rezolvate trei probleme devenite celebre:

1. Cuadratura cercului — gasirea unui patrat de arie egala cu cea
a unui cerc dat. Egiptenii si babilonienii cautau valoarea numerica a
raportului dintre aria cercului si aria patratului nscris sau circumscris.
Cu toate ca au obtinut aproximatii considerate la acel moment bune, ei
nu au incercat sd evalueze exact acest raport. Reluatd de greci, pro-
blema revine la constructia unui patrat echivalent cu un cerc dat, deci
la rezolvarea ecuatiei x* =7r°. Dacd am sti sd construim Jr , sau
chiar pe 7z, am putea construi patratul. Problema nu a fost rezolvata
decat atunci cand Lindemann a aratat ca 77 este numadr transcendent,
ceea ce a dovedit imposibila constructia folosind rigla si compasul.

2. Dublarea cubului - constructia unui cub al carui volum sa fie
dublul volumului unui cub considerat initial. Dupa relatarea lui Erato-
stene, aceasta problema a fost pusa de catre oracolul de la Delos care a
cerut locuitorilor orasului sa-i dubleze un altar cubic. Din acest motiv,
problema mai este intalnitd si sub numele de problema deliaca. Ea re-
vine la a construi cu rigla si compasul pe P2 , ceea ce s-a dovedit mai
tarziu imposibil.
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3. Trisectiunea unghiului - Tmpartirea unui unghi n trei parti e-
gale folosind rigla si compasul, fapt care nu este intotdeauna posibil.

Aceste probleme, ca si constructia poligoanelor regulate, au fost
studiate intens de catre matematicienii Evului Mediu si ai Renasterii.
Cercetarile moderne au aratat ca ele nu puteau fi rezolvate in sensul
lui Euclid. Acum, folosind rezultatele oferite de algebra superioara,
fundamentate de teoria lui Galois, se poate raspunde complet la intre-
barea daca o constructie geometricd poate fi realizatd cu rigla si com-
pasul.

Elementele cunoscute (date) cat si cele care se cer determinate
intr-o problema de constructie cu rigla si compasul pot fi: puncte,
drepte, cercuri, unghiuri, fiecare intr-un numar finit. Elementele date
sunt determinate doar prin puncte. Astfel, o dreaptd este determinata
de doua puncte distincte ale sale; unghiul prin trei puncte: varful si do-
ud puncte aflate pe laturi, egal departate de varf; cercul prin centru si
un punct de pe frontiera sa.

Daca notdm cu S, ={R,P,,...,P} o multime de puncte din plan,
putem obtine recursiv noi multimi de puncte S,, k=1, prin proce-
deul urmator: S, este multimea de puncte din plan care se obtine reu-
nind la S, punctele ce se obtin prin intersectii:

e de drepte determinate de doud puncte din S, ;

e dintre o dreaptd determinatd de doud puncte din S, si un cerc
care are centrul un punct din S, si raza egald cu lungimea unui seg-
ment determinat de doud puncte din S, ;

e de cercuri cu centrele din S, si raze egale cu lungimile unor
segmente determinate de puncte din S, .

Notam:

C(R,P,,...R)=|S,.

k=1
Daca PeC(R,P,....,P), vom spune cd el se obfine cu rigla si

compasul din punctele B, P, ..., P,.

n
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Pentru a rezolva o problema de constructie cu rigla si compasul
trebuie parcurse in general urmatoarele etape care, de cele mai multe
ori, se intrepatrund reciproc:

1. Analiza. Se presupune in general problema rezolvata si, prin
constructii ajutatoare, se stabilesc anumite proprietati ale figurii ce tre-
buie obtinuta.

2. Constructia sau sinteza stabileste modul in care utilizdm in-
strumentele pentru a putea construi figura cerutd, folosind proprieta-
tile aflate anterior.

3. Demonstrarea. Toate constructiile facute trebuie justificate
(nu se reduce totul doar la realizarea unui desen), aratand ca elemente-
le obtinute satisfac proprietatile enuntate.

4. Discutia. Se pun in evidentd conditii asupra datelor problemei
pentru ca sa existe solutii si se estimeaza numarul acestora. Se pot rea-
liza analogii, generalizari ale problemei.

11.5.1. Constructii geometrice fundamentale

incepénd cu clasa a VI-a, elevii sunt familiarizati cu modul de
constructie a mediatoarei unui segment, a bisectoarei unui unghi, al
unui triunghi cand se cunosc anumite elemente ale sale, etc. In conti-
nuare vom mentiona alte astfel de constructii uzuale.

Pentru constructia unui unghi, atunci cand se cunoaste mdsura
sa 1n grade, folosim deseori la clasé raportorul, chiar dacé el nu este
un instrument acceptat In constructiile de care discutam. La fel, cu aju-
torul echerelor se pot construi unghiuri de masura particulara unele di-
rect (30°, 45°, 60°, 90°), iar altele prin suprapunere (75°, 15°, 105°).

Dacéa masura unghiului In grade nu este cunoscutd, pentru a con-
strui un unghi congruent cu un unghi £xOy dat in punctul O" al unei
drepte orientate d, folosim rigla si compasul.

Pentru aceasta, se traseaza mai Intai un arc de cerc cu centrul in O
care taie laturile unghiului £xOy in punctele 4 si B (Fig. 11.5.1.).

Cu aceeasi deschidere in compas, se traseazd un arc de cerc cu
centrul in O’ care va intersecta dreapta d in A'.
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Arcul de cerc cu centrul in A’ si raza AB va taia cercul trasat an-
terior in punctul B’, unic determinat, dacad tinem cont de orientarea

planului (altfel, se obtin doud puncte in semiplanele determinate de

dreapt.a d). _ y
Din constructie, deoarece
punctul B’ se afla la intersectia B B

celor doua cercuri, O'B'=0B =

—0A=0A', AB=AB. Astfel, 5 s~  x 0 A 4

AOAB =AO'A'B', deci:
XB'O'A'= XBOA.

Fig 115.1.

intre cazurile de constructie ale unui triunghi si cazurile de con-
gruenta ale acestora exista o stransa legatura: n general, se poate con-
strui un singur triunghi cand se dau trei elemente al sale, corespunzand
unuia din cazurile de congruenta.

Sa presupunem insd ca dorim sa
construim un triunghi ABC cunoscénd:
a=3 cm, ¢c=5cmsi m(£4)=20°.
Trasam segmentul 4B =c si in 4 se
construieste un unghi cu masura de Fig. 11.5.2.
20° (Fig. 11.5.2.). Din B se traseaza
apoi un arc de cerc de raza egald cu a. Fie BD iniltimea dusa din B.
Cum BD =csin20°~1,71cm< a, cercul intersecteaza cealaltd latura

a unghiului 4 in doud puncte, C si C'. Se observa ca, in acest caz,
constructia nu este unica, ambele triunghiuri ABC si ABC' satisfacand
conditiile initiale.

Daca se alege 1nsa m(xA)=80°, cercul cu centrul In B si de raza
a nu intersecteaza cealalta latura a unghiului 4 si deci, nu exista niciun
triunghi care sa satisfaca conditia din enunt ( BD = 4,92 > a).

Putem generaliza acest exemplu la urmatoarea problema:

Sa se construiasca un triunghi cand se cunosc: BC=a, AB=c si
m(£A)=«.
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Pentru constructie, pornim cu segmentul AB =c. Apoi, construim
semidreapta [4X astfel Incat m(£XAB) =« si cercul C(B,a). Pentru
a realiza constructia triunghiului, trebuie sa stabilim cand [A4X inter-
secteaza cercul si cate puncte de intersectie exista.

1. Daca «a>90° (Fig. 11.5.3.)
tinand cont ca, Intr-un triunghi, la la-
tura mai mare se opune unghiul mai
mare, [ AX intersecteaza cercul intr-un
singur punct daca si numai dacad a > c.

2. Pentru a<90° (Fig. 11.5.4.)
construim perpendiculara BD pe AX.
Obtinem ca BD=csina, deci seg-
mentul [BD] este determinat de datele
din ipoteza. Comparand distanta de la
punctul B la dreapta AX cu raza cer-

- Dacd a < BD, cercul C(B,a) nu .
intersecteazi AX, deci nici [AX . Fig. 11.5.4.

- Dacd a = BD, problema are solutie unica triunghiul 4BD deoa-
rece C(B,a)N[AX ={D}.

- Daca BD <a<c (Fig. 11.5.5.), atunci problema admite doua so-
lutii: triunghiurile ABC, si ABC,.

- Daca BD<a si a>c, AX intersecteaza cercul C(B,a) in doua
puncte dintre care convine doar punctul C situat pe [AX si astfel, so-
lutia este unica in acest caz (Fig. 11.5.6.).
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Pentru ridicarea unei perpendiculare pe o dreapti intr-un punct
dat, putem proceda astfel:

Fie d o dreapta si M € d.Pentru I
a ridica o perpendiculara in punctul %
M pe dreapta d, din M se descrie un
cerc cu o raza oarecare r (Fig.
11.5.7.). Acest cerc intersecteaza /
dreapta d in punctele A4 si B. Din 4 AL -
si din B se traseaza cate un cerc de
raza egald, mai mare decat 7, iar un Fig 11.5.7.
punct de intersectie al lor il notdim
cu N. Perpendiculara cautata este MN deoarece triunghiurile AMN si
BMN sunt congruente (cazul LLL).

M
Fie acum M, un punct din plan i
care nu se afld pe dreapta d. Pen- !
tru a cobori o perpendiculara pe 3 :N 5 5
dreapta d din punctul M, trasam !
mai intéi un arc de cerc din M de !
Fig. 11.5.8.

raza suficient de mare pentru a in-
tersecta dreapta d in punctele A4 si
B (astfel MA= MB) (Fig. 11.5.8.). Mediatoarea MN a segmentului 4B
este perpendiculara cautata.

Daca dorim sd trasam o paraleld d' la dreapta d, ridicam per-
pendiculare In doud puncte arbitrare 4 si B ale dreptei d. Pe acestea se
marcheaza la aceeasi distanta si de aceeasi parte a lui d cate un punct.
Fie acestea A" si B'.

Dreapta A'B’ este paralela cu d (Fig. A B 4
11.5.9.).
Pentru impdrtirea unui segment AB J
m .
intr-un raport » =— dat (numar rational), A B
n

notdm cu M punctul de diviziune. Astfel, Fig 11.59.
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LA:ﬂ. Daca r <0, M se afla intre extremitatile segmen-tului; in
MB n
caz contrar, M este exterior segmentului. Trasam prin 4 si B doua
drepte paralele ca in figura 11.5.10.. Apoi, construim segmentele AC,
BD si BE astfel incat: AC =|m| si BD=BE =|n| unitati de lungime
(oarecare).
Tinand cont de asemanarea triunghiurilor, obtinem ca intersectia drep-
tei AB cu CD este punctul de divi-
ziune interioard M, iar M,, punc-
tul de intersectie dintre AB si CE,
este punctul de diviziune exterioara.
in acest caz,
M.A .
== Fig. 11.5.10.
M .B
Spunem atunci ca punctele M, si M, sunt conjugate in raport cu
A si B. Relatia mai poate fi scrisd si sub forma AM, :—%, deci
AM,  BM,

punctele 4 si B sunt conjugate in raport cu M, si M,. Vom spune ca

N
AN

S
t

punctele 4, B, M, si M, formeaza o diviziune armonicd (o impartire
armonica a dreptei). Diviziunea armonica era cunoscuta incéa din scoa-
la lui Pitagora.

Sa consideram ca punctele 4, B, C, D formeaza o diviziune armo-
nica. Obtinem:

D4 4D (4B-4C)=4cC-(4D-4B).
CB DB
De aici rezulta
2 1 1
===+=,
AB AD AC

relatie datoratd lui Maclaurin (1748) care exprima faptul ca segmentul
AB este medie armonica a segmentelor AC si AD.
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Arcul capabil de un unghi £xOy subintins de segmentul [ AB]

este locul geometric al punctelor M dintr-un semiplan S determinat de
dreapta AB astfel incat XAMB = XxOy . M

Pentru a realiza constructia acestuia, tra- a
sdm segmentul [AB] si construim in celalalt

semiplan un unghi £BAC congruent cu un- 0
ghiul dat. Se ridica apoi in punctul 4 per-
pendiculara pe AC si se traseazd mediatoarea

segmentului [ AB]. Cele doua se intersecteaza A N B
in punctul O. Din congruenta triunghiurilor c
AON si ONB rezulta: OA= 0B si Fie 11.5.11
m(LOAN) = m(£OBN) = 90°- m(£xOy). S
Astfel, m(ACAOB) =2m(£x0y) si AC este tangenta la cercul cu cen-
trul in O siraza OA (din OA = OB, B se afla si el pe acest cerc).
Atunci, pentru orice punct M aflat pe arcul « al cercului,

m(£AMB) = %m(&AOB) =m(£x0y).

Daca m(£x0Oy)<90°, arcul « este ,,cel mare”; o este semicerc
pentru m(£x0y)=90°, iar dacd m(£xOy)>90°, « este ,arcul mic”

deschis cu extremitatile in 4 si B (centrul O nu se mai afla in semi-

planul S).
In cazul in care excludem in enunt conditia ca punctul M sa faca

parte din semiplanul S, locul geometric este reuniunea arcelor a si
a', unde @' este arcul simetric lui & n raport cu dreapta 4B. Cele
doua arce se afla pe acelasi cerc dacad si numai daca O € AB, conditie
echivalentd cu m(Xx0y)=90°.

Pentru a construi tangentele dintr-un punct exterior M la cercul
C(0, r), trasam in mijlocul N al segmentului OM un cerc de razda MN
(Fig. 11.5.12.). Acesta intersecteaza cercul initial in punctele 4 si B.
Cum OM este diametru, unghiurile £OAM si £OBM sunt drepte,
deci MA si MB sunt tangentele cautate.
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Daca consideram acum punctul M pe cerc (Fig. 11.5.13.), pentru a
construi tangenta la cerc in punctul M al cercului prelungim raza in
punctul de contact in afara cercului cu un segment de lungime egala
cu raza. Atunci, cum M este mijlocul segmentului OC, tangenta in M
la cerc este de fapt mediatoarea segmentului.

Fig. 11.5.12. Fig. 11.5.13.

Fie doua cercuri exterioare C(O,,r) si C(O,,r,) cu 1, <r,. Vom

construi tangentele exterioare la ambele cercuri.
Trasdm mai Intai un cerc aju-
tator cu centrul in punctul O,, de

raza r, —1 s1 construim tangente-
le din O, la acest cerc.

Obtinem O,C=0,D iar unghiu-
rile £0,CO, si XO,DO, sunt
drepte. Construim, cum am aratat
anterior, paralelele 4,4, si BB,, Fig. 11.5.14,

la distanta 7, la aceste tangente.
Atunci, 0,4 4,C s1 OBB,D sunt dreptunghiuri si rezulta ca tan-
gentele exterioare la cercurile date sunt dreptele 4,4, si B/B,.

Daca r, =r,, constructia se face direct, fard a mai trasa cercul ajutdtor.
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Consideram cercurile C(O,,r) si C(O,,r,) . Pentru a trasa tan-
gentele interioare la aceste M
doud cercuri (daca ele exis-
ta, deci cercurile sunt exte-
rioare), construim un cerc
cu centrul in punctul O,, de

raza 7, +r, si ducem tangen-

tele din O, la acest cerc.
Astfel OM =O,N si triun- Fig. 11.5.15.

ghiurile O MO, si O,NO,

sunt dreptunghice in M, respectiv N. Construim apoi paralelele 4,4,
si BB, la distanta 7, la aceste tangente (Fig. 11.5.15.). La fel ca ina-
inte, se arata imediat ca acestea sunt tangentele cautate.

11.5.2. Numarul de aur

Spunem ca un punct M imparte un segment AB in medie si extre-
ma ratie daca raportul dintre intreg AB si ,,partea mai mare a seg-
mentului”’, AM, este egal cu raportul dintre AM si ,,partea mai mica a
segmentului” MB. Denumirea de medie si extrema ratie provine din

AM MB AM +AB AB

relatia — = , care aratd ca AB este medie
AB AM AB  AM’
proportionala (medie) a extremilor AM si AB+ AM.
AB AM

Relatia — =—= conduce la determinarea a doud puncte M si
AM  MB

M' pe dreapta AB (M este punct interior al segmentului iar M’ este
punct exterior segmentului, aflat in stinga punctului 4) pentru care
conditia este verificata.

J5-1— \/—+1—

Obtinem: AM = —AB i MA=
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d =

\/§2+1 ~1,6180339887... poartd numele de numdr de aur si
era cunoscut inca din perioada lui Pitagora. El a fost studiat indelung
de catre matematicieni datorita proprietatilor sale deosebite. Alaturi de
acestia, multi cercetatori din domenii diferite cum ar fi arhitectura,
picturd, muzica, stiintele naturii, au realizat studii (majoritatea puter-
nic disputate) In care apar rapoarte (intre dimensiunile organismelor
vii, in spirala ADN, intre componentele sistemului solar, etc.) ce apro-
ximeaza foarte bine acest numar.

Matemateticianul Mark Barr a propus ca litera @ (Phi) sa simbo-
lizeze numarul de aur, pornind de la prima literd a numelui sculpto-
rului grec Phidias, despre care se spune ca a folosit raportul de aur in
lucrérile sale (statuile din Parthenon).

Raportul in care un punct M imparte un segment [ AB] astfel Incat
i = 1+5 =® a purtat de-a lungul timpului mai multe denumiri
AM 2
cum ar fi: ,proportia divinad”, (Luca Pacioli), ,Sectiunea de aur”
(Leonardo da Vinci), ,,sectiune divina” (Johann Kepler).

J5-1
2
merele ® si —¢ sunt ridicinile ecuatiei x> —x—1=0 (in unele lu-

Cu ¢p= ~0,6180339887... notam numarul é:CD—l. Nu-

crari de specialitate putem intalni cele doua notatii @ si ¢ inversate).

Pentru a determina punctele M si M’ (Fig. 11.5.16.), construim
1
un cerc de raza EAB tangent la AB in punctul B. Notam cu O centrul

acestui cerc. Dreapta AO intersecteaza cercul in punctele S si T.
Trasam un cerc cu centrul in 4, de raza AS, care intersecteazid 4B in
punctul M . Cercul cu centrul in 4, de razd AT intersecteaza semi-

dreapta AB ) in M'. Pentru a arata ca aceste puncte sunt cele cautate,

tinem cont de puterea unui punct fatd de cerc. Astfel, AB* = AS- AT
se poate scrie sub forma echivalenta:
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L0

AT A4B
Cum AS=AM si AB=ST,
obtinem, folosind proportiile
derivate:

AB _ AM
AM ~ MB’
De asemenea, deoarece
AT = M4, relatia (1) se va Fig. 11.5.16.
scrie:

AB _M%—AB@M’B_MH
M'A AB MA  AB

Numdrul @ este strans legat de sirul numerelor Fibonacci ( f,)

nx1
definit prin: f,=/f,=1, f, =f_ +/f,,, n=3. Pentru n>1, se de-
monstreaza prin inductie matematica relatia:

7 =%£cpn _(_én. 2)

De asemenea, se aratd usor ca puterile lui @ verifica relatia de
recurentd a sirului Fibonacci, adicd ®""' =®" + ®""', pentru n>1.

. 1 o . . .
Relatia @ =1 +5 poate fi extinsd recursiv pentru a obtine fractia

continud ce reprezintd numarul de aur. Vom obtine: @ =[1;1,1,1,...] si
deci, ¢ =[0;1,1,1,...].
Daca pentru n>0 vom calcula numdratorii p, i numitorii g, ai

convergentelor (reduselor) fractiei continue corespunzatoare lui @,
observam cd p, = f,,, si q,=f,,, . Atunci, convergentele verifica

relatiile: C, =1 si, pentru n =1,
Cﬂ =&=ﬁ1+2 zf;wl +f;r =1
qn f;Hl f;wl

+

1
7 =li— 0

n—1
1
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Relatia (3) arata ca fiecare din convergentele fractiei continue care
reprezintd numarul @, este egala cu raportul dintre doi termeni succe-
sivi ai sirului Fibonacci, deci:

3
C, =£=1; C =£=2; C, =£:—;...
/, /> fi 2
Tinand cont de definitia fractiilor continue infinite, obtinem:
®=1imC, = lim@,

n

relatie ce rezultd si din (2).

In geometrie, numirul @ este des intalnit. De exemplu, un drep-
tunghi ale carui laturi sunt in rapor-
tul 1: ® se numeste dreptunghi de
aur. Aceastd denumire provine din
faptul ca numarul de aur a fost uti-
lizat in crearea multor opere de arta
(mult timp dimensiunile care au ve-
rificat acest raport au condus la sta-
bilirea unui criteriu al frumusetii
ideale a figurilor, inclusiv a corpului
omenesc). Pentru a realiza construc- Fig. 11.5.17.
tia cu rigla si compasul a acestui tip
de dreptunghi, construim pentru inceput un patrat ABCD cu latura e-
gald cu unitatea. Unim mijloacele M si N ale laturilor 4B, respectiv
DC (Fig. 11.5.17.).

Trasam un cerc cu centrul in M, de raza MC, care intersecteaza AB
in P si un cerc cu centrul in N, de razd NB care intersecteaza DC in Q,

C Q

A M B p

deci MPON este dreptunghi. Din constructie, MC =§ si astfel ob-
tinem AP =@ . Dreptunghiul APQD indeplineste conditiile cerute.

. y r 1+5 1 5-1
Din relatiile cunoscute: cos— = ;o sin—=——
5 4 10 4

, de-
ducem ugor urmatoarele legaturi:
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1

¢)=1+2sin£; D= ; ®=2cos . 4)
10 2sin - >
10
Triunghiul isoscel ABC in care raportul dintre latura de lungime
mai mare si latura mai scurtd este numarul de aur @ se numeste ri-
unghi de aur. Daca triunghiul de aur este ascutitunghic, (AB = AC),

. AB R
atunci B_C =®. In acest caz, deoarece:

. [ £BAC BC 1 o-1
sin = =—= n—

2 24B 2® 2 10

obtinem ca m(£A4)=36°. Astfel, m(£B)=m(£LC)=72°.
Consideram acum un triunghiul isoscel ABC ( AB = AC') obtuzun-
ghic 1n care raportul dintre latura de lungime mai mare, BC, si latura

. BC .
mai scurta, AB, este numarul de aur : E = ®. Atunci,

cos(£A4BC) _BC D sZ
24AB 2 5
si astfel, m(£B)=m(£C)=36° iar m(£A4)=108°. Un asemenea tri-
unghi il vom numi triunghi de aur obtuzunghic (in lucrarile de spe-
cialitate redactate in limba engleza se diferentiaza cele doua tipuri de
triunghiuri astfel: triunghiul ascutitunghic apare ca golden triangle iar
golden gnomon este titulatura folosita pentru cazul triunghiului obtu-
zunghic).

O piramida patrulaterd regulata
VABCD in care apotema este de @ ori
mai mare decat jumatatea laturii bazei,
se numeste piramidd de aur. Sa vedem
ce caracteristici speciale are aceasta pi-
ramida. Pentru aceasta, notam VM =a,

% =b si inaltimea piramidei VO = h.

Stim ca a =bd (Fig. 11.5.18.). Fig. 11.5.18.
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In triunghiul dreptunghic VOM, obtinem A*> =b*(®* —1)=b’D,
de unde, i =b\J®. Rezultd ci laturile b, &, a ale triunghiului YOM
sunt in raportul: 1: Jo .

De asemenea, i’ =S, ,,. = %SABCD si tg(£VMO) = % =J®, adi-

ca o fata laterald a piramidei face cu planul bazei un unghi de masura
aproximativ egald cu 51°49'38".

Multe piramide egiptene au proprietati asemanatoare cu tipul de
piramida prezentat. Dintre ele, Marea Piramida de la Giza (Piramida
lui Keops) este uimitor de apropiatd de o piramidad de aur: fata late-
rala are o inclinare de aproximativ 51°52' fata de planul bazei iar ra-
portul dintre lungimea apotemei piramidei §i jumatate din lungimea
laturii bazei aproximeaza cu multe cifre zecimale numarul de aur.

Sa evidentiem acum cateva situatii In care anumite segmente au
raportul egal cu ©.

1. Presupunem triunghiul echilateral A
ABC 1inscris in cercul C(O,R). Cu E si F

notam mijloacele laturilor 4B si AC. Semi-
dreapta (EF intersecteaza cercul in punc- E H

F G
tul G (Fig. 11.5.19.). Atunci, 4B =R\/3 0 \)
C

R3

iar EFzT. Fie ADNEF={H}. Din B D
AB3 3R .
AD =——"—=—~, obtinem: Fig. 11.5.19,
AD 3R 3R R

AH="2="2 G OH=R-2"==.
2 4 4 4

R15

In triunghiul dreptunghic OHG, HG = 0 Atunci:

EF RJ3 _ EF
FG=HG-=_ -2 (5 e 22 =
> 4 (\/_ )s FG

1
J5-1 ¢
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2. Se inscrie un patrat ABCD in semicercul cercului C(O,R) ca

in figura 11.5.20.. Notdm cu G punctul aflat la dreapta lui B obtinut
prin intersectia dreptei 4B cu cercul. D_———C

AB
Sa aratam ca — = @.
BG

Pentru aceasta, din triunghiul dreptun-
ghic OBC, rezulta:

AB——ZR\F BG=R- R*BzR(S_‘E).
5 5
.. AB 1
De aici, —=—=O. ;
BG ¢ Fig. 11.5.20.

Relatiile (4) arata ca numarul @ este legat cat se poate de natural
de pentagoane, decagoane regulate si pentagrame (pentagoane regula-
te stelate).

3. Consideram un pentagon regulat ABCDE 1inscris in cercul
C(O,R). Notam cu M si N intersectiile lui BE cu AC si respectiv AD

(Fig. 11.5.21.). Atunci, 2~ = @,
NE

A
Pentru a demonstra relatia, tinem cont ca M\
B E

I, =AB=§\/10—2x/§ .

Aplicand in triunghiul dreptunghic OPD
teorema lui Pitagora, rezulta: C~—_Pp~D

po=" (1+f) deci APZW- Fig. 11.5.21.
Din trlunghlul dreptunghic APD obtinem:

AD:BE=§ 10+ 2+/5 . Atunci, AH:?(S—\B). Vom nota:

HE—ATD=§\/10+2J§

Din asemanarea triunghiurilor ANH si ADP,
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NHAIZ—PDRG SsW10-245 =b.

In urma calculului, Z =2+/5=20+ 1, de unde:

ﬂ_aer_
NE a-b

AD . SR
Deoarece D =® (calculul este asemanator) observam ca triun-

ghiul ACD este un triunghi de aur iar triunghiurile ABC si ADE sunt
obtuzunghice de aur.

4. Consideram ABCD, patrulaterul inscrip- A
tibil obtinut dintr-un pentagon regulat prin in- /
laturarea unui varf. Notdm cu a lungimea latu- B
rii pentagonului initial si cu b lungimea diago-
nalei acestuia (Fig. 11.5.22.). Aplicam teore-
ma lui Ptolemeu:

AD-BC + AB-CD = AC-BD. =5

in cazul nostru, a* +ab =b*, de unde b_ . Fig. 11.5.22.
a

Astfel, am stabilit ca lungimea diagonalei unui pentagon regulat
este de @ ori mai mare decdt lungimea laturii sale. Aceasta relatie
poate fi folosita pentru a da o altd demonstratie problemei anterioare.

5. O pentagrama se obtine unind din 2 in 2
varfurile unui pentagon regulat (Fig. 11.5.23.).
Tinand cont de relatiile obtinute la 3., obtinem
ca fiecare punct de intersectie a doud laturi im-
parte latura in raportul de aur. Astfel, raportul
dintre lungimea laturii si segmentul de lungime
mai mare al laturii, raportul dintre lungimea
segmentului mai lung si cea a celui mai scurt al
unei laturi cat si raportul dintre lungimea seg- Fig. 11.5.23.
mentului mai scurt si lungimea segmentului
marginit de cele doua puncte de intersectie (latura pentagonului din
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centru) sunt toate egale cu @ (aceste rapoarte se pot calcula mai usor
exprimand lungimile segmentelor in functie de a si b si de faptul ca

% =20 +1, asa cum am obtinut la 3.). Putem scrie:

BE_BP _RE_,
BP RE PR
Pentagrama include 10 triunghiuri de aur: 5 ascutitunghice si 5
obtuzunghice.

In incheierea acestui paragraf, prezentdm o problema de geometrie
in care proprietatea enuntata este legatd de numarul de aur:

Se considera triunghiul oarecare ABC si A'e (BC), B'e(AC),
C" € (AB) astfel incat A'B< A'C, B'C<B'A, C'A<C'B.

Notam: BB'NCC'={A4"}, AA'nCC'={B"}, AA'"nBB'={C"}.

Atunci, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) S, e = Sapens = Sacrs = Sapge-

2) AC B4 CB _
A'B B'C (4
In plus, dacd 1) sau 2) se verificd si notim S =S, ., aven:
S
Sse =Sapens =Sacrs =Sapper = ———-
AAB"C ABC"A ACA"B AA"B"C 6®+4

(ON
Spcmer =Sepony =S ppg = ———.
BC'B'C caca BB T30

Solutie: Inainte de demonstratia propriu-zisa a echivalentei celor
doua afirmatii, vom face cateva calcule preliminarii.
... AB B'C C'A . <
Facem notatiille: —=m, ——=n, —— = p si presupunem ca
BC CA AB

. ey . 1
p <n<m. Din conditiile ipotezei, 0< p<n<m< 5

254



Aplicand teorema lui Menelaus pentru triunghiul BCB' taiat de

transversala AC"A’, obtinem relatia:
C'B AB' AC _,

" I. ’ ’ - (1)
C'B" AC A'B
Tinand cont de faptul ca:
B'C B'A AC .
—=n=>—=1l-n=>—=——i
CA CcA AB" 1-n

I _BC_, AC_AB_ m

—=—=1+ = = , relatia
m BA BA"  AC 1-m
(1) devine:

BC" 1 m .

CIIBI 1_n 1_m Flg. 11.5.24.
si din BB —BC = (1 =m)d=n) obtinem:

BC" m
Bc'=—"__ pp @)
l-n+mn

Din conditiile initiale, (m—1)(1—-n)<0 si astfel, m <1—n+mn,

adica BC" < BB'.

Aplicim acum teorema lui Menelaus triunghiului 4BB’ taiat de

transversala C'4"C si obtinem:
A"B CB' C'A4

Lo =2 =t 3)
A"B" CA C'B
Deoarece A = 1 si B = 1—_p, din relatia (3) rezulta:
CB" n CA p
Ale—p BB =1_p+np:>BA”=1_—pBB’ @)
A"B" mp A"B 1-p 1-p+np
Din (4) este evident cd BA" < BB'. Din relatiile (2) si (4) obtinem:
BA"— BC" = l_p _ m BB =
l-p+np l1-n+mn

— (I_P)(l_”)(l_m)_mnp BB/ (5)
(I-p+np)1—n+mn)
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a=(1-p)1-n)1—m)—mnp >0 deoarece 1 -m>m, 1—-n>n si
1- p> p. Astfel, BA"—BC" >0, deci BA" > BC".
A rezultat ordonarea BC" < BA" < BB’ si relatia (5) devine:
Cc'4" = (l_p)(l_n)(l_m)_mnp BB’ (6)
(I-p+np)l—n+mn)

Din (4) mai rezulta:
A'B'=BB'—BA"=—"P BB’ (7)
l1-p+np
Folosind (2), (6), (7), prin permutari circulare, obtinem urmatoare-
le relatii (R):

BC"=—" BB, C"A"= . BB,
l1—-n+mn (1-p+np)1—n+mn)
AB=—"P pp ca-—"_cc,
I-p+np l-p+mnp
A”B”: a Ccl s B"Cl: pm Ccl,
(1-p+np)(l—m+mp) 1-m+ pm
AB”: p AAV’ B”C": a AAV ,
l-m+mp (1-m+mp)(1—n+mn)
i =—"""__ 4.
1-n+nm

Cu ajutorul acestui sistem de relatii, demonstram echivalenta afir-
matiilor din enuntul problemei.
1)=2) Din S, ;. =S,z rezultd ca B"C'-B"A=B"C"-B"4",
de unde, folosind relatiile necesare din sistemul (R), obtinem:
a’=p'm(l—n+mn)1-p+pn) (8)
in mod analog, din S,,., =S, g $i Sycpg =Sy pgcrs PN per-
mutari circulare, rezulta:
a’=m’n(1—p+ pn)1—m+ pm) (9)
a’=n’p(l—-m+ pm)(1—n+mn)  (10)
Din (8) si (9) rezulta:
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pr—np* +mnp* =mn—m’n+m’np. (11)
Analog, relatiile (8), (9), (10) conduc la:
m —m’p+m’np=np—n’p+mn’p (12)
n* —mn® +mn’p=mp—mp* + mnp* (13)
Adunand relatiile (11), (12) si (13) membru cu membru, obtinem:
M, =M,, unde:
M, =m’+n>+p* —np— pm—mn (14)
M, =np(p—n)+ pm(m—p)+mn(n—m). (15)
M, =%[(m—n)2 +(n-p) +(p—m)2]20; M =0&m=n=p.
Deoarece p <n<m,putem scrie n=p+v si m=p+u+v, unde
u,v=0. Atunci, M, =-uv(u+v)<0.

Astfel, din M, =M, rezultd M, =M, =0, deunde m=n=p=x.
Egalitatea (8) devine:

[ 3 3 22
(l—x) —x} =x(1-x+x7)", (16)

. 1
care conduce la ecuatia (x—1)(x* —3x+1)=0. Deoarece O<x<5,

3-45 1
2

solutia ecuatiei este x =

T
Atunci, din ﬁ= BC gz% si @ —®—1=0 rezulti:
BC CA 4B @

ﬂzB—C—l O’ -1=0

A'B A'B
si, Tn mod analog, celelalte doua egalitati.

2)=1) Din BCc_4¢ +1=1+ D=0 rezulta m:ﬁz%,
A'B A'B [0))
In mod analog, rezulta ELS =— c4_ 12 ,deci m=n=p= Lz
CA AB @ )

: : 1 .
Folosind (R) si notdnd — = x, obtinem:
()
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"o " . [Fali 3
SAAB”C, — B C B ASIH(KAB C) — X — AA'CC'SIII(&AB”C')
2 2(1-x+x7%)

e = ﬁL;Q—ZEQ—AA'CC@umAABwj)
2(1-x+x%)*

Din aceste relatii observam ca egalitatea S,z =S, s revine la
o o 1 - . .. e
(16) care se verifica pentru o =x. In mod similar rezulta si egalitati-
le Sypenr = Surper St Sacwy = Sarper

Am ardtat in acest moment cad 1) < 2). Presupunem acum ca se
verificd una dintre acestea. Facem notatiile:
=S =S =Srper =S0> Spewer =S Scpcur =S5

SAAB"C' ABC"4’ ACA"B'

Sipaws = Ss-
Daca h, este naltimea din 4 a triunghiului ABC, avem:
28 s =48, +28,=h,-A'B si 28,,., =4S, +2S,+2S8,=h,- A'C.
De aici, 25,48, +5, _AC_ ® de unde:
28, +5S, A'B
25,0+ 5,0 =25,+S, +85,.
Cu relatia astfel obtinuta si cu celelalte doua relatii analoage, se
formeazd urmatorul sistem in S,,S,,S; :
DS, + 85, +S, =2(®-1)S,
S)y S, —DS, +85, =2(D-1)S,
S, +8, -0S§, =2(D-1)S,.
Determinantul sistemului A=® +1=®" fiind nenul, sistemul (S)
este cramerian §i vom obtine S, =S, =5, =20S,.

Din relatia S, +S, + S, +4S, =S rezultd, in final, S, __5
6D +4
. (O
15, =S8=8=——.
TR TS T30 12
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11.5.3. Constructii de poligoane regulate

O alta problema clasica este cea de a construi poligoane convexe
regulate folosind rigla si compasul.

Un poligon convex regulat poate fi inscris intr-un cerc. Suma un-
ghiurilor unui astfel de poligon este (n—2)-180°, deci fiecare unghi al

9 9 1 . .. )
sdu are masura 180°—360°—. Daca unim centrul cercului circumscris
n

poligonului regulat cu fiecare varf al acestuia, se obtin » triunghiuri

: . C < 1
isoscele congruente in care unghiul din varf are masura 360°—. Acest
n

unghi si raza cercului determind complet poligonul.

Rezulta astfel ca a construi un poligon convex regulat cu » laturi
presupune a putea imparti un cerc dat in » parti egale.

In antichitate se cunostea deja modul de constructie a poligoanelor
regulate cu 3, 4, 6, 15 laturi.

Pentru n =6, latura hexagonului este egald cu raza R a cercului in
care acesta este inscris. Daca unim varfurile din doua in doua, se va

obtine un triunghi echilateral, a carui laturd este R3. Invers, con-
struind mai intdi un triunghi echilateral si cercul circumscris lui, pu-
tem obtine varfurile unui hexagon regulat inscris in acelasi cerc: la
varfurile triunghiului adaugdm punctele in care perpendicularele cobo-
rate din centrul cercului pe laturile triunghiului intersecteaza cercul.
Folosind procedeul de injumatatire a arcului corespunzétor unei
laturi, din constructia unui poligon regulat cu » laturi se obtine cea a
unui poligon regulat cu 2n laturi. In cazul nostru, pornind de la con-
structia unui triunghi echilateral, se pot construi poligoane regulate cu

6,12,24, ..., 3-2" laturi.

Pentru constructia unui patrat (n =4) totul se reduce la a construi
doua diametre perpendiculare ale unui cerc. Punctele de intersectie ale
acestora cu cercul sunt varfurile patratului. Prin injumatatirea laturilor

sale se pot obtine poligoane regulate cu 8, 16, ..., 2" laturi.
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Pentru a construi un decagon regulat, sa

observam mai Intai ca, unind centrul cercu- A
1

lui circumscris cu fiecare varf al unui deca- l]o
gon regulat, vom obtine triunghiuri isoscele “
congruente cu triunghiul OA4, 4, in care: Az

m(£A4,04,) =36°, m(£0A4 4,)=72°,
AA, =1, 5104 =04,=R.

AM, bisectoarea unghiului K04 4, , de-
termind triunghiurile isoscele OAM (cu OM =MA4,) si MA, A4, (unde
M4, = A 4)).

Din aseméanarea triunghiurilor 4,04, si MA A4, , rezulta:

A4, OA l R
A/llAj - Aljlll TR iol10 1,
Astfel, lungimea laturii decagonului regulat este solutie a ecuatiei de

gradul al doilea I}, + Rl,, — R* =0 si obtinem /,, =§(\/§ —1) =§.

Fig. 11.5.25.

Obtinem ca latura decagonului regulat divide raza in medie si ex-
tremd ratie (adica este cel mai mare segment
al razei R Tmpartite conform sectiunii de aur).

Pentru constructia unui decagon regulat
convex numai cu rigla si compasul, prezen-
tam o metoda simpla oferitd de Ptolemeu.

Tinand cont de cele demonstrate, trasam
diametrul AB al unui cerc considerat initial
si raza OC perpendiculara pe acesta. Fie D Fig. 11.5.26.
mijlocul razei AO. Lungimea segmentului
CD se obtine aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul DOC ca fiind

. RS . . . <
egala cu — Arcul de cerc cu centrul in D de raza CD intersecteaza

OB in punctul M si OM =1,,,.

Un pentagon regulat se obtine, de cele mai multe ori, unind din 2
in 2 varfurile unui decagon regulat. O metoda directa de constructie a
unui pentagon regulat rezulta din constructia anterioara si anume:
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Construim un cerc C(O,R)si consideram un diametru AB. Per-

pendiculara ridicatd din O pe AB intersecteaza cercul In M. Trasdm un
cerc cu centrul in C, mijlocul razei OB, de raza MC care intersecteaza
[AB]in D (Fig. 11.5.27.). Atunci,
1 . 1
MC = CD=5R\/§$1 oD =ER(\/§—1) .

Aplicand teorema lui Pita-
gora in triunghiul dreptunghic
MOD, rezulta:

MD:%R 10-25 =1..

Construim acum cercul cu
centrul in M, de raza MD; no-
tam cu N si R punctele in care
acesta intersecteaza cercul ini-
tial. Obtinem:

MN = MR = MD.

Procedénd analog, notam
cu P si QO punctele de intersectie ale cercului initial cu cercurile
C(N,MN) si C(P,MR). In final, MNPOR este pentagonul regulat
cautat.

Pornind de la decagonul regulat, rezultd si constructia poligoane-

lor regulate cu 2" -5 laturi, » numar natural.

Fig. 11.5.27.

Am aratat ca daca putem construi un poligon regulat cu »n laturi,

reusim si construim si poligonul regulat care are 2" n laturi (ke N) si
invers.

Rezulta imediat ca, daca este posibil sa se construiasca un poligon
regulat cu mn laturi, se pot construi si poligoanele regulate cu m si res-
pectiv n laturi, unind varfurile din # 1n #, sau din m in m.

Sa consideram acum ca putem construi cu rigla si compasul poli-
goane regulate cu m si n laturi unde, de aceasta datd, numerele m si n
sunt relativ prime. Aratim ca, in acest caz, folosind rigla si compasul,
se construieste si poligonul regulat cu mn laturi.

Unghiurile la centru ale celor trei poligoane regulate sunt:
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2z 2z 27

m n  mn
Deoarece (m,n) =1, conform relatiilor lui Bézout, exista numerele

intregi a si b astfel incat am +bn =1 (cum m §i n sunt naturale, doar
unul dintre a si b este intreg negativ). Relatia aceasta mai poate fi scri-
. 2 2r 27w . < N
sa sub forma: b-—+a-— =—si ofera modul in care se constru-
m n  mn

. .2 .o 2 2
ieste unghiul —ﬂ, cunoscand unghiurile il si il
mn m n

Pentru a intelege mai usor acest mod de constructie, consideram
urmatorul exemplu:

Stim sa construim triunghiul echilateral (m =3) si pentagonul re-
gulat (n=15). Folosind observatia anterioare, sa construim pentadeca-
gonul regulat (cu mn =15 laturi). Rezolvand ecuatia 3a +5b =1 (sau
aplicand algoritmul extins al lui Euclid), obtinem ¢ =2, b=-1 (so-
lutia nu este unica; alegem una care are forma simpla).

Atunci, 2 2?7[ - 2?7[ = %, adicd unghiul la centru al pentadecago-

nului este egal cu diferenta dintre dublul unghiului la centru al penta-
gonului si unghiul la centru al triunghiului echilateral. Altfel spus,
pentru a construi latura pentadecagonului regulat, dintr-un punct al
cercului trasdm (intr-un anumit sens) de doua ori latura pentagonului
si apoi, din punctul obtinut, purtdm in sens invers, o data, latura tri-
unghiului echilateral.

Tindnd cont de cele prezentate si de teorema fundamentald a
aritmeticii, rezultd ca trebuie cercetatd doar posibilitatea construirii
poligoanelor regulate care au numarul de laturi un numar prim sau o
putere a unui numar prim.

In 1796, la varsta de 19 ani, Gauss a demonstrat ci se poate con-
strui cu rigla si compasul un poligon regulat cu 17 laturi. Conform te-
oriei sale, el reduce impartirea cercului in » parti egale la rezolvarea

ecuatiei binome x" —1=0 deoarece solutiile acesteia (rddacinile de
ordinul » ale unitatii) sunt afixele punctelor din plan, aflate la distante
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egale pe cercul unitate cu centrul in originea axelor. In celebra sa
lucrare ,,Disquisitiones Arithmeticae”, el rezolva complet problema
generala a determindrii numerelor naturale » pentru care se pot con-
strui cu rigla si compasul poligoane regulate cu » laturi.

Astfel, el demonstreaza ca este posibil sd construim cu rigla si
compasul poligoanele convexe regulate cu # laturi daca si numai daca

k .
n=2"-pp,..p,, unde k€N iar toate numerele p, sunt numere
prime Fermat distincte (reamintim ca un numar Fermat este un numar

de forma 2% +1 unde ¢ este numdr natural). in memoria importantei
descoperiri facute, pe piatra sa funerara este desenat un poligon regu-
lat cu 17 laturi.

In incheierea scurtei tratiri a problemei de constructie cu rigla si
compasul a poligoanelor regulate mai facem o observatie, considerata
de noi importanta si care, dacd nu este subliniatd, poate conduce la
grave greseli de interpretare a rezultatelor acestui capitol.

in cadrul constructiilor grafice uzuale care se predau la orele de
desen tehnic sunt prezentate in manual procedee de constructie cu
rigla si compasul pentru poligoane regulate cu 3, 4, 5,6, 7, 8, 10 i 11
laturi. Deoarece numerele 7 si 11 nu sunt numere prime Fermat, apare
in mod natural Intrebarea: unde s-a gresit? Greseala constd in omiterea
precizarii faptului ca aceste constructii oferite pentru cazurile n =7 si
n=11 nu sunt exacte, ele fiind utilizate in desen pornind de la anu-
mite relatii care aproximeaza latura respectivului poligon regulat. De
exemplu, din relatia (Heron) 8/, ~ 7r rezulta [, ~ 0,875 si 25/, ~14r

(Hipare) implica /,, = 0,56.
11.5.4. Probleme rezolvate

1. Sa se construiasca un triunghi ABC, cunoscind pozitia
simetricelor M, N, P, ale ortocentrului sau H fata de laturile sale.
Solutie. Analiza. Presupunem problema rezolvati. Fie A4', B’ si

C' picioarele inaltimilor triunghiurilor si M, N, P simetricele lui H
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fata de laturile BC, AC, respectiv, AB. In triunghiul HMN, A'B’ este
linie mijlocie, deci A'B'|| MN .

De asemenea, din AM 1 BC si A
HA'=A'M, rezulta ca dreapta BC N
este mediatoarea segmentului HM.

In mod analog, A'C'||MP , AB
este mediatoarea segmentului PH si

B'C'|| NP, AC mediatoarea lui HN. P K

Stim ca inaltimile unui triunghi B C
sunt bisectoarele unghiurilor triun- u
ghiului ortic corespunzitor. In cazul Fig. 11.5.28.

nostru, 4’4, B'B si C'C sunt bisec-
toarele unghiurilor triunghiului 4'B'C".

Constructia. Vom construi bisectoarele unghiurilor triunghiului
MNP care sunt concurente Tn H. Construim mediatoarele segmentelor
HM, HN, HP. Punctele de intersectie ale acestor drepte sunt varfurile
triunghiului cautat (notatiile sunt corespunzatoare figurii 11.5.28.).

Demonstratia constructiei. Patrulaterul C'HA'B fiind inscriptibil,
obtinem XC'A'H = XC'BH. Deoarece MH este bisectoarea unghiului
XPMN, C'A'||PM iar A'B'||MN, rezulta XC'A'H = XHA'B'. De-
oarece HA'CB' este si el inscriptibil, X HA'B'= XHCB' . Astfel,

KXHCA=xXC'BH. (1)
in mod analog, rezulta:
KAHAC = XHC'B'= XHC'A' = X HBA' 2)
KA'CH = KHB'A'= XC'B'H = XC'AH 3)
Din (1) si (2) avem:
m(LHAC) +m(LHCA) =m(£C'BA") = 180° —m(£LC'HA') .
Cum m(£AHC)=180°{m(LHAC)+ m(£LHCA)], obtinem;
m(LAHC)=m(£C'HA"). (4)

Tinand cont de (3), £A'CH = £C'AH . Astfel, triunghiurile drep-

tunghice AC'H si HA'C sunt asemenea, deci
XAHC = XA'HC. (5)
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Din relatiile (4) si (5) va rezulta m(LAHC")+ m(£C'HA") = 180°
si m(£C'HA)+m(£LAHC)=180°, de unde H € AA'"CC’ si astfel,
H este ortocentrul triunghiului 4BC.

2. Fie un triunghi ABC §i notam cu A' mijlocul laturii BC. Bisec-
toarea interioard a unghiului B intersecteazd mediana AA' in punctul
E iar mediatoarea laturii AC intersecteaza aceeasi mediand in F. Sa
se precizeze modul de constructie al triunghiului ABC atunci cdnd se
cunoaste pozitia punctelor A, E, F si A'.

Solutie: Vom considera 1n rezolvare doua situatii: cand £ este mij-
locul segmentului 44" (Fig. 11.5.29.) si cazul complementar, in care
putem discuta de conjugatul punctului £ (Fig. 11.5.30.).

Analiza. Presupunem problema rezol-
vatd. 1) Daca E este mijlocul lui 44", tri- )L
unghiul ABA’ este isoscel iar BE 1 AA".

Fie N pe AE astfel incat A" este mijlocul /‘k
segmentului EN (punctul N este fix). Tri-
unghiurile BEA" si A'NC sunt congruen-

te si astfel CN 1 AA4', adicd punctul C se

gaseste la intersectia cercului C(F,FA)

cu perpendiculara dusa din N pe AA4'". ¢

2) Dacd AE # EA', bisectoarea exte- Fig. 11.5.29.
rioard a unghiului B intersecteazd 44’ in punctul E’ care este conju-
gatul punctului £ fatd de punctele 4
si A'. B se afla pe cercul de diame-
tru EE" (m(£E'BE)=90°). Notam
cu O centrul acestui cerc si cu O’
simetricul Iui O fatd de punctul A".
Rezulta astfel ca triunghiurile BA'O
si CA'O" sunt congruente. De aici,
O'C = BO, adica punctul C se afla
pe cercul de centru O’ si raza egala Fig. 11.5.30.
cu raza primului cerc. Din FC = FA
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obtinem ca C se gaseste si pe cercul cu centrul in £, de raza AF.

Constructia. 1) E este mijlocul lui 44". Construim N pe AE astfel
incat A" este mijlocul segmentului EN. Notam cu C punctul de inter-
sectie dintre cercul C(F,FA) si perpendiculara dusd din N pe AA'.
Pentru a determina varful B al triunghiului, prelungim (CA" si alegem
B astfel incat A" sa fie mijlocul lui BC. Pentru a exista punctul C, din
datele problemei trebuie sa rezulte NF < AF.

2) Construim conjugatul armonic E’ al punctului £ fatd de punc-
tele 4 si A" (vezi impartirea unui segment intr-un raport dat) si apoi
C(O,r) unde OE =OE' =r .

Determinam apoi O', simetricul lui O fata de 4’ si construim cercuri-
le C(O',r) si C(F,FA). Fie C un punct de intersectie al acestor doua
cercuri; punctul B se va afla ca fiind simetricul lui C fata de A".

Facem observatia cd, pentru a exista triunghiul ABC, cele doua

cercuri C(O',r) si C(F,FA) trebuie sa se intersecteze; consideram ca

punctele 4, E, F'si A" sunt alese astfel incat sa aiba loc relatia:
|EO-FO'|<FA<EO+O'F.

Demonstratia constructiei. 1) Deoarece C € C(F,FA), F apartine
mediatoarei laturii AC a triunghiului. Raméne sa ardtdim ca BE este
bisectoarea unghiului £4BC . Din EA'=A'N si BA'= A'C rezulta
congruenta triunghiurilor BEA" si A'CN . Astfel, BE L AA". Deoare-
ce in acest caz AE = EA’, triunghiul ABA" ese isoscel, deci BE este si
bisectoarea unghiului £4BC . 2) Cum AF =CF, F se afla pe me-
diatoarea laturii AC. Pentru cd BA'= A'C si O'A"'= A'O, triunghiurile
O'A'C si OA'B sunt congruente, deci BO=0'C =r. Astfel, punctul
B se afla pe cercul C(O,r), deci m(£EBE")=90°. Daca tinem cont §i

_EA_ E4 : .
de relatia — =———= (care precizeaza ca punctele 4, E, 4" si E’
EA"  E'A
sunt conjugate armonic), rezulta (la fel ca in demonstratia problemei 4
de la 11.4.), ca BE si BE' sunt bisectoarele (interioard si exterioard)

unghiului £4BC.

266



3. 8a se construiasca centrul O al unui cerc doar cu compasul.

Solutie. (Constructia si demonstratia). Fie M un punct al cercului.
Construim un cerc de centru M si raza r aleasa astfel incat cercul ini-
tial sd aiba puncte comune cu C(M,r). Fie acestea 4 si B. Atunci,

MA = MB =r. Cu centrul in punctele
A si B construim cercuri de raza r ca-
re se intersecteaza in C.

Din AC=CB=r si MC L AB,
rezultd ca MACB este romb. Astfel,
MC =2MN (N este mijlocul coardei
AB). Centrul cercului initial, O, tre-
buie sd se afle pe dreapta MC deoa-
rece diametrul este perpendicular pe
coardd si o injumatateste. Notdm cu
E si F punctele de intersectie ale
cercului C(C,MC) cu C(M,r).

Astfel, EC=MC=FCsi EM =FM =r.

Din MC L EF rezultd AB|| EF si P, mijlocul coardei EF, este coli-
niar cu punctele M, N si C. Cercurile C(E,EM) si C(F,FM) se vor

intersecta In punctul S. Atunci, SE = SF =r; rezultd ESFM romb si
astfel, MS =2MP.

Deoarece MO 1 AB, stim ca centrul O se afla pe dreapta MC.
Vom ardta cd S este chiar centrul O. Pentru aceasta, notaim cu M’
punctul de intersectie al cercului initial cu dreapta MS (este deci dia-
metral opus lui M in acest cerc) si cu M", punctul diametral opus lui
M in cercul C(C,MC).

In triunghiurile dreptunghice MAM'si MEM" aplicand teorema
catetei, rezulta relatiile:
AM? =MN-MM', ME*> = MP-MM".
Dar AM =ME =r, MC =2MN, MS =2MP. Obtinem astfel:

MTC-MM’zMTSQ-MC, deci MM'=2MS. Cum MM' este diame-

tru, centrul cautat O este de fapt S.

Fig. 11.5.31.
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4. Sa se construiasca un patrulater circumscriptibil, cunoscand
cercul C(O,r) inscris, un varf A si punctul de intersectie al diagona-
lelor.

Solutie. Pentru a realiza constructia cerutd este necesar sa cunoas-
tem urmatorul rezultat, datorat lui Newton.

Teoremda (Newton) Fie ABCD un patrulater circumscriptibil i
A', B', C', D' punctele de tangenta ale cercului inscris cu laturile
patrulaterului (Fig. 11.5.32.). Atunci, dreptele AC, BD, A'C' si B'D'
trec prin acelagi punct N (numit punctul lui Newton).

Demonstratie. Facem notatiile:

ACNB'D'={N}, a=m(LAD'N), p=m(LAND").

Este evident ca m(£AD'N)+ m(£NB'C)=180°. Folosind aceasta
relatie, aplicdm teorema sinusurilor in triunghiurile NAD' si NB'C si
obtinem:

AD" AN B'C _ NC
sin ~sing’ sin 8 ~sina’
Rezulta: AD = A—N )
B'C NC
Fie N’ punctul de intersectie al dreptelor
AC si A'C'. Daca reluam rationamentul
anterior, va rezulta relatia:

AN’ AA'
i~ e ()
N'C cC
Din (1) si (2), tinAnd cont de 44’ = AD' si
CC,: CB" avem: A_N— AN , de unde Flg 11.5.32.

NC N'C
deducem N = N'. Am aritat ca dreapta AC trece prin punctul de in-
tersectie al segmentelor [4'C’] si [B'D']. Pentru a arataca N € BD se
procedeaza In mod analog.

Revenim la problema de constructie propusa.
Constructia. Conform teoremei demonstrate, punctul de intersec-
tie al diagonalelor patrulaterului ABCD este N, punctul de intersectie
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al dreptelor care trec prin punctele de contact ale laturilor opuse cu
cercul Tnscris.
Din varful 4 se construiesc tangentele 44" si AD' la cercul C(O,r).

Unim A" si D' cu N. Dreptele A'N si D'N intersecteazd cercul in
celelalte puncte de tangentd ale patrulaterului, C’ si B'. Pentru a de-
termina celelalte varfuri ale patrulaterului circumscriptibil, realizam
intersectia dintre tangentele la cerc in B' si C’ si tangentele A4’ si
AD' . Motivarea (demonstratia) constructiei este oferitd de teorema
anterioara.

5. Sa se construiasca un triunghi cunoscandu-i centrul cercului
circumscris, directiile celor trei mediatoare §i un punct pe una din
laturi.

Solutie. Analiza. Presupunem problema rezolvata. Fie ABC tri-
unghiul care se construieste, 4'B'C’ triunghiul format de mijloacele
laturilor triunghiului initial, O centrul cercului circumscris si M un
punct pe latura BC (Fig. 11.5.33.).

Observam cd MA' 1L OA', A'B' L OC' si A'C" L OB'.

Deoarece cunoastem directiile dreptelor OA’, OB’ si OC’, vom rea-
liza constructia urmatoare:

Notam cu d,,d,,d, cele trei drepte
care trec prin O si au directiile
precizate in ipoteza. Coboram per-
pendiculara din M pe dreapta d,;
fie A' piciorul perpendicularei.
Perpendiculara din A" pe d, in-
tersecteaza d, in B’ iar perpendi-

culara coboratd din 4" pe d, taie
d, in C'. Am construit astfel tri- Fig. 11.5.33.
unghiul 4'B'C".

Pentru a obtine varfurile triunghiului dorit, proceddm dupa cum
urmeaza: varful C se obtine ca fiind punctul de intersectie dintre pa-
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ralela la B'C" dusa prin A4’ si paralela trasatd prin B' la A'C’; cele-
lalte doud varfuri se construiesc in mod asemanaétor.

Demonstratia. Deoarece A'C' 1. OB’ si A'B' 1. OC', O este orto-
centrul triunghiului A'B'C’, de unde OA’' L B'C'. Deci, B'C' Ld, &
MA'|| B'C" si astfel, M € BC. Din constructie si din relatia anterioa-
ra, BA'B'C’ si A'CB'C" sunt paralelograme, de unde A'C =BA". Am
ardtat in acest fel ca OA' este mediatoare a laturii BC. Dupa un ratio-

nament similar rezultd ca O este centrul cercului circumscris triun-
ghiului construit (4BC este triunghiul cautat).

6. Sa se imparta un triunghi ABC in n parti echivalente.

Solutie. Analiza. Notam cu S aria triunghiului ABC. Consideram
un punct M aflat in interiorul triunghiului §i il unim cu un varf, de
exemplu A. Daca trasdm (in mod corespunzator) n—1 semidrepte cu
originea in M, fiecare dintre acestea va intersecta una din laturile tri-

unghiului realizand o suprafata plana de arie E
n

Constructia si demonstratia. Proiectam punctul M pe latura AC si
notdm cu M’ piciorul perpendicularei. Fie N, punctul de pe AC ales

astfel incat S, _3 (Fig. 11.5.34.).
n

Astfel, lMM' AN, =LAC~hB ,
2 2n

unde A, este indltimea triunghiului ABC

corespunzatoare varfului B. Obtinem ast-
fel relatia:

Fig. 11.5.34.

AN,  hy,
AC  nMM'
In functie de datele problemei si de alegerea punctului M, valoarea
acestui raport conduce la studierea a doua cazuri:
1. Daca a<1, atunci AN, < AC si astfel punctul N, este situat

intre 4 si C. Trecem apoi la constructia unui alt punct N, pe latura
AC asa incat AN, = N|N, (triunghiurile AMN, si N, MN, sunt echi-
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.S .
valente, de arie — ); vom continua
n

acest tip de constructie de cate ori
este posibil (de fiecare datd punc-
tul se afla intre 4 si C, eventual Ni
chiar in C).
2. Presupunem cd am con- C

struit N,,N,,..,N, €[AC] ca in B R\
primul caz. Procedim la fel si et

determindm toate punctele de pe Fig. 11.5.35.
latura AB (proiectand M pe AB) astfel incat toate triunghiurile formate

: . S < < .
au aria egald cu —. Presupunem cd urmatorul punct N,,, construit pe
n

a A S < : . 9
AC astfel incét S, ,, ~=— se afld pe prelungirea acesteia (aceastd
+1 n
situatie se poate Intdmpla chiar la cautarea primul punct, daca
. 1
hy >nMM' sau pe parcurs). C€[N,N,,,|) adicd k <—<k+1. Vom
a

uni M cu C si din N, construim o paraleld la MC care intersecteaza
latura BC in R. Vom arata ca CR este segmentul cautat demonstrand
ca:

SNkMRC = SANAMNM‘

Pentru aceasta, notdm cu 7 intersectia diagonalelor RC si M N, ,,

ale trapezului RMCN,,,. Din MC|| RN, rezultd S,z =Sy, ¢ $i,

de aici, deducem in final ca Sy \pc = Suy v, , -

7. Se dau punctele de intersectie M, N, P i respectiv QO ale
laturilor AB, CD, AD si BC ale dreptunghiului ABCD, cu o dreapta d.
Lungimea laturii AB este p. Si se construiascd dreptunghiul ABCD. In
ce conditii poate fi rezolvata problema si cdte solutii are?

Solutie. Analiza. Presupunem problema rezolvata. Paralela dusa
prin P la AB intersecteaza BQ in S. Triunghiul PSQ este dreptunghic,
deci S se afla pe un cerc de diametru PQ.
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Constructia. Construim cercul de diametru PQ si consideram un
punct S pe unul din semicercuri
astfel incat PS = p.

Triunghiul PSQ este dreptunghic
in S. Ducem prin M si N paralele
la PS iar prin P si Q perpendicu-
lare pe acestea, notdnd punctele de
intersectie ca in figura.
Demonstratia. Din constructie, Fig. 11.5.36.
AB||DC, AD||BC, AD L AB
si AB=DC = PS = p, deci ABCD este dreptunghiul cautat.

Discutie. Problema are solutie daca datele problemei permit con-
structia triunghiului PSQ, deci daca p < PQ. In acest caz, se obtin

doua triunghiuri PSQ, in cele doud semiplane determinate de dreapta d,
simetrice fata de aceasta.

8. Se considera trapezul cu varful A mobil, iar varfurile B, C, D
fixe. Cercul de diametru BD taie bazele CD §i AB respectiv in E §i F.
Dreptele EA si CF taie pe BD in K §i L.

1) Aratati ca exista relatia:

DB DB DE AB _

2) Sa se afle pozitia punctului A pentru care dreptele DB, CF si
EA sunt concurente.

3) Sda se construiasca trapezul in cazul 2) cunoscand suma baze-
lor, inaltimea §i diagonala BD.

Solutie. 1) Din asemanarea triun-

ghiurilor KDE si AKB obtinem relatia: y N
AB_AK_BK
DE EK DK
de unde:
E_ﬁzDB_BKzDKzL(z) A .
DK DE DK DK
La fel, din ADCL ~ AFBL rezulta: Fig. 11.5.37.
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DC_DL_CL

= =—. 3
BF BL FL ®)
Deoarece DFBE este dreptunghi (BD este diametru), DE = BF'.
Inlocuind in (3), rezulta bL = ﬂ Atunci,
CD DE
@_E_BD—BL_DL_I. @)

DL CD DL DL
Din relatiile (2) si (4) rezultd afirmatia de la primul subpunct.
2) In cazul in care dreptele sunt concurente, L = K. Relatia (3)
devine:

DC_DK_CK
BF BK FK
, , : AB BF DE . DE?
Din (1) si (3'), obtinem — =——=——, adicd 4B = . Punc-
DE DC DC CD

tele B, C, D, E fiind fixe, AB are lungime constanta.

3) Deoarece DF L AB, DF este 1naltimea trapezului de lungime /.
Mai cunoastem a = AB+ DC si lungimea diagonalei BD.

Pentru ca problema si aiba solutie, # < BD . Construim mai intai
cercul de diametru BD. Notam cu F un punct de intersectie al acestui
cerc cu C(D,h).

Cunoscand ipotenuza BD si cateta DF, putem construi triunghiul
dreptunghic BFD, deci aflim BF = DE =b=+/BD* —h*> (punctul E
se afla la intersectia paralelei dusd din D la FB cu cercul de diametru

BD). Pentru a determina lungimile laturilor AB si CD, formam sis-
temul alcatuit din conditia impusa la 2) si din ipoteza:
b*=A4B-DC
{a =A4B+ DC.
Obtinem o ecuatie de gradul al II-lea al carei discriminant este:
A=a’—4b> =(a—2b)(a+2b).
Pentru a putea construi trapezul, trebuie impusa conditia A >0, a-

dica, b S% (in cazul egalitatii obtinem dreptunghiul FDEB). Cunos-
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cand lungimile celor doua laturi, construim celelalte doud varfuri 4 si
C ale trapezului.

Deoarece /1 < BD, intersectia cercului C(D,h) cu cel de diametru
BD este formata din doud puncte, F' si F' (ele sunt simetrice fata de
BD). Vom obtine doud triunghiuri dreptunghice, BFD si BF'D. In
cazul 1n care consideram al doilea triunghi, realizdnd acceasi con-
structie, mai rezultd Inca un trapez.

9. Construiti un trapez cunoscand diagonalele, linia mijlocie si
unul din unghiurile alaturate bazei mari.
Solutie. Analiza. Presupunem problema rezolvata. Fie ABCD tra-

. . R BC+ AD .
pezul care trebuie construit cunoscand m(£4BC), T si vec-

torii BD , AC . Dacd facem o A D
translatie a diagonalei AC de vec-
tor AD, obtinem paralelogramul
ACC'D.
Deoarece BC'=AD+ BC putem
construi triunghiul BDC' (lungi-
mea lui BC" este dublul lungimii Fig. 11.5.38.
liniei mijlocii).

Constructia. Trasam segmentul de lungime BC’. Construim in B

B C C

un vector echipotent cu BD siin C' unul echipotent cu —AC . Ei vor
avea aceeasi extremitate, varful D al trapezului (din BD +DC = BC
si DC=DC'—CC’ rezulta E+E’=TC).

In punctul B, construim in acelasi semiplan, un unghi XMBC’ de
masurd egald cu cea datd. Punctul 4 se obtine intersectind BM cu
paralela dusa din D la BC'. Pentru a rezulta si pozitia punctului C,
trasam o paralela din 4 la DC" care va intersecta BC’ in C.

Demonstratia. Din analiza problemei, observam ca avem toate da-
tele necesare sa construim triunghiul BC'D (bineinteles, daca lun-
gimile sunt corect alese). Cum ADC'C este paralelogram, 4D =CC’
si AC =DC'. In mod evident, trapezul ABCD este cel cautat.
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10. Sa se construiasca un trapez cand se cunosc laturile sale.

Solutie. Analiza. Presupunem ca bazele trapezului sunt AB (baza
mare) si CD. Daca consideram: DD'|| BC, D'e(AB), BD'=CD iar
DD'=BC.

Constructia. Notam lungimile la-
turilor trapezului cu: AB=a, BC =5,
CD=c¢, AD=d. Construim un seg-
ment AB de lungime a, apoi construim
cercurile C(A4,d) si C(B,b). Punctele
C si D se vor afla pe aceste cercuri.
Pentru a determina punctul D (de Fig. 11.5.39.
exemplu), aplicam cercului C(B,b) o

translatie de vector echipotent cu CD. Obtinem cercul C(D',b) .
Atunci, D este punctul ce se obtine prin intersectia acestui cerc cu
C(A4,d) (considerat intr-un semiplan determinat de dreapta AB). Pen-
tru a determina varful C, determinam transformatul punctului D prin
translatia de vector DC.

Demonstratia. Este evident ca punctele D si C apartin celor doua
cercuri construite. Prin translatia realizata, transformatul lui B este D'.
Punctul D, aflat la intersectia celor doud cercuri, are proprietatea ca
DD’ = BC . Deoarece DC ~D'B, rezultd ¢ CD|| AB si CD=D'B.
Astfel, punctul C este varful trapezului care trebuie construit.

Daca considerdam D, , punctul de intersectie al cercurilor C(4,d)
si C(D',b) din celalalt semiplan, construim in mod analog un alt tra-
pez AD,C\B , unde D, si C, sunt simetricele punctelor D si C fata de

dreapta AB.
Discutie. Pentru a putea construi trapezul, intersectia cercurilor
C(A4,d) si C(D',b) trebuie sa fie nevida. Pentru aceasta, intre lungi-

mile a, b, ¢, d (a>c), trebuie sa se verifice relatia:
|d—(a—c)|<b<d+(a—c).
Daca una dintre inegalitati devine egalitate, cele doud cercuri sunt
tangente si D € AB, situatie care nu convine.
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11. Sa se construiasca un segment de dreapta de lungime si direc-
tie data care se sprijina pe doua cercuri date.

Solutie. Analiza. Fie C(O,,r,), C(0O,,r,) si v elementele cunos-
cute din enunt. Pentru a construi un segment AB care are aceeasi lun-

gime si directie cu vectorul v, tre-
buie sa obtinem:

AB ~v sau AB ~ —v.
Presupunem problema rezolvata; fie
AB ~v astfel incat: 4eC(O,,r) si
BeC(O,,n).

Daca construim 0,0 ~ v, deoarece Fig. 11.5.40.

AO,OB este paralelogram, punctul B se afla si pe cercul C(O,r,).

Constructia (demonstratia rezultd din analiza problemei). Apli-
cam o translatie de vector v cercului C(0,,r,) si notdam cu C(O,r)
cercul obtinut (0,0 ~v si r, =r). Fie B, si B, punctele de intersec-
tie ale cercului C(O,r) cu C(0,,r,) . Ele sunt transformatele puncte-
lor A4, si A, ale cercului C(O,,r,).

Deoarece 4,0,0B, si 4,0,0B, sunt paralelograme, iar capetele
segmentelor se afld pe cele doud cercuri, 4 B, si 4,5, sunt segmen-
tele cautate.

Daca aplicam o translatie de vector —v cercului C(0,,r,), prin
acelasi procedeu mai obtinem doud segmente.

Discutie. Pentru ca problema sd aiba solutie, intersectia cercurilor
C(0,r) si C(O,,r,) trebuie sa fie nevida.

Pentru aceasta:

Daca |r] —r2|<002 <n+r <:>|r1 —r2|<H@—;H<r1 +r,, atunci
cercurile sunt secante si obtinem doua solutii.

Daca |rl —r2| =00, sau OO, =r, +r,, atunci cercurile sunt tan-

gente (interior sau exterior) si vom avea o singura solutie.
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Daca 0O, >, +r, sau 00, < |r1 —n,|, cercurile nu au puncte co-

mune, deci nu exista solutie.
Vom face apoi aceeasi discutie pentru cercurile C(O,r), transfor-

matul lui C(O,,r,) printr-o translatie de vector —v st C(O,n).

12. Sa se construiasca un triunghi echilateral ale carui varfuri se
afla pe trei drepte paralele d,, d, si d,.

Solutia. Analiza. Vom presupune problema rezolvata. Fie 4€d,,
Bed, si Ced,. Deoarece AB=AC si m(£BAC)=60°, rezultd ca
varful B este punctul obti-

nut din C printr-o rotatie A 4
Y 2 "\/_

de unghi a—g si centru B_—— ) B/ 4,
A (C este transformatul lui B /, E
B prin rotatia de centru 4 !

. . T ! °
si de unghi ——). Deoare- 1 0" 4

3 CE C
ce Ced,,rezulta ca B se
Fig. 11.5.41.

afla pe dreapta obtinuta

prin rotirea lui d; cu % in jurul lui 4.
Constructia. Alegem Aed,. Construim AE 1 d,. Rotind AE in

jurul lui 4 cu %, obtinem segmentul AE'. Fie d perpendiculara ridi-

catd din E' pe AE'. B se obtine ca fiind punctul de intersectie al
dreptelor d, si d (d rezultd de fapt din d, printr-o rotatie de centru 4

si unghi %). Punctul C se afla rotind B in jurul lui 4 cu unghi —% .

Demonstratia. Din AB = AC si m(£BAC)=60°, rezultd imediat
cd triunghiul ABC este echilateral. Mai trebuie sd aratam ca C ed,.
Tinand cont de modul de constructie al punctelor E, E’, B, C, obtinem
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cd AE=AE'; AC=AB; XEAC = XE'AB. Astfel, triunghiurile AEC
si AE'B sunt congruente. De aici rezulta ca triunghiul AEC este drep-
tunghic, deci C ed,.

o « . . . Va .
Discutie. Daca vom roti AE in jurul lui 4 cu 3 printr-o con-

structie similara, obtinem un al doilea triunghi echilateral, simetric cu
primul fatd de AE. Cu toate ca este evident, facem observatia ca lun-
gimea laturii triunghiului echilateral construit depinde de pozitia celor
trei drepte paralele considerate initial.

13. Sa se construiasca un cerc tangent la doud drepte concurente
date si care trece printr-un punct dat.

Solutie. Analiza. Notim
cu d, si d, dreptele concu-
rente in O si cu M, punctul dat.
Consideram ca M ¢d, Ud,.
Deoarece cercul pe care do-
rim sd-1 construim este tan-
gent la cele doud drepte, cen- Fig. 11.5.42,
trul sau se va afla pe bisec-
toarea unghiului format de cele doua drepte. De asemenea, acest cerc
este omotetic oricarui cerc tangent la cele doua drepte (centrul omo-
tetiei este O).

Constructia. Vom construi d,
bisectoarea (OB a unghiului

format de drepte d, si d,, apoi

B
un cerc C(4,r) cu centrul A4 %’
pe bisectoare, tangent dreptelor /’e
(pentru aceasta, din punctul 4 6 d;
ales arbitrar pe (OB coboram O

perpendiculara din 4 pe d, . Fig. 11.5.43.

Raza r a cercului dorit este AT

unde T este piciorul perpendicularei). Notdam C(A4,7) "OM ={P,Q}
(Fig. 11.5.42.).
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Prin M trasam paralele la 40 si AP. Notam cu O, si O, punctele
in care aceste paralele intersecteaza bisectoarea; ele reprezintd centre-
le cercurilor cautate.

Demonstratia. OM || AQ si O,M || AP implica:

00,_om_, 00, oM _,
0A r 04 r
Cercurile C(O,,rk;) si C(O,,rk,) sunt imaginile cercului C(4,r)

prin omotetii de centru O si raport k,, respectiv k,. Deoarece O,T;
este imaginea lui A7 prin transformarea precizata si, in cazul acesta,
imaginea unei drepte este o dreaptd paraleld, rezultd ca O7, Ld,.
Procedand analog, obtinem ca cele doua cercuri construite sunt tan-
gente dreptelor date initial.

Discutie. In cazul prezentat (M ¢ d, U d,) au rezultat doud solutii.

O situatie particulard este cea cand M € (OB. Cele doud cercuri
care convin sunt construite in mod direct ca in figura 11.5.43.. Pentru
a determina cercul C(O,,7;) unde r, = OM , notdm cu /, distanta de la

. OM —
M la d,. Din u:ﬁ rezultd d;
oM [,

M .
n —110—. In mod analog vom

M
_ B
I, +0OM
determina si raza celuilalt cerc. d

Daca punctul M se afla pe una o
din drepte si M = O, solutia va fi Fig. 11.5.44.

unicd (fig. 11.5.44.) unde O, este punctul de intersectie dintre (OB si
perpendiculara ridicata din M pe d, .

14. Sa se inscrie un patrat intr-un triunghi.
Solutie. Analiza. Fie MNPQ patratul inscris 1n triunghiul ABC cu
M,N e€(BC), Pe(AC), Qe (A4AB). Notam cu / lungimea laturii sale.

Fie M'N'P'Q' imaginea acestui patrat printr-o omotetie de centru B si
raport kunde 0 < k <1 (Fig. 11.5.45.).
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Deoarece orice dreapta ce trece prin centrul de omotetie se

transforma 1n ea 1nsési, va rezulta:
M',N'e(BC), P'e(BP), Q' e(BQ).

Constructia si demonstratia.
Construim patratul M'N'P'Q" astfel incat: M',N'e(BC), Q'€ (AB)
iar P' este in interiorul triunghiu-
lui. Dreapta BP' intersecteaza la-
tura AC in P. Trasam prin P pa-
ralele la P'N' si la P'Q’ care in- Q P
tersecteaza BC in N si AB in Q. Q
Punctul M se obtine prin intersec-
tia paralelei duse din Q la O'M'
cu BC.

A

B M M N N C

QP BP PN t Fig. 11.5.45.
Q'P" BP' P'N'
rezultd ca MNPQ este pitrat (el este imaginea lui M'N'P'Q’ prin

omotetia de centru B si raport k).

Discutie. Problema, astfel rezolvata, are solutie daca unghiurile B
si C sunt ascutite. Dacd unul dintre ele este obtuz, ne vom raporta con-
structia la celelalte doud unghiuri ascutite ale triunghiului.

Deoarece

b

15. Sa se construiasca un triunghi ABC cdnd se cunosc elemen-
tele: latura BC, unghiul A, iar medianele duse din B si C sunt perpen-
diculare.

Solutie. Analiza. Notam cu AA', BB' si CC' cele trei mediane si
cu G centrul de greutate al triunghiului. Deoarece BB’ L CC', punctul

G se afla pe cercul de diametru BC; deci A'G = % =b, unde BC =a.

Astfel, AA'=3b=ct , deci A este pe cercul C(4',3b).
Din m(£BAC)=a =ct, locul geometric al punctului 4 este reu-

niunea a doua arce deschise de extremitdti B si C, simetrice fata de
latura BC.
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Constructia. Construim mijlocul segmentului BC, A" si cercurile
C(A',b) si C(A',3b) (Fig. 11.5.46.).

Trasam locul geometric descris de A (arcele capabile de unghi dat «
subintinse de BC) ca in 11.5.1.. Tinand cont de simetria celor doua
arce fatd de BC, consideram doar arcul de deasupra lui BC.

Varful A4 se va afla la intersectia acestui arc de cerc cu cercul
C(A',3b) (considerand celalalt arc de cerc, se obtine simetricul lui 4
fata de BC).

Demonstratia. Notam cu G punctul de intersectie al segmentului
AA" cu cercul C(A',b). Obtinem AA'=3A4'G, deci G este centrul de

greutate al triunghiului ABC. Pen- |

tru cd G se afld pe cercul de dia-
metru BC, medianele BG si CG
sunt perpendiculare.

Discutie. Din modul de deter-
minare al triunghiului, este evi-
dent ca problema are solutie nu-
mai in cazul in care arcul intersec-
teaza cercul C(A4',3b). Notim cu

O centrul cercului pe care se afla
arcul capabil de unghi « .

Conform constructiei de la 11.5.1.,
obtinem raza acestuia egald cu

oc=—12

Sy Cele doua mediane Fig. 11.5.46.

sunt perpendiculare, deci & < % Astfel, O <sina <1, 0<cosa <1.
Conditia de existenta a solutiei: |OA - OA’| <AA'<OA+0A' &

3a a .
<—X +—ctga devine:

2 2sina

a
——cClgo
2sina 2 &

|1 —cosa| <3sina <l+cosa.
Deoarece 1—cosa > 0, obtinem:
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1—cosar <3sina <1+ cosa <> 2sin> < < 6sin 2cos < < 2cos? <.
2 2 2 2
- a . a < A
Notam th cu x. Din 0< > < " rezultd x e (0,1). Rezolvand
inecuatiile, obtinem 0 < x < %
1 a .
Astfel, daca 3 < th <1, problema nu are solutii.

a 1 o . . . .
Pentru tgzz? existd un singur punct de intersectie (discutim
doar in raport cu arcul capabil situat deasupra lui BC), deci o singura
. . . LA a 1 .
solutie pentru determinarea varfului 4. In cazul 0< tgz < 3’ se obtin

doua solutii pentru 4, deci se pot construi doua triunghiuri.
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