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A

Integrala Riemann




i\

Dacd a bR, a<b, 0 diwzivne a intervalulur [=, 5] este mulfimea
punctelor {x,.x....x,} <[4 &] §1 anume:

Motam cu D[z, &] multimea tuturor divizionilor intervalulur [a, 5].
Norma diviziunii AeD [a 5] este numarul || = max [x; —x:| .
L {.i'! '
: b—a i
O diviziune este echrdistanta dacd x; —x,_; = 12k<n,
M

CaZ In care avem: x. = a+k-




Dacd a.beR, a<b, 351 AsD [ad], Ara=x, <x; <. <x, =&, multinea
E,={f 12 k€n &, =[x, x|} este multimea punctelor infermediare
asociate diviziunit A,

Pentru functia f:[a 8] — R, construim suma:

T r(A.Ex)= D fEr)-(p —xp1)
i1

numita suma Kiemant.
Aceasta, reprezintd suma aritlor dreptunghiurilor de laturt (x; —x._;) 5

flE) ., 15k<n,




Functie integrabila
Riemann

Functia f este iategrabild Riemann pe [z, 5] dacd existd un numar real [,

cu proprietatea ca:
Te >0 existd >0, astfel incdt YA D [a.8], cu |[A]<F 3 avem

|<7 ; [_‘-l:;f_,L}—I|-: g, pentru orice alegere a punctelor intermediare #

Mumdrul I se numeste integrala Riemanna lui f pe [a. 5] ,este unic determinat

si se noteazd [= [_,f'[x}:ir.

a

[flix}fir o (A.2,), AeD [a8].




Pentru functia f:[a ] — R,, integrabild Riemann pe [a. &], numarul [f[x}:&r
a

reprezintd aria multimii marginite de axa Ox, dreptele x=a x =4 $i graficul
functier yv= f(x).

Reamintim cd in general, aria multimii limitatd de axa Ox , dreptele x=a, x =5

st graficul functier y= f(x), unde functia f:[a 5] — R este integrabild Riemann

pe [a.5] , este ‘[|_,i"[x}|dr.




1. Exemplu

53 calculim aria figurii limitati de parabola ¥ =x* —1, axa Ox si

dreptele x=-2 , x=¢:

Aria = ”:r: - 1|d:r:= ]l[xz —1)dx+ i (1—x" e+ j[:r:: —dx
-3 -1 -1 1




A

p Xx=-2: 1:2:31=-2; x2=2:y=-1:1:3; y1=0; plot{xx*2-1x1, vy, r™ x2 v.'r" x.y1 k™)

figura limitata de parabola, axa Ox, dreptele x=-2, x=2
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» SYMS X
» Ana=int(abs(x*2-1).-2.2)
Ara =

4




Clase de functii integrabile
Riemann

a Ofunctie f:[a 8] —R, continud, este integrabild Riemann pe [a. 8].

a Dacd multimea punctelor de discontinuitate ale unei functit marginite f:[a 8] =R,
este cel mult numdrabild, atunct functia f este integrabild Riemann pe [a &].
In consecintd functia monotond f:[a 8] » R este integrabild Riemann pe [a 5].




Proprietatile integralei
Riemann

3 Dacd functitle f.g:[a &]— R sunt integrabile Riemann pe [a 5], atunci
[+ geste integrabild pe [z 5] dacd « =R, functia - f este integrabild pe [« 5] si:

Fal

[0+ 230 [ Fo0ces [ g

[ ryde=a-[ rea

(linraritatea integraler Riemann),




Q Dacad functia f:[a.8] —+R; este integrabild Riemann pe [a. &],

atunci [ f(x)= 0
o

Consecintd: monotonia integraler Riemann, in sensul cd
dacd functille f.g:[a #]— R sunt integrabile Riemann pe [a. ],

cu proprietatea ed f(x) < g(x). Vx =[], atunci | (x| g(max.

a2 a




a2 Dacd f:[a.b]—R este o functie integrabild Riemann pe [a.&], atunci £ este
integrabild Riemann pe orice compact [c. 4] = [a §] . (eredifare).

2 Dacd functia _}" [a.5] =R este rnTegr"ﬂI::rlﬂ Riemann pe [a, 5] atunci oricare ar

fi c e [a b]avem [f[x}::}»: [f[x}:&r+[f[x}5&r

(adrtfivitatea in f.e_‘:;'m lef ca f uncfie d.e interval).




Teorema de medie

3 Daca functia f:[a.5] =R este integrabila Riemann pe [a. &] ,atunci:
m-[&—a}ﬂj‘f[x}ﬂ’rﬂ_‘l{-[&—a}
a

unde m=E'ﬂf___,i"'[x} g1 M =sup f{x).
a, 5]

[ 5]

Dacd f este continud pe [a. 2], atunci existd £ = [a, 5] astfel Incdt:

[ra=r&)-¢-a).




3. Exemplu

L

: : 1 x . :
o Pentrua demonstra inegalitatea — < | e 4x«1, observam cad functia
=

=
M
i

fix)= =~ este descrescdtoare pe [01] 17 (x)=-2x- o = 0, x=[0, 1]:I

si astfel avem lﬂg‘f =1, x=[0]1], deci conform teoremel de medie
g

1 3
—<le " ax<l.
&

] '——-.|—l

Pe de alta parte fix)= =~ fiind continud pe [01], exista £=05043

1
astfel incat f£(2)= [ ax.

ur

N



2 Dacd f:[a.8] =R este o functie integrabila Riemann pe [« 5], vom defini

functia F:[a 5] =R, prin F(x)= [f[r}a’r. Functia £ este continud pe [a. &

a
Q Dacd functia f:[a2.5]—R este continud pe [ 5], atunci functia F:[a 8] =R,

definitd prin F{x)= [ f(f)dt este derivabild pe [a. 5] 51 F'{x)= f(x).




4. Exemplu

oo X
« Pentrua calcula derivata functiei [ 1-t*dt, notdm cu F(x) primitiva

M
i

oo X

functiel (continue) fx)=-ll-x* : atunci [ﬂfl—r:ﬂ=F[cnsx}—F[D}

31 astiel
r I-"'-::-s.x _ "-I . |
i [ﬂ.,n'l—z":;‘z' =i|ﬁF[msx}—F[D}_#=—sﬁ1x-F’[Ensx}=

L -

-
=—gi x-yl—cos” x =—5111x-|5111x|.




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 4.

» SYyms x i /
» f=sqri(1-t*2);

» F=int(f,0,cos(x)); Fx=diff(F,x)

Fx =

[sj?n[x]*cnsix]ﬁ.?]f[.?*[1 - cos(xP212)) - sin(x)(2%(1 - cos(x)*2)*(1/2)) - (sin(x)*(1 - ;
cos(x)}" 2y 1/2))/2

Dezavantajul este cd rspun=ul nu apare imediat, o perioada fiind afizat Busy.
Obtinand o forma comphcati a denwvatel, este nevole de simplificarea acestel expresn simbohce:

» Fx=simple(Fx)
Fx = ,
-sin(x) " (sin(x)*2)"( 1/2) )

Y




Transfer de
integrabilitate

a2 Fieunsir (f,), = C([a.8]) uniform convergent la functia f pe [a &]. Atunci:

[fﬂtx}s:r [hm Fa(x)d = [flix}a’r

a Dacd seria de puteri Z a, -x" are raza de convergentd R >0, suma f , atunci
20
e+ - - -
s seria de puteri Z—l -x" are raza de convergentd & si avem relatia
¥i—=
=zl

[ __‘i-.!

%



5.Exemplu

= H

v In(l-x)=-3 — :

1—x

xe({-11), deoarece ¥ x" =
— T (—1.1), Zx
Hml el

obtinem relatia de mai sus

.x € {—L1) st integrand,




6-7. Exemple

» Pentrua stabili multimea de convergenid a seriei de puteri
x:ﬂ_l
S (-1
o in+l
1
calculdm raza de convergenid R = lim D)o fim 2251y .
nsalg, | mee 1

In+3
in punctele x=1 si x=—1 sunt verificate conditiile din criteriul Leibniz,
deci seria este convergentd gi astfel multimea de convergenta este [-1.1].

1+l

Defini iei ca fiind f:[-1] =R, f(x)= ¥ (D" -— .
efinim suma seriei ca fiind f:[-11] =R, f(x)= > (-1) Tl

Fomi{d

Derivind seria termen cu termen obtinem

ral . 1
Fr=2 D" x™ = —— 7 |4 <1

1+ x

)

si astfel f(x)=arctgx+C |x <1|. Pentru x =0, obfinem C=10.




+ Folosind transterul de integrabilitate in cazul seritlor de puteri, sa dezvoltdm
in serie functia _}‘"[xj=]11[x—qm:|= reR:

1
unei serii binomiale), asadar:

o QoD
2

Calculdm derivata f'(x) =

51 0 dezvoltdm Tn serie de puteri (este suma

[—
L

1 ®

£ =l+x? T =1+ (-1)
=]

Integram termen cu termen pe [0.x].x =R si obtinem:

{3 = e (2n=DU g
fix)=In{x++x +1}=1+§(—1} Tl @D +C

din f{0)=0, rezultd C=0

=

D



De retinut

* Functie integrabild Riemann

* Clase de functii integrabile

* Proprietatile functiilor integrabile

+ Teorema de medie

» O primitivd a unei functii intfegrabile Riemann
» Transfer de integrabilitate




A

Integrale improprii




Integralele improprii constituie o extindere naturald a integralel Riemann,
in sensul cd vom considera domeniul de integrare sau functia de integrat

nemdrginite, bazdndu-ne pe teoria trecerii la limitd.




Integrale pe intervale
nemarginite

Integralele pe intervale nemdrginite sunt integralele Tn care cel putin una din limitele t/

de integrare este infinitd, adicd de forma:

[ e, | Feoax sau | fan |
Dacd pentru functia f:[a+=)— R, integrabild pe orice interval [ax] cu x> a, ’

L ]
existd lim [f[x}::‘rs R, vom spune cd [f[x}::‘r este convergenta
L—+m = w

a a

. L
g1 vom nota [ fi{x)ax = lim [ f(x)dx. In caz contrar integrala este divergentd.
= L=t

Y

i i




8. Exemple

1 L
e 54 calculdm [ - dr=hm [ —dx=lm arctou=

1 T
1+ x° usms ] 4+ x° L—sx 27

¢« Integrala [5111 xdx este divergentd deoarece:
b

lim [5111 xdx = ].tlIl (—:nﬁu + 1) si nu existd lm cosu.

L—wm = L —+m




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 8

» 11=int (1/{1+x*2).0,inf)
1=

pif2

» Int{cos(x),0,inf)

ans =

MaM

B eamintim cd MaM = not a number




Existd Incd doud cazuri de integrale improprii, cu domeniul de integrare nemarginit, |
cazuri care se reduc imediat la cazul prezentat anterior. Astfel, avem:

[ 7Gx = [ f(-t) .

[ reoen [ reoae [ rooas >

—im

dacd [ fx)ax existd




a Integralele [f[x}i-r 3 [_,f‘[x}_f.:‘r, unde f:[c.=)—=R,c=min{a &}

converg sau diverg Tn acelasi timp.

a Considerdnd f:[a+=)—R, integralele [f[x}::.’x;i [k-f[x}:ir au aceeasi
a a

naturd, oricare ar fi £ =0.




Criteriu de convergenta

2 Dacd functia f:[a+=)— R, , integrabild pe orice interval [« x] , are proprietatea
cd existd o functie g:[a+=) =R, astfelincdt f(x)= g(x). Vx= a, atunci din convergenta

g(x)dx rezultd cd integrala [ f(x)dx este convergentd, in timp ce divergenta integralei

a

ra]

[ fix)ax implicd divergentd integralei [g[x}:.:‘r.

a a




9. Exemplu

¢~ dxeste convergentd, deoarece ¥x>1 avem

£ Py 1

—
e

g™" <e™" 5

FE_Iﬂ=1——.
1

iy | ==




Consecinta

2 Pentru functia f:[a+=)—R, , integrabild pe orice interval [a x] :

* dacd lm x%- f(x) =4 (finit), pentru « =1, atunci [f[x}z&r este convergentad;
X—xm =
a

* dacd =1 51 4+=0,integrala este divergentd,




lO.Exemplu

—— —dx este convergentd, deoarece lim x° -—2—?.
K—+m ; L

0 1+ x7) (1+x7)]
Pentru a calcula integrala, folosim a doua schimbare de variabila:
din substitutia x =zgt obtinem dy =(1=12t)dt:

| lu

se schimbd limitele de integrare: x=0=:¢=0 3l x=x=1t= ; 51 astiel:




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 10

» INt((atan(x) )}/ (x*2+1)2(3/2).0, inf)

Warning: Explict integral could not be found.
ans =

int{atan(x)/(x*2 + 1)%{3/2), x = 0_.Inf)

Instructiunea Int mm face fata, fiind vorba dupd cum am vazut de un calcul laborios.
Vom scrie in fata instructiumni int, instructiunea double, @i Matlab ne va retuma rezultatul
uriel mtegran mumnence.

» double(int{{atan (x))/(x*2+1)*(3/2).0, inf))
Warning: Explict integral could not be found.
ans =

0.5708

Verificam dac3 am obfinut acelasi rezultat:

Q »pil2-1

ans =
0.5708



Integrala absolut
convergenta

Spunem cd integrala [ f(x)dx este absolut convergentd daca

a

integrala [| f(x)|ax este convergentd,

i

Se observa cd o intfegrala absolut convergentd este si convergentd.




11. Exemplu

* 5d studiem natura integralel [E‘
0

convergenid sd calculdm efectiv integrala:
Avem inegalitatea |E"x - sin 311 <e ", YxeR siinplus

= -sin 3xdxsiin caz de

il . 1
[E ‘“:i}:z; , asadar integrala este absolut convergentd

. 7

[ n Elr ] ~Jx 1 “2x m
[E i 3xax= [,——E -5 Axax=——¢ 5111?r:r:|:J —
[ o\ / -

37 3 1% = 37 2
+—[E S COS3xdx=—| ——eg u:ns.?rxl —-— [E sm dxax|,
2 20 2 >
.h:l .h'..\- - _:l
- 3
calcul din care rezultd ca [E_ Sin E'rxair:ﬁ.
0



Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 11

» I=int{exp(-2*x)*sin{ 3%x),0, inf)




Integrale definite de
functii nemarginite

Fie f:[a.5]— R, continud pe [a, &] cu exceptia unui punctx,, a<x, =&,

punct in care functia f are o discontinuitate de speta a doua ( lim |f(x)|== ).

E—=Xy

54 presupunem cd x, =&, Tn caz contrar putdnd scrie:

If[x}if =T flix}ﬂl‘f—if fla)dx

b b—u

Integrala [ flx)dx este convergentddaca existd lim [ Flu)dus este finita.
- L=t =
a a

In caz contrar, integrala este divergenta.




12. Exemple

dx = ]J.m Arcsin x| -u

Iu|-—-1

Jﬁ

J\F ot [ 1=

;-.1

— _—1|_|

.—q

]__

= -

'_q




Rezolvarea in Matlab a exemplelor
nr 12

» int(1/sqrt(1-x*2),0,1)
dlfls =
pil2

» Int{sgri((1+x)/(1-x)). 0,1)
ans =
pif2 + 1




Criteriu de convergenta

Q Fie functia f:[a.5) —»R,, cu im f(x)=+x, integrabild pe orice interval [a.6-4],

ue(0,b—a); dacd existd si este finitd lim (5—x)° - f(x) pentru #<1, atunci
x—=b

[ f(x)dx este convergentd.




13. Exemplu

+ Integrala [ dx este convergentd, deoarece
1

1
3 (x+1)- 41— x7
fim (1-x) -

1 1
= (x+1)-41-x2 242

pentru a calcula integrala folosim substitutia = L , rezultind astfel

x+1
1 - . . : :
gy = ——dt; dupd inlocuirea limitelor de integrare obtinem:
2
1 1 1 1 1 1 1
dx: ~ ,_"'.‘i;IE'= ,:':;'E'=1

fa | =R

(]
re
[S==1
ey
fa] ="




Rezolvarea in Matlab a exemplelor
nr 13

» int(1/((x+1)*sqrt(1-x"2)).0,1)
dlls =
1




De retinut

+ Integrale pe intervale nemarginite

- Criteriul de convergenta si consecinta

» Integrala improprie absolut convergenta

* Integrala definita de functii nemarginite
- Criteriu de convergenta




A

Integrale multiple




Integralele multiple sunt o extindere naturald a integraler Riemann pentru cazul
functitlor de mai multe variabile.

- Integralele dub/e, notate ”f[x:;r}z‘.}mil', unde functia f:D =R, DcR? este
A
continud st A= D) o multime compactd.

- Integralele friple, notate ”[f[; ¥, 2)dxdydz , unde functia F:D =R, DcR?

A
este continud, st 4= D este o multime compactd.




Integrale duble

Pentru inceput studiem cazul 4=[a ]x[c.d] 51 f:4A—+R,, functie continud.
Considerdnd diviziunile

5=

£y

].l i'triﬂ=x3{x1{...{xm=&

A=D
_"LED'

L

2y

[e,d], A":

L

=V <.y, =d

R

obtinem o diviziune A £ D[4, 5]x[c, 4], ale cdrei elemente sunt dreptunghiurile
(e Xe %[y p; ). 12k=m 1= j=n, de normd

|| = max{( x; —xeg)-(yy -yl S kEm 1< <}




Familia punctelor intermediare (£, », | corespunzdtoare diviziunii A are ca elemente
perechile |&; 7,/ unde & & [x_p.x; 1, 7; €[V j0.5].

Construim suma Riemann corespunzdtoare functier f si diviziunii A si punctelor

intermediare (£, n, |

¢ A sl = 2 D FCrmy) (e — X)) (5~ ¥ 1)

k-l j-l

ce reprezintd suma volumelor paralelipipedelor cu baza [x; .3 %[y 4.¥;:] i

indltimea fi&. ;) .




Functie reala de doua
variabile reale, integrabila

Functia f:4=[a b]«[c. d] =R este mnfegrabild pe 4, dacd existd un numar real I,

cu proprietatea cd:

Te>0 existd § =0, astfel incdt A e D[a 8]x[c.d], cu [A| <& =i avem ’

|<7,- (A(E .7 N I|{3 pentru orice alegere a punctelor intermediare |.__,I_r}_,l

)




Mumdrul [ se numeste integrala dublda lul f pe 4=[a b]=[c.d], este unic determinat

sl se noteazd [ = ”_,i"[x:_}'}dmil' .
.|

”f[x:l}:,grﬂh-: &iﬂﬂgﬁ[j: (Fa.74)), A Dla b]x[c,4], pentru orice alegere a
A

punctelor intermediare (£, #, .

Mumarul I= ”f[x:g-}dmﬁ-r‘epr‘ezinfﬁ volumul corpulut situat deasupra planulur xOy
A
si sub graficul functiel y= f{x.»), unde f:.4 — R, este o0 functie integrabild.

D




Calculul prin iterare al
integralei duble

Calculul acester integrale duble se reduce la calculul unei integrale Riemann,
bazdndu-ne pe teorema:

2 Dacd functia f:.4=[a b]x[c. 4] =R este continud, atunci

"u

_,f'[x V) ,4[

-hll

fxe )y o= |

([ renas-]

[2. 5] c 4]

F.'l _—1 :,

" =,
Oy '_—..|::|I
5 "_'I|::I|
- %
F-'I _—.ll_:..

( feorema Fubini de permutare a ordini de infegrare)

Y




14. Exemplu

Pentru a calcula 7= ”[x —xv+ v )dxdy, folosim teorema Fubini:

[-L1}{0.3)

12 ™
[ - - |
7= [a? —xpe p )y i ;

L0 f
-1 0 J

In calculul integralei [[x*—,x;r+3-‘};:§r, considerdm v wvariabild st x constanta:

Y
(i

2 3

[x -Xy+ ¥ }"JI—I 1—xT+

[ _—1|.J
-_—

g1 astfel:

1
: 3. 20
« I=[(x?-2x+)a=2 )
:1 aJ aJ




Calculul integralelor duble
in Matlab

Pentru a evalua simbolic integrala int = ” fx, v)axgy vom lucra in doud etape:

[2. 5] c.d)

dupa declararea vanabilelor simbolice, si a functiei f evaluam [ Fix, ¥)dv =intx
c
b
siapoi | intxex =int

a
% SYMS Xy
of=F (%, y)intx=int{f y.c.d)
wint=int(intx,a,b)

Se poate evalua mtegrala folosmnd o smgura funche 51 anume:
BSYIMS X Y
» f=1 (xy).; int=int(int(f, y.c.d), a,.b)

MNuwtafl cd dacad feste fimefie continua se poate penmua ordinea demtegrare!




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 14

. = ”[I:—El'+3':}£‘u‘mfl'
[-L1}{0.2]
BSYMS X Y
» f=xt2ay+yn 2 intx=int(f,y, 0,2)
intx =
2EN2-25%+8/3
wint=int(intx -1,1)
int =
20/3

:au

BSYMS X Y
» f=xt2-"y+yn2: int=int(int(f,y.0,2).-1.1)




15. Exemplu

« Pentru a calcula integrala ”1 eV dvdy, e preferabil sa calculdm

[0 23]

v-g T ="

[ '_—1|_|

1 1 S
D=§=‘ -1, decdt I‘;--ﬁaﬁ- si astfel:

[o-vastm [ [ eae = [ et
0.1+ 2.3} 210 ooy




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 15

Daca inrezolvarea antenocara era esenfiali o ammrmita ordine de mtegrare .

in rezolvarea cu Symbolic Math nu are importanta. Intr-adevar inal doilea
caz rezolvarea dureaza mai mult.

» Int(int(f,x,0.1),y.2,3)
ans =
exp(d) - exp(d) - 1

» Int(intif,y.2.3),%,0,1)
ans =
exp(d) - exp(d) - 1

N



Incazulin care fix,vi=g(x)-ky),unde 7 :[ab]—=R

st g:[c. d] = R, calculul integraler se simplifica:

[ rec s = [| [eco-soray b= [ | [ roray e
[2.5]c.4] ale - = Ut |

T - 8 ™

- [Hr || [ 2o




16. Exemplu

|

i (] -I- i -
. v i . - v | 1 i 1 \
. g -cos—dxav=| | dx |- |cos=4&y =—- g—— |
B 2 1 L 5 | 1 L 5 2 | 2 1 g.-

[- L1 ][0 %] \ -1 0 .

A@‘

\




Intr-un caz mai general functia f este definitd pe o mulfime 4, CR?

ie{l2}, de forma

A4 ={(y)|asx<hald) <y < fR)

unde . 5:[a.b] —R sunt functii continue, sau
A ={(xW=ry=d. q()=x= B0},

unde r:f‘\. 5, [e.d] =R sunt functii continue.

Y




17. Exemplu

y=x" -2 si de prima bisectoare y=x vom desena cele doud curbe,

Calculdm abscisele intersectitlor: x=x"-2=x =-Lx, =2, obtinem cd x=[-1.2

x=-11.1:2;plot(x,x,'r' x,x." 2-2, k")

Pentru a defini cu ajutorul inegalitdtilor multimea 4, limitatd de parabola
]




i
iy |
|
]

i
=
iy
|
]




Asadar x =[-12], Tn Timp ce ordonata y este cuprinsa intre parabold st prima .
bisectoare, adicdi ¥ -2<y<x.

Asttel putem spune ca: ’

4, ={[x:_}'}|—1£x£2: xP—2<y<x}




18. Exemplu

« Incazul multimii 4,, limitatd de parabola x=y* -1 si dreapta x=y+1 avem:

x=-1:.01:3; plot(x sgri(x+1),'k' x,-sgri(x+1),'k' x,x-1,"r")




i
i
(g |
I
1




Calculdm ordonatele intersectiilor: y* —-1=y-1=y, =-1 v, =23i astfel
ve[-1.2],Tn timp ce x variaza intre parabold $i dreaptd.
Caracterizdm multimea 4, prin inegalitati:

Ay ={(x, _}'}|—1£3'£ 2. _}': 1= x< y+1}.




Calculul integralei duble ca
succesiune de integrale simple

Dacd functitle f,g: 4, - R, i={L2}sunt continue definim:

)

”_,i"[x1}:.:’rm [ if[x1}r’1:£r

.ﬂ |.'-"

"-

”_,i"[x ¥y = [ [f (x, 1}511: fﬂ

-‘.'l.'-"'l.




19. Exemplu

5d calculdm ” (x° + Vidxdy, dacd multimea 4 este limitatd de parabolele
A
y=x" 51 x=)".

Calcul@im abscisele punctelor de intersectie: x* = Jx = x; = 0, x, =1

x=0:.01:1;plot(x,x."2,'r" x sqri(x), k')
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Asadar 0 =x=1,1n timp ce y variazd intre parabola y=x" s parabola y= Jx
adicd x> € v £4x.

Avem:




Rezolvarea in Matlab a exemplului
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Avem nevole de reprezentarea grafica a domenmhn de mtegrare, pentru a-l
defirtu cu megahtati.

Pentru inceput calculam abscisele punctelor de mterseche:

» SYMS X
» limx=solve(x-sqri(x))
limx =

0

1

Apoivom desena inacelasi sistem de axe cele doud curbe, pentrux € [0.1]

»x=0:_01:1;plot{xx *2,'r x sqrix),’K)

Din desen deducem cad X~ = V = 4/ X, 51 suntem in misura =3 calculam simbolic ntegr:

» SYMS X ¥
» f=xm2+y; [=int(int(f,y,x"2, sqri(x)),x,0,1)
| =

337140




20. Exemplu

« 54 calculdm ” (x+ y)dxdy , dacd multimea A4 este limitatd de hiperbola
A
3-=l g dreapta x+2y=3,
X
Calculam punctele de intersectie:

2
X+—=3=x=Lx,=12
X

54 desendm multimea A:

x=1:.01:2:plot(x,1./x,"r' x,0.5%(3-x), 'k')
Ny
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X

E
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sl avem:
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|
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Il
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» limx=solve (1/x-(3-x)/2)
limx =

1

2

px=1..01:2;plot(x, 1.6, 7 %, 0.5%(3-x),'K)
Desenul domennihn de mtegrare a fost prezentat antenor.

» SYMs Xy

wf=xty;

sint{int(f,y, 1/ (3-x)/2),%x.1,2)
| =

1/8



21 Exemplu

-

. ” ¥ gy, dactl 4 este mdrginitd de parabola y? =x si dreptele x =0,y =1
A

x=-0.1:.001:1;x1=0;y1=0:.001:1.1;plot(x, sqr(x),'r' x,1,x1,y1)




1-4 I I I I I I

1.2




\

Abscisele punctelor de intersectie sunt x; =0.x, =1%1 y variazd intre parabold si

dr"EﬂFlTﬂ vy =1, adicd a..'f_*i v =1, astfel:

”e checly= [ [g m};k

-
-

MNu gtim sd calculdm prin metode elementare [e“" dv, aga ca suntem obligati sa

incercdm cealalta varianta de definire cu inegalitati, a multimin 4, st anume 0=y =1
51 abscisa x, care variazd intre axa Ox si parabold, adicd 0 =x=y~,
In acest caz avem:

a—
-l

(=]
| e
[

m—
|

(=]

[

He dxdy

M )

U-_'Il_'
[

ﬁ;.
2%
I
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» [=int{int{expix/y), v.sqri(x),1).%.0.1)
Warning: Explictt integral could not be found.
Warning: Explict integral could not be found.

int{int(expix/y), v =x~1/2)..1), x = 0..1)

» [=int{int(expix/y).x.0,y*2),y.0,1)
| =




Proprietatile integralei
duble

3 Dacd functiile f.g: 4. =R, i={L2}sunt continue, atunci: */

”[_,i"+-:r} (x. V)b = ”f (x. 1}:ivﬁ+[[cr[x V)cedy

”L-: F¥x, y)dedv= k- [[fx1}:£rr’1 unde =R .

3 Pentru functia continud f: 4} w4 =R, i={l2}, unde 4~ A" =¢ ’
averm:

[ 70x. yyvaty = ”_,i"x 1}:.:‘rf’1+”_,i"x V)ebxdy

A’

(aditivitatea rnTegmlar duble).




22. Exemplu - aditivitatea
integralei duble

1 e - -
. ”—dmﬁ-, unde 4 este definitd de inegalitatile:

M=

v €8x y=2x y+4x<24.

54 stabilim pentru inceput punctele de intersectie ale parabolei cu cele
doud drepte, respectiv punctul de interectie al dreptelor:

x=0:01:8;x1=2;y1=-10:.01:10; x2=9/2;
plot(x,2*sqri(2*x),'r' x,-2*sqri(2*x),'k"' x,2*x,'g' x,24-4*x,'m' x1yl xZ yl)

-






pentru calculul acester integrale, Tmpdrtim multimea A Tn trei submultimi,
9

disjuncte prin ducerea unor paralele la Chv: x=251 x= 3

x=2:01:9/2:x3=0:01:8;x4=0:01:2:x5=9/2: 01:8;x1=2:y1=-10: 1:10; x2=9/2;
plot(x,2*sqri(*x),'r' x3,-2%sqri(£*x3),'k' x4, 2*x4 'q' x5 24-4*xb,'m' x1,yl,x2 yl}







A'={{xke[02]. -8x £ y2x
A= {(x Ml e[2,2] -5 < y %)

A" ={(x, v)|xe [g 3], —f8x € 24— 4x}

si astfel:
g

1 I \I ‘l‘JE 1 \i Elf’:q-:tx] \I

—dxdy =1 —av ldx +|| —ayv dx+| | — v dx =
L[“-"{_I P £|—[E: X ;' +|‘|—‘|‘E: x Jf +£|1-‘I‘Ex"‘~"|; jl

9

=i1x+:‘ﬂ +fl§ﬂ+ f;u,—JfHJﬂﬁ:Hﬁ
oA : .




\
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» SYMSs Xy
pimx1=solve(sqri{t™x)-2"x)
limx1 =
0
2
» lImx2=solve(-sqri(i"x)-2"x)
limx2 =
0
» limx3=solve(24-4 "x-2%x)
limx3 =
4
» lImxd=solve(sqri(8*x)-24+4"x)
limxd =
9/2
» limx3=solve(-sqri(8*x)-24+4"x)
limx3 =
0
px=0.01:8x1=2,y1=-10:.01:10; x2=9/2;
pplot(x, 2%sqrii2™x), r x, -2 sqri(2*x), K », 2% g w2447 'm 1 oyl xd v l)

Dezenul domeniuhn de mtegrare a fost prezentat antenor




%\

\iﬂ

» Int(int{1/sqriix),y,-sqrt(6%x),2"x),x,0,2)+
int(int{1/sqrt{x),y,-sqrt(6*x),sqrt(d x]] %2 9/2)+
int(int{1/sqri{x),y,-sqri(6"x). 244 "x).x, 9/2, .8}
ESEE;[HE]

[ S [ P




Calculul ariei unei multimi cu
integrala dubla

O inferpretare geometricd a integralel duble ne spune ca Hdmpﬁ'
¥ |
reprezintd aria mulfimii 4.
justificare:
Aria multimin 4A={(x, J']|ﬂ sx=b gi(x)=y= gy (x)tunde functiile g, g, :[a 8] =R

sunt continue se calculeazd dupd formula:

arta(4) = [ [g2(0) - 21 (91

Din daﬁnfjﬁﬂ inTegmlai duble avem:

[[ , (x)— g1 ().




23. Exemplu

Calculati aria mulfimii 4 care este limitatd de parabola y* =x+4 si de

dreapta y=x-2,
Determindm punctele de intersectie rezolvand ecuatia x+4=(x-2)":

x=-4:01:5;plot(x,sqrt(x+4),'r' x,-sqgri(x+4),'r' x x-2,'k')







Dacd vom considera multime de tip 4; (x=[a 5] ) va fi necesar sa descompunem in

doud submultimi.
Pentru simplificarea calcului este preferabil sa definim 4 astfel:

—2=y=3 vy —4=x=y+2
S T , 125
[ [dciay= [[L+:—r+4}a5b=?

arialA) = ”cimi = ]
y Aa ) 3
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plimx1=solve(x-2-sqri(x+4))
limx1 =

2

» lImx2=solve(x-2+sgrt(x+4))
limx2 =

0

» Xx=-4: 01:5;y=-2: 1.3, plot(x x-2 x sqri(x+4),x -sqri(x+4),0,v,")

3 T T T T T T
E/

S L

f/




» SYMSs Xy
» A=int{int(1,y.-sqri(x+4) sqri(x+4)).x.-4.0)+int(int(1,y,x-2 sqri(x+4)),x,0,3)
A=

12376

Daca folosim abordarea prezerntata antenor avem:

» A= int(int(1.x,y*24, y+2).y.-2.3)




Schimbare de variabile Tn
integrala dubla

O aplicatie F:U —R?, unde I” = R® este 0 multime deschisd, datd de
Fix, ) =(f(x.3) f1(x. 1)) , injectivd, de clasd C' pe U, cu proprietatea cd .
F(U)este deschisd si F' este de clasd ' pe F(U7) se numeste schimbare

-~

de coordonatein U7 .

Pentru orice punct (x.»)=0l7 numerele f(x, ¥). f,(x.}) se numesc coordonatele lui ’
(x.3) Tn sistemul de coordonate F, iar functiile f1. f; se numesc sistem de coordonate

[
1

TN




Schimbarea de variabile uzuala pentru integrala dubla este trecerea la
coordonate polare, caz in care:

”g[x: v)dxdy= ” gl{rcosp,rsing)-r-ardp
A Fid)

unde g:4—R, AcR® compactd, este o functie continud.




24. Exemplu

» 54 calculdm ” x* + v dkdy , unde
A
.fi={[x:_}'}|1£ ¥ +32 €9, x20, y20}:

Trecem la coordonate polare, in inegalitatile ce definesc domeniul

X=rcosgy ) . . -
_ st obtinem 1=r° =9 rcospz0,rsme=0,adicd:
V=rFsmg '

Flay ={(r.o)re[l3l. o< [DE]}

A
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» syms xy rphi

» polardom=simplify(subs(x*2+y*2-9 [x_y].["cos(phi),r*sin{phi)]))
polardom = ‘
g -9 /
» polardom1=simplify(subs(x"2+y*2-1 [x.y].[rcos(phi).rsin(phi)]))
polardom? =
i - 1

» limr=solve{polardom,r) .

limr =

3
3
» limri=solve(polardom,r)
limr1 =
-1
1

I ia numai valon pozitive, deci * € [1.3];

sin @ = () 2

cos @ = () :
J[ V=" plics qae[[:];]



Prezentam aliturat cele doud multimi A si F_l{;i}

» subplot(121); x=0:.01:1; x1=0:.01:3; y=0...01:3; plot(x, sqrt(1-x.*2),"" x1, sgrt(9-x1.%2),"", 1.y.")
pubplot(122); x=1:.01:3; y=0:.01:pif; plotix, 0, x.pi/2," 1.y, . 3.y.7)

1.43

123

0.8%
0.6

0.4]

024




» f=sqri(x*2+yn2);
wpolarfun=simplify(subs(f, [x.y].[r"cos(phi),r*sin{phi)]))
polarfun =

(r 23 (1/2)

» F=[r"cos(phi).r"sin(phi)];jacob=det{jacobian(F.[r.phi]))
jacob =
r‘cos(phi)*2 + rUsin(phi)*2
» [=simple(jacob)
J -
r

» int{int(polarfun®j,1,3),0, pil2)
ans =
(13*pi)/3




25. Exemplu

” +y drdy , unde muliimea 4 este limitatd de cercul x? —1 =1,

MLI|'IPH'|.Eﬂ A este discul unitate, caracterizat de inegalitatea 2+t <1,

care in coordonate polare devine 7 <1;
in inegalitatea in coordonate polare ce defineste pe .4, nu apare nici 0 restriciie
impusd variabilel ¢ ,asadsar re[01]s51 @ =[0.27] .
[

| [df;;
L )

"1
[ ady= [[& -rardg=] [r-e" ‘ff} - 7e ~1)
0

[0 2x] \

o

D
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»SYyMs Xy r phi
» polardom=simplify(subs{x”*2+y~2-1 [x.y].[r"cos(phi),r*sin(phi)]));imr=solve{polardom.r)
limir =

-1

1

Asupra unghiulii 2 nu se impune nicio retrictie, deci @ [0, 27]

» f=exp(x2+y"2). polarfun=simplify(subsif,x,v].[r"cos(phi),r*sin(phi)]));
» int(int{polarfun®r,r.0,1),phi,0,2"pi)

pi*(exp(1) - 1)

dalns =




Coordonate polare generalizate

In cazul in care multimea 4, pe care integram este mdrginita de o elipsa

! .
—+ — =1, trecem la coordonate polare generalizate:

- I!_.a.
o &

X

X = ar cosg )
, v 20.pe[027] 5i |[detJp|=abr

v=brsing




26. Exemplu

» Pentrua calculao ”Jl—%—%dx:ﬁ, unde 4 se afldn primul cadran si este
A

= =

e - x© oy o . -
mdrginitd de elipsa T+"T =1, Tnainte de a trece la coordonate polare generalizate

9 =
-

vom descrie multimea prin inegalitati $i anume: T+ 7 =1, x20.y =20,

inegalitdti care devin:

r* =L 3rcosp=20;2rsnge =20,

Astfel re[0.1]. o [0, —]5r

“I‘J - ——ddy = ”ﬁr- 1— 7 drdp =
[C.1] 0. ]

k| %
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» symsxyrphi
» polardom=simplify(subs(x*2/9+y*2/4-1 [x y].[3 " cos(phi). 2 r"sin{phi)]));
limr=solve(polardom.,r)
» limr =
-1
1

I ia mumai valon pozitive, deci » € [0.1] ;

-

>0 _
JLC,GW mplics @ &[0, 2]
sin ¢ = () 2

» f=sqri(1-x"2/9-y*2/4); polafun=simplify(subs(f,[x,y].[3 " cos(phi),2*r"sin(phi)]))

» F=[3"r"cos(phi),2*r*sin(phi)];jJacob=det(jacobian(F, [r,phi]));j=simple(jacob)
j =
B*r
sint{int(polarfun®),r.0.1), phi 0, pi/2)
ans =
pi



27. Exemplu

¢« Pentruaevalua 7= [g'r:&r, calculdm:

]
1
4 R b
I. = o .I I. = 5 .I o 5
2 -x" -V 2. e _
Pl fea| [e¥a = || aa
I = |l I = 1 B
..-\.3 .-.. -\.3 - [E-I':' [lzl

Prin trecere la coordonate polare multimea [0, %) =[0, =) se
transformd in [0.20)x[0,27) si astfel:

' B

=

£l

- o] 1 T .'-. 1 5 -h' T

__:"- & I __:"- I &

[g rdp ldr=—- ——g" |5 ==
- 20 2 )4
M
(o

P W J

E§ si astfel [g'f:ﬂr= £

u



1]

In Symbolic Math (Matlab), calculul integralei [ e dx este imediat i nu necesiti
0
tehnici deosebite

» Int(exp(-x*2),0,inf)
ans =

pin(1/2)/2




De retinut

* Functie reald de doud variabile reale, integrabila

» Calculul integralei duble ca succesiune de
intfegrale simple

+ Aditivitatea integralei duble
- Aplicatii ale integralei duble.
* Schimbarea de variabile




A

Integrale triple




Pentru functia f:D —R, DcR® continud, si ¥ = D muliime compactd

putem defini [ £(x. y.2) ez,
.

”I--'FI:I v, 2)dxdvdz

la,.5, xl2y 5, Il By ]

I
Bt 1
<
™
Fd
-"h\.I e
i
&

Din ipotezd functia f este continud, si astfel teorema Fubini de permutare a

ordinii de integrare este valabild, ceea ce Tnseamnd cd avem & posibilitati
de calcul Tn cazul acestel integrale.




28.Exemplu

1 "_1_.-'1 'h._ .
I | - =5 =5 =5 | I
. ”[ +2z7 X yedyez = ul x‘;“z+2:‘xﬁ:‘:’2'$ﬁ'|ﬁr=
[0.1 ,[_: ‘_‘13[_ ) '._ﬂ__‘ _::'-.ﬁ_:] J f_.'
1/-1 ™
|12 | 32
| |5 o= f =
137 3 3

Am ales aceastd ordine de integrare, pentru Sfmplfﬁc-ﬂr‘Eﬂ calculelor, deoarece

dacd functia integrabild f:[-a. a] =R este impard avem [_,F (x)ax =0,

-
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» SYMSXYZ
» f=x i@ yh 2 z+ 272027
» Int(int(int(f.z,-2.2),y.-3,-1).x.0.1)
ans =

32/3




Dacd ¥V ={(x.3.2)|(x.}) € AcR?, a(x,y)=z= B(x.))}, unde

functiile e, F: .4 —R sunt continue, definim:

[T ey ovcpee= [[| [ 7003020 s
¥ A\ &{xy) J

Pentru aplicatii, retinem cd multimea 4 este de fapt proiectia
pe planul xOv a multimin 7.




29. Exemplu

[” (x+ y+ z)ddvdz , unde I se afld deasupra planulut xOv si este limitat de
2
cilindrul x*<yv? =4 si planul z =1:

=y, Z]=cylinder(.5,100);mesh(x y,z)







Avem 0 =z=1 (observati cd z este cuprinsintre planul xChv si planul z =1),

n Timp ce proiectia acestui .:urp in planul xChveste discul x°+y* =4:

-

[[[lix+ y+odapz= [ [[m + 2)cs ey =
R4 12 +3? ‘f-:h J

”{4[I+1+ — Jabech -=1 [L-r‘n:r:u5-:::+r‘si:ﬂ.::J+ji::l_r£_lﬁJ -::‘}r=;rirﬂ=§
x+p s 0\ 0 ) ;




Rezolvarea in Matlab a exemplului

nr 29 Observim ci Z varazi Intre plaml xQy (2 = 0 5 planul z = 1.

\

» |z=int(f,z,0.1)
Iz =
x+y+1/2

Calculul mtegralel triple se reduce la calculul unel mtegrale duble:

» Syms Xy rphi
ppolardom=simplify(subs(x"2+y~2-1 [x,y].[r"cos(phi),r*sin{phi)]))
polardom =

iz -1

slimr=solve(polardom,r)
limr =

» polarz=subs (lz,[x,y][r cos(phi),r*sin{phi)]);
» |=int{int{polarlz®r,r.0,1),phi,0,2"p)
| =

pil2




30. Exemplu

[”(z+ 2)dxdydz , unde ¥ se afld deasupra planului xOy si este limitata de
-

conul z=3—.Jx " +y° .

[%.y]=meshgnd{-3:.1:3,-3:.1:3); z=3-sqrt(x."2+y "2}, surf(x,y,Z)
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In acest caz z variazd intre planul xOy si suprafata conului, adica:

0Ez€3—x" + 37
+)* <3
[[[(H:'}:&vﬁ ” [z 1) dhechy =

multimea 4 find discul x

” —[J‘w'x: + 37T =206 +J_:}“}mﬁ..
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Observim ci Z variazi Intre plaml xOQv (2 = 0) s conul z =3 — x + J.':

» symMs xy Z r phi
»f=z+2; lz=int(f z,0, 3-sqri(x"2+y~2))
Iz =
("2 + yr 2P (12) - 3)" (22 + y2)M1/2) - T))2

Calculul mtegrale: triple se reduce la caleulul unel mtegrale duble:

» polardom=simplify(subs(x*2+y~2-9 [x, y].[cos(phi).r*sin{phi}]))
» limr=solve(polardom,r)
limr =

-3

3

» polarz=subs (lz,[x,y].[rcos(phi),r*sin(phi)]);
» [=int{int{poladz®r,r.0,3), phi,0,2%pi)
| =

(99 pi)/4



Interpretare geometrica a
integralei triple

Un rezultat important afirmd cd volumul multimii 77 = R? se calculeazi
cu integrala tripld si anume

vol(V) = [” v,
.




31. Exemplu

» 54 calculdm volumul multimii 77 —R? |, situatd deasupra planului xOy si

limitatd de paraboloidul z =x° +y* si de cilindrulut x* +y* =4,

[*.y.z]=cylinder{2,100);mes h(x z] hold on
[%.y]=meshgnd{-2:.1:2,-2: 1:2).z=x *2+y "2 surf(x,y.z);hold off







Avem (0<z fix:

val{l) =

1343 -:4

—'l

"'.
1

5r A este definitd de inegalitatea x°

:imjl [
4+t

}m _:',T rlar = 8r

(=1 _—.‘|._|

-




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 31

\

» SYMs Xy Z r phi
[x.v.Z]=cylinder(2, 100);mesh(x.y.z);hold on
[x.y]=meshgnd(-2:.1:2 -2: 1:2), z=x *2+y "2 surf(x,y.z);hold off

- -
[} 1 1
- - ! 1 1
1 ! - 1 -
a 1 : _ -F il 1 -
1 [
1 ! 1
P ! v ]
1
1 - 1
E-\. 1 1 _ 1
1 1 '
1
1
1
+ 4 1
! \
A : 1
L] 1 s
< 1 L\'-\. 1
1
1
e 1
1
I:ll_- I
3 - -
= - - -
1 iy i 2
a 1
a
=1 4
< -2

» f=1;1z=int(f,z,0, x"2+y*2);



Calculul mtegralel triple ze reduce la caleulul unel mtegrale duble:

» polardom=simplify(subs(x"2+y*2-4 [x y].[Fcos(phi),r*sin{phi)]));
plimr=solve(polardom,r)
limr =

-2
2

wpolarz=subs (Iz,[x,y],[r"cos(phi),r*sin(phi)]);
» [=int(int{polarz®r,r,0.2),phi,0,2*pi)




™

O aplicatie F:U —+R? unde I —R® este 0 multime deschisd,
datdl de Fix, y,z) = (fi(x, 3, 2), fr(x, 3. 2). f3(x. ¥, 2)) , injectivd, de clasd &' pe U,
cu proprietatea cd F(L7)este deschisd si F~! este de clasd C* pe F(L7)

£
)

este 0 schimbare de coordonatfein U7 .




Schimbarea de variabile uzuald pentru integrala tripld este trecerea la
coordonate sferice caz in care:

FHI)

([ gCx. . 2)edyeiz =
=
= ”g[r sinl & cosg@, ¥ st & sin @, F cnsE}-r: -5 & - drdp




32. Exemplu

' [”[z: —1)axdvdz , unde 7 se afla’in primul octant si este limitat de
>
octantul de sferd x*+y?+z% =0

Pentru Tnceput sa definim multimea ¥ cu ajutorul inegalitatilor:

x? —3': + 77 =8, xz20, yz0, zz0

si apoi Trecdnd la coordonate sferice

-

X=FsinE cosd

tyv=rsnfsing, r=0,6=[0,7}, pe[0,27]




avem: »~ =9 gl sinfcosp =0, sinfsing = 0, cosfF =0,

ineqalitati ce implicd: » < [0.3]. 6<[0. ] o < [0.
inegalitati ce implica: » = [0.3]. & = [0. 3 ]. @ =0, 2]

”[ - ~Dxdyaz ([ (r? cos? 6-1)-»7 sin6-drd& do =




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 32

» syms xy Z r phith
» f=z42-1.spherf=simplify (subs(f, [x,y.z].[r*sin{th)*cosi{phi),r*sin(th)*sin{phi),r'cos(th)]))
spherf =
r"2*cos(thj*2 - 1
» spherdom=simplify (subs(x"2+y"2+z"2-9, [x,y.z].[r"sin(th)"cos(phi), rsin{th)*sin{phi),r"cos(th)]))
spherdom =
rd -9
» Imr=solve(spherdom)
limr =
-3
3

¥ fiind pozitiv vom avea » £ [0.1] ;

A
Din ipotezd avem: cos & = 0 ceea ce implicd & [0, ?] =1 astfel megalitapile

-

sin Fcos@=0 5 sin Fsin @ 20 sereducla cos @20 51 sin @ 2 0, ceea ce implica f;?E[D:?]

&



Calculam jacobmanul schimbam de vanabile:

» F=[r"sin(th) "cos({phi).r"sinith )*sin(phi), r'cos(th)]. JF=det{jacobian(F,[r.th, phi]});
» JF=det{jacobian(F [r.th,phi]));JF=simple(JF)

JF =

r2*sin(th)

Calculam mtegrala Inaceste conditu:
pint(int(int(spherf*JF,r,0,3),th. 0, pi/2).0, pi2)
dls =

(16 pI)/3

Y




33. Exemplu

[[Hx +y?+z ddvdz, V fiind marginitd de sfera x? +y? 2% 2.

F'r‘rn trecere la coordonate sferice, inegalitatea x° +y* +z° =z care defineste

multimea pe care integrdm, devine - <rcos@ gi astfel r=[0.cos8];
= - - a
este necesar ca sa avem cos& =0, ceea ce Thseamna ca & [0, T]'

Asupra unghiulur @ nu se impune vreo restrictie s asttel @ e[0.27]
(" cosé ™

”Hx syieztaad= [ ' [r_r:m&,,r%,&m:

cos §-siné-dp f*’E—?- .
- £ 3

=

_:-r

"l' ' :ru:nsE
o

{ T A T

-




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 33

» syms xy Z r th phi
sf=sqriix*2+yr2+z"2);
spherf=simplify (subs(f, [x,v.z].[r"sin(th)*cos(phi),r*sin(th)*sin(phi),r'cos(th)]))
spherf =
(r* 2" (1/2)

» spherdom=simplify (subs(x"2+y"2+z72-z, [x,y.2].[r"sin(th)"cos(phi), rsin(th)*sin{phi),r*cos(th)]))
spherdom =

r“ir - cos(th))

» lim=solve(spherdom,r)

limr =

cos(th)

T
¥ fiind pozitiv vom avea » £ [0, cos &) ;Astfel avem: cos & = 0 ceea ce implica & [0, ?]

-

s din inegalitagile sin 6cos @2 0 5i sin sin 02 0 avem @ €[0.7]

» F=[r"sin(th)*cos({phi),r*sin{th)*sin{phi), r'cosith)];JF=det{jacobian(F,[r.th, phi])};
» JF=simple(JF);

» Int(int{int(spherf*JF r,0,cos(th)),th,0,p/2),0,2%pi)
ans =



Coordonate sferice generalizate

In cazul in care mulfimea 7 este limitata de un elipsoid, sau o de o portiune

-
-

| ]

-
— -

- - - - X - -
din supratata elipsoidulul —+ +Z_ =1, vom face shimbarea Tn coordonate

-

)

| ]

a- b e
sferice generalizate:

[x=arsinfcosg

cyv=brsinfsing, rz0,fe[0.7}, 0 e[0,27]
I

Z=crcost

B

caz in care |[det.J/r|= aber” sin#.

X




34.Exemplu
)

- - 1 oo - :
» 54 calculdm [” - dvdydz , daca I se afla in primul octant si
T x° ¥ oz
1+ —+—+
23 16 9O
este limitat de planele de coordonate si de elipsoidul ’: - i.ﬁ - ‘?9 =1
25

Inegalitatile ce definesc multimea I sunt:




gi prin trecere la coordonate sferice generalizate devin:
2 - . : : .
r =1l | drsmnfBeospo=04rsinFsimng=0 3rcosf =0

si astfel avem » = [0.1], o = [0, ;] g [0, %].

ffff H 1
1] 2| 2 1
1 * sin @
[ ez =60- || [| [ 2= a6 o v
T x< y =z ol ol o l+re '
J1+ +—+ | o
25 16 9 o
: .
.
=307 dr =157 (2 —In{1+ 42))

ﬁ1+r:

=




Rezolvarea in Matlab a exemplului
nr 34

\

» symsx y z rth phi

» =1 sqgr(x*2/25+y*2/16+2z42/9);

» sphergf=simplify (subs(f, [x.y.2].[2"r"sin{th)*cos(phi).4"r*sin{th)*sin{phi), 3*r*cos(th)])):
» sphergdom=simplify (subs(x*2/25+y*2M16+2"2/9-1, [x,y.2].[5 " sin(th) cos(phi),

4*r*sin(th)*sin{phi),3*rcosith)])):
» limr=solve(spherdom)
limr =

-1

1

¥ fiind pozitiv vom avea » € [0 1] ; avem: 3cos & =0 ceea ce implicd & £ [U ] =1 astfel

inegalitatile Ssin fcos = 0 si 4infsin @= 0 implici @ e[mi_f].

» F=[5"r*sin(th)*cos(phi). 4" r*sin(th)*sin(phi), 3" r*cos(th)].JF=det{jacobian(F [r.th, phi]));
»JF=simple(JF)
JF =

60*r*2*sin (th)

» int(int(int(spherf*JF.r.0.1).th.0.pi/2).phi.0.pi/2)
dns =
(-15)pi*(log(2+(1/2) + 1) - 24(1/2))



De retinut

» Calculul integralei triple ca succesiune de
intfegrale

» Schimbarea de variabile in integrala tripla
* Aplicatie a integralei triple




