Modele regresive



Modelele sunt reprezentin ale obiectelor sau ale situatiilor reale.
Existd trei tipuri de modele:

- modele iconice, (1conmc models) care sunt replici fizice ale
obiectelor reale (de exemplu macheta unei constructii sau un camion

jucérie).

- modele analogice, (analog models) care nu au aceeasi infatisare
fizica cu obiectul ce urmeazi a fi modelat, dar in fond reprezinti acelasi
lucru (de exemplu, pozitia acului de la vitezometrul unui automobil

reprezintd viteza vehiculului)

- modelele matematice reprezinta problema printr-un sistem de
simboluri s1 relatit matematice.

Herbert A. Simon, detinitor al premiului Nobel pentru economie,
specialist in teoria deciziilor, spunea cid modelele matematice nu
trebuie sa fie 1dentice cu realitatea c1 cat mai apropiate de aceasta

s1 sd conduci la rezultate mai bune decit cele obtinute prin logica
bunului simt



Un model predictiv creeazi, pe baza tuturor informatulor (datelor) primite, un
model statistic, care face o prognozi asupra unu rezultat viitor, cu o anumiti
acuratete. Modelul, construit pe baza acelor factonn variabili ce influenteaza
rezultatul, cunoscuti sub numele de predictori, va fi validat sau revizuit pe baza
unor date noi. In constructia modelului, avem de hotirat ce informatii putem
utiliza, care sunt variabilele asupra cirora putem face predictil, cum vom
determina acuratetea modelulu s1, mai ales, dacd acesta poate fi folosit in
lumea reald, deoarece acest tip de modelare este conceput ca si rezolve
probleme reale, cu date reale.



Prognoza are drept scop producerea unei iesiri (output) numerice corecte
pentru o noud infrare (input).

S nu uitdm insd vorbele lm Nils Bohr: .. Prognoza este foarte dificild, mai
ales daca este vorba despre viitor”, pentru a sublinia importanta validirii unui
model.

Nu este greu si construum un model care si se potriveasci perfect cu datele
existente, dar important este si construim acel model care 1dentificd acele
caracteristici din datele existente, ce se vor regisi s1in viitor.



Informaticianul si statisticianul au
pareri diferite asupra prognozel

Punctul de vedere al informaticianului;

prognoza



Punctul de vedere al statisticianulwu;

statistica

prognoza



Informaticianul:

* Ce algoritm sa utilizez sau sa inventez?

. Care sunt proprietatile algoritmului(complexitate, timp de rulare)?
Statisticianul:

’ Care ipoteze asupra datelor sunt convenabile?

. Care este cel mai bun rezultat pe care il putem obtine in aceste
condifii?

* Cum s construiesc un predictor/un algoritm care sd rezolve problema?



[nformaticianul:

¢ Multimea de antrenament — Algoritm — Prognoza
e Proprietitile algoritmului

Statisticianul:

. Model: (X, %)),...(X

LY)~PeP
. Notand cu ?ﬂ(X ) prognoza, trebuie si gisesc m optimal, adicid pe
cel care satiface conditia:
sup E(Y — m(X)) = inf sup E(Y — m( X))
PeP M PeP
. Sunt interesat de intervalul de incredere pentru #1( X))



Modele regresive

Modelele regresive sunt modele statistice care stabilesc relatia intre valorile
a doud sau mai multe variabile aleatoare, in vederea prognozarii valorilor uneia
in raport cu valorile celeilalte sau celorlalte.

Aceastd problema se pune atunci cind intre variabilele aleatoare
considerate existd o legiturd consistenta, bazati pe natura intimi a fenomenelor
care stau la baza lor.



Intuitiv, avand o mulfime de valori experimentale din R?, considerate a fi

valorile a doud variabile aleatoare, incercam si determinim curba care este
,cea mai apropiatd” de punctele respective.

Metoda cea mai des utilizati in acest scop este metoda celor mai mici
pdtrate. Daci relafia care stabileste legitura intre variabila dependenta si
variabilele independente este una limiard, se vorbeste despre regresia liniara,

altfel fiind vorba de regresia neliniara (polinomiali, exponentiali, logaritmica
etc.).



Diagram a de Tmpr astiere

Prezentim mecamsmele cu care se pot evidentia legiturile intre secvente de
date, provenind de la doui sau mai multe variabile aleatoare.

In cazul a doui serii statistice {x, },c.c, $1 {V }icc, definite pe acelasi lot de
obiecte putem considera sena cuplurilor de observatii {(x,, v, )}, defimte

de cele doui variabile statistice pe acelasi obiect 7.

Acest cuplu de observatii este reprezentat grafic folosind noru/ de puncte
definit de reprezentarea bidimensionala a punctelor (x;, ¥;) — asa numita
diagramad de imprdstiere.



1. Exemplu

Intr-o fabrici s-a constatat ci viteza (m/min) benzii de lucru afecteazi numirul
de defectium descoperite in timpul venificini. Urméatorul tabel prezintd diferite

viteze ale benzii s1 numéarul defectelor gisite.
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Prezentdm diagrama ,norului” de imprastiere a cuplurilor (viteza, numér
defectiuni) pentru lotul de 16 de observatii:

>>X=[66778899101011 11121213 13];
>> Y=[21 18 19 20 22 19 21 24 23 25 24 26 25 28 27 28];

>> plot(X,Y,'ok')



nr defectiuni

28

diagrama imprastieni: uteza benzii/nr defectiuni

P ¥
o

27

26

25

24

23

22

21

20

19

g 10
vteza benzil (m/min)

11

12

13



Diagrama imprastierii di informatii importante privind legitura intre cele doui
seril statistice fiind astfel un instrument util intr-o analiza statistica.

Daca norul are forma unei figun geometrice alungite, simetrica fati de o axa,
existd o legiturd liniard intre variabile. Forma de cerc sau péatrat a norului
implicid independenta variabilelor.

Este importanti alegerea unititilor de misuri a celor doui vanabile pentru a nu
f1 modificatd forma norulu.



O mare parte a studiilor statistice uzuale se ocupi cu analiza
relatie1 intre doud variabile statistice ce corespund aceluiasi grup
de subiecti/obiecte.

Cel mai cunoscut exemplu se referi la relatia ce existi intre iniltimea
51 greutatea unui individ ce corespunde unor anumite standarde
geografice, rasiale etc. Pentru a o 1dentifica, se studiaza relatia dintre
cele doud caracteristici masurate pe indivizii dintr-un anumit lot.



Suntem interesati in a descrie relatia care ar putea exista intre cele
doua variabile, analizind legitura intre cele doui seri1 de observatfii.

Concret, se analizeazi daci tendinta ascendenti a uneia implici o
tendinti ascendenti, descendenti sau nmici o tendinti a celeilalte.
Scopul final, in ipoteza existentel unei legituri reale intre cele doui
variabile, este prognoza valorilor uneia in raport cu valorile celeilalte

pe baza ecuatie1 de regresie.



Coeficientul de corela fie

Posibilele asociatii intre valorile a dou varnabile statistice continue,

prelevate de la acelasi grup de subiecti, sunt date de coeficientul
de corelatie.

Acest coeficient poate f1 calculat pentru orice set de date.

Coeficientul de corelatie are relevanta statistici, daca sunt

indeplinite urmétoarele doui conditii:

1. cele doud variabile sunt definite de acelasi lot de obiecte,

cuplurile de date corespunzind aceluiasi obiect;

2. cel putin una din variabile si aiba o repartitie aproximativ normala.



Considerim, doud seri1 statistice {x f.... S1{V: }1<c,

corespunzatoare variabilelor statistice X s1 ¥, generate
de un grup de obiecte.

Prin coeficientul de corelatie r al celor doui variabile, numait s1
Pearson’s r, vom intelege numérul real », cuprins intre —1 s1 1,
definit de formula:

S (5 —0)- (37— )
i=1

\/Zl (5= 2 =)

unde :::lit .
=1

=

.



Formula poate f1 scrisd sub forma:




Exemplu

Calculam coeficientul de corelatie a celor doui variabile din exemplul
nr 1

>>X=[66778899101011 11121213 13];
=> Y=[21 18 19 20 22 19 21 24 23 25 24 26 25 28 27 28],
== r=(X*Y'-16"mean(X)"mean(Y))/sqri((X*X-16"mean(X)"2)"
(Y*Y'-16"mean(Y)"*2))
r —
0.9151



Construc tia intervalului de
incredere 95% pentru r

Intervalul de incredere 95% pentru r este intervalul care-1 contine pe» cu o
probabilitate de 0.95.

Plecind de la faptul ca vanabila aleatoare z = ! In [H_r} este normal

2 1—7
reparfizatd, rezultd ca intervalul de incredere 95% pentru z are forma (z,,z, ).
1.96 1.96
unde: z;, =z — . Zy=Z+
n—3 n—3

Aplicand transformarea inversi, obtinem intervalul de incredere 95% pentru 7,

et —1 &2 -1
dat de: | — S —
e +1 e +1




Exemplu

Construim intervalul de incredere 95% pentru » din exemplul nr 1

=>r=0.9274
>>z=1/2%log((1+r)/(1-r))
2 p—t
1.6396
>> z21=2-1.96/sqrt(17)
z1=
1.1642
>> z2=z+1.96/sqrt(17)
22 =
2.1149
=> a=(exp(2*z1)-1)/(exp(2*z1)+1)
a —
0.8224
=>> b=(exp(2*z2)-1)/(exp(2*z2)+1)
b=
0.9713

Asadar, in acest caz intervalul de incredere 95% pentru r» este:
(0.8224,0.9713).



Coeficientul de corelatie » (Pearson) 1a valori cuprinse intre —1 s1 +1.

- O valoare a lwm » apropiatid de +1 indici o corelatie pozitiva putermeca,
(tendinta de crestere puternici a unei variabile atunci ciand cealaltd variabila
creste)

- O valoare a lwm » apropiati de -1 indicé o corelatie negativa puternica,
(tendinta de descrestere puternici a unei variabile atunci cand cealaltd vanabili
creste)

- Valoarea 0 a coeficientulu1 de corelatie indicd independenta liniara
intre cele doui variabile.

Coeficientul de corelatie » (Pearson) méisoari cat de puternica este legitura
dintre doud variabile.



Este foarte important cat de semmnificativd este aceasti legiturd dintre doui
variabile.

In statisticd unrezultat este statistic semnificativ, daci este improbabil si fie
obtinut din intimplare.

De obice1 nivelul de semnificafie (prag de probabilitate) mai mic de 0.05
inseamna ci rezultatul observat are cel mult 5% sanse de a fi obtinut printr-o
intamplare, ceea ce ne permite si-1 considerim semmnificativ.



Daci inegalitatea:
hyﬂH—IEB

este adevaratd, putem considera ci cele doui vanabile sunt
intr-adevir corelate.

In exemplul nr 1 avem:

==rsqri(19)
ans =
3.5442

ceea ce inseamnd cd legitura infre viteza benzi de lucru s1 numérul de
defectium este semnificativa.



Pentru a stabili cat de semnificativi este legitura dintre cele doui vanabile,
se utilizeazi nivelul de semmificatie p asociat calcularu coeficientulu #» :

.dacd p = 0.05 atunci legdtura este semnificativa’.

Putem calcula in Matlab matricea coeficientilor de corelatie s1 matricea
nivelulu de semnificatie p folosind functia corrcoef:

In exemplul nr 1 avem:

== [r,p]=corrcoef(X.Y)
r=
1.0000 0.9274
0.9274 1.0000

p —_—
1.0000 0.0000
0.0000 1.0000

rezultind r = 0.9274 s1 p=0.



Cu céit este mai mic mvelul de semnificatie, cu atat este mai semnificativa
legitura.

Pe de alti parte, cu cit valoarea lu |r‘ este mai apropiati de 1, cu atat mai

puternicd este legitura.
Factorul esential este dimensiunea esantionulua.

- In cazul esantioanelor mici se poate obtine din intamplare o
corelatie puternica: inainte de a concluziona este absolut necesari consultarea
nivelului de semnificatie p:

- In cazul esantioanelor mari este usor de obtinut un nivel de
semnificatie mic s1 astfel este necesar si se determine cat de puternica

este legitura.



Prezentarea corela tiel

Prezentarea corelatiei dintre doud variabile statistice trebuie s unmeze
urmétorul model:

1. Se prezinti mai inta1 diagrama de imprastiere a norului de puncte.
2. Valoarea coeficientulu de corelatie » trebuie si aiba cel putin doui

zecimale s1 53 fie insotitd de mvelul de semmficatie p s1 de intervalul de
incredere corespunzitor, daci este posibil.
3.  Numérul de observati1 analizate trebuie mentionat.



Analiza matricel corela fiilor

Luind in considerare un set de variabile (atnibute), X7, X5...., X5 k= 2,
matricea de tip & X & al cirui element (i) este coeficientul de corelatie

al variabilelor (X X J,.:l se numeste matricea corelatiilor.

La fel ca s1 in cazul cuplurilor de variabile, putem analiza corelatiile intre
fiecare doui perechi de variabile, precum s1 ,norul’ impristierii lor .

Avantajul prezentarn legituri intre atributele obiectelor cu ajutorul matrice1
corelatiilor s1 nu cu corelatile fiecire1 perechi de atribute in parte consta in
faptul ci astfel avem o pnivire de ansamblu asupra tuturor conexiunilor intre
atributele analizate.

De asemenea, ,norul’ punctelor reprezentate, ca si alte reprezentin grafice sunt
mult mai sugestive in cazul reprezentini colective a datelor decat luate separat.



2. Exemplu

Intr-o firmi de IT, se presupune ci Y, rezultatul vanzirilor, depinde de X1,
suma cheltuiti pentru reclama traditionald la TV s1 in z1are, 51 X2, suma
cheltuiti pentru reclama prin Internet, (sumele sunt in zeci de mi1 de euro).

X1 |5 7 7 5 9 11 |12 (13 | 17 | 17 | 18 | 19
X229 253 1.5 | 4 45|15 |55 6 7518 |7
Y 1 2 2. 15|35 4 5 |6 6.5 | 8 8 | 7.5

Prezentim o asemenea analizd multipla (multivariati) a acestor date.




Studiem cét de puternici este legitura intre variabila raspuns Y s1
variabilele predictive X1, X2, scriind matricea corelatiilor s1 calculand
nivelul de semmificatie p:

>>Y=[07759111213 1517 18 19];
=> X1=[22531.544555567.587];
>>X2=[1225153.54566.5887.3]
>> A=[X1' X2' Y']:[r.p]=corrcoef(A)
r=

1.0000 0.9899 0.9825

0.9899 1.0000 0.9858

0.9825 0.9858 1.0000
p —_—

1.0000 0.0000 0.0000

0.0000 1.0000 0.0000

0.0000 0.0000 1.0000



ler

t

\

IMPras

diagrama imprastieni: cheltuieli reclama traditionala /reclama on-line/rezultat vanzan

[s]
>
o D
C X ®
=
XETFT UBZUBA JB}NZA)
L5 n
O <%
o o ©
AN A
AN A

Diagrama

cheltuieli reclama traditionala

cheltuieli reclama on-line



Diagrama corela fillor multiple

In ceea ce priveste ilustrarea graficd a corelatiilor de mai sus,
vizualizarea este foarte utila, rezumand sugestiv toate informatiile
numerice prezentate arid in tabel

=> subplot(331);plot(X1,X1,'0";
== subplot(332);plot(X1,X2,'0");
=> subplot(333);plot(X1,Y.'0"),
=> subplot(334);plot(X2,X1,'0";
>> subplot(335);plot(X2,X2,'0");
=>> subplot(336);plot(X2,Y.,'0"),
=>> subplot(337);plot(Y,X1,'o
>> subplot(338);plot(Y,X2,'0
>> subplot(339);plot(Y.,Y,'0');

)
)
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>> subplot(331);A1=[X1" X1
>> subplot(332);A2=[X1' X2

-hist3(A1)
‘hist3(A2)

>> subplot(333):A3=[X1' Y']-hist3(A3)

>> subplot(334);A4=[X2" X1']

>> subplot(335);A5=[X2' X2

hist3(A4)
;hist3(AS)

>> subplot(336);A6=[X2' Y']:hist3(A6)
>> subplot(337):A7=[Y" X17:hist3(A7)
>> subplot(338):A8=[Y' X2 hist3(A8)
>> subplot(339);A9=[Y" Y'];hist3(A9)






Regresia liniar a

Regresia liniarad este tehnica statistici ce permite modelarea relatie1 liniare
intre o variabili explicativa (notatd cu X) s1 variabila ce urmeazi a fi1 explicata
(notati cu ¥).



Teorema

Coeficientul de corelatie » a doud variabile aleatoare X s1 Y1a valori in
intervalul [-1, 1].
Daca variabilele sunt independente coeficientul de corelatie este nul.

Coeficientul de corelatie r este egal cu T 1 daci si numai daci variabilele
X s1 Yverifica ecuatia:

aX +bY =c=Y =4X+B, a,b,c,A.BeR

Reciproca nu este totdeauna adevirati, adici existd vanabile dependente avand
coeficientul de corelatie zero.



Ecuatia de regresie

In cazul in care existd o legiturd limari intre doui vanabile (numerice), se
consideri una dintre vanabile ca variabild independentd (predictor), 1ar
cealaltd vanabili ca variabila dependenta (rdspuns).

Legitura limard dintre cele doui variabile este descrisd de o ecuatie liniara,
asa-numita ecuatia de regresie, careia i1 corespunde geometric dreapta de
regresie.



In exemplul nr 1 avem:
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Dreapta de regresie

Dreapta de regresie este acea dreaptd (1deald) ce trece prin norul de puncte
format de perechile de date ale celor doui variabile s1 care mimmizeaza distanta
intre date s1 ea, prin minimizarea sumei patratelor distantelor. Ecuatia de dreptel
regresie este de forma:

y=a+bx

unde a se numeste inferceptor, 1ar b se numeste coeficientul de regresie .



Ecuatia drepte1 de regresie se stabileste pe baza metode1 “celor mai mici
pdtrate”, care in cazul nostru consta in calcularea distantelor dintre punctele
observate (reale) corespunzitoare cuplulu de serii statistice s1 punctele
(imaginare) de pe o anumiti dreapti (de regresie), ce trece prin mijlocul
norului de puncte generate de cuplunle de date, distante cunoscute sub numele
de reziduuri .



Datele existente satisfac ecuatiile:
v.=a+bx.+& 1<i<p

unde:
- x, 81 ¥, 1=<i< p sunt numere reale cunoscute;

- & sunt eromnle.

Metoda celor mai mici patrate constd in aflarea parametrilor a s1 & pentru care

P 7
expresia S(a,b)= \/Z (v, —a—>b-x. )" este mimma.
=1



Regresia liniard este utilizati, daci sunt indeplinite urméatoarele tre1 ipoteze
de lucru :

- Valorile variabilei dependente ¥ trebuie si aiba o repartitie normala
(gaussiani);

- Variabilitatea variabilel prognozate Y trebuie si fie aseménatoare cu cea a
predictorulm X (dispersia sau deviatia standard aseminétoare);

- Legatura dintre cele doui variabile, predictorul s1 variabila dependenta,
trebuie si fie limiard (venficare empirica pe baza norului de puncte, care
trebuie si aiba o forma alungiti).

Modul standard de a verifica simultan toate cele trei ipoteze de lucru este
analiza statisticd a reziduurilor. Astfel, se poate demonstra ci daci toate cele
trei ipoteze sunt verificate simultan, atunci reziduurile sunt normal repartizate
de medie zero.



Dreapta de regresie este data de ecuatia:

v=a+b-x,unde:

(Y %y, —n-% )
i=1 _

sia=y—b-X

b=

M

2 —2
ZI{. —n-X

i=1

N _ 1 A _ 1 A
cunotatiile x=—>"x,, y=—> ¥ .
M= =]



3. Exemplu

Urmitoarea baza de date contine informatii despre pretul de vanzare a 15
apartamente dintr-un cartier {2 al unui oras Z, in trimestrul al IIl-lea din
2011. Prezentdm datele referitoare la pret (in mi1 de euro) si suprafata
locuibild (in metr1 patrati)

supr | 30 [ 32 | 35 | 48 | 49| 50 60 | 65 | 70| 75 | 80 | 82 | &5 | 90

Lh
Lh

pret | 30 | 29 | 31 | 36 | 38 | 40 | 48 | 47 [ 33 | 49 | 38 | 60 | 39 | 71 | 65

=>> X1=[ 30 32 35 48 45 50 55 60 65 70 75 80 82 85 390];
=>> Y=[30 29 31 36 38 40 48 47 53 49 58 60 59 71 695];
== A=[X1" Y'];[r p]=corrcoef(A)
r=

1.0000 0.9729

0.9729 1.0000
p —

1.0000 0.0000

0.0000 1.0000

Se observd cd vanabilele sunt puternic (pozitiv) corelate, coeficientul de
corelatie fiind 0.9729 s1 mivelul de semmnificatie este p = 0.0000.



Calculadm dreapta de regresie, folosind formulele prezentate ma sus,
s1 0 desendm in acelasi sistem de axe cu diagrama imprastieri:

=> p=(X17Y'-15"mean(X1)*mean(Y))/((norm(X1))*2-15*(mean(X1))"2)
b=
0.6572
=> a=mean(Y)-b*mean(X1)
a —
7.9053

>> plot(X1,a+b*X1);hold on
>> plot(X1,Y,'ko");hold off



pret(mii euro)

diagrama imprastieni si dreapta de regresie (suprafata/pret)
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Dreapta de regresie obtinutd poate f1 utilizati in prognoza.

De exemplu, pe baza datelor avute la dispozitie, pretul de vanzare
al unu1 apartament de 72m? , reaspectiv de 87 ar fi:

== syms X1
>> f=a+b*" X1\

>> p1=subs(f,X1,72)

p1=
55.2235

>> p2=subs(f,X1,87)
p2 =
65.0814



Pentru calculul coeficientilor a s1 b putem apela la scrierea matriciala
a ecuatulor
vi=a+bx,+& 1<i<p,

s1 anume:
N 3\ £
N I x5 &)
: : : 1 :
- |=: N +
, b
: X £
) 0 ey NIy
g Ilw
Presupunand cd matricea | : : | este de rang 2, utilizind metoda
1 x
\ FJ
celor mai mic1 pétrate, putem calcula parametrii a s1 b:
[ N wh‘”_l ; N
1 x 1 x 1 x Vy
OHF N
X X X :
Gt 8 e ) ey




Exemplu

Reluim exemplul nr.3

>> X1=[ 30 32 35 48 49 50 55 60 65 70 75 80 82 85 90];
== =1, B=[1], for i=2:15 B=[1 [B]]; end
>> X=[B' X17;
== a=inv(X"X)y X"Y'
a —
7.9053
0.6572

In Matlab, problema se poate rezolva mai simplu:

>> a=xX\Y'

a -
7.90583
0.6572



Vom calcula reziduurile, media acestora s1 vom desena histograma lor,
suprapunand graficul densititil de repartitie normala

>> Rez=a(1Ha(2)"X1-Y;
>> mean(Rez)

ans =

-2.2974e-01
=>histfit(Rez)



histograma reziduurilor-exemplul nr 3




Regresia neliniar a

In cazul cand legatura dintre cele doud variabile statistice nu este limara s1
totusi existd, avem de a face cu o regresie neliniard.

Variabila dependenti este o combinatie neliniard a variabilelor independente.

Ne vom limita la modelarea relatie1 dintre o variabili explicativd s1 variabila
ce urmeazi a f1 explicata printr-o ecuatie a unei curbe de regresie:

- ecuatie polinomiala,

- ecuatie mixt exponentiala.



Regresia polinomial a

Regresia polinomiala va furniza o ecuatie de forma:

Y =by+bX+b,X*+..+b X",

unde, ca de obice1, X este variabila predictoare, 1ar ¥ este variabila
prognozati, adicd vanabila raspuns. Pentru a determina coeficienti
de regresie si interceptorul vom aplica metoda celor mai mici patrate:

Presupunem ci datele existente satisfac ecuatiile:

Y,=h +b-X, +b,- X +..4b -X"+g, 1<i<p,
unde:
- X..,T, 1<i< p sunt numere reale cunoscute (refinem cd p > n),

- & sunt variabile aleatoare necunoscute.



Sub formi matnceali. modelul devine:

F=X-b+eg,
unde:
.-'HFIW
I, . .
- Y =| I | este un vector aleator p-dimensional,
RFFJ
1 X, xr
1 X, ... Xj
- X: = = .
X, X

- b este vectorul (m+1)-dimensional, ale cirui componente sunt parametri
necunoscufi a1 modelulu,

- £ este vectorul p-dimensional al erorlor.



Metoda celor mai mici1 pitrate consti in aflarea vectorulwm b, pentru care
expresia:

S®) =¥ - xb| :\/i@ ~by=b- X, —by- X7 —..=b,-X])"
i=l

este minima, presupunind cd matricea X are rangul n. Astfel X'- X este
inversabila s1 avem:

b=(X"-X) -X'-T.



4. Exemplu

Consideram situatia numarulu de pacienti internafi intr-o sectie a unui spital pe
parcursul a 11 sAptimam, situatie reflectati in urmétorul tabel:

siptamana

1

2

3

5

6

-

8

10

11

nr pacienti

50

92

116

125

135

150

145

130

120

95

83

Determinim curba de regresie polinomiali, considerand pentru inceput ca

datele existente satisfac relatule:

Y, =by+b -t +b -t +&, 1<i<6.

Utilizind metoda celor mai mici patrate, vom rezolva ecuatia matriceala:




-~ =,
T S e A e fe 8 AF
— - ey - L ] [ (] 1, — —
— — — — — — — — — — —
S —
—
]
=
-~ =,
= — ]
e 0 )
S —
-~ =,
Lo B ot I Y | ] o= - ] ] ] i I
R S A e U S S N
—i - ] —i
L T AL T S S
— — — — — — — — — — —
M ——
-~ =,
SIS S O S
S —

s1 astfel obtinem coeficientii polinomului de gradul al doilea:

b=(X'-X) -X'-¥,



>>t=1:11; P=[50 92 116 125 135 150 145 130 120 95 85];
== |=1;B=1for i=2:11 B=[1 B];end
== for i=1:11 t2(i)=t(i)*2;end
>> X=[B'1't127;b2=X\P",
>> X=[B't' t2];b2=X\P"
b2 =
21.0848
38.9000
-3.0758

Desendm diagrama impristierii s1 polinomul de regresie obtinut:

>>P2=b2(1)+b2(2)"t+b2(3)"t.*2;plot(t,P,'O" t,P2)
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diagrama imprastieri si polinomul de regresie de gradul al 2-lea
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=> Rez=P2-P;
=>> mean(Rez)
ans =
3.6173e-014
== histfit(Rez)

diagrama reziduurilor -polinom de regresie de gradul al 2-1ea
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Incercim s determinidm un polinom de regresie de grad 4, ceea ce inseamni
sa presupunem ca:

Y, =by+b -t +b, -t +b,-t; +b, -t +&., 1<i<6,

== t=1:11; P=[50 92 116 125 135 150 145 130 120 95 83];
== |=1;B=1;for i=2:11 B=[1 B],end
== for i=1:11 t2(i)=t(i)*2;end
== for i=1:11 t3(i)=t(i)*3;end
== for i=1:11 t4(i)=t(i)"4;end
>> X=[B't t2'13' t47;b4=X\P'
b4 =
11.5152
44.8918
-3.4257
-0.1249
0.0108
>> P4=b4(1)+b4(2)"t+b4(3)"t."2+ b4(4)"1.*3+b4(5)"t."4,plot(t,P,'O"t,P4)



diagrama imprastierii si polinomul de regresie de gradul al 4-lea
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>> Rez=P4-P;mean(Rez)
ans =

2.0670e-014
== histfit(Rez)

histograma reziduurilor -polinom de regresie de gradul al 4-lea




Polinoamele de regresie pot fi utilizate pentru a prognoza numérul de pacienti
din urmétoarele saptimani.
Pentru a decide care polinom meritd utilizat, vom calcula medile pétratelor

reziduurilor (medile patratelor erori) pentru a stabili care curbi de regresie da
0 aproximare mai buna.

>> MSE2=mean((P-P2).A2)
MSE2 =
30.2788

>> MSE4= mean(( P-P4).A2)
MSE4 =
19.7839



Vom prognoza totusi numéirul pacientilor ce urmeaza a fi internati in saptimana
a 12-a folosind ambele polinoame:

>> Yp2=b2(1)+b2(2)*12+b2(3)"12"2
Yp2 =
44,9758

>> Yp4=b4(1)+b4(2)"12+b4(3)"12"2+b4(4)"12*3+b4(5)"12"4
Yp4 =
64.6364



In general, pentru a obtine un rezultat bun este necesar un numar mare de
date, sd zicem #.

: 3 : . : : :
Cu ajutorul a —» din aceste date, aleator alese scriem ecuatia polinomulu

4
de regresie de gradul al 2-lea respectiv al 4-lea. Cu ajutorul acestor ecuatii

: 1 . : .
obtinem prognoza pentru celelalte " date care nu au fost utilizate si calculam

media patratelor reziduurilor obtinute pentru cele doui situatii considerate.

Reluidm procedeul inci de 4 o, alegiand de fiecare dati aleator alte 2 7

date. Vom alege aceea curbi polinomiali de regresie pentru care media
patratelor reziduurilor obtinute este cea mai mica.



Polinoame de regresie in Matlab

Prezentim un studiu de caz in Matlab, privind aproximarea unwu set de date
{(x;,¥;),1<i=n} printr-o functie polinomiala. Functiile folosite sunt:

- polyfit - functie ce returneazi coeficientin polinomului in ordinea

b.b .b.b,.

n*~n=-12-"

- polyval - functie ce returneazi valorile polinomului in punctele
x,1<i<mn}.



Reluim exemplul nr 4 calculand pentru inceput coeficient polinoamelor
de regresie de gradul al 2-lea, respectiv al 4-lea, st apo1 reziduurile in aceste
cazurt:

>> t=1:11: P=[50 92 116 125 135 150 145 130 120 95 85]:
>> b2=polyfit(t,P,2)
b2 =

-3.0758 38.9000 21.0848

>> ba=polyfit(t,P,4)
b4 =
0.0108 -0.1249 -3.4257 44.8918 11.5152

>> pol2 = polyval(b2.t,P):
>> pol4 = polyval(b4,t,P);
8.1818 2.5874

>> MSE2=mean((P-pol2).A2):MSE4=mean((P-pold).A2);[MSE2 MSE4]
dhns =
30.2788 19.7839



Regresie mixt exponen tiala

Considerand un set de date {(x,,v.),1<i<n},vom constrn functia de

regresie mixt exponentiald:

y=b,+b - +b,-x-e".
Presupunem ci datele existente satistac relatile:
Y,=b+b-e " +b-X,e " +e, 1<i<p

unde:

-  X..T., 1=i< p suntnumere reale cunoscute,

- & sunt varniabile aleatoare necunoscute.



Sub forma matniceald modelul devine:

Yy=X-b+e¢,
unde:
i T
I
Y, : :
- Y =| I | esteun vector aleator p-dimensional,
RFFJ
- _X, )
(1 ™ Xe .
1 e X:e_‘]fl
- X = !
X X
1 e X e~
\ ? A

- b este vectorul 3-dimensional ale ciru1 componente sunt
parametril necunoscufi ai modelulw, anume b,,5,,5, ,

- &£ este vectorul p-dimensional al erornlor.



Metoda celor mai mic1 patrate constd in aflarea vectorulw b
pentru care expresia:

S@) = - xof Z\fitﬂ—%—bl-ﬁ —byXe™) .
i=1

este minima, presupuniand ci matricea X are rangul ».

Astfel X'- X este inversabila si avem:

b=(X'-X) -X'-Y.



Exemplu

Reluidm exemplul anterior construind cu o functie de regresie mixt
exponentiald de forma:

f(X)=b,+b-¢" +b-Xe.

Pentru a determina parametru b,,5,,5, vom utiliza metoda celor

mai mici pitrate:

=>1=1:11; P=[50 92 116 125 135 150 145 130 120 95 83];
== |=1,B=1;for i=2:11 B=[1 B];end
== for i=1:11 t1(i)=exp(-t(i));end
== for i=1:11 L2(i)=t(i)"exp(-t(i));end
>> X=[B"11"t12];b2=X\P'
b2 =
122.7532
-236.5601
33.0078
>> C=b2(1)+b2(2) exp(-t)+b2(3)"t."exp(-t),plot(t,P,'O"1,C)
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diagrama imprastierii si functia de regresie mixt-exponentiala
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>> rez=abs(P-C); MSE=mean((P-C)."2)
MSE =
340.1303

Comparand media patratelor reziduurilor cu cele obtinute in cazul
folosiri regresiel polinomiale, se observi ci rezultatele obtinute

sunt mai pufin bune, lucru evident s1 din figurd (diagrama impréastiern
vs. curba de regresie mixt exponentiali).



>>histfit(rez)

histograma reziduurilor- functia de regresie mixt exponentiala

60



Problema utilizaru regresieil neliniare la un set de date este o procedura
euristica, fiind necesare mai multe experimente s1 folosirea cunostintelor

specifice domeniulu pentru obtinerea unor rezultate bune.



Regresia liniar a multipl a

Metoda regresiei liniare se poate extinde de la cuplur1 de doui variabile la
mai multe variabile prin metoda regresiei liniare multiple, caz in care
avem o variabild dependenti s1 mai multe variabile predictive.

Sa considerdm un set de n variabile aleatoare X, X-..... X, considerate
independente in sensul ci, din punct de vedere probabilistic, reprezinta
variabilele ce guverneazi » facton predictivi care actioneazi independent
unul fata de altul.

Variabila dependenti (prognozati), notatd cu ¥, este variabili aleatoare ale
cire1 valoni vor fi estimate pe baza analizei regresive liniare multiple, plecand
de la valorile factorilor predictivi.



5. Exemplu

Prezentim baza de date completi ce contine informatii desgjre pretul de vanzare
a 15 apartamente dintr-un cartier 2 al unui oras Z, in trimestrul al III-lea din
2011 (partial, aceastd bazi a fost prezentati in exemplul nr 3).

SUpT 30 35 | 48 | 49

32 50 | 35| 60| 65| 70| 75 | 8D | 82 | 85 | 90
pref 30 |1 29 | 31 | 36 | 38 | 40 | 48 | 47 | 33 | 49 | 38 | 60 | 39 | 71 | 65
nrcam | 1 | 2 2 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4
nr bai | 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2

Variabilele predictive sunt caracteristicile apartamentelor (suprafata,

numér camere, numéir bai) s1 variabila dependenti este reprezentati de
pretul apartamentului.



Variabilele predictive sunt caracteristicile apartamentelor (suprafata,
numér camere, numar bai) s1 variabila dependenti este reprezentati de
pretul apartamentului.

=> Y=[30 29 31 36 38 40 48 47 53 49 58 60 59 71 63];
=> X1=[ 30 32 35 48 49 50 55 60 65 70 75 80 82 85 90];
>>X2=[111222233333444];

>> X3=[111111112222122];

== A=[X1' X2' X3' Y'];[r,p]=corrcoef(A)

r=
1.0000
0.9687
0.7321
0.9729

p —
1.0000
0.0000
0.0019
0.0000

Legitura intre variabila rdspuns s1 vanabilele predictive este puternmica (in
special X1 s1 'Y, respectiv X2 51 Y, s1 semmnificativa.

0.9687
1.0000
0.6378
0.9408

0.0000
1.0000
0.0105
0.0000

0.7321
0.6378
1.0000
0.7436

0.0019
0.0105
1.0000
0.0015

0.9723
0.9408
0.7436
1.0000

0.0000
0.0000
0.0015
1.0000



Nefiind interesati de legiturile existente intre variabilele predictictive,
vom desena diagramele impristierii s1 histogramele corespunzitoare
doar In cazurile (vanabila predictiva, predictor):

=>> sUbplot(131);plot(X1,Y,'0');
=> subplot(132);plot(X2,Y,'0");
>> subplot(133);plot(X3,Y,'0')

>> subplot(311);A1=[X1",Y7]; hist3(A1);
>> subplot(312);A2=[X2",Y"]; hist3(A2);
>> subplot(313);A3=[X3",Y; hist3(A3);









Practic, deducand ecuatia de regresie pe baza datelor culese de la acest lot de
apartamente, se poate prognoza pretul de vanzare al unui nou apartament,
introducéand in ecuatie valonle particulare ale acestuia pentru fiecare variabila
predictivi in parte.

Asadar, pentru regresia multi-liniard, dispunem de » variabile predictive sau
explicative, a ciror efecte sunt independente, in principiu, unele de altele, 51 de
o variabild prognozata, numitd rdspuns, pe care vrem si o deducem, cunoscand
valorile celor » varnabile predictive.

Legatura intre variabila raspuns Y s1 vanabilele predictive X; trebuie sa fie una
liniara.



Odati stabilitd validitatea conditiilor de aplicare a metodet, se trece la
obtinerea ecuatie1 de regresie limard multipl, care este de forma:

}7 :E’D _I—EI]. .X]. +E]: 'X: +"'+bﬂ .X.i"i P
unde b,.b,,....b, se numesc coeficientii de regresie, 1ar b, interceptor.

Metoda regresiel multiple standard reprezintd o generalizare a regresiei
simple, obtindndu-se hiperplanul care trece prin ,,norul” multidimensional
al tuturor variabilelor.



Metoda regresier multiple standard reprezinti o generalizare a regresiel
simple, obtindndu-se hiperplanul care trece prin ,,norul” multidimensional
al tuturor variabilelor.

Pentru a determina coeficientii de regresie si interceptorul, vom aplica

metoda celor mai mici pdtrafe. Presupunem ci datele existente satisfac
ecuatile:

Y, =bX,+b-X+b,-Xi+..+b -X +&, 1<i<p,

unde:

- X.1<j<mnl<i<psiY,1<i<p sunt numere reale cunoscute
(refinem cid p = n).

- X,=L1<i<p.

- & sunt vanabile aleatoare necunoscute.



Sub forma matriceald modelul devine:

Yy=X-b+e¢,
unde:
L
I
¥, ] :
- Y =| I | este un vector aleator p-dimensional,
'kYFJ
/ 1 1)
1 X ... X,
1 X7 ... X, _ S
- X = este matricea obtinuti prin
2 2
U .S ¢

concatenarea celor p vanabile X, .

- b este vectorul (n+1)-dimensional ale ciru1 componente sunt
parametrii necunoscuti ai modelulu,

- £ este vectorul p-dimensional al erorilor.

Deoarece X este o matrice de rang n, X' - X este inversabili si astfel:
b=(X"-X) -X'-Y.



Exemplu

Reluim exemplul nr 2 cu firma de IT, unde se presupune ca Y, rezultatul
vanzirilor, depinde de X1, suma cheltuitd pentru reclama traditionali la
TV s1in ziare, s1 X2, suma cheltuitd pentru reclama prin Internet.

Vom scrie ecuatia planului de regresie si 1l vom desena.

>>Y=[57759111213 1517 18 19];
>>X1=[22.531544555567.587]
>> X2=[122515354566.5887.5]
== |=1; B=[1]; for i=2:12 B=[B [1]];end
=> X=[B'X1' X2'];
== b=X\Y'
h =

1.9921

0.7672

1.2748
=> [X1,X2]=meshgrid(2:.1:7,1:.1:8);
>>surf(X1,X2, b(1)+b(2)"X1+b(3)"X2)

Reamintim ci in MATLAB nu este nevoie si utilizidm formula

b= (X’-X)_l - X'-Y . obtinind acelasi rezultat cu b=X\Y":
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Daca se utilizeazd 85000 EUR pentru publicitate clasica s1 60.000 EUR

pentru publicitate prin Internet, suntem interesati la cit se prognozeaza
cifra vanzénlor.

Vom apela la Symbolic Math:

=> syms X1 X2
>> f=b(1)+b(2)*X1+b(3)"X2;
>> f1=subs(f,[X1,X2],[8.5.6.0])
f1=

16.1616



Exemplu

Reluim exemplul or 5, determindnd coeficientnn hiperplanului de regresie:

=> Y=[30 29 31 36 38 40 48 47 53 49 58 60 59 71 63];
=> X1=[ 30 32 3548 49 50 5560 65 70 75 80 82 85 90];
> X2=[111222233333444],
> X3=[111111112222122],
=> =1, B=[1]; for i=2:15 B=[B [1]];end
== X=[ B' X1' X2' X3
== b=inv(X™X) XY
h=
7.8582
0.5769
0.8070
2.0385

Ecuatia hiperplanului de regresie este:

Y =7.8582+0.5769-X, +0.8070- X, +2.0385- X,



Folosind ecuatia hiperplanulu de regresie, putem estima valoarea de
vanzare a unui apartament din cartierul {2 al orasulwm Z: sd presupunem

un apartament cu 3 camere, doui bii, cu suprafata totald de 74 m? :

== syms X1 X2 X3
>> a=subs(b(1)+b(2)"X1+b(3)"X2+b(4)"X3, [X1, X2, X3], [74.3.2])
a p—t

57.0453



In cazul regresiei liniare multiple apare problema ierarhizirii predictorilor

in scopul pastrari numai a acelora care, intr-adevér, au o influenta
semmnificativa asupra variabilel efect, renuntand astfel la ce1 nesemnificativi.
Astfel se 1au cei care sunt puternic s1 mai ales semnificativ corelati cu variabila
raspuns.

Reducerea numérului atributelor unei baze de date este o problema serioasa,
care implica tehmeci variate.



6. Exemplu

In exemplul urmitor vom reduce numirul atributelor, vom determina
hiperplanele de regresie in cazul numarului total se atribute s1 in cazul
numarulw redus de atribute s1 vom calcula sumi péatratelor reziduurilor
in cele doui cazun

Si considerim analiza regresivid multipla utilizati in exprimarea (predictia)
indexului de rezistentd a muschiului respirator PEmax (exprimat in cm H,O)

in functie de variabilele predictoare reprezentate de iniltime (H -cm),

greutate (G-kg), varsta (ani), sex, procentul masei corporale (%, BMP),
volumul respirator fortat per secundi (FEV;), volumul rezidual (RV),
capacitatea functionali reziduald (FRC) s1 capacitatea totald a plamanului
(TLC), pentru un lot de 25 bolnavii cu fibroza cisticd . Variabila dependenti a
acestul model este reprezentati de indexul de rezistentd a muschiulw respirator
(PEmax). Tabelul urmator sintetizeazi toate aceste caractenstici.



=x | H |G BEMP | FEV, | EV | FRC | TLC | PEmax
O | 108 | 1531 | 68 32 | 238 | 183 | 137 Q5
1 | 112 | 129 ] 65 1 | 448 | 245 | 134 83
O | 124 141 o4 22 | 441 268 | 147 10:0
1 | 125 ] 162 ] 67 41 | 234 148 | 124 83
0 | 127 | 213 3 52 | 202 151 | 104 05
0 | 150 | 175 ] 68 44 | 308 | 135 | 118 S0
1 | 139 | 30,7 | 8% 28 | 305 179 | 119 63
1 | 150 | 284 6% 18 | 369 | 198 | 103 110
0 | 146 | 251 | &7 24 | 312 184 [ 123 10
1 | 155 | 315 68 23 | 415 | 225 | 136 05
0 | 156 | 399 | 39 3 206 | 142 | 95 110
1 | 155 | 421 %0 26 | 233 191 | 121 G0
0 | 160 | 456 3 43 174 | 139 | 108 10:0
1 | 153 | 512 3 43 158 [ 124 | &0 S0
1 | 160 | 359 | 66 31 | 302 133 | 101 134
1 | 155 348 70 3 204 | 118 | 120 134
O | 174447 TO 4¢ | 187 | 104 | 103 163
1 | 176 | 60.1 2 26 | 188 | 129 [ 130 120
O | 171 426| 6% 3 172 | 150 | 103 130
1 | 156 372 72 21 | 216 | 11% | &1 83
O | 174 346| 86 37 134 | 113 | 101 83
0 | 178 | 640| 386 3 225 | 148 | 135 160
O | 180 | 738 | ©7 37 171 | 108 | %3 163
0 | 175 315 71 33 | 224 | 131 | 113 05
0 | 179 715 95 2 | 223 127 | 101 193




Suntem interesati doar de ultima coloani din matricea corelatiilor s1 matricea
valorilor nivelului de semnificatie, in aceasti coloani fiind coeficientii de
corelatie a1 predictorilor cu vanabila raspuns.

r _— p:
Column 10 Column 10
06135 0.0011
-0.28806 0.1618
0.5892 0.0015
06329 0.0007
0.2295 0.2698
0.3061 0.1367
-0.3156 0.1244
04172 0.0380
01816 0.3849
1.0000 1.0000



Calculdm hiperplanul de regresie s1 suma patratelor reziduurnlor utilizind
tot1 predictorii:

== |=1; B=[1]; for i=2:25 B=[1 B];end
>> B2=[B'V's'H' G'BMP' FEV'RV' FRC' TLC']; b2=B2\PE'
b2 =
254.9404
-3.9563
-11.8768
-0.6649
3.6155
-1.7278
0.4066
0.2586
-0.5103
0.1220
>>r2=PE-b2(1)-b2(2)"V-b2(3)"s-b2(4)*H-b2(5)"G-b2(6)"BMP-b2(7)*FEV-
b2(8)*RV-b2(9)*FRC-b2(10)*TLC,
>> MSE2=mean(r2."2)
MSE2 =
419.2110



Calculam hiperplanul de regresie s1 suma patratelor reziduurilor utilizand
predictorn puternic s1 semnificativ corelati cu variabila rispuns:
V., H.G, FRC’

=> B1=[B'V'H' G' FRC'; b1=B1\PE'
b1=
65.7249
1.5651
-0.0609
0.8295
-0.0119
>> r1=PE-b1(1)-b1(2)*V-b1(3)*"H-b1(4)*G-b1(5)*"FRC;
>> MSE1=mean(r1.%2)
MSE1 =
633.5354



Utilizim ecuatia de regresie multipla pentru a obtine valorile variabilei
dependente pentru orice valori individuale ale variabilelor explicative.

In acest mod, pentru un anumit obiect cu atributele predictive cunoscute,

se deduce valoarea atributulm necunoscut, considerat ca atribut rispuns
(outcome).

In cazul exemplului nr 6, pentru un anumit pacient ciruiai se cunosc valorile
celor noud parametri medicali predictivi, 1 se poate prognoza, cu o acuratete
suficientd, valoarea PEmax, prin introducerea in ecuatia de regresie a valonlor
sale individuale.

Spunem ci, astfel, se obtine o valoare prognostic (index prognostic), pe baza

datelor cunoscute.



In analiza regresiva se va evita un model cu multe vanabile predictive
provenind dintr-un esantion mic.

Ca reguli generald, numéarul de predictoni nu trebuie si depiseasca valoarea
1/10, unde » este volumul esantionului. In plus daci existid vanabile explicative
puternic corelate intre ele, acestea nu vor fi incluse toate in model, c1 doar un

reprezentant al lor.

Pentru mai multi siguranti, se verificd capacitatea modelului pe alt esantion,
daci acest lucru este posibil.



Regresia multiliniara in Matlab

b = regress(y,X) returneazi un vector coloani de p componente ce
reprezintd coeficientnn hiperplanului de regresie defimit de variabila raspuns

Y s1 de cei1 p predictori.

X este matricea cu » linii si p coloane a celor p predictori, caracterizati de »
attribute, in timp ce Yy este un vector coloani cu # componente, care reprezinti
cele » raspunsuri observate.

Dacdin X sauy existd date lipsd, notate NaN, regress le ignora.

In calcule, X trebuie si continid o coloani ale cérei elemente sunt 1.



/.Exemplu

Considerim baza de date din Matlab, numiti carsmall, ce contine 92 de
automobile ce au ca predicton greutatea s1 puterea motorulu s1 ca raspuns
kilometrajul

=> load carsmall
>> X1 = Weight;x2 = Horsepower;y = MPG,;
>> A=[x1 X2 V],
>> X = [ones(size(x1)) x1 x2];
>> b = regress(y,X)
h =
47.7694
-0.0066
-0.0420



Regresia logistic a

In tehnicile regresive prezentate, variabila rispuns care urma a fi dedusi din
variabilele explicative, este o vanabild numerica.

In anumite cazuri aceastd variabili este categoriald, avand valorile: DA sau
NU, caz in care este vorba de un tip special de clasificare.

De exemplu,

- in medicini, aceasta variabild poate reprezenta diagnosticarea unei
boli (DA sau NU) a unui individ, pe baza unor analize clinice s1 biochimice
ale acestuia. Pentru fiecare combinatie a difenitelor valor ale unor variabile
care ar putea influenta riscul de imbolnavire, trebuie estimati probabilitatea
aparitiel maladie.

- altd situatie se referi la incadrarea in categoria ., frauda™ a unor
tranzactu comerciale, pe baza anumitor caracteristici ale lor.



Principiul de bazi rimane acelasi ca s1 la regresia multipld, cu deosebirea ci in
acest caz estimam o fransformare a variabilel dependente.

Astfel, daca variabila dependenti are ca valon binare afirmatule DA s1 NU,
codate cu valorile 1 s1 0, atunci media acesteia reprezinti proportia indivizilor
din populatie cu caracteristica respectiva.

De exemplu presupunem ci avem pentru 100 de indivizi, 73 rispunsurn DA si
27 raspunsurt NU, adicad 73 de 1 s1 27 de 0. Media acestor valori va fi:

(73 % 1+27*0)/100=73/100

adicid 73% de DA.



Modelul regresiv logistic estimeazi probabilitatea ca un obiect oarecare
din populatie s aibd o anumitd caracteristici, de exemplu o anumiti boala,
tentativa de frauda etc.

O combinatie oarecare a predictorilor din ecuatia de regresie poate lua valori
in afara intervalului [0, 1] s1 din acest motiv se 1a in considerare o transformare
a intervalulw obtinut, in intervalul [0,1], situatie in care valorile variabilei
raspuns pot f1 considerate probabilitati.

Metoda regresiet logistice consti in folosirea transforméni /ogif scrisi ca

logit(p).



Concret, aic1 p reprezintd probabilitatea ca un obiect oarecare si aiba
caracteristica ceruti, deci, (1 — p) vareprezenta probabilitatea ca acesta
sd nu o aiba.

In exemplele prezentate, p este probabilitatea ca un subiect din populatie
sd aibi cancer, sau sd producd o frauda, 1ar (1 — p) s nu aiba cancer
sau nu produci frauda.

P

Raportul
I-p

se numeste yansd, 1ar transformarea:

logit(p) = In —£—
1-p

este numita logaritmul (log-ul) sansei.



Pe baza predictonilor X, X,...., X . logit(p) este dat de ecuatia de

regresie logistica:

logit(p) = In li = b +bX, +..+b X, .
-p

Prin transformarea inversi, se giseste valoarea probabilititil p ca un
anumit obiect si aibd sau nu o anumiti etichetd de clasificare:

1

pP= |+ g Bt bt 5 X

Pentru a calcula coeficienti1 b,,5,,...,5, utilizdm metoda celor mai mici1
patrate.



Presupunem ci datele existente satisfac relatule:

lngit(pl,.)ZhllL:EJD—FEﬁXf +oAb X e 1<i<m,
— P

unde:

- X!, 1<j<k, 1<i<m suntnumere reale cunoscute;

retinem ca m > k ,
- P;. 1=1i<m reprezintd probabilitatea ca obiectul indice ;

sd aiba o anumiti eticheta de clasificare,
- & sunt vanabile aleatoare necunoscute.



Sub forma matriceald, modelul devine: logit(p)=X-b+ &, unde

e P w
1-p
]Il p]
- logit(p) = 1— p, | este un vector aleator m-dimensional,
Iy _Pm
Ry "y
1 X7 ... X;
- X = : * | este matricea obtinuti prin
B! xro.. ij

concatenarea celor m variabile X, ,

- b este vectorul (k+1)-dimensional ale cirui componente sunt parametri
necunoscuti a1 modelulw,
- & este vectorul m-dimensional al erorilor.



Metoda celor mai mici1 patrate constd in aflarea vectorulwm b pentru care
expresia:

S(®) = logit(p) - xB[ =\/Z(m%—bﬂ—m+...—bmf ,
i=1 Vi

este minima, presupunind ci matricea X are rangul £.

Astfel X'- X este inversabili si avem:

b=(X"-X) -X'-logit(p).



8.Exemplu

Pentru stabilirea legaturilor existente intre aparitia hipertensiuni si
urmétorn factor1 de nisc: fumat, obezitate, varsta (sub sau deasupra valomi
alese de 40 ani —codat 0 sau 1), vom aplica o analizi regresivi logistici. In
vederea utilizdrn sale, sd considerim urmétoarea situatie statistica, descrisa
in tabelul de mai jos

fumat | obezitate | varstd | Nr. subiecti | Nr subiecti hipertensivi

0 0 0 60 5(8%)

1 0 0 17 2(11%)

0 1 0 8 1(13%)

0 0 1 187 35(19%)

1 1 0 2 0(0%)

1 0 1 60 5(8%)

0 1 1 51 15(29%)

1 1 1 23 8(35%)
Total=433 | total=79 (18%)




Pleciand de la acest tabel general, vom construi un tabel de lucru, care
rezuma toate posibilititile existente in felul urmétor:

- in primele doui lini1 ale sale se 1au in consideratie cele doui situati
posibile de clasificare ale indivizilor (lupertensiune = 1, normal = 0), pentru
situatia in care variabilele explicative fumat, obezitate s1 varsta au valornle
egale cu 0, indivizi care nu fumeazi, nu sunt obezi s1 au varsta sub 40 de
ani.

Mai departe se considera toate combinatiile posibile ale predictorilor.

De retinut: frebuie luate in consideratie toate cazurile posibile privind
combinatiile variabilelor explicative.



hipertensiune

55

15

L

152

335

L

535

36
15
15

td | Nr subiecti

VArI'S

obezitate

fumat




>>A=[000; 100; 010;001;110;101;011; 111];
== =1, B=[1]; for i=2:8 B=[1 B];end
>> X=[B' Al
>> |logitp =[log(5/55) log(2/15) log(1/7) log(35/152) 0 log(5/55) log(15/36)
log(8/15)];
== p=inv(X"X)* X" logitp’
h =
-2.3991
-0.4116
1.2073
0.2471

Ecuatia de regresie logistici corespunzitoare este dati de:

logit(p)=— 2.3991-0.4116-fumat +1.2073 - obezitate + 0.2471- varsta .



Se observa utilitatea aceste1 ecuatil atunci ciand trebuie rezolvata
problema clasificiri unu 1individ oarecare ca fund predispus sau

nu la hipertensiune, pe baza atributelor (caracteristicilor): fumat,
obezitate s1 varsta.

Astfel, se consideri valorile concrete ale acelui individ privind cei
tre1 factor1 de risc enumerafi mai sus, care se vor introduce in ecuatia
de regresie.

Va rezulta valoarea logif(p) corespunzitoare, care va estima riscul ca
individul respectiv si fie sau nu predispus la hipertensiune.



De exemplu:

- daca respectivul este nefumétor, nu este obez s1 are sub 40 de am,
rezulta:

logit(p) =—-2.3991,

dec1, probabilitatea si aibd hipertensiune este egald cu 8.32%.
- daca pacientul este nefumétor, obez s1 are peste 40 de am, rezulta

logit(p) =-0.9447,

s1 astfel probabilitatea ca sd aibd hipertensiune este egald cu 28%.



Ecuatia de regresie logistici se mai poate folosi s1in scopul de a compara
probabilititile de predictie a hipertensiumi pentru diferite grupuri, de
exemplu pentru cei cu varsta sub 40 am fatd de cei peste 40 ani.

Astfel, codand ca mai sus, cu 0 subiecti1 sub 40 an1 s1 cu 1 pe ce1 peste 40

ani, s1 utilizind ecuatia de regresie de mai sus, obtinem cele doui variante
ale sale:

logit(p.,.iposg) =— 2.3991-0.4116-fumat +1.2073 - obezitate+0.2471
s1:
logit( P, .neap) =— 2.3991—0.4116-fumat +1.2073 - obezitate |

Se obtine astfel ca:
logit(p . .nap) —logit(p, . oo ) = 0.2471.

Rezultd cd raportul sanselor hipertensiunmii asociat cu mvelul de véarsta

considerat mai sus (de 40 ani) este e’*"'' =1.2803, valoare care poate fi

interpretatd astfel: riscul de a face hipertensiune peste virsta de 40 de ani
este de 1.28 de ori mai mare decdt sub aceasta varsta.



In exemplul nr 8 am considerat cazul in care vanabilele explicative sunt, de
asemenea, categornale.

Nu existd niciun impediment in a considera modelul regresiv logistic s1 in cazul
valorilor numerice ale acestora. Singura variabila care trebuie si fie categonala
este doar variabila dependenti, adica cea care di eticheta de clasa (categorie).



9. Exemplu

Fibroza ficatului este un indicator important al bolilor hepatice.

Tehnic fiecare dintre cele 6 stadii al fibrozei corespunde unui anumit

scor MetavitF, incepand cu MetavirtF = 0 nu exista fibroza si incheind

cu MetavitF = 4 ciroza.

In ultimii ani se cauti o manierd de evaluare neinvazivi a fibrozei, evitand
biopsia prin combinarea testelor biochimice cu metode de imagistica
medicala.

Fibroscanul este o tehnica de ultima generatie, ce permite cuantificarea

fibrozei hepatice pe baza analizei deplasarii unei unde elastice de soc care
se se propaga m tesutul hepatic.



In contractul nr 2076/2007 s-a realizat o baza de date formata din 722 de
pacienti de la Clinica medicald nr 3, UMF Cluj-Napoca, pacienti cu diferite
stadii ale fibrozei ficatului. Fiecare pacient este caracterizat de 26 de
parametrii clinici si biochimici, de valoarea rigiditatii ficatului (stiffness data
de fibroscan) si de stadml fibrozei. obtinut prin biopsie.

Aceasti baza de darte va constitui mulfimea de antrenament.

Prezentdm 5 pacienti, in diferite stadii ale fibrozei, cu parametrii clinici si
biochimici s1 valorile rigiditatii ficatului



P, P; P; P, Ps
Metavir F 0 1 2 3 4
Stffness 45 5.3 4] 106 | 27
Sex 2 2 1 1 1
Age 45 56 31 37 46
BMI (body mass index) 231 | 243 | 34 | 258 | 301
Glycemia 108 110 | 96 5% 84
Triglvcendes 349 | 34 154 134 | 93
Cholesterol 220 | 133 | 197 | 162 | 152
Aspartate aminotransferase 27 62 46 48 105
Alanin aminotransferase 42 61 117 | 60 167
Gamma glutamyl transpeptidase 117 | 19 41 46 187
Total bilimubin 0.4 1.2 0.9 0.5 1
Alkaline phosphatase 156 | 283 | 248 | 184 | 246
Prothrombin index 922 | 102 107 | 791 | 427
Tqs (tocophervl quinones) 153 | 152 | 15 184 | 254
INE(prothrombin time ratio) 106 | 098 | 095 | 1.19 | 1.85
Prolonged activated partial thromboplastn ime | 279 | 309 | 284 | 29 309
Haematids (ervtthrocyvtes) 464 | 4591 | 481 | 4.1 511
Hemoglobin 135 | 145 | 145 | 141 | 152
Hematocrit 409 | 405 | 426 | 405 | 452
Medium eritrocity volume 882 | 832 | 886 | 899 | 885
Average erittocitary hemoglobin 292 | 295 | 31 334 | 297
Av_ concentr. of hemoglobinin a red blood cell | 331 | 356 | 35 372 | 335
Leukocytes 6.3 832 | 88 598 | 886
Thrombocytes 236 | 295 | 31 130 | 287
Sideraemia 70 355 | 35 132 | 335




Am aplicat un model de regresie logisticd, In care am gasit probabilitatea ca
un pacient sa fie

- in stradiul MetavirtF = 0 vs MetavirF € {1.2.3.4}
- in stradiul MetavitF € {0,1 }vs MetavitF € {2.3.4}
- in stradiul MetavitF € {0.1.2 }vs MetavitF € {3.4}
- in stradiul MetavitF € {0,1.2.3 }vs MetavitF =4

studiu care se poate face si cu ajutorul curbelor ROC, despre care vom vorbi
ulterior.



Pentru diagnosticul automat rezultatul nu este deosebit. fiind interesati de
clasificarea pacientilor intr-un anume stadiu, lucru ce s-a realizat cu alte metode
de clasificare.

Ceea ce ne intereseazi este ca putem face o reducere a atributelor, lucru
important atat pentru rularea programului, cat si pentru serioase economii in
domenil meduical.

Acele atribute care nmu au o legiturd puternicad si semmnificativd cu stadiul
fibrozei vor fi eliminate.



Vom stabili probabilitatea /| ca un pacient s fie in in stradiul

MetavirtF = 0 vs MetavaF € {1.2.3.4}.

logit(P) = - 29.27-1.21*stifiness - 24.1*trigliceride - 0.24*hematocr +
0.47*vem -- 1.65%hem + 1.17*chem + 362.28*tg-uln

Nivelul de semmnificatie al parametrilor predictivi ce apar i aceasta ecuatie:

p-level
stiffness 0.0005
trigliceride 0.0174
hematocrit 0.0424
vem 0.0014
hem 0.0001
chem 0.0001
tg uln 0.0175




Vom stabili probabilitatea P, ca un pacient sa fie in stradiul MetavirtF € {0,1}
vs MetavirF € {2.3.4}

logit(P;) = -7.70-0.42*stiffness - 0.32*hem + 0.34*chem + 0.004*trombocite

Nivelul de semnificatie al parametrilor ce apar in ecuatie:

p-level
stiffness 0.0000
hem 0.0022
chem 0.0001
tfrombocite 0.0445




Stabilim probabilitatea P, . ca un pacient sa fie in stradiul
MetavirtF € {0.1.2}vs MetavitF € {3.4}

logit(P;) = 4.48 — 0.35*stiffness + 0.60 *trigliceride — 2.87*alat+
0.010*sideremia + 120.99*alat uln — 132.84*cst uln

Nivelul de semnificatie al parametrilor predictivi ce apar in ecuatie

p-level
stiffness (.0000
trigliceride 0.0165
alat 0.0206
sideremie 0.0155
alat uln 0.0203
2t 1ln N N1A72



Stabilim probabilitatea F, caun pacient sa fie in stradiul

MetavitF € {0.,1.2,3} vs MetavitF =4

logit(P4) = 3.03 — 0.23*stiffness + 0.047*ind.d + 0.42*hemoglobin -0.39*hem +
+ 0.009*trombocite - 0.472%sex

Nivelul de semmnificatie al parametrilor predictivi ce apar in ecuatie:

p-level
stiffness 0.0000
ind.d 0.0005
hemoglobin 0.0469
hem 0.0102
trombocite 0.0052
seX 0.0323




In concluzie un model de regresie logistici permite prognozarea unui anumit
raspuns in functie de o serie de factori predictivi, realizand in acest mod o
clasificare a unor obiecte in doua clase distincte in raport cu acest raspuns.

Pe de alta parte, prin utilizarea unui model de regresie logistica putem elimina o
serie de atribute cu nivel de semnificatie scazut, in problema noastra, deci
regresia logistica este si o tehnica de Features selection.



Analiza supravie tuirii (Survival
Analysis)

Una dintre ramurile importante ale Statisticii, cu aplicatii deosebit de
interesante mai ales in domeniul medical si al sistemelor mecanice, este
analiza supraviejuirii (Survival Analysis).

In medicina este cunoscuta chiar sub acest nume, in timp ce in stiintele
ingineresti se numeste feoria siguranfei in functionare (Reliability Theory),
1ar in economie este cunoscuta ca analiza duratei (Duration Analysis).

Indiferent de context. elementul de baza al aceste1 teorii este fermenul de
.moarte™, ,.esec”, ,,cadere”, ,.absenta™, ,.iesire din functiune” etc., care este
privit caun memmem in anallza supraw.e tefuirii.



Pentru a intelege mai bine despre ce este vorba vom considera cazul medical,
de la care de fapt s-a si pomit in dezvoltarea acesteil ramuri statistice.

Astfel, problema analizei timpilor de supravietuire, asa cum o indica si numele,
se referd. in principiu, la supravietuirea unui pacient in urma unei operatii
serioase, tratamentului unei anumite boli cu sfarsit letal, e.g. cancer, SIDA efc.
Practic, se inregistreaza timpul din momentul inceputului procesului medical
(operatie. tratament etc.) pana in momentul decesului. timpul respectiv fiind
numit timp de supraviejuire, iar analiza sa facand obiectul analizei
supravietuirii.



Analiza supraviefuirii utilizeaza asa-numitele date cenzurate, adica unele
observatii sunt mcomplete.

Spre exemplu, sa ne imaginam ca un grup de pacienti cu cancer sunt urmariti in
cadrul unui experiment o anumita perioada de timp (follow-up). Dupa trecerea
acestei perioade, pacientii care au supravietuit nu mai sunt supravegheati si.
atunci cand se analizeaza timpul de supraviefuire, nu se mai stie cu exactitate
daca mai sunt inca in viata. Pe de alta parte, unii pacienti pot parasi grupul in
timpul perioadei de supraveghere, fira a se mai cunoaste situatia lor ulterioara.

Datele privind aceste tipuri de pacienti sunt date cenzurate.



Sa mentionam faptul ca. in multe cercetri clinice, prin timp de supravietuire
se intelege s1 timpul pana la aparitia unui simptom, pana la revenirea bolii, pana
la remisiune efc.

In acest context, prin probabilitate de supraviefuire se intelege proportia
indivizilor unui grup, supus unui anumit experiment medical comun, care ar
putea supraviefui o anumitd perioada de timp (e.g. operatie de transplant de
inima, chimioterapie etc.). in anumite circumstante date.



Tehnica clasica de calculare a timpului de supravietuire este urmatoarea:
Se noteaza variabila aleatoare care reprezintd timpul de supravietuire cu X\
Probabilitatea de supraviefuire se calculeaza prin impartirea timpului in mici

intervale (0. fy)..... (fz_1. Iz)..... 51 estimarea apoi a probabilitatii:

P{X<t,) =P{X<4}P{X <t

X=1).. . P{X<t] X=1,).

De exemplu probabilitatea ca un pacient sa supravietuiasca doua zile in urma
unui transplant de ficat este produsul dintre probabilitatea ca pacientul sa
supraviefuiasca o zi si probabilitatea ca paciientul sa supravietuiasca a doua zi.
conditionatad de faptul cé a supraviefuit prima zi.



O problema comuna atat domenmlui cercetarii medicale - timpul de
supraviefuire, cat si cercetarii mgineresti - timpul de functionare sigura

a unui mecanism este determinarea efectului unor variabile continue
(independente) asupra timpului de supravietuire, in particular identificarea
existentei corelatiel intre predictori si timpul de supravietuire.

Metoda clasicad de analiza supravietuirii este bazata pe tehnici ca. de exemplu.,
curba de supraviefuire Kaplan-Meier (Kaplan-Meier survival curve), analiza
tabelelor de viaja (life table analysis), testul logrank (logrank test), raporiul
hazardului (hazard ratio).



Curba de supravie tiure Kaplan-
Meiler

Am stabilit anterior modul de calcul al timpului de supravietuire

Notand cu p,,, probabilitatea de a supravietui a 100-a zi condifionata de

faptul ca a supravietuit primele 99 de zile, atunci probabilitatea de a supravietui
100 de zile dupa transplant este:

Pr P2 P "Pin

Probabilitatea de a supraviefui a 100-a zi este estimata a fi raportul dintre cei ce
au supravietuit a 100-a si cei ce supraviefuiserd primele 99 de zile.

Probabilitatea p este 1 n zilele cand nimeni nu moare, ceea ce simplifica mult

calculele, fiind necesar calcularea probabilitatilor in zilele in care moare cel
putin o persoana.



10.Exemplu

Vom prezenta un experiment pentru prognoza aparitiei riului de mare:
21 de subiecti1 au fost plasati 1intr-un simulator, timp de 2 ore.

Timpul de supravietuire al unu subiect este calculat din minutul 0 pani
cand 1 se ficea rau.

Unii1 subiect1 au renuntat la experiment Tnainte de a 11 se face ru, In timp

ce alti1 au rezistat doua ore fird a avea riu de mare, ambele cazun ducind
la observatii cenzurate.



Tabelul urmator, care prezinta situatia acestul expeniment, observatiile

cenzurate sunt notate cu * este un asa numit tabel de viata (life table):

Am notat: T=timp de supravieture (min); p = proportia de supravietuire

nr | 1 2 3 4 5 6 T |8 19 | s 21
T | 30 50 50% | 51 66% | 82 a2 120% | 120% | e, 120%
P 0.95 | 0.9 0.85 0.79 | 0.74
20 17
de 1 =22 —0.9524. p. =2 —0.9048. p, ——" —0.8500.

mee A=y 2= Pi=50

15 14

_ 22 07895, p. = -7 —0.7368

Ps 19 P 19

Proportiile de supravietuire se calculeazi doar pentru cele 5 date necenzurate
Vom avea doar 5 estimir ale probabilititu de supravietuire.




La minutul 30 probabilitatea de supravietuire (fractia de subiecti care au

20
supravietuit) este £, = E =0.9524

La inceputul intervalului (30°,50") procentul de subiecti rimasi in simulator
este 0.9524. Pentru a calcula probabilitatea de supravietuire la minutul 50,

conform formulei prezentate vom Inmulti £, cu procentul de pacienti rimasi

in simulator la sfarsitul intervalulwm (30°,50%), adicd — .

21

P, :0.9524-B = 0.8615.

: 21
Se tine seama de subiectii cenzurati, atat numératorul cat st numitorul sunt
micsoratl, In ziua cand apare un astfel de subiect.
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Probabilitatea de supravietuire dupd 517 este £, =0.8615- 20 =(0.7323
o L 15

Probabilitatea de supravietuire dupd 82° este £, =0.7323- o =0.5781
» L 14

Probabilitatea de supravietuire dupa 92° este £, =0.5781 E =0.4260

Retinem ci in primele 30 min, probabilitatea este 1, s1 nu putem estima
supravietuirea dincolo de ultima observatie necenzurata din minutul 92.

Vom desena curba de supravietuire corespunzitoare:

=>>x=[0 0.01 30 50 51 82 92];y=[ 1.01 1 0.95 0.86 0.73 0.58 0.43];
==x1=[ 92 120];y1=[0 0];

== [xb, yb]=stairs(x, y); [x1b y1b]=stairs(x1,y1);

>>plot(xb,yb,r x1b,y1b,'k")



curba de supravietuire
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Estimator

Un estimator de parametru necunoscut & a unui model este o functie ce face si

corespundd unui set de observafil X,.X,.....X, provenite din model, valoarea

€ . numiti estimare.

Estimatorul este o wvarabild aleatoare deoarece wvaloarea lui depinde de
esantionul obtinut in mod aleatoriu.



11. Exemple

Daca dorim si calculdm iniltimea medie a copiilor de 10 am, se poate alege un
esantion de scoli situate in medi1 diferite, s1 media indltimu copilor de 10 am
din acest esantion, numiti s1 medie empirica, este un estimator al inaltimii
medii a copilor de 10 ani.

Daca dorim si determinam procentajul electorilor hotarafi sa voteze pentru
candidatul A vom face un sondaj pe un esantion reprezentativ. Procentajul

obtinut pe acest esantion este un estimator al procentajului evotantilor
candidatulu A.

De cele mai multe or1 un estimator este o medie, o proportie sau o dispersie.



ecdf - func tia cumulativ a de
distribu tie empiric a (Matlab)

ecdf - functia cumulativa de distributie empirica

Functia cumulativa de distributie empiricd a unui set de valori numerice este
definitd pentru orice valoare reald x ca proportia de observatii mai mici sau
egale cu x.

Este o functie in scari. Intuitiv, 1atimea unei trepte depinde de distanta dintre
date consecutive s1 indltimea depinde de numéarul de valor:

egale cu x.

Functia este monotoni. Limita sa la - o0 este 0, iar limita la + o0 este 1.

[f X] = ecdf(y) calculeazi estimatorul Kaplan-Meier a functiei cumulative de
distributie empirice (cdf = cumulative distribution function), unde

- Y este un vector ce are drept componente valorile datelor

- f este vectorul ce are drept componente valorile functiei cumulative
de distributie empirice in X.



12. Exemplu

Vom genera aleator timpi de supravietuire s1 timpi cenzurafi, date ce vor avea o
reparttie exponentiala.

==Yy = exprnd(10,50,1); % genereazi un vector coloani cu 50 de
componente, ce au o repartitie exponentiald de medie £ =10, componente ce
reprezintd timpii de supravietuire

>>d = exprnd(20,50,1); % timpii de renuntare (drop-out) care au o repartitie
exponentiald de medie 1 = 20.

>>t = min(y,d)

>>censored = (y>d); % se obtine un vector boolean de aceasi dimensiune cu
y; avem 1 pentru observatiile cenzurate.



% Vom calcula s1 desena functia cumulativi de distributie empirica:

vom folosi parametrul ‘censoring’, a carui valoare este vectorul boolean
de aceeasi dimensiune cu X.

Pentru datele cenzurate se atribuie valoarea 1.

== [f,x, flo,fup] = ecdf(t,'censoring’,censored);
>>stairs(x,f,'LineWidth',2)
>>hold on



0.8

0.7

10



Vom calcula s1 desena limitele intervalelor de incredere
>>stairs(x flo,’r:",'LineWidth',2)
>>stairs(x,fup,:’,'LineWidth',2)

0.9




Vom desena in acelasi cadran s1 functia de distributie cumulativa a
populatiei:

>>xx = 0:.1:max(t);

>=yy = 1-exp(-xx/10);

>>plot(xx,yy, g-','LineWidth',2)

>>legend('Empirical’,'LCB’,'UCB','Population’, ...
‘Location’,'SE")

>>hold off



D'-EI B :': —

Empirical
- LCB
- UCB |

Population

15 20 25 30




Daca suntem interesafi in a compara experienta de supravietuire la doua grupun
de subiecti, putem calcula curba Kaplan-Meier pentru fiecare grup. O asemenea
abordare di o comparatie in anumite valori de timp, arbitrare, 1ar daci cele doui
curbe sunt semnificativ diferite, numai in anumite valori ale ttmpului.



10. Exemplu

Vom considera un al doilea grup de subiecti testati pentru riul de mare, in
acelasi simulator, doar ci frecventa s1 acceleratia miscarii s-a dublat fatd de
primul experiment. Tabelul urméitor datele obtinute:

nr | 1 2 ul 5 6 7 8 9 10 11 12
T |5 6% | 11| 11 13 24 63 65 69 | 69 79 82
p | 0.96 0.89 | 0.85 | 0.81 | 0.77 | 0.74 0,66 | 0,62

nr | 13 14 15 16 17 | e 28

T | 82 102 | 115 | 120% | 120% | .......... 120%

p | 0.56 | 0.51 | 0,48




Vom desena curbele Kaplan-Meier in acelasi sistem de axe:

=>x=[00.01 30350 3518292];y=[1.0110.950.86 0.73 0.58 0.43];
==x1=[ 92 120];y1=[0 0],

== [xb, yb]=stairs(x, y); [x1b y1b]=stairs(x1,y1);

=>>x2=[00.01511 132463656979 82 102 113];

>>y2=[1.0110.96 0.800.850.810.77 0.74 0.66 0.62 0.56 0.51 0.48];
== [x2b, y2b]=stairs(x2, y2); [x3b y3b]=stairs(x3,y3);

== plot(xb,yb, T x1b,y1b,'k’, x2b,y2b,'b" x3b,y3b,'k")



probabilitate de supravietuire
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Testul log -rank

Metoda cea mai cunoscuti de comparare a timpurilor de supravietuire
pentru doud grupuri independente de subiecti este festul log-rank.

Testul log-rank este 0 metodi non-parametrici de testarea ipotezei nule.
H ., in sensul ci verificdm dacd nu existd diferente semnificative intre

curbele de supravietuire.

Curbele Kaplan-Meier s1 testul logrank se folosesc cind vanabila predictor
este categonali (de exemplu medicament vs placebo) sau cand 1a un numér
mic de valori, care pot fi considerate categoriale.



Testul logrank se utilizeazid pentru a detecta diferentele intre curbele de
supravietuire in conditile in care rata moratalititu (1esirii din functiune)
intr-un grup este semnificativ mai mare decat rata corespunzitoare in al
doilea grup s1 raportul acestor rate este constant in timp.

Acest test di ponden egale tuturor evemmentelor (decese, 1esin din

functiune)

(O, E)

TZZ

j=1i=

Principiul testului log-rank consti in divizarea scale1 timpilor de supravietuire,
ignorand timpii cenzurafi.



13. Exemplu

Considerdm doud grupun de 10 si repectiv 8 pacienti ce au suferit un
transplant de ficat, crora i se administreazi medicatie diferita.
Prezentim timpul de supravietuire pentru cele doui grupuri, in luni.

Gl [ 1¥ 3 4% 556%7 7 7% 8
G2 |22 3% 4 6% 6% 7 10

Reamintim ci * inseamni dati cenzurati, In cazul nostru pacient retras

inluna [ ; din studiu.



In tabelele wrmatoare vom folosi notatiile:

t — timpul in care are loc evenimentul (in luni):
11 - numarul de subiecti care sunt incd sub observatie in luna ¢

13, - numirul de subiecti din grupul 1 care sunt incd sub observatie in luna ¢

11, - numérul de subiecti din grupul 2 care sunt inca sub observatie in luna ¢

r —numarul de decese raportat in luna ¢.
c- numéirul devalori cenzurate raportat in luna 7.

O, — numdrul de decese din grupul 1, raportat in luna .

O, —numirul de decese din grupul 2, raportat in luna 7.

€, —numarul de decese din grupul 1, asteptat in luna ¢

€, —numirul de decese din grupul 2, asteptat in luna 7.



Lunanrl

! & ", ", " ¢ O, O, 2 €,
1 18 10 8 0 1 0 0 0 0
Luna nr 2
4 n m, 1, r C o7 o 2 e,
1 18 10 8 0 0 0 0 0
2 17 9 8 2 0 2 1.06 0.94
Raportul de subiecti sub observatie in grupul 1 este E iar in grupul 2 , E :
. 9 _ 8
Astfel evenimentele asteptate sunt ¢ =2-—=1.06 sie, =2-—=0.94.

17 17




Luna 3

! & & 1, " ¢ Oy O, | & 2.

1 18 10 8 0 1 0 0 0 0

2 17 9 8 0 0 0 2 1.06 | 0.94

3 15 9 6 1 1 1 0 0.6 0.4

Raportul de subiecti sub observatie in grupul 1 este E 1ar in grupul 2 , E .
. 9 _ 6

evenimentele asteptate sunt & = —=0.6 sie, = —=0.4.

15 - 15




Tabelul urmétor prezinta situatia cu tofi timpi1 de supravietuire:

! n g , r ¢ O op € €,

1 18 10 3 0 1 0 0 0 0

2 17 9 3 0 0 0 2 1.06 0.94
3 15 9 6 1 1 1 0 0.6 0.4
4 13 3 5 1 1 0 1 0.62 0.38
5 11 7 4 2 0 2 0 1.27 0.73
6 9 5 4 0 3 0 0 0 0

7 6 4 2 3 1 2 1 2 1

8 2 1 1 1 0 1 0 0.5 0.5
Total 6 4 6.05 3.95




Aplicdm testul ¥ *cuun grad de libertate (avand doud grupur)

2 2 2
(106) (04 () oy, (0627  (0.73)
094 0.6 038 127

+ 05509 =0.70352

I'=1006-} +. 754

p value
df | 0.25 0.20 0.15 | 0.10 | 0.05 0.025 0.02  0.01 0.005 0.0025 0.001 0.0005
| 132 | 1.64 | 207 | 271 | 384 | 5.02 | 5.41 | 663 | 7.88 | 9.14 | 10.83 | 12.12 |
277 | 3.22 | 3.79 | 461 | 5.99 | 7.38 | 7.82 | 9.21 | 10.60 | 11.98 | 13.82 | 15.20 |
411 | 464 | 5.32 | 6.25 | 7.81 | 9.35 | 9.84 | 11.34 | 12.84 | 14.32 | 16.27 | 17.73 |
5.39 | 5.59 | 6.74 | 7.78 | 9.49 | 11.14 | 11.67 | 13.23 | 14.86 | 16.42 | 18.47 | 20.00 |
6.63 | 7.29 | 8.12 | 9.24 |11.07 | 12.83 | 13.33 | 15.09 | 16.75 | 18.39 | 20.51 | 22.11 |
7.84 | 8.56 | 9.45 | 10.64 | 12.53 | 14.45 | 15.03 | 16.81 | 13.55 | 20.25 | 22.46 | 24.10 |
| 9.04 | 5.80 | 10.75 | 12.02 | 14.07 | 16.01 | 16.62 | 18.48 | 20.28 | 22.04 | 24.32 | 26.02 |
10,22 [11.03 | 12.03 | 13.36 | 15.51 | 17.53 | 18.17 | 20.09 | 21.95 | 23.77 | 26.12 | 27.87 |

O N N W N e

Din tabelul testului ¥ y obtinem cd P = 0.01 < 0.05 si astfel ipoteza nuli nu

este valabila, ceea ce se traduce ci existd deosebiri intre timpu de supravietuire
ale grupurilor 1 s1 2.



10. Exemplu

Reluidm expenimentele cu rdul de mare, pentru a vedea daci exista
diferente semnificative intre timpii de supravietuire a celor doud grupun:

In primul experiment avem 35 evenimente(rau de mare) in minutele:
30,50,51,82,92.

In al doilea experiment avem 14 evemimente(ridu de mare): cite unul in
minutele 5,13,24,63,65,78,102,115 s1 cate doud in minutele 11,69,82.

Pentru cele doui evenimente combinate avem 16 valori distincte de timp, s1
vom obfine 16 intervale de timp:

(0,5°], (5°,11°], (11°,13°], (13°,24°], (24°,30°], (30°,50°], (50°,51°], (51°,63°].
(63°.65°], (65°.78°]. (78°.82°]. (82,9271, (92°,102°], (102°,115°], (115°,120°]

Aplicim algoritmul de calcul prezentat in exemplul nr 12, utilizand aceleasi
notatii:
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f“ 27 16 11 1 0 0 1 0.59 | 0.41
{ 26 16 10 3 0 1 2 1.86 | 1.14
12

{ 23 15 3 1 0 1 0 0.65 | 0.35
13

{ 22 14 3 1 0 0 1 0.64 | 0.36
14

{ 21 14 7 1 0 0 1 0.67 | 0.33
15

{ 20 14 6 0 20 0 0 0 0
16

2 ”)E
2 =20.3261

r=y
=1 i=l

o

: .2 . : : : .
Din tabelul testului 7~ obtinem P = 0 si astfel respingem ipoteza nula.




Modelul Cox

Metoda clasica de analiza supravietuirii nu poate fi utilizata pentru a explora
efectul simultan asupra supraviefuirii, a mai multor variabile.

In acest caz, nu se poate utiliza direct metoda regresiei multiple din cel putin
doud motive:

(a) variabila ce descrie timpul de supraviefuire nu este de cele mai multe ori
normal repartizata (de obicei este exponentiala sau Weibull) s1

(b) analiza supraviefuirii utilizeazd asa-numitele date cenzurate. adica unele
observatii sunt mcomplete.



Analiza supravietuirii utilizeaza mai multe metode regresive specializate, din
care amintim:

e Anmnaliza regresivd a hazardurilor proportionale —modelul Cox (Cox
proportional hazards regression analysis), pe scurt -modelul Cox al
hazardului proportional (Cox proportional hazard model):

¢ Modelul Cox al hazardului proportional cu covariante dependente de
timp (Cox proportional hazard model with time-dependent
covariates),

¢ Modelul regresiv exponential (Exponential regression model):

¢ Modelul liniar regresiv log-normal (Log-normal linear regression
model);

¢ Modelul liniar regresiv normal (Normal linear regression model).



Modelul Cox al hazardului
propor tional

Functia de supraviefuire (survival function) este definita prin
probabilitatea:

S(t) = P{T >1t}.
unde ¢ reprezinta timpul in general. iar T este timpul pana la deces.

Repartitia duratel de viata ([ifetime) este data de
F(f) = 1-5(D).

unde f(i)= %F (1) reprezinta rata de deces peunitatea de timp.



Functia hazard (hazard function) este definita de formula:

Mt) = Pt <T <t+dt) = f;{f —_ Ségﬁ

Functia hazard reprezinta deci riscul de a deceda infr-un interval foarte scurt
de timp 4t dupa un timp dat T, presupunand evident supravietuirea pana la acel
moment.

Curba de supraviefuire reprezinta grafic supraviefuirea cumulata in functie de
timp. in timp ce derivata curbei de supravietuire este rata survenirii decesului
intr-un interval scurt de timp, iar acesta este hazardul.

De exemplu, daca ne asteptam ca 20% dintre pacientii cu un anume tip de
cancer sa moara in acest an, atunci hazardul este 20% pe an.

Asadar, hazardul este un risc, iar raportul hazardelor (hazard ratio) este un risc
relativ.

Daca raportul hazardelor este 0.5, atunci riscul de a muri intr-un grup (cel
tratat) este jumétate din riscul de a muri in celilalt grup (placebo).



Regresia hazardului proportional (modelul Iui Cox) utilizeaza metodele de
regresie pentru a prezice riscul relativ pe baza uneia sau mai multor variabile X.

Hazardul (riscul) se poate modifica in timp:

- el poate creste in timp; de exemplu la pacientii cu cancer. cu cat trece
mai mult timp de la momentul diagnosticului, cu atat riscul de deces ca urmare
a cancerului este mai mare.

- hazardul poate scadea in timp: tot la pacientii cu cancer, la care s-a
obtinut o remisie prin tratament, cu cat trece mai mult timp fara o recadere, cu
atat riscul de recadere este mai mic.



Se numeste "hazard proportional” deoarece se bazeaza pe presupunerea ca, daca
hazardul poate sa varieze in timp, raportul hazardelor ramane constant (sau
altfel spus, cele doua functii ale hazardului sunt proportionale una cu cealalta).

Presupunerea "hazardului proport ional" este rezonabila in multe situatii clinice
dar mu intotdeauna; de exemplu atunci cand comparam un tratament medical cu
unul chirurgical, al doilea are de obicei un hazard mai mare perioperator, pe
cand la cel medical hazardul creste dupa un timp mai lung, motiv pentru care
regresia hazardului proportional nu este indicata.



Modelul lni Cox ne furnizeaza o estimare a efectului tratamenfului asupra
supravietuirii dupa ajustarea pentru celelalte variabile independente si ne
permite sa estimam hazardul (sau riscul) de deces sau alt eveniment de interes
la indivizi, date fiind variabilele lor prognostice.

Chiar daca grupurile (tratament si martor) sunt similare in privinta variabilelor
cunoscute ca afectand supraviefuirea. folosirea unui model al Iui Cox pentru
aceste variabile poate produce o estimare mai precisa a efectului tratamentului.

De exemplu, mtr-0 analiza multivariata trebuie sa includem atat de multi
pacienti, incat sa avem cel putin cate 10 efecte (in acest caz decese) pentru
fiecare variabila independenta.



Modelul Cox al hazardului proportional este foarte general intre modelele
regresive deoarece nu se bazeaza pe nicio ipoteza prealabila privind repartitia
supravietuirii. El se bazeaza doar pe presupunerea ca hazardul este o functie
doar de variabilele independente (predictive, covariante) Zy. Z...., Z;, adica:

Wt 2, Zy s Z,) = hy() -exp(by - Z,+b,- Z, +..+ b, Z, ),
sau, logaritmand.

m[h(r,zl,...,zﬂ =b -Z, +..+b -Z
hy (1)

fiind deci un model semi-parametric.




h(t.Z) poate fi consideratd o densitatea de repartitie Weibull deoarece:

Wt.Z)=A p- 7,
unde

A=expb-Z +..+b - Z)
hu (I) — p_rp—l

Termenul /y(r) se mumeste hazardul de baza (baseline hazard, underlying
hazard function) reprezentand hazardul pentru un anumit mdivid atunci cand
toate variabilele independente sunt egale cu zero. hy(r) depinde doar de timp -f.

Exponentiala se referi doar la Z =(Z,.....Z, ) sivariabilele Z, sunt
independente de timp.



Exemple de variabile independente de timp (in domeniul medical):

—~ variabile care nu se schimba in timp, de exemplu: sexul. Valorile sunt
setatela £ = 0 ;

= variabile ce nu par a se schimba in timp, de exemplu statutul de
fumator;

- variabile ce sunt considerate ca nu depind de timp: varsta, greutatea.



Modelul Cox este foarte ufilizat, fiind o alegere sigura in multe situatii.

Hazardurile estimate sunt nenegative. in plus chiar daca hy(f) nu este

specificat, putem estima coeficientii [, si apoi calcula rata hazardului
(rata de risc - hazard ratio). notata HR.

In analiza supraviefuirii este preferat modell Cox celui logistic, deoarece
modelul Cox lucreaza si cu date cenzurate.

hazard ratio-HR este definita de formula:
hit,Z*
o h(t.2%)

 WtZ)
unde Z =(Z£,*%.....2, %) si £=(Z,.....Z,)




Pentru simplificarea interpretirii nim HR > 1, adica h(t. Z*)= h(t.Z)
considerdind Z * un grup cu risc (hazard) mai mare, de exemplu grupul

placebo si Zun grup cu risc mai mic, cum ar fi grupul caruia i se aplicd un
anume tratament.

Astfel :

hﬂ (E) . EEP(ZH: }8:' ] Z;'*) k
HR = = = Exp(z B -(Z*-7))
ho () - exp(Y - Z.) =

Sa mentionam ci, totusi, trebuie luate in consideratie doua conditii:

(a) trebuie sa existe o relatie multiplicativa intre hy(r) si functia log-liniara a
covariantelor —ipoteza proportionalitdfii, prin prisma hazardului
(b) trebuie sd existe o relatie log-liniara intre hazard s1 variabilele independente.



Remarca

1. Selectia variabilelor explicative se face dupa aceeasi reguld ca siin
cazul regresiei liniare multiple.

2. Semnul coeficientilor de regresie b; trebuie mnterpretat dupa cum
urmeaza. Un semn pozitiv indicd un hazard ridicat deci. in consecinta, un
prognostic negativ pentru individul cu o valoare ridicata a acelei variabile.

In schimb. un semn negativ pentru un anumit coeficient indici un hazard scizut
relativ la acea variabila.

3. La fel ca si in cazul regresiei liniare multiple/logistice s1 in acest caz
putem utiliza valoarea predictiva a modelului, folosind indicele prognostic

definitde IP=5b-Z +b,-Z, +...+b_-Z_. Se poate calcula astfel functia de

o IF) o -
supravietuire S(t) = exp [—H ] (rj] == . unde Hy(f). numit si hazardul de bazd
cumulat, este o functie scard in variabila timp.



1. In cazul unei singure variabile Z € R, cu parametrul [ € R, rata hazardului
este:

h(t.Z)=h(t)exp(fZ).

Rata hazardului pentru doi subiecti corespunzand lui Z; si Z, este:

exp(f(Z£, —Z,)).



Exemplu

Varsta dependentilor de droguri.

Intr-un program de dezintoxicare ce a cuprins 600 subiectl, se noteazi cu
a, varsta subiectului 7 la intrarea in program.

Rata hazardului a fost calculata ca fiind:

h(t.a) = h,(£)- exp(-0.013a).

Se estimeaza ca fiecare an din varsta unui dependent multiplica riscul de a

083 —0.99 . Nivelul de semmificatie fiind p = 0.07 nu

avem mofiv si respingem ipoteza cd varsta nu are efect asupra reluarii
consumului de droguri.

relua drogurile cu e



2. In cazul a doud variabile (Z£,.Z,) € R%, cu parametrii (.3, ) € R?, rata
hazardului este:

h(t.Z,.Z,)=h () exp(fZ, + b, Z,)

Daci existd o interactiune intre Z, si Z,. parametrii sunt (f5,.0,.0,,) € R3
si rata hazardului este:

h(t.Z,.2,)=h(t)exp(pZ, + 0,2, + P2, Z,)



Exemplu

Numarul de tratamente de dezintoxicare (droguri) si numarul de tratamente
antidepresive.

Se noteazd b, numdrul de tratamente de dezintoxicare ale subiectului i. b, ia

valori intre 0 s1 40.

Scorul de depresie Beck atribuit subiectului 7 se noteazi cu e,. Acesta ia valori

intre 0 si 54 si anume: intre 0 s1 9, depresie inexistenta. mtre 10 si 18 depresie
usor moderata. intre 19 si 29 depresie sever moderata si intre 30 51 54 depresie
severa.

Rata hazardului este:

h(t.b.e)= hy(t)-exp(0.03006+0.010e)

Astfel raportul hazardului pentru un dependent tipic cu depresie severa - 40 si

un dependent cu depresie usoari - 15 este €= 0 =1.27

Nivelul de semnificatie p fiind mai mic de 0.05 indica un efect slab, In sensul ca
dependenti de droguri sever depresivi au mai multe sanse de recidiva.



Raportul hazardului pentru un dependent ce a urmat 20 tratamente de
dezintoxicare in raport cu un dependent ce nu a urmat niciun tratament este

20-0.03 . . . . . . .
e =1.8. ceea ce inseamni ci de 1.8 ori este mai probabil ca primul

subiect sd se drogheze din nou fatd de primul. Acest rezultat este foarte
semnificativ, deoarece p =0.01

Rata hazardului in cazul interactiunii dintre numarul de tratamente de
dezintoxicare si depresie este:

h(t.b.e) = hy(£)-exp(0.079b +0.043¢ +0.0012b- ¢)

S-a constatat ca este totusi preferabil modelul care nu ia In seama interacfiunea.



3. Daci variabila Z € {0.1} . (binard) si parametrul [ €R , rata hazardului
este

h(t.Z) =h,(t)exp(BZ).

In particular:

h(t.0) = hy(£) si h(t.)) = h (1) -€”

B

Rata hazardului pentru grupul 1 este de €” ori mai mare decat rata hazardului la

grupul 0.



Exemplu

Efectul rasei asupra tratamentului de dezintoxicare.
Subiectii au fost clasificati in albi si alfii. S-au codificat cu albii cu 0, altii cu 1

si s-a notat cu f, rasa subiectului .

Rata hazardului este

h(t.f) = h()exp(=0.29 1)

si rata hazardului pentru altii este 0.75 din rata hazardului pentru albi.

Acest rezultat este foarte semmnificativ, deoarece p < 0.01, ceea ce inseamna ca
tratamentul are mai mult succes la altii decat la albi.



4. Daci variabilele sunt Z, €{0.1} si Z, € R, cu parametrii (5., ) € R?,
si respectiv (0,.0,.0,,)€ R® in cazul in care existi o interactiune intre

Z siZ,.

Pentru modelul fard interactiuni, rata hazardului este:

h(t.Z,.Z,) =hy(t)exp(LZ, + p,Z,)
In particular
h(t.Z,=0.Z,)=h(t)exp(/,Z,)
h(t.Z, =1.Z,)=h()exp(f, + b, Z,)|

Pentru modelul cu o interactiune, rata hazardului este:
ht.Z,.Z,)=h(t)exp(fBZ, + .2, + B2, Z,)
In particular

ht.Z, =0.Z,)=h(t)exp([,Z, + B,Z, " Z,)
ht.Z, =1LZ,)=h,(t)exp(f + B, Z, + B-Z, - Z,)



Exemplu

rasa si numarul de tratamente de dezintoxicare.

Fiecare individ este codificat Z; =0, alb si Z, =1, pentru non-alb.
Pentru modelul fard interactiune, functia hazard este:
hit.f.Z,)=h,(t)exp(-0.26Z, +0.027Z,)

in timp ce pentru modelul cu interactune, functia hazard este:

h(t. f.Z,)=h,(t)exp(-0.25Z, +0.027Z, —0.001Z, - Z,)



11. Exemplu

Datele urmétoare reprezintd supraviefuirea, in zile, a unor pacienti cu limfom
histiocitar difuz, pacienti ce fac parte din douad grupuri distincte. Vor fi
comparate doua grupuri distincte: pacienti aflati in stadiul al 3-lea, respectiv
in stadiul al 4-1ea.

Stadiul 3: 6, 19, 32,42, 42, 43*, 94, 126*, 160*, 207, 211*, 227*, 253, 255%,
270%, 310*, 316%*, 335*, 346*

Stadiul 4: 4, 6, 10, 11, 11, 11, 13, 17, 20, 20, 21, 22, 24, 24, 29, 30, 30, 31,
33,34, 35,39, 40, 41*, 43*_ 45,46, 50, 56, 61*, 61*, 63, 68, 82. 85, 88, 89,
90, 93, 104, 110, 134, 137, 160*, 169, 171, 173, 175, 184, 201, 222, 235*,
247*_260%, 284% 200* 291%*, 302*, 304*, 341*, 345*

>>b = coxphfit(X,y) returneaza vectorul coloand de dimensiune p ale carui
componente sunt coeficientii regresiei lui Cox a hazardelor (riscurilor)
prognozate pentru raspunsurile y ., pentru cei p predictori din matricea .X.

X este o matrice cu p coloane si m linii (n fiind numarul observatiilor).



== x1=[6, 19, 32, 42, 42, 43, 94, 126, 169, 207, 211, 227, 253, 255, 270,
310, 316, 335, 346];
>>Xx1cens=[111110100100100000 0]
>>x2=[4,6,10,11,11,11,13, 17, 20, 20, 21, 22, 24, 24, 29, 30, 30, 31,
33,34, 35,39, 40, 41, 43, 45, 46, 50, 56, 61, 61, 63, 68, 82, 85, 88, 89,
90,93,104, 110,134, 137, 160,169, 171,173, 175, 184, 201, 222, 235,
247, 260, 284, 290, 291, 302, 304, 341, 345];
=>x2cens=11111111111111111111111001111001
1111111111101111111000000000 0];
>> pb1=[1]; fori=2:19 b1=[1 b1];.end
>> pb2=[2]; for i=2:61 b2=[1 b2].end
>> b=[b1 b2]'x=[x1 x2];
>> xcens=[x1cens x2cens];
>> A=[b x xcens];
>> b = coxphfit(A,x)
h =

3.8410

-3.2932

0.0994

Asadar rata hazardului este:

h(t.b.x.xcens)= h,(t)exp(3.841056—3.2932x + 0.0994 xcens)



12. Exemplu

Vom genera aleator date cu repartitie Weibull:

>> X = 4%rand(100,1);

>> A = 50%exp(-0.5%x); B = 2;

>>y = wblrnd(A,B);

Vom implementa modelul Cox:

>> [b,logL ,H,stats] = coxphfit(x,y):

Vom obtine b =0.9409 si p =6.9462e-014

Vom desena functia Cox estimat|

>>stairs(H(:,1).exp(-H(:,2)))



0.9

0.8

0.7

0.6

0.3

0.4

0.3

0.2

0.1

a0

60

70



Vom desena functia Cox estimata in acelasi sistem de axe cu repartitia Weibull:

>>xx = linspace(0,100);

>>line(xx,1-wblcdf(xx,50*exp(-0.5*mean(x)),B), color,'r')
=>xlim([0,50])

>>legend('Survivor Function','Weibull Function')
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Modele aditive

Presupunem, la fel ca si in cazul regresiei multiple, cd avem o variabila
dependenta ¥ si k variabile explicative (predictoare) X7, X5..... X%

Spre deosebire de cazul modelelor liniare, cazul modelului aditiv implica
posibila legatura intre variabila dependenta si predictori sub forma:

V=f(X)+ (X)) +..+ fi(X)+e

unde f;, 7 = 1, 2..... ksunf, in general, funcfii de clasa C*, in unele cazuri s1
functii de clasa C', iar £ este o variabila aleatoare repartizatd normal standard
N(0, 1).



Este usor de observat ca un model aditiv reprezintd generalizarea modelului
regresiei liniare multiple (pentru £= 0).

Cu alte cuvinte, in loc de un singur coeficient per variabila explicativa. la
modelele aditive gasim o functie nespecificata per fiecare predictor, care va
trebui sa fie estimata in vederea prognozei optime a valorilor variabilei
dependente.

[poteza aditivitatii Z Jf.(X.) este o restrictie a cazului general al unui model

predictivdetipul ¥ = f(X.X,....X ).

Functiile parametru ale modelului aditiv sunt estimate pana la o constanta
aditiva.



Modele aditive generalizate

Un model liniar generalizat este reprezentat prin ecuatia:

Y=g(by+b-X,+b-X,+.D-X,).
unde g este o functie de clasd C*, nedeterminata.

Daci notim formal g~ inversa functie g, functie numiti fimctie legdtura (link
function), atunci putem scrie ecuatia de mai sus sub forma usor modificata:

g_l(E[F]jzbE_l_bl'Xl_l_bl X, +.b - X,

unde E[Y] reprezintd media variabilei dependente ¥



Combinand un model aditiv cu un model liniar generalizat, vom obtine ecuatia
modelului. cunoscut sub denumirea de model aditiv generalizat, sub forma:

E_I(E[Y]) = [(X)+ LX)+ + (X))

Problema de baza la aceste modele este estimarea functiilor parametri f; ale
modelului.

Cea mai cunoscuta metoda de evaluare a functiilor f; este reprezentata de o
interpolare pe baza de diagrame de dispersie (scatterplot smoother), utilizand
functii spline cubice.



De exemplu. in cazul unui model simplu cu doar doua functii f; si fi. avand
forma:

Y= f(X)+ f,(X;)+¢e,

folosind aproximarea spline, se obtine forma celor doua functii:

-g]_.t
[ilX)=8+X-6,+Y R(X.X,)6._,.
J=1

=

gr—

LX) =1+X-7,+ Y RX.X) Vs -
1

J:
unde O, , y; suntparametrii necunoscuti ai functiilor f; si 2, 4. g, reprezinta

numarnl parametrilor necunoscuti, iar I; reprezintd nodurile de interpolare
pentru cele doua functii.



