Tehnicl exploratoril
multivariate



Tehnicile exploratorii multivanate reprezinti acele metode
special proiectate pentru a descoperi pattern-un ascunse in
datele multidimensionale, cuprinzand, printre altele:

- analiza factoriald (Factor Analysis),

- analiza componentelor principale (Principal Components
Analysis),

- analiza canonicd (Canonical Analysis) s1

- analiza discriminant (Discriminant Analysis).



Analiza factoriala

Analiza factoriald consti intr-o varietate de tehnici statistice utilizate
in scopul reprezentari1 unu set de variabile in functie de un numér
mai redus de vanabile ipotetice, numite factori.

Analiza factoriala este utilizata in special pentru rezolvarea
urméatoarelor doua probleme:

. Reducerea numarului de atnbute ale obiectelor in vederea
mariru vitezel de procesare a datelor:
. Detectarea structurilor ascunse in relatile dintre date,

in vederea clasificarn atributelor obiectelor.



Un exemplu simplu pentru 1lustrarea rolului de reducere a datelor
s1 1denfificarea structurn relatulor, obtinut prin utilizarea analize1
factonale, este cel privitor la procesul de construire a tipologiel
consumatorulu standard al unw supermarket.

Astfel, in construirea bazei de date a consumatorilor pot apirea
simultan atribute ca, de exemplu, venitul anual s1 impozitul anual.
Deoarece cele doui atnibute sunt corelate prin formula de deducere
a impozitulu din venituri, este suficient numai unul, celilalt fiind
redundant, deci poate fi1 indepartat fari pierdere de informatie.



Datorita faptului ci cele doui atribute (vanabile) sunt corelate,
relatia dintre ele este foarte bine rezumati de dreapta de regresie
ce trece prin norul punctelor generate de perechile de date, putand

f1 folositd asadar, pentru detectarea structurii (liniare) a relatiel
dintre ele.

In fapt, reducem astfel cele dou# variabile la un singur factor,
acesta fiind o combinatie limara a celor doui vanabile 1mtiale.



Pentru mai mult de doui variabile, filosofia reduceri1 vanabilelor
la un singur factor rimane aceeasi.

Astfel, pentru cazul a trei variabile (corelate), de pilda, putem
considera dreapta lor de regresie (dreapta ce trece prin norul
punctelor generate de tripletele de date, in spafiu/ tri-dimensional

creat de ele) s1 astfel le reducem la un singur factor —o combinatie
liniara a lor.



Datele multivariate se pot suprapune uneori, in sensul ¢ anumite
grupuri pot f1 dependente.

De exemplu la decatlon fiecare atlet concureazi in 10 probe,

dar mai multe probe pot fi considerate a f1 de vitezi, altele de forta,
etc. Astfel un concurent la 10 probe face de fapt dovada a 3 sau 4
abilititi atletice, datoniti legaturilor existente Intre anumaite probe.



In concluzie, analiza factoriald reprezinti acea metodologie statistici
care rezuma vanabilitatea dintre atributele date, privite ca vanabile
aleatoare, cu ajutorul unu numér restrans de alte variabile -factori.

Atributele (variabilele) luate in consideratie sunt exprimate prin
combinatii limare ale factorilor la care se adauga s1 un termen
desemnand eroarea modelulu.

Analiza factoriali este intens utilizatd in diferite domenii ca:
psihologie (e.g. psithometrie — C. Spearman), stiintele sociale,
marketing, managementul productie.



1. exemplu

Presupunem ci staff-ul unui lant de supermarket-uri doreste

sd misoare gradul de satisfactie a cumpéaratorilor relativ la
serviciile oferite.

Pentru aceasta se considerd doi1 factori de estimare a1 satisfactier:

(a) gradul de satisfactie privind modul de servire a unui client s1
(b) gradul de satisfactie privind calitatea produselor comercializate.

Pentru aceasta se efectueazi un sondaj printre NV = 1000 de client1
fidel1, care trebue si dea ridspuns unu chestionar cu

M = 10 intrebar cheie care pot misura gradul de satisfactie

a clientilor.



Vom considera fiecare rispuns al unw client ca un scor referitor
la chestiunea respectivi, acesta fiind considerat ca o variabila
observatd. Deoarece clienfi1 au fost selectati aleator dintr-o
populatie numeroasi, se poate presupune ci cele 10 raspunsuri
(scoruri) reprezinti variabile aleatoare.

Sa presupunem, de asemenea, ci scorul mediu per client, per intrebare
poate f1 privit ca o combinatie limari a celor doua tipuri de satisfactu
(factor1 de satisfactie —variabile neobservate), de exemplu, pentru
intrebareanr k., k=1, 2..... 10, avem:

{ T®satisfactie serviciu + S*satisfactie produs},

unde numerele 7 s1 5 se numesc incdredrile factorilor (factor loadings)
s1 sunt identice pentru tot1 clientu.



Sa remarcidm ci pot exista incarcari diferite pentru chestiuni difenite,
7 s1 5 tund incircéarile factorilor relativ la chestiunea nr £.

Do1 client1 cu acelasi grad de satisfactie in cele doui directi1 pot avea
scoruri diferite la aceeasi intrebare din chestionar, deoarece pérerile
individuale diferd fatd de medie, aceastd diferenti reprezentand eroarea.

Vom prezenta in continuare modelul matematic corespunzitor analizei
factonale, adaptat exemplulu de mai sus.



Astfel, pentru fiecare client i din ce1 NV client1, cele M scoruri sunt
date de ecuatile:

_ _ _ A
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X, =btay sy +tay,- s +6;,i=1,2,..N

ol
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unde:



- X;; reprezint scorul corespunzétor intrebarii nr &£ pentru
clientul nr i:

- 51; reprezintd gradul de satisfactie privind modul de servire

a clientulm nr i

- 5,; reprezintd gradul de satisfactie privind calitatea produselor
comercializate a clientulm  nr i:

- ay; reprezintd incércanle factorilor pentru intrebarea #k
corespunzitoare factorulum j,j =1, 2;

- &; reprezintd eroarea (1.e. diferenta intre scorul clientului nr i

pentru chestiunea nr £ s1 scorul mediu corespunzitor chestiunu nr & pentru
tot1 clientu ale caror satisfactu referitoare la servicii s1 produse sunt
aceleasi ca la clientul nr i);

- b sunt niste constante aditive.



In limbaj matricial, ecuatiile de mai sus se transpun in urmétoarea
ecuatie:

X=b+45+¢.
unde:
- X este matricea vaniabilelor aleatoare observare:
- b este vectorul constantelor neobservate:
- A este matricea incarcarilor factorlor (constante neobservate);
- S este o matrice de variabile aleatoare neobservate:
- £ este o matrice de variabile aleatoare neobservate

(matricea erorilor).

Analiza factoriala is1 propune estimarea matriceil 4 a incarcarnlor factorilor,
a vectorului mediilor b s1 a dispersiei erorlor &



Trebuie subliniatd distinctia intre filosofia din spatele tehnicilor de
analiza factoriali s1 aplicarea efectivi a acestor tehnici pe date
concrete.

Practic, analiza factoriala se poate aplica numai utilizind programe
specializate pe aceasti topica.



In modelul de analizi factoriali variabilele considerate depind de
un numir mai mic de facton /arenti.

Fiecare asemenea factor afecteazi mai multe variabile s1 astfel acesti
facton sunt cunoscuti sub numele de factori comuni.

Se presupune ci fiecare vanabili este o combinatie limiard de facton
comuni, a1 caror coeficient1 sunt cunoscuti sub numele de factori de
incdarcare (saturafie)

Fiecare variabili are o componenti datoratd varabilititu aleatoare
independente, cunoscuti sub numele de dispersia specifica.



Fiecare variabild are o componenti datoratd vanabilititn aleatoare
independente, cunoscuti sub numele de dispersia specificd.

Analiza factonald presupune ci matricea de covarianti a datelor este
de forma:

SigmaX = Lambda*Lambda’ + Psi

unde Lambda este matricea factorilor de incircare 1ar matricea diagonala
Psi are ca elemente dispersiile specifice.

In Matlab functia factoran construieste modelul de analizi factorial
utilizand metoda maximum likelihood.



2. Exemplu (Matlab)

120 de student1 au de dat 5 examene, doui de literaturd, doui de
matematicd s1 unul interdisciplinar.

Uni student1 dovedesc abilitdfi atat literaturd cat s1 matematica,
altn au probleme la unul dintre cele doui domemi.

Vrem sd gisim factort1 comuni ce influenteazi notele la examene
Scopul aceste1 analize constiand in a stabili daci existd dovezi
cantitative ci notele obtinute de studenti la cele 5 examene sunt
determunate doar de cele doui tipun de abilititi mentionate.



Vom Incirca baza de date s1 apo1 apeldam factoran impunind un
model cu un singur factor comun:
=>> |load examgrades
=> [Loadings1,specVar1,T,stats] = factoran(grades,1)
Loadings1 =

0.6021

0.6686

0.7704

0.7204

0.9153
specVarl =

0.6375

0.5530

0.4065

0.4810

0.1623
T=

1
stats =

loglike: -0.1046

dfe: 5
chisg: 12.1211
p: 0.0332



Primele argumente returnate de factoran sunt factorii de incarcare

- Loadings1 s1 dispersiile specifice- specVari.

Din factori de incércare se observa cd modelul cu un singur factor comun
atribuie ponden positive man tuturor celor 5 variabile, dar in special pentru
cea de-a 5-a, examenul interdisciplinar.

O interpretare posibili este ci studentul trebuie privit in termeni de
capacitatea sa in ansamblu, in acest sens méisura convenabila fiind
examenul interdisciplinar. Notele la celelalte examene, care au un grad de
specificitate mai mare, depind de abilitatea generala a studentulu dar s1 de
taptul ci acesta este mai bine pregatit in domemniul respectiv, ceea ce explica
s1 valoarea mai micé a factorilor de incarcare.



Din estimarea dispersilor specifice observidm cd modelul indica faptul ca
nota obtinutid de un student la primele patru examene vanaza destul de mult
in comparatie cu nota obtinuti la examenul interdisciplinar.

Daca dispersia specifici este 1, atunci nu existd o componenti a factorulw
comun in aceastd variabila, in timp ce dispersia specifici nuld indica faptul
cd variabili este determinati in intregime de factorii comuni.

Rezultatele obtinute la cele 4 examene par a fi determinate de factorul comun
in proportie de cel mul 50%.

Valoarea p = 0.0332 din structura stats respinge ipoteza nuld a unu singur
factor comun, deci suntem obligate si reconstruum modelul.



Incercim si explicAm mai bine rezultatele examenelor.

Dacé folosim do1 sau mai multi factor: comuni (latent1), putem rot1 factorii
de incarcare, Incercind astfel si dim o interpretare mai simpla.

Deocamdati nu aplicim rotatia.

==load examgrades
== [LoadingsZ,specVar?, T stats] = factoran{grades 2. 'rotate’ 'none’)
Loadings?Z =

06289 0.3485

0.6992 03287

0.7785 -0.2069

0.7246 -02070

08963 -00473



specVarZ =
04829
04031
03212
04321
0.1944
T=
1 0
0 1
stats =
loglike: -0.0012
dfe: 1
chisq: 0.1422
p: 0.7061

Din factorii de incarcare estimati observim ca primul factor comun aplica
ponder1 aproximativ egale tuturor varnabilelor, in timp ce pentru al doilea
primele doui variabile contrasteazid cu urméitoarele doua.

Putem interpreta acesti factort comum ca abilitate cantitativa vs abilitate
calitativi, extinziand interpretarea ce am dat-o modelulu cu un factor latent.



Din factorii de incarcare estimati observim ca primul factor comun aplica
ponder1 aproximativ egale tuturor vanabilelor, in timp ce pentru al doilea
primele doui variabile contrasteazi cu urméitoarele doua.

Putem interpreta acesti factori comuni ca abilitate cantitativa vs abilitate
calitativa, extinziand interpretarea ce am dat-o modelulu cu un factor latent..

O 1lustrare a acestel interpretin consta in desenarea unw grafic al
variabilelor, in conditiile in care fiecare factor de incircare este o
coordonati pe axele corespunzitoare celor 2 factor1 comuni.



Pentru cel de-al doilea factor primele doui examene au ponder1 positive,
ceea ce sugereazi ci depind de abilitatea cantitativa, in timp ce celelalte
doud examene depind de abilitatea calitativa.

Examenul interdisciplinar are o pondere mica pentru al doilea factor.

>>hiplot(Loadings2, 'varlabels',num2str((1:5)");
>>title('Unrotated Solution');
>>xlabel('Latent Factor 1');

>>ylabel('Latent Factor 2');
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Din dispersiile specifice estimate observim ci acest model cu doi factori
comuni are variatii mai mici decat modelul cu un factor comun.

Cea mai mici dispersie o au notele de la examenul interdisciplinar.

Structura stats arati cd in acest model avem un grad de libertate. dfe: 1

Avand un numir mic de varnabile, nu putem construi un model care si aiba
mai mult de do1 factori comumni.



Se poate IntAmpla s avem doar matricea de covananta care sintetizeazi
datele. factoran accepti si o matrice de covarianti sau de corelatie,

utilizdnd Xtype, iar rezultatul va fi acelasi ca in cazul datelor brute.

>> load examgrades
>> Sigma = cov(grades)
Sigma =

76.04193
31.6219

26.5967
29.4115
25.1093

31.62183
42.7982

23.4537
24.2608
21.0167

26.5967
23.4537

55.2184
38.7902
27.6386

29.4115
24.2608

38.7902
73.9821
29.8406

25.1093
21.0167

27.6386
29.8406
27.6554



=>> [LoadingsCov,specVarCov] = ...
factoran(Sigma,2,'Xtype','cov’,'rotate’,'none’)
LoadingsCov =

0.6289 0.3485

0.6992 0.3287

0.7785 -0.2069

0.7246 -0.2070

0.8963 -0.0473
specVarCov =

0.4829

0.4031

0.3512

0.4321

0.1944



Factoru de incircare estimati de un model de analizi factoriala

pot da uneori ponderi mari la mai multi factori comumn, ceea ce face
dificil de raspuns la intrebarea

ce reprezintd acesti factori comuni (latenti) ?

Scopul rotatiel factorului este de a gési o solutie pentru care fiecare
variabild are un numér mic de ponderi mari, ceea ce inseamnai ci este
afectatd de un numér mic de factor, preferabil de unul singur.



Fiecare linie a matrice1 de incircare poate fi considerati a reprezenta
coordonatele unui punct intr-un spatiu m-dimensional, caz in care fiecare
factor comun corespiunde une1 axe.

Rotatia factorilor este echivalenta cu rotatia acestor axe s1 permite calcularea
de no1 factor1 de incércare in sistemul de coordonate obtinut prin rotatie.

Existd mai multe metode in acest sens, unele pastrind axele ortogonale, altele
schimband unghiul dintre axe.



O rotatie varimax este o schimbare de coordonate care maximizeaza
suma dispersiilor patratelor factorilor de Incircare, adicd permite
descrierea fiecdru subiect ca o combinafie liniard a unu numér mic de

functu de baza.

Este o schema de rotatie ortogonald prin care cat mai putine variabile au
ponderi mari, restul pondernlor fiind aproape nule.

factoran efectueazi implicit rotatia varimax.



=> [LoadingsVM,specVarVM,rotationVM] = factoran(grades,2)
LoadingsVM =
0.2782 0.6631
0.3456 0.6910
0.7395 0.3194
0.6972 0.2860
0.7332 0.5177
specVarVM =
0.4829

0.4031

0.3512

0.4321

0.1944
rotationVM =
0.7854 0.6190
-0.6190 0.7854

Varimax roteste axele, pastrind marimea unghiurilor.

rotation\VVM"*rotation\VM
ans =

1.0000 0.0000
0.0000 1.0000



In statistici se foloseste un tip de grafic nunmit biplot, care permite ca
informatiile asupra esantioanelor s1 variabilelor dintr-o matrice cu date

si fie reprezentate grafic.

Astfel un biplot a celor 5 vanabile cu factori1 comuni rotiti ne arati efectul
rotatiel.

=> biplot(LoadingsVM, 'varlabels',num2str((1:3)'));
== title("Varimax Solution’);
>> Xlabel('Latent Factor 1'); ylabel('Latent Factor 2°;
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Varimax a rotit rigid axele pentru a face factor1 de incarcare s tinda
spre 1 sau 0.

Primele doud examene sunt mai apropiate de axa celu de-al doilea factor
comun, in timp ce examenele 3 s1 4 sunt apropiate de axa primulu factor
comun, 1ar al 5-lea examen este intr-o poztie intermediara.

Acest1 facton1 obtinuti prin rotatie pot f1 interpretati ca abilitate cantitativa si
abilitatea calitativa.

Aceasta rotatie ortogonali nu a dus la rezultatul dorit, deoarece niciuna
dintre variabile nu se afld foarte aproape de axele factorilor comuni.



Rotatia promax este o rotatie non-ortogonala, folositd pentru baze
mari de date, fiind foarte rapida

>> [LoadingsPM,specVarPM,rotationPM] = ...
factoran(grades,2,'rotate’,'promax’)
LoadingsPM =

0.0123 0.7104

0.0848 0.7112

0.7876 0.0254

0.7506 0.0044

0.6759 0.2846
specVarPM =

0.4829

0.4031

0.3512

0.4321

0.1944

rotationPM =

0.6901 0.3882

-1.2100 1.3378



VerificaAm faptul ci rotatia promax nu este ortogonala

>> rotationPM"rotationPM
ans =
1.9405 -1.3509
-1.3509 1.9405
Pentru a vedea efectul rotatie1 promax vom desena un biplot avand
ca axe noil factor:i comuni obfinuf1 in urma rotatiei:

>> biplot(LoadingsPM, 'varlabels’ num2str((1:3)"));
== title("Promax Solution’);

>> Xlabel('Latent Factor 1'); ylabel('Latent Factor 2');
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Promax a ficut o rotatie a axelor care nu este nigida s1 arealizat o
structurd mai simpla. Primele doua examene sunt foarte apropiate
de cea de-a 2-a axd, examenele 3 s1 4 sunt apropiate de prima axa,

examenul interdisciplinar este intr-o pozitie intermediara.

Interpretarea factorilor comuni ca abilitate cantitativa, respectiv
abilitate calitativi este mai precisi in acest caz.



Pe baza rezultatelor obtinute se pot clasifica no1 observatu.

De exemplu daci ludm in considerare modelul cu do1 factori
comuni s1 interpretarea datd de factoru obtinuti cu rotatia promax
putem prognoza ce noti va obtine un student la examenele de
literatura.

Datele constau in notele brute obtinute la examene s1 astfel factoran
returneazd predictil asupra valorn factorilor comuni obtinuti prin
rotatie pentru fiecare student.



>> [Loadings,specVar, rotation,stats,preds] = ...
factoran(grades,2,'rotate’,'promax’,'maxit',200)
Loadings =

0.0123 0.7104

0.0848 0.7112

0.7876 0.0254

0.7506 0.0044

0.6759 0.2846

specVar =

0.4829

0.4031

0.3512

0.4321

0.1944

rotation =

0.6901 0.3882
-1.2100 1.3378

stats =
loglike: -0.0012
dfe: 1
chisq: 0.1422
p: 0.7061|



preds =
-0.9101 -0.6480
-1.2154 -1.1593
-0.0265 1.2764
1.0663 0.8611
-0.1453 -0.0112
0.2764 3.0551
-2.7995 -2.3845
0.4355 1.4836

=> biplot(Loadings, 'varlabels',num2str((1:5)"), 'Scores’,preds)
=> fitle('Predicted Factor Scores for Promax Solution');
== Xlabel('Ability In Literature"); ylabel('Ability In Mathematics');



preds =

-0.9101 -0.6480
-1.2154 -1.1593
-0.0265 1.2764
1.0663 0.8611
-0.1453 -0.0112
0.2764 3.0551
-2.7595 -2.3845
0.4355 1.4836

>> biplot(Loadings, 'varlabels',num2str((1:5)"), 'Scores’,preds)
>> ftitle('Scorurile prognozate ale factorilor cu solutia Promax’);
=> Xlabel('Abilitate in literatura'); ylabel('Abilitate in matematica’);
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Graficul 1lustreazi implementarea modelulu, prezentand variabilele
initiale (vectori) s1 scorurnle prognozate pentru fiecare subiect (puncte).

Se sugereazi astfel cd dacd umi student1 au note bune la un anumait tip
de examene, dar nu si1 la celilalt (al 2-lea s1 al 4-lea cadran), marea
majoritate au note bune sau note proaste la ambele tipur1 de examene
(primul s1 al 3-lea cadran).



3. Exemplu (Matlab)

Prezentim baza de date stockreturns, existenta in Matlab, care reprezinta
schimbarile procentuale in prefurile actiunilor a 10 companii, schimbari
inregistrate timp de 100 de saptamani. Primele patru companii sunt specializate
in tehnologii de vart, urmatoarele trei sunt finaciare si ultimele trei sunt
specializate in vanzari cu amanuntul.

Este natural ca preturile actunilor din companiile ce fac parte din acelasi sector
de activitate, si varieze impreuna in cazul schimbarii conditiilor economice.
Vrem si demonstrim cantitativ cu ajutorul analizei factoriale ci toate
companiile din acelasi sector au experiente similare in ceea ce priveste preturile
actiunilor, saptidmana de saptamana.



Vom incirca baza de date si, pentru a ne face o parere despre natura datelor.
prezentam observatiile pe primele patru saptamani:

=>|oad stockreturns

=> stocks(1:4,:)

ans =

04478 00673 01503 29914 -02077 04560 -0.7811
0.2052 -0.0014 1.4646

09881 1.5816 -06113 26204 05358 05899 12077
1.0658 -0.9916 02027

0.8746 0.7562 -21800 -0.3624 1.3719 09187 1.1147
1.59450 1.5231 0.3478

0.7144 -06898 02538 22094 05801 1.837/0 09197
0.42272 -04172 -1.0093



Suntem interesati de un model de analiza factoriald cu 3 factori comuni si o
solutie in care sa nu infervind rotatia. cerinte pe care le vom specifica cand
apeldm factoran. Wi se vor refurna incarcarile estimate ale factorilor intr-o
matrice in care fiecare linie corespunde uneia dintre cele 10 tipuri de actiuni si
fiecare coloana corespunde unui factor comun.



=> [Loadings specificVar, T stats] = ...
factoran(stocks, 3, rotate’, 'none’);
=>[ oadings
Loadings =
0.8885
0.7126
0.3351
0.3088
0.6277
0.4726
0.1133

0.2367
0.3862
0.2784
0.1113
-0.6643
-0.6383
-0.5416

-(0.2354
0.0034
-0.0211
-(0.1905
0.1478
0.0133
0.0322

0.6403
0.2363
0.1105

0.1669
0.5293
0.1680

0.4960
0.5770
0.5524

Interpretarea factorilor in acest caz este destul de dificilda deoarece cele mai
multe actiuni au coeficienti relativ mari pentru doi sau chiar trei factori comunmni.
Structura matricei de incarcare s-ar putea simplifica in urma rotatiei factorilor
si, astfel, am putea sa avem o interpretare mai buna a acestora.



=zxspecificVar
specificVar =
0.0991
0.3431
0.8097
0.8559
0.1429
0.3691
0.6928
0.3162
0.3311
0.6544
=>stats p
ans =
0.8144

Din estimarea dispersiilor specifice, observam ca in cazul prefului unor anumite
actiuni dispersia este apropiata de 1, ceea ce inseamna ca in aceasta variabila nu
intervine factorul comun. In cazul pretului primei actiunii respectiv pretului
celei de-a 5-a actiuni, dispersia specifica este apropiata de zero, ceea ce arata ca
variabila respectiva este determinata de factorul comun.

Nivelul de semmificatie p returnat de stats nu respinge ipoteza nula
corespunzitoare celor 3 factori comuni.



Suntem interesati acum de a gasi o parametrizare in care fiecare variabila sa
aiba un numar mic de mcarcari cu valoare mare, ceea ce ar msemna ca fiecare
variabila este influentata de un numar mic de factori comuni. de preferinta unul
singur, scop in care vom utiliza rotatia factorilor.

Fiecare linie din maftricea incarcarilor poate fi considerata ca reprezentand
coordonatele unui punct din spatiul tri-dimensional, situatie in care fiecare
factor comun ar corespunde unei axe de coordonate, rotatia factorilor fiind
echivalenta rotatiei acestor axe. Vom folosi rotatia promax, care este cea mai
utilizatd metoda de rotatie oblica:



=> [ LoadingsPM,specVarPM]= factoran(stocks, 3, rotate’, 'promax’);

=>LoadingsPM

LoadingsPM =
0.9452 0.1214 -0.0617
0.7064 -0.0178 0.2058
0.3685 -0.0994 0.0975
0.4162 -0.0148 -0.1296
0.1021 09019 0.0768
0.0673 0.7709 -0.0821
-0.1616  0.5320 -0.0888
0.2169 02844 0.6635
0.0016 -0.1881 0.7849
-0.2289 0.0636 0.6475

Intr-adevar, am creat o structurd mai simpld a mcarcarii factorilor, marea
majoritate a actiunilor avand o incircare mare doar pe un factor comun.
Utilizand factorii comuni drept axe de coordonate, vizualizam fiecare actiune,
folosind biplot:

==piplot(LoadingsPM, varlabels’ num2str((1:10)");
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Fiecare actiune depinde de un singur factor comun si. astfel, putem descrie
fiecare factor in functie de actunile pe care le afecteaza. Observam actiunile
CATOr companii sunt apropiate de anumite axe si. astfel. putem spune ca axa
primului factor reprezinta sectorul financiar, a doua corespunde sectorul
vanzarilor cu amanuntul si a treia reprezinta sectorul tehnologiilor de vart.

Dacé acceptam modelul cu trei factori si interpretarea factorilor obtinuti prin
rotatie, ne propunem acum sa clasificim fiecare saptdmana in functie de cat de
favorabili a fost celor trei sectoare de actiuni, bazandu-ne pe datele obtinute.
Functia factoran poate sa returneze estimarile valorii fiecaruia dintre cei 3
factori comuni obtinut in urma rotatiei pe fiecare saptimana.



Putem desena scorurile estimate pentru a vedea, in fiecare saptimana, cum sunt
afectate actiunile din fiecare sector de activitate:

=> [LoadingsPM specVarPM, TPM stats F] = ...
factoran(stocks, 3, 'rotate’,'promax’);
==plot3(F(:, 1), F(.,2),F(:,3),'0.)
==[ine([-4 4 NaN 0 0 NaMN 0 0], [0 0 NaN -4 4 NaN 0 0], ...
[0 0 NaN 0 0 NaN -4 4], 'Color','black’)
==grid on
=Zxaxis square
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Fiecare dintre cele 10 acfiuni este prezentata printr-un vector, directia si norma
acestuia aratand modul sau de dependenta de factorii comuni in urma rotatiel
Promax:
- Dependenta actiunilor companiilor 1.2.3.4 de primul factor corespunde
celor patru vectori directionati aproximativ de-alungul axei de coordonate,
constituita de primul factor, care este interpretat ca fiind efectul sectorului
tehnologiilor de vart.
- Dependenta actiunilor companiilor 5.6.7 de al doilea factor. care este
interpretat ca efectul sectorului vanzarilor cu amanuntul, corespunde
vectorilor ce au aproximativ directia axei corespunzatoare celui de al doilea
factor comun.
- Analog dependenta actiunilor companiilor 8,9,10 de cel de-al treilea
factor comun este prezentata de vectori ce au aproximativ directia axei
corespunzatoare celui de al treilea factor commun.



Fiecare dintre cele 100 de observatii este reprezentatid de un punct si locul unde
se afla acesta indica scorul fiecdrei observatii pentru cei 3 factori comuni. De
exemplu punctele ce se afla in varful acestui grafic au cele mai mari scoruri
pentru factorul corespunzitor tehnologiilor de vart

Folosind Data Cursor din Tools, putem afla amanunte despre elementele
acestel reprezentari grafice:
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Analiza componentelor
principale

Amnaliza componentelor principale (Principal components analysis -PCA)
poate fi privita ca o tehnica de analiza factoriala. atunci cand este luata in
consideratie dispersia totala a datelor.

In principiu. analiza componentelor principale are ca scop reducerea
numaruhui de variabile utilizate initial. luand in consideratie un numar mai
mic de variabile reprezentative si necorelate. Se obtine astfel o clasificare a
variabilelor si cazurilor.



Sa considerdam ca dorim sa cumparam un anumit produs dintr-un

magazin si, pentru inceput. suntem mteresafi doar de doua caracteristici
ale sale, A 51B.

In acest caz putem considera norul de impristiere al punctelor generate
de perechile de date corespunzatoare celor doua atribute, dupa care vom
considera dreapta care traverseaza centrul norului de puncte (in particular,
centroidul norului), deci dreapta lor de regresie care este reprezentativa
pentru cele doua atribute.

Sa presupunem acum c¢a ludm in consideratie inca o caracteristica a
produsului, notata C. Dacé in acest caz vom lua in consideratie doar
perechile de regresii intre cele frei atribute. nu obtmem o alegere
satisfacitoare. deoarece nu avem 0 imagine de ansamblu asupra tuturor

celor trei atribute,
Avem nevoie de ceva care sa insumeze toate cele trei atribute deodata.



Problema se complica si mai mult daca luam in consideratie un numar si
mai mare de atribute, in acest caz avand nevoie, in loc de perechi de regresii,
de un scor care si caracterizeze obiectul respectiv.

Din punct de vedere geometric. acest scor poate fi generat de o dreapta sau
drepte (axele factor) care sa treaca prin centroidul norului de puncte generat
de tuplele de date.

Astfel, plecand de la spatiul nitial al datelor, se considera un subspatiu generat

de un set de axe noi, numite axe factor (factor axes), subspatiu in care este
proiectat spatiul initial.



In principiu, tehnica PCA cauti dreapta care se pofriveste cel mai bine
norului de puncte din spatiul vectorial al instantelor si atributelor.
Matematic vorbind, considerand p atribute si ¢ mstante, tehnica PCA de
identificarea a factorilor se refera la diagonalizarea matricei simetrice

reprezentand matricea corelatiilor (matricea covariantelor).

Reamintim ca, deoarece covarianta se calculeaza doar pentru perechi de
variabile statistice, in cazul a trei variabile X, ¥ 51 Z, matricea covariantelor
este data de:

"cov(X,X) cov(X.¥) cov(X.Z)
CowW(X.Y.Z)=| cov(Y.X) cov(¥.Y) cov(Y.Z) |.
| cov(Z.X) cov(Z.Y) cov(Z.Z))

pentru cazul a n variabile se va proceda analog.



In cazul de fatd, daci matricea standardizata (adici centrati in raport cu mediile
respective) X reprezinta datele corespunzatoare celor ¢ instanfe si p atribute,

atunci X - X reprezintd matricea covariantelor si problema care se pune este
diagonalizarea acesteia.

Rezultatul va fi un nou set de variabile — componentele principale — care sunt
combinatii liniare ale atributelor initiale si sunt necorelate.

Se obtine astfel un spatiu de dimensune mai mica, in care se proiecteaza

instantele si atributele si care pastreaza maximum din variabilitatea datelor.
Schematic, PCA poate fi rezumata in urmatorii pasi:

= identificarea vectorilor proprii ai matricei covariantelor:

= construirea noului spatiu generat de vectorii proprii.



Vom ilustra schematic, in figurile urmatoare, pasii unei analize PCA.

- prima componenta principala reprezinta combinatia variabilelor care explicd
cea mai mare dispersie a datelor.

- a doua componenta principald explicd urmatoarea dispersie maxima a datelor.
fiind independenta de prima

s.am.d..
Putem considera. in principiu, atatea componente principale cate variabile
exista.



Prezentdm setul de date sub forma norului lor de imprastiere.




Dupa calcularea matricei covariantelor si a celor doua componente

principale, figura urmatoare ilustreazi noua configuratie a spatiului datelor.

Dreapta oblica (cea pronuntatd), care trece prin centrul norului punctelor,
explicand cea mai mare dispersie, reprezinta prima componenta principala.

A doua componenta principala este perpendiculara pe prima (independenta de
aceasta) si explica restul de dispersie.



In final, prin inmultirea datelor initiale cu componentele principale, datele vor
fi rotite, astfel incat componentele principale formeaza axele noului spatiu, asa
cum se observa in figura de mai jos.




In statistica multivariati. una dintre cele mai dificile probleme consti in

In statistica multivariati. una dintre cele mai dificile probleme consti in
vizualizarea datelor de mai multe variabile.

In Matlab functia plot descrie graficul relatiei existente intre doui variabile, in
timp ce functiile plot3 si surf sunt folosite pentru spatiul tridimensional.

In multimile de date cu mai multe variabile., uneori grupuri de caracteristici
variaza impreuna. Astfel masurand o singurd variabila din grup. care este
considerata forta motrice a sistemului, stim ca intregul sistem are aceeasi
variatie.

Daca putem masura toate caracteristicile, ne putem da seama care sunt

redundante, putand simplifica astefl problema inlocuind grupul de caracteristici
cu una singurd, considerata o reprezentatnta a grupului.



Analiza componentelor principale este metoda ce face aceastd simplificare.
generand o noua multime de variabile, numite componente principale. Fiecare
componenta principald este o combinatie liniard de variabilele initiale.

Componentele proincipale sunt ortogonale doua cate doua, formand o baza
ortogonald a spatiului datelor.

Prima componenta principala este 0 axd unica in spatiu. Valorile obtinute prin
proiectarea fiecarei observafii pe aceasta axa formeaza o noud variabila
(caracteristica), a carei dispersie este cea mai mare dintre toate alegerile
posibile a acestel prime axe.

A doua componenta principald este o altd axa a spatiului, perpendiculara pe
prima. Proiectarea observatiilor pe aceasta axa genereaza o noua variabila a
cirel dispersie este cea mai mare dintre toate alegerile posibile a acestei a doua
axe.



Multimea completd a componentelor principale este la fel de mare ca mulfime
initiald. Daca suma dispersiilor primelor componente principale reprezinta 80%
din dispersia totala a datelor initiale, ne rezumam la aceste prime componente
principale.

Prin examinarea graficelor acestor noi variabile, se intelege mai bine care sunt
fortele motrice generate de datele initiale.

In Matlab finctia princomp returneaza componentele principale, in cazul in
care avem valorile datelor initiale

Daca avem matricea corelatiilor datelor sau covariantelor functia pcacov va
face analiza componentelor principale.



4. exemplu

Consideram baza de date ce prezinta 9 indici diferiti ai calitatii vietii in 329
orase din SUA: clima, situatia locativa. sdnatate, criminalitate, transport,
educatie, arta, recreere i economie.

Este bine ca indicele s3 fie cat mai mare. De exemplu daca criminalitatea are un
indice mare, aceastd mseamna ca rata criminalitatii este mica.

Vom incérca baza de date si vom da comanda whos, care genereazi un tabel
cu informatii despre variabilele din baza:

>> load cities

>> whos
Name Size Bytes Class
categories O9x14 252 char array

names 329x43 28294 chararray
ratings 329x9 23688 double array



Aceastd baza de date confine trei variabile:

- categories, un vector coloani ce contine numele indicilor.
- names, un vector coloani ce contine numele clor 329 de orase.
- Ratings (evaluiri), o matrice cu 329 linii i 9 coloane.

Variabila categories are urmatoarele valori:

==categories

categories =
climate
housing
health
crime
transportation
education
arts
recreation
economics



Primele 10 componente ale lui names sunt:

== first10= names(1:10,:)
first10 =

Abilene, TX

Akron, OH

Albany, GA

Albany-Troy, NY
Albuquerque, NM
Alexandria, LA
Allentown, Bethlehem, PA-NJ
Alton, Granite City, IL
Altoona, PA

Amarillo, TX



Pentru o prima impresie asupra datelor vom face o diagrama de tip boxplot:

boxplot(X) deseneazi o diagrama pentru fiecare coloani a matricei X,
diagrama ce oferda mformatii privind tendinta cenftrala s1 forma distributiel
studiate.

O diagrama de tip boxplot reflectd grafic rezumarea prin cele 5 valori ale unei
distributii: valoarea minima, prima quartila. mediana, a treia quartila si valoarea
maxima. Va prezenta deasemeni si valorile aberante (outliers) .



>>hpoxplot(ratings, orientation’,'horizontal','labels’ categories)

economics H[HH

rec reation =

arts HI — -+ + H+H +
education H

transportation| ]

crime -

health {3
housing B

climate ]
0

x 10°

Din desen se observa ci in evaludrile privitoare la arta si situatia locativa este
mai mare variabilitate decat in cazul climei sau ratei criminalitatii.



De multe ori, daca variabilele au aceeasi unitate de masura calculam
componentele principale din datele brute.

Daca variabilele au unitati diferite de masura sau dispersia diferitelor coloane
este semnificativa (ca In acest caz) este necesara standardizarea datelor.

Putem standardiza datele impéartind fiecare coloand prin deviatia sa standard.

=> stdr = std(ratings)
stdr =
1.0e+003 *

01208 23853 1.0030 03572 1.4512 03208 46423 0.8079 1.0845



B = repmat(A,m,n) creaza o matrice ce are m x n celule in care se afld copii
ale matricei A .

== gr = ratings./frepmat(stdr, 329 1)

Sr=
43126 25993 02363 25843 27777 85943 02145 1.7391 7.0385
47596 34118 16510 24807 3.3648 7.5999 11985 32579 40112
38739 30768 06162 27159 1.7441 79802 00511 1.0633 48411
39401 33154 14267 1.7079 47430 105956 1.0027 20015 54073
04549 35187 18475 41523 45191 94329 09685 32331 52809
43043 2439 06381 20355 16841 92645 00719 12601 48448
46272 34747 06191 1.4392 1.9853 9.8007 05026 1.3826 4.7000

Acum putem gisi componentele principale, apeliand functia princomp:

=> [coefs,scores, variances t2] = princomp(sr)



coefs reprezinta coeficientii combinatiilor liniare formate din variabilele
(caracteristicile) de baza. care genereazi componentele principale, coeficienti
ce se Intalnesc si sub denumirea de incdredri.

Coefictientii vectorilor ce constifuie primele trei componente principale sunt:

c3 = coefs(:,1:3)

c3 =
0.2064 02178 -0.6900
0.3065 02506 -0.2082
0.4602 -0.2995 -0.0073
0.2813 0.3553 0.1851
03512 -0.1796 0.1464
0.2753 -0.4834 0.2297
0.4631 -0.1948 -0.0265
0.3279 0.3845 -0.0509
0.1354 04713 06073



In prima componenta principald. careia 1i corespunde prima coloana. cei mai
mari coeficienti corespund caracteristicilor sanatate si arte. Deoarece toti

coeficientii din prima coloana au acelasi semn putem considera ca este o medie
ponderatd a caracteristicilor inifiale.

Componentele principale au norma egala cu unitatea si sunt ortogonale.

| = c3"c3
|

1.0000 -0.0000 -0.0000
-0.0000 1.0000 -0.0000
-0.0000 -0.0000 1.0000



scores contine contine coordonatele datelor initiale in noul sistem de
coordonate, definit de componentele principale.

Un grafic al primelor doud coloane din scores aratd datele evaluate proiectate
peprimele doua componente

== plot(scores(:,1),scores(.,2),'+")
== ¥label('prima componenta principala’)
>> ylabel('a doua componenta principala')
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Sa observam punctele aberante( outliers)

Este posibil a desena un grafic tridimensional utilizand cele trei coloane din
scores. dar este preferabila crearea graficelor bidimensionale, care sunt mai

usor de inteles.

Functia gname este folosita pentru a identifica puncte din graficul prezentat
mai sus. De exemplu gname(names) va aridta numele oraselor prin miscarea
cursorului si dand click pe fiecare punct.
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variances este un vector ce contine dispersiile, fiecare coloani din scores are
dispersia egald cu elementul corespiunzator din variances.

variances

variances =
3.4083
1.2140
1.1415
0.9209
0.7533
0.6306
0.4930
0.3180



Putem calcula procentajul variabilitatii totale, explicatd de fiecare componenta
principala.

percent_explained = 100*variances/sum(variances)
percent_explained =

37.6699

13.4886|

12.6631

10.2324

8.3698

7.0062

2.4783

3.9338

1.3378



Utilizand functia pareto vom obtine un grafic cu
variabilitatea in procente a fiecarei componente principale.

=zpareto(percent_explained)
==xlabel('Principal Component’)
==ylabel("Variance Explained (%)")
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Intre prima si a doua componentd exista o mare diferenta de variabilitate.
Totusi prima componentd explicd mai putin de 40% din dispersie, ceea ce
inseamna ca e nevoie sd ludm in considerare mai multe componente principale.

Observam ca primele trei componente principale explica doué treimi din
variabilitatea totald. asa ca inaife de vizualizarea datelor este bine sa reducem
dimensmnea.



t2 este notatia pentru Hotelling's T2, o masura statistici a distantei
multivariate dintre fiecare observatie si centroidul mulfimii datelor.

Este 0 manierd analitica de a gasi punctele extreme din baza de date.

[st2, index] = sort(t2,'descend'); % sortare in ordine descrescatoare
extreme = index(1)
extreme =
213
names(extreme,:)
ans =
New York, NY

Nu este surprinzator ca rezultatele pentru New York sunt cele mai indepartate
de medie.



t2 este notatia pentru Hotelling's T<, o masura statistica a distantei
multivariate dintre fiecare observatie si centroidul multimii datelor.

Este 0 maniera analitica de a gasi punctele extreme din baza de date.

>> [st2, index] = sort(t2,'descend'); % sortare in ordine descrescatoare
=xextreme = index(1)
extreme =
213
=>names(extreme,)
ans =
Mew York, NY

Nu este surprinzitor ca rezultatele pentru New York sunt cele mai indepéartate
de medie.



Vom reprezenta grafic rezultatele din analiza componentelor principale
si vom eticheta fiecare variabila (caracteristica).

>>biplot(coefs(:,1:2), 'scores’ scores(:,1:2),'varlabels’,categories);
>>axis([-.26 1 -.51 .51]);
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Utilizand Data Cursor, din meniul Tools putem identifica elementele acestui

grafic. Facand click peun vector ce reprezinta o variabild putem citi coeficientii
acestel variabile pentru fiecare componena principala.
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Putem construi un biplot in spatiu tridimensional, lucru util daca primele doua

componente principale mi explicad suficient dispersia datelor.

names);

2

5. scores(; 1:3),'obslabels

&1 .81]):

£ uauoduwon

==biplot(coefs(:.1:3), 'score

axis([-.26 1-.51 51 -
view([30 40]);

Component 2

Mnmnnnant o



In incheiere, 53 amintim c¢i PCA mai este cunoscuti si ca transformarea
Hotteling (Hotelling transform) sau transformarea Karhunen-Loeve
(Karhunen-Loeve transform —KLT). Pentru amanunte privind calculele si
principalii algoritmi utilizati (e.g metoda covariantei, metoda corelajier)
cititorul este indemnat sd consulte [102] sau matenalele _4 tutorial on
Principal Components Analysis”™, L. Smith URL: (http://csnet.otago.acnz/cosc
453/ student _ tutorials/principal components pdf),



Comparatie intre analiza factoriala si
analiza componentelor principale

Anumifi algoritmi de analiza factoriala implicd analiza componentelor
principale.

Ambele tehnici reduc dimensiunea. in sensul ca o mulfime mare de variabile
( caracteristici) observate poate fi redusa la o mulfime mai mica de noi1 variabile

De cele mai multe ori dau rezultate asemanatoare

Daca dorim s3 aproximam datele intr-un spafiu de o dimensiune mai mica , de
exemplu dorim s3a le vizualizim, folosim analiza componentelor principale.

Daca avem nevoie de un model care 53 explice corelafiile intre date folosim
analiza factoriala.



Analiza canonica

Sa presupunem ci staff-ul unui supermarket este interesat si analizeze
gradul de satisfactie a clientilor sa1 relativ la modul de servire.

Pentru aceasta, clienti sunt rugati si completeze un chestionar cu un anumit
numir de intrebiri relative la satisfactia privind modul de servire. In acelasi
timp, e1 sunt de asemenea rugati sa rispundai la alt set de intrebéari, care se
referd la masurarea gradului de satisfactie in alte domem1 decat al servir
(calitatea produselor, diversitatea produselor etc.).

Problema care se pune este aceea de a identifica posibile conexiuni intre
satisfactia fatd de servire s1 satisfactia fati de alte aspecte ale activitati
supermarketului.



In cazul regresie1 (liniare) simple sau multiple aveam de a face cu un set
format dintr-una sau mai multe variabile predictoare, explicative, st de o
variabild dependenti (criteriu) care era determinati de celelalte.

Asa dupi cum usor se observai, este cazul in care variabila dependenti ar fi
reprezentatd doar de gradul de satisfactie fatd de modul de servire.

In cazul de fati existd insi si alte variabile dependente (calitatea produselor,
diversitatea produselor etc.), astfel incat suntem in situatia si avem un set de
variabile explicative s1 un set de vanabile dependente in loc de o singuri
variabild dependenta.

In acest caz, generalizind tehnica regresiei liniare multiple, suntem interesati
sd coreldm un set de vanabile dependente, fiecare din ele fund ponderati, cu
un set de vanabile predictoare, de asemenea ponderate.



Formal, avand un set de variabile explicative {Xj, X5...., X} s1 un set de
variabile dependente {17, X5...., ¥, }, trebuie identificata ecuatia:

ﬂl.}f1+ﬂ1.}rz+...+ﬂp.}; — EJIXI +E’1Xz+...+bq%,

care stabileste legitura dintre cele doui setun de variabile.

Din punct de vedere computational, existd programe specializate pentru

rezolvarea acester probleme (e.g. Statistica —-Multivariate exploratory
techniques, SPSS, Matlab- Statistical Tools).



Analiza canonica in Matlab

[A,B] = canoncorr(X,Y) calculeaza coeficientii canonici ai matricelor de
date X (de dimensiune 7 X dl ) 51 Y (de dimensiune 71X dz ).

Matricele X s1 Y au acelasi bunir de observatu (lini1), numéarul atributelor
(variabilelor- coloane ) fiind difent.

A 51 B sunt matrice de dimensium dl x d respectiv a"z xd ,unde
d = min(rang(X),rang(Y))

Coloanele matricelor A s1 B sunt scalate astfel incit matricele de covarianti
ale variabilelor canonice si fie matrice 1dentitate.



[A,B,r] = canoncorr(X,Y) returneazi si un vector r de dimensiune d ce
contine corelatiille canonice, adicd elementul j a lw r este coeficientul de
corelatie intre coloanele j din Us1 V.

Matricele U s1 V sunt calculate conform formulelor:
U = (X-repmat(mean(X),N,1))*A, V = (Y-repmat(mean(Y),N,1))"B
unde N este dimensiunea lm X

[A,B,r,U,V] = canoncorr(X,Y) returneazi in plus matricele U si V.



5. exemplu

Baza carbig (Matlab) contine atributele a 406 masini din perioada
1970-1980, caracteristicile acestora fund: cilindree, puterea motorului,
greutate, acceleratie, consumul de carburant MPG (cate mile face

autovehicolul cu un galon de combustibil).
Prezentdm doar primele 14 masim ( observatii) cu cele 5 caracteristici

ale lor



>>|load carbig
=>> X = [Displacement Horsepower Weight Acceleration MPG]
X =

1.0e+003 *

0.3070
0.3500
0.3180
0.3040
0.3020
0.4290
0.4540
0.4400
0.4530
0.3900
0.1330
0.3500
0.3510
0.3830

0.1300
0.1650
0.1500
0.1500
0.1400
0.1980
0.2200
0.2150
0.2250
0.1900
0.11350
0.1850
0.1530
0.1750

3.5040
3.6930
3.4360
3.4330
3.4430
4.3410
4.3540
4.3120
4.4250
3.8500
3.0900
4.1420
4.0340
4.1660

0.0120
0.0115
0.0110
0.0120
0.0105
0.0100
0.0020
0.0085
0.0100
0.0085
0.0175
0.0115
0.0110
0.0105

0.0180
0.0150
0.0180
0.0160
0.0170
0.0150
0.0140
0.0140
0.0140
0.0150

NalM

NaMN

NalN

NaMN



In baza de date anumite valori ale caracteristicilor sunt NaN, probabil date
cenzurate s1 astfel e nevoie si rezolvam aceasti problema, in asa fel incat

ciand apeldm canoncorr sa nu avem in matrice NaN.
>> nans = sum(isnan(Xx),2)
nans =

—_= = == 0000 000000



== [A B r U V] = canoncorr(X(~nans,1:3),X(~nans,4:5))

A=
0.0025
0.0202

-0.0000

-0.1666
-0.0916
r=
0.8782
) =
0.7843
1.5940
1.2174
1.1824
0.9751
2.4421
2.9486
2.8136
3.0503
2.1951
1.7808
1.4701
1.4146

3.0834
_N 220N

0.0048
0.0409
-0.0027

-0.3637
0.1078

0.6328

0.1737
1.3053
1.2266
1.1677
0.7061
1.2987
2.2835
2.1244
2.3028
2.0992
2.0156
1.2778
0.7486

5.8868
N RAAA



>> [A B r U V] = canoncorr(X(~nans,1:3),X(~nans,4.5))

A=
0.0025
0.0202

-0.0000

-0.1666
-0.0916
r=
0.8782
J =
0.7843
1.5940
1.2174
1.1824
0.9751
2.4421
2.9486
2.8136
3.0503
2.1951
1.7808
1.4701
1.4146
3.0834

0.0048
0.0409
-0.0027

-0.3637
0.1078

0.6328

0.1737
1.3053
1.2266
1.1677
0.7061
1.2987
2.2835
2.1244
2.3028
2.0992
2.0156
1.2778
0.7486
5.8868



1.0886
1.4466
1.2553
1.2717
1.4301
1.6965
1.9547
2.0380
1.7881
1.9465
1.6965
2.1213
1.7798
1.7881
0.0395
0.1393

0.7011
0.5596
1.0649
0.4856
1.1389
1.1052
1.3612
1.5431
0.9975
1.6509
1.10352
1.7249
1.2871
0.9975
0.2566
-0.1408

Am fi fost tentati sd lucrim mai simplu, dar in acest caz nu se puteau calcula
coeficientii

=> [A B rUV]=canoncorr(X(:,1:3),X(:,4:5))

Warning: X is not full rank.



plot(U(:,1).V(:,1).")
xlabel('0.0025"Disp+0.020"HP-0.000025"Wgt')

ylabel(-0.17*Accel-0.092*MPG")
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Analiza discriminant

Analiza discriminant reprezinti o metodi de clasificare a unor obiecte in
anumite clase pe baza analizel unui set de variabile predictoare —input-uri.
Modelul se bazeazi, in principiu, pe un set de observatu pentru care se
cunosc a priori clasele, formand setul de antrenament.

Pe baza antrenamentului, se construieste un set de functu discriminant, de
forma:

L; = Ell.Xl + bg.}fg +... T -E.'-'H.}i:! +c, 1= 1, 2,..., k.',

unde X, X5..... X}, sunt variabilele predictoare (care discrimineazi intre clase),
by, b...., b, reprezint coeficientii discriminant, 1ar ¢ este o constanta.



Utilizind datele din multimea de antrenament analiza discriminant estimeazi
parametri functulor discriminant, care sunt functi de n vanabile(variabilele
predictor). Aceste functi detrmind frontierele dintre diferite clase in spatiul
predictorilor.

Fiecare functie discriminant Z; corespunde uneiclase €2, ,i=1,2,... k& in

care trebuie si partitionim observatiile.

O noud instantd va fi1 clasificati in acea categorie pentru care functia
discriminat corespunzitoare 1a valoarea maxima.



Ca domeni1 de aplicati1 concrete pentru analiza discriminat amintim:
- recunoasterea fetelor (face recognition),

- marketing (distinctia intre clienti, managementul produselor etc.),
- medicina
- etc.,

mentionand existenta programelor specializate necesare.



exemple

SA presupunem ci pentru stabilirea clasel unui uragan avem la dispozitie mai
multe masuritor relative la diferite caracteristici meteorologice premergitoare
declansdni uraganulw (variabilele predictive discriminatorii).

Studiul pe care il efectuim is1 propune si stabileasci care variabile sunt cele
mai bune predictoare ale claseil uraganulu, deci care variabile fac efectiv
distinctie (discriminare) intre diferitele categorui de uragane.

Analog, in comert putem analiza ce caracteristici (variabile discriminatorii) fac
diferenta in ceea ce pniveste ratiunea pentru care un cumpéritor alege dintre
mai multe categorii de produse unul anume.

In domeniul medical, de asemenea, un doctor este interesat ce caracteristici pot
determina modul in care un pacient se poate vindeca complet, partial sau deloc.



6. exemplu

Ca multime de antrenament, consideram valorile sepalelor pentru irisii
versicolor si virginica. din baza de date a lui Fisher.

Dupa incarcarea bazei de date, notam cu SL. respectiv SW dimensiunile
sepalelor s1 cu group clasele carora le apartin florile de la nr 51 pana la sfarsit
(150).

Desenam in plan punctele ale caror coordonate sunt dimensiunile sepalelor, cu
rosu. respectiv albastru in functie de clasa careia 11 apartin:

=>|load fisheriris

=>5L = meas(o1:end, 1);

=>5W = meas(51:end,2);

=>group = species(o1:.end);

=>h1 = gscatter(SL, SW . group,'rb’, v [],"off);
==set(h1,'LineWidth', 2)

=>legend('Fisher versicolor','Fisher virginica','Location’,'NW")
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class = classify(sample,training,group,type) clasifica fiecare linie din
matricea datelor esantionului —sample (fiecare observatie) intr-unul din
grupurile (clasele) multimii de antrenament- framning.

sample si training sunt matrice cu acelasi numér de coloane, in timp ce
group este o variabila ce eticheteaza elementele din mulfimea de
antrenament. Fiecare observatie din mulfimea de antrenament apartine
unei anumite clase

training si group au acelasi numér de linii.

type specifica tipul functiei discriminant: 1 'linear , 'quadratic’,
"mahalanobis’.

classify considerd NaN ca valori lipsa si ignora respectivele linii ale
multimii de antrenament.

Outputul class indica clasa cireia ii apartine fiecare observatie.



Vom clasifica o retea de valori utilizdnd classify

== [X.Y] = meshgnd(linspace(4.5,8) linspace(2,4));
=X =XC) Y =Y(),
== [C,em, P logp,coeff] = classify([X Y],[SL SW].group,'quadratic’);

Vizualizam clasificarea:

=>hold on;
=xgscatter(X,Y,C.rb","." 1,'off");
=xK = coeff(1,2).const;
==L = coeff(1,2).linear;
=>>(Q = coeff(1,2).quadratic;
=>f = spnntf(’'0 = %g+%qg*X+%Qg™y+%Qg ™ X" 2+%g™x *y+%qg*y "2, ..
KLQ(1,1),Q(1,2)+Q(2,1),Q(2,2));
=>h2 = ezplot(f [4.58 2 4]);
==5et(h2,'Color’,'m’,'LineWidth', 2)
=raxis([4.5 8 24])
¥label('lungimea sepalel’)
ylabel('latimea sepalel’)
title({\bf clasificare cu baza de date a lul Fisher ca muliime de

antrenament}')



clasificare cu baza de date a lui Fisher ca mullime de de antrenament
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Detectarea anomaliilor

Termenul de anomalie/valoare extiremd/valoare excepfionald este
definit in Statistica ca fiind acea valoare care se gaseste ,,foarte departe™ de
restul datelor, fiind o singularitate (un punct izolat) a setului de date. Repartifia
gaussiani (normald) presupune existenta valorilor extreme, dar in numér redus,
a se vedea cazul extremitatilor clopotului lui Gauss. Asadar existenta acestor
valori in date este normala. ele indicand de cele mai multe ori fie date eronate
in sine, fie date colectate eronat, fie chiar date corecte, generate in mod natural
de fenomenul in cauza, de exemplu cazurile de nanism sau gifantism la oameni.



Exemple

- In exemplul nr. 5 din Notiuni introductive, privitor la iniltimea
baietilor dintr-o clasa de gimmazm. imal{imea baiatului care suferea de o usoara
forméa de nanism este o valoare extrema.

- In exemplul nr. 4 din acest capitol privitor la cele 329 de orase din
SUA. New-York era o valoare extrema. componentele sale fiind cele mai
indepértate de medie, confirmand perceptia oamenilor despre acest oras
Latipic™.

- Repartitiile negaussiene, asimetrice pot prezenta astfel de valori
(pozitionate la coada curbei), fiind necesara exammarea repartifiei datelor,
pentru a hotari dacad anomaliile vor fi mentinute sau indepartate.



- In exemplul nr. 7 din Notiuni introductive privind diametrele barelor
de otel dintr-un esantion aleator ales, existd un extrem- acea bara cu diametrul
de 29.9 evident un rebut. Desenand histograma corespunzatoare, vedem ca
reprezentarea grafica a datelor este foarte utila pentru identificarea valorilor
exceptionale.

>> X3=[19.9 19.8 20.1 19.9 19.7 20.1 20 196 19.7 20.1 0.4 20
199198 20.2 20 19.8 19.6 29.9 20.3]

histigrama diametrelor barelor de otel - exmplul nr S 2.1)
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7. exemplu

- Prezentim acum un model regresiv liniar cu o valoare extrema. Astfel
intr-o fabrica s-a constatat ca viteza (m/min) benzii de lucru afecteaza numarul
de defectmni descoperite in timpul verificarii. Urmaétorul tabel prezintd diferite
viteze ale benzii si numarul defectelor gasite.

viteza | nr defectiuni viteza | nr defectiuni
6 21 11 24
6 18 11 26
7 19 12 25
7 20 12 28
8 22 13 19
8 19 13 28
9 21 14 26
9 24 14 29
10 23 15 28
10 25 15 31




nr defectiuni
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== X=[66776899101011 1112121313 141415 15];

== Y=[2118 1920221921 24 23 2524 26 25 256 48 28 26 29 28 31];
== A =Jones(size(X)), X'

=> a = regress(Y' A);

== plot(X,Y,'0". X, a(1)+a(2)"Xx)

model de regresie liniara
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Aparitia acestor valori nespecifice/extreme in date poate influenta
semnificativ estimarea diferitilor parametrii ai modelului. Estimatiile si
modelele care nu sunt influentate semnificativ de existenta anomaliilor se
numesc robuste.

Exemplu

Mediana este mai robusti decat media la existenta anomaliilor (a se
vedea exemplul nr. 3 modificat din paragraful 1.2)

Plecand de la valoarea medianei, se pot defini diferite tipuri de anomalii.
De exemplu. daca valoarea anomaliei este mai mare decat triplul medianei si
mai mica decat de 5 ori marimea acesteia. anomalia este de tipul I. In cazul

datelor multidimensionale. aceste comparatii se pot face pe fiecare coordonata.



Detectarea anomaliilor, privite si prin prisma tehnicilor de Data
Mining are numeroase aplicatii, cum ar fi: detectarea fraudelor cu carduri
bancare, detectia intruziunilor in diferite tipuri de retelele, detectia detectiunilor
diferitelor sisteme, procesarea sunetului si imaginilor, criptografie etc.

Procesul de identificare a anomaliilor in date este o tehnica
nesupervizati, in care se presupune ca marea majoritate a datelor au valori
normale. Acest proces are doua etape. Pentru inceput. se construieste profilul
pattern-ului normal al datelor, profil care este utilizat in a doua etapa pentru
detectarea anomaliilor pe baza méasurarii diferentei fata de normalitate.



Ca tehnici ufilizate in acest proces, amintim metode grafice, metode
statistice, metode bazate pe masurarea distantei si metode bazate pe modele.

Dintre metodele grafice utilizate in detectarea anomaliilor. cele mai
utilizate sunt:

: Metoda box-plot
- Metoda diagramelor de impréastiere (scatterplor)

- Metoda acoperirii convexe (convex hull). Reamintim ca in matematica
acoperirea convexa a unei multimi X este definita ca fiind cea mai mica
multime convexa ce include multimea X, sau ca fiind multimea tuturor
combinatiilor convexe de puncte din X.



exemplu (box-plot)

Reludm exemplul nir. 7 din Notiuni introductive, privitor la diametrele
barelor de otel dintr-un esantion aleator ales. vectorul X3 avand drept
componente diametrele barelor respective:

»>X3=[19.9 198 201 199 19.7 201 20 196 19.7 20.1 204 20 199

19.6 20.2 20 19.6 19.6 29.9 20.3];

==poxplot(X3)
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exemplu (diagrama de imprastiere)

Prezentam diagrama de impréastiere in cazul exemplului anterior. ce
are ca date viteza benzii de lucru si numéarul corespunzitor de defectiuni.
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Exemplu (acoperirea convexa)

Desemul urmator ilustreaza metoda:

In acest caz. singura problema notabila este existenta unor anomalii in interiorul
aronaririt comveay e (eala Ao d nefe neaore din interinr



Metodele grafice au avantajul faptului cd sunt sugestive, dar. pe de alta
parte, datorita subiectivitatii lor privind interpretarea imaginilor, pot duce la
erori in detectarea valorilor anormale.

I



In utilizarea metodelor statistice se pleacd de la ipoteza ci existd un
anumit model al repartitiei datelor, agsa numitul pattern al datelor tipice, dupa
care se utilizeaza diferite teste statistice pentru identificarea valorilor anormale
in raport cu acest model, teste privind tipul repartitiei, parametrii repartifiei,
intervalul de incredere.

Tinand seama de rezultatul analizirii pattern-ului datelor, pe baza
testarii statistice se pot identifica anomaliile/valorile extreme.



In cazul metodelor bazate pe mdsurarea distantelor, datele sunt
reprezentate ca vectori apartinand unui anumit spatiu liniar normat. Prezentam
foarte succint doua metode clasice de detectare a anomaliilor:

- Metoda k-nearest-neighbor. (k-NN) clasifica un obiect pe baza celor
mai apropiate (k) obiecte din vecinatate.

- Metoda clusteringului se bazeaza pe divizarea setului de date in clustere
(manunchiuri) de date, pe baza similaritafil dintre elesi identificarea anomaliilor
-valori atipice, prin evidentierea pozitiei lor singulare fatd de clusterele formate
din valori tipice.



Metodele bazate pe modele utilizeaza tehnici Data Mining pentru
identificarea anomaliilor in marea masa a datelor tipice fenomenului considerat.
Astfel, se construieste un model de clasificare pe baza unui numar suficient de
mare de date, atat fipice cat s1 atipice, cu doua clase: A- date normale s1 B-
anomalil. Dupa antrenarea sa pe date cunoscute, acest model se aplica la date
noi, pentru detectarea eventualelor anomalii.



