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A

Despre prognoza




Prognozareprezintd procesul estimdrii unei anumite

marimi, pe baza datelor istorice cunoscute, de exemplu,
prognoza vremii inh urmdtoarele 24 de ore sau mai

mult, prognoza pretului petrolului pentru perioada de

vard, prognoza cursului leu/euro in urmatorul semestru etc.




Deciziile care implicd incertitudine au absoluta
nevoie de prognozd. Din vastul domeniu al prognozei
ne vom limita la a prezenta doua aspecte importante:

- Metoda de prognoza bazatd pe regresia liniara multipla;

- Prognozain cazul seriilor temporale.




Cei ce se ocupd de planificare folosesc metodele
prognozei pentru simularea si vizualizarea
rezultatelor planurilor construite.

Dacd rezultatul nu este mulfumitor este necesara
revizuirea planurilor si modelelor, din nou se
estimeazd rezultatele si procesul continud pdand la
obtinerea unui rezultat satisfacator.
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O asemenea abordare a problemei pare naturalg,

in practicad, insd deseori se revizuie prognoza si nu
planurile. Pe baza prognozelor corecte se pot face
planificari in viitorul mai mult sau mai putin apropiat si,
mai ales, se pot alege deciziile corecte.




aplicatii

- Prognoza vremii;
- Prognoza uraganelor/cutremurelor;
- Prognoze economice.

- Planificarea transporturilor.




Regresia liniara




O problema binecunoscutd in multe arii de cercetare este
aceea care presupune existenta unui set de date privind
doud sau mai multe variabile aleatoare, scopul modelarii
fiind descrierea relatiei dintre ele inh vederea prognozarii
valorilor uneia in raport cu valorile celeilalte sau celorlalte.




Aceastd problemd se pune atunci cénd intre variabilele
aleatoare considerate existd o legaturd consistentad,
bazatd pe natura intima a fenomenelor care stau la
baza lor.




Este posibil ca, din punct de vedere formal, doar pe
baza datelor numerice, acestea sd pard corelate,
de exemplu toate sd aiba tendinta de crestere in
acelasi timp, acest fapt nefiind ihsa sustinut

de natura fenomenelor in cauza.




In concluzie, fard cunoasterea naturii intime a
fenomenelor care stau la baza datelor, este hazardat
de a intreprinde o analiza regresiva.




Metoda regresiei

Metoda care se foloseste pentru a descrie relatia intre
valorile a doud sau mai multe variabile aleatoare se
numeste rmefoda regresiel (notiune introdusd de Pearson

ih 1908).




Dacad relatia care stabileste legatura intre variabila
dependenta si variabilele independente este una liniarg,
se vorbeste despre regresia liniara, in celdlalt caz fiind
vorba de regresia neliniara (polinomiala, exponentiala,

logaritmica etc.).




Vom prezenta pe scurt bazele regresiei liniare,
ihcepdnd prin a pune in evidentd mecanismele

cu care se pot evidentia legaturile intre secvente

de date, provenind de la doud sau mai multe variabile
aleatoare.




Cele mai multe studii statistice se referd la
compararea a doud sau mai multe grupuri de
subiecti/obiecte sau la stabilirea unor legaturi
existente ihtre aceste grupuri.




Exemple

Analiza modului ih care sunt corelate sau nu

anumite valori medicale (colesterol, albuming,
trigliceride etc.) in diferite cazuri, de exemplu
pentru bdrbati sau femei:

astfel, pe de o parte se identifica posibile legdaturi
intre aceste caracteristici medicale la fiecare grup
ih parte si, pe de altd parte, se pun ih evidenta
anumite deosebiri ce pot exista ihtre grupuri,
privitoare la studiul efectuat.




Un alt caz de astfel de analiza statistica, referitoare

la stabilirea legdturii intre doud seturi de ihregistrari,

se aplica la stabilirea legdturii dintre indltimea si

greutatea unui individ pe baza analizei unui cuplu

de serii statistice corespunzatore indltimii, respectiv
greutatii (pentru un esantion semnificativ dintr-o populatie).




In ambele exemple este deci vorba de descrierea,
analizarea si compararea a doud variabile statistice
simultan (evident cd se poate considera si descrierea
statisticd individuald, dar aceasta nu poate releva legdturile
sau comparatia intre cele doud seturi de date).




Metoda diagramei de
Tmprastiere

Sd considerdm mai thtdi cazul a doud serii statistice
{x; Wes<y S {¥; Heie, definite pe acelasi lot de
subiecti/obiecte.

Plecdnd de la cele doud serii, putem considera seria
cuplurilor de observatii{(x;,y;)}{<;=, definite de

cele doud variabile statistice pe acelasi individ/obiect /.
Cel mai obisnuit mod de reprezentare graficd al acestui
cuplu de observatii este cel folosind noru/de puncte
definit de reprezentarea bidimensionald a punctelor (x; )
- asa numita diagramd de ifmprastiere.




Exemplu

Considerdm o serie statisticd formata din 25 observatii
privind doud din principalele enzime serice: AST (aspartate
fransaminase) si 9G T (gamma glutamy/ transferase),
prelevate de la un lot de 25 pacienti.




pacient AST gGT | pacient AST

1 22 11 14 30

2 24 40 15 16

3 10 10 16 12

4 32 0 17 33 2
5 24 20 15 33 0
6 53 15 19 0 5
7 24 0 20 21 11
8 58 34 21 17 10
0 13 22 22 54 15
10 30 10 23 32 8
11 22 4 24 19 5
12 29 13 25 23 4

4 15 3




Diagrama ,norului’ de imprdastiere a cuplurilor (AST, g6 T)

pentru lotul de 25 subiecti:

» x=[2224 103224 53 24 58 13 3022291830161233339
21 17 54 32 19 23];

»y=[1140106201593422104133724 162795111015
854];

» plot(x,y,'kQ")
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Diagramaimprastierii se dovedeste a fi un instrument

util ih descrierea statisticd, puténd produce informatii
importante privind legaturaintre cele doud serii statistice.
Este preludiul unei analize statistice analitice

ulterioare.

Astfel, analizénd forma norului, se pot deduce la prima
vedere informatii utile privind legdaturile intre variabile:




- norul are forma unei elipse mai mult sau mai putin
alungite, paralelogram alungit, figura geometrica
alungitd simetrica fatd de o axd, fapt ce implica

0 legdturad liniard intre variabile;
- norul are forma unui cerc sau patrat, fapt

ce implicd independenta variabilelor.




metoda prezentarii
numerice a datelor multiple

Prezentarea este facutd prin tabele, existand cateva
requli pentru obtinerea unui efect semnificativ.

este indicat ca datele de aceiasi naturd sd fie puse

pe coloane si nu pe linii, deoarece s-a observat cd
astfel pot fi citite si analizate vizual mai usor.

tabelele pot contine fie date neprelucrate, adica
datele reale, neprocesate, atunci cand volumul acestora
nu este prea mare pentru observator, fie date
prelucrate, rezultate ale procesarii statistice.




O mare parte a studiilor statistice uzuale se ocupad

cu analiza relatiei intre doud variabile statistice ce
corespund aceluiasi grup de subiecti/obiecte.

Cel mai cunoscut exemplu se referd la relatia ce exista
intre indltimea si greutatea unui individ ce corespunde
unor anumite standarde geografice, rasiale etc.




Pentru a o identifica, se studiaza relatia dintre
cele doud caracteristici masurate pe indivizii
dintr-un anumit lot.

Existd doud motive importante pentru care se
efectueazd un asemenea studiu:




1.

Descrierea relatiei care ar putea exista intre

cele doud variabile, analizénd legaturaintre cele
doua serii de observatii.

Concret, se analizeaza dacd tendinta ascendentd

a uneia implica o tendintd ascendenta, descendenta

sau nici o tendintd a celeilalte;




2. In ipoteza existentei unei legdturi reale intre ele,
identificatd in prima instantd, sd se poata prognoza
valorile uneia in raport cu valorile celeilalte pe baza

ecuatiei de regresie.




Metoda corelatiei

Scopul final este prognoza,in conditia in care este
posibila.

Metoda prin care analizam posibilele asociatii ihtre
valorile a doud variabile statistice continue prelevate
de la acelasi grup de subiecti, este cunoscutd ca
metoda corelafiei si are caindice coeficientul de
corelatie.




coeficientul de corelatie

Coeficientul de corelatie poate fi calculat pentru orice
set de date, dar, pentru ca el sa aiba relevanta
statisticd, trebuie ihdeplinite doua conditii majore:

1. cele doud variabile sa fie definite de acelasi lot
de subiecti/obiecte, cuplurile de date corespunzand

aceluiasi individ/obiect/instanta;




2. cel putin una din variabile sa aiba o repartitie
aproximativ normalad, ideal fiind ca ambele sa
fie normal repartizate.
Daca datele nu au o repartitie normala (cel putin una din
variabile) se procedeaza fie la transformarea lor
pentru normalizare, fie la considerarea unor coeficienti

4 de corelatie ne-parametrici.

-




Inafard de coeficientul de corelatie se poate obtine,
ih cazul cdnd ambele variabile sunt aproximativ gaussiene,
si intervalul de ihcredere corespunzdtor acestuia.

Prezentam formulele matematice ce stau la baza
calcularii coeficientului de corelatie si a intervalului
de ihcredere corespunzdtor.




Sd considerdm doud serii statistice {x;}<<, Si
{¥; W<, COrespunzdtoare variabilelor statistice
X si ¥, generate de un grup de subiecti/obiecte.

Prin coeficientul de corelatie r al celor doud variabile,
numit si Pearson’s r vom intelege numdrul real r, cuprins
ihtre —1 si 1, definit de formula

25 - (05 - )

- i=1 :

H - M — 9

2l -x)" 2y - )
i=1 i=1

(folosita in programele de computer):




Pentru calcule concrete (manuale, cu ajutorul calculatorului
de buzunar) se foloseste formula de mai sus, scrisa sub forma:

# 1{ # 7
2 Ai Vi —— E‘Ii E.}’z
yo= i=1 11 =1 0 = /
' ™ ' R
2 5 I e M.E 1 3 5 I 3 M.E
T - o | || Zf -2 T
i=1 SRS i=1 \i=1




Exemplu

Considerdm datele culese de la un lot de 24 pacienti,
avand diabet zaharat de tip I privind douad variabile:

G(mmol/l) - glucozain sdnge;

Vef(% / s) - viteza medie de contractie a ventriculului

stdng, obtinutd prin eco - cardiografie.




pacient Vet pacient G Vet
1.76 13 19.0 1.95
1.34 14 151 1.28
1.27 15 6.7 1.52
1.47 16 8.6 1.27
1.27 17 4.2 1.12
1.49 18 10.3 1.37
1.31 19 12.5 1.19
1.09 20 16.1 1.05
1.18 21 13.3 1.32
1.22 22 4.9 1.03
1.25 23 8.8 1.12
1.19 24 0.5 1.70




Vom calculain MATLAB matricea coeficientilor de
corelatie, folosind functia corrcoef:

»G=[15.3107811957253931117512.26.75.21915.1 /
6.7864210.312516.113.34.98.89.5];
wV=[1.761341271471271491311.091181.221.251.19
1.951.281521651121.371.191.051321.031.121.70];
» A=[G"VY;
neorrcoef(A)

ans =
1.0000 04189
04189 1.0000 ,

Coeficientul de corelatie a celor douad variabile este 0.4189. )




In ceea ce priveste constructia intervalului de ihcredere
95% pentru r, plecénd de la faptul ca variabila aleatoare:

este normal repartizatd, rezultd cad intervalul de incredere
959 pentru z are forma (zy.z5)unde:

1.96 1.96
L E0 =2+
-3 -3

1 =2 —

¥




de unde rezultd cd, aplicand transformarea inversa,
obtinem intervalul de ihcredere 95% pentru r, dat de:

'

EEEI _1 EEEE _1'

2% 41 2%%2 41




Coeficientul de corelatie r (Pearson) ia valori cuprinse
intre -1 si +1, frecand deci si prin valoarea 0 care indicd
o asociatie neliniard intre cele doud variabile
(independenta liniara):




- 0 valoare a lui r apropiata de -1 indica o corelatie negativa
puternicd, adicd tendinta unei variabile de a scddea puternic
cand cealalta variabila creste:

- 0 valoare a lui r apropiatd de +1 indica o corelatie pozitiva
puternicd, adicd tendinta de crestere puternica a unei
variabile atunci cand si cealalta variabila creste.




Problema care se pune in acest context este stabilirea unui
prag pentru r de la care sa putem trage concluzia ca cele
doud variabile sunt intr-adevar corelate.




In acest sens indicam
- fie un prag definit de inegalitatea
[P ~fr—123,
prag de la care se poate considera cd legdatura dintre cele
doud variabile este semnificativa,
- fie utilizarea nivelului de semnificatie p asociat calcularii
coeficientului r:
.dacd p < 005 atfunci legatura este semnificativa”




Un coeficient de corelatie important nu implica totdeauna
ih mod necesar o legdaturad naturald, intrinseca,

infre caracteristicile ce definesc cel doua variabile
statistice analizate.

De exemplu, ih medicing, aceiasi valoare redusd a
coeficientului de corelatie poate fi importanta in
epidemiologie dar nesemnificativa din punct de

vedere clinic




In concluzie, coeficientul de corelatie este o mdsurd a
legaturii liniare, ,.aritmetice”, dintre cele doud variabile,
care poate fi cateodatad si intamplatoare, fara relevanta
reala.




Presupundnd cd legdtura dintre cele doud variabile, reliefata
de coeficientul de corelatie, nu este intamplatoare, exista
trei posibile explicatii:

- Variabila X influenfeaza( cauzeaza) variabila Y
- Variabila YV influenfeaza(cauzeaza) variabila X
- Ambele variabile X si ¥ sunt influenfate de acelasi fenomen

din fundal, diferit de ele.

N




Prezentarea corelatiei dintre doud variabile statistice
trebuie s@ urmeze un anumit model:

se prezintd mai intai diagrama de imprastiere a norului

de puncte;

cdnd se prezintd coeficientul de corelatie r, valoarea sa
trebuie sd aibad doud zecimale si sé fie ihsotita de nivelul

de semnificatie p si de intervalul de incredere corespunzétor,

daca este posibil.
trebuie mentionat si numarul de observatii analizate.



Covarianta poate fi privitd ca ,momentul” corelatiei
si, amintindu-ne si de formula sa probabilista datd de:

cov(X,Y) = E|(X - E[X]) - (¥ - E[Y])] = E| X7 ]- E[X]E[Y],

observam cd ea este nuld dacd variabilele care genereaza
cele doud serii statistice sunt (liniar) independente.




Teorema

o Coeficientul de corelatie » a doud variabile aleatoare
X si ¥ 1a valori in intervalul [-1, 1]. este nul daca
variabilele sunt independente si este egal cu +1 daca si
numai dacad variabilele ¥ si ¥ verifica ecuatia:

aX +h¥=c=V=0X+bh, abc.A EBE=R




Regresia liniara

Modul de prezentare a legdaturii liniare dintre doua
variabile (numerice), atunci cénd aceasta exista,

se numeste metoda regresies liniare (regresia liniarad).
In acest scop, se considerd una dintre variabile ca
variabild independentd sau variabild predictor, iar
cealalta variabila ca variabila dependenta sau variabila
raspuns.
Legdtura liniard dintre cele doud variabile este descrisa
de o ecuatie liniard, asa-numita ecuafia de regresie.




variabila predictor,
variabila raspuns

Se considerd una dintre variabile ca variabila
independentasau variabild predictor, iar cealalta
variabila ca variabila dependenta sau variabila
raspuns.




dreapta de regresie

Legdtura liniara dintre cele doud variabile este
descrisd de o ecuatie liniard, ecuatia de regresie,
cdreia i corespunde geometric dreapta de regresie.




Ca metodologie, ih cazul variabilelor numerice,
variabila dependentd se distribuie pe axa ordonatelor,
ih timp ce variabila independenta se distribuie

pe axa absciselor.




Ecallerplol: X ve Y




metoda celor mai mici
patrate

Ecuatia dreptei de regresie se stabileste pe
baza metodei “celor mai mici patrate”.
Presupunem cd obtinem urmatorul tabel de valori,
rezultat al masuratorii unei marimi fizice 7 (x).

S I TR I R I .

Fol By | Fa | oo | ¥y

astfelincaty. = f(x;).0=71=n,
4 fiecare dintre valori fiind calculatéa cu o anumita eroare.

w




Suntem interesati de a calcula valoarea lui /7 ih puncte
distincte de x;,0=i<n.

In anumite situatii este important sd cunoastem cét de mult
se abate graficul lui f'de la o dreaptd g(x) =a + bx, unde «

si b sunt parametri reali.




abaterea medie patratica

Consideram abaterea medie patraticain formula de
aproximare, care este o functie de doud variabile,
definita prin:

# 9 # 2
Ula.b)y= T f(5)-g(5) =Ty, —a—bx; |




Metoda celor mai mici patrate constd in
determinarea parametrilor s si & , astfel ihcat
functia U(z,5) sd fie minima.




Rezolvand sistemul

= -

_=_g§: —g=hri=1

3 ot ;i-III[J}! i I!:I
L7 .
=3 o T v |
= !_E_n', Wy —a—dx ) x,




sistem echivalent cu:

E:"“‘“_'x+{s-z+1}.:;r '“‘“_'_}fz
) ]
H M M
EY xR ray x =7 Xy
o o R
il i il

I

obtinem punctele critice (ag.by).




airr
7 = 2(m+1),;
4L "
I
L
lml]
A7 "
I A
2..“’_."-]:22




deci

2
ﬂg 0:
&IE

v v 2422 " ” 2
52;-52;—[51”] =4 {(n+ 13> f—[zxi] =0,
z 'aE:' aﬂ'ﬁﬁ:‘ il il

(conform inegalitatii Cauchy-Schwarz)

In concluzie, (ag.by) este un punct de minim pentru functia U




Se spune cd dreapta y = 2 + bgx liniarizeazd optim
datele experimentale (x;,,),0 <7 <n si se numeste
dreapid de regresie a lui y ih raport cu x.




In cazul nostru, metoda constd fh calcularea distantelor

(pe verticald) dintre punctele observate (reale)
corespunzatoare cuplului de serii statistice si

punctele (imaginare) de pe o anumitd dreaptd (de regresie),
ce trece prin mijlocul ,norului’ de puncte generate de
cuplurile de date.

Aceste distante sunt cunoscute sub numele de reziduuri







Se alege apoi acea dreaptd care trece prin ,norul’ de
puncte, numitd dreapta de regresie, dreapta pentru care
suma pdtratelor acestor reziduuri este minima.




Dreapta de regresie este acea dreaptad (ideald) ce
trece prin norul de puncte format de perechile de
date ale celor doud variabile si care minimizeaza,
distanta intre date si ea (minimizdnd suma
pdtratelor distantelor).




In final, obtinem ecuatia de regresie sub forma:

V=a+bYX

unde ase numeste /nterceptoriar b se numeste
coeficientul de regresie -panta dreptei de regresie.




Tehnic vorbind, vom folosi regresia liniard cand sunt
indeplinite urmatoarele trei ipoteze de lucru:

- Valorile variabilei dependente ¥ trebuie sd aiba o

repartitie normald (gaussiand);




- Variabilitatea variabilei prognozate ) trebuie sa
fie asemandtoare cu cea a predictorului X
(dispersia sau deviatia standard asemanatoare);

- Legdtura dintre cele doud variabile, predictorul
si variabila dependentd trebuie sa fie liniard
(verificare empiricd pe baza 'norului’ de puncte, care

trebuie sd aiba o ‘formd’ alungita -liniarad).




Modul standard de a verifica simultan toate cele
trei ipoteze de lucru este analiza statistica a
reziduurilor.

Astfel, se poate demonstra ca dacd toate cele trei
ipoteze sunt verificate simultan, atunci reziduurile
sunt normal repartizate de medie zero.



Din punct de vedere matematic, dreapta de regresie
este datd de ecuatia:

¥=a+bx,
unde:

M — —
2 =) (yi = ¥) o
b =izl ., a=y-—-b-x.

" —. 2
2 (x; —x)
i=1




Pentru usurarea calculelor cu ajutorul unor programe
de tipul MS Excel, folosind un tabel ca cel pe care |-am
amintit la calculul coeficientului de corelatie, se pot
considera urmatoarele formule:

Ao -z o T
ﬂ-ﬁ=zx3.—§ X, | oyy =2 ¥ T Yil o

1
Oxy = 2% - V; _EZIE_: DINE

de unde obtinem:



exemple

Din baza de date HOMES®6, care contine informatii despre
pretul a 76 de case vandute ih Eugene, zona de sud, Oregon,
ih 2005, alegem 5 cazuri, pentru care cunoastem pretul

(ih mii de dolari) ¥ si suprafata locuibild (in mii de metri

batrati) X .




X = guprafata (mii de m?)

Y = pretul (in mii §)

1 1.683 2599
2 1.708 259.9
3 1.922 1.922
4 2.053 2.053
3 2.269 2.269




»X=[1.683 1.708 1.922 2.053 2.269],
»Y=[259.0 250.0 269.9 270.0 285.0]
»A= _f{' Y')
» corrcoet(A)
ans =

1.0000 0.9721

(0.9721  1.0000

Se observad cd variabilele sunt puternic (pozitiv) corelate,
coeficientul de corelatie fiind 0.9721.




\

Calculam dreapta de regresie, folosind formulele prezentate h
mai sus si 0 desendm inh acelasi cadran cu diagrama impradstierii:

»h=(3FY'-5"mean(X)*mean(Y) )/ ((norm( X)) "2-5*(mean(X))"2)
b =
40.8001
»a=mean( Y }-b*mean(X)
ﬂ =
190.3182
»plot(X,a+b*X):hold on
» plot(Z,Y,'ko");hold off




pretul caselor in mi de dolan

:l-=

&

5

&

i

g

regresia liniara pentru “pret casa-suprafala casei]

L] L] 1 1

| 1

L

1.7

1.8 18 2 2.1
¥ suprafeta in mi de metn patrati

2.2

2.3

2.4




!

Am prezentat date culese de la un lot de 24 pacienti,
avand diabet zaharat, privind doud variabile: h

G (mmol/l) - glucoza ih sénge
Vef (% / s) - viteza medie de contractie a
ventriculului sténg, obtinutd prin eco-cardiografie.,

date pentru care am calculat coeficientul de corelatie a
celor doua variabile si anume 0.3755.

Vom calcula dreapta de regresie (Vcf ca functie liniara
de glucoza in sénge, valoare mai greu de obtinut in
practica curentd):




w(E=[15.31078119572539311.17.512.267521915.16.78.64.2
1003125161 133498895 V=1.761.341.271.471.271.491.31 1.09
1.181.221.251.191951.2681.521.651.121.371.191.051.321.031.12
1.70]:
» V=[1.761.341.271.471.271.491.311.091.181.221.251.191.951.28
1.521.271.121.371.191.051.321.031.121.70];
» A=[G V']
» b=(GV'- 24 mean (G 'mean(V))/ ((nonn(G))y" 2-40 " (mean(G))"2)
b=

-0.0075
» a=mean(V)-bTmean( )
ﬂ =

1 An1ih




Sd desendm dreapta de regresie si diagrama imprdstierii:
»plot(G,atb*G):hold on
»plot(G,V.'ko'"):hold off
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Cu toate cd valoarea coeficientului de corelatie
nu este edificatoare. nivelul de semnificatie
(calculat cu STATISTICA) p=0.041 atesta
o corelatie semnificativa.
Presupunem cd valoarea glucozei in sdnge pentru
un pacient este 15.1.
Atunci valoarea estimata (prognozatd pe baza regresiei
liniare) va fi:
»W1=at+b*15.1
V1 =




Dacd vom considera perechi de date provenind de
la doud grupuri diferite de obiecte si avand
aceleasi semnificatii, putem folosi dreptele de
regresie calculate pentru fiecare grup pentru a

compara cele doud grupuri.




Dacd, de exemplu, cele doud drepte de regresie au
aproximativ aceiasi panta (sunt paralele),

atunci putem considera diferenta pe axa verticala (¥)
ca fiind diferenta intre mediile variabilei Yihtre cele
doud grupuri, observatie ce este apoi urmatd de o
testare a semnificatiei statistice a diferentei.

O asemenea analiza statistica face parte dintr-un
studiu statistic mai vast, care se numeste

analiza covariantelor




Regresia polinomiala




regresia polinomiala

In cazul cénd legdtura dintre cele doud variabile statistice ‘
nu este liniard si totusi banuim ca exista, avem o

regresie neliniard, de exemplu regresia polinormiala

Atunci, in loc de a gdsi dreapta de regresie, se gdseste

curba respectivd de regresie (corespunzdatoare, de exemplu,

ecuatiei polinomiale de regresie). |
Un exemplu de astfel de regresie polinomiala va furniza

0 ecuatie de forma:

V=a+bX+by X+ +b X7,
2 unde, ca de obicei, X este variabila predictoare iar ¥
este variabila prognozatd, adica variabila raspuns.




exemple

Timp de 14 ore (6h-20h) s-a monitorizat traficul dintr-o
anumitd intersectie, ludndu-se in considerare totalul
masinilor ce traverseaza intersectia in intervalul a

doud ore, cum reiese din urmatorul tabel

ora | numnaml sutelor de magini
8 7
10 10
12 15
14 15
16 17
15 14
20 20




»t=6:2:18:n=[7 10151817 14 20].
» plot(t,n,'ko")

diagrama imprastien imp v& numar sule de masim
m L3 T T T T

16 o A
16 |
14] & .

12
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10 o 4
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timip - 0ng




Diagrama imprdstierii sugereaza ca datele ar putea fi
modelate ca o functie polinomiala

¥ =dy +r:11z?+r:1252

Coeficientii necunoscuti vor fi calculati folosind metoda
celor mai mici patrate. Vom rezolva sistemul de necunoscute

Ay, @0
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» t=6:2:18:n=[7 1015 18 17 14 20];
» A=[1 t(1) t(1)"2:1 t(2) t(2)"2:1 t(3) t(3)"2:1 t(4) t(4)"2:1 t(5) t(S)ﬂz;!
1 t(6) t(6)"2; 1 t(7) t(7)"2];
» a=A\n'
q =

-8.6429

3.2321

-0.0982

Modelul polinomial de ordinul doi al datelor este:
y=—8.6420 +3.2321-¢—0.0982 -¢°




Putem prognoza cdte sute de masini vor trece prin intersectie

ih intervalul 21h-23h.
» syms t
» f23=subs(f,t,23)
23 =
13.7411




In final desendm atdt diagrama imprdstierii, cat si curba
de regresie polinomiald in acelasi cadran:

» plot(t,n,'kO");hold on
» plot(t,a(l)+a(2)" t+a(3)*t."2).hold off
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Sa inlocuim functia polinomiald cu urmatoarea functie:

y=ag+a;-e +ay-t-e’

(linear in the parameters regression)
Coeficientii ay,aq1,a5 vor fi caleulati folosind metoda celor mai
mici patrate:




ET\\
» t=6:2:18:0=[7 10 15 18 17 14 20].

» A=[1 exp(-t(1)) t(1)Fexp(-t(1)).1 exp(-t(2)) t{2) exp(-t(2});
1 exp(-t(3)) t(3)"exp(-t(3)).1 exp(-t(4)) t(4)"exp(-t(4)).
1 exp(-t(5)) t(5) " exp( -t(5)).1 exp(-t(6)) t{6) *exp( -t(6));
|1 exp(-t(7)) t(7)* exp(-t(7))]:
» A
q=
1.0e+H004 *
0.0017
4.9000
-0.8856

» plot(t,a(l)ya(2) exp(-t)y+a(3)*t. Yexp(-t)):hold on
» plot(t.n,'lkO"):hold off

Y
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Considerdm situatia numarului de pacienti internati ihtr-o
sectie a unui spital pe parcursul a sase luni, situatie
reflectatad ih urmatorul tabel.

Numir pacienti internati
1 {august) 50
2 (septembrie) 02
3 {octombrie) 116
4 (noiembrie) 125
5 (decembrie) 135
6 (1anmarie) 140




Pentru ihceput, vom determina diagrama imprastierii
si curba de regresie polinomiala:

» t=1:6;p=[50 92 116 125 135 140];

» A= t(L) t(1)"2:1 t(2) t(2)"2:1 t(3) t(3)"2:1 t(4) t(4) 2.1 t(5) t(5)"2;
1 t(6) t(6)"2];

» A=A

» plot(t,a(1)+a(2)*t+a(3)*t."2).hold on

» plot(t,p.kO"):hold off
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Rezolvam aceeasi problema utilizénd , linear in the

parameters regression’:

» t=1:6;p=[50 92 116 125 135 140];

» A=[1 exp(-t(1)) t{1)"exp(-t(1));1 exp(-t(2)) t(2)Fexp(-t(2)).
1 exp(-t(3)) t(3) " exp(-t(3)).1 exp(-t(4)) t{d) exp(-t(4));

1 e:q:r(-.t(i}} t(5) exp( -t(5)).1 exp(-t(6)) t(6) Fexp( -t{6))];

» AP,

» plot(t.a(l)+a(2) exp(-t)y+a(3)*t.. Texp(-t)):hold on

» plot(t.n,'ko’):hold off
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Regresia liniara multipla




Metoda regresiei liniare se poate extinde de la cupluri
de doud variabile la mai multe variabile prin metoda
regresiel liniare multiple, caz in care avem o

variabild dependentd si mai multe variabile predictive.




Sa considerdm, pe de o parte, un set de » variabile
aleatoare X1, X;...., X, considerate independente

si care, din punct de vedere probabilistic,

reprezintd variabilele ce guverneaza » factori
predictivi independenti (care actioneaza independent
unul fata de altul).




Un exemplu clasic ih acest sens este cel din domeniu
ih cazul unei anumite boli. De exemplu, in cazul onco
putem considera cd X, reprezintd diametrul mediu a

medical,
ogiel,
Tumorii,

Xyreprezintd varsta, X3 reprezintd un factor de risc, ca

de exemplu, fumatul s.am.d.




Pe de altd parte, vom considera inca o variabild aleatoare,
notatd ¥, care va juca un rol special in analiza regresiva.
Aceasta variabild, numitd si variabild dependenta
(prognozatd), va fi cea ale cdrei valori vor fi estimate

pe baza analizei regresive liniare multiple, plecdnd de la
valorile factorilor predictivi.




De exemplu, putem considera aceastd variabild ca fiind
variabila care guverneazd repartitia timpilor de supravietuire
si ale cadrei valori vrem sd le evaluam pe baza valorilor
variabilelor predictive.




Deducdnd ecuatia de regresie pe baza datelor culese de la

un lot de pacienti cu cancer, se poate prognoza timpul pe care
il mai are de trdit un anumit pacient nou, introducand in ecuatie
valorile particulare ale acestuia pentru fiecare variabild
predictivd in parte.




Dispunem, pe de o parte, de » variabile predictive sau
explicative si, pe de altd parte, de o variabila prognozata,
explicatd, numitd si rdaspuns sau efect, pe care vrem sd o
deducem, cunoscdnd valorile celorlalte variabile.




)

Inainte de inceperea analizei statistice, trebuie verificate

anumite ipoteze legate de natura variabilelor modelului .
regresiv.

Astfel variabilele X1, X...., X, si ¥ trebuie sda verifice »
urmdtoarele doud conditii:




- legaturaintre variabila rdspuns ¥ si variabilele predictive X;
trebuie sa fie una liniara, asa cum aratd si numele metodei
(se verificd cu mijloace statistice clasice),

- efectele fiecdrei variabile sunt independente, in principiu,

de celelalte.




Odata stabilitd validitatea conditiilor de aplicare a
metodei, se trece la obtinerea ecuatiei de regresie
liniard multipla, care este de forma:

Y=by+b1- X1 +bs-Xo+...+b,- X,
unde by,b5,....b, se numesc coeficientii de regresie,
\ar b, mterceptor.




Vom aplica metoda regresiei multiple standard,
care reprezintd o generalizare a regresiei simple,
considerdnd hiperplanul care trece prin , ,norul”
multidimensional al tuturor variabilelor.

Calculele efective sunt bazate tot pe metoda
.celor mai mici patrate”.




exempl

U

Reludm exemplul cu pretul caselor din Eugene -Oregon,

addugdnd un

nou predictor, categoria lotului de casa,

predictor ce are nevoie de cateva explicatii suplimentare.

Este natural

ca suprafata lotului pe care este situata

casa sd fie un factor important in stabilirea pretului

casei. Pe de a

pentru loturi

diferentd de
. 26000 m®.

N

ta parte, existd o anume diferentd de pret
e de 4000 m°® si cele de 6000 m® si alta

oret intre loturile de 24000 m* si cele de



In acest sens, agentii de vanzari au definit niste
categorii ale marimii suprafetei lotului, pe baza experientei /
lor, categorii ce corespund la cresteri aproximativ
egale ale pretului proprietatilor.

Prezentdm aceste categorii, specificand ca este vorba
de mii de metri patrati:

suprafata lotului 0-3 | 3-5 |5-7 | 7-10 |10-15 |15-215
categoria 1 2 3 4 5 6

|
s




suprafata caser
(1mii de m?)

categoria lotului
(i1 de m#)

pret proprietate
(11 §)

1 1.588 2 252.5
2 1.683 5 2599
3 1.708 4 2599
4 1.922 4 209.9
3 2.053 3 270.0
0 2.2069 3 2655.0




» X1=[1.888 1.683 1.708 1.922 2.053 2.269].
» X2=[254433];
» y=[252.5 259.9 259.9 269.9 270 285.0];
» A=[x1'x2'v'].
» corrcoef(A)
ans =

1.0000 -0.5669 0.8260

-0.5669 1.0000 -0.0251

0.8260 -0.0251 1.0000




Se observd cd pretul proprietdtii este pozitiv corelat
cu suprafata casei;
faptul ca avem coeficientul de corelatie —0.0251 Thtre
suprafata casei si categoria lotului nu implica
independenta variabilelor suprafata casei si categoria
lotului.
Calculam suprafata de regresie (planul de regresie
ih acest caz) folosind metoda celor mai mici patrate:

\

D




» B=[1 x1(1) x22(1):1 x1{(2) x2(2).1 x1(3) x2(3).1 x1(4) x2(4).1 XL(5) 22(5).
1 x1(6) x2(6)]
» =By
q =
22.3570
61.9756

7.0911




Folosind rezultatul obtinut, putem prognoza pretul
proprietatilor, de exemplu sa il calculdam ih urmatoarele
cazuri:

suprafata casei este de 1805 m* si lotul de casa
este din categoria 2;
suprafata casei este de 1200 m© si lotul de casa

este din categoria 1;




» syms x1 x2
» Fa(la(2)y*xl+a(3)Fx2
» P1l=subg(f,[x1.x2].[1.805.2])
Fl =
248.4052
» P2=subg(f,[x1,x2].[1.20.1])
Pl =
203.8188




» [x1.x2]=meshgrid(1.5:.1:2.5.1:.1:6);
» Fa(l)ta(2)*x1+a(3)*x2;
» srf(xl.x2.1)







In cazul regresiei liniare multiple apare problema
ierarhizarii predictorilor in scopul pdstrdrii numai

a acelora care, intr-adevdr, au o influentd semnificativa
asupra variabilei efect, renuntand astfel

la cei nesemnificativi.

Existd doud modele importante pentru atingerea
acestui scop:




regresia "pas cu pas”
directa

1. regresia,pas cu pas” directa (forward stepwise regression)
se bazeazd pe urmatorul algoritm simplu:

- Se alege predictorul cel mai puternic legat de variabila
rdspuns. Pentru aceasta se considerd regresia liniara
simpld intre variabila dependentd si fiecare predictor
ih parte, alegédndu-se acea variabila pentru care nivelul de
semnificatie p este cel mai mic;




- Se alege, dintre variabilele independente rdmase, aceea
care are cea mai mare corelatie cu reziduurile modelului
de la pasul anterior;

- Se repetd pasul anterior pdna cénd addugarea unei noi
variabile devine nesemnificativd, de exemplu nivelul
de semnificatie p = 0.05 corespunzdtor corelatiei
cu reziduurile.




regresia "pas cu pas”
inversa

2. regresia,pas cu pas” inversa (backward stepwise
regression). se bazeaza pe algoritmul invers, adica
se pleacd cu modelul complet din care apoi, pe baza
nivelului de semnificatie p, se indepdrteaza
variabilele neimportante. In principiu, pentru
alegerea modelului optim, se considerd ambele modele,
dupa care decizia se ia analizdnd ambele rezultate.




exemplu

Analiza regresiva multipla utilizatd in predictia
indexului de rezistenta a muschiului respirator
PEmax (exprimat ih cm H;0)
ih functie de variabilele predictoare:

de ihaltime (H -cm),
greutate (G-kg),
varsta (ani),




volumulrespirator fortat per secunda (FEV,),
volumul rezidual (RV),
capacitatea functionald reziduala (FRC)
capacitatea totald a plamdnului (TLC),

pentru un lot de 25 bolnavii cu fibroza cistica.

Variabila dependentd a acestui model este reprezentata
de indexul de rezistenta a muschiului respirator (PEmax).




)

Varsta [ Sex | H | G BMP | FEV, | RV | FRC | TLC | PEmax
109 |13.1| 68 32 | 258 183 | 137 05
112 |12.9| 65 19 | 449 | 245 | 134 85
124 | 14.1 | 64 22 441 | 268 | 147 100
125 |116.2 | 67 41 234 146 | 124 85
127 | 21.5| 93 52 (202 131 | 104 05
130 |17.5| 68 44 | 308 | 155 | 118 80
30.7 | 89 28 [305]| 179 | 119 63
150 | 28.4| 69 18 | 369 | 198 | 103 110
146 | 25.1 | 67 24 | 312] 194 | 128 70
155 | 31.5| 068 23 413 225 | 136 05
156 |39.9| 89 30 206 142 | 95 110
153 142.1 | 90 260 | 253191 | 121 00
160 |45.6 | 93 45 174 | 139 | 108 100

-
-
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Varsta [Sex| H |G EMFP | FEV,; | RV | FRC | TLC | PEmax
15 1 |158|51.2| 93 45 158 | 124 | 90 80
16 1 |160 359 66 31 |302] 133 | 101 134
17 1 |153|348| 70 30 204 118 | 120 134
17 0 (174 (447 70 49 | 187 | 104 | 103 165
17 1 |176|60.1| 92 20 | 188 | 129 | 130 120
17 0 (171 (42.6| 69 38 |172] 130 | 103 130
19 1 |156|37.2| 72 21 |216| 119 | 81 85
19 0 (174|546 | 86 37 184 118 | 101 85
20 0 [178(64.0| 86 34 | 225| 148 | 135 160
23 0 (180|738 97 57 |171| 108 | 98 165
23 0 (175515 71 33 | 224| 131 | 113 05
23 0 (179 (71.5| 95 52 225 127 | 101 195




regresia“pas cu pas”
directa -exemplu

Vom aplica regresia ,.pas cu pas” directa:
vom calcula matricea corelatiilor tuturor variabilelor
modelului regresiv, adica matricea coeficientilor de
corelatie.

Analiza corelatiei multiple este necesara pentru a stabili
existenta legaturii intre variabilele analizate.

Mentiondm cd in cazul de fata variabila sex fiind
| 0 variabild aleatoare calitativa (categoriala) va fi
X codatd binar: 1 = bdrbati si 0 = femei

N



\

» V=[77888011121213131414151617 1717 17
191920232323
» =[01010011010101110101000007;

» H=
160 1
» (o=

(109112 124 125127 130 139 150 146 155 156 153
56160 153174176171156 174178 180175 179].

131129141 16.221.517.530.7 284251 31.5 3909

42.145.6 51.7 35.9 34.8 44.7 60.1 42.6 37.2 54.6 64.0 73.8
51.5 71.5]
» BMP=[68 65 64 67 93 68 89 69 67 68 80 90 93 93 66 70

70 92

69 72 86 56 97 71 95].

» FEV=[3219 2241 5244 28 18 24 23 39 26 45 45 31 39 49
20 38 21 37 34 57 33 32].




» BRV=[258 449 441 234 202 308 305 369 312 413 206 253
174 158 302 204 187 188 172 216 184 225171 224 225],

» FRC=[183 245 268 146 131 155179 198 194 225 142 191
139124133 118104 129 130119 115 148 108 131 1271,

» TLC=[137 134 147 124 104 115 1192103 1285 136 95 121
108 90 101 120 103 130 103 81 101 135938 113 101].

» PE=[95 85 100 §5 95 80651107095 11090 100 80 134
134 165120 130 85 85 160 165 95 195];

» A=[V'¢' H' G EMP' FEV' EV' FRC' TLC' PE'].

» corrcoet(A)




alls =

Columns 1 through 5

1.0000
-0.1671
(1.9261
(.9062
(0.3778
(0.1982
-0.5519
-0.6394
-0.4694
(.6135

-0.1671
1.0000
-0.1675
-0 1597
-0.1376
-0. 4461
(.2714
(.15306
(0.0242
-(). 2550

(0.9261
-(0.1675
1.0000
(0.92035
(. 4403
(1.2359
-0.5695
-0.6243
-0.4571
0.5992

(0.90612
-0.1897
0.9205
1.0000
0.6724
0.3212
-0.6222
-0.6177
-0.4195
(0.6329

0.3778
-0.1376
0.4408
0.6724
1.0000
0.4394
-0.5824
-0.4344
-0.3649

0.2295



Columng 6 through 10

(0.1952
-(1.4461
(.2359
(0.3212
(.4394
1.0000
-0.6988
-0.6848
-(0. 3930
(.3061

-(0.5519
(.2714
-0.5695
-0.6222
-(0.5824
-(.69838
1.0000
(0.91006
(1.5591
-(0. 3156

-0.6394
(1.1536
-0.6243
-0.6177
-(0.4344
-(0.6848
(1.9106
10000
(.7044
-0.4172

-0.4694
(.0242
-0.4571
-0.4195
-(). 3649
-(0.3936
(1.5591
(.7044
1.0000
-(.1516

(.6135
-(). 2580
0.5992
0.6329
0.2295
(.3061
-00.3156
-0.4172
-(.15816
1.0000



Din matricea corelatiilor se observa ca:
cel mai mare coeficient de corelatie este intre
predictorul G si variabila rdaspuns Pemax.
(p=0.0001).
Calculam:
- regresia simpld, adicd PEmax functie liniard de &
- reziduurile modelului (diferentaintre valoarea
prognozata si cea reald):




»

b

B1=[1 G{1) .1 G(2):1 G(3) :1 G(4) :1 G(5) ;1 G(6):

1 GH7) 11 G(8) ;1 G(9) ;1 G(10) ;1 G(11) ;1 G(12);

1 G(13):1 G(14) : 1 G(15) :1 G(16) :1 G(17) :1 G(18) ;
1 G(19) :1 G(20) :1 G(21):1 G(22) :1 G(23) :1 G(24) -
1 G(25)];

» bl1=B1'PE"

» PE1=bl(1)}+bl(2)*G:

» F1=PE-PEI.




Alegem, dintre variabilele independente ramase,
aceea care are cea mai mare corelatie (ignorand semnul)
cu reziduurile modelului determinat (R1)

» Al=[V's'H' BMP' FEV' RV' FR.C' TLC' R1'];
» corrcoef(Al)




dils =

Columns 1 through 5

1.0000
-0.1671
0.9261
0.3778
0.1952
-0.5519
-0.6394
-0.4694
0.0517

-0.1671
1.0000
-0.1675
-0.1376
-0.4461
0.2714
0.1836
0.0242
-0.2177

0.9261
-0.1675
1.0000
0.4408
0.23589
-0.5695
-0.6243
-0.4571
0.0215

0.3778
-0.1376
0.4408
1.0000
0.4394
-0.5824
-0.4344
-0.3649
-0.2532

0.1982
-0.4461
0.2389
0.4394
1.0000
-0.6988
-0.6848
-0.3936
0.1328



Colunms 6 through ©

-(0.5519
(.2714
-().5695
-(0.5824
-(0.6988
1.0000
(.91006
(.5891
(1.1010

-0.6394
(1.1536
-0.6243
-0.4344
-0.68438
(.91006
1.0000
(0.7044
-(1.0340

-0.4694
(1.0242
-0.4571
-(). 3649
-(0. 3936
(1.5591
(.7044
1.0000
(1.1083

(0.0517
-0.2177
(0.0215
-0.23532
(0.1328
(1.1010
-0.0340
(.1083
1.0000




Predictorul BMP are cea mai mare corelatie

(ignordnd semnul) cu reziduurile modelului determinat
(R1) (p = 0.0051). Repetdam procedeul:




»B2=[1 G(1) BMP(1):1 G(2) BMP(2):1 G(3) BMP(3);
1 G(4) BMP(4).1 G(5) BMP(5).1 G(6) BMP(6):
1 G(7) BMP(7).1 G(8) BMP(8).1 G(9) BMP(9);
1 G(10) BMP(10):1 G(11) BMP(11):1 G(12) BMP(12);
1 G(13) BMP(13):1 G(14) BMP(14) :1 G(15) BMP(15);
1 G(16) BMP(16):1 G(17) BMP(17):1 G(18) BMP(18);
1 G(19) BMP(19):1 G(20) BMP(20).1 G(21) BMP(21);
1 G(22) BMP(22).1 G(23) BEMP(23).1 G(24) BMP(24).
1 G(25) BMP(25)].

» b2=B2'\PE’;

» PE2=Db2(1)+b2(2)*G+b2(3)*BMP;

» R2=PE-PEZ,

» A2=[V's'H' FEV' RV'FRC' TLC' R2'];

» corrcoef(A2)
o~ \



Columns 1 through 5

1.0000
-0.1671
0.9261
0.1982
-0.5519
-0.6394
-0.4694
-0.0589

-0.1671
1.0000
-0.1675
-0.4461
0.2714
0.1836
0.0242
-0.2366

0.9261
-0.1675
1.0000
0.2389
-0.5695
-0.6243
-0.4571

(0.1982
-0.4461
(0.2389
1.0000
-0.6988
-0.6848
-0.3936

-0.0647 0.2511

-0.5519
0.2714
-0.5695
-0.6988
1.0000
0.9106
0.5891
0.0269



Columng 6 through &

-(.6394
(1.1536
-0.6243
-(.6848
(.9106
1.0000
(.7044
-0.0455

-(. 4694
(0.0242
-0.4571
-(0. 3936
(1.5591
0.7044
1.0000
0.0746

-0.0559
-(). 23606
-0.0647
0.2511
(.0269
-(0.0455
(0.0746
1.0000



/

Predictorul FEV are cea mai mare corelatie (ignordnd semnul)
cu reziduurile modelului determinat (R2) (» = 0.0210).
Repetdm procedeul:




\

»B3=[1 G(1) BMP(1) FEV(1) ;1 G(2) BMP(2) FEV(2) ;
1 G(3) BMP(3) FEV(3) ;1 G(4) BMP(4) FEV(4) ;
1 G(5) BMP(5) FEV(5) ;1 G(6) BMP(6) FEV(6) ;
1 G(7) BMP(7) FEV(7) ;1 G(8) BMP(8) FEV(8) ;
1 G(9) BMP(9) FEV(9);1 G(10) BMP(10) FEV(10) ;
1 G(11) BMP(11) FEV(11) ;1 G(12) BMP(12) FEV(12) ;
1 G(13) BMP(13) FEV(13) ;1 G(14) BMP(14) FEV(14) ;
1 G(15) BMP(15) FEV(15);1 G(16) BMP(16) FEV(16);
1 G(17) BMP(17) FEV(17);1 G(18) BMP(18) FEV(18);
1 G(19) BMP(19) FEV(19);1 G(20) BMP(20) FEV(20);
1 G(21) BMP(21) FEV(21);1 G(22) BMP(22) FEV(22);
1 G(23) BMP(23) FEV(23);1 G(24) BMP(24) FEV(24);

1 G(25) BMP(25) FEV(25) |:
@



» b3=B3'\PE";

» PE3=b3(1)+b3(2)*G+b3(3)*BMP+b3(4)*FEV,
» R3=PE-PE3;

»A3=[V' ' H RV'FRC' TLC' R3'];

» corrcoef(A3)




Columns 1 through 5

1.0000
-0.1671

0.9261
-0.5519
-0.6394
-0.4694
-0.0618

-0.1671
1.0000
-0.1675
0.2714

0.1836
0.0242

-0.1227

0.9261 -0.5519 -0.6394
-0.1675 0.2714 0.1836
1.0000 -0.5695 -0.6243
-0.5695 1.0000 0.9106
-0.6243 0.9106 1.0000
-0.4571 0.5891 0.7044
-0.0726 0.1683 0.1080



Columns 6 through 7
-0.4694 -0.0613
0.0242 -0.1227
-0.4571 -0.0726
0.5591 0.1683
0.7044  0.1080
1.0000  0.1508
0.1508 1.0000




Predictorul RV are cea mai mare corelatie (ignordnd semnul)
cu reziduurile modelului determinat (R3), dar cum nivelul

de semnificatie este p = 0.0736 = 0.05, nu poate face parte
din model

Astfel:

PEmax= 120.8813 + 1.6093 o —1.2540 BMP+).7150 FEV




"regresia pas cu pas”
inversa

Datele utilizate la constructia modelului ,, regresia pas cu
pas inversd', sunt prezentate in Tabelul de mai jos.

- estimare | eroare standard = t-fest p

(b)
_____ Interoeptor ) 6354564 1270163 | 5002952 0.000046
G . 1.18671 | 0.30086 . 3.944453 1 0.000646

Ecuatia de regresie este:

PEmax = 63.55 +1.19-G.
N




In principiu, nici una dintre cele doud variante de
regresie multipld de mai sus nu este cea ideald.
Dacd vrem cel mai ,larg’ model, il alegem pe cel
.anterior’, iar dacd-| dorim pe cel mai ,strict’, il
alegem pe cel ,posterior’.




In final, vom aplica metoda regresiei multiple
standard.

Calculele efective sunt complexe, pentru aceasta
utilizéndu-se programele specializate.




vom lua ih consideratie toate cele noud variabile
explicative. Rezultatul aplicdrii acestei metode

es'l'e tabelul ur'rna'l'-:rr'

- estimare : eroare standard (b) t-test (15) 1 p
i11te1ceptm 137. 229 207.946 ~ 0.659 0.519




Nicio variabild predictivd nu trece pragul de 5%

al nivelului de semnificatie p.

Acesta nu este un criteriu absolut de acceptare a
modelului, asa ca vom luain consideratie si

prognoza astfel obtinutd, mai ales cd reprezentarea
graficd a reziduurilor indica un grad de acceptabil de

acuratete a modelului.




aloarea rncimala ar kp lalks

Graful repartitiel normale a fEZ8 oo ek




Ecuatia de regresie corespunzdtoare este data de

formula:

PE=137.23 — 1.79 BMP +2.87 G +1.49 FEV, +0.17 RV
-247V-03H-0.16 FRC+0.11 TLC-1.38 S




Utilizam ecuatia de regresie multipla pentru a obtine /
valorile variabilei dependente pentru orice valori individuale
ale variabilelor explicative.
In acest mod, pentru un anumit obiect cu atributele

predictive cunoscute, se deduce valoarea atributului
necunoscut, considerat ca atribut raspuns (outcome).




In cazul de mai sus, pentru un anumit pacient caruia |

se cunosc valorile celor noud parametri medicali predictivi,
| se poate prognoza, cu o acuratete suficientd, valoarea
PEmax, prin intfroducerea in ecuatia de regresie a valorilor
sale individuale.

Spunem cd, astfel, se obtine o valoare prognostic

(index prognostic), pe baza datelor cunoscute.




exemple

Prezentdam un exemplu fictiv de aplicare a metodei
regresiei liniare multiple in oncologie.

Sa presupunem ca dispunem de date referitoare la un
lot de 101 pacienti suferind de un anumit tip de cancer,
date ce reprezinta diametrului mediu al Tumorii (in mm),
varsta (ih ani), stadiul bolii (I, I, I, IV) si timpul

de supravietuire (in luni) din momentul diagnosticarii.

Y



Pentru a putea aplica metoda regresiei, vom coda
fiecare pacient ca un vector cu patru elemente,

X = (X1, 2 X3 ¥).
Din punct de vedere probabilistic, x; reprezinta o valoare

a variabilei aleatoare X, unde

X, reprezintd variabila aleatoare corespunzdtoare
diametrului mediu al fumorii,

X, reprezintd variabila aleatoare corespunzatoare varstei,
X5 reprezintd variabila aleatoare corespunzatoare

stadiului bolii,
¥ reprezintd variabila aleatoare corespunzdatoare timpului

de supravietuire.

e




Am simulat pe computer repartitiile acestor variabile,
folosind generatorul de numere (pseudo-) aleatoare,
urmand urmadtoarea schema:

variabila X, _gaussiand de medie 12 si deviatie standard 3,

variabila X; -gaussiand de medie 45 si deviatie standard 12,

variabila 5 -discreta

(valori/probabilitati: I=035, I=03, =025, IV=0,1),

variabila ¥ -gaussiand de medie 36 si deviatie standard 12.




Scopul analizei regresive efectuate:
de a stabili legatura intre variabilele predictive X7, X3 si X5
si variabila dependenta Y.

Concret, analizam legdtura ihtre factorii predictivi: diametrul
mediu al tumorii, varstd si stadiu si variabila dependenta
reprezentand timpul de supravietuire.




Scopul final: de a putea prognoza timpul de supravietuire al
unui pacient oarecare, care este similar din punct de vedere
medical celor din lotul analizat.

Se doreste extrapolarea rezultatelor obtinute pe acest lot
la 0 Thtreagd populatie (inferenta statisticad), in ipoteza ca

_lotul este reprezentativ pentru aceasta.




rezultatele analizei
regresive

Beta Coeficient b Nivel
. standardizat semnificatie p
Interceptor = s 0.00018

Diametru | 0.045 0.046 0 0647
- mediu : ;

...................................................................................................................................................................................................................................................................................
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ierarhia predictorilor

ierarhia predictorilor din punctul de vedere al importantei lor
ih influentarea timpului de supravietuire este urmadtoarea:

- I stadiul bolii,

- IT vadrsta

- III diametrul mediu al tumorii.




De retinut:

- semnificativ este aici doar stadiul, avénd un nivel
de semnificatie p <0.053,

- vdrsta este aproape semnificativa,

- iar diametrul se poate considera putin semnificativ

ih influentarea timpului de supravietuire.




Ecuatia de regresie liniara multipla este datd de:

Timp supraviefuire = 24.43 + 0.046 Diametru +0.15 Virstd +
+ 0.83 Stadiu.

Plecdnd de la aceastd ecuatie, se poate prognoza
timpul de supravietuire al unui nou pacient, care

nu face parte din lot dar este similar caracteristicilor
lotului.




De exemplu, dacd se prezinta un pacient care are diametrul
mediu al fumorii de 15 mm, varsta de 42 ani si este ih stadiul
I s5i este diagnosticat cu acest tip de cancer,

atunci introducénd aceste date personale ih ecuatie
obtinem timpul de supravietuire estimat la 34 luni,

cu un interval de ihcredere de 935%, dat de (31, 37),

adicd timpul de supravietuire poate lua orice valoare

din acest interval cu un grad de incredere de 95%.




Prezentdm, ih final, un exemplu de aplicare a regresiei
multiple ih domeniul imobiliar, la prognozarea pretului unei
case.

Datele se referd la un numar de 76 case din South
Eugene, Oregon, USA, din anul 2005 (Pardoe)




. Variabilele predictive ih acest caz sunt urmatoarele:

- X - suprafata casei (mii de m?);

- X, - categoria madrimii lotului (de la 1 la 11);

- X3 - numarul de bai;

- X4 - numadrul de dormitoare (intfre 2 si 6);

- X5 - vechimea;

- Xz - marimea garajului (O, 1, 2 sau 3 masini);

- Dy - indicator pentru , listare activd” (asteptare/vandut);

0




- Iz - indicator pentru Edison elementar;

- Dy - indicator pentru Harris elementar; l
- Dyg - indicator pentru Adams elementar; /
- Dy - indicator pentru Crest elementar;

- Dyy - indicator pentru Parker elementar ;

Ultimii indicatori, Dz - Dy; reprezintad indicatorii unor
scoli elementare din vecindtatea locuintelor
(localitatea Edgewood), care se iau ih considerare la
cumpdrarea unei case. ’

Y )




Primul model regresiv propus este de forma:
F=b[:| +£3'1 'E1+...+b5 "EE +.|E_:"l|.' - D:.' +...+b12 '.;"__,3'12

Deoarece analiza reziduurilor nu a produs o repartitie
suficient de normald a acestora, modelul nu este acceptabil
pentru prognoza.




O altd abordare, propune modelul neliniar de ecuatie:

F=f§'|:| +b1f1 +...+b4}f4 +i?5}53;i?4 +b5;’f5 +fﬁ'7}f§ +.EI'QD:.' +
+ bygDg + 511 D9 + by1o Dy + 513011+ b14 D5

care este validat din punctul de vedere al analizei reziduurilor.




Ultimul model propus, neliniar si acesta, de ecuatie

}'?=.I'1'_3'[:| +.I'1'_3'1_;5:r1_ +...+.I'1'_3'4;3£r4 +b5£3}f4 +b5£5 +b7;¥52 -I—bng.' +
+bl[:|DB +£3'11D9

se dovedeste cel mai performant.




principalele caracteristici
ale modelului 3

Estlmme: Eroarea standard | Nivelul de |

se(b) ; SEI]]I]]ﬂCHElE ;

: 5 P '
lestﬂnta 332478 106.599 . 0.003
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Rezulta cd ecuatia de regresie (neliniard) corespunzatoare
este datd de:

Y =33248+56.72X1+902X, —98.16X5 — 7891, +
+30.39X5X, +3.30X5 +27.42D + 67.06 Dg + 47.27 Dy




In concluzie, un cumpdrator oarecare poate sd
completeze variabilele predictive ale modelului

cu datele sale concrete, obtindnd astfel o prognoza
a pretului pe care ar trebui sa-| plateasca

ca sa dobandeascd o locuinta in acea zond.




IMPORTANT

- Se va evita un model provenind dintr-un esantion mic dar
avand multe variabile predictive.
Ca requla generald, numdrul de predictori nu trebuie
sd depdseascd valoarea #/10, unde #n este volumul esantionului.
- Alegerea automata a modelului pe baza unui program
statistic adecvat este normald, dar nu trebuie ignorat
bunul simt al practicianului ih evaluarea si validarea finala

a modelului.

L



- Variabilele explicative, puternic corelate intre ele, vor fi
de asa naturad selectate, incat sa fie inclus inh model doar
un ,reprezentant’ al lor si nu toate, pentru evitarea
redundantei.
- Pentru mai multa sigurantd, se verificd capacitatea modelului

pe alt esantion, dacd acest lucru este posibil.




studiu de caz cu
MATLAB

)

Aproximarea unui set de date {(x;,y;).1 £i<n} printr-o functie
polinomiald, respectiv mixt-exponentiald, (functiile 71 si 15)
folosind metoda celor mai mici patrate.

Este posibil ca pe curba aproximantd sd nu se gdseasca nici un
punct al setului de date, lucru ce deosebeste net aproximarea
de procesul de interpolare, caz in care toate punctele sunt
situate pe curba.

|




Functiile folosite sunt:
polyfit - functie ce returneaza coeficientii polinomului:

polyval - functie ce returneaza valorile polinomului ih

punctele {x,.1<:i<n}.




exemplu

Considerdm situatia numarului de pacienti internati intr-o
sectie a unui spital pe parcursul unui an, situatie reflectata
in urmatorul tabel, unde am codificat lunile anului in sensul:

Ianuarie = 1:
Februarie = 2:

Decembrie = 12




1 2 3 4 6 |7 (8 |9 |10 |11 |12
140 [ 110 | 120 [ 114 | 105 [ 90 | 70 | 50 (92 | 116 | 125 | 105

L

» =112 Y=[140 110120 114 10590 70 50 92 116 125 105].
» polyiit(3,Y . 4)
da1ls =
-0.0809  2.330906 -19.4963 48.6599 06 3081




» pol = polyval(p. X Y)
pol =
Columns 1 through 5
27.7244 1329691 1229516 106.4955 90.3388
Columns 6 through 10
791336 754468 79.7591 90.4660 103.8770
Columns 11 through 12
114.2162 113.6218




Sda desenam nh acelasi sistem de axe setul de date si
polinomul de gradul 4 ce-| aproximeaza:

» VI=p(L)Ap Q) XAp 3P " 2Hp(d) P30 3p (5PN 4,
» plot(Xyl.X.Y,'O')




25

05

w 10

1




Rezultatul nu este multumitor, datorita valorilor mari
ale ordonatelor.
In acest caz este necesard normalizarea datelor.

» Xe=(X-mean(X))./std(X)

NE =

Colunms 1 through 5

-1.5254 -1.2481 -0.9707 -0.6934 -0.4160
Colummns 6 through 10
-0.1387 0.1387 04160 0.6934 09707
Columns 11 through 12

1.2481 1.5254




»Ys=(Y-mean(¥))./std(¥Y):
» ps=polviit(Xs,¥s.4)
PE=
-0.5961 0.1525 2.1616 -0.5425 -1.0883
»y2=p=(1)+p=s(2)*F Xst+p=s(3)*F X "2Hps(4)* X "3+ps(5)*Xs. ",
» plot(Xs,v2,'k' . X8, Ys,'ko')
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Reziduurile, fiind diferentele intre valorile prognozate
si valorile reale, mdsoarad acuratetea aproximdrii cu
ajutorul polinomului construit.

Vom reprezenta grafic aceste reziduuri:




» rez=pol-Ys
rez =
Columns 1 through 5
-0.4983 0.9323 0.1198 -0.3046 -0.5951
Columns 6 through 10
-0.4411 0.2211 1.2079 -0.0623 -0.4921
Columns 11 through 12
-0.4377  0.3500
» plot(Xs.rez,"*)
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histograma reziduurilor
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Nu ne putem declara multumiti de rezultat si vom incerca sa
marim gradul polinomului de aproximare, sa zicem 9:

» pe=polyvit( s, Ye.9)
ps=
Colunms 1 through 5
-1.5418  1.0532 8.0954 -4.3763 -15.4076
Columnsg 6 through 10
4.6069 13.0780 0.4928 -4.2654 -1.0409
» =2y 2=ps(1)Hp=(2) 3. (n-1);
for n=3:9 y2=y2+ps(n)*Xs=."(n-1).end
» V2.

» plot(Xe.v2, K. X, Ys, ko")







A

» poll=polyval(ps. X, Ys), rez=poll-Ys; plot(Xs.rez,""")
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histoarama reziduurilor
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aproximarea prin combinatii
de exponentiale

Considerdm ca este necesar sa amintim cdin MATLAB
este posibild reprezentarea graficd in coordonate logaritmice
sau semi-logaritmice, prin utilizarea functiilor

loglog(x,y) scaleazd ambele axe utilizand logaritmul ih baza 10;
semilogx(x y) scaleaza logaritmic numai aza Ox;

semilogy(x y) scaleaza logaritmic numai aza Oy.




» logpl=polyfit{ X=z.logl0(Y).1);
logpl =
-0.0150  2.0105
» logpredl=10."polyval(logpl.Xs)
logpredl =
Columns 1 through 5
107.9731 106.9455 1059276 104.9194 103.9208
Columng 6 through 10
102.9317 101.9521 1009817 100.0200 990680
Columns 11 through 12
08.1257 97.1918
» semilogy (3 logpredl X, Y,"*)




10




»r=Y-logpredl; plot(Xs.r,'t)




histograma reziduurilor

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

- -




Vom incerca altda variantd de functie

» logp2=polyiit(3Xz.logl0(Y).2).
plogpred2=10."polyval{logp2,X=);
premilogy(X logpred2 XY, )

10




\

Reprezentdam grafic reziduurile precum si histograma lor. h
»1=Y-logpred?; plot(Xs.1.'+')
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Problema utilizarii regresiei neliniare la un set de date este o
procedurad euristicd, fiind necesare mai multe experimente si
folosirea cunostintelor specifice domeniului pentru obtinerea
unor rezultate bune




A

Regresia logistica




Ce se intdmpla ihsd in cazul in care una din variabile
este categoriald@?

In multe studii, variabila dependenta (variabila raspuns),
care trebuie dedusad din variabilele explicative, este o
variabila categoriald.

1




De exemplu, ih medicing, aceastd variabila poate

reprezenta diagnosticarea unei boli (DA sau NU)

a unui individ, pe baza unor date prelevate de la acesta
Astfel, in cursul analizei epidemiologice in studiul cancerului,
se colecteaza date privind un anumit numar de variabile
care ar putea influenta riscul de imbolnavire.

Pentru fiecare combinatie a diferitelor valori ale

acestor variabile trebuie estimatd probabilitatea

detectdrii aparitiei maladiei.




Exemple

/

Dacd vom considera cazul cancerului pulmonar,

ne propunem sd estimdm riscul de imbolndvire a

unui subiect de sex masculin, ih varsta de 58 ani,
care a muncit timp de 40 ani ca muncitor siderurgist
si care a fumat ih medie 20 tigdri pe zi, incepdnd cu
varsta de 16 ani. $




Alta situatie se referd laihcadrareain categoria
.fraudd” a unor tranzactii comerciale, pe baza
anumitor caracteristici ale lor.




Spre deosebire de cazul modelelor regresive liniare
multiple, ih care valorile ce trebuie estimate sunt numere,
ih aceastd situatie in care variabila dependenta

este reprezentatd de o variabild categoriala
(posibilitatea de a face cancer, sau de a produce

o fraudad), avand valorile: DA sau NU, problema se schimba.
Nu se mai poate folosi metoda regresiei multiple, pentru
care variabila dependenta era numericd, continud.




Regresia logistica

Plecdnd de la aceeasi filosofie ca si in cazul regresiei
multiple clasice, vom construi un model usor diferit,
cunoscut sub numele de regresie logistica liniara multipla,
pe scurt regresie logistica




Spre deosebire de regresia clasica, aici una sau mai
multe variabile predictive/explicative (variabile
independente) pot fi categoriale, obligatoriu
variabila dependentd, deci inh cazul acestui nou
model este vorba de caracterul nenumeric, calitativ
(categorial) al unora dintre variabilele sale.




Principiul de baza rdamdne acelasi ca si la regresia
multipld, diferenta constand in faptul cd dacd in
primul caz estimdm valoarea variabilei dependente
pe baza valorilor predictorilor, ih acest caz
estimam o fransformare a variabilei dependente.



Astfel, daca variabila dependentd are ca valori

binare afirmatiile DA si NU, spre exemplu imbolndvire
sau nu, rdaspuns pozitiv sau negativ la un tratament,
fraudd sau nu etfc., care codate au valorile 1 51 0,
atunci media acesteia reprezintd proportia indivizilor
din populatie cu caracteristica respectiva.




Exemplu

sd presupunem cd avem pentru 100 de indivizi,

65 rdaspunsuri DA si 35 rdspunsuri NU, adicd 65 de 1
si 35 de 0.

Media acestor valori va fi (65 * 1 + 35 * 0)/100 = 65/100
adicd 65% de DA.




In general, va rezulta ca modelul regresiv logistic

va estima proportia subiectilor/obiectelor care

vor avea aceeasi caracteristicd de interes pentru
studiul statistic, sau echivalent, probabilitatea

ca un subiect/obiect oarecare din populatie sa aiba

0 anumitd caracteristicd, de exemplu cancer pulmonar,
escroc.




Din punct de vedere practic, in locul acestei proportii

se ia ih consideratie o transformare aei.

Ratiunea pentru folosirea unei transformarii a proportiei
este aceea cd, in principiu, o combinatie oarecare

a predictorilor din ecuatia de regresie ar putea lua
valori ihafara intervalului [0, 1] de care poate apartine

o probabilitate, obtindnd astfel o aberatie din punct de

vedere matematic.




Cu alte cuvinte, se procedeazad la o ,normare’ a
intervalului valorilor produse de combinatia predictorilor,
adicd o transformare a acestuia in intervalul [0, 1].

si astfel valorile variabilei rdaspuns pot fi considerate
probabilitati.




logit

Metoda regresiei logistice constd in folosirea
transformarii fogit scrisd ca logif(p).

Concret, aici p reprezinta probabilitatea ca un
individ/obiect oarecare sad aiba caracteristica
de interes cerutd si deci (1 - p) vareprezenta
probabilitatea ca acesta sd nu o aiba.




In exemplul de mai sus, p este probabilitatea ca

un subiect din populatie sa aiba cancer pulmonar

sau sd producd o fraudd, iar (1 - p) sd nu aiba cancer,
sau nu producd frauda.




Raportul P s numeste sansa,

1-p

~
1-p
este numitd /ogaritmul (log-ul) sansei

iar transformarea logit(p) =In




Aceastd mdrime este importantd si deoarece

ajutd la compararea predictiilor intre subiectii/obiectele
care ad sau nu o0 anumitda caracteristica,

de exemplu pentru subiectii dintr-un lot cu varsta mai mica
de 40 ani fata de cei peste 40 ani.




In acest fel dacd prin aceastd noud caracteristica
introdusd ih analiza multimii studiate, obtinem o
divizare a acesteia ih doud grupuri, putem obtine
0 mdsurd a raportului sanselor intre cele doua
grupuri de subiecti/obiecte de a avea sau nu

caracteristica de baza care i diferentiaza.




Daca vom considera:

hy = logit(py)

log-ul sansei pentru primul grup si

Iy =logit(py)

log-ul sansei pentru al doilea grup, atunci:




Logaritmul riscului relativ

p1-QA-p2)

Pz (- p1)

reprezinta logaritmul raporfului sanselor, cu

alte cuvinte logaritmul riscului relativ pentru cele
doud grupuri, deoarece raportul sanselor aproximeaza
suficient de bine riscul relativ.

W —io =logit(py) - logit(p1) =In




Acesta este folosit uzual de exempluin studiile
epidemiologice, pentru a stabili conexiunea intre
maladie si expunere.




In concluzie, odatd gdsit /ogif(p), pe baza predictorilor,
dat de ecuatia de regresie logistica:

=.E?'[:| +£?'1;-'-'£rl +...+E?'llg:ﬂ'rl;:

logit(p)=In
1-p

prin transformarea inversd, exponentiald, se gdseste
valoarea probabilitatii p ca un anumit individ/obiect sa
aibd sau nu 0 anumita caracteristica (,eticheta” de
clasificare).




Exemplu

Pentru stabilirea legaturilor existente intre aparitia
hipertensiunii si urmdtorii factori de risc: fumat,
obezitate, varsta (sub sau deasupra valorii alese de
40 ani -codat 0 sau 1), vom aplica o analiza regresiva
logisticad.

Sd considerdm urmdtoarea situatie statistica,
descrisad in tabelul de mai jos




fumat | obezitate | varsta | numar numar subiecti cu
subiecti hipertensnme (%)
0 0 0 60 5(8%0)
1 0 0 17 2(11%0)
0 1 0 8 1(13%0)
0 0 1 187 35(19%)
1 1 0 2 ({0%0)
1 0 1 60 5(8%0)
0 1 1 51 15(29%)
1 1 1 23 8(35%0)

Total=433

total=79 (18%0)




\

Plecand de la acest tabel general, vom construi un tabel de
lucru, care rezumd, sintetic, toate posibilitatile existente.
Modulin care se construieste acest tabel este simplu:

ih primele doud linii ale sale se iau ih consideratie cele doua
situatii posibile de clasificare ale indivizilor

(hipertensiune = 1, normal = 0),

pentru situatia ih care variabilele explicative fumat,
obezitate si varstd au valorile egale cu O, indivizi care

nu fumeaza, nu sunt obezi si au varsta sub 40 de ani.

Mai departe se considerd toate combinatiile

posibile ale predictorilor.




fumat | obezitate | varsta | numar | hipertensiune
0 0 0 55 0
0 0 0 5 1
1 0 0 15 0
1 0 0 2 1
0 1 0 7 0
0 1 0 1 1
0 0 1 152 0
0 0 1 35 1
1 1 0 2 0
1 1 0 0 1
1 0 1 55 0
1 0 1 5 1
0 1 1 36 0
0 1 1 15 1
1 1 1 15 0
1 1 1 8 1




In cazul a 3 variabile explicative avem 16 combinatii
posibile ih total, iar daca vom considera 4 variabile
explicative, vom avea 64 de cazuri posibile in total.
Toate variabilele explicative au fost codate

(O = Nusi 1 = DA).

Calculul nu se poate face ,manual’ din cauza volumului
mare de munca.



Prezentdm mai jos tabelul privind analiza regresiei
logistice pentru cazul de mai sus, conform STATISTICA

Estimare Eroarea Nivelul de
| standard se(b)§ semnificatie

Constantd  -2378 = 0.380




Se observd din acest tabel cd cel mai important
factor de risc pentru hipertensiune este reprezentat
de obezitate (» =0.015), urmat de varstd (p = 0.028),
ih timp ce fumatul nu pare a fi semnificativ (» = 0.81).

Am obtinut si o clasificare a importantei variabilelor
explicative asupra variabilei rdspuns (ierarhizarea
acestora), ierarhie obtinutd pe baza nivelului de
semnificatie p.




Ecuatia de regresie logistica corespunzdtoare este

datd de:
logit(p) =-2.378 — 0.068 - fitmat+ 0.695 - ohezitate +

+ 0.872 -varsta




Avem de rezolvat problema clasificarii unui individ
oarecare ca fiind predispus sau nu la hipertensiune,

pe baza atributelor (caracteristicilor) fumat, obezitate
sau varsta.

Se considera valorile concrete ale acelui individ privind
cei trei factori de risc enumerati mai sus, care se vor
introduce in ecuatia de regresie.

Va rezulta valoarea /ogif(p) corespunzdtoare, care va
estima riscul ca individul respectiv sa fie sau nu predispus
la hipertensiune.




Ecuatia de regresie logisticd se mai poate folosi si in
scopul de a compara probabilitatile de predictie a
hipertensiunii pentru diferite grupuri, de exemplu
pentru cei cu vdrsta sub 40 ani fatd de cei peste

40 ani.

Astfel, coddnd ca mai sus, cu 0 subiectii sub 40 ani si
cu 1 pe cei peste 40 ani, si utilizdnd ecuatia de regresie
de mai sus, obtinem cele doud variante ale sale:




fogit (P yaraiawan ) = —2.378 — 0.068 - fimat + 0.695 - abezitate +

+0.872
Logit( P paretaedn) = —2.378 —0.068 - fumat + 0.695 - abezitate




Se obtine astfel ca:

Logit(Pygratana0) = LoER(Pygraa<an) = 0.872.
Rezulta cd raportul sanselor hipertensiunii asociat

cu nivelul de varstd considerat mai sus (de 40 ani)
este ¢”%'2 =23017  valoare care poate fi interpretatd astfel:

.riscul de a face hipertensiune peste varsta de 40 de ani
este de 2,39 de ori mai mare decdt sub aceastd varsta”

\“v




Exemplu

Studiul lui Tuyns et al., 1977 in departamentul Ille-et-Vilaine
din Bretania este un studiu caz-control cuprinzénd in lotul
caz 200 bdrbati diagnosticati cu cancer esofagian iar in

lotul control un numar de 775 adulti alesi aleator din

aceiasi localitate.

In acest studiu au fost alesi ca factori de risc consumul

de alcool si de tutun mdsurate in g/zi.




caz control
Farstd (ani)
25-34 1 115
35-44 0 190
45-54 46 167
55-04 70 166
65-74 55 106
75 + 13 31
medie 60.0 50.2
dev. Std 0.2 14.3




confrol

caz
Alcooil (g / z1)

(-39 29 3806
40-79 75 280

80-119 51 a7

120 + 45 22
medie 84.9 44.4
dev. std. 48.4 31.9




caz control
Tutun (g / 21)

0-9 78 447
10-19 58 178
20-29 33 09
30 + 31 51

medie 16.7 10.5
dev. std. 12.9 11.9




Avem sase categorii de varstd iar factorul de risc
principal este consumul de alcool.

A fost ales un prag al consumului de alcool de 80 g/zi,
astfel incat ih ceea ce priveste expunerea, subiectii
cu valori sub acest prag au fost codati cu O iar cei cu
valori peste acest prag au fost codati cu 1.




Strat expunere | caz | Total(caz + control)

varsta
1 1 1 10
1 0 0 106
2 1 4 30
2 0 5 169
3 1 25 54
3 0 21 159
4 1 2 6o
4 0 34 173
5 1 19 37
5 0 36 124
& 1 5 5
G 0 ] 390




\

In urma procesarii computerizate (STATISTICA),
s-a obtinut riscul relativ (raportul sanselor) corespunzator l
consumului de alcool egal cu 5.31 iar intervalul corespunzator

de incredere de nivel 95% este (3.66,7.71),

de unde tragem urmdtoarea concluzie:

.exista un risc semnificativ ridicat dat de depdsirea limitei
de 80 g/zi ih declansarea cancerului esofagian” (deoarece
1 nu apartine acestui interval).




Se pot face analize regresive mai complexe, care sa tina
seama si de actiunea concertatd a doi sau mai multi factori
de risc.




Analiza discriminant

Un model de regresie logistica permite prognoza unui
anumit rdaspuns in functie de o serie de factori
predictivi, realizénd in acest mod o clasificare

a unor subiecti/obiecte ih doud clase distincte in
raport cu acest raspuns.

Aceastd impdrtire a unui grup de obiecte ih doua
categorii distincte este cunoscutd in Statisticd sub
numele de Analiza discriminant




Putem utiliza modelul regresiv logistic pentru
calcularea /ndicelui pronostic (sau index diagnostic
in medicing).
Definind L ca fiind log-ul sansei p, rezulta ca:
L=]111i=b[j +£3'1 _;5__,1 + ...+ b.f-: 'X;:
—F
unde avem A variabile explicative in model.



Astfel, ih cazul primului exemplu, considerdnd doar

factorii predictivi obezitatea si varsta, obtinem urmatorul
tabel cu valorile lui £, precum si proportiile corespunzdtoare
de pacienti.

Obezitate | Varsti L = p  Proportie
. observati

Nu Nu -2.392 8% 0.09% (7/77)
____ Ba T T L85 1590665 (A1)
) T ReRT T AT
(48/272)

S NS NS NN - . | SN 1| S

- Da - -0.831 130% | 0.31% (23/74




Se observa din acest tabel cd, de exemplu, riscul
hipertensiunii este mare (30%) th cazul subiectilor obezi

si ih vdrstd de peste 40 de ani, ih timp ce ih cazul subiectilor
cu greutatea normalad si sub 40 de ani, riscul scade la 8%.




Am considerat doar cazul ih care variabilele explicative
sunt de asemenea categoriale.

Nu existd niciun impediment ih a considera modelul
regresiv logistic siinh cazul valorilor numerice ale
acestora.

Singura variabila care trebuie sd fie categoriala

este doar variabila dependentd, adicd cea care da
eticheta de clasd (categorie).
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