3. Functii continue

3.1. Considerand spatiile liniare normate (E,|| || ), (El," ||1 ) si functia f:4—>E,;, Ac E, vom spune

cd exista lim f(x)=/, x, € A", dacd oricare ar fi £>0 existdi § =5(¢), astfel incdt Vxe 4\{x,} cu
X—>Xg

||x—x0||< 0, avem ||f(x)—l||1 <e&.

Q Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. lim f(x)=1/

X—)XO

2. oricare ar fi sirul (x,), € A\{x,} convergentla x,, avem lim f(x,)=1
n—»0

(criteriul lui Heine).

. | . N 1 .
- Nu existd limsin—, deoarece considerdnd sirurile convergente la zero x, = si
=0 X 2nw
1 . . .
y,=——,neN, avem: f(x,)=sin2nz=0 = lim f(x,)=0 si
2nz+ " "
2
. T .
f(,)=sin2nz+—=)=1= lim f(y,)=1.
2 n—w
. . xy C A . xy
- Nu exista lim ———, deoarece restrictionand functia f(x,y)=———— |la
(©2)=(0.0) x* 4 y? PR
2
y=m-x,meR\{0} avem f(x,mx)= zmxz > = mz
X" +mx 1+m

Restrictia functiei depinde doar de parametrul real m si astfel putem afirma ca nu exista limita.

Intr-adevir considerand sirurile convergente la (0,0), (x,,y,)= [l,lj si (x;,, y;) = (l,gj,
non non
) 1 L2 ) .
neN avemf((xn,yn))ZE, f((x,,,y,,)):g, VneN ,ceeace implica

im (570 ==, respectiv lim f((xy, y)) ==
n—w 2 n—»o 5

In continuare ne vom ocupa de calculul limitelor de functii, in anumite cazuri particulare si anume
cazul functiilor vectoriale de variabila reala si cazul functiilor reale de doud, eventual trei variabile reale.
Q Fiefunctia f:A—>R", AcRdatade f(x)=(f;(x), f5(x)seees [, (X)), unde f,, :A>R, 1<k<m.

Avem lim f(x)=1=(,,l5,...,1,) € R™ dacd si numai dacd lim f,(x)=1,,1<k<m.
X—)Xo

X—)XO

Q  Pentru functiile f,g:4—>R, AcR" ce au urmatoarele proprietati:

" |f(x1 3 X5 ey X, )| <g(x,X5,000%,), V(X,X5,..,X,) € A

. 0 .0 0
" lim  g(x;,%5,.0,%,)=0, x5 =(x7,%X5,..,x,)€ A’



avem lim  f(x,x5,.,%x,)=0.

. 1
- lim ,lxz +y?+z? COS————— = 0, deoarece

(x,,2)—(0,0,0) x2 +y2 +z
1 . .
\/x2+y2+22 cos——————| <qfx? +yt 4z i lim 1bcz+y2+z2 =0;
x2 +y2 + 72 (x,,2)—(0,0,0)
. x? -y3 . . |a 'b| 1
- lim —— =0, deoarece folosind inegalitatea <— avem:
@000 x* 4y a’+b?
2.3 2
X7yt x
4 4 |y|<—|y| o0 2 |y|
X +y x* +y (x, y)—>( )
Exercitii propuse
PRI
1. Studiati existenta urmatoarelor limite: lim cosx ; lim
X—>+%0 (x,0)=(0,0) x© 4 y6
2. Calculati limitele urmatoare:
- limyx—1-sin
x—1 .X' _1
. vx +y +1-1 . vx4~y4+l—l . arctgxz-y2
- lim ﬁ 5 lim ﬁ 5 lim ﬁ .
@=00  x*iy @0)=00  x* 4y @0)=00  x2 4y

Sa vizualizam iIn MATLAB, cateva limite importante, realizand astfel nu numai reamintirea unor
formule cunoscute, ci si perceperea efectiva a acestor rezultate:

. 5 T | . S A
- Pentru a ilustra ca nu exista lim sin — , vom tabela functia pentru valori pozitive si negative, in
x—0 X

jurul lui zero, si apoi vom desena graficul functiei:

» x=[-.1;-.01;-.001;-.0001;-.00001;-.000001;.000001;.00001;.0001;.001;.01;.1];sin(1./x)
ans =
0.5440
0.5064
-0.8269
0.3056
-0.0357
0.3500
-0.3500
0.0357
-0.3056
0.8269
-0.5064
-0.5440.

Din tabel se observa ca functia ia valori diferite in jurul originii
Sa desenam graficul functiei pe (-0.5,0.5)



»x=-.5:.01:.5;y=sin(1./x);plot(x,y)

- Pentru a vizualiza rezultatul cunoscut lim(l1+x)* =e, vom tabela pentru inceput functia pentru
x—0

valori la stanga si la dreapta lui zero, suficient de apropiate de zero.

» x=[-.1;-.01;-.001;-.0001;-.00001;-.000001;.000001;.00001;.0001;.001;.01;.1];

(2+x).M1./%)
ans =
2.8680
2.7320
2.7196
2.7184
2.7183
2.7183
2.7183
2.7183
2.7181
2.7169
2.7048
2.5937

Se observa din tabel, ca pe intervalul (-0.0001,0.0001) valoarea functiei este aproximativ e.

Sa desendm si graficul restrictiei functiei la intervalul (-0.7,0.7)

» x=-.7:.01:.7; plot(x,(1+x).~(1./x))




NPT . ! A . N .
- Savizualizam alt rezultat cunoscut: lim x-sin— =0, tabeldnd functia pentru valori cat mai
X—0 X

apropiate de zero si desenand apoi graficul acesteia pe (-0.5,0.5).

x=[-.1;-.01;-.001;-.0001;-.00001;-.000001;.000001,.00001;.0001;.001;.01;.1];x.*sin(1./x)
ans =
-0.0544
-0.0051
0.0008
-0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0008
-0.0051
-0.0544

» X=-.5:.01:.5;plot(x,x.*sin(1./x))

Symbolic Math calculeaza limite de functii reale de variabile reale: declardm ca lucram cu
expresii simbolice de x si dacd avem de calculat lim f(x), vom scrie limit(f,a)

x—a
- Sacalculam:

lim x -sin l ; lim ad ; limcos l ;0 lim In(x=1) ; lim ln_x
x—0 X x>0 x x—0 X x—>2 x2 —4 x—0 X
» Syms X
» f=x*sin(1/x);limit(f,0)
ans =

0

» g=tan(x)/x;limit(g,0)
ans =
1



» h=cos(1/x);limit(h,0)
ans =
1.1

F=log(x-1)/(x"2-4);limit(F,2)
ans =

Yy
G=log(x)/x;limit(f,0)

ans =
NaN

in acest ultim exemplu, raspunsul corect este —oo , Symbolic Math raspunzind NaN= Not a
Number.

3.2. Considerand spatiile liniare normate (E ,|| || ), (E|,

||1) si functia f:4—>E,, Ac E, vom spune

cd f este continua in x, € AN A" daca existd lim f(x) si este egald cu f(x,). Daca functia f este
X=X,

continua in fiecare punct din A4, spunem ca f este continud pe A .
Sa consideram functiile f,g:4— E,,unde AC Esi xyj € AnA4":

Q Daca functiile [ si g sunt continue in x, atunci functia f +g este continud in x .
Q Daca functia | si functia a: A— R sunt continue in x, atunci funcfia «- [ este continud in x,.
Q Compunerea a doud functii continue este o functie continud.

Intr-un spatiu metric (X,d), multimea K este compacti daca orice sir din K contine un subsir
convergent. in K .

Q  In R" 0 multime este compactd dacd si numai dacd este marginitd si inchisd.
Functiile continue pe multimi compacte prezinta un interes deosebit:

Q Imaginea prin f a unei multimi compacte este o multime compacta.

Q Daca o functie reald, definitd pe o multime compacta K este continud pe K , atunci este marginitd pe
K i isi atinge marginile.

Spunem ca o functie f: 4 —> R este uniform continua pe 4 cR daca oricare ar fi £>0
existd 0 =0(¢) astfel incat Vx,,x, € 4 cu |x1 —x2| <0 sdavem |(f(x1)—f(x2 )| <e.

Se observa ca o functie uniform continud pe A este continua in orice punct din 4, reciproca nefiind
adevarata.

Spunem cé o functie f : 4 > R este functie lipschitzianid pe 4 c R daca exista L >0 astfel
incat |(f(x,) =/ (x,)| <L-|x; —x,

, Vx,x, €4.
- O functie f:R — R derivabild, cu derivata marginitd pe 4 — R este lipschitziand pe 4 .

Q O functie lipschitziana este uniform continud .



- Functia f:R—R, definiti prin f(x)=2x+3sinx are derivata  marginitd

| f ’(x)| = |2 +3cos x| <5, este lipschitziana, deci uniform continud pe R.

» x=-10:.1:10;plot(x,2*x+3*sin(x))

Q O functie f:(a,b) >R, (a,b) CR, continua pe (a,b) care admite asimptota verticalda x=a sau
X =b nu este uniform continud pe (a,b) .
I
- Functia f(x)=2* nu este uniform continua pe (0,+o) deoarece x =0 este asimptotd verticald
1
(lim2* =4m).
gy

»x=0.2:.1:10;plot(x,2.7(1./X))
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0 1

Ay 1




In continuare vom prezenta o teorema importantd, care ne spune ca pe o multime compacti
notiunile de continuitate si uniform continuitate coincid

O Daca o functie f : K >R, unde K c R este o multime compactd, este continud pe K , atunci este
uniform continud pe K .

- Functia f:(-1,00) > R, definitd prin f(x)=In(x+1) este uniform continud pe [3,10], fiind
continua pe acest compact.

» x=3:.1:110;plot(x,log(x+1))

m} 20 40 =1u] j=1u] 100 120

O O functie continud pe R, ce admite asimptote orizontale sau oblice la too este uniform continud pe R.

2x—1
\/x2+9

asimptotd orizontala la +o0 si y =-2 la —oo , asadar este uniform continua pe R.

- Functia f:R— R definitd prin f(x)= este continud pe axa reald si are y=2

»x=-10:.1:10;plot(x,(2*x-1)./sqrt(x. 2-x+1))

- n
-10 -8 -B

X

- Functia f:R— Rdefinitd prin f(x) = > este continud pe R si are ca asimptotd oblica la

x“—x+1



too dreapta y = x+1, deci este uniform continua

»Xx=-10:.1:10;plot(x,(x.*3+7)./(x."2-x+1))

Am considerat ca fiecare functie exemplu este necesar a fi insotita de graficul sau, pentru o mai
buna intelegere a notiunii de uniform continuitate.

Exercitii propuse

Stabiliti care din functiile urmitoare este uniform continud pe multimile indicate, justificand
temeinic raspunsul:

fi(x)=4x+arctg2x, x €R,;
fH(x)=In(x-2),xe(2,10); f,(x)=In(x-2),x €[3,4];

fr(x) = T—x, xe[0,1];
Vi+x

x-—1

fa(x) =———,
) Vax? +1
fs(x)lex2 +1,xeR.

In incheiere studiem transferul de continuitate la siruri si serii de functii:

xeR;

Q Functia limita unui sir de functii continue (f,),, f,:A—>R, AcCR, uniform convergent pe A,
este continua pe A . (transfer de continuitate).

2n+l | x

- pentru sirul de functii (£, ), , unde f, :R— R este definitd de £, (x) = > ¢ —**1

2 4x? +4

x eR;

functia limita este



—x+1
Vx?+4
2-¢7!

S(x)= msx:—
e

——,x=1

1+ \/5

xe',|x[>1

functie ce este discontinud in 1, deci discontinua pe [-2,2]; functiile f, sunt continue pe [-2,2]

si astfel rezulta ca sirul considerat nu converge uniform la f pe [-2,2]

Jxll

L,

O proprietate asemanatoare avem in cazul seriilor uniform convergente:

Q Considerdnd un sir de functii continue (f,),, f, :A—>R, AcR, daca seria Z S, este uniform

n=1
convergentd pe A atunci suma sa, s, este o functie continud pe A .
In 2.2 am demonstrat cu criteriul lui Weierstrass convergenta uniforma pe R a seriei de functii

_ln.x2 N ~1 n'x2 ) )
E ()—4; functiile £, (x) =(4)—4 sunt continue pe R si astfel putem afirma ca suma
‘50 X +n x"+n

seriei este o functie continua pe R.

In particular seria de puteri Z a, - (x—x,)" defineste o functie continua
nz0

fi(xg—R,xy +R) >R, f(x)=Zan “(x—xy)" ,dacd R <+
n=0

sirespectiv. f:R— R, f(x)= Zan “(x—xy)" ,dacd R=+w.
n=0
Exercitii propuse

Este sirul de functii (f},),,unde f, :R— R este definita prin
(x2+2)-x¥ —In(x +Vx% +1)
Sfu(X)=
x2 x4

uniform convergent pe [-3,3]?

,neN,

2
- 2-x . .
- Este suma seriei E —~ 7 © functie continud pe R?
n>1 n +x

3.3. Functia vectoriald y:[a,b] >R® y(t)=(f(t),g(t)), continui pe [a,b], se numeste curbi
parametrizata in R%, in timp ce functia vectoriala continua y :[a,b] >R y(¢) = (f (1), g(t), h(t)) este o

curbi parametrizati in R?
Definim o reprezentare parametrica a curbei prin:

B x=f(1)
, {x 10 T
: tela,b] respectiv y:<y=g({) tela,b].
y=g() 2= h(t)



Imaginea y([a,b])=(y) = R* se numeste urma curbei 7, y(a) si y(b)se numesc capetele curbei; daci
y(a)= y(b), y este o curba inchisa.

Pentru a desena, utilizind MATLAB, urma unei curbe » din R* de ecuatii parametric

{x =1

y=g(@)

tela,b] (*), folosim urmatoarea sintaxa:

»t=a:h:b; plot(f(t),g(t))

- Identificind R? cu planul xOy , urma curbei y:[0,27]— RZ definitd prin  y(f) = (cost,sin )
este cercul unitate (cu centru in origine, de raza 1) : () ={(x,y)e R% x*+y*=1}. Este o
curba inchisa deoarece y(0)=y(27) =(1,0).

»t=0:pi/50:2*pi;plot(cos(t),sin(t))

Pentru a desena utilizind MATLAB, urma unei curbe y din R®, de ecuatii parametrice

x=f(
y:3y=8() tela,b], folosim urmitoarea sintaxi:
z=h(t)

»t=a:h:b; plot3(f(t),g(t),h(t)).

- Curba y:[0,27] > R®, definiti de y(f)=(cost,sinz,3) are ca urmd cercul {(x,y,z)e R®,

x?+yr=12z=3}.

»t=0:pi/50:2*pi;plot3(cos(t),sin(t),3*t.~0)

10



Consideram ca merita retinutd maniera de a scrie ecuatiile parametrice ale cercului pentru a putea
folosi functia plot3; dacd am scrie z =3, am obtine urmétorul rezultat:

»t=0:pi/50:2*pi;plot3(cos(t),sin(t),3)
??7? Error using ==> plot3
Vectors must be the same lengths.

Pentru y :[a,b] > R™, m e {2,3}, curba parametrizata fixata, putem defini y~ :[a,b] —> R™, prin

y (t)=y(a+b—t),curbd numitd opusa curbei y . Remarcam ca urmele curbelor y si ¥~ coincid.

Daci F:A4—R, Ac R? este o functie continud, multimea
2
{(x,y) e R F(x,y)=0}
este urma unei curbe in R* si F(x, y) = 0 se numeste ecuatia carteziani a curbei.

Sa obtinem ecuatiile parametrice ale unei curbe definite prin ecuatia carteziana.
Folosind ecuatiile ce leaga coordonatele carteziene (x, y) de coordonatele polare (r,7):

xX=r-cost

. te[0,27],r20 *)
y=r-sint

scriem intr-o prima etapa ecuatia curbei in coordonate polare = @(¢), apoi inlocuim pe r cu @(¢) in

formulele (*).

- Multimea { (x,y) €R| x4 y2 =9 } este cercul cu centrul in origine, de raza 3. Ecuatia acestui

cerc in coordonate polare este r=3 si astfel ecuatiile parametrice ale cercului sunt
x=3-cost
. te[0,2x].
y=3-sint
- Sascriem ecuatiile parametrice ale curbei de ecuatie carteziana x2+ y2 —-y= (x2+ y2 .
Inlocuind coordonatele carteziene cu cele polare obtinem:
r? —rsint=r,adica r=1+sin¢ si astfel avem
{x =(l+sint)-cost

. . , 1€[0,27]
y=(l+sin¢)-sint

»t=0:pi/50:2*pi;plot((1+sin(t)).*cos(t),(1+sin(t)).*sin(t))

11



0.5

2 2
- Pentru a scrie ecuatiile parametrice ale elipsei {(x, y) € R?| —2+y—2 =1} folosim coordonate
a” b
A X=a-r-cost
polare generalizate: . te[0,27]
y=b-r-sint

Ecuatia elipsei in coordonate polare generalizate este r=1 si ecuatiile parametrice sunt

X=a-cost
{ . t€[0,27]
y=b-sint

In cazul in care este datd ecuatia curbei in coordonate polare r = ¢(¢) este mai simplu sa scriem

ecuatiile parametrice ale curbei, avand doar de inlocuit in ecuatiile (*) » cu ¢(¢) .

- Ecuatia spiralei lui Arhimede in coordonate polare este »=¢, ¢€[0,47] si astfel ecuatiile

) X=t-cost
parametrice vor fi . tel0,4r].
y=t-smt

»t=0:pi/50:4*pi;plot(t.*cos(t),t.*sin(t))

12



Exercitii propuse

X =cost
1. Desenati urma curbei, de ecuatii parametrice § y =sint ¢ <[0,107]
z=t

2. Scrieti ecuatiile parametrice ale curbelor ale céror ecuatii in coordonate carteziene sunt:

0 \/xz +y2 = arctgl;
X
0 wlxz +y2 -arctglz 1;
X
si desenati in MATLAB aceste curbe.

3. Scrieti ecuatiile parametrice ale urmatoarelor curbe ale céaror ecuatii in coordonate polare sunt
date; desenati utilizind MATLAB urmele acestor curbe

1 1
o r= ” te [5,10] (spirala hiperbolica);

o r=1-2sint,t€[0,27].

3.4. Revedeti din manualul de algebra de clasa a XII-a notiunea de aplicatie liniara
Unei aplicatii liniare 7: R" — R™ i se asociazd matricea

M =(Tel,Tez,...,Ten),

unde {e,,...,e,} este baza uzuala din R", adicd vectorii Te; formeaza coloanele lui M, si astfel studiul
aplicatiilor liniare in spatii finit dimensionale se reduce astfel la studiul matricelor corespunzatoare.
Daca (E," ||) si (El,” "1 ) sunt spatii liniare normate, aplicatia liniard 7 : £ — E| este continui

in x, € E dacd Ve >0 existd J > 0astfel incat ||x—x0|| <6 implicd "Tx—TxO"1 <e&.
Aplicatia liniard 7:E — E, este marginitd dacd existd un numar pozitiv M astfel incat
||Tx||1 <M ||x||, VxekE.

Q Conditia necesara si suficienta ca aplicatia liniara T:E — E, sa fie continud este ca T sa fie

marginita.
si astfel:

Q Orice aplicatie liniara T :R" — R"™ este continud.

3.5. Intr-un spatiu metric (X,d), o functiec f:4—> X, Ac X este o contractie daca exista C (0,1),

astfel Incat:
d(f(x)), f(x)<C-d(xy,x,), Vx|, x, €E.

- O functie f:R— R, derivabild cu derivata marginitd de 1 este o contractie.
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Q Daca intr-un spatiu metric complet (X,d), functia f:A4—> X, unde multimea A X este inchisd,
este o contractie, atunci f admite un punct fix unic x, adica f(x)=x.

In plus, alegind x,un punct oarecare din A, sirul: xy,%x; = f(Xg)ser Xpp1 = f(X,),...converge la x si

n

avem: d(x,, ;) < " -d(xy, f(xg)). (Banach —metoda aproximatiilor succesive a lui Picard).

- Sé& studiem folosind principiul contractiilor, convergenta sirului definit prin relatia de recurenta

3x5+l
Xg=17,x,, = o ,n=0 .

n

2
Consideram functia f : [107°,00) > R definitd prin f(x)= 37+l

; functia nu este definitd in

x =0, pentru a folosi principiul contractiilor domeniul de definitie trebuie sd fie o multime
inchisa si astfel am ales intervalul [107>, ) .
3

3 1 o . . .
Calculand f'(x) = ST avem | f ’(x)| < 3’ Vxz— si din aplicarea teoremei cresterilor
S5x 10

. . 3 1 . P

finite obtinem: |f(x1)—f(x2)|£g-|x1 —x2|, VX, x, 2 —, deci f este o contractie. Sirul in
10

studiu este sirul aproximatiilor succesive din principiul contractiilor, pentru functia

2
f(x):3x +1

si converge la punctul fix al functiei, pe care-1 determinam rezolvand ecuatia:

5x
2
1 . - 5 L
X , in multimea [10™,c0) . In concluzie lim X, = ﬂ .
X n—o 2

Sa scriem un program, pentru a aproxima cu doud zecimale exacte, limita sirului definit prin
3x2 +1

relatia de recurentd x, =17,x,,, = . ,n>0, folosind principiul contractiilor —metoda
x

n
aproximatiilor succesive:

Evaludm |;—x,, I< | xg—f(x0)|; avem xlzf(17):%; |x1—x0|:% si astfel

123
5
3 n
5] 577 (3)"
xSy = —-H S astfel
3 34 |5
1-=
5
»n=2:x=(577/34).*(3/5)."n, while x>0.001 n=n+1;x=(577/34).*(3/5)."n;end
» [n]

ans =
20
» termen(1)=17; for i=2:20 termen(i)=(3/5)*termen(i-1)+1/(5*termen(i-1));end
» termen(20)
ans =
0.7071

Sa verificdm ca schimband primul termen intr-un asemenea sir limita rdméne neschimbata si
2
3x, +1

4 1 . <
anume fie x, =1,x,,, = ,n>0;acum avem x, =f(x0):g, | x; —x |:g si evaluam

n

14



|;_xn |S

» N=2;x=(1/2).*(3/5).”n, while x>0.001 n=n+1;x=(1/2).*(3/5)."n;end
» [n]
ans =
13
» termen(1)=1; for i=2:20 termen(i)=(3/5)*termen(i-1)+1/(5*termen(i-1));end
» termen(13)
ans =
0.7071

Exercitii propuse
1. Scrieti un program pentru a aproxima cu doud zecimale exacte limita girului definit prin relatia de

. 2x5 +3
recurentd x, =6, X, =

,n >0, folosind principiul contractiilor—metoda aproximatiilor

n

succesive
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