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Limite de functii

Fie (X.,d) si (X,,d,), doud spatii metrice,
o functie /: 4> X,,unde Ac Xsix;eA;

existd lim 7(x)=!, daci:
X=X

Ve>0 d6=25(g) astfelincat vxe A\{x;} cu d(x,x;) <&
avem 4, (f(x)l)<e.




existd lim ;(x)=1I, daci:
X=X

oricare ar fi bila B, ({,s) exista B(x,,5=8(s))
astfel thcat avem:

J (A= ) m B(xp,0)) < B e).




In cazul (E,|
functiei /14— E, ACE,

existd lim f(x)=1!, x, e A, daci
X—#I

Ve>036=4(s), astfel incdt wxe A\{x;} cu |x-xy|< 3,
avem |f(x)-I|<&.

), (Ep,|| |, ) spatii liniare normate si a




exemplu

« Pentru a vizualiza rezultatul cunoscut:
. SInx
lim — =1,
=0 i
vom tabela pentru inceput functia pentru valori la sténga

si la dreapta lui zero, suficient de apropiate de zero.

»x=[-.1:-.01:-.001;-.0001:.0001:.001:.01:.1]:(sin(x))./x
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criteriul lui Heine

o Fie (X.d) si (X,,d,), doud spatii metrice,
o functie /: A— X,,unde Ac Xsix;eA
urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

1. lim 7(x)={

J.’%*J.’D

2. oricare ar figirul (x,), = A\{x,} convergent

la x,, avem lim f(x,) =/
H—*0




exemple

= e [ [ 1 [ e [ [
« Nu existd lim sin =, deoarece considerand sirurile
x— AL

sl y, = ! neN

-ﬁ'ﬂrl-‘ Fl"
-.r

avem:

f(xﬂ)=si11i=siulmr={}:> lm f(x,)=0

H—3i0
H

Fy, }—&ﬂli—&ﬂl{gﬂf+—} 1= lm f(y,)=1.

Y n




»x=[-.1;-.01;-.001;-.0001;.0001;.001;.01;.1]:sin(1./x)
ans =

0.6440
0.6064
-0.8269
0.30b6
-0.30b6
0.8269

-0.5064
-0.b440.




fix)=sini1/x)




« huexista lim i
()= 00 2 4y

xy

I2+_}’

{(x,y)|y =m-x},meR\{0} si avem:

2
FHA 1

Flx,mx)= =
::n:2 + mzxz 1+ mz

Restrictia functiei depinde doar de parametrul real m deci
nu existd limita.

restrictionam functia f(x,y) = la multimea




considerdand sirurile cﬂnvergenfe la (0.0),

11 2 .
(XY 0) = ——\5! (X Jin) = ,neN
I'xﬂ Hx
avem
1 2 .
JUx .y ==, f(x,,, }’H}}—;, TheN
deci

_n|l_-.l

i £((5.9,) =5 $iln £((5,.,)) =

¥1—oo ¥ —3o0







Fie (.¥,4)un spatiu metric, (Z,| |)un spatiu liniar normat
functiile f,g: A— F,undedcCc X¥si x;e A'.
Folosind criteriul lui Heine putem demonstra ca:

g Im (f+2)x)=lm 7(x)+ lm g(x);

J.’%J.’D J.’%J.’D I%ID

o lim (e N(x)= lim e(x)- lim f(x),unde o:.4—>R.

I%ID J.’%J.’D J.’%J.’D




o Fie (X.d),(X,.4,),(X,.d,) spatii metrice,
functille f: 4> X, ,sig: B> X, unde AcX BcX,,
FA) B st xpe A",

dacd exista lim 7(x)=1I si ]1111 g(y)—ﬁl , atunci exista

J.’%J.’D

lm (e g)(x) =1

I%ID




Calculul limitelor de
functii

g Fie /14— R", AcR datd de f(x)=(f;(x), f5(x)seer fo, (X)),

I%ID

numai dacd lim 7, (x)=/,,1<k<m.
X=X

unde 7, : A >R, 15k <m.
Dacd x,e 4" avem lLim f(x)=I=(,};.....,)e R" dacd si

Ae.a‘

\




o Pentru functiile /,z:4—-R, AcR" ce au urmatoarele
proprietati:

"G Xg X )| € 2, X Xy ), V(X X, ) €4

- im  g(x.%...x,)=0, x5 =(.%5....x)eA

[xl,..., xnj%xn

avem  lm  f(x,xy,..x,)=0.
({5 X )2 X))




2
. xe
. lim Y __o , deoarece
(=00 x% 4

folosind inegalitatea

2

Xty -

‘ ‘ _ -y .|I|£l.|.‘.::| si lim l-|I|=ﬂ.
24y Pyl ) (x,51—(0,07 2




In(l+ x* + y* +x* - yH)

. lim
(x,9)=>(0.0) x4+ y®
. In(1
lim (1 +2) =1

—0 L




]11(1+::|:4 +y4 +:::4-y4) B

lim
(x,p)=(0.0) x4y
4 .4 .4 4 4 4
. L+ + X - ] ¥
= lm . }; 7 Y lim 1+ — }’4 =1
(x, 3 )—(0,0) kol Cx, 1) —(0,0) X+
4 4 2,2
X X 1
: Yoo : Y 2 pl<z.xl.yl




Functii continue

Fie (X.d) si (X,.d,)doud spatii metrice, o functie
fiA—> X, ,unde A X,

feste econtinug n x, € An A" daci

Te=>0 1d=d(s) astfelihcat x4 cu dix,x;) <& avem

dy (f(x), fxp)) <&,




feste continud ih x; daci si numai daci existi lim [ (x) si /
X=X

Daci functia f: 4— X, este continui ih fiecare punct din A4
spunem ca feste continui pe A. ,

este eqgali cu f(x;).




Fie (Z.|
fiA>E L ACE;
feste continudin x, e An A", daci

), (E1.] |, ) spatii liniare normate si functia

We>0 30 =0(¢) astfel incdt Vxe A cu |x—x;| <, avem

|7 )= FCa)] < &




exemplu

+ Fie (&,| |) spatiu liniar normat; norma | |: £ >R, este o
functie continud pe F:
fie £>0, determindm un 6 = 6(5) astfel incdt vxe Zcu
| —xp|< 6 sd avem |[x]- ||| < &

deoarece ||x||- [y | |< |x- x|, obtinem 6=¢.




Fie /f-A—>X,, ACX six;e A"\ A; dacd existd lim f(x),

X=X
se poate construi functia g: Aw {x;}— X, continudi ih =x,,
Jx), xeA
dﬂ-l-ﬂ dE E(I) — ]_il]] f(I).,I — Ilj ;
X—# X7

prelungirea prin continuitate a lui ;7 in x,.




exemple

« Functia £ :RW 0} —[-11], f(x) _sinl nu poate fi prelungita
X
prin continuitate ih x, =0, neexistand lim sin +
x— A

« Functia f; :R\{0} >R, J@(:c)=:c-siul poate fi prelungita
X

: . - . 1
prin continuitate ih x, =0, deoarece lim x-sin —=0
x—l a

g(x) =




Criteriul lui Heine

o Fie (X.,d) si (X,,d,), doud spatii metrice,
o functie /: 4 — X, ,unde Ac X¥six;eA A
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. feste continudin x;;
2. oricare ar figirul (x,), = A, convergent la x,
avem lm j(x,)= F{xp)

H—0




Fie (¥,4)un spatiu metric, (£,| |) un spatiu liniar normat
functiile f,g: 4> F,unde Ac X six;edm A"

o Dacd functiile fsi ¢ sunt continue th x,, atunci
functia 7+ 2z este continudin x,;

o Dacd functia ;7 si functia a: 4 —R sunt continue
ih x,, atunci functia - /' este continudin x,.




C(A)={/:A— E, fcontinud pe A},
ihzestratd cu operatiile de adunare si ihmultire cu
scalar, este un spatiu vectorial real.




o Fie spatiile metrice (X,d),(X,.4,),(X,.4;),
functiile f: 4> X, ,sig: B> X,, AcX ,BEcX,,f(ACB
dacd feste continudin x, € A~ A" si geste continud
ih f(xy;), atunci fog este continudin x,.

Compunerea a doud functii continue este o functie continud




multime compacta

Intr-un spatiu metric (X.d), multimea K este compactd
dacd@ orice sir din £ contine un subsir convergent in X.

Intr-un spatiu metric (X.d) mulimea 4 — X este inchisi
daci limita oricirui gir convergent din 4 apartine lui A.




exemple

« Orice interval [¢,b]cR este o multime compacta.

« In R" o multime este compactd dacd si numai dacd este
marginita si inchisa.




o Fie (X,d),(X,,d,)spatii metrice (X,d),(X,.4,):
daca functia f:4—> X, , AcX este continud, atunci
imaginea prin / a unei multimi compacte ¥ c A4, este o
multime compacta.




exemplu

Graficul unei functii continue :[a,b] >R,

Gf = {(I_.,f(}::lﬂx = [':I'-b]}
este o multime compacta.
Construim functia vectoriald #:[a,b] SR% k() =(x, F(x)),

functie ce este continua.
G, =h([a,b]), deci este compacta




o Dacd o functie reala, definitd pe o multime compacta &,
dintr-un spatiu spatiu metric (X ,d) este continud pe X,
atunci este madrginitd pe X siisi atinge marginile.

Functia f isi atinge marginea superioani, respectiv
inferioani daci existi x,,x, € £ astfel incat:

S ry) =sup f(x) =sup f(X) st fxz)=inf 7(o)=inf f(X),

xe K




functie uniform continua

Fie (X,d) si (X,,d,), doud spatii metrice;

o functie /': X — X, este uniform continudpe AcC X
daca:

Ye>0 16=0(g) astfelihcdt vx ,x; e 4 cu d(x,x;) <&
avem d; (f(x), f(x3)) <&

|

Ae.a‘

\




exemple

fix)=Inx nu este uniform continua pe [0 e)

1 I I I I




fix}=x+sinx este uniform continua pe (0,35)
35 | | | | ] |

35




O functie uniform continui pe 4 este continui ih orice punct
din 4
Reciproca nu este adevirati.




functie lipschitziana

Fie (X.,d) si (X,,d,), doud spatii metrice;
o functie /: A — X,, Ac ¥ este functie ljpschitziand
dacad existd L >0 astfel ihcat

dy (0o )s F(xg)) S L-d(xy,x5), Yy x5 € A,




exemplu

e O functie f:R-R derivabild, cu derivata madrginita
pe4 cR este lipschitziana pe A.

A@‘

\




o O functie lipschitziana este uniform continud

Functia /:R—R, definitd prin f(x)=2x-3cosx are derivata
marginitd |/'(x)|=2 + 3sin x| <5, este lipschitziand, deci uniform
continua pe R.




fix)=2"%-2"cos(x) este uniform continua pe B
15':' | | I | | | I

100 - .

-100 .

] |
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Dacd functia f: 4— X,, AcX este uniform continud pe 4,
atunci este uniform continud pe orice submultime 4 =4 .

« Functia 7:R—= R, definitd prin f(x)=2x-3cosx este uniform
continud pe (-107,107) CR.




o O functie f:(a,b) >R, (a.b)c R, continud pe (a,b) care
admite asimptotd verticald x=a sau x=% nu este uniform
continua pe (a,b).

1
« Functia f(x)=2*' nu este uniform continud pe (1,+=)
1

deoarece 1 =1 este asimptota verticala (lim 21 = +on).

r—l
x>l




1200

1000

al0

kOO

400

200

fix1=24/(%-17) nu este uniform continua pe (1,inf)

1.1

1.2

1.3

1.4
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o O functie /:R—R periodici si continui este uniform
continui pe R.

Functia f:R—[1,3], definitd prin 7(x)=2+sin2x este
continud, periodicd, de perioadd 7 = x, deci uniform
continua pe R.




fix)=2+sin(2*x) este uniform continua pe R
3 I I I I I
28 {\ ﬂ (\ {\ .

2B

2.4

2.2

1.8 F .

1.6 .

141 .
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o O functie continud /:R—R, al cirei grafic admite asimptote
orizontale la — = i la + o, este uniform continui pe R.

« Functia 7 .R—R, definitd prin f(x)= Zi_l este continud pe
° +4

R si admite asimptote orizontale y=2 la+» si y=-2 la - =.




fix)=(x-1/sgrt(x“+4) este uniform continua pe B

1 I 1 I 1 I 1 1 1 1

0.5




a O functie continud /:R—R, al cirei grafic admite asimptote
oblice la — » si la + =, este uniform continui pe R.

« Functia f/: R — R, definitd prin f(:::)=ﬁf;=:2—;=:+1 este
continuad pe R si:

1 : e e
y=x- 7 este asimptotd oblica la + .

1 . W . s
y=—x+o este asimptotd oblicd la -«




12

flxi=sgr{x®-x+1) este uniform continua pe R




o Fie (X.d) , (¥,.d)) spatii metrice si Kc X o muliime
compactd; dacd functia f:K — X, este continud pe X ,

atunci este uniform continud pe X.

« Functia f:(2,%)— R, definitd prin f(x)=Iln(x-2) este
uniform continud pe [3,10], fiind continud pe acest compact.




fix)=Inx-2) este uniform continua pe [3,10]
25 I I I I I I




i+ 2

=1
va fi uniform continud pe aceastd multime compactda, si pe orice
submultime a sa, adica si pe (3.4).

« Functia f:(l,=) =R, f(x)= este continud pe [3.4], deci




fix)=(x+2'sqri(x-1) este uniform continua pe (3,4)
355 I I I I I I I I I
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transfer de continuitate
siruri de functii

o Fie (X,d) si (X,,d,), doud spatii metrice; functia limitd unui
sir de functii (7)), , f,:4— X, functii continue pe 4Ac X,
uniform convergent pe 4, este continui pe 4.

Altfel spus:: limita uniformd a unui sir de functii continue
este o functie continuad.




exemplu

« Functia limita a sirului de functii (f,,), ,unde 7, :R-R

— |x| <1
2n+l 1 1+I2
X — x4+ 1
= este =« x=1
L e f@=1 5
X, M}l

Acest sir nu este uniform convergent pe [0,3], deoarece functiile
£, sunt continue pe [0.3], dar functia limitd nu este.




»x=0:.1:1;x1=1:.1:3;plot(x (x."3x+1)./(x." 2+sqrt(1+x.” 2)),'9' x (x."1
1-x+1)./(x."10+sqrt(1+x.” 2)) 'k x,(1-x)./sqrt(1+x.”2),'r' x1 (x1.”3-
x1+1)./(x1.” 2+sqrt(1+x1.72)),'9"' x1,(x1.”11x1+1)./(x1.” 10+sqrt(1+x1.
“2)),'k' x1x1,'r' 1,1/(1+sqrt(2)),'r")




2.5

1581 .

0.5

1 0.5 1 1.5 2 2.5 3




transfer de continuitate
serii de functii

o Fie (X.4) un spatiu metric, (.| |) un spatiu Banach si un sir
de functii f, 4> E.neN, AcX;

dacd 3 f,, este uniform convergenti pe A gi termenii ei sunt
nzl

functii continue pe A4, atunci suma sa, 5, este o functie
continui pe A.




exemple

« am demonstrat cu criteriul lui Weierstrass convergenta

uniformad pe R a seriei de functii 3 arcte 22:4: —
el L +H
,
functiile f, (x)=arctg ——— sunt continue pe R si astfel
L +H

putem afirma cd suma seriei este o functie continua pe R.




Teorema Weierstrass

o Dacd f:[a,b] >R este o functie continui, atunci existi un
sir de polinoame (Z,),, care converge uniform la [ pe [a,b].

Ne situam ih cazul intervalului [01]; transformarea [a2,5] —[0.1]

datd de ¢ = ‘; “ pistreazd polinoamele.
—




Se considera polinoamele Bernstein asociate functiei [
" i m H H—m
BH(I): Zf[_JCH A (I_I) ;
F

polinoame ce converg uniform la 1, pe [01].




exemplu

Pentru functia f(x)=In(1+ x),x <[0.1]
polinomul Bernstein de gradul 5 este

B )= T+ ) o 5" -

m=[0
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Curbe

Functia vectoriald 7:[2,5]—=R® 7() = (7 ().g()), continud

pe [2,2] se numeste curbd parametrizatd ih R?;

functia vectoriald continud y:[2,5] =R?® () = (F().2¢).4())
este o curbd in R®




ecuatiile parametrice ale
curbelor

= 1) x=7(t)
yie o tela,b] respectiv y:iqy=g() tela,b].
= 2(f) 2 = h(t)

Ae.a‘

\




Imaginea ¥([z.5]) = () cR? se numeste wrma (fraiectoria)
curbei y:

7(a) si 7(b) sunt capetele curber
dacd 7(2) = »(b), v este o curbd inchisa.




exemple

+ IdentificGnd R* cu planul xCy , urma curbei
y:[D,g] — RZ, #(t) = (cost,sint)

este sfertul de cerc unitate (cu centru ih origine,
de raza 1) situat ih primul cadran

() ={E.y)e R® x*+y?=1,x=0,y = 0}.

Capetele curbei sunt punctele (10),(0.1).




+ Curba 7:[0,27] =R?, #(f) = (cost,sin¢,3)
este ihchisd avand capetele #(0) = »(27) = (1,03);

are ca urmd cercul {(x,v,z)e R?, x* + y* =1,z=3}.




Pentru y:[a,b]—>R"™, me{23}, curbd parametrizata fixata, putem
defini »~ :[a.6]—>R", prin ¥~ () =y(a + b —1t), curbd numitd opusa
curbei .

Urmele curbelor ¥ si # coincid.




Dacd y, :[2,5] > R"si v, :[b,c] >R sunt doud curbe

parametrizate in R™, m {23}, cu proprietatea ca

v, (b) = v, (b) putem defini curba:
e (70t ela.b]

y) ¥y i[e,c] >R, datd de: (v 7;)() —{?2 ©).t e[b.c]

numit juxrtapunerea curbelor y, si y,.

Urma lui ¥, w ¥, este reuniunea (»,)w (¥,).




Dacd F7:4—R, AcR? este o functie continud, multimea

{(x,9) eR®| #(x, )= 0}

este urma unei curbe Th R
F(x,y)=0se numeste ecuatia carteziand a curbei.




coordonate polare

Problema de rezolvat: a obtine ecuatiile parametrice
ale unei curbe definite prin ecuatia carteziand.

ecudtiile ce leagd coordonatele carteziene (x,y) de
coordonatele polare (r.f):

= ¥ CcOst
_ te[027],r =0
=p-s8mi




- scriem ecuatia curbei ih coordonate polare » =@f);
- inlocuim pe r cu @) ih formulele (*).




exemple

Multimea {(x, y) eR?| x* + y* =¢* } este cercul cu centrul in

origine, de razd 1.
Ecuatia acestui cerc in coordonate polare este » =«
ecuatiile parametrice ale cercului sunt:

X =¢-Cost
_ fel0,27]:
¥ =¢-sm{




Pentru a scrie ecuatiile parametrice ale elipsei
4 4

{(x,y)=R?| :::2 + }’2 =1} folosim coordonate polare
ol

generalizate:

X=d¢-F-Ccost
{)/ te[0,27]

=h-r-ginf

Ecuatia elipsei in coordonate polare generalizate este
r =1 si ecuatiile parametrice sunt:
|x=a-cost

iTi

~ 0.27
|y =b-sint 10.27]




Ecuatia cardioideiin coordonate polare este
r=1+cost, te|-7, 7]

si astfel ecuatiile parametrice vor fi

[x = (1+ cost) cost
: _ tel-m.7].
|y = (1+ cost) -sint




cardioida
15 1 1 1 I

-1.5 -1 04 0 0.A
W




problema

Multimea M ={(x.y)= R*| x* +y*=¢*}= R? este o multime
compacta.

Avem M = »([0.27]) unde »:[0.27] —R? definitd de

¥(f)y = (cost,smi).

Functia vectoriald » este continud, componentele sale
F.g:[02x] >R f(t)=cost,g(t)=sm¢ fiind functii continue
Imaginea compactului [0.27] prin » este o multime compacta.




Aplicatii liniare si
continue

O aplicatie T:¥ — I intre doud spatii vectoriale reale 7.7
este liniara dacad satisface relatia

Te-x+ 0-x"Y=c- Tx)+ 5-T(x"), e, R, Tx,x'e V.

In cazul unei aplicatii liniare T scriem Tx in loc de T(x).




exemplu

Consideram sistemul liniar de /7 ecuatii cu /7 necunoscute:

Ly X g Xg .y, X, =By

si definim o aplicatie liniarda 7: R" —R" | datd de:

2 Ty onxy, y=(ay 2 + o4y, m X, Ty "Xy FoeeF By X, )

N

D



problema rezolvarii acestui sistem de ecuatii devine:

fiind dat vectorul (5,.....5, ), sd gdsim acei vectori (x.....x,)
care verifica relatia T(x;.....x, )= (5,....b, ).




(V,¥,) este multimea tuturor aplicatiilor liniare ce aplici pe
7 in 1,
(V,¥,) formeazi un spatiu liniar fati de corpul R, definind:

(M+ENx)=Tx+Tx,Vxel

si
(a-T)x)=a Tx,Vxel,VaekR




Elementul nul al acestui spatiu, notat O, se numeste
aplicatia nuld si este dat de formula:

Ox= E?ﬁ LT el




considerdm spatiile vectoriale V7,7, cu bazele

(v Vg .vy, trespectiv {w,,w,.....w, } si aplicatia
Te(. 7).

Elementulx =¥ poate fi scris ih baza {v;.v,.....v,}

H
X=X v
k=1

atunci:




b H

y=T:::=T‘ A Vg ‘— >a Ty =

'q._.:l'-=1 r k=1
H " m A m{ »n N
= = — = = . :
g ’_r'jj.ﬁ: W_;I' ‘_ _r‘ ."—rﬂﬁli L ‘ W_;"
k=1 j=1 S j=lik=1 /

L] m [
Din y =Xy, -w, obfinem
j=l

"
Yi= Z'ﬂﬁc Xp,lsjEm
k=1




Aplicatia 7 este caracterizata prin coeficientii a .

Din formula ce da legatura intre coordonatele lui y si
coordonatele lui x

_}’1 = {1113‘:1 + ...+ 'ﬂIHIH

Yo = oot

obtinem:




matricea asociatd aplicatiei liniare T:

4 kY
9y Gy P
4 4 4
21 22 2
MT = "
'a'ﬂml 'ﬂmE 'ﬂmﬂ y




exemple

Matricea aplicatiei nule are toate elementele 0.

Matricea aplicatiei identitate este I =




Unei aplicatii liniare 7: R" — R™ ise asociazd matricea

My =(Te,,Te,...,Te,)

¥

unde {¢,....,e, }este baza uzualad din R", adica vectorii
Te, formeaza coloanele lui s,




Fiind date spatiile vectoriale ¥, si %, , compunerea
aplicatiilor liniare Te(¥.,¥%,), T, e (V.V,), T, - T este
tot o aplicatie liniara.

Matricea asociata aplicatiei liniare 7, - 7 este
produsul matricelor asociate aplicatiei liniare 7 ,
respectiv T, adicda matricea M, -A ..




aplicatie liniara si
continua

Dacd (Z.| ||) si (E,.|||| ysunt spatii liniare normate, aplicatia
liniardT: £ — E, este continud in x, e £ dacd 7s>0 existd
0 >0 astfelincat |x-xq|<d implica |Tx - T |, <=




o Aplicatia liniard 7: E — E, este continud pe E daci si
numai daci este continud intr-un singur punct.




Aplicatia liniard 7: £ — E, este mirginitd daci existi
un numir pozitiv M astfelincat |Tx| <as - |x|| vxe E.




o Conditia necesari gi suficienti ca aplicatia liniara
T:E— E, si fie continud este ca T si fie mirginita




o Orice aplicatie liniarda 7:R" — R" este continud.

deoarece:

.'-- H H H.
Dacd x=(x...x,) avem T:::=‘ Ty X Dy Xy

'a.il;=1 k=1 A
unde la, | 1< j<m,1<i<n este matricea asociati

aplicatiei liniare 7: evaluam |7x]




aplicdm inegalitatea Cauchy-Schwarz:

m M
- Il’f||2 T Zag

si astfel am determinat A5 =

N E
AWE




Dacd (Z.| |) si (E.| |, ysunt spatii liniare normate, notdm cu

L( E, E, ) multimea tuturor aplicatiilor liniare gi continue de la
FlaE.

Multimea L( E, E, ) este subspatiu liniar al lui (£, E, ).

Putem defini o normd pe L(E,E,) prin |7 = sup|7x].

I




Principiul contractiilor

Intr-un spatiu metric (X,4), 0 functie /1 4> X AcX
este o confractie dacad existd C =(0)), astfel ihcat:

d(f (), Fxg)=2C-d(xy,25), ¥xy, x5 € .

A@‘

\




teorema de punct fix

o Dacd intr-un spatiu metric complet, functia f:4—->% ,
Ac X multime inchisd, este o contractie, atunci ;' admite

un punct fix unic x , adicd f(x)=x.

In plus, alegénd x;, un punct oarecare din 4 , sirul:

xna% = £ e x 0 = f(x.).... converge la x si avem:
0>% 0 o) " 9

b

~d(xg, f (%))

d(x,,x) <

1-C




exemplu

Studiem convergenta sirului definit prin relatia
de recurenta:

4::1:31 +1
3x

H

=0

Xg =75 Ty =

¥

folosind principiul contractiilor:




Considerdm functia /:[107°, =) =R definitd prin

4x* +1
Flx)=
Sx
- , 4 , 4 1
Caleulénd f'(x)=—-- —, avem |f'(x)| < -, 7x 2 —
S 5x 2 0
si din teorema cregferilor finite obtinem:
1
|f |I1_I2| TX] . Iz——j
10

deci festeo canfructle.




Sirul in studiu este sirul aproximatiilor succesive din

4::::2 +1

i

principiul contractiilor, pentru functia 7(x)=

si converge la punctul fix al functiei:

;l::n:2 +1
I:

i

,Th multimea [107°, ).

In concluzie Lim x, =1.
H—i0




tema

1. Studiati existenta urmatoarelor limite:

arcte x2 - y?
0 lum g 7 :
(rp)=(00) x4y
4 .4
i +1-1
0 lin M( Y

(=00 xt g y?




\

2 Se poate prelungi prin continuitate, ih origine,

functia
1

Ax,y) = f:l+:::2 '_}’4:)14+}?E ?

3 Precizati care din functiile urmatoare este uniform
continud, pe multimile indicate, justificand raspunsurile:

0 fi(x)=x+arcg,xeR;

0 f;(x)=+x? +1,xeR;

1
0 fa(x)= , xe(l2);
6 X9 — x?
3
0 fi()=— *2  yeR:

£ —x+5




4. Este sirul de functii (f,),,unde f, :R—R este
difinitd prin

(x? +2)-™ —In(x++/x% +1)
ey r? +1

uniform convergent pe [-1]1]?

Ju(x) = M EN,

2 . (_1)H+1 . IE

5. Este suma seriei > 7

n=l 1. + 4

o functie continud pe R?




\

6. Scrieti ecuatiile parametrice ale curbelor ale cdror ecuatii
ih coordonate carteziene sunt:

¥

\/:::2 + },2 = arclg =
X

.3!:2+_:|F2 —_}’=-JI2 +_:|,72 .

2 2
7. Este multimea E={(x.y)= R?| x2+§2 =1 } o multime
i

compacta? Argumentati temeinic raspunsul.




2. Folosind principiul contractiilor, studiati convergenta

sirului definit prin relatia de recurenta

2
2x, —2x, +1

Xp =34, = Y|

5%,




