Integrale multiple —laborator 2009-2010
Integrale duble

Pentru a evalua simbolic integrala int = J f(x,y)dxdy vom lucra in doud etape: dupd declararea
[a,b]x[c,d]
variabilelor simbolice, si a functiei f
d b
- evaluam If(x, y)dy =intx si apoi J. intx dx =int
» SYyMS X y
»f=f (x,y);intx=int(f,y,c,d)
»int=int(intx,a,b)

Calculati:

o = J-J‘(x2 —xy+y2)dxdy
[-1,1]x[0,2]
»SYMS X Yy
» f=x"2-x*y+y”2; intx=int(f,y,0,2)
intx =
2*x\2-2*x+8/3
»int=int(intx,-1,1)
int =
20/3

Se poate evalua integrala folosind o singura functie si anume:
»SYyms X Yy
» f=x"2-x*y+y"2; int=int(int(f,y,0,2),-1,1)

. y-e¥dxdy,
[0,1]2!2,3]
»SYymSs Xy
» f=y*exp(x*y);intx=int(f,y,2,3)
intx =
-(-3*exp(3*x)*x+exp(3*x)+2*exp(2*x)*x-exp(2*x))/x 2
»int=int(intx,0,1)
int =
exp(1)"3-exp(1)"2-1

Matlab nu poate calcula simbolic anumite integrale si anume cazul in care functia nu poate fi integrata prin
metode elementare, si atunci le va calcula numeric, daca in fata functiilor prezentate anterior, scriem double.

a 2 2
e In calculul integralei J.Iex Y dxdy, sa folosim pentru inceput integrarea simbolica:

[0,1]x[1,2]
»SYymMS X Yy
» f=exp(x"2-y*2);int(int(f,y,1,2),0,1)
ans =

-1/4xi*erf(2)*pi*erf(i)+1/4*i*erf(1)*pi*erf(i)

Matlab nu poate evalua integrala, rispunsul apare in termeni de erf, care inseamna primitiva unei anumite functii.
Sa aplicam ultimul rezultat prezentat:

» f=exp(x"2-y*2);double(int(int(f,y,1,2),0,1))
ans =
0.1978



Pentru a calcula J-.[ f(x,y)dxdy ,unde A={(x, y)|a <x<b,a(x)<y< f(x)} avem nevoie de reprezentarea grafica
4

a domeniului de integrare, pentru a-1 defini cu inegalitati.

. I J- (x+ y)dxdy , unde multimea 4 este limitata de parabola y = x> =2 si de prima bisectoare y = x :
4
Pentru inceput calculam abscisele punctelor de intersectie:

» Syms X
» limx=solve(x"2-2-x)
limx =

[-1]
[ 2]

Apoi vom desena 1in acelasi sistem de axe cele doud curbe, pentru x € [-1,2] :
» x=-1:.1:2;y1=x."2-2;y2=x;plot(x,y1,x,y2)
Din desen deducem ca x? —2 < y < x, sl suntem 1n masura s calculam simbolic integrala

» Syms X y
» f=x+y;int(int(f,y,x"2-2,x),-1,2)
ans =
9/20

In cazul integralei ” f(x, y)dxdy , unde multimea A4 este de forma A4 = {(x, y)|c <y<d,oq () <x< (1)},
4
desenul este mai complicat; solutia este inter-schimbarea axelor de coordonate intre ele

e Sa calculam ” (x—y)dxdy ,unde A este limitata de parabola y2 =x+4 sidedreapta y=x-2
4

» Symsy
» solve(y"2-4-y-2)
ans =
[-2]

[ 3]
» y=-2:.1:3;x1=y."2-4,x2=y+2;plot(y,x1,y,x2)
Remarcati axele de coordonate!!

Putem descrie multimea A4 cu ajutorul inegalitatilor: —2<y<3; y2 -4<x<y+2

» Syms Xy
» f=x-y;inty=int(f,x,y"2-4,y+2)
inty =
1/2%(y+2)"2-1/2*(y"2-4)"2-y*(y+6-y"2)
» int(inty,-2,3)
ans =
-125/12

. ”ﬂxz +y%dxdy, unde A este limitatd de cercul x4 y2 =2 si parabola y2 =x (interiorul in raport cu

4
parabola.)
»Syms 'y
»solve(y*4+yr2-2)
ans =
[ 1]
[ -1]
[ *27N1/2)]
[ -i*27(1/2)]



»y=-1:.1:1; x1=y."2;x2=sqrt(2-y."2);plot(y,x1,y,x2)

»f=sqrt(x*2+y"2):int(int(f,x,y"2,sqrt(2-y"2)),-1,1)
Warning: Explicit integral could not be found.
In CAMATLAB6P5\toolbox\symbolic\@sym\int.m at line 58
ans =
int(1/2*27N(1/2)*(2-y"2)N1/2)+1/2*y~2*log((2-y*2)N(1/2)+27(1/2))-1/2*y~2*(y A4+y"2)N(1/2)-
1/2*y"2*log(y"2+(y"2*(1+y"2))N1/2)),y =-1 .. 1)

Integrala nu poate fi rezolvata simbolic.

»f=sqrt(x*2+y”2);double(int(int(f,x,y"2,sqrt(2-y"2)),-1,1))
Warning: Explicit integral could not be found.
»In C:\MATLABG6P5\toolbox\symbolic\@sym\int.m at line 58
ans =
1.6956

Dacé in problemele anterioare am evitat folosirea proprietatii de aditivitate a integralei duble, prin schimbarea
ordinii de integrare, in exercitiul urmator, nu avem alta solutie:

. I J‘ (x> +y?)dxdy ,unde A este definiti de inegaliatea |x| +| y| <1
4

Inainte de a desena cu Matlab domeniul de integrare, trebuie sa observam ca |x| S1—| y|, ceea ce Inseamna ca

xe[-11]
» x=-1:.1:1;y1=1-abs(x);y2=abs(x)-1;plot(x,y1,x,y2)

Sa descompunem multimea A4 , in doud submultimi, cu dreapta x =0
»x1=-1:.1:1;y1=1-abs(x);y2=abs(x)-1;x3=0;y3=1:.1:1;
plot(x,y1,x,y2,x3,y3,™*")

Multimea A4; (cea din stanga axei Oy ) este definitd de inegalititile: —1<x<0,-1-x<y<1+x, In timp ce

multimea A4, este definitd de:0<x<1,-1+x<y<l-x

»SYyms X y
» int(int(x"2+y"2,y,-1-x,1+x),-1,0)+int(int(x*2+y"2,y,-1+x,1-x),0,1)
ans =
2/3

Sa calculam integrale duble, folosind schimbarea de variabile. Prezentam integrale calculabile prin trecere la
coordonate polare sau coordonate polare generalizate:

. II \/xz +y? dxdy unde multimea A este limitati de cercul X+ y2 =4,
4

Declaram variabilele simbolice care apar X y r phi, scriem ecuatia curbei ce limiteazd domeniul in coordonate
polare si o rezolvam stabilind astfel limitele intre care variaza r.

»syms x y r phi
» polardom=simplify(subs(x*2+y”2-4,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polardom =
2-4
»limr=solve(polarfun,r)
limr =

[-2]

Stim cd r este pozitiv, deci » €[0,2]; asupra lui ¢ nu se pune nici o conditie, asadar ¢ €[0,27] .
Scriem functia de integrat in coordonate polare si calculdm jacobianul trecerii de la coordonate carteziemne la cele
polare

» polarfun=simplify(subs(f,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))



polarfun =
csgn(r)*r

r este pozitiv, avem de fapt f(r cos @, r sin ¢) = r ( cSgn=signum )

» F=[r*cos(phi),r*sin(phi)];jacob=det(jacobian(F,[r,phi]))
jacob =
cos(phi)*2*r+r*sin(phi)*2
»j=simple(jacob)
j =
r

Astfel avem:

»int(int(r*r,0,2),0,2*pi)
ans =
16/3*pi

. ” (x+ y)dxdy , unde multimea 4 se afld in primul cadran si este limitatd de cercul X+ y2 =1 si prima

4
bisectoare.

Domeniul este definit de inegalitatile X+ y2 <lsi y<x:

syms x y r phi
» polardom1=simplify(subs(x"2+y”2-1,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polardoml =
M2-1
» polardom2=simplify(subs(y-x,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polardom2 =
r*sin(phi)-r*cos(phi)

Calculam limitele intre care variazd r si nu uitdm cd r este pozitiv, apoi calculam limitele intre care variaza @
N Vil

stiind ca ¢ €[0, E] :

»limr=solve(polardom1,r)

limr =

[-1]

»limphi=solve(polardom2,phi)
limphi =
1/4*pi

Asadar r € (0,1), in timp ce ¢ €0, %]

Calculam f'(7cos @, rsin @) si cand integram nu uitdm sa inmultim cu jacobianul transformarii.

» polarfun=simplify(subs(x+y,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polarfun =
r*cos(phi)+r*sin(phi)
» int(int(polarfun*r,0,1),0,pi/4)
ans =
1/3

o J.J.efxzj’2 dxdy , dacd A este limitatd de cercul (x—1)* +y? =1
4

»Syms X y r phi



» polarfun=simplify(subs((x-1)"2+y"2-1,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polarfun =
-2*r*cos(phi)+r"2
» rlim=solve(polarfun,r)
rlim =
[ 0]

[ 2*cos(phi)]

Am obtinut cd 0 <r <2cos@; aceasta inegalitate implicd ¢ €[—

N

T
, 2]
»int(int(r*exp(-r*2),0,2*cos(phi)),-pi/2,pi/2)

Warning: Explicit integral could not be found.
In C:AMATLAB6P5\toolbox\symbolic\@sym\int.m at line 58

ans =
int(-1/2*exp(-4*cos(phi)*2)+1/2,phi = -1/2*pi .. 1/2*pi)

Integrarea simbolicd nu rezolva problema, este nevoie de integrare numerica:

» double(int(int(r*exp(-r*2),0,2*cos(phi)),-pi/2,pi/2))
Warning: Explicit integral could not be found.
In CAMATLABG6P5\toolbox\symbolic\@syml\int.m at line 58
ans =
1.0862

In cazul in care domeniul de integrare este limitat de o elipsa, sau o portiune de elipsa, se folosesc coordonate polare
generalizate:

2 2 2 2

. ” l—x——y—dxdy unde A4 este limitata de elipsa LYo
9 4 9 4

Formula de calcul a ariei este cunoscuta aria(A4) = j I dxdy

A
»syms X y r phi
»f=sqrt(1-x"2/9-y"2/4);
»polarfun=simplify(subs(f,[x,y],[3*r*cos(phi),2*r*sin(phi)]))
polarfun =
(1-r2)N(1/2)
»polardom=simplify(subs(x"2/9+y”~2/4-1,[x,y],[3*r*cos(phi),
2*r*sin(phi)]))
polardom =
-1+r12
» limr=solve(polardom,r)
limr =
[ 1]

[-1]
» F=[3*r*cos(phi),2*r*sin(phi)];jacF=det(jacobian(F,[r,phi]))
jacF =
6*cos(phi)*2*r+6*r*sin(phi)"2
» JF=simple(jacF)

JF =
6*r
»int(int(polarfun*JF,r,0,1),0,2*pi)
ans =
4*pi

e Sa calculam aria limitatd de lemniscata lui Bernoulli, curba a carei ecuatie in coordonate carteziene este
2,252 2 _ .2
(" +y7)" =" =y7)
Desenand curba observam ca din simetria figurii, ne permitem sa calculam doar aria limitatd de bucla din dreapta,
rezultatul final fiind aceastd arie inmultita cu 2;

»Syms X y r phi



»polardom=simplify(subs((x*2+y"2)"2-x"2+y"2 [x,y],[r*cos(phi),
r*sin(phi)]))
polardom =
r"4-2*r"2*cos(phi)"2+r"2
»limr=solve(polardom,r)
limr =
[ 0]
[ 0]
[ (-1+2*cos(phi)*2)(1/2)]
[ -(-1+2*cos(phi)*2)N(1/2)]

Rezultd ci r €[0,4/2 cos? p—1]

limphi=solve(2*cos(phi)*2-1)
limphi =
[ 1/4*pi]
[ 3/4*pi]

-lk‘_|‘§

Urmarind desenul, deducem din simetria buclei din dreapta ca ¢ €[—

NG

B

»aria =2*int(int(r,r,0,sqrt(2*cos(phi)*2-1)),-pi/4,pi/4)
aria =
1

Ne reamintim ca ”. f(x,y)dxdy , unde f(x,y)=0,V(x,y)€ A reprezintd volumul corpului limitat de multimea
4
A din planul xOy si portiunea de suprafatd z = f(x, y),(x,y)e 4.

e Si calculdm volumul corpului limitat de discul x? +y? <2y din planul xOy si paraboloidul z=x? +y? +3.

Avem de evaluat .” (x? + y2 +3)dxdy

x2+yzs2y

»syms X y r phi
»polarfun=simplify(subs(x*2+y"2+3,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polarfun =
m2+3
» polardom=simplify(subs(x"2+y~2-2*y,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polardom =
r"2-2*r*sin(phi)
» limr=solve(polardom,r)
limsr =
[ 0]
[ 2*sin(phi)]

Limitele de integrare pentru » sunt 0 si 2sin ¢, rezultand astfel ca sinp >0, deci ¢ €[0, 7]
» int(int(r*polarfun,r,0, 2*sin(phi)),0,pi)
ans =
9/2*pi

dudv

Aria unei portiuni de suprafata se calculeaza utilizdnd integrala dubla. H H;’:u X Iy
D

2 2 2
e Pentrua calcula aria elipsoidului — + y—6 +? =1, tinem seama de simetria suprafetei si vom calcula doar aria

situata in primul octant; rezultatul Inmultit cu 8 este cel cautat.
Ecuatiile parametrice ale portiunii de elipsoid situat In primul octant sunt:



x=>5sinucosv,y=4sinusinv,z=3cosu, (u,v)e[O,%]x[O,%].

dudv

VFuXTy

Aria acestei portiuni de suprafata este H

T g
[0,51x0,71]

Stim ca Fu Xy = 40,2 ' 4G, x) = + d(x.y) y si astfel vom calcula acesti determinanti functionali:
d(u,v) d(u,v) d(u,v)

» Syms u v
» f=5*sin(u)*cos(v);g=4*sin(u)*sin (v);h=3*cos(u);
» detl=det(jacobian([g,h],[u,v]))
detl =
12*sin(u)"2*cos(v)
» det2=det(jacobian([h,f],[u,v]))

det2 =
15*sin(u)"2*sin(v)
» det3=det(jacobian([f,g],[u,v]))
det3 =

20*cos(u)*cos(v)"2*sin(u)+20*sin(u)*sin(v)"2*cos(u)
Definim norma:

»elemarie=(det1”2+det2/2+det3"2)"(1/2)
elemarie =
(144*sin(u)4*cos(v)2+225*sin(u)*4*sin(v)"2+(20*cos(u)*cos(v)2*sin(u)+20*sin(u)*sin(v)"2*cos(u))
A2)N1/2)

» elar=simple(elemarie)
elar =
((81*cos(u)"2*cos(v)"2+175*cos(u)*2-81*cos(v)"2+225)*sin(u)"2)(1/2)

Daca nu putem calcula simbolic integrala, calculam numeric, cu double:

» arie=double(int(int(elar,0,pi/2),0,pi/2))
Warning: Explicit integral could not be found.
> In C:\MATLABGP5\toolbox\symbolic\@sym\int.m at line 58
arie =
24.9319

Am putea simplifica programul, renuntind a calcula fiecare jacobian 1n parte, calculand direct elementul de arie:

»elemarie=sqrt(det(jacobian([g,h],[u,v]))*2+det(jacobian([h,f],[u,Vv]))*2+det(jacobian([f,g],[u,V]))"2)
elemarie =(144*sin(u)*4*cos(v)"2+225*sin(u)*4*sin(v)"2+(20*cos(u)*cos(v)"2*sin(u)+
20*sin(u)*sin(v)"2*cos(u))*2)*(1/2)

» elar=simple(elemarie)

elar =

((81*cos(u)"2*cos(v)"2+175*cos(u)2-81*cos(v)"2+225)*sin(u)"2)"(1/2).

Aria totala va fi 24.9319-8

e Sa calculam aria suprafetei paraboloidului z = x4 y2 situatd in interiorul cilindrului x? + y2 =4,

Pentru a desena cilindrul folosim funtia cylinder din Matlab, functie care genereaza un cilindru de razi R cu
cercul bazei aproximat de N puncte echidistante si care se apeleaza cu sintaxa:

»{X,y,z]=cylinder(R,N); mesh(x,y,z);
Asadar:

» [X,y,z]=cylinder(2,100);mesh(x,y,z);hold on
» [X,y]=meshgrid(-2:.1:2,-2:.1:2);z=x."2+y."2;surf(x,y,z);hold off



2 2
Sa calculam efectiv aria, stiind ca in acest caz se foloseste formula: aria(Z) = .” \/ 1+ (le + (ZLJ dxdy
X y
4

» syms x y r phi
» f=x"2+y"2;
» fx=diff(f,x);fy=diff(f,y); elemarie=sqrt(1+fx"2+fy"2)
elemarie =
(1+4*x"2+4*yA2)N(1/2)
» polarelar=simplify(subs(elemarie,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))

polarelar =
(1+4*r2)M1/2)
» polardom=simplify(subs(x"2+y”"2-4,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polardom =
r2-4
» limr=solve(polardom)
limr =

[ 2]
[-2]
» int(int(r*polarelar,r,0,2),0,2*pi)
ans =
17/6*17/(1/2)*pi-1/6*pi

Exercitii propuse

1. ”- (xy +1)dxdy , unde multimea A este limitata de parabola y = x> =3 si dreapta y =3x+1.
A

2. Ij(xz —y)dxdy , ,unde A este limitata de parabolele y2 =x+3si y2 =-x+5
4

3. Calculati aria multimii marginita de dreptele: y=x,y=2xsi.y=4—-x

1
4. ”—dd, de multimea A este situaja d | Oxsi este limitatd de semicercul
\/ﬁ xdy , unde multimea este situata deasupra axei Oxsi este limitatd de semicercu
A VX +y +1
x2+y? =4(y>0).
5. v”(xy+2)dxdy, unde multimea A se afla in primul cadran si este limitata de cercul x2 +y2 =1 i de
A
. 1
dreptele y:x\/g sly:Tx.
3

2 2

6. Calculati aria limitata de elipsa ;—5+% =1.

7. Calculati volumul corpului limitat de discul xz-i-y2 <4x din planul xOy§i portiunea de suprafata
z=xy—y+2.

8. Calculati volumul corpului limitat de discul x2 -i—y2 <4x-2y din planul xOy si portiunea de suprafatd
[y ==3)"-(y-2)".

9. Calculati aria suprafetei z = xy situata in interiorul cilindrului x? +y2 =1



Integrale triple

Calculul integralelor triple pe multimea [a,b]x[a,,b,]x[a,,b,] se efectueaza imediat, prin iterare, cum se vede in
exemplul urmator:

. I_” (xyz+x 24 yz)dxdydz
[~L11x[0,3]x[1,2]

»SYyms Xy z
» int(int(int(x*y*z+x"2+y*z x,-1,1),y,0,3),1,2)
ans =
31/2

Calculam in continuare I ” f(x,y,z)dxdydz , in cazul in care avem:
v

V={(x,3,2)|(x,y) € D,a(x,y) < < B(x, »)} ,

unde a, f: D — R, sunt functii continue.

. ” (x+y+2z)dxdydz, unde multimea V este limitatdi de paraboloidul z=x"+ y2 si de sfera
v

x4 y2 +z? =9 interiorul in raport cu paraboloidul.

Vom incepe prin a desena cele doud suprafete ce limiteaza multimea V7 ; am folosit instructiunea ezsurf pentru
desenul portiunilor de suprafatd, care sunt grafice ale unor functii (expresii simbolice), acelasi rezultat il vom
obtine folosind ezmesh:

» Syms Xy z
»ezmesh(sqrt(6-x*2-y*2),[-2,2,-2,2]);hold on;
ezmesh(x"2+y"2,[-2,2,-2,2]); hold off

Observam cd z variaza intre suprafata paraboloidului si emisfera superioara a sferei, adica :

x2+y2 Széﬂ6—x2—y2 ,
,67x27y2

ceea ce Inseamna cd prima integrala ce o avem de calculat este j(x +y+2z)dz:

x4y’
» fun= int(x+y+z,z,x"2+y"2,sqrt(9-x"2-y"2))
fun =
X*((9-x"2-y"2)N(1/2)-x"2-y"2)+y*((9-X"2-y"2)N(1/2)-X"2-y"2)+9/[2-1/2*x"2-1/2*y"2-1/2* (X2 +y"2)"2

Sa determinam planul in care se intersecteaza cele doua suprafete:

»solve(z*2+z-6)
ans =

[-3]

[ 2]

Multimea este situatd deasupra planului xOy , deci intersectia are loc in z =2, dupa cercul x2+ y2 =2

Proiectia multimii ' in planul xOy va fi discul x? + y2 <2 si pentru a calcula integrala dublad pe acest disc,
trecem la coordonate polare:

»Syms X y r phi
»polarfun=simplify(subs(fun,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polarfun =
r*cos(phi)*(9-r*2)"(1/2)-r*3*cos(phi)+r*sin(phi)*(9-r*2)"(1/2)-r*3*sin(phi)+9/2-1/2*r"2-1/2*"4
»polardom=simplify(subs((x"*2+y"2-2),[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))



polardom =

M2-2
» limr=solve(polardom)
limr =
[ 271/2]
[-271/2]

Astfel r €]0, V2 ]si ¢ €[0,27], asupra unghiului nefiind impusa nicio restrictie:

» int(int(polarfun*r,phi,0,2*pi),0,2)
ans =
20/3*pi

. J.I J. zzdxdydz unde V' este limitat de conul z =/x? + y2 si emisfera superioara a sferei x4 y2 +z2 =4z,
v

Pentru a ne simplifica lucrul in Matlab, observam ci sfera are ecuatia x2+y? +(z-2)% =4

»Syms Xy z
» ezmesh(sqrt(x*2+y"2),[-1.9,1.9,-1.9,1.9]);hold on
» ezmesh(2+sqrt(4-x~2-y"2),[-1.9,1.9,-1.9,1.9]);hold off

Se vede din figurd ca 1/x2 +y2 <z< 2+\I4—x2 —y2 si astfel:

» fun=int(z"2,z,sqrt(x"2+y"2),2+sqrt(4-x"2-y"2))
fun =
1/3*(2+(4-x"2-y"2)N(1/2))3-1/3*(x 2+y"2)"(3/2)

Determinam planul in care se intersecteaza suprafetele

» solve(2*z"2-4*z)
ans =
(0]

(2]
Proiectia multimii ¥ in planul xOy va fi discul x?+y? <4

» syms X y r phi
» polarfun=simplify(subs(fun,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polarfun =
32/3+16/3*(4-r"2)N(1/2)-2*r"2-1/3*(4-r"2)N1/2)*r"2-1/3*csgn(r)*r3
»polardom=simplify(subs(x"2+y”2-4,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polardom =
"2-4
» limr=solve(polardom)

limr =
[ 2]
[-2]
» int(int(polarfun*r,r,0,2),0,2*pi)
ans =
48*pi

I J- (x2 + yz)dxdydz unde V este situat deasupra paraboloidului z = x? + y2 sisubplanul x+y+z= %
v

Pentru inceput desenam cele doud suprafete, in scopul de a stabili limitele intre care variazd z :
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» SYyms Xy z
» ezmesh(x"2+y"2,[-5,5,-5,5]);hold on;
ezmesh(17/2-x-y,[-5,5,-5,5]);hold off

Asadar x* + y? SzS%—x—y.

» fun=int(x"2+y*z,z x"2+y"2,17/2-x-y)
fun =
XN2*(1712-X-y-x"2-y"2)+1/2*y*((17/2-X-y)"2-(x"2+y"2)"2)

A . . . . 17 . L .
Eliminand z din cele doua ecuatii ce definesc suprafetele z = x4 y2 Sl x+y+z= > obtinem proiectia acestei

- 1
multimi in planul xOy : x2 +y2 +x+y S%

Inegalitatea defineste un disc $i meritd sd punem 1n evidentd coordonatele centrului, pentru a face o transformare de
coordonate convenabila.

x+12+ +12<9
2 4 2)

. 1 1 .
si astfel vom nota x+E: 7+ oS @, y+5: r-sin @.

» syms X y r phi
» polarfun=simplify(subs(fun,[x,y],[r*cos(phi)-1/2,r*sin(phi)-1/2]))
polarfun =
-81/4-9*r"2*cos(phi)*sin(phi)9/2*r*cos(phi)+99/2*r*sin(phi)+r*4*cos(phi)*sin(phi)+
18*r"2*cos(phi)"2+5/4*r"4-9*r"2+1/2*r"3*cos(phi)-2*r*4*cos(phi)2-r"3*sin(phi)-1/2*r"5*sin(phi)
»polardom=simplify(subs(x"2+y"2+x+y-17/2,[x,y],[r*cos(phi)-1/2,r*sin(phi)-1/2]))
polardom =
-9+r"2
» solve(polardom)
ans =

[-3]

Avem: r €[0,3], ¢ €[0,27] ; calculam jacobianul transformarii:

» F=[r*cos(phi)-1/2,r*sin(phi)-1/2];jac=det(jacobian(F,[r,phi]))
jac =
cos(phi)*2*r+r*sin(phi)"2
» JF=simple(jac)
JF =
r
» int(int(polarfun*JF,phi,0,2*pi),0,3)
ans =
-243/2*pi

Daca am folosi transformarea x=r-cosg, y=r-sing., apar serioase complicatii la determinarea limitelor
domeniului de integrare, cum se vede din secventa urmatoare:

» polardom=simplify(subs(x*2+y"2+x+y-17/2,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polardom =
r"2+r*cos(phi)+r*sin(phi)-17/2
» limr=solve(polardom,r)
limr =
[ -1/2*cos(phi)-1/2*sin(phi)+1/2*(cos(phi)*2+2*cos(phi)*sin(phi)+sin(phi)*2+34)"(1/2)]
[ -1/2*cos(phi)-1/2*sin(phi)-1/2*(cos(phi)*2+2*cos(phi)*sin(phi)+sin(phi)*2+34)"(1/2)]

Nici folosirea instructiunii simple nu ajuta la rezolvarea problemei.

» limr=simple(limr)
11



limr =
[ -1/2*cos(phi)-1/2*sin(phi)+1/2*(35+sin(2*phi))*(1/2)]
[ -1/2*cos(phi)-1/2*sin(phi)-1/2*(35+sin(2*phi))(1/2)]

J-.”(xy+z)dxdydz , unde multimea V se afla deasupra planului xOy si este limitatd de cilindrul x2+ y2 :% si
v

. L S22 2
emisfera superioara a sferei x“ +y~ +z~ =9.

Problema mai delicatd este reprezentarea grafica a celor doua suprafete.
Functia sphere genereaza coordonatele (x, y,z) ale sferei unitate, precizandu-se numarul de puncte folosite:

»{x,y,z]= sphere (N); mesh(x,y,z);

Am Incercat aceasta varianta: stiind ca raza sferei este 1, am ales raza cilindrului, astfel incat sa pastram proportia
. 1.5 R
din enunt: — =—.
3 1

Dezavantajul constd in faptul ca nu am reusit sa desenam doar corpul care se afld deasupra planului xOy :

» [X,y,z]=cylinder(.5,100);mesh(x,y,z);hold on
» [X,Y,z]=sphere(100);mesh(x,y,z);hold off

Varianta care pare mai buna este combinatia dintre a folosi functia cylinder, si a desena in acelasi sistem de axe

emisfera superioard, care este graficul functiei: f(x, y)=+/9 —x?—y?

»[X,y,z]=cylinder(1.5,100);mesh(x,y,z);hold on
»[X,y]=meshgrid(-2:.1:2,-2:.1:2);z=sqrt(9-x."2-y."2);surf(x,y,z);hold off

si astfel deducem ¢d 0 <z <49— x2 —y2 in timp ce proiectia pe planul xOy este discul x2 + y2 < % :

»SYms Xy Z
» fun=int(x*y+z°2,z,0,sqrt(9-x"2-y"2))
fun =
X*y*(9-x"2-y"2)N1/2)+1/3*(9-x"2-y"2)(3/2)
» syms x y r phi
» polarfun=simplify(subs(fun,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polarfun =
rr2*cos(phi)*sin(phi)*(9-r*2)"(1/2)+3*(9-r"2)"(1/2)-1/3*(9-r"2)N(1/2)*1"2
» polardom=simplify(subs(x"2+y"2-9/4,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polardom =
r"2-9/4
» limr=solve(polardom)
limr =
[ 3/2]
[-3/2]
»int=int(int(r*polarfun,phi,0,2*pi),0,3/2)
int =
-729/80*pi*37(1/2)+162/5*pi
» -729/80*pi*3"(1/2)+162/5*pi
ans =
52.2029

O alta observatie importantd: daca in functia int nu specificam variabila ¢, softul integreaza in functie de » si
avem un rezultat surprinzator, in care apar numere complexe:

»int=int(int(r*polarfun,0,2*pi),0,3/2)
int =
2/5**pin2*(-9+4*pir2)\(3/2)*sin(3/2)"2+3/5*i*(-9+4*pir2)N(3/2)*sin(3/2)"2-2/5*i*pi2*(9+4*pir2)N(3/2)+
9/10*i*(-9+4*pi"2)\(3/2)+81/5*sin(3/2)"2+243/10
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e Calculati volumul limitat de x>+ y? +z% =4z si x> +y? +z2 =4

»ezmesh(sgrt(4-x~2-y*2),[-1.9,1.9,-1.9,1.9]);hold on;
»ezmesh(2-sqrt(4-x"2-y"2),[-1.9,1.9,-1.9,1.9]);hold off

Observam ci 2 —4/4—x? + y2 <z< 1/4—x2 +y? si astfel avem de calculat:
/4_x2_y2
vol(V') = ”j dxdydz = I j j dz  dxdy
v oV | 2—a-x?-)?
=1

Cele douad sfere se intersecteaza in planul z =1, dupa cercul { 2 _ g

zZ
x2+

<

»3yms X y r phi
»fun=int(1, 2-sqrt(4-x"2-y"2, sqrt(4-x"2-y"2))
fun= 2*sqrt(4-x"2-y"2)-2
»polarfun=simplify(subs(fun,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))
polarfun =
2*(4-r"2)N(1/2)-2

» polardom=simplify(subs(x"2+y"2-3,[x,y],[r*cos(phi),r*sin(phi)]))

polardom =
rn2-3
» limr=solve(polardom)
limr =
[ 3M(1/2)]
[ -37(1/2)]
» int(int(polarfun*r,r,0,3%(1/2)),0, 2*pi)
ans =
10/3*pi

Schimbarea clasica de variabile in integralele triple este trecerea la coordonate sferice; in cazul particular al
unui elipsoid se folosesc coordonatele sferice generalizate. Prezentdm in continuare mai multe integrale triple, calculate
Symbolic math, prin schimbare de variabila:

. I ”(z+l)dxdydz ,unde V' este marginita de sfera x? + y2 +z2=9
v

Folosind trecerea la coordonate sferice, este necesar sa declaraim ca variabile simbolice, atat coordonatele
carteziene cat si cele sferice; apoi calculam f'(rsin & cos @, r sin & sin @, r cos 8) si descriem In coordonate sferice

domeniul de integrare, pentru a determina limitele de integrare:

»Syms Xy z r phi th
»f=z+1;spherfun=simplify (subs(fun, [x,y,z],[r*sin(th)*cos(phi),r*sin(th)*sin(phi),r*cos(th)]))
spherfun =
r*cos(th)+1
»spherdom=simplify (subs(x"2+y"2+z"2-9, [X,y,z],[r*sin(th)*cos(phi), r*sin(th)*sin(phi),r*cos(th)]))
spherdom =
r2-9
» limr=solve(spherdom)

limr =
[ 3]
[-3]

Asadar r €[0,3]; asupra variabilelor ¢ si € nu se impune nici o conditie, asa ca @ [0,27]si 6 €[0,7]. in
formula de schimbare de variabile avem nevoie de jacobianul transformarii, pe care il vom calcula:
».F=[r*sin(th)*cos(phi),r*sin(th)*sin(phi),r*cos(th)];

JF=det(jacobian(F,][r,th,phi]))

JF =
sin(th)*3*cos(phi)*2*r*2+sin(th)"3*sin(phi)2*r"2+r"2*sin(th)*sin(phi)*2*cos(th)*2+r*2*cos(th)"2*
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cos(phi)*2*sin(th)
» JF=simple(JF)

JF =
sin(th)*r"2
» int(int(int(polarfun*JF,r,0,3),th,0,pi),0,2*pi)
ans =
36*pi

. J‘H \/xz +y? +z%dxdydz , unde V este definit de inegalitatea x2+y? 427 <2x
v

» syms Xy z r th phi
» fun=sqgrt(x"2+y"2+z/2);
» spherfun=simplify (subs(fun, [x,y,z],[r*sin(th)*cos(phi),r*sin(th)*sin(phi),r*cos(th)]))
spherfun =
csgn(r)*r
» spherdom=simplify (subs(x"2+y"2+z"2-2*x, [X,y,z], [r*sin(th)*cos(phi),r*sin(th)*sin(phi),r*cos(th)]))
spherdom =
r"2-2*r*sin(th)*cos(phi)
» limr=solve(spherdom,r)
limsr =
[ 0]
[ 2*sin(th)*cos(phi)]

»int=int(int(int(spherfun*r*2*sin(th),r,0,2*sin(th)*cos(phi)),th,0,pi),
-pi/2,pil2)
Warning: Explicit integral could not be found.
> In C:\MATLABG6P5\toolbox\symbolic\@sym\int.m at line 58
int =
int(int(limit(1/4*sin(th)*csgn(r)*r*4,r = 2*sin(th)*cos(phi),left),th = 0 .. pi),th = -1/2*pi .. 1/2*pi)

Este posibil ca functia de integrat csgn(r)*r , sa creeze probleme; putem rezolva imediat, stiind ca » este pozitiv:

»int=int(int(int(r*3*sin(th),r,0,2*sin(th)*cos(phi)),th,0,pi), -pi/2,pi/2)
int =
8/5*pi

. ”‘J‘(x+ v+ z)dxdydz ,unde V este definit de inegalitatea x? +y2 +z2 < 2y
v

Functia de integrat este relativ simpla si putem lucra cu urméatoarea schimbare de variabile, sugerata de inegalitatea
ce defineste domeniul de integrare x4 (yv- 1)2 +z2 <1 (se translateazi de fapt centrul sferei in origine):

x=rsinfdcos@,y=rsindsinp+1,z=rcosf

»syms Xy z r phi th
»fun=x+y+z;
»spherfun=simplify(subs(fun,[x,y,z], [r*sin(th)*cos(phi), r*sin(th)*sin(phi)+1,r*cos(th)]))
spherfun =
r*sin(th)*cos(phi)+r*sin(th)*sin(phi)+1+r*cos(th)
»spherdom=simplify(subs(x*2+y"2+z"2-2*y [x,y,z], [r*sin(th)*cos(phi),r*sin(th)*sin(phi)+1,r*cos(th)]))
spherdom =
rm2-1
» limr=solve(spherdom)
limr =
[ 1]

[-1]
».F=[r*sin(th)*cos(phi),r*sin(th)*sin(phi)+1,r*cos(th)];
JF=det(jacobian(F,][r,th,phi]))
JF =
sin(th)"3*cos(phi)*2*r"2+sin(th)"3*sin(phi)*2*r*2+r*2*sin(th)*sin(phi)*2*cos(th)*2+r"2*cos(th)"2*cos(
phi)*2*sin(th)
» JF=simple(JF)
14



JF=

sin(th)*r"2
» int(int(int(spherfun*r*2*sin(th),phi,0,2*pi),th,0 ,pi),0,1)
ans =
4/3*pi
1 .. . x2 y2 z2
. J. II dxdydz unde V este limitat de elipsoidul —+—+—=1.
\/xz 2 2 16 9 4
y z
—+—+—+1
16 9 4

Vom folosi coordonatele sferice generalizate:

» syms Xy z r phi th
» f=1/sqrt(x"2/16+y"2/9+z"2/4+1);
spherfun=simplify(subs(f,[x,y,z],[4*r*sin(th)*cos(phi),3*r*sin(th)*sin(phi),2*r*cos(th)]))
spherfun =
(r2+1)71/2
»spherdom=simplify(subs(x"2/16+y"2/9+z72/4-1,[x,y,z],4*r*sin(th)*cos(phi) 3*r*sin(th)*sin(phi),
2*r*cos(th)]))
spherdom =
rm2-1
» limr=solve(polardom)
limr =
[ 1]

[-1]
» F=[4*r*sin(th)*cos(phi), 3*r*sin(th)*sin(phi),2*r*cos(th)];
»JF=det(jacobian(F,[r,th,phi]))
JF =
24*sin(th)"3*cos(phi)"2*r"2+24*sin(th)"3*sin(phi)2*r"2+24*r"2*cos(th)"2*cos(phi)*2*sin(th) +24*r"2*
sin(th)*sin(phi)*2*cos(th)"2
» JF=simple(JF)

JF =
24*sin(th)*r"2
» int(int(int(spherfun*r*2*sin(th),phi,0,2*pi),th,0 ,pi),0,1)
ans =

2+pi*27(1/2)+2*pitlog(27(1/2)-1) !

Exercitii propuse

1. ”- (xyz +2)dxdydz , unde multimea V este limitata de conul z = \/xz +y2 si de sfera x? +y2 +z2 =1,
14

interiorul in raport cu conul.

2. J-.”(z—l)dxdydz unde ¥V este limitat de conul z=l—w1x2 + y2 si emisfera inferioara a sferei
4

x4 y2 +z2 =1.

3. Calculati volumul corpului limitat conul z = \/xz +y? side paraboloidul z = x? +y2 .

4. Calculati volumul corpului situat deasupra planului xOy , limitat paraboloidul z = 4-x* —y2§i de cilindrul
X+ y2 =1.

5. J‘J‘ (22 + xy)dxdydz , unde multimea V' se afla in primul octant si este marginita de planele de coordonate si
v

de sfera x2+y2+22=4.
6. J.”wlxz +y? +z% +1dxdydz , unde V : )cz+y2 +z2 <z,
14

2 2 2
7.  Calculati volumul corpului V : XL E
36 9 4
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