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Cursul 1

Notiuni introductive de teoria erorilor

1.1 Surse de eroare

FErorile, care apar in timpul rezolvarii problemelor pot proveni din diferite surse. Cunoagterea
surselor de aparitie a erorilor permite ocolirea lor i minimizarea efectului cumulativ al erorilor.
Cele mai des intalnite tipuri de erori sunt:

e Erori de problemd (de modelare): Aceaste erori apar datorita faptului ca modelul matem-
atic ales pentru rezolvarea problemei nu descrie complet procesul real cercetat. Modelarea
matematica a unui proces real presupune o serie de simplificari care reduc complexitatea lui
si permit formularea cantitativa printr-un obiect matematic (ecuatie, sistem de ecuatii, inte-
grala, ecuatie diferentiald, ecuatie cu derivate partiale, punct de minim al unei functionale,
etc.)

e FErori in datele de intrare: Deseori procesul de modelare matematica se bazeaza pe rezultatele
unor experimente, pe anumite seturi de marimi numerice obtinute in urma masurarilor (de
exemplu: distanta, masa, viteza) gi care nu sunt exacte. De asemenea, erori apar si in urma
folosirii unor constante aproximative(precum: g, 7).

e FErori de metoda: se datoreaza metodelor matematice de aproximare (metode numerice)
folosite. Este importantd cunoasterea marimii si a evolutiei acestor erori pentru a se asigura
precizia dorita in fiecare caz.

e FErori de rotungire: apar ca urmare a capacitatii finite de retinere a datelor in calculator.

Erorile de modelare, in datele de intrare si de rotunjire, care nu pot fi evitate, nu trebuie sa cresca
in urma tratamentului numeric ulterior prin metoda de aproximare. Aceastd proprietate este
cunoscuta sub numele de stabilitate si reprezinta unul dintre obiectivele principale in conceperea
unei metode numerice de aproximare.
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Fiind dat un numar real = si o aproximare a sa T, se va numi eroare absoluta

(1.1)

Eus(T) = |z — 7|

si eroare relativa

(1.2)

B |z — |

Erel (ZE) —

]

In calculul stiintific, unde rispunsurile la diferite probleme pot varia foarte mult in magnitudine,
este de mai mare interes eroarea relativa decat eroarea absoluta.

1.2 Reprezentarea numerelor reale in calculator (Standardul IEEE

754 din 1985 si 2008)

Pentru reprezentarea numarului x € R* in calculator conform standardului IEEE 754 se parcurg

urmatoarele etape:

1.

2.

Se scrie x In baza doi.

Se pune z in virgula mobila (flotanta) normalizata
(13) T = :tdo.dldz... X 27),

p fiind puterea iar dids... partea fractionara (zecimald). Se considera dy # 0 (sau, echivalent,
dp =1).

Semnul numarului z se retine intr-un bit (bit de semn): este 0 daca x > 0 i 1 daca = < 0.
Se accepta atat 40 cat si —0 dar ele sunt egale.

. Partea zecimala a lui x (semnificantul, mantisa) se retine in 23 biti in precizie simpla sau in

52 biti in precizie dubla. Fiecare cifra a partii zecimale se retine intr-un bit.
In mantisa vom avea ceva de tipul
1.d1ds...d,
unde r = 23 in precizie simpla sau r = 52 in precizie dubla. In precizie simpla, pentru
numerele normalizate, avem ca:
-cea mai mica mantisa este 1.0...005 = 1.
-cea mai mare mantisa este 1.11...1o =1 + % + 2% + ...+ 2% =2 2%
Cifra 1 situata in fata punctului zecimal nu se retine in calculator (“hidden bit”).
Puterea p a lui x se retine in 8 biti in precizie simpla sau in 11 biti in precizie dubla. Se

reprezina de fapt F + p (exponentul) unde E este un numar intreg ce depinde de reprezentare
(“bias” =“deviatie”, “deplasare”).

De exemplu, in precizie simplda E = 11111115 = 27 — 1 = 127 iar in precizie dubld E =
11111111115 = 219 — 1 = 1023. In precizie simpla, pentru numere normalizate, vom avea:

-cel mai mare exponent este 111111115 — 1 = 254 ceea ce da o putere maxima p = 127.
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-cel mai mic exponent este 0 + 1 = 1 ceea ce da o putere minima p = —126.

S& mentionam ca folosirea unui exponent deviat (biased) face sa nu mai fie necesara retinerea
semnului puterii. Acest lucru conduce la o mai rapida comparare a numerelor.

6. Valorile extreme ale exponentului (255 si 0 in precizie simpla, 2047 si 0 in precizie dubla)
sunt rezervate pentru oo gi NalV, respectiv numere nenormalizate intre care 0. Numerele
nenormalizate sunt numere foarte mici, cu o putere mai mica decit cea mai micd putere
reprezentabila, si prin urmare a caror reprezentare va contine obligatoriu zerouri pe primele
pozitii ale mantisei (deci nu verifica regula de reprezentare datd mai sus). Prin urmare,
numerele nenormalizate sunt numere de forma +0.d1ds...dos x 27126 cu 0 < d; < 1. Cum
spuneam, intre aceste numere se afla si 0.

Semnul| |Puterea+127| |Mantisa

Precizie simpla: (32 biti)
1 bit 8 biti 23 biti

Semnul ‘ Puterea+1023 ‘ Mantisa

1 bit 11 biti 52 biti

Precizie dubla: (64 biti) {

Remarcati ca se pot reprezenta in calculator in precizie simpla numere atat foarte mari, de
ordin 2'%8, cat si numere foarte mici, de ordin 27126, Nu toate numerele intre aceste dous extreme
sunt insa reprezentate in calculator. Chiar numere simple in sistemul zecimal nu sunt reprezentate
exact in calculator. De exemplu,

z=0.13p = 0.0(0011) = 1.1(0011)3 x 274
numar care are, in baza doi, o infinite de zecimale si din care se retin, in precizie simpla,

fl(z) = 1.10011001100110011001101 x 2%,

Vom nota prin F multimea numerelor reprezentate in calculator in precizie simpla . Ea cuprinde
toate numerele de forma +1.d;dy...dag x 2P cu —126 < p < 12751 0 < d; < 1 (numerele normalizate)
dar si oo, NaN si numerele nenormalizate.

Dat un numar real x = £1.d1dz...dpdpy1... X 2P In virgula flotanta normalizatd, numerele din F
cele mai apropiate de el vor fi

1
+1.d1ds...dog X 2p’ + <1.d1d2...d23 + 223> x 2P,

Vom nota prin fI(x) reprezentarea lui x in calculator care, in precizie simpla, este

1.dyds...da3 x 2P daca dgoq = 0 (aproximare prin lipsi)
daca z > 0
(1.d1d2...d23 + 2%3) x 2P daca dgog = 1 (aproximare prin adaos)

— (1.d1d2...d23 + 2%) x 2P daca dgg = 0 (aproximare prin lipsa)
daca x < 0.
\ —1.d1ds...dog x 2P daca dog = 1 (aproximare prin adaos)
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Regula de mai sus are o exceptie, cand z este situat exact la jumatatea distantei intre cele doua
aproximari posibile. In acest caz, x = £1.d1ds...d23100... x 2P, si se ia

1.dyds...daadas x 2P daca dog = 0 (aproximare prin lipsa)
daca z > 0
(1.d1d2...d23 + 2%3) x 2P daca dg3 = 1 (aproximare prin adaos)
fU(z) =
— (1.d1d2...d23 + 2%) x 2P daca dg3 = 1 (aproximare prin lipsa)
daca xz < 0.
\ —1.d1dy...dog x 2P dacé deg = 0 (aproximare prin adaos)

Propozitia 1.1. Eroarea relativa comisa la reprezentarea numerelor in calculator in precizie simpla
este mai mica decat

1 _
(1.4) 531 7 596 x 10 8,

Proof. Analiza fiind aseménatoare, vom considera doar cazul z > 0. Studiem doud cazuri:

e Aproximare prin lipsa: x > fl(z).

x — fl(x) 1 1 1
e Aproximare prin adaos: = < fl(x).
fle)—z 1 111

Analog se obtine ca

Propozitia 1.2. Eroarea relativa comisa la reprezentarea numerelor in calculator in precizie dubla
este mai mica decat

1 _
(1.5) 5 & 11110 16,

Am aratat ca eroarea relativa la reprezentarea numerelor in calculator in precizie simpla este
mai mica decéat 2% ~ 5.96 x 1078. Se pune intrebarea daci aceasta valoare este efectiv atinsi. Un
raspuns partial este dat la finalul urmatoarelor consideratii.

Definitia 1.2.1. Numarul e > 0 se numeste zeroul masinii dacd este cel mai mare numar pozitiv
reprezentabil in masina cu proprietatea ca 1+ € se reprezinta prin 1.

Propozitia 1.3. Zeroul masinii este 2% ~ 5.96 x 10~ in precizie simpld si 2% ~1.11 x 10716 in
precizie dubld.

Proof. Numarul 1—}—2% se reprezinta in baza doi 1.00...01, ultimul 1 fiind pe pozitia 24. Reprezentarea
acestui numar (caz exceptional!) va fi prin urmare 1. Pe de alta parte orice numéar mai mare decat
2% reprezentabil in calculator face ca in primele 24 de zecimale sa mai apara un 1. O

Observatia 1.1. Propozitia precedentd ne aratd ca numarul 1 + € se reprezintd in calculator cu o

o o 1 SRS 1 _ 1 1
eroare absolutd egald cu 597 - Eroarea relativa in acest caz va fi SI(14e) = 21 < 521-
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1.3 Studiul unor cazuri particulare

EXEMPLUL NUMERIC 1: Cum este reprezentat numarul 0.1 in precizie simpla? Care este
eroarea la reprezentarea lui in precizie simpla? Vedeti Figura 1.1.

1. Avem urmatoarea scriere in baza 2:

0.110 = 0.0(0011)5 = 1.1(0011)5 x 2%

2. Avem urmétoarea aproximare:

£1(0.1) = 1.10011001100110011001101 x 2~*

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
O =50+ st on v on T gm tom g t o T gm o T om o o
3 3 3 3 3 3 1 s — 3 | 1

= T tomtor ot oo oo =3%

227 & -1
224 _1q 1 226 x 34+ 3 1 1
X = == " " 1+ - =01+
225(24 — 1) = 227 227 % 15 227 x 5 671,088, 640

= 0.1 4 0.000000001490116119384765625

=3

3. Avem urmatoarea reprezentare in precizie simpla:

0.1 =+ 001111011 10011001100110011001101

4. Eroarea de aproximare:
f1(0.1) — 0.1 = 0.000000001490116119384765625 ~ 1.5 X 107

1£1(0.1) — 0.1]

01 ~15x 1078 <596 x 1078

EXEMPLUL NUMERIC 2: Urmaétorul calcul este facut in MATLAB (vedeti Figura 1.2):
1 — 3% (4/3 — 1) = 2.220446049250313¢ — 016.

Care este explicatia? Observati ca eroarea la calculul numarului 3 * (4/3 — 1) este mai mare dacat
eroarea relativa maxima in precizie dubla!

Cu un calcul exact, rezultatul operatiilor 1 — 3 % (4/3 — 1) ar fi zero. Lucrand cu virgula
mobila, obtinem e—ul maginii in precizie dubla. De ce? Se pare ca singura aproximare are loc
la impartirea 4/3. Rezultatul nu poate fi exact 4/3 (decat in acel computer trinar rusesc numit
SETUN, construit in 1958 la Universitatea de Stat din Moscova sub conducerea lui Serghei Sobolev
si Nikolay Brusentsov). In consecinta, valoarea stocatda in a = 4/3 este apropiata de, dar nu exact
egala cu, 4/3. Scaderea b = a—1 produce o cantitate b al carei ultimul bit este 0. Aceasta inseamna
ca inmultirea 3 * b se poate face fara nicio rotunjire. Valoarea stocatd in ¢ = 3 % b nu este exact
egala cu 1, si astfel valoarea stocatd in e nu este 0. Inainte de standardul IEEE, acest cod a fost
folosit ca o modalitate rapida de a estima nivelul erorii de rotunjire pe diferite computere.
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<§>10 =1.(01),

1
1—

1. Avem urmaéatoarea scriere in baza 2:

W=

Intr-adevar, avem ci: 0.(01)y = 2% + 2%1 +oe=1

N

2. Avem urmatoarele aproximari in precizie dubla:

db(4/3) = 1.0101010101010101010101010101010101010101010101010101

db(4/3 —1) =1.0101010101010101010101010101010101010101010101010100 X 272

IR SRS SRS 5 Sk S O PRI
S22 24 22 4411 3 252

1 4503599627370495
a3+ (4/3—-1)=1— = =
(8 (4/ ) 252 4503599627370496
= 0.9999999999999997779553950749686919152736663818359375

1 1
db(1—3%(4/3—1)) = — =
(1=3%(4/3=1)) = 35 = 1503509627370496

= 2.220446049250313080847263336181640625¢ — 16

EXEMPLUL NUMERIC 3: Urmatoarea testare ficut in MATLAB ofera un raspuns negativ
(vedeti Figura 1.3):
0.7+0.1==0.8

ans =0

Care este explicatia?

Avem urmatoarele scrieri in baza 2:
A=07
A — 41.01100110011001100110011001100110011001100110011001105 x 27+
A— 001111111110 0110011001100110011001100110011001100110011001100110
A — 0.6999999999999999555910790149937383830547332763671875
B=0.1
B — +1.10011001100110011001100110011001100110011001100110109 x 94
B — 001111111011 1001100110011001100110011001100110011001100110011010
B — 0.1000000000000000055511151231257827021181583404541015625
C =038
C — +1.1001100110011001100110011001100110011001100110011015 x 271
C — 001111111110 1001100110011001100110011001100110011001100110011010
C — 0.8000000000000000444089209850062616169452667236328125

Pentru adunarea a doua numere in format double se parcurg urmatoarele etape:
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1. Se rescrie numarul mai mic astfel incat exponentul siu si se potriveascd cu exponentul
numarului mai mare.

2. Se aduna mantisele

3. Se normalizeaza suma

4. Se rotunjeste suma

Tinand cont de aceste reguli se obtine:

A+ B — 001111111110 1001100110011001100110011001100110011001100110011001
A+ B — 0.79999999999999993338661852249060757458209991455078125

>» a=0.1

0.1000

>> format long
>» a

0.10000000000000

>>» a=single(0.1)

0.1000000
>> gprintf("%0.17L"',a)
ans =
0.100000001458011612
>> numZstrexact{a)
ANS: =

0.1000000014901161193284765625

Figura 1.1: Studiul unor cazuri particulare. EXEMPLUL NUMERIC 1
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21224 3143 PM MATLAB Commancd Window 1 of 2

0. 595595555559 559858537 770N 035N 0749686919152 73665381835 3378

1.,33333333333333325931684650249B895632717578887%39453125
> numIstrexact{e)

ans =
L 220446040 25031 308084 726333618l E640625a~16

- mpE

Figura 1.2: Studiul unor cazuri particulare. EXEMPLUL NUMERIC 2

1.4 Epsilonul masinii (optional)

Epsilonul masinii reprezinta o limita superioara a erorii relative de aproximare cauzata de rotunjirile
in aritmetica cu virgula mobila. Aceasta valoare are o importanta fundamentala in analiza numerica
a operatiilor aritmetice din computer. Cantitatea se mai numeste si macheps, avand simbolul
grecesc €.

Exista doua definitii predominante. In analiza numerica, epsilonul masinii depinde de tipul de
rotunjire utilizat si este numit si rotunjire unitara, care are simbolul aldin roman u. Cu toate
acestea, dupa o definitie mai putin formala, dar utilizatd pe scara larga, epsilonul masinii este
independent de metoda de rotunjire si poate fi echivalent cu u sau 2u.

Rotunjirea este o procedura de alegere a reprezentarii intr-un format in virgula mobila a unui
numar real. Pentru un format si o procedura de rotunjire, epsilonul masinii este eroarea relativa
maxima a procedurii de rotunjire alese.

Pentru un format in virgula mobila toate numerele cu acelasi exponent, e, au spatierea, pe—(P—1),
Spatierea se modifica la numerele care sunt de forma b¢; distanta intre doua numere consecutive
mai mari decat b este de b ori mai mare decat distanta intre doua numere consecutive mai mici
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22 PM MATLAB Commancd Window 1 of 1

O.1L0000000000000

=» numstrexactib)

ans =

0000055511151 231257827021181583404541015625

0,60990000000909995 5501079014003 7 3838305473 TEIGTLATS

0. BOOOO0000000000

O.E0000O000000000

BER00E2E16160d%266TZ3E632a12nS

0O.80000000000000

GROAQLSFIIZIBEELEEIZ4AR06ATETA4SRI0ORSS1455078125

Figura 1.3: Studiul unor cazuri particulare. EXEMPLUL NUMERIC 3

decat b°.

Deoarece epsilonul masinii este o limita pentru eroarea relativa, este suficient sa luam in con-
siderare numerele cu exponent e = 0. De asemenea, este suficient sa luam in considerare numerele
pozitive. Pentru tipul obisnuit de rotunjire la cel mai apropiat numar, eroarea de rotunjire absoluta
este cel mult jumatate din distanta intre doud numere consecutive, adica

1 -1

2

Aceasta valoare este cel mai mare numéarator posibil pentru eroarea relativa. Numitorul in eroarea
relativa este numarul rotunjit, care ar trebui sa fie cat mai mic posibil pentru a face eroarea
relativa mare. Prin urmare, cea mai mare eroare relativa are loc atunci cand rotunjirea este
aplicata numerelor de forma 1+ a unde a este intre 0 si %b_(p_l). Toate aceste numere se rotunjesc
la 1 cu eroare relativa I_%a Maximul apare atunci cand a se afla la capéatul superior al intervalului
sau. 1+ a din numitor este neglijabil in comparatie cu numarator, asa ca este lasat deoparte din
motive de oportunitate si deci %b*(pfl) este luat ca epsilonul masinii. Dupa cum s-a aratat aici,
eroarea relativa este cea mai mare pentru numerele care se rotunjesc la 1, asa ca epsilonul masinii
este numit si rotunjire unitara, ceea ce Inseamna aproximativ “eroarea maxima care poate aparea
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prin rotunjirea la valoarea unitara 1”.

Distanta maxima dintre un numéar normalizat in virgula mobila, x, si un numar normalizat
adiacent este 2¢|z|.

Standardul IEEE nu defineste termenii epsilonul masinii si unit roundoff, asa ca sunt utilizate
definitii diferite ale acestor termeni, ceea ce poate provoca o oarecare confuzie. Definitia formala a
epsilonului masinii data mai sus este cea folosita de prof. James Demmel in notitele sale de curs si
pachetul de algebra liniara LAPACK.

O definitie alternativa este mult mai raspandita in afara mediului academic: epsilonul masinii
este diferenta dintre 1 si urmatorul numar normalizat scris in virgula mobila.

Prin aceasta definitie, ¢ este egal cu unitatea de pe ultimul loc sau unitatea de cea mai mica

precizie (ulp), adica valoarea pe care o reprezinta cifra cea mai putin semnificativa daca este 1.

Astfel,
e = b—(p—l)7

unde b este baza sistemului cu virgula mobila si p este precizia
Pe de alta parte, unit roundoff u va fi egala cu

U=,
presupunand modul de aproximare este rotunjire la cel mai apropiat numar.

Prevalenta acestei definitii este inradacinata prin utilizarea sa in standardul ISO C pentru
constantele referitoare la tipurile in virguld mobila. Este, de asemenea, utilizata pe scara larga in
software-ul de calcul stiintific si in literatura numerica si de calcul.

Floating point data formats (numbers)
conformably to |IEEE 754-1985

» Single precision floating point
+ s... 1-bit sign — (_11S e—127
+ .. 8-bit exponent (exponent biased by 127) value = ( 1) % (1' ?H) X2
+ m ... 23-bit mantissa (fractional)

» Double precision floating point
. s.. 1-bit sign value = (—1)° x (1.m) x 2¢-1023
+ e .. 11-bit exponent (exponent biased by 1023)
+ m ... 52-bit mantissa (fractional)

double: 63 62 L I § 1 0
single; 31 30 22 21 1 0
5 e 2 - e e m m m m

sign exponent mantissa

except specified dynamic range there are special cases:
0, -0, o, -0, denormalized numbers, NaN (not a number)

Figura 1.4: Formatele binare in IEEE 754



Cursul 2

Rezolvarea ecuatiilor neliniare (I)

2.1 Introducere

Una dintre cele mai vechi si necesare probleme matematice este aceea de determinare a radacinilor
ecuatiilor. Pentru unele ecuatii simple, cum ar fi ecuatiile algebrice de grad mai mic sau egal cu
patru, s-au gasit formule exacte pentru determinarea solutiilor. In aceeasi categorie intra si unele
ecuatii trigonometrice sau exponentiale.

Pentru cea mai mare parte a ecuatiilor insa nu se dispune de formule exacte. De exemplu,

1
5 cos(z) =z, arctan(z) ==z, e°—5x?=0,

(x —0.6)(x — 1.3)%(z — 2)> +0.1234In(2) = 0, tan(z) = x.

In acest caz nu avem alti optiune decat sa incercam sa aproximam radacinile acestor ecuatii.
Ca procedeu general, pornim cu o aproximare initiala (pe care o putem lua la intamplare si care
poate fi foarte proasta) si folosim o formula data de ecuatie pentru a obtine o a doua aproximare.
Aceeasi formuld cu a doua aproximare ne da cea de a treia aproximare s.a.m.d. Aceasta este o
schema iterativa (deoarece pentru calculul celei de-a doua aproximari se foloseste prima, pentru
calculul celei de-a treia se folosegte a doua aproximare s.a.m.d). Vom opri acest proces cand am
atins precizia dorita.

Schema iterativa ideala ar trebui sa ofere un sir de aproximari care sa convearga (aproximari
din ce in ce mai bune) cu rapiditate (vitezd) si indiferent de valoarea aleasi initial (siguranti). In
practica toate aceste lucruri se intalnesc extrem de rar.

Nu exisa o reteta care sa garanteze intotdeauna reusita. Putem insa stabili unele principii utile:

e Este foarte folositoare localizarea in prealabil a radacinilor. Acest lucru se realizeaza prin
studiu matematic sau grafic.

e Se incearca gasirea unei aproximatii initiale cat mai apropiate de radacina cautata. Acest
lucru poate fi usurat de studiul anterior sau de folosirea unei metode care converge (eventual
lent) pentru orice aproximare initiala.

e Daca suntem suficient de aproape de radacind vom dispune de metode care converg suficient
de rapid.

S& notam Insd ca acesti pasi nu pot fi realizati intotdeauna. Studiul cazurilor dificile depinde
de cunostintele, experienta si uneori intuitia programatorului. Analiza numerica este stiinta dar si
artal
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2.2 Metoda aproximatiilor succesive

Fie o functie reald g : [a,b] — R.

Definitia 2.1. Numarul z* € [a,b] se numeste punct fix al functiei g daca g(z*) = z*.

Teorema 2.1. Presupunem cd functia g : [a,b] — R verifica proprietatile:

1. g([a, b)) € [a,0],

2. exista q € (0,1) astfel incat |g(z) — g(y)| < qlx — y| (spunem ca g este o q— contractie).
Ezista un singur punct fiz ©* € [a,b] al lui g in [a,b].
Proof.

e Existenta: Construim functia h : [a,b] — R, h(z) = g(x) — x.

Functia h este continud pe [a,b] si h(a) = g(a) —a > 0, h(b) = g(b) — b < 0. Prin urmare
exista un x* € [a, b] astfel incat h(x*) = 0. Demonstratia existentei punctului fix al lui g se
incheie.

e Unicitatea: Fie £* si y* doua puncte fixe ale lui g. Avem ca
[z = y*| = [g(z") — g(y") < qlz” =y

sl prin urmare
(I=g)z* —y*| <0.

Rezulta ca z* = y* si demonstratia unicitatii se incheie.

Fie 2° € [a, b] arbitrar si construim sirul definit prin recurenta:
(2.1) 2" = g(z™), n>0.

Dupa cum vom vedea mai jos, sirul (z"),>0 generat de (2.1) va converge in anumite conditii
la un punct fix al functiei g. Metoda aceasta de aproximare a punctelor fixe se numeste metoda
aproximatiilor succesive sau metoda iterativa de punct fix.

Teorema 2.2. Daca functia g verifica cele doud proprietati din Teorema 2.1 atunci sirul dat de
(2.1) converge la x*, unicul punct fix al lui g in [a,b]. In plus, avem cd

qn

|zt — 2%, n>1

(2.2) |z" — 2| < 7

(2.3) " =¥ < %b:" —z"7Y, n>1.
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Proof. Avem urmatoarele relatii
|2 — ¥ = |g(«* 1) — g(a)] < gla® ! — 2t < < g — 2.

Rezulti ca sirul (z¥)>0 este convergent la x*.
Pentru demonstrarea relatiilor (2.2) si (2.3) sa notam, in primul rand ca

T — 2] = |g(a¥) — g(a")| < gla — 2P| < . < gFlat —20),

|xn+k _ mn—i—k—l‘ — ’g(.’L‘n+k—1) o g($n+k—2)’ < q|xn+k—1 o $n+k—2‘ <. < qk‘xn _ xn—l )
Deducem ca
‘anrp _ xn’ — |xn+p _ xn+p71 + l,nerfl o xn+p72 + .+ anrl o wn’ <
< |xn+p _ xn+p71‘ + ’wnerfl o xn+p72‘ .+ |xn+1 . xn| <
< qn-i-p—l‘xl _ :L'0’ +qn+p—2‘$1 _ xO‘ + .. +qn‘x1 o :L'0’ _
n+p _ . n n
N — |zt — Y] qu |zt — 29).
q—1 1-—
Facéand p sa tinda la infinit se obtine (2.2).
Pe de alta parte
‘anrp _ xn’ — |xn+p _ xn+p71 + anrpfl o xn+p72 4.+ anrl o Jjn’ <
< |xn+p _ xnﬂofl‘ 4 ’anrpfl . $n+p72‘ .+ |$n+1 _ xn| <
< @Pla" — 2"+ P e — 2T 4 gl — 2" =
p+1 _
S — q|1:"—:z:"_1| <1 2™ — 2"
q—1 L—q
Facand p sa tinda la infinit se obtine (2.3). O

Observatia 2.1. Prima evaluare a erorii (2.2) ne aratd ca viteza de convergentd a metodei
aprozimatiilor succesive este cea cu care q" converge la zero. De asemenea, sa notam ca for-
mula (2.2) ne ofera o metoda de estimare a numarului de iteratii necesare obtinerii unei precizii
date: fizand o eroare €, la pasul n avem |z" — z*| < € daca
e(1

n
(2.4) L gl — 29 <een>log )

— log q.
- le_x0|/ 8q

Observatia 2.2. Evaluarea (2.3) ne da un criteriu de oprire a iteratiilor. Datd o eroare € > 0,
vom opri algoritmul dacd dacd |z" — 2™ 1| < & (caz in care eroarea va fi mai micd decdt Eﬁ).

Observatia 2.3. Daca g este derivabila in [a,b] si |¢'(x)] < q <1 pentru orice x € [a,b], atunci g
este o q— contractie pe [a,b]. Intr-adevar, din Teorema lui Lagrange, pentru orice x,y € |a,b] exista
€ € [a,b] astfel incat
l9(2) = g(y)| = 19" ()] |z — y| < qlz —yl.
Prin urmare, g este o contractie pe [a,b).
Observatia 2.4. Dacd g este o q—contractie pe [2° —r, 2% + 7], unde 2° € R iar r > 0, astfel incadt
9(2°) —2°| < (1 —g)r

atunci g are un punct fix unic * € [z — r, 20 + 7] dar sirul (z")n>0 dat de (2.1) converge la z*.
Conform Teoremei 2.2 este suficient sa aratam cd g([z° — r,2° +7]) C [2° — r, 20 +7]. Fie
€2’ —r 2% +7r]. Avem ca

lg(z) — 2% < |g(z) — g(2°)| + 1g(2") —2°| < glz = 2| + (1= Qr < gr+ (1 —q)r =1
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Aproximarea punctului fix este:
1.0222737617

Figura 2.1: Evolutia iteratiilor in Exemplul 1

2.3 Exemplul 1

Consideram ecuatia
B 4+4r—-5=0

care are o unica radacina in R, z* = 1.

O vom aproxima cu metoda aproximatiilor succesive considerand algoritmul

unde
0=y
e Functia g verifica ambele conditii din Teorema 2.2 pe intervalul [0, 2]:

o(10.2) = 92.90) = | 3.5] < 0.2

10z
/ = |- = a < ]_
lg'(z)] ' @iz IS <

3022 — 40
a = — = / = / 4 3 =
g (x) CEEwE Jnax, l9'(z)| =19'(\/4/3)] :==q

e Primele trei iteratii sunt date de:
5 320
0 1 2
= 2 = — = . 2 = = 1'1 e
x , T 3 0.625, x 581 3879

23 = 0.943958..., z* = 1.02227..., 2° = 0.99107...
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Metodele de bracketing

Fie functia reala f : [a,b] — R cu urmétoarele proprietati:

e f este continua in [a, b]
e f(a)f(b) <0

In ipotezele de mai sus rezult c& exist# cel putin o radicing a functiei f in (a,b). Urmatoarele doua
metode isi propun sa construiasca un sir descrescator de intervale [a™,b"] (brackets) care contin
o radacina a lui f. Daca lungimea acestor intervale tinde la zero, obtinem aproximatii din ce in
ce mai bune ale unei radacini a lui f. Chiar daca lungimea intervalelor nu tinde la zero, putem
aproxima cu succes o radacina a lui f printr-unul dintre capetele intervalelor.

3.1 Metoda bisectiei

Fie functia reala f : [a,b] — R continua si avand proprietatea ca f(a)f(b) < 0. Rezulta ca exista
cel putin o radacina z* € [a, b]. Sa presupunem ca x* este unica radacina in [a, b] a functiei f. Vom
defini urmétorul sir:

0 0
a’ =a, ¥ =1, coz%

(3.1) i) Dacd f(a") f(c") <0 atunci "™ = a”, b"T' =", T = Ma >
ii) Daca f(a®) f(c®) > 0 atunci a1 = c*, p"FHl =pn, Fl = M, n>0

ii1) Daca f(a™) f(¢™) = 0 atunci z* = ¢".
Rezultatul urmator stabileste convergenta metodei si ofera o estimare a erorii la fiecare pas.

Teorema 3.1. Flie functia f : [a,b] — R continud si cu o singurd radacing z* € |a,b]. Presupunem
ca f(a)f(b) <0 si construim sirul (¢")p>0 ca in (3.1). Avem ca

h—
a n > 0.

1
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Proof. Prin inductie demonstram ca radacina x* apartine intervalului [a™,d"] care are lungimea

bz_—n“. De aici ar rezulta ca

a +b"
2

1., . b—a
§§|b —a |: on+1°

*

|x* — "]

Pentru n = 0 avem c& x* apartine intervalului [a®, °] care are lungimea bz_—o‘l =b—a.
Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru n si o demonstram pentru n + 1.
In cazul i) radacina este in (a”,c?) = (a1, b"*!) care are lungimea an_—fl.

In cazul ii) radicina este in (™, b") = (a™*1, 6" 1) care are lungimea 213,;“1.

In cazul iii) radécina coincide cu ¢” i prin urmare este in [a", ¢"] = [a"*!, 5" !]. Demonstratia
se incheie. O

3.2 Regula Falsi

Vom defini din aproape In aproape urmatorul sir:

a®=gq, B2 =0,

& = intersectia dreptei ce trece prin punctele (a®, f(a®)) si (2, £(b°)) cu axa Oz

i) Daca f(a") f(c*) < 0 atunci a"t! =a", Tl =c"
(3.3) T = intersectia dreptei ce trece prin punctele (a”, f(a™)) si (¢, f(c)) cu axa Oz

ii) Daca f(a") f(c") > 0 atunci a" ™! = ¢*,  pH = pn
"t = intersectia dreptei ce trece prin punctele (¢, f(c)) si (b7, f(b")) cu axa Oz

iti) Daca f(c") =0 atunci z* = ¢".

Reamintim ca ecuatia dreptei ce trece prin punctele (z1,y1) si (z2,y2) este data de:

Y2 — Y1
3.4 — Yy = " (x — .
(3.4) y-p= i (a—w)

Pentru gisirea lui c” intersectim dreptele

y — f(b) = 101 (5 —p)
y=20

si obtinem formula

(3.5) L =b-

Sa observam ca daca f(a) < 0 < f(b) expresia de mai sus este o combinatie convexa a numerelor
a si b, deci ¢ va fi intre ele.

Daca vom fi in cazul iii) al algoritmului de mai sus, avem radacina exacta si ne oprim. Vom
presupune in cele ce urmeaza ca nu vom Intalni acest caz. Algoritmul continua cu determinarea
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= 3 ‘ Ve

Figura 3.1: Metoda Regula Falsi

intervalelor succesive [a", b"]. Fiecare interval [a™,b"] va contine o radacina a lui f, pentru n > 0.
Sa observam ca, la fiecare iteratie, unul dintre capetele intervalului [a™, "] se schimba, fiind inlocuit
de noul punct c” gasit la iteratia respectiva. In anumite conditii extremitatea din dreapta a tuturor

intervalelor poate raméane punctul b.

Lema 3.1. In urmdtoarele ipoteze asupra functiei f:
e f este continud in |a,b]
o fla) <0< f(b)
e f este convexd in [a,b]

e " nu este o radacing a lui f,

avem cd ¢! wa fi dat de intersectia dreptei ce trece prin punctele (¢, f(c™)) si (b, f(b)) cu aza

Ox i prin urmare este dat de formula

I (O R (G0 )
(3.6) =T - @ T fe . =0

Proof. Cum 1n ipotezele date f(b) > 0, este suficient sa aratam ca
(3.7 fe) <0 (n>0).

Pentru n = 0 aceasta proprietate este adevarata datorita convexitatii lui f:

o (I @ O L ) )
# )_f<f(b)—f(a) +f(a)—f(b)b)Sf(b)—f(cwf( )+ f(6)=0.
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Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru n si o demonstram pentru n + 1. Conform
formulei (3.6) pentru ¢"*!, folosind convexitatea lui f, avem ca

iy O L 5 O o ) )
fe) =1 (f(b)—f(c") +f(c”)—f(b)b>gf(b)—f(c”)f( ) fb)=0.

Deci, f(¢"*!) < 0 si demonstratia se incheie. O

Observatia 3.1. Daca a doua conditie este inlocuitd cu

f(b) <0< f(a),
atunci capatul din stanga, a, va ramane constant.

Observatia 3.2. Sa observam ca formula (3.6) este echivalentd cu

CnJrl — " — f(cn) — " n
G N OEN O L

In conditiile precedente putem demonstra convergenta schemei.

Teorema 3.2. Fie f : [a,b] — R o functie care verifica ipotezele din Lema 3.1. Dacd (c")n>0 este
sirul dat de requla falsi (3.6) atunci f are o radacing x* € [a,b] i avem ca

(3.9) lim ¢" = z*.

n—oo

Proof. Din formula (3.6), prin inductie, deducem ca ¢! < b :

f(b) f(e")

A= "+ b<

f(b) = f(e) flem) =) f) = fler) f(e) = f(b)

Pe de alta parte

b) f(e™) f(®) f(e™)
At = i "+ b > "+ c" = c".
f(o) = f(c) fle®) = f@) — f(b) = f(c") fer) = f(b)
Prin urmare sirul (¢"),>0 este marginit superior si crescator, deci convergent la z* € [a, b]. Trecand
la limita in relatia (3.6) obtinem ca

ceea ce este echivalent cu
f@®)(b—2") =0.

Cum z* # b (deoarece f(z*) = limy, o0 f(c") < 0 < f(b)) ultima relatie implica f(z*) = 0. Deci
x* este o radacina a lui f in [a, b]. O
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Metoda lui Newton

Ne propunem sa aproximam o radacina z a ecuatiei

(4.1) f(x) =0

prin metoda lui Newton (a tangentei). Metoda de aproximare consta in generarea, prin recurenta,
a urmatorului sir :

20 dat ,

xn+1: n f(.%' ) > ().

T ey T

Obtinerea primei iteratii cu metoda Newton este ilustrata geometric in Figura 4.1. Fiind dat

20, se intersecteazi dreapta tangents la graficul functiei f in punctul (20, f(2°)) cu axa orizontala

si de obtine z':

{ y— f(@°) = f(2%)(z —2°)
y=0.

Solutia sistemului de mai sus este:

1 0 f(fUO)

T T PRy

adica exact ceea ce ne da formula (4.2) pentru n = 0.

In urmatoarea teorema vom vedea in ce conditii metoda lui Newton converge si care este viteza
ei de convergenta.
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Tangenta ke fix) i {20 NA0))

Figura 4.1: Obtinerea primei iteratii cu metoda Newton

Teorema 4.1. Fie f € C?[a,b] o functie cu urmdtoarele proprietati:
i) f(a)f(b) <O;
it) |f'(x)] >m >0, V€& la,b];
iii) |f"(x)| < M, Vx € [a,b].

In aceste conditii existd o unicd radicing z a lui f in (a,b). Pentru orice ¢ € (0,1), existd o
vecindtate V = (2 —r,z+7) C [a,b] a lui 2, astfel incdt, pentru orice x° € V, sirul (4.2) este definit
st converge la z. In plus,

2 n
(4.3) ]z—x”\gﬂ?Q, n>1.
1 M
(4.4) z—z" < —|f(z")] §2—|x”—x"_1 2 on>1.
m m
Proof.

Etapa 1 (Existenta si unicitatea radacinii.) Conditia i) si continuitatea lui f implica existenta
unei radacini z € (a,b). Cum f’ este continud si nu se anuleaza (conform lui ii)), rezulta ca
are semn constant pe [a,b]. Rezulta ca f este strict monotona pe [a,b], de unde deducem
unicitatea radacinii z.

Etapa 2 (Analiza apriori.) Vom presupune ci am gasit 2" ! si vedem in ce conditii am putea
construi 2. Din formula lui Taylor

0= J(2) = ")+ FE ) =) + SO — o2
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si deducem ca
n—1 "
” an_f(x ) Sl 3] |Z_xn712
f’(ajn_l) 2 f’(:c"_l)
1-'”
si prin urmare
M
4.5 i I P
(4.5) o~ 2" < oo — 2™
Etapa 3 (Definim intervalul de referinta V si demonstram corecta definire a sirului.) Fie
acum 1 > 0 astfel incat
1. V=(z—r,z+r)Cla,b
2. Zpr<g<.
Se demonstreaza prin inductie ca (2"),>0 este bine definit si continut in V daca z° € V.
Intr-adevar, daci 2"~ ! a fost construit si apartine lui V, atunci f/(z"~!) # 0 si 2™ poate fi,
de asemenea, construit. Din (4.5) deducem ca
M M
|z —a2"| < —|z—2"'P< —rP<gr<r
2m 2m
si prin urmare =™ € V. De asemenea, se verifica (4.5).
Etapa 4 (Demonstram convergenta sirului si (4.3).) Prin iterarea lui (4.5) se obtine
M M [ M)? MM\ M\
& x‘_Qm‘Z z _2m<2m> [z =" ~ 2m \2m 2m | |
2" —1 on on
=— z—x =—|—|z—x — | — —q° .
2m M \2m - M \2m - Mq
De aici rezulta atat convergenta sirului (z"),>0 la z cat si (4.3).
Etapa 5 (Demonstram prima inegalitate din (4.4).) Cum f’ are semn constant pe [a, b], pentru

orice z,y € [a,b] avem ca:

(@) — fy)] = =/yyf/<s>| ds > mly — z.

/x " P(s) ds

Aplican aceasta formula lui z = z si y = 2™, rezulta imediat ca
)

1
o =" < | f@m),

sl prima parte a lui (4.4) este demonstrata.
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Etapa 6 (Demonstram a doua inegalitate din (4.4).) Pentru a doua parte a lui (4.4) aplicam
formula lui Taylor astfel

Fam) = FE) + @ - ) 4 O an

si deducem ca

Py = £ (P @) a2t O 2t

adica

Prin urmare M
e

si a doua inegalitate din (4.4) este demonstrad. Demonstratia teoremei se incheie.

O]

Observatia 4.1. Prima evaluare a erorii (4.3) ne arata ca viteza de convergenta a metodei Newton
este cea cu care ¢> converge la zero. Aceasta este cu mult mai mare decdt viteza metodei de punct
fix, care era in general ¢". De asemenea, sa notam ca formula (4.5) ne aratd cd, dacd la pasul
n — 1 avem o eroare €, atunci la pasul urmdtor, eroarea este mai mica decat %62. Acest lucru
implica wrmatorul fapt: dacd la pasul n — 1 avem calculate k zecimale exacte ale raddacinii, atunci
la pasul urmator avem practic 2k zecimale exacte. O metodd cu astfel de caracteristici se numeste

de ordin do1.

Observatia 4.2. Fvaluarile (4.4) ne dau doud criterii de oprire a iteratiilor. Dat e > 0, vom opri
algoritmul dacd f(z™) < € (caz in care eroarea va fi mai micd decdt €/m) sau dacd |z" — 2" 71| < ¢
(caz in care eroarea va fi mai micd decat e2M/(2m)).

Observatia 4.3. Metoda Newton este una dintre cele mai folosite metode de aproximare a radacinilor
ecuatiilor neliniare datorita vitezei mari de convergenta. Fa are insa si unele dezavantaje:

1. pentru a avea asiguratd convergenta trebuie sa luadm aproximarea initiald suficient de aproape
de radacinag. In demonstratia teoremei se indica modalitatea de construire a vecinatatii V.
Aceasta poate fi foarte micd iar gasirea ei presupune un studiu matematic detaliat al functiei

1.

2. pentru construirea iteralitlor este nevoie de calculul derivatei. Acest lucru este cu atat mai
laborios dacd dorim rezolvarea unor sisteme de ecualii. S-au propus mai multe metode care
evita calculul derivatei:

20 € [a,b], 2"t =2a"—af(a"),

4.6

(4.6) (Metoda Newton modificatd sau a liniilor paralele),
0 2t €[a,b], 2"T!=2"— ot f(z™)

(4.7) ’ Y flam) = f(zn1) ’

(Metoda secantei).
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Observatia 4.4. Definim functia g: V — R,

Avem ca

e g este de clasa C*(V).

o g(z) ==z

Jo) =1 @21 _ @)

(f'(2)) (f'(z))

si prin urmare |g'(z)| < ¢ < 1 intr-o vecindtate a lui z.

Prin urmare, metoda Newton poate fi privitd si ca o metodd de punct fix pentru functia g.

Mai retinem i urmaétorul rezultat (A. Ostrowski, Solution of equations and systems of equations,
Academic Press, New York, 1966, Theorem 7.2):

Teorema 4.2. Fie f € C%([a,b]) si 2° € [a,b]. Presupunem cd functia f are urmdtoarele pro-
prietats

i) f(@°)f'(z°) #0

i) Intervalul In = [min{z®, 2% 4 2ho}, max{z®, 2% + 2ho}], unde ho = —f(2°)/ f'(2°), este in-
clus in [a,b]

i) 2|ho|M < |f'(zY)], unde M = maxyej, | (z)].

Atunci ecuatia (4.1) are o solutie unica z € Iy iar sirul (4.2) dat de metoda Newton este bine
definit, inclus in Iy si converge la z. In plus,

M
(4.8) |z — 2" < 2‘f,7|ac” —z" 2 n>1

(z)]

4.1 Exemplu

Consideram ecuatia 22 — 2 = 0 care are o unicd radicind in Ry, z = v/2. O vom aproxima cu
metoda Newton considerand algoritmul

(™2 -2  (a")?%+ 2

0 _ n+l _ n

-9 S -

* 7 v 2z 2"
Sa calculam primele iteratii

3 17 577

0 1 2 3

=2 =-=1.5 = — = 1.4167 = —— = 1.4142157.

S T T T 408

Observam ci s-a obtinut o aproximare foarte buna penrtru v2 = 1.41421356237310... cu o
eroare mai mica decat 107° in doar trei iteratii.
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Rezolvarea ecuatiilor polinomiale

Una dintre cele mai importante si mai frecvente probleme matematice este aceea de determinare
a radacinilor polinoamelor cu coeficienti reali. Oricare dintre metodele discutate anterior poate
fi utilizata in acest scop. Unele dintre aceste metode permit determinarea radacinilor complexe
(de exemplu metoda Newton, daca se lucreaza cu aproximare initiala numar complex) altele nu
(metoda bisectiei). Exista insa si metode specifice ecuatiilor polinomiale (Lobacevski, Bairstow,
Laguerre, Miiler etc) care pot determina toate radacinile, reale sau complexe.

In cele ce urmeazi vom arita cum procedeul deflatiei in combinatie cu metoda Newton pot fi
folosite pentru a aproxima toate radacinile reale ale unui polinom

p(2) = anx™ + an_12" 4+ ...+ arz + ag,

unde a; sunt numere reale.
Notam cu P, [x] multimea polinoamelor de grad cel mult n cu coeficienti reali. Vom incepe
printr-o discutie a modului in care putem evalua eficient un polinom si derivata lui intr-un punct.

5.1 Evaluarea polinoamelor si schema lui Horner

Pentru evaluarea polinomului p(z) = a,2™ + an_12" 1 + ... + a12 + ag in punctul a putem folosi
urmatorul algoritm:

1. s=ag
2. Pentru:=1,2,....,n
21 s=s4a;*xa
22 a=axa
3. p(a) = s.
Acest algoritm organizeaza calculele astfel:
pla) =ao+ (a1 xa+ (ag xaxa+ (a3 *xa®*a... + (ap_1 % a" 2 xa+ (ap xa" L xa)..)),

si presupune efectuarea a n adunari si 2n inmultiri.
Exista insa o modalitate mai eficienta de evaluare a polinomului, care se bazeaza pe urmatoarea
scriere a polinomului p

pla) =ap+ax(ar+ax(ax+ ... +ax*(ap_1+ ay*xa)...)).
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Qp, Ap—1 Ap—92 | eeeeiiiieann ai ag
an | ap—1+abp_1 | ap—2+abp_2 | oo a1 +aby | ag + abg
bn—l bn_g bn_g ............ bo p(a)

Tabelul 5.1: Schema lui Horner de determinare a restului si a catului impartirii lui p(x) la x — a.

Algoritmul de calcul corespunzator este urméatorul:
1. bnfl = Qnp

2. Pentrut=n—-1,n-2,..,1

bi_1=a;+b;*xa
3. pla) =ag+by*a

Acest algoritm presupune doar n adunari si n inmultiri si este de preferat celui anterior. El
reprezinta de fapt schema lui Horner de determinare a restului i a catului impartirii lui p(z) la
T — a, aga cum este redat in Tabelul 5.1. S& observam c&, in plus, determinam si catul Tmpartirii
lui p(z) la x — a:

p(z) = (x — a)(bp_12" + by 02" 2 + ..+ byx + bg) + pla) == (z — a)q(z) + p(a).

De asemenea, sa notam ca
(5.1)
p'(a) = qla) = by_1a" ' + b, 20" 2+ ...+ bra+by=bg+alby + ... + a(b,_2 +ab,_1)...)

si putem realiza un algoritm eficient de calcul simultan al valorilor p(a) si p'(a):

1. p=ay,
2. dp=0
3. Pentrut=n—-1,n—2,...,0

31 dp=p+dp*a
32 p=a;,+pxa

5.2 Deflatia

Pentru determinarea tuturor radacinilor lui p se poate folosi metoda Newton in combinatie cu
procedeul deflatiei. Algoritmul consta in urmatorii pasi:
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1. Determinarea unei radacini r a lui p. Se poate folosi metoda Newton:

1.1. Se alege

1.2. Se genereaza prin recurenta girul

k+1 k p(xk) (k Z 0)7

folosind algoritmul de mai sus pentru evaluarea simultana a lui p(z*) si p/(a*).

1.3 Se folosegte unul dintre criteriile de oprire a iteratiilor gi se aproximeaza r cu ultima
iteratie calculata (sa zicem a n—a):
r R x”.

2. Impértirea lui p la z — r (de fapt la x — 2™) si determinarea catului ¢ cu folosirea schemei
Horner (deflatie).

3. Reluarea algoritmului cu ¢ in loc de p.

Probleme care pot aparea:

e Metoda Newton nu converge. In acest caz se incearc o mai buni localizare a ridicinii r si
alegerea unei aproximatii initiale ° mai aproape de ea. Exist# tehnici speciale de localizare
(Sturm, Gersgorin). De asemenea, se poate aplica la inceput o metoda mai lentd precum
metoda bisectiei care are proprietati mai bune de convergenta.

e Prin deflatii succesive se pot introduce erori din ce in ce mai mari. De aceea este convenabil
uneori sa se Inceapa aproximarea celei mai mici radacini in modul si sa se continue cu celelalte
radacini In ordine crescatoare. Odata obtinuta o aproximare z™ a unei radacini, o metoda
de asigurare consta in aplicarea metodei Newton direct polinomului original p (si nu celui
obtinut prin deflatii) ludnd ca aproximare initiala tocmai pe z™. Acest procedeu se numeste
rafinare.

5.3 Garantarea convergentei metodei lui Newton

Urmatorul rezultat ne arata ca, in anumite cazuri, putem garanta convergenta metodei lui Newton
pentru o larga plaja de posibile valori ale aproximatiei initiale.

Teorema 5.1. Daca radacinile polinomului p € Py [x] sunt toate reale si aranjate crescator astfel
r1 Srg <. STy,

atunci metoda lui Newton converge pentru orice aproximare initiald x° > r,.
Proof. Fara a afecta generalitatea problemei, putem presupune ca a,, > 0. Rezulta ca
(5.2) p(z) >0, Vz>r,.

Radacinile derivatei p’ sunt toate reale, situate intre 7y si r,. Aceeasi proprietate o are si p”.
Ca mai sus, rezulta ca

(5.3) p(xr) >0, p'(z)>0, Va>r,.
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Fie 20 > r, si
0
!l =20 - p(a’) .
P ()

Din (5.2)-(5.3) rezultd ci 2! < 2°. De asemenea, cum exista ¢ intre x° si 7, astfel incat

1
0 = p(ra) = p(a°) + (rn — ")/ (&%) + 5 (rn = 2°)°p"(€),
p(a’)
p'(2°)
Prin inductie matematici se demonstreazi ci sirul (z¥);>¢ dat de metoda lui Newton este

descrescitor si minorat de 7,,. Prin urmare sirul (z*) k>0 este convergent la o valoare r > r,. Prin
trecere la limita in relatia de recurenta

avem ca

p(f’fo) + (1 — 550)29/(730) <0&r— <ZUO — ) <0er,< z!.

se obtine ca p(r) = 0 si deci r = ry,. O
Analog se poate demonstra si urmétorul rezultat.

Teorema 5.2. Daca radacinile polinomului p € Py, [x] sunt toate reale si aranjate crescator astfel
1 <712 <. STy,

atunci metoda lui Newton converge pentru orice aprozimare initiald x° < r1.

Teorema de mai sus ne arata ca, daca aproximatia initiald este mai mare decat cea mai mare
radéacina a polinomului, atunci avem garantatd convergenta. Cum se presupune ca nu cunoastem
cea mai mare radacina a polinomului, putem folosi in locul ei un majorant. Urmatorul rezultat ne
spune cum putem calcula usor un majorant al celei mai mari radacini a unui polinom.

Teorema 5.3. Orice raddcing v a polinomului p(x) = apz™ + an_12" " + ... + a1z + ag verificd

(5.4) Ir| <1+ max |—]|.
0<k<n—1|ay,
Proof. Fie |z| > 14 maxo<k<n—1 Z—: =14 c. Avem ci
1
k k
p@)| = lan| |z = | D x| |2* | = |an|]z]™ [ 1 Tl > Jaglfalt ) >
0<k<n—1 n 0<k<n-—1

1
> n - E k]l —
= ’an’ |.CU‘ 1 |an‘ ’3}‘|n Oﬁrl?gaflc—l ’ak’ ’x‘

0<k<n—1
[ (| = 1) [an| 0<k<n—1 -

o o 1
2 bl o (1~ ) = bl o >0

Prin urmare, orice |z| > 1 + ¢ nu poate fi radacina a lui p. O
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Observatia 5.1. Prin urmare, dacd stim cd toate raddcinile unui polinom p(x) = apx™+a, 12" 1+
. + a1 4 ag sunt reale si luam
ag

an

2 >1+ max

0<k<n—1 ’

atunci girul dat de metoda Newton converge garantat la cea mai mare radacind a lui p.

5.4 Exemplu

Dorim gisirea ridacinilor polinomului p(x) = 52% — 22 — 10z + 2 = 0 folosind metoda lui Newton
combinata cu deflatie. Cum sunt trei radacini, vom avea trei etape:

Etapa 1: Formula lui Newton ne da relatia

G+ g 5(z")% — (2™)? — 102" +2  10(2")? — (a™)? — 2
B 15(xm)2 — 227 — 10  15(z")2 — 22" — 10

Pentru a determina pe z° folosim Teorema 5.3

2 10
14+ max |— :1—|—max{,,}:3,
0<k<2 | ap 5 b
deci putem lua z° = 3. Rezults ci:
1 259 2 3
T = 119 = 2.17647058823529; x* = 1.69944970726437; x° = 1.47692799467256;

ot = 1.41836046282858; x° = 1.41423365036378; x5 = 1.41421356284808
S-ar parea ca rs = \@(?).Vom incerca sa vedem daca este aga printr-un calcul exact

P(V2) =10v2 =2 —10v2 +2 =0 (URAAA!)

Am obtinut cea mai mare radacina:

7“3:\6. ]

Etapa 2: Intai facem deflatie. Folosind schema lui Horner, imp#rtim pe p(z) la z — /2.

5 -1 —-10 2
51 —14+5v2 | —v2 0
bo b1 bo | p(v/2)

Tabelul 5.2: Schema lui Horner de determinare a restului si a catului impartirii lui p(z) la z — /2.

Obtinem (vezi Tabelul 5.2): p(z) = (x — v/2)p1(x) cu

pi(z) =52 + (=1 +5V2)z — V2.
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Formula lui Newton ne da relatia:

bl _ g D@2+ (Z145V2)a" V2 5(a")? + V2
10z — 1 4+ 52 10z — 1 4+ 52

Pentru iteratia initiald 2°, putem folosi Teorema 5.3

ag

an,

1+ max
0<k<1

2 1 4
=1+ max [7\[7, =V2+ 2,

9 9 9
si luam SCOZ\/i-f-%.

O altd variantd este si ludm chiar 2° > /2 = r3. Vom considera acest ultim caz z° = /2.
Obtimen ca:

L 10+V2
Ll

= m = 0.56469097531924; 2 = 0.25675019718244; 2 = 0.20186407296630;

1 =0.20000214764723; x5 = 0.20000000000286
S-ar parea ca ro = 0.2(7).Vom incerca sa vedem daca este asa printr-un calcul exact

p(0.2) = 0.04 — 0.04 —2+2 =0 (URAAAI)

Am obtinut a doua cea mai mare radacina:

T9 = 0.2.

Etapa 3: Din nou facem deflatie. Folosind schema lui Horner impartim pe p;(x) la  — 0.2.

5 —1+5v2 —V2
5 —14+5vV2+1 0
by bo p(0.2)

Tabelul 5.3: Schema lui Horner de determinare a restului i a catului impartirii lui p;(z) la = — 0.2.

Obtinem (vezi tabelul 5.3): p1(z) = (z — 0.2)p2(z) cu
po(x) = 5z 4 5v/2.

Acum obtinem direct cea de a treia radacina:

r3 = —ﬂ.




Cursul 6

Interpolare polinomiala

Interpolarea si extrapolarea sunt tehnici de obtinere a unor date noi pornind de la o multime
cunoscuta si finita de date initiale. De obicei dorim sa folosim interpolarea si extrapolarea pentru
predictie, in sensul ca utilizam date cunoscute pentru a obtine o estimare a datelor necunoscute.
De exemplu, presupunem ca avem urmatorul tabel care reprezinta temperatura aerului la patru
ore diferite:

Ora 811012 | 14
Temperatura | 5 | 7 | 11 | 12

Am dori ca, folosind datele din tabel, s spunem cat este temperatura si la alte ore, cum ar fi
ora 11 sau ora 16, fara a face alte masuratori. Acest lucru se poate face folosind extrapolarea si
interpolarea.

Pentru a vedea care este diferenta dintre cele doua, trebuie sa cunoagtem semnificatia prefixelor
“extra” si “inter” (de la originalele din latind). Prefixul “extra” inseamna “afara” sau “pe langa”.
Prefixul “inter” inseamna “intre” sau “printre”. Prin urmare interpolarea prezice valoarea unor date
noi care se afla in mijlocul datelor initiale. In exemplul de mai sus, aceasta valoare ar fi temperatura
la ora 11. Din contra, extrapolarea prezice valoarea unor date noi din afara domeniului datelor
initiale, cum ar fi temperatura la ora 16 in cazul nostru.

Exista o mare varietate de metode de interpolare si extrapolare, bazate pe tendinta generala
care se observa in datele initiale. Pentru ambele metode, presupunem insa ca, prin experimentare,
esantionare sau colectare de date, avem un numar finit, sa zicem n + 1, de date initiale sub forma
unor perechi de numere:

(61) (anyO)a(xlvyl))'”v(xnuyn)’
Primele componente, xq, x1,..., T, reprezinta o variabila independenta iar componentele de pe
pozitia a doua, yg, y1,..., Yn, reprezintd o variabila dependenta. In exemplul anterior, valorile

variabilei independente sunt 8, 10, 12 si 14 si reprezinta orele la care s-au masurat temperaturile.
Valorile variabilei dependente sunt 5, 7, 11 si 12, indicand temperatura in functie de ora. Sa
mai mentionam ca valorile variabilei independente trebuie sa fie numere reale diferite iar valorile
variabilei dependente sunt numere reale oarecare.

In continuare, avand datele (6.1), incercam sa formulam un model pentru ele. Acesta ar putea
fi reprezentat de o linie dreapta care este cat mai aproape de date sau ar putea fi dat un alt tip
de curba care chiar treace prin acele date. In orice caz, vom avea o functie care leaga variabila



2 Cursul 6. Interpolare polinomiala

13 T T T T T T T

- Date initiale
Curba de intaerpolars
# [Dateintermediars

Temperatura

Figura 6.1: Curba de interpolare si evaluarea unei date intermediare

independenta cu variabila dependenta si care ne da valori aditionale ale datelor, in afara celor
initiale (vezi Figura 6.1).

Dintre cele doua metode, interpolarea este preferata pentru ca ea oferda o probabilitate mai
mare de a obtine o estimare valabila pentru noile date. Cand folosim extrapolarea, presupunem
ca tendinta observata va continud pentru valori in afara intervalului pe care l-am folosit pentru a
propune modelul nostru. Este posibil sa nu fie cazul si, prin urmare, trebuie sa fim foarte atenti
atunci cand folosim tehnici de extrapolare. In cele ce urmeazi vom aborda doar procedeul de
interpolare. Mai mult, ne vom limita la o singura metoda de interpolare, cea mai simpla, numita
interpolare polinomiald.

In analiza numeric, interpolarea polinomiala consta in urmatoarele: dat un set de puncte in
plan de forma (6.1), vom cauta un polinom care trece prin toate aceste puncte si care are cel mai
mic grad posibil. Notam cu P, [x] multimea polinoamelor de grad cel mult n cu coeficienti reali.

6.1 Polinomul de interpolare Lagrange

Fie n + 1 numere reale diferite intre ele zg, x1, ...,  $i n 4+ 1 numere reale arbitrare yg, y1, .-, Yn.

Definitia 6.1. Se numeste polinom de interpolare pe nodurile (xo,y0), (1,Y1), .- (Tn,Yn) un
polinom p,, cu urmdatoarele proprietati:

2. grad (p,) < n.

Urmatoarea teorema nu doar ne arata ca exista un unic polinom de interpolare, ci ne ofera si o
modalitate de constructie a lui.

Teorema 6.1. Ezxistd un unic polinom de interpolare p, pe nodurile (xo,v0), (1,Y1), -y (TnyYn)-
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Proof. Existenta: Definim mai intadi urmatoarele polinoame (numite polinoame elementare La-
grange):

li(x):ﬁ TTI (0<i<n).

xr; — X
hep ‘U k
k#i

Polinoamele elementare Lagrange au urmatoarele proprietaati:
1. Fiecare l; este un polinom de grad n;
2. Pentru fiecare [; avem urmatoarele relatii
0 dacai#j
i) = 0y = { 1 dacdi=j.
Definim acum polinomul p,, astfel

pa(x) =) yili(x).
i=0

Tinand cont de proprietatile polinoamelor I; se verifica usor ca p,, este un polinom de interpolare
pe nodurile (g, y0), (1,Y1)s ey (Tn, Yn)-

Unicitatea: Fie p, si ¢, doua polinoame de interpolare pe nodurile (zg, o), (z1,91), .-, (Tn, Yn)-
Sa notam r, = p, — ¢,. Polinomul r,, are urméatoarele proprietaati:

1. r, este un polinom de grad cel mult n;
2. rp(zi) =0,0<i<n.

Din cele doua proprietati de mai sus rezultd imediat ca r, = 0 si, prin urmare, exista un unic
polinom de interpolare. ]

Observatia 6.1. Teorema precedenta ne arata o modalitate de a construi polinomul de interpolare
Pn pe nodurile (anyo); (3717191)7 vy (TnyYn):

e Se construiesc polinoamele elementare Lagrange:

- T — Tk .
. ; = <1< n);
(6.2 b =T[5 =% <i<ny
k=0
ki

e Se calculeazd suma care ne da polinomul de interpolare:
(6.3) pn(x) = Zyz li().
=0

Aceasta este doar o posibilitate de a construi polinomul de interpolare. Scris in forma (6.3)
de mai sus, polinomul de interpolare va fi numit “polinomul de interpolare Lagrange pe nodurile

($07y0): (xlvyl); ceey (xnayn)”'
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6.2 Polinomul de interpolare Newton

Dezavantajul formulei (6.3) este acela ca, daca mai adaugam un nod, trebuie sa luam calculul de
la inceput. Vom vedea o alta forméa de scriere a polinomului de interpolare in care adiaugarea de
noi noduri se va face cu mai putine calcule. Vom avea nevoie insa de o pregatire.

6.2.1 Formula Aitken-Neville

Incepem cu urmatoarea formula care ne permite construirea polinomului de interpolare recursiv,
folosind doua polinoame de interpolare pe mai putine noduri.

Teorema 6.2 (Aitken-Neville). Daca i,j € {0,1,...,n} sunt dot indici diferiti, fie gn—1, polinomul
de interpolare pe nodurile (xo,y0), (®1,y1), -y (@i—1,Yi-1), (Tit1,Yit1), --- (Tn,Yn) §0 fie gn_1;
polinomul de interpolare pe nodurile (xzo,y0), (z1,y1), ---, (Zj—1,Yj—1), (@j4+1,Yj+1)s ---r (Tn,Yn)-
Atunci, polinomul p,, de interpolare pe toate nodurile (zo,yo), (z1,y1), ..., (Tn,yn) este dat de
formula:

(@ = @y )a—n g(@) = (@ = $j)£7n—1,j($)_

(6.4) pn(x) = P—

Proof. Se arata usor ca p, dat de (6.4) are urméatoarele proprietati:

¢ p, este un polinom de grad cel mult n deoarece g,—1,; $i gn—1,j, filnd polinoame de interpolare
pe n noduri, sunt polinoame de grad cel mult n — 1.

e Pentru fiecare k € {0,1, ..., n}, pn(zk) = yi deoarece ¢, —1i(x) = yr dacd k # i si gn—1j(zx) =
yr daca k # j.

Prin urmare, sunt indeplinite cerintele Definitiei 6.1 si p, este polinomul de interpolare pe toate
nodurile ($0>y0)7 (':Ulayl)? [RX) (xnvyn) O

6.2.2 Diferente divizate

Ne plasam in acelesi ipoteze de mai inainte. Presupunem ca dispunem de n+ 1 numere reale diferite
intre ele zg, x1, ..., Ty si n+ 1 numere reale arbitrare yg, ¥1, ..., Yn. Vom defini un obiect matematic
nou, numit diferente divizate.

Definitia 6.2. Se numesc diferente divizate urmatoarele numere reale definite prin recurentd:

yli := vi,
(diferente divizate de ordin Q)

Ty Tig 1y ooes Titk—1] — Y[Tit1s Tit2, ooy s
y[xiyxi+1;---7$i+k] - y[ 1y Lit1y ooy Ltk 1] y[ i+1y) Li+25 -0y z+k]’
Ti — Titk
(diferente divizate de ordin k > 1).

Pentru calculul diferentelor divizate trebuie sa facem urmaéatorul tabel:

Observati ca, pentru a avea diferentele divizate de pe prima linie a tabelului 6.1, este nevoie
sa completam intregul tabel.
Cele mai importante proprietati ale diferentelor divizate sunt mentionate in urméatoarea propozitie.
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= ylzol = 4o ylro, 2] = W y[zo, 1, 72| = W
o yle] = ylry, zo] = FEEE |yl @, 2] = SRR AR
2 ylza] = yo ylas, ws] = Uz2l=vlz]

) Frpp——
3 ylzs] = ys

Tn—1 y[xn—l] = Yn—1 ?/[%—17 xn]

Tn—1—"Tn

T, y[xn] = Un -

Yo, 21, Tn—2]—Y[T1,%1, ., Tn_1]
TO—Tn—1

y[330,3?17 ---7ﬂ?n]

_ Yo, @1, Tn—1]—Y[Z1,%1,...,.Tn]
- To—Tn

YT1,22, -, Tn—1]—Y[*2,%3,...,Tn]
T1—Tp

Tabelul 6.1: Tabelul diferentelor divizate pe nodurile (xo,v0), (T1,41), - (Tn, Yn)-

Propozitia 6.1. Diferentele divizate au urmdtoarele proprietdti:

1. ylzo, ..., xn) =

n

j=0 HOSz‘sn,i;éj(ﬂfj — ;)

Yj

i

2. Invariania la permutarea indicilor: pentru orice permutare o € Sfo, . )} avem cd

YTo)s - s Tom)] = ylwo, -, 2kl

3. Linearitatea: Pentru orice doud numere reale a i b i orice doud sisteme de puncte (xo,yo),

(xlayl); ceey (w’rL?yn) §Z ($07Z0)7 (1’1,21)7

(ay + bz)[x0, ..., zn] = aylzo, ...

, (Tn, 2n) avem ca

] +bz[xo, .., X

4. Regula lui Leibniz: Pentru orice doud sisteme de puncte (xo,yo), (T1,Y1), -y (Tn,Yn) $§i

(z0,20), (x1,21), ...

, (Tn, 2n) avem ca

(y2)[zo, ..., xn] = Zy[wo, e
§=0

A N S

5. Proprietatea de medie: Data o functie f € C"[a,b], fie n+1 valori diferite din (a,b): a < x¢ <
<o <y < b gt nodurile (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), ..., (Tn, f(xn)). Avem ca ezista ¢ € (xg, xy)

astfel incat:

flzo, .. xn] =

Proof. Proprietatile sunt elementare si sunt lasate ca exercitii. O
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6.2.3 Polinomul de interpolare Newton

Utilitatea diferentelor divizate este pusa in evidenta de urmatorul rezultat.

Teorema 6.3. Polinomul p, de interpolare pe nodurile (zo,y0), (1,Y1), ---, (Tn,yn) este dat de
urmdatoarea formula:

Pu(@) = ylwo] + ylzo, 21](z — w0) + ylzo, 71, 22] (2 — 20)(z — 21)
(6.5) + -4 ylzo,x1, .., 2p)(x —z0) (T — 1) ... (T — Tp1).

Proof. Vom demonstra formula (6.5) prin inductie dupa n.

Pentru n = 0 avem un singur nod (xg, yo) iar polinomul de interpolare pg este constant yy. Deci

avem ca
po(w) = yo = ylwo],
si formula (6.5) este adevarata.

Presupunem ca formula (6.5) este adevarata pentru orice n noduri si o demonstram pentru n+ 1
noduri (zo,y0), (z1,¥1)s -, (Tn,Yn). Fie gn—1,, polinomul de interpolare pe nodurile (zo,yo),. ..,
(n—1,Yn—1) $i gn—1,n—1 polinomul de interpolare pe nodurile (zo,v0), -.-,(Tn—2,Yn—2), (ZTn,Yn).
Formula Aitken-Neville (6.4) ne spune ca

(33 - Jf'n)Qn—l,n(l‘) + ($ - xn—l)Qn—l,n—l(l’)

pn(x) - Tp—1 — Tn
T — Tp— _ XTr) — _ _
ooy 4 P00~ 1)
Ip—1 — Tn

Folosind ipoteza de inductie pentru polinoamele g,—1,, $i ¢n—1,n—1, avem ca:
Gn-1,0(%) = @n-1,n-1 = (Y[T0, 1, .. -, Tn—1] — Y[T0, Z1, - -, T2, Tn])(x — 20) (T — 1) ... (T — Tp—2),
de unde, tinand cont de faptul ca

ylxo, 1, ..., Tno1] — y[To, X1, ..., Tn_2, Tp)
Tn—1 — Tnp

= y[$0>$17 s 73371])
obtinem ca

Pn(2) = gn—10(x) + ylzo, 1, ..., 20)(z — z0)(x — 1) ... (T — Tp—2)(T — Tp—1).

Tinand cont din nou de forma lui ¢,—1,,(x) data de ipoteza de inductie, obtinem din egalitatea de
mai sus ca p, este dat de (6.5) si demonstratia se termina. O

Observatia 6.2. Vom numi polinomul de interpolare in forma (6.5) “polinomul de interpolare
Newton”. Va atrag atentia ca (6.3) si (6.5) sunt doar doua forme diferite de a scrie acelagi unic
polinom de interpolare p,. Deci, avand aceleasi noduri de interpolare, polinomul Lagrange este
identic cu polinomul Newton, doar formele de scriere ale lor sunt diferite.

Observatia 6.3. Avantajul polinomului de interpolare Newton este urmdtorul: dacd avem deja
polinomul de interpolare pe nodurile (xo,yo),. .., (Tn—1,Yn—1) (notat gn—1, in demonstratia ante-
rioard) atunci nu avem de calculat decdt un termen nou, y[xg, z1,...,2Ts)(x — x0)(x — 1) ... (T —
Tn—2)(T — xpn_1), pentru a-l obline pe py:

Pn(2) = gn—10(x) + y[zo, 1, ..., 2n)(z — xo)(x — 1) ... (T — Tp—2)(T — Tp—1).
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6.3 Exemple

e Determinati folosind metoda Lagrange polinomul de interpolare ps(z) pe nodurile (0,4), (1, 3),

Avem ca: ,
ps(z) = yili(x)
=0
cum G- DE-Da-5 1,
lo(z) = CD(—1)(-5) = —%(:c — 10z“ + 29z — 20),
i) = = 8))((”“"_ ;)?)_(Z)_ %) _ %(:c?’ — 92? + 202),
b(a) = = (21():?3_<1_)1(‘)” Lt 6 450,
ly(a) = 2= 02?’ (;)85"” Y 5?4 ),
Se obtine ca:
p3(z) =4 (—210> (2% — 1022 + 292 — 20) + 3%(953 — 922 + 202)
+(—2) <112> (2% — 622 + 52) + 1%@3 — 522 4 4x)
= ixg— §:t:Q—i—lac—i—él.

15 2 30

e Determinati folosind metoda Newton polinomul de interpolare ps(z) pe nodurile (1,4), (2, —1)

si (5, —8).
Avem ca
p2(w) = y[xo] + ylxo, z1)(x — 20) + y[z0, 21, 22| (T — 20) (2 — 71) =
ylzo] + ylzo, z1](z — 1) + y[wo, 21, 21](z — 1)(z — 2).
Cum,
ylxo] = 4,
vieo,m] =0 = 5
dlen 2] = g ==
(g, 21, 29] = Y0P — UL (25) = (=7/3) _ 2
Yo, o1, 1-5 -5 3
Deci,

po(z) =4—5(x—1)+ g(x —1)(z—-2)



Cursul 7

Interpolare polinomiala (IT)

In cursul precedent am vizut cum, date n+ 1 noduri (20,90), (x1,91), vy (T, yn), se defineste si se
construieste polinomul de interpolare p, asociat. O situatie particulara, dar destul de des intalnita,
este aceea in care nodurile sunt puncte pe graficul unei functii. Avem urmatoarea definitie.

Definitia 7.1. Date n + 1 numere reale diferite intre ele xg, x1, ..., Tn i 0 functie f definitd in
aceste puncte, polinomul de interpolare p, pe nodurile (xg, f(xo)), (x1, f(x1)),- .., (Tn, f(x,)) se va
numi polinomul de interpolare a functiei f pe nodurile xg, x1, ..., Tp.

Diferentele divizate pe nodurile (zg, f(zo)), (z1, f(x1)),. .., (zk, f(zk)) se vor nota [f; zo, . .., Tf].

Prin urmare, data o functie f, polinomul de interpolare p,, din definitia de mai sus coincide cu
fin xg, 21, ..., Tp. Putem si ne imagindm ca functia “complicatd” f este “inlocuita” de functia
polinomiala p,, mult mai simpla si mai usor de folosit. Vom mai introduce o definitie.

Definitia 7.2. Interpolarea pe doud noduri, xg $i 1, se va numi interpolare liniara, interpolarea
y L0 1 s

pe trei noduri, xg, T1 i Ta, se va numi interpolare patraticd, iar interpolarea pe patru noduri, xg,

T1, T2 S T3, se va numi interpolare cubicad.

7.1 Estimarea erorii in interpolarea polinomiala

Urmaétoarea teoremé ne spune cum se poate estima diferenta intre o functie f i polinomul sdu de
interpolare py,.

Teorema 7.1. Fie n+1 puncte diferite xo, x1, ..., T, din intervalul [a,b], o functie f : [a,b] — R

si polinomul de interpolare p, a functiei f pe nodurile xo, x1, ..., Tn. Dacd f € C"a,b], atunci
pentru fiecare x € [a,b] exista & € (a,b) cu proprietatea cd

(7'1) f(."L‘) _pn(x) = m n+1) H Jp = xz

Proof. Mai intai, sa observam ca egalitatea (7.1) se verifica pentru orice x = z;, 0 < i < n. Fie
acum z € [a,b] \ {zo, x1, ..., v} fixat. Definim functia g : [a,b] — R,

o) = £6) —ra) - [ (=0 t““ (2) = pula)).

x—x
=0 v

1
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Functia g este de clasid C™"[a, b] si g(x;) = 0 pentru 0 < i < n. Cum, in plus, g(x) = 0, rezultd
ca g se anuleaza in cel putin n + 2 puncte diferite din [a,b]. Folosind teorema lui Rolle, rezulta
cd ¢ se anuleaza in cel putin n + 1 puncte diferite din (a,b). Folosind din nou teorema lui Rolle,
obtinem ca ¢” se anuleaza in cel putin n puncte diferite din (a,b) s.a.m.d.

Se obtine c& ¢(*tY se anuleazi cel putin o dat intr-un punct £ € (a,b). Rezulta ca
GO |
0=g"(&) =7V — 0+ DT =15 (@) = pa(@)),
i=0 !
de unde se obtine imediat (7.1). O

Observatia 7.1. Fie f € C*[a,b] o functie cu proprietatea ca exista M > 0 astfel incdt

(7.2) swp [fW(@)| <Mb (k= 0).
]

z€la,b

Pentru fiecare n > 0, consideram n + 1 puncte diferite (z]")o<i<n C [a,b] si fie p, polinomul de
interpolare a lui f pe nodurile (z])o<i<n. Avem ca

(7.3) Jim [[f = pallefas = 0.

Intr-adevdr, (7.3) rezultd din (7.1), (7.2) si din faptul cd

(MO —a)mt
L P T

7.2 Interpolare Hermite

Fie f : [a,b] — R o functie derivabila in punctele diferite zg,x1, ...,z din (a,b). Problema inter-
polarii Hermite consta in a determina un polinom H de grad minim care sa coincida cu f si a carui
derivata sa coincida cu derivata lui f in nodurile xg, x1, ..., Tn:

(7.4) H(x;) = f(z;), H'(x;) = f'(x:), 0<i<n.

Urmatoarea teorema ne arata existenta, unicitatea si modalitatea de constructie a polinomului
H. De asemenea, ne ofera o estimare a erorii in interpolarea Hermite.

Teorema 7.2. Daca f : [a,b] — R este derivabila in punctele diferite xg,x1,...,z, din (a,b),
atunci ezista un unic polinom Hapi1 de grad cel mult 2n + 1 cu proprietatile (7.4). Daca, in plus,
f € C?"F2[a,b], pentru fiecare x € [a,b] existd & € (a,b) cu proprietatea cd

n

7O [[ (@ - w0

(75) f(ZC) — H2n+1(£6) = m
1=0

Proof. Sa presupunem ca dispunem, pentru fiecare 0 < j < n, de polinoame h; si /f;j de grad cel
mult 2n + 1 cu urmatoarele proprietati

IN
IN
N

(7.6)

o o
IN
IN
S
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Obtinem c&

n n

(7.7) Honi1(z) =Y flwj)hi(@) + > f(w;)h;(@)

Jj=0 J=0

este un polinom de grad cel mult 2n + 1 care verifica (7.4) si demonstratia existentei se incheie.
S& construim acum polinoamle h; si h;j. Pentru aceasta folosim polinomul elementar Lagrange:

Cautam h; si ?Lj de forma hj(z) = (azx + b)l?(a:) si respectiv /ﬁ](a:) = (ax —l—/b\)l?(x)
Evident, polinoamele de aceasta forma au gradul cel mult 2n 4 1 si verifica

~

hj(a;) = hi(x;) = hj(z;) = By(z) =0, 0<i<n, i#]j.

In primul rand avem ca
0 = hj(x;) = @z, + )3 (x;), 1= h(x;) =al3(w;) + 2@z + b ()1} (),
sl prin urmare
(7.8) hi(x) = (2 — 2;)15(x).
In al doilea rand avem c&

1= hj(x;) = (az; +b)3(x;), 0= h(z;) = a;lf(x;) + 2(az; + b)l;(x;)l(z;),

de unde rezulta ca
(7.9) hj(x) = (1= 2(x — z)l(2;)) 15 ().

Astfel, am determinat h; si ﬁj cu proprietatile (7.6) si existenta polinomului hermite este

demonstrata. Sa mai observam ca
n

1
! _

i=0
i#]

si prin urmare putem calcula l;(xj) fara a fi nevoie efectiv de derivarea lui [;.

Pentru a demonstra unicitatea polinomului Hermite, fie H! si H? dou& polinoame de grad cel
mult 2n + 1 care verifica (7.4). Fie H = H' — H2. H este un polinom de grad cel mult 2n + 1 care
verifica

H(x;)=H'(z;)=0, 0<i<n.

Din teorema lui Rolle obtinem ca exista y; intre x; si x;41 cu proprietatea cd H'(y;), pentru orice
0 <4 < n. Prin urmare, H' se anuleazi in cel putin 2n+1 puncte diferite: xo, 1, ..., Zn, Y0, -+, Yn_1-
Cum H' este polinom de grad cel mult 2n, rezulta cd H' = 0. Rezulta ci existd ¢ € R astfel incat
H = c. Tinand cont ca H se anuleaza in cel putin un punct (de exemplu xg) rezulta ca H = 0.
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Trecem acum la demonstrarea formulei de rest. Pentru aceasta, s observam ca egalitatea (7.5)
se verifica pentru orice x = x;, 0 < i < n. Fie acum x € [a, b]\ {z0, 21, ..., 5, } fixat. Definim functia
g:la,b] > R,

7 (t—2)°
g(t) = f(t) — Hanta (1) — H m (f(z) — Hopy1(z)) .

i=1

Functia g este de clasi C?"*2[a,b] si g(x;) = ¢'(z;) = 0, 0 < i < n. Cum, in plus, g(z) = 0,
folosind teorema lui Rolle, rezulta ca ¢’ se anuleaza in cel putin 2n + 2 puncte diferite din [a, b].

Folosind din nou teorema lui Rolle, obtinem c& ¢” se anuleaza in cel putin 2n+ 1 puncte diferite
din (a,b) s.a.m.d.

In final se obtine ci ¢("t2) se anuleazi cel putin o dat intr-un punct & € (a,b). Rezulta ca

0 =gt (¢) = FC () — (2n + 2) 'H @ —2) (z) — Hont1(7)),
=0 ¢

de unde se obtine imediat (7.5). O
Vom folosi urmatoarea definitie:

Definitia 7.3. Polinomul Hay,+1 de grad cel mult 2n + 1 cu proprietatile (7.4) ale carui existenta
si unicitate au fost demonstrate in Teorema 7.2 se numeste polinomul de interpolare Hermite a
functiei f pe nodurile xg, x1, ..., Tp.

Observatia 7.2. Fie f € C[—1,1], (zi)o<i<n zerourile polinomului Cebisev de grad n + 1,
(2i4+ )7
ri=-cos| —— ),
2(n+1)
tar Hopy1 polinomul de interpolare Hermite cu proprietatea ca
H2n+1('ri) = f(ml)v Hén+1(xi) =0, 0<i<n.
Hyp 1 se numeste polinomul de interpolare Féjer-Hermite. Se poate demonstra ca
(7.10) lim [|f — Hopt1|lop-1,1) = 0.
n—oo

Deci avem aceeasi concluzie ca in Observatia 7.1, dar fard a impune conditii suplimentare asupra

lui f.
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7.3 Exemplu

Urmatorul extras este din tabelul corzilor aflat in cartea Almageste (din araba, al-Magisti - Cea
mai mare) sau Mathematike Syntaxis (din greaca, Tratat de matematica) scrisa in jurul anului 150
d.Hr. de céatre Claudiu Ptolemeu (cca. 87-165 d.Hr, Alexandria, Egipt) si care mai mult de o mie
de ani a constituit baza cunostintelor astronomice ale lumii islamice si europene:

0] o] 6o ol ol I 9 efs4e2|
| 69 590 opanill || o ofs4iz]|

Figura 7.1: Extras din Almageste

Ne spune ca (numerele sunt in baza 60, dupa traditia babiloniana):

. o . T 1 1 1 B
sm(30)—sm6 130 <6O+060+03600>—0.5

60 0 din primele doua coloane indica: coarda unghiului de 60° dintr-un cerc de raza 60 iar

60 0 0 din urmatoarele trei coloane este valoarea ei In baza 60

1 1
“gaizecimi” = 120 <0 + 0* + 54 + 22 = 0.0001258;

60 3600 216000)

0 0 54 23 din ultimele patru coloane este valoarea saizecimilor in baza 60

™ T
in(30°30') = si (f —) 60 7— 112 ) = 0.5037755
sin ) =sin{G+355) = 199 (60F 15600
“saizecimi L (ovot ipat 11901 0.0001255
17 lml = — = . N
SAZECH = 190 60 273600 T “216000 ’

La ce servesc aceste cantitati numite “saizecimi” (in engleza “sixtieths”)?

Raspunsul este: pentru determinarea valorilor sin(30°1’), sin(30°2'), ..., sin(30°29') adica a
valorilor sinusului pentru argumente situate la distanta de 1’ unul de altul, intre 30° si 30°30’.

Cum se face acest lucru? Prin interpolare liniara, folosind cele doua valori cunoscute din tabel
sin(30°) si sin(30°30") precum si a “gaizecimilor”. Mai precis:

(300 — i ™\ o T .
sin(30°7) Sm<6 9600) <6+9600’

p1(x) = sin (E) 76 — 320 4 gin (z + L) — 6;
6 — 355 6 320/ 355

s LT ) . (77) 30— n ( n ) J
=sm |\ =) —— sin — | —=
b1 6 9600 6 30 6 320/ 30

=sin <z) + . { (* + i) — sin (z)}
=sinlg) T30 (g T590) ¥ (g)]-

”saizecimi”

Deci, folosind prima valoare ”saizecimi” de mai sus, obtinem ca:

(7.11) sin(30°') = sin (6 + 9630) ~ 0.5+ 7 %0.0001258 (0 < j < 30).
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In concluzie, ultimele patru coloane din tabelul corzilor cuprins in cartea Almageste de acum
aproape 2000 de ani reprezinta nigte valori numite ”saizecimi” care ne permit, prin interpo-

lare liniard, sd aproximam valori intermediare ale sinusului, de exemplu sin(30°1’), sin(30°2),
...sin(30°29’), care nu sunt date in tabel.

Aceasta este una dintre primele folosiri ale interpolarii. Reprezintd, de asemenea, unul dintre
exemplele de baza ale utilitatii interpolarii: obtinerea de date noi, pe baza celor precizate in tabele.

Exercitiul 7.3.1. Estimati eroarea in procesul de interpolare descris mai sus.
Proof. Vom folosi Teorema 7.1 cu f(x) =sin(x), n =1, mg = §, 1 = § + 555 Avem ca:
. 1 s s s
sin©; (7 5) (2= 5 ~ 50)
de unde, pentru z = § + v/

600> Obtinem ca

[sin (z) — p1 (2)] =

)

(T omi T T (30— )m?
- <6 * 9600) h (6 * 9600)‘ - ‘Sm(ﬁ)

2 - 96002
_ 430 = )=’
— | 2-96002

< 2.7§(30 — )1078 < 6.03 x 107°,

ultima valoare fiind obtinuta ludnd j = 15, argument care ne da valoarea maxima a lui j(30 — j)
pe intervalul [0, 30].

Prin urmare, eroarea in interpolare este de cel mult 6.03 x 1076.

O]



Cursul 8

Integrare numerica

Integrare numerica urmareste determinarea aproximativa, pe cale numerica, a valorii unei integrale
definite. La analizd matematica ati vazut ca problema calculului unei integrale definite foloseste
notiunea de primitiva: daca pentru functia f definita in intervalul [a,b] cunoastem o primitiva
a el I, atunci integrala definitd a acestei functii intre limitele a gi b se calculeaza cu formula
Newton-Leibniz:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

In practica exista insa numeroase situatii in care primitiva F' fie are o expresie complicata, fie nu
poate fi determinata pe cai elementare. Pe de alta parte, este posibil ca functia f sa fie data
sub forma unui tabel de valori, situatie in care insasi notiunea de primitiva isi pierde sensul. In
asemenea cazuri, calculul integralei definite cu relatia anterioara nu mai este posibil, fiind necesara
aplicarea unor procedee de integrare numerica, numite si metode de cuadratura.

In principiu toate metodele de cuadratura numerica calculeaza o valoare aproximativa a inte-
gralei definite pornind de la un numar finit de valori cunoscute ale functiei integrant f. Majoritatea
metodelor de cuadraturd aproximeaza functia integrant, pe intregul interval [a,b] sau pe subdi-
viziuni ale acestuia, printr-un polinom si determina valoarea integralei definite aplicand formula
Newton-Leibnitz polinomului de aproximare.

Orice formula de integrare (cuadratura) numerica va avea forma urmatoare

b n
(8.1) / f(z)dx =~ Z f(ci)b;.
a i=0

Numerele ¢; se numesc noduri de integrare (si sunt n + 1 valori diferite intre ele din [a, b]) iar
b; se numesc ponderi de integrare (fiind n + 1 numere reale). Pentru a avea o formula de integrare
numerica precizata avem nevoie sa cunoastem numarul n, nodurile ¢; si ponderile b;. Formula (8.1)
ne da o aproximare a integralei definite folosind doar valorile functiei integrant f in noduri de
integrare c;.

Pentru a avea aproximari satisfacatoare, nodurile gi ponderile de integrare numerica nu pot fi
alese la Intamplare, ci trebuie sa verifice o serie de criterii. In acest scop este folosita notiunea de
exactitate. Spunem c& formula de integrare (8.1) este exacti pentru o anumiti functie f daci

fla)dx =" f(e)bs.

a i=0
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O formuld de integrare numericid poate fi exactd pentru anumite clase de functii, dar nu va fi
niciodata exacta pentru orice functie. O notiune des folosita este urmatoarea.

Definitia 8.1. O formula de integrare numericd are ordin de precizie k dacd ea este exvacta
pentru orice polinom de grad mai mic sau egal cu k si exista un polinom de grad k + 1 pentru care
nu este exacta.

Observatia 8.1. Folosing linearitatea integralei, putem ardta usor cd o formuld de integrare nu-
mericd este exactd pentru orice polinom de grad mai mic sau egal decdat r daca si numai daca este
exactd pentru polinoamele elementare 1, x,...,x". Prin urmare, o formuld de integrare are ordin
de precizie k dacd si numai dacd este exactd pentru polinoamele elementare 1, x,. .., x*, dar nu mai
este exacta pentru kL,

Urmaétoarea teorema ne arata ca, daca formula (8.1) are ordin de precizie suficient de mare,
atunci ponderile sunt determinate in mod unic de nodurile de integrare.

Teorema 8.1. Daca formula de integrare numerica (8.1) are ordin de precizie k > n atunci

b
(8.2) b — / L@)dx  (0<i<n),
a
unde l; sunt polinoamele elementare Lagrange pe nodurile cy,c1, ..., Cp.

Proof. Fie (li)y<;<, polinoamele elementare Lagrange pe nodurile (¢;)o<i<n,. Cum (8.1) este exactd
pentru fiecare polinom [; iar I;(cj) = d;5, rezulta ca

b n
/ ll(a:)d:c = Zli(cj‘)bj = bi (O <1< n),
a =0

si demonstratia se incheie. O

Observatia 8.2. Teorema anterioard ne arata cd, daca formula (8.1) are ordin de precizie k > n,
atunci

/f f(e) @—chz/ dx—/ <chl ’ >dm:/abpn(:n)dm,

unde py,, este polinoamul de interpolare a lui f pe nodurile cg,cq, ..., Cp.
Sa mai observam ca, reciproc, orice formula de integrare pe n 4+ 1 noduri de forma

(8.3) / f)de ~ / pu(a) e,

are ordinul de precizie cel putin n. fntr—adevdr, stim ca, daca f este un polinom de grad mai mic
sau egal can, atunci el coincide cu polinomul sau de interpolare py, si deci formula (8.3) este exacta.

In final, sd notam cd prin (8.3) inlocuim integrarea functiei f (care poate fi complicatd) cu
integrarea polinomului py, (care este foarte usor de facut).
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Urmaétoarea definitie se impune tinand cont de observatia de mai sus.
I Definitia 8.2. O formula de integrare numerica este interpolatoare daca ea este de forma (8.3).

Prin urmare, o formula de integrare numerica are ordin de precizie mai mare sau egal ca n daca
si numai daca este interpolatoare, iar in acest caz ponderile b; din (8.1) sunt determinate in mod
unic. De acum Inainte vom lucra doar cu formule interpolatoare!

Intrebarea urmitoare este: cum trebuie alese nodurile ¢;? S-au impus dous, strategii diferite de
alegere a nodurilor i, in conformitate, avem doua clase importante de metode: Newton-Cotes sau
Gauss.

8.1 Formule Newton-Cotes simple

Nodurile de integrare (¢;)o<i<n sunt puncte echidistante in intervalul [a, b]. Avem doud posibilitati,
depinzand daca sunt luate sau nu capetele intervalului [a, b]:

1. Formule inchise:

h = , ci=a+ih (0<i<n, n>1).

Observam ca ¢y = a §i ¢, = b, deci capetele intervalului de integrare [a,b] sunt noduri de
integrare.

2. Formule deschise:

b—a
h:m, ci=a+(@+1)h (0<i<n, n>0).
In acest caz, ¢cog = a + h si ¢, = b — h, deci capetele intervalului de integrare [a,b] nu sunt
printre nodurile de integrare.

Cu alegerea de mai sus a nodurilor, formulele interpolatoare rezultate se numesc Newton-Cotes.

Dat un numar n, regulile de mai sus ne dau, fiecare, cate o modalitate de alegere a nodurilor de
integrare (¢;)o<i<n. Reamintim ca cerem ca formula de integrare numerica sa aiba ordin de precizie
cel putin n (deci formula este interpolatoare), prin urmare ponderile (b;)o<i<n se determina in mod
unic. In acest caz, pentru fiecare n > 1, vom avea o metodi Newton-Cotes inchisi si una deschisa.
Pentru n = 0 avem doar o metoda deschisa. Vom descrie in continuare cele mai folosite metode
Newton-Cotes.
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8.1.1 Formula punctului mediu (formuld Newton-Cotes deschisa cu n = 0)

Este o formula interpolatoare de tip Newton-Cotes deschisa cu n = 0. Prin urmare, singurul nod
de integrare este ¢y = “TH’ iar formula de aproximare se obtine astfel:

/ab f(z)dr ~ /abpo(x) dr = /ab F(co)lo(x) da:

:/abf<a;rb> dx:(b—a)f<a;b>.

Formula punctulul mecdiu:
. & A B

/ Flx)dx = (B - A}i’( * )

=S s P o
an
® B [ +1]

.

2 |

i

-os o o= " 1= z 2'a 3 as 4 48 s

Figura 8.1: Formula punctului mediu pentru aproximarea integralei

Prin urmare, avem urmatoarea formula de aproximare Newton-Cotes deschisa (formula punc-
tului mediu, vezi Figura 8.1):

(8.4) /abf(x)dm(b—a)f (“‘2”)).
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8.1.2 Formula trapezului (formula Newton-Cotes inchisa cu n = 1)

Este o formula interpolatoare de tip Newton-Cotes inchisa cu n = 1. Prin urmare nodurile de
integrare sunt ¢y = a si ¢; = b iar formula de aproximare se obtine astfel:

b b b
/f(x)dm/ pl(x)dx:/ (Fleo)lo(x) + f(en)a (2)) da

:/: <f(00>;__ccll +f(01>:1__cc(;> da::/ab <f(a>z:2+f(b)i:2)

b

(z — a)?
2(b—a)

a

Formiila trapazului

/-Bf(x)dx L 5 (F(A) + (B))
oA By

-os o o=

Figura 8.2: Formula trapezului pentru aproximarea integralei

Prin urmare, avem urmatoarea formula de aproximare Newton-Cotes inchisa (formula trapezu-
lui, vezi Figura 8.2):

b
(8.5) /f@ﬂwz (f(a) + £())-
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8.1.3 Formula lui Simpson (formuld Newton-Cotes inchisa cu n = 2)

Este o formula interpolatoare de tip Newton-Cotes inchisa cu n = 2. Prin urmare nodurile de

integrare sunt ¢y = a, ¢; = “TH’ si co = b iar formula de aproximare se obtine astfel:

b b b
/ f (o) di ~ / pa(e) dz = / (F(eoo(z) + f(e))a(@) + f(e2)la()) de

’ —c)(z—c z—eo)(z — ¢ v — ) — ¢
:/ <f(c0)(($ 1)( 2) -i-f(Cl)( 0)( 2) ++f(62)( 0)( 1))) &

Co — Cl)(CO — 62) (Cl — Co)(Cl — CQ) (02 — C[))(62 — C1

=25t () +ar (“50) + 1)

- ] Formula lui Simpson:
- - > ;
[ Feddx = B—éﬁ (f(A) + 4f (A—J-zr— ) + f(B))
o A
§ Li{=3]
=
zh
o=
1 o o a3 .42-. 4 =V

Figura 8.3: Formula lui Simpson pentru aproximarea integralei

Prin urmare, avem urmatoarea formula de aproximare Newton-Cotes inchisa (formula lui Simp-
son, vezi Figura 8.3):

(8.6) /abf(x)da:zbga(f(a)+4f (a‘;b)w(b)).



Cursul 9

Integrare numerica (II)
Formule Newton-Cotes simple si
compuse cu rest

Reamintim ca o formula generald de integrare numerica este de tipul:

b n
(9.1) / fla)da =) b f(ci).
@ i=0

Daca in (9.1) nodurile (¢;)o<i<n sunt alese echidistante (cu sau fara capetele a si b) iar ponderile
(bi)o<i<n sunt date de integralele polinoamelor de interpolare elementare Lagrange (sau, echivalent,
formula (9.1) este interpolatoare), atunci formula (9.1) este de tip Newton-Cotes. Am dedus in
cursul precedent trei formule Newton-Cotes simple:

a+b

. '/abf(g;) dz~ (b—a)f < ) = Fo(f)

Formula punctului mediu simpla - Formula Newton-Cotes deschisa cu n = 0.

b

o [ f@den P50 (@) + £0) = ()

a
Formula trapezului simpla - Formula Newton-Cotes inchisa cu n = 1.

. /abf(g;) dz ~ b_Ta <f(a,) +4f <a;b> +f(b)> = F(f)

Formula lui Simpson simpla - Formula Newton-Cotes inchisa cu n = 2.

In cele ce urmeazia vom determina expresii ale diferentelor intre valorile exacte si cele aprox-
imative ale integralei. Acestea ne vor ajuta sa estimam eroarea In aproximare. Mai precis, vom
determina, pentru fiecare i € {0, 1,2} expresiile resturilor R;(f), astfel ca

b
9.2) / f(z)de = Fi(f) + Ri(f).

1
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9.1 Formula trapezului simpla cu rest

In formula trapezului simpla am aproximat integrala lui f prin integrala lui p;, polinomul de
interpolare a lui f pe nodurile a si b:

/ab f(z) dx =~ /abpl(x) dz.

Pentru evaluarea restului consideram f € C?[a, b] si tinem cont de expresia erorii in interpolare:

1

f(@) =pi() = 5" (E@))(x - a)(x - b),

unde £(x) este un numar din (a,b) care depinde de x. Deci

b b b P2 (¢ (g
(9.3) Ri(f) ::/ f(z) dx—/ pi(x) dx:/ Jf(;!())(m—a)(:v—b) dz.

Cum f € C?[a,b], existd my = inf,epq ) fO(x), My = SUPzea,] fA(x) s

b b £ (¢(x my [
]\?/a(:c—a)(x—b)dxﬁ/a f(;())(x—a)(a;—wdxé;L(x—a)(w—b> dz.

Prin urmare

: PO,
my < b(x—a)(x—b)/a 51 (x —a)(x —b) de < Mo.

Ja

Din continuitatea lui f(2) deducem existenta unui numir & € [a, b] astfel ca

@) (¢) — 2 PIOE@),
(9.4) A = f;(x T o@D /a 51 (x —a)(z —b) dz.
Folosind (9.4) in (9.3), rezulta ca
95) m0 =130 [e-ae-nar=-LT 000y
Obtinem urmaétoarea formula a trapezului simpla cu rest:
b bh— (2
0.6 [ 1@ 4o =222 (@) + 10y - 5 - o

9.2 Formula punctului mediu simpla cu rest

In formula punctului mediu simpla se aproximeaza integrala lui f cu integrala lui pg, polinomul de
interpolare a lui f pe nodul ¢y = “T‘H):

b b
/ﬂ@ww/mwm=Wwﬁ@y
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Pentru evaluarea restului, consideram c& f € C2[a, b] si folosim formula Iui Taylor in cg:
1
f(x) = fleo) + (= co) FN (eo) + §f(2) (&(@) (@ — e0)?,

. . A < rb . <
de unde, prin integrare si observand ca fa (x — ¢p) dz = 0, obtinem ca

b b b
1 1
[ #@) do= @) [ 1OE@) - do = 310 [ @) do = 120
Valoarea £ de mai sus reprezintd un numar din [a, b] rezultat din proprietatea de continuitate a lui
@ ca la metoda trapezului.
Obtinem urmatoarea formula a punctului mediu simpla cu rest:

b " @)
9.7) / () da::(b—a)f( ‘2”)) +f24(€)(b—a)3.

9.3 Formula lui Simpson

In formula lui Simpson simpli se aproximeazi integrala lui f cu integrala lui ps, polinomul de

interpolare a lui f pe nodurile ¢y = a, ¢ = “TH’ sicp =10

/abf(:r) dx = /abm(x) 1= "5 (@ +ar (50 +10).

Pentru evaluarea restului, consideram c& f € C*[a, ] si folosim formula Iui Taylor in c;:

£(@) = fler) + (0 =) fen) + 37w — ) + 5O e)(w = ) + o fOE @) — )

Prin integrare, tinand cont ca f:(x —c)dz = fab(ac —c1)?dz = 0, rezulta ca

b @) (¢ b 4) ¢y b
/af(x)da::(b—a)f(cl)—&-f 2(1)/(1(x—cl)2dx+f2i€)/a(x—cl)4dx:

f(2) (c1)
12

FOE)

b— 3
(b=a)"+ a0

= (b—a)f(er) + (b—a)’,

unde £’ este un numar din [a, b].
Acum, folosind faptul c&, pentru o functie f € C*[a, b], avem ci existi &’ € [a, b] astfel incat

FO(er) = 2 (F(a) — 27en) + £B) — Lo e
V= bh=a)? ! 96
si substituind in formula de mai sus avem ca
b b—a (4)\(gr (4) (¢t
[ 1@ ao =250 @+ apten + f0) - EE 0+ LS o - o

Cum f € C%[a,b], rezulti ci existd & € [a, b] astfel incat

L@y o Le@yen 2 p
SFONE + S FDE) =~ 1O,
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Din ultima relatie si expresia integralei de mai sus, obtinem urmatoarea formula a lui Simpson
simpla cu rest:

09 [ r@a="5 (w147 (“50) +10) - @O0

Am demonstrat ca restul in fiecare dintre cele trei formule de baza simple este dat de:

1. Formula punctului mediu:

(2) b (2
f2(§)/ w(w—a;b)(lw—fZig)(b—a)S-

@) b (2)
Ri(f) = ! 2!@) /a (x —a)(z —b)dx = S 12<€) (b—a)?
3. Formula lui Simpson:
_ f(4)(f) b a+b N f(4)(5)

Ro(f) 1

;\
8
=

|
&
—
=
|
[\
=
=
|
>
N~—
o,
)
|
|
Do
0%}
1%
S
=
|
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9.4 Formulele Newton-Cotes compuse
Formulele Newton-Cotes prezentate mai sus nu permit obtinerea unor aproximari din ce in ce mai
precise. Putem insa sa realizam acest lucru cu urmatoarea strategie:

e Impirtim intervalul de integrare [a,b] in N subintervale egale [z;,x;y1], 0 <i < N — 1, unde

(0 <i < N).

x; sunt puncte echidistante in [a,b]: x; = a+1 I

e Pe fiecare interval mic [x;, ;1] folosim una dintre formulele simple de mai sus i insumam.

e Obtinem o formula de aproximare pe intervalul [a, b] care va depinde de numarul de subin-
tervale N. Vom vedea ca aceastd formuld oferd aproximari din ce in ce mai bune a cand N
este din ce In ce mai mare.

9.4.1 Formula punctului mediu compusa

/ab f(z)dx /%ZJrl

=2

-1

|
17

N-1
B T+ Tig1 fA), \3
= £ -75@+1 wl ( 9 ) + 24 ($1+1 xZ)
_b aN lf T+ it gNz:lf

N P 2 24N3

_b—a phly f Ti + Ty (b— a)3f(2) ©

N — 2 24 N2 ’

Prin urmare, avem urmaétoarea formula a punctului mediu compusa:

_ zi+ip1) | (b=a)®
(9.9) /f = N Zf( 5 )+ s ().
~~ Z Rest
Aproximare

Observam ca partea numita Aproximare se poate calcula iar partea numita Rest se majoreaza
cu

S s

si tinde la zero cu viteza cu care ﬁ tinde la zero. In consecinta avem o aproximare a integralei cu
o eroare care tinde la zero cand N tinde la infinit.
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Meioda trapezulul: y Metoda irapezulul:

Meioda trapezulul: y Metoda irapezulul:

——T— FADE TR S D Sl B - — - T D L T R Rt TIPS A

Figura 9.1: Formula trapezului compusa cu N = 1,5,15,25

9.4.2 Formula trapezului compusa

f(z)de = /wi+1 f(z)dx
a i=0 ¥
N—-1 (2)(¢.
=3 !”““2 B )+ 7 o)~ T
b—a N—-1 (b 3 N—-1
T ON (f (@) + f (zi41)) 12N3 Z & (&)

J —a
(9.10) / fla) dw = (f( b) +2 Z e ) 12N3 GE
a S—
~ ~~ ~ Rest

Aproximare
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Observam ca partea numita Aprozimare se poate calcula iar partea numita Rest se majoreaza
cu

S s el

si tinde la zero cu viteza cu care ﬁ tinde la zero. In consecinta avem o aproximare a integralei cu
o eroare care tinde la zero cand N tinde la infinit. Viteza cu care eroarea tinde la zero in formula
trapezului compusa este similard cu cea a formulei punctului mediu precedenta.

9.4.3 Formula lui Simpson compusa

. N-1 ZM
JECLS /
a =0
N-1 4 , (¢
- [x,H (i) + 4f (%“;_x’) +f ($i+1)> - fQSé%) (it — xi)5]
=0
N 5 N-1
= Z( v+ 4f (W)H(M))—(ngwzjf ©)
=0

b—a — — T+ x; b—a)°
S (f(a)+f(b)+2;f(xi)+4§f<2“))(2880]\24]0(4)(6)-

Prin urmare, avem urmaétoarea formula a lui Simpson compusa:

(9.11)

b —a N-1 N—-1 T + 25 —a 5
[ rwyae =" (f(a)+f(b)+22f(wi)+42f( + “))—S;SON)JW(@.
@ i=1 i=0 | —

~~ Rest
Aproximare

Observam ca partea numita Aprozximare se poate calcula iar partea numita Rest se majoreaza
cu

(b—a) ‘ e ‘
——— sup
4
2880N* Lcla
si tinde la zero cu viteza cu care ﬁ tinde la zero. In consecinta avem o aproximare a integralei cu
o eroare care tinde la zero cand N tinde la infinit. Viteza cu care eroarea tinde la zero in formula
lui Simpson compusa este mai mare decat in cele doua formule precedente.
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Integrare numerica
Metoda de integrare (Gauss

Ne amintim c& o formulad de integrare numerica
b n
(10.1) / fl@)de = fe)bi,
a i=0

este exacta pentru o anumita functie f daca, punand in loc de f pe f , In (10.1) avem egalitate.
In plus, formula de integrare numerica are ordin de precizie k daca ea este exacta pentru orice
polinom de grad mai mic sau egal cu k si exista un polinom de grad k + 1 pentru care nu este
exactd. De asemenea, am vazut in cursurile precedente ca formula (10.1) are ordin de precizie cel
putin n daca gi numai daca

(10.2) by = /b li(x)dx (0 <i<mn),

unde [; sunt polinoamele elementare Lagrange pe nodurile de integrare cg, ¢y, ..., ¢,. Astfel, formula
(10.1) este interpolatoare, adica este de forma

(10.3) / ) de ~ / " o) da.

unde p,, este polinoamul de interpolare a lui f pe nodurile cg, ¢y, ..., ¢y.

Prin urmare, ponderile de integrare (b;)o<i<n In (10.1) se determina in mod unic pentru orice
formuld cu ordin de precizie mai mare sau egal decat n (sau, echivalent, pentru orice formuld
interpolatoare). In cele ce urmeazi dorim s& raspundem la intrebarea: cum trebuie alese nodurile
de integrare (c¢;)o<i<n pentru ca formula (10.1) sa aiba ordin de precizie maxim?

10.1 Polinoame ortogonale

In cele ce urmeazi vom nota cu R[X] multimea polinoamelor cu coeficienti reali si cu Py[X]
multimea polinoamelor de grad cel mult NV cu coeficienti reali.

Definitia 10.1. O pondere in intervalul (a,b) este o functie continud w : (a,b) — R cu proprietatile:

1. w(z) >0, Vze(a,b)
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Definim spatiul vectorial

b
S= {f : (a,b) — R : f integrabila si / |f(2)|?w(z) dz < oo}.

Pentru orice f si g din § vom nota

b
(10.4) (f.g) = / f(@)g(@)w(z) dz,

gi-1 vom numi produsul scalar al lui f cu g in S.
Observatia 10.1. Datoritd proprietatilor unei ponderi, multimea R[X] este continutd in S.
Observatia 10.2. Daca f € S este o functie continud astfel incat (f, f) =0, atunci f = 0.
Urmatoarea notiune va juca un rol important in cele ce urmeaza.
Definitia 10.2. Datd o pondere w pe (a,b), un sir de polinoame (P,)n>0 C R[X] cu proprietatile:
1. grad(P,)=n, n>0
2. Coeficientul dominant al lui P, este egal cu 1, n >0
3. (Py,Pp) =0, n,m>0, n#m

se numeste sir de polinoame ortogonale in raport cu ponderea w.

Observatia 10.3. Orice sir de polinoamele ortogonale (Pp)n>0 are urmdtoarele proprietati ele-
mentare:

1. Pentru orice n >0, (P, P,) # 0.
2. Pentru orice N > 0, multimea (Pp)o<n<n este liniar independentd;

3. Pentru orice N > 0, avem ca

N N
Yo anPul@) =) buPu(w) = an =bn, 0 <n < N;
n=0 n=0



Cursul 10. Integrare numerica
3 Metoda de integrare Gauss

4. Pentru orice N > 0 existd (a))o<n<n unici astfel ca

(Inductie dupa N)

5. Pentru orice q € Py[X] existd unici (an)o<n<n astfel ca

N
q(z) = ZanPn(:L').
n=0

- <q7 PTL>

In plus, ap = an(q) = L1

n plus, an = an(q) Py Py

6. Multimea (Pp)o<n<n este o baza ortogonala a spatiului vectorial Py [X];

7. Pentru orice n > m avem ca
(Pp,z™) =0.

Mai mult, pentru orice polinom q de grad mai mic strict ca n avem cd
<Pna Q> = 0;

Urmatoarea teorema ne arata existenta si unicitatea sirului de polinoame ortogonale. De aseme-
nea, ne ofera o relatie de recurenta pe baza careia se pot determina termenii sirului de polinoame
ortogonale.

Teorema 10.1. Data o pondere w in (a,b) existd un unic sir (Py)n>0 de polinoame ortogonale in
raport cu ponderea w pe (a,b). In plus, polinoamele verifica relatia de recurentd

(10.5) Poi1(z) = (z — apnt1)Po(z) — bpt1 Pr—1(x), n>0
unde, prin conventie P_1(x) = 0, prin definitie Py(z) =1 gt

(@Pola) @) (o (Pa(@), Pu())

(10.6) = @), Pale)) T = B (@), P (a)

(n>1).
Proof. Vom determina termenii sirului (P,),>0 de polinoame ortogonale in raport cu ponderea w
pe (a,b) din aproape in aproape.

e Prin definitie, Py = 1.

e Avem cd Pi(z) =z —ay cu a; € R. Din relatia (Py, P1) = 0 obtinem (a1 Py, Py) = (z, Py), si
relatiile de mai sus sunt verificare.

e Presupunem cunoscute Py, Py, ..., P, si construim P,41. Polinomul P, (z)—xP,(z) are grad
mai mic sau egal decat n gi, conform Observatiei 10.3, punctul 5., se poate scrie in mod unic
sub forma

Poy1(z) — aPy(z) = ) o Pr(x).
k=0
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Vom arita ca relatiile de ortogonalitate 3. din Definitia 10.2 a girului de polinoame ortogonale

determina in mod unic coeficientii ay. Intr-adevar,

0 = (Poy1(2), Pa(2)) = (@Pa(2) + Y axPy(z), Pa(x)) = (@ Pa(2), Pa(@)) + (anPa(2), Pa(@))
k=0

sl prin urmare
(P, (z), P(x))
(Pn(z), Po())

(p41 = —Qp =

De asemenea, din conditia

0= (Pur1(), Pa-1(2)) = (@Pu(2) + Y arPi(), Pa(x)) =
k=0

= (2 Pp(2), Po-1(2)) + (an-1Pp—1(x), Po-1(x))

rezulta ca

{@Pn(@), Po1(2)) _ (Pa(2), 2Pn-1(2)) _ (Pu(z), Pu(2) + gn-1(2))

—0n—-1 =

(Po1(z), Pao1 (@) (Poa(2), Paca(@))  (Paa(®), Pooa(2))

Gn—1 este un polinom de grad mai mic sau egal decat n — 1 si prin urmare (g,_1, P,) = 0.

Rezulta ca

; _ . _ <Pn(.7}),Pn(x)>
n+1 n—l <Pn,1($),Pn71(x)>.

In plus, pentru j < n — 1,

0= (Puri1(2), Pj(x)) = (Pu(2) + ) arPi(x), Pj(2)) = (xPu(), Pj(x)) + (a; Pj(x), Pj(x))
k=0

sl prin urmare a; = 0.
Astfel, relatiile (10.5)-(10.6) sunt verificate si demonstratia se incheie.

Urmatoarea teorema ne da informatii asupra radacinilor polinoamelor ortogonale.

Teorema 10.2. Fiecare polinom P, are toate radacinile reale si simple in intervalul (a,b).

Proof. Fie z1, ..., z, radacinile reale din (a,b) ale lui P,, unde P, isi schimba semnul.
Daca r = n toate radacinile lui P, sunt reale, simple si apartin lui (a,b).
Daca r < n, definim g(x) = (z — z1)...(x — x,) si avem ca

b
0 = (Po(a). g(x)) = / Po(@)g(a)w(z) da.

Aceasta este insa o contradictie deoarece P,(z)g(z) este o functie continud nenuld si nu isi

schimba semnul in (a,b).

O]
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Observatia 10.4. Dacd r1 < 22 < ... < xp—1 sunt radacinile lui P—1 iar y1 < yo < ... < Yp—1 <
Yn sunt radacinile lui Py, atunci —1 < y1 <21 <y < T9g < oo. < Yp_1 < Tp_1 < Yp < 1.

Am vazut c&, pentru fiecare pondere w in [a, b], exista un unic sir (P,),>0 de polinoame ortog-
onale in raport cu ponderea w pe [a,b]. Cele mai intélnite cazuri sunt urmatoarele:

e (a,b) =(—1,1) si w(z) = 1. Polinoamele Legendre care verifica

Py=1, Pi(z)=2z, (n+1)P,i(x)=02n+ 1)xP,(z)—nP,_1(z).

Formula de recurenta care da coeficient dominat 1 este

n—1)>
P—l = O, PO = 1, Pl(:L') =2x, Pn(l‘) = .%'Pn_l(l‘) — (2n E 3)(22 — 1)Pn_2(x)
e (a,b) =(-1,1) siw(x) = \/11_7 Polinoamele Cebisev care verifica

To=1, Ti(z)=z, Thii(z)=2xT,(x)— Th_1(x).

o (a,b) = (—00,00) si w(z) = . Polinoamele Hermite care verifici

Hy=1, Hi(x)=2x, Hpii(x)=2xH,(z)—2nH,_1(x).

10.2 Metoda de integrare Gauss

Avem acum toate ingredientele necesare pentru a raspunde la intrebarea de la inceput: cum trebuie
alese nodurile de integrare (¢;)o<i<n pentru ca formula (10.1) sa aiba ordin de precizie maxim?

Teorema 10.3. Formula de integrare numerica (10.1) are ordin de precizie mazim 2n + 1 care
se obtine dacd si numai dacd (¢;)o<i<n sunt zerourile polinomului P,y1 din sirul de polinoame
ortogonale pe (a,b) in raport cu ponderea w = 1.

Proof. Sa remarcam mai intai ca daca f este un polinom de grad r > n + 1 si p, este polinomul
sau de interpolare pe nodurile ¢g, c1, ..., ¢, atunci

f(@) = pu(2) = (x = co)-.(z = cn)g(2),

unde ¢ este un polinom de grad r —n —1 > 0.
Rezulta ca formula (10.1) are ordin » > n daca si numai daca

b b b
(10.7) / f(z)dz = / pn(z)dz & / (x — cp)...(x — ¢n)q(z)dz = 0,

pentru orice polinom ¢ de grad mai mic sau egal decat » —n — 1. Prin urmare polinomul (z —
¢p)...(x — ¢p,) este ortogonal oricarui polinom de grad mai mic sau egal decat r —n — 1.

De aici obtinem in primul rand c& r < 2n + 1, altfel (z — ¢p)...(x — ¢,,) ar trebui sa fie ortogonal
sie nsusi.

Pe de alta parte, daca r = 2n+1, relatia de ortogonalitate (10.7) se verifica pentru orice polinom
q de grad mai mic sau egal decat n daca si numai daca (z —cp)...(x — ¢,) = Pry1(z), al (n+1)—lea
polinom ortogonal in raport cu ponderea w = 1 pe (a, b). O
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Urmaétoarea teorema ne oferd o expresie a erorii iIn metoda de integrare Gauss.

Teorema 10.4. Dacd f € C*"*2[a,b] iar p, este polinomul de interpolare a lui f pe nodurile
a<cy<c<...<cy<bcare sunt si zerourile polinomului P,11 din sirul de polinoame ortogonale
in raport cu ponderea w =1 pe (a,b), atunci exista § € (a,b) astfel incat

b b (2n+2) b
(10.8) /af(x)d:r—/a pn(:v)dx—i—w/a 02 1 (z) dz.

Proof. Pornim de la formula de interpolare Hermite pe nodurile ¢;

FeA(E(e) o

f(x) = Hopy1(x) + 2n +2)! Prt1()

unde Hap11(x) este polinomul de interpolare Hermite de grad 2n + 1. Obtinem ca

b £(2n+2) (¢(
/f dx_chz/ dx—i—Zf c,/ (x)dx —|—/ ngiﬂ(x)dx.

Folosind a doua formula de medie, rezulta ca exista £ € (a,b) astfel incat

/f dx—chl/ dx+Zf c,/ )dx+m/abgoi+l(x)dx.

Cum ﬁi(cj) =0,0<j <n, avem ci hi(z) = i(2)Pyi1(2) unde P, este polinomul ortogonal
de grad n + 1 iar g; polinom de grad n. Rezulta ca

/abﬁz(ﬂ:) dz = /ab ¢i(2)Ppy1(z) dz = 0.

Pe de alta parte, h;(x) —[;(x) se divide prin P,41(x) si prin urmare h;(z) —1l;(x) = gi(z) Ppt1(z).
Rezulta ca

b b b
/(hi(:c)—li(a:))dx/ ¢i(x)Ppyi(x )dme@ dx/ li(x) da.

Formula (10.8) este astfel demonstrata. O

Observatia 10.5. Din formula restului in (10.8) vedem ca ordinul de precizie este 2n + 1.

10.3 Determinarea formulei Gauss-Legendre de ordin 5

Dorim acum determinarea formulei de integrare pe trei noduri care sa aiba ordinul de precizie
maxim. Conform Teoremei 10.3, daca n = 2, formula de integrare numerica (10.1) are ordin de
precizie maxim 5 si se obtine daca (¢;)o<i<p sunt zerourile polinomului P3 din sirul de polinoame
ortogonale pe (a,b) in raport cu ponderea w = 1.

Formula de integrare se determina initial pe intervalul (—1,1). Pentru aceasta, in primul rand,
vom determina polinomul Legendre de grad 3 folosind formula de recurenta (10.5)-(10.6).
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e Polinomul Legrendre de grad zero este, prin definitie:
P() (x) = 1.
e Polinomul Legrendre de grad unu este, conform (10.5), P;(z) = (x — a1)Py(xz) — by P_1(z), cu

(Po(x), Pow)) _ Joywda
(Po(x), Po(x))  [1) da

a1 =
Prin urmare,
Pi(x) ==

e Polinomul Legrendre de grad doi este, conform (10.5), Pa(x) = (x — a2)Pi(z) — b2 Py(x), iar

(@Pi(2), Pi(z)) 2, 2% de (Pi(2), Pi(x)) _ Jy2%dz 1

a2: = :0’ b— = = —.

(Pi(2), Pi(@)) [T a2da T (R(e) Ro(@) L de 3

Prin urmare,

e Polinomul Legrendre de grad trei este, conform (10.5), P3(z) = (x — a3)Px(z) — b3 Pi(x), iar

o aR@ ) JLee e (P P) [ (e 4
T (Py(x), Py(x)) @2 = L2da © T (Pi(2), Py (2)) 122 dz 15
Prin urmare,

Pg(l‘)—:l?s*gl‘.

(10.9) Co = —— C1 = 0, Coy = —.

Coeficientii b; se determina din faptul c& formula (10.1) este exactd pentru 1, x si x2:

2
szcf: 1—(—1)?“), 0<p<2.
=0

Sistemul de determinare a coeficientilor b; este

bo + ba 4+ b3 =2
(10.10) cobp + by + by =0
C%bo + C%bl + C%bg = %
si prin urmare
5 8 5
10.11 bo— 2 p S 2
(10.11) 0=9 bhi=g =g
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Deducem urmatoarea formuld Gauss-Legendre de ordin 5 pe intervalul (—1,1):

1
(10.12) l/yunuzgﬂ—¢§+§ﬂm+gﬂ¢§.

Pentru un interval oarecare se aplica o schimbare de variabila pentru a se obtine o integrala pe
(—1,1):
b 1
b—a a+b b—a
dx = t ] dt.

o=t (575

Prin urmare formula Gauss-Legendre de ordin 5 este:
b
b—a |5 a+b b—a |3
10.13 dr ~ — - —

(10.13) | sy~ 5 9f<2 . 5>+

8 a+b 5 a+b b—a /3
+§f( 2 )+§f< 2 T2 \@)]

Dam in continuare si formula Gauss-Legendre de ordin 7:

b
010 [ fla)dom 2 é(— §+3>f “;bb;“J;(3+z¢§> .




Cursul 12

Metode numerice pentru ecuatii
diferentiale ordinare

12.1 Teoria generala

Fie tg € R, 29 € R, a,b € RY si domeniul
D:D(to,xo):{(t,x)e]Rde | [t —to] <a, |\x—:1:0||§b}.

Pentru o functie f : D — R? considerim ecuatia diferentiald ordinars

(12.1) { @'(t) = f(t, ()

x(to) = z°.
Definitia 12.1. Functia x : [ty — o, to + a] — R? este solutie a lui (12.1) pe [to — o, to + a] dacd:
1. |t —to| < a si|lx(t) — 2°|| < b pentru orice t € [ty — o, tg + @
2. x(tg) = 2°
3. x deriwabild pe (to — o, to + )

4. 2'(t) = f(t,z(t)) pentru orice t € (tg — a, to + ).

Teorema 12.1. Presupunem ca sunt verificate urmatoarele conditii
1. f este continua pe D;

2. f este L-lipschitziana in a doua variabila, adica

Atunci ecuatia diferenctiala (12.1) are o solutie unica z(t) pe intervalul [tg — a, to + @, unde

b
a:mf{a,}, M= sw |If(t)ll
M (t,x)eD
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Observatia 12.1. Daca f verifica doar conditia 1), avem garantatd existenta dar nu i unicitatea
De exemplu, daca f(t,z) = /x avem doud solutii
z(t) =0

2t >0
x(t)y=4 3 =
0 t<O0.

12.2 Aproximarea solutiilor ecuatiilor diferentiale ordinare

Fie T > 0 si 2 € RY. Presupunem ca (12.1) are o solutie unica x pe intervalul [to, tg + T].
Dat n € N*| definim h = T'/n si punctele echidistante ¢, = tg + kh, 0 < k < n.
De asemenea, notam z* = x(tx) si ne propunem sa aproximam aceste valori

xk%uk, 0<k<n.

(12.2)
Definitia 12.2. Vom numi metoda de aproximare a solutiei lui (12.1) pe intervalul [ty, o+
0 ul u”) € Mgy (n+1)(R).

T] o aplicatie A care, pentru fiecare n € N*, ne da A(n,z%) = (u°,u?, ...,

Daca notam eroarea (globala)

(12.3)

avem ca:
e Metoda A este convergenta daca

lim sup ||¢/]| = 0.
n—>000§j§n

e Metoda A este convergenta de ordin s daca

sup |le’|| < Ch®, Vn > 1.
0<j<n

12.3 Metoda Euler

Deducere:
Din 2/(t) = f(¢, z(t)) prin integrare intre tx si tx1 deducem ca

L gk / A 2()dt & (e — ) f (b 2(t8)) = BF (b, 2).

173

Acest lucru ne conduce la a considera metoda de aproximare a lui FEuler:

ul = g0
(12.4)
bt = uF 4 hf(tg,uF), k>0.
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Interpretare geometrica

1

u! se obtine intersectand tangenta la graficul solutiei in u°

= 20 cu dreapta t = t1,
0o_ 7/ _ _ .0 0 _ 1_,0 0
y—x  =x(to)(t—to)Nt=t1 y=a + f(to,z" )t —to)Nt=t1 & u =u + hf(to,u").

Pentru pagii urmatori, se foloseste dreapta care trece prin (tk,uk) gi are panta f (tk,uk), ca
aproximare a tangentei la graficul solutiei z(t) in (tg,2") care ar avea panta z'(t;) = f(tg,z*).
Aceasta dreapa se intersecteaza cu t = tj1:

y—uF = fltg, 2t —to) Nt =ty < WP = uF + hf(ty, u¥).

Eroare locala

Pentru fiecare 5 > 0 definim eroarea locala a metodei Euler prin
(12.5) It =2t — (27 + hf(tj,27)), 0<j<n-—1

Sa notam ci, daci la pasul j am avea v/ = 2/ (acest lucru este intotdeauna adevirat pentru
j =0, de exemplu), atunci

B R LS N A

adicd 771! este eroarea comisa la pasul j + 1 daci la pasul anterior avem valoarea exacti. Este o
eroare de un singur pas. De aici si numele de eroare locala.

Observatia 12.2. Sd observam ca
) A A . ti+1 A
T = (@ —a?) = hf(t,a7) = / f(t,z(t)dt — hf(t;,x’)
tj
si prin urmare 791 este eroarea la aproximarea integralet la acest pas.
Propozitia 12.3.1. Avem ca eroarea locald este de ordin doi

. M.
(12.6) sup |77 < 22 = MR?,
0<j<n—1 2

unde My = sup( z)ep [(fe + fo f) (L, 2)|.

Demonstratie. Folosind dezvoltarea Taylor, obtinem ca

FIHL = it (a:j + hf(tj,xj)) = x(tj41) — z(tj) — ha'(t;) = h;x"(ﬁj)

unde tj S Hj S tj-i-l‘ O

Teorema 12.2. Avem ca

‘ . M-
(12.7) sup |27 — || < Z2eLTh.
0<j<n 2L

(eroarea globala este de ordin unu).
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Demonstratie. Folosind (12.5), obtinem ca
I — It = I gl R f(t,a0) — ! —hf(t, ) =TT 4 (27 — )+ (f(t,2T) — f(tu)).
Prin urmare

e/ < Mh*+ (1 + hL)||’]| < ... < MA* (1+ (L +hL) + ...+ (L +hL)) + (1 + hL) e’ =

+1
_ Mh2(1 +hL)™ —1 < M, (i+1)n(1+hL) < %BLT}L

hL

12.4 Metoda Euler modificata

h h
(12.8) u T =P 4 hf (tk - §,uk + 2f(tk,uk)>

Definim eroarea locala prin

h h
(12.9) Rt = ghtl _ [mk +hf (tk +35 a* + 2f(tk,xk)>}
Propozitia 12.4.1. Eroarea locald in metoda Euler modificatd este de ordin trei:
(12.10) sup ||[TFTY| = O(n?),
0<k<n—1

adicd existd o contanta M > 0 astfel incat

(12.11) sup ||7FFY| < MA3.
0<k<n—1

Demonstratie. Observam ca

h h
TRt = gkt _ <xk +hf (tk + §,xk + 2f(tk,mk)>>

2

_ % (feltw, z(tr)) + (fof ) (s 2(tr)))

| F000) + (ot a(60) + ()0 200)) = £ (104 0¥ 4 .Y )|

=ty +h) — a(ty) — hf(tg, 2(tg))

Cum, potrivit Teoremei lui Taylor, avem ca

(4 5o 4 5000 ) = Fta) bt h) 4 )t + O,
si

h2
w(ty + h) = x(ty) + ha' (1) + " (1) + O(h%)

2
= x(ty) + hf (t, x(tr)) + % (fe(ts 2(tr)) + (faf ) (tr, () + O(R?),

obtinem ca
2

T = w(ty + h) — x(ty) — ha'(t),) — %w"(tk) +O(h*) = O(h*).
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12.5 Metoda Euler-Cauchy

(12.12) uF = oF 4 g [f(tk,uk) +f (tk + h,u + hf(tk,uk)ﬂ

Propozitia 12.5.1. Eroarea locala in metoda Euler-Cauchy este de ordin trei:

(12.13) sup [|[7*H) = Oh?),
0<k<n—1

adicd existd o contanta M > 0 astfel incat

(12.14) sup ||7FFY| < MA3.
0<k<n—1

Observatia 12.3. Sa observam ca in metoda FEuler modificata

h h
PRl kL ok _.hf’<tk-+2,xk-+2f(tk,$k)>

tet1
= [ stestonde =g (s ot Gt )

ceea ce se poate interpreta ca fiind eroarea la aproximarea integraler cu o formula de tip punct
mediu.

Analog, in metoda Euler-Cauchy am avea cd
TRl = gkl gk = (f(tij’“) +f (tk + hya® + hf(tk,wk)>>

_ /ttkﬂ F(t,x(t))dt — % (f(tk,x’“) +f (tk +h, ok 4 hf(tkv”fk)» ’

k

ceea ce se poate interpreta ca fiind eroarea la aprorimarea integralei cu o formula de tip trapez.
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12.6 Metode Runge-Kutta

Deducere
Din 2/(t) = f(t,z(t)) prin integrare intre tj i tx41 deducem ca:

tea tp+h 1
k+1 _ ok _ dt = ’ dt =h hs, hs))d
A g / F(t () db / £t 2(t)) dt /0 Fltn+ hs, 2t + hs)) ds

tr tx
R thjf(tk + hej, x(ty + hej))

J=1

unde ¢; € [0,1] si bj € Rcul < j < v (integrala se aproximeaza printr-o combinayie de valori ale
lui f). Cum valorile f (ti + hcj, z(t) + hcj)) nu sunt disponibile, le vom aproxima

Tty + hej) = &, f(ty + hej, x(ty + hey) ~ f (t + hej, &) == K7,
astfel:
=0, &=u" K'=f(ty,u");
(12.15)

j—1
cjdat, & =u"+h> ayK!, K= f(ty+hej,€).
=1

Acest lucru ne conduce la a considera metoda de aproximare Runge-Kutta:
(1216) e
12.16 .
uFtl = uF £ BYY_ b KT k> 0.

Vom numi:
v ordin Runge-Kutta

(¢j)1<j<v noduri Runge-Kutta

(bj)1<j<v ponderi Runge-Kutta

L (@j1)1<j<v, 1<i<j—1 matrice Runge-Kutta.
Existd mai multe moduri de a alege acesti parametri. Vom proceda astfel:

e Se alege v. Cu cat v este mai mare cu atat ordinul de convergenta este mai mare (de fapt v
va fi ordinul de convergenta a metodei).

e Se dezvolta x(t; + h) in serie Taylor pana la ordinul v:

oty + h) = x(tp) + ha'(tg) + h;fU"(tk) +O(h?)

2
~ uF o hf(ty, ub) + % (ft(tk;auk) + fo(te, uP) f(te, uk)) +O(R?).
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e Se dezvolta h 25:1 bif (tx + hej, x(t, + hej)) in serie Taylor pana la ordinul v:
WY bif (tk + heg, a(ty + hey)) = h by f (b, + hey, o(t, + her)) + baf (te + hea, 2(ty + hey))]
j=1
~ hb1 K' + hbo K% = hby f(ty, u®) + hba f (ty + hea, uF + hags f(tr, uF))

= b f (b, )+ b ( (2 ) + B fi (b, ) + a1 ot ) f 0, 0)) ) + OU2).

e Identificand coeficientii se obtin valorile parametrilor:

b1 +by=1
bacy = 3
boag1 = %
Posibile alegeri:
—b1=0,by=1,c0= %, as1 = % (metoda Euler modificata)
(12.17) uF = oF 4+ gf <tk + g,uk + gf(tk, uk)> .

—byp=b = %, co =1, ag; = 1 (metoda Euler-Cauchy)

(12.18) Wkl = b g (f(tk,uk) +f (tk +hyuF hf(tk,uk)» :

Cele doua scheme de mai sus sunt de ordin 2. Cea mai folosita este insa schema de ordin 4:

uk+1:uk+%(Kl+2K2+2K3+K4)

(12.19)

£
F (b +
fte+ 8wk + LK?)
f



