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Cursul 1

Elemente de teorie matriciala (1)

Multimi de numere

N Numere naturale

7Z  Numere integi

R Numere reale

C Numere complexe
Vectori

Un vector linie x si un vector coloana y de dimensiune n:
Y1
Y2
x = (z1,T2,...,Tp) y = .
Yn
Multimea vectorilor reali (complecsi) coloana de dimensiune n se noteaza R™ (C"). Componenta 4
a lui y se noteaza, ca mai sus, y;, si este un numar real (complex).
Operatii cu vectori:
L.y = Wi)i<i<n € C", 2= (2i)1<i<n € C": y+ 2 = (yi + 2i)1<i<n € C".
2. y= (¥i)i<i<n €C", a € C: ay = (ayi)1<i<n € C™.
(C™, +, -) este un spatiu vectorial.
e O multime de vectori {v',v2,...,9™} C C" este liniar independentd daci
m .
Zain:0:>ozi:0, 1<i<m.
i=1

e O multime de vectori {v!,v?,...,v™} C C" este sistem de generatori in C daci, pentru fiecare
v € C", exista scalari (a;)1<i<m C C astfel incat

m
_ i
v = E a;v’.
i=1

1



2 Cursul 1. Elemente de teorie matriciala (1)

e O multime de vectori {v!,v2,...,9™} C C" este bazd daci este liniar independents si sistem
de generatori. Numarul de vectori dintr-o baza a lui C" se numeste dimensiunea spatiului
vectorial C™.

Teorema 1.1.

1. O multime de vectori {v',v?,...,v™} C C" este bazd a lui C" dacd, pentru fiecare v € C",
exista scalarii (oy)1<i<m C C unici astfel incdt v =", a;v".

2. O multime de n vectori liniar independenti din C" formeaza o baza. Dimensiunea lui
C™ este egala cu n.

v

e Multimea urmatorilor vectori formeaza o baza a lui C" (numita baza canonica)

1 0 :
el = " , &= 1 R :
0 0 :
Matrici
O matrice m x n:
a1 aiz ... Qn
A= a:21 a:zz ‘ a?” = (aij)i<i<m;1<j<n.
Al Ama - Gmn

Primul indice este de linie iar al doilea de coloana. Multimea matricilor reale (complexe) de
dimensiune m x n se noteaza My, xn(R) (Myxn(C)). Elementul (i,7) al lui A se noteaza, ca
mai sus, ajj, si este un numar real (complex). Daca m = n (numaérul de linii este egal cu cel
de coloane), matricea se numegte patratica. Multimea matricilor reale (complexe) patratice de
dimensiune n se noteaza M,,(R) (M, (C)).

e Operatii cu matrici:
L. A= (ai)i<icm;1<j<n € Mmxn(C), B = (bij)1<icm;1<i<n € Mmxn(C),
A+ B = (aij + bij)i1<i<m;1<j<n-
2. A= (aij)lgigm;lgjgn S men(C), aeC,
aA = (aaij)i1<i<m;1<j<n-
3. A= (aij)1<i<m;1<j<n € Mmxn(C), B = (bij)1<i<n;1<j<p € Mnxp(C),
n
AB = (Z aikbkj> € MmXp((C)
k=1 1<i<m; 1<5<p

Avem ca (M, xn(C), +, -) este un spatiu vectorial.
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e Matricea identitate si matrice diagonala in M,,(C):

1 0 ... 0 d 0 ... 0
01 ... 0 0 do ... O

I = . i , D = X X . i :diag[dl,dg,...,dn], diE(C, 1 <1< n.
00 ... 1 o 0 ... d,

e Matrici triunghiulare in M, (C):

ail 0 0 .o 0
asy a2 0 e 0
A= : : : T ,  matrice triunghiulara inferior: a;; = 0 daca j > i;
p-11 Gnp-12 ap-13 -.. 0
Gn1 an2 an3 Gnn
a1 a2 @13 ... Qin
0 azy a23 ... Qa2n
A= 0 0 a3 ... a3n |, matrice triunghiulard superior: a;; = 0 daca i > j;
0 0 0 ... apn

e Matrice conjugata (adjuncta). Datd A = (a;j)1<i<m;1<j<n € Mmxn(C), matricea sa conju-
gata se defineste prin
A* = (aji)lgjgn;lgigm € MnXm(C)
Daci notam A! transpusa lui A (matricea in care liniile lui A devin coloane) atunci A* este
matricea ale carei elemente sunt conjugatele complexe ale elementelor lui A?. Daca A are
doar elemente reale, atunci A* = A’

Avem urmatoarea proprietate: (AB)* = B*A*.

e Determinantul unei matrici patratice A = (ai;)i1<i<n € My (C) este dat de

det(A) = Z Sgn(a)ala(l)a20(2) <o Apg(n)-
g€Sy

Avem urmatoarea proprietate: det(AB) = det(A)det(B).

e Matrice normala, hermitica (simetrica), unitara (ortogonald), definita pozitiv. Data o matrice
patratica A € M,,(C):

— A este normala daca AA* = A*A;

— A este hermitica daca A = A*;

Dacid A € M, (R) si A = A? atunci matricea A se numeste simetrica.

— A este unitara daca AA* = A*A = I;
Dacid A € M, (R) si AA* = A'A = I atunci matricea A se numeste ortogonali.

— O matrice hermitica A este definita pozitiv daca

v*Av >0 Vo e C™\ {0}.
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e O matrice patratici A € M,,(C) este inversabild daca existi A~1 € M,,(C) astfel ca
AAT =ATA=T.
Teorema 1.2. O matrice A € M,,(C) este inversabila daca si numai daca det(A) # 0.

e Matrice diagonalizabila. O matrice patratica A € M, (C) este diagonalizabila daca exista o
matrice inversabila P € M,,(C) si o matrice diagonala D € M,,(C) astfel ca

P~ 'AP =D.
Teorema 1.3.

1. Daca A este o matrice normald atunci existd o matrice unitard U astfel incat U*AU este
diagonald.

2. Daca A este o matrice patraticd oarecare atunci exista o matrice unitara U astfel incat U™ AU
este triunghiulara superior.

Produsul scalar canonic.

Aplicatia (-, -) : C" x C" — C definita prin:
n
(u,v) =v*'u = Z u;U;
i=1
se numeste produsul scalar canonic in C™. Norma euclidiana este definita de

D fuil? wwecn

=1

[oll2 = v/ (v, v) =

Teorema 1.4 (Proprietatile produsului scalar).

1. (Pozitivitate) (v,v) > 0 pentru orice v € C" gi (v,v) = 0 doar daca v = 0;
2. (Linearitate) (au + v, w) = a(u,w) + B(v,w) pentru orice u, v, w € C" gi o, B € C;
3. (Antisimetrie) (u,v) = (v,u) pentru orice u, v € C" .

e Doi vectori u si v din C™ se numesc ortogonali daca (u,v) = 0. Un vector u din C™ se numeste
unitar daca ||ulj2 = 1.

Valori si vectori proprii.

Fie o matrice patratica A € M,,(C). \ € C este valoare proprie a lui A daca exista v € C", v # 0,
astfel incat

Av = .

Un vectorul v cu proprietatea de mai sus se numeste vector propriu al lui A corespunzator valorii
proprii A.



5 Cursul 1. Elemente de teorie matriciala (1)

Teorema 1.5. \ este valoare proprie a lui A dacd gi numai daca det(A—N) =0 (X este radacina
a polinomului caracteristic).

e Spectrul matricii patratice A este

o(A) = {X : X este valoare proprie a lui A}.

e Raza spectrala a matricii patratice A este

p(A) = sup{|\| : X este valoare proprie a lui A}.

Teorema 1.6. Fiind data o matrice patratica A € My (C) si o matrice inversabila P € M, (C),
avem cda

o(A) = o(P71AP).
e O multime {v!,v2 ..., v™} a lui C" este ortonormatd dacé:

(o) =68y 1<i,j<m.

Teorema 1.7. Fie {v!,v?,...,v"} o multime ortonormatd a lui C".
1. {v 02, ..., v"} este bazd a lui C*;

2. Orice vector u € C™ se scrie:

(u,v?) sunt coeficientii lui u in baza ortonormatd {v',v? ...,v"} a lui C".

Teorema 1.8. Se poate forma o baza ortonormata a lui C™ din vectori proprii ai oricarei matrici
normale.

Proof. Fie A € M, (C) o matrice normala. Conform Teoremei 1.3, ea este diagonalizabila deci
exista o matrice unitara U € M,,(C) si o matrice diagonala D € M,,(C) astfel ca

U*AU =D = diag[)\l, )\2, ey An]
Daca notam v’ coloana i a matricii U atunci din faptul ci U este unitara rezulta ca
(Ui,vj) = (vj)*vi = (U*U)]Z = Iji = (5@',

deci multimea {v!,v?,...,9"} a lui C" este baza ortonormata a lui C".
Din relatia de diagonalizare deducem ca

(U*AU)“ =D, < (Ui)*AUi =\ Avi = /\ﬂji 1< <n,

deci v* este vector propriu al lui A corespunzator valorii proprii A;. O
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Teorema 1.9 (Teorema Courant-Fischer). Fie A € M,,(C) o matrice hermitica si A1 < Mg < ... <
A\ valorile sale proprii. Pentru fiecare v € C*\ {0}, fie Ra(v) = LAY

v*v

. Avem ca:
1. )\n = maxve(cn\{o} RA(’U),'

2. )\1 = minvecn\{o} RA(’U).

Proof. Conform Teoremei 1.8, matricea A fiind normala, poate fi diagonalizatd prin intermediul

unei matrici unitare U, ale cérei coloane sunt vectori proprii ai lui A si formeaza o baza ortonormata

alui C". Fiep',p?, ..., p" aceste coloane, care sunt si vectori proprii corespunzatori valorilor proprii

A < X <o < A\, ale lui A. Pentru fiecare vector v € C" exista scalarii vy, vo, ..., v, astfel ca
N i <

v=>",vp". Avem ca

Ra(v) = v* Av _ (Av,v) _ (A (Z?:l Uipi) S Uipi) _ (Z?:l )\ivipi72?:1 Uz‘pi) _
vtv (v,0) (Xt vip', 25 vip') (>t vip', 25 vip')
_ 2ic1 Z?ﬂ ()‘ivi?iwﬂ'?j) _ 2ie1 Zg'l:l AiviUj (p27pj) _ Doy AiviT; _ > i )‘i|vi|2.
> i1 2= (viph,vsp7) D im1 21 vl (P, 1Y) 2im vt Yy |uil?
Tinand cont de ordonarea valorilor proprii, avem ca
doicy Ailvi]? doiey Anvil? _
< =
Yol T X il v
Ra(v) = iy Ailvil? S >y Aafvil? = AL
Dim vl T X [uil?

Cum Ra(p') = A1 si Ra(p™) = \,, obtinem cele dous relatii din teorema. O

Ry(v) =

Probleme

1. Gasiti o baza a spatiului M,,,x,(C). Care este dimensiunea acestui spatiu?

2. Pentru orice matrice A € M,,(C) si orice doi vectori v,w € C" avem ca:
w*Av = (A*w)*v, (Av,w) = (v, A*w), (v, aw) = a@(v,w).

Daca A € M,,(C) este hermitica atunci v*Av € R pentru orice v € C™.
Pentru orice A € M,,(C) avem ca A*A este hermitica.

Pentru orice A € M,,(C) si orice v € C" avem ca v*A*Av > 0. Este A*A definita pozitiv?

S ov ok W

Valorile proprii ale unei matrici hermitice sunt reale. Vectorii proprii ai unei matrici hermitice
corespunzatori la valori proprii diferite sunt ortogonali.

7. Daca U € M,,(C) este o matrice unitara atunci |[Uv||s = ||v|2 pentru orice v € C™.
8. Valorile proprii ale unei matrici unitare au modulul egal cu 1.

9. O matrice diagonala este definita pozitiv daca si numai daca are elementele de pe diagonala
principala reale si pozitive.

10. O matrice hermitica este definita pozitiv daca si numai daca are toate valorile proprii reale
si pozitive.



Cursul 2

Elemente de teorie matriciala (2)

2.1 Norme vectoriale in C".

O aplicatie || - || : C" — R este o norma vectoriala in C" daca are urmatoarele proprietati:
1. (Pozitivitate) ||v]| > 0 pentru orice v € C" si ||v|| = 0 doar dacd v = 0;
2. (Omogeneitate) ||au|| = |a|||u|| pentru orice u € C" si a € C;

3. (Inegalitatea triunghiului) ||u + v|| < |Ju|| + ||v|| pentru orice u, v € C".

o Exemple:

1. Norma euclidiana (doi):

n

D w2 wwecn
=1

[oll2 = v/ (v, v) =

2. Norma infinit:
|v]|oo = max |v;| Vv e C".
1<i<n

3. Norma unu:
n

lolly =) ol VoecCn.

=1
2.2 Norme matriciale in M,,(C):

O aplicatie || - || : Mp(C) — R este o norma matriciala in M, (C) daca are urmatoarele
proprietati:
1. (Pozitivitate) ||A|| > 0 pentru orice A € M,,(C) si ||A|| = 0 doar daca A = 0;
2. (Omogeneitate) ||aA|| = |a|||Al| pentru orice A € M,,(C) si « € C;
3. (Inegalitatea triunghiului) ||A + B]| < ||A]| + || B]| pentru orice A, B € M, (C);
- (

4. (Inegalitatea produsului) ||AB|| < ||Al|||B|| pentru orice A, B € M, (C).
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Teorema 2.1. Fie | - | : C" — R o norma vectoriala in C". Aplicatia || - || : Myn(C) — R definita
prin

Av
(21) 4= sup 12

veC™, v#0 HUH
este o norma matriciald numitac norma matriciala subordonata normei vectoriale || - |.

Proof. Verificam cele patru proprietati care definesc norma matriciala:

A
L Al = supyecn, v Uil > 0
Daca sup,ccn, p£0 ”ﬁ”” = 0 rezulta ca Av = 0 pentru orice v € C", deci A = 0.
A | A
2. [lad]| = supyecn, vro ol = supuecn, oo 2L = ol supuecn, uro il = lalll Al
A+B Av||+||B
3. [ A+ B|| = supyecn, vro DL < supyecn, oo LHHIE
B
< SUPyecn, v0 Ul + SUPuecn, u0 It = 1Al + (| Bl
A(Bv)| |B
4. ||AB| = supyecn vro lI(A g ”) o _ = SUPyecn, Boso I ||SBUT\)” Hllvll)IH
Bu A(B
< SUPyeCn, Bu£0 H HE%H)H SUPyeCn, v£0 ||||1,HH = [|B| SUPyeCn, Bu£0 I ||(BUT|)||
| A
< ||Blsupuecr, wro - = AN B
O
Observatia 2.1. Avem urmdtoarele egalitdti:
| Av]l | Av]l
= = sup JAv[[= sup [Av.
veCn, w20 10l wecn, jul<1, o0 IVl e, jju<1 veln, flvll=1
Observatia 2.2. Avem ca SUP,ecn\ {0} ””U” = B daca si numai daca numdarul real 5 are urmatoarele

proprietati:
1 [|Av| < Blvf| v eC";
2. Exista v € C™"\ {0} astfel incat |Av| = B |v]|.

Intr-adevar, daca se verifica 1.-2., atunci conform lui 1. B este un majorant pentru mulfimea

{Hﬁ"'” cveCm\ {O}} iar conform lui 2. este cel mai mic majorant.

Reciproc, daca sup,ecn\ [0y % = B atunci 1. se wverifica deoarece B este un majorant al

mulfimii {H‘ﬁq"l” cveCm\ {0}} iar pentru v = 0 inegalitatea se verifica in mod trivial. Ramdane

de demonstrat 2. Aplicatia

|- la:C" =R, v v]la:=[[Av
este continua iar mulfimea S(0,1) = {v € C" : |[v|| =1} este compacta, prin urmare exista u €
S(0,1) astfel ca
loa= sup = Jwlla= sup [Aw| == B[]

weln, |lw||=1 weC, |lw||=1
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e Exemple de norme matriciale:

1. Norma doi:

| Av|l2

[All2 = :

veC™, v#£0 [v]|2
2. Norma infinit: | Av]
v

[Alloc = sup =

veC™, v#£0 [v]lo ‘

Se poate calcula dupa formula:
n
[Alloo = 1@@%2 |ai;] -
]:

Pentru a arata aceasta relatie fie § = maxj<i<p 2?21 la;j| si folosim Observatia 2.2:

— Pentru orice v € C", avem ca

n n
[Atlloe = max |3 aijos| < max > fai oo = B
-7 =1 -7 =1

— Fie 49 cu proprietatea ca 8 = 37 |ai,;] si fie u = (uj)1<j<n € C" definit de

Tigy

daca a;,; # 0
U = ’aioj’
;=

1 daca a;,; # 0
Avem ca:

n

n n
[Au]l oo = max | > agus| > > aigius| = D laigs|| = B = Blullco-
j 7=1 7=1

1<i<n
Jj=1

3. Norma unu:

A
||A||1 — sup || v”l'
vECT, v#£0 [v]l1

Se poate calcula dupa formula:

n
IAllL = 1@?@%2 |aijl .
’l:

4. Norma Frobenius:

2

n
Az = | > lagl?

ij=1

Este o norma matriciala care nu este subordonata nici unei norme vectoriale daca n > 2.

(Calculati ||I]|z).
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Teorema 2.2. Norma matriciald || - ||2 are urmatoarele proprietati:

1. |Allz = \/p(AA%) = \/p(A*A) = || A*||2;
2. Daca U este o matrice unitara (UU* = I) atunci ||A||2 = ||AU||2 = |[UA||2 = |[U*AU||2;

3. Daca A este normalda (AA* = A*A), atunci || All2 = p(A).

Proof. 1. Avem ca
A v/ (Av, Av *A* A
|All2 = sup |4v]]> = sup Q = sup Y . v_ sup  Ra-a(v).
veCn, v#0 ”U||2 veC™ v#0  / (U,U) veCn, v#£0 vTv veC™, v#0

Cum A*A este hermitica, Teorema 7?7 implica faptul ca

sup  Raxa(v) = A,
veCn, v#0

unde A, este cea mai mare valoare proprie a lui A*A. Cum, in plus, toate valorile proprii ale
lui A*A sunt mai mari sau egale cu zero, rezulta ca

1Az = \/ sup_ Raealv) = /p(AA).

eCn,v#

Pornind de la [|A*||2 se arata in acelagi mod ca

1A* ]2 = \/ sup  Raae(v) = v/p(AA").

eCn,v#£0

Ramane de aratat ca p(A*A) = p(AA*). Fie A\ € 0(A*A) astfel incat p(A*A) = . Exista
v # 0 astfel incat A*Av = v si deci AA*(Av) = NAwv.

e Dacd A # 0 atunci Av # 0 (altfel \v = A*Av = 0, deci A = 0). Prin urmare X este
valoare proprie a matricii AA* iar Av este un vector propriu corespunzitor. Rezulta ca

P(AA") 2 ) = p(A" A).
Fie acum p € o(AA*) astfel incat p(AA*) = p. Existda w # 0 astfel incat AA*w = pw
si deci A*A(A*w) = pA*w. Cum p > A > 0, avem ca A*w # 0 (altfel pw = AA*w = 0,

deci p = 0) si prin urmare p este valoare proprie a matricii A*A iar A*w este un vector
propriu corespunzator. Rezulta ca

p(ATA) > p = p(AA").

In concluzie, p(A*A) = p(AA*).

e Daca A = 0 atunci fie p € o(AA*) astfel incat p(AA*) = p. Exista w # 0 astfel
incat AA*w = pw si deci A*A(A*w) = pA*w. Daca A*w # 0, atunci p este valoare
proprie a matricii A*A ceea ce contrazice faptul ca p(A*A) = 0. Prin urmare A*w = 0
si pw = AA*w = 0, deci p = 0. In concluzie, in acest caz avem p(A*A) = p(AA*) = 0.

2. Avem ci

|AU s = v/o(AU(AD)) = v/p(AUT*A%) = /p(AA") = | Al
|UAll2 = /o(UAWTAY) = /p(UAAT) = \/p(AA7) = | Al
|U* AU l2 = \/p(U AT(UAD)?) = /p(0* ATT-A70) = \/p(U AATT) = v/p(AA") = || Al
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3. Cum A este o matrice normald, exista o matrice unitard U si o matrice diagonala D astfel
incat U*AU = D. Avem ca

[All2 = [UTAU |2 = |D]l2 = v/ p(D*D).
Cum o(A) = (D) rezulti ci o(DD*) = {|A\|* : X\ € 6(A)}. Prin urmare
p(D"D) = max{ A : A€ o(A)} = (p(A))?

de unde rezultd concluzia ||A|2 = p(A).

O
Teorema 2.3.
1. Pentru orice matrice A € M, (C) si orice norma matriciala || || avem ca
p(A) < [|A]].
2. Pentru orice € > 0 gi orice matrice A € My (C) exista o norma matriciala || || subordonata

unei norme vectoriale astfel ca
Al < p(A) +e.

Proof.

1. Fie A € 0(A) cu proprietatea ca |A\| = p(A). Daca v este un vector propriu al lui A core-
spunzator valorii proprii A, fie w € C" cu proprietatea ca vw* # 0. Avem ca

Aflow™]] = [[Avw™|| = [[Avw™|| < [|A]l[ow?],
prin urmare p(A) = [A| < ||4].

2. Pentru orice matrice A existd o matrice inversabild P cu proprietatea ci P~1 AP este o matrice
triunghiulara superior 7"

A1tz tis ..ot
0 )\2 to3 ce ton
pPlAP=T=| : : . :
0 0 ... A1 tn—in
o o0 ... 0 An
Sa observam ca elementele de pe diagonala principald a lui 7' sunt valorile proprii ale lui A.
Pentru § > 0, definim matricea Ds = diag[1,6,62,...,6" ). Avem ca
A1 Ot (52t13 ... 5n_1t1n
0 A Otos - (5”72t2n
D;'P'APD; = : :
0 O cer Ap—1 Otp—in
0 O . 0 An

Dat € > 0 fie § > 0 astfel ca

n
STt <e (1<i<n-1).
j=i+1
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Definim norma matriciala
|B|| = (PDs) ' BPDsl|loe VB € My(C),

care este norma matriciald subordonati normei vectoriale v — ||v|| = ||(PDs) ™ *v]|so. In plus,
avem ca:

— -1 — . J=¢
| Al = |(PDs)™" BPDyloc = max !AZ|+Z£16 35
J=i

n
< ) J=t|¢. | < .
max |)\Z|+112?§>% ‘Z 7t < p(A) + ¢

T 1<i<n -
Jj=i+1

2.3 Exercitii

L [lAlh = maxi<j<n 3050 Jasj|
2. |A||%4 =Tr(A*A), |UA|g = ||AU| g = |[U* AU || pentru orice U unitara.

3. A € M, (C) are proprietatea ca exista o norma subordonata astfel ca ||A]| < 1. Atunci A —1T
este inversabila.

4. Fie u € C" cu |lul|2 = 1. Aratati ca H = I — 2uu* este o matrice unitara si hermitica.
5. Fie n > 1 ¢i matricea A = (a;5)1<ij<n € Mp(R) ale carei elemente sunt date de
-1 dacali—j|=1

aj; = 2 daca i =7
0 in celelalte cazuri.

Aratati ca A este definitd pozitiv gi gasiti vectorii gi valorile ei proprii.

Indicatie: Se va ardta cd vectorii proprii sunt de forma (sin(kmjh))i<j<n € R™ unde k €
{1,2,..,n} si h = 5.

6. Ardtati ca determinantul oricarei matrici hermitice este un numar real.

cos(0) 0 sin(f)e %
7. Date 60, ¢ € [0,27), aratati ca matricea A = 0 1 0 este unitara si
—sin(@)e’ 0 cos(f)
determinati raza ei spectrala.

8. Aritati ci dacd P este o matrice inversabild atunci A — ||A|| := ||[P7'AP|« defineste o
norma matriceala. Este ea subordonata unei norme vectoriale?



Cursul 3

Rezolvarea sistemelor de ecuatii
liniare
Metode Directe (I): Metoda Gauss

Metodele directe de rezolvare a unui sistem liniar constau in aducerea acestuia la o forma echivalenta
in care sistemul si fie mai simplu de rezolvat: diagonala, triunghiulara inferior sau triunghiulara
superior. Acest lucru se poate face intr-un numar finit de pagi, prin intermediul unor operatii
elementare care nu schimba solutia sistemului:

e schimbarea ordinii de scriere a doua ecuatii in sistem;

e adunarea unei ecuatii inmultita eventual cu un numar nenul la o alta ecuatie.

3.1 Matrici elementare
Operatii elementare care nu schimba solutia unui sistem liniarenumerate mai sus se pot descrie prin

intermediul actiunii unor matrici tip.

e Matrice de permutare F;; € M,(R): se obtine din matricea identitate schimband intre

1
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ele liniile ¢ si j:

i —

J
!
0 0 1
1 0 0
0 10
0 00
1 0
0 1

i) Data o matrice A € M,,,(R) avem ci P;;A se obtine din matricea A schimband intre ele

liniile 7 si j.

i) det(P;) =—1, P;' = Py.

e Matrice Ejj(a) € M,,(R): se obtine din matricea identitate adaugand a pe pozitia (i, 7).

1

0

J 1

4 4

1 0

a 1
1 0
0 1

i) Data o matrice A € M,,,(R) avem ca E;j(a)A se obtine din matricea A adunand la linia

¢ linia j Inmultita cu a.

11) det(Eij(a)) =1, Eij(a)il = EZ<—CL)
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3.2 Rezolvarea sistemelor triunghiulare

Cel mai ugor de rezolval sistem este unul diagonal:

1171 = b
bo
as33r3 = b3

2212

n—1n—1Tn—1 =
ApnTn = by

n—1

\
a carui solutie se obtine imediat:
bi .
(3.2) r,=—1=1,2,...,n.
Qi
Forma diagonala este prea particulara, de aceea vom analiza alte doua forme particulare de
sisteme.

3.2.1 Sisteme triunghiulare inferior

Un sistem triunghiular inferior este un sistem a carui matrice este triunghiulara inferior:

ai Ty = b
a21x1  + a2 = by
az1r1 + azer2  + aszzrs = b3
(3.3) ) )
p—-11T1 + Gp—12T2 + ...  +  Ap—1n—1Tp—1 = byp
an1T1 + An2T2 + ce + Apn—1Tn—1 + appnrn = bn

Matricea coeficientilor sistemului (3.3) este

ail 0 0 0 0
as1 a2 0 0 0
asy asz ass 0 0
A= )
Gn-11 Qap—12 Qap—13 ... Qp—1ip—1 0O
anl aAn?2 an3 ce Ann—1 Ann

si este o matrice triunghiulara inferior: a;; = 0 daca j > 7.

Sistemul (3.3) se poate rezolva imediat, incepand cu prima ecuatie care ne da prima necunoscuta
x1, apoi a doua ecuatie care ne di a doua necunoscuta xy, s.a.m.d. (rezolvare prin substitutie
inainte). Otinem urmatoarele formule:

b

a1

r1 =

(3.4) | i—1
= b._E i |, 1=2,3,...,n.
i ai \ j=1 o Z '
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Numarul de operatii necesare gasirii lui x;:

e Adunari: 7 —1

inmult;iri: 1—1
° impérgiri: 1.

n(n —1)

In total P L4206 -1)]=n+2
n total avem Z[+(z ) =n-+ 5

=1

=n? operatii.

3.2.2 Sisteme triunghiulare superior

Un sistem triunghiular superior este un sistem a carui matrice este triunghiulara superior:

a;1ry + appr2 + aizry + . + AT, = b

anry + axrz + e +  agrTn = by

(3 5) + azzrs + ce + a3nTn = b3
Gn—1n—1Tn—1 + An—1pTn = bn—l

Qpndn = by,

Matricea coeficientilor sistemului (3.5) este

aip a2 aiz ... Aln—1 Aln
0 ag azz ... a1 a2n
0 0 as3 ... asn-1 asn
A= .
0 0 0 cee Ap—1n—1 0Aapn—1n
0 0 0o ... 0 Ann

si este o matrice triunghiulara superior: a;; = 0 daca i > j.

Sistemul (3.5) se poate rezolva imediat, incepand cu ultima ecuatie care ne da ultima necunos-
cutd x,, apoi penultima ecuatie care ne da penultima necunoscuta x,_1, s.a.m.d. (rezolvare prin
substitutie inapoi). Otinem urmatoarele formule:

bn
Qo = ——
Qnn
(3.6) 1 .
zi=— | bi— > ayz; |, i=n-1n-2,..,1
(2

j=i+1

Numarul de operatii necesare gasirii lui x;:

e Adunari: n —1¢

. inmult;iri: n—1
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° impérgiri: 1.

In total avem:

. [1+2(n—z’)]:n+2n(n2_1):
=1

7

= n? operatii.

3.3 Metoda Gauss (Eliminare gaussiana)

Una dintre metodele cele mai vechi de a rezolva un sistem de ecuatii liniare, folosite i in prezent,
este metoda Gauss, care se mai numeste si metoda eliminarii gaussiene. Metoda 1si propune sa
aduca sistemul la forma triunghiulara superior (sau cel putin la forma scard) intr-un numar finit
de pasi. Acest lucru se realizeaza prin eliminarea a cate o necunoscuta din ecuatiile sistemului prin
parcurgerea urmatoarelor etape:

Etapa 1°: Se creaza matricea extinsa a sistemului:

A° = (Alb).
e Se aduce pe pozitia (1,1) un coeficient nenul (eventual prin schimbarea liniei intai cu o alta

linie 41 care are proprietatea ca a,?ll # 0). Acest element se va numi primul pivot. Vom avea
eventual o noud matrice, dar pe care o vom nota la fel pentru simplitate, obtinuta prin:

(3.7) A" = P A
e Apoi se creaza zerouri sub pivot (se elimina din toate celelalte ecuatii necunoscuta x1) prin

adunarea liniei intai inmultite cu cate un numar la fiecare din celelalte linii ). Operatiile
matriciale care se executa in aceasta etapa sunt:

~ a9 al _ a% \ ~
(3.8) A' =By (-’gl) En_11 (-"0“> ... By <—§1> A°
ary ap a

La sfargitul acestei etape se obtine matricea:

1 1 1 1 1 1 1 1
ayp | a12 aiz .- Qg gy, g1 ---  QIp A1n+1
1 1 1 1 1 1 1
0] ay azs ... Ay Aoy, Qg1 --- Aoy Aon+1
1 1 1 1 1 1 1
0] as azz ... Qg g asy, A3p+1 --- A3p a3n41
1 1 1 1 1 1 1
Al — O ap19 Gp13 -+ Gip1 1k Gapr1 - Bin Tk—lntl
1 1 1 1 1 1 1
0] ag U R | Ay, Ogk+1 ++-  Qkn Aknt1
1 1 1 1 1 1 1
00 @pi1o k13 - Qiap—1 i1k ttktl - Qhtin Chtlintl
1 1 1 1 1 1 1
0 ap_12 Ap_13 --- Gpqp1 Q1 Op_1pg1 -+ Op—in Op—ingl
1 1 1 1 1 1
0 O Gpg oo gy Ay Uppy1 -+ Opp Qi1
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In continuare vom presupune ca am realizat zerouri sub elementele de pe pozitiile (1,1),
(2,2),...,(k = 1,k — 1). Prin urmare la sfarsitul Etapei (kK — 1)° vom dispune de o matrice de
forma

k—1| k-1 k-1 k—1 k-1 k—1 k—1 k-1
ay Qg Az . Qo Qg g1 -+ A Ant1
™ | k1| k-1 k-1 k—1 k-1 k-1 k-1
0 lagy |agss™ ... Gy gy Aopy1  --- Qop Aont1
@ | k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
0 0 lagg™ | ... ag.—y ag A3gr1 -+ O3p A3p+1
N\
k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
Ak—1 0 0 O TS /M A VA S < P ¢
) k—1 k—1 k-1 _k—1n+1
0 0 0 0 ag. P AR
k-1 k-1 k-1 k-1
0 0 0 ... 0 Opy1k Oprik+1 - Qtin Ykt1nt1
k-1 k-1 k-1 k-1
0 0 0 a’n—lk CLn—lk—i—l Ay _1n a’nfln+1
k—1 k-1 k-1 k-1
o) 0 W O ey Gl o Gpn Oy

Etapa k°: Pornind de la matricea AF=1 von crea zerouri sub pozitia (k, k).

e Se aduce pe pozitia (k, k) un coeficient nenul (eventual prin schimbarea liniei k£ cu o alta linie
i > k care are proprietatea ca afk_kl # 0). Acest element se va numi pivotul k. Vom avea
eventual o noua matrice, dar pe care o vom nota la fel pentru simplitate, obtinuta prin:

(3.9) AL = p  ARL

e Apoi se creaza zerouri sub pivot (se elimina din ecuatiile £ + 1, ..., n necunoscuta xy) prin
adunarea liniei & Inmultite cu cate un numar la fiecare dintre liniile situate sub ea). Operatiile
matriciale care se executa in aceasta etapa sunt:

ak—l k—1 ak_l
Ak k n—1k kE+1k | Fk—1
(310) A == Enk - Z—l En_lk ﬁ e Ek_l’_lk - k—1 A
Ak Ak Ak

La sfargitul Etapei £° vom dispune de o matrice de forma:
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Ak =

afy | afy afy
(0] ay | afy
0 [0 g
0 |0 |0
0 |0 |0
0 |0 |0
0 |0 |0
UAURU

k k k
A1k a1 O1k+1
k k k
Aok Aok Aok+1
k k k
A3k—1 Asg 3541
k k k
A k-1 Y1k Dp—1k+1
0 Ok | Qg1
)
k
0 0] api1p1
k
0 O an 11
k
9 0 Akt

k

Formulele care au permis determinarea matricii A¥ sunt urmitoarele:

(3.11)

In continuare vom continua s realizim zerouri sub elementele de pe pozitiile (k+1,k+1), ...

k—1

iy,
g1

kk

k—1
akj 9

k+1<i<n,

k

a1n ATn+1
k k
Qop A2n+1
k k
asp a3n+1
k k
A _1p Ok—1pt1
k k
akn ak:n—i—l
k k
Apt1n Uktintl
k k
Ap_1n an71n+1
k k
Ay ann—i—l
Ek<j<n+1.

(n —2,m — 2) si vom ajunge la sfarsitul Etapei (n — 2)° sa dispune de o matrice de forma:

Avn—2 _

afy | afy?
0] |a3;°
ol (o)
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 o

ayy, 2 a?k_fl (1711;—22
agy, 2 a;k_—fl aS;_QQ
azy ? agk_—fl a§7j_22
aZIfk aZIka GZan_g
en ? QZI;E 1 aﬁﬁz
(0] aZIka aZIfn_2
0 0 az:gn—Z
0 0
o o

n—2 n—2 n—2
A1p—1 A1y aln—i—l
n—2 n—2 n—2
Gopn—1  Q2p on+1
n—2 n—2 n—2
agn—1  A3p 3n+1
n—2 n—2 n—2
Ap_1n—1 Y%—1n Pp—1n+1
n—2 n—2 n—2
Apn—1 Apn akn+1
n—2 n—2 n—2
Aptin—1 Y%+1in Phtin+1
n—2 n—2 n—2
n—2n—1 @n—2n anf2n+1
n—2 n—2 n—2
n—1n—1 %n—1n an—ln—l—l
n—2 n—2 n—2
a’rm—l Ann ann+1

Etapa (n — 1)°: realizam zerouri sub elementul de pe pozitiile (n — 1,n — 1).
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e Se aduce pe pozitia (n — 1,n — 1) un coeficient nenul (eventual prin schimbarea liniei n — 1
cu linia 4,1 = n care are proprietatea ca a?ni%n_l # 0). Acest element se va numi pivotul
n — 1. Vom avea eventual o noud matrice, dar pe care o vom nota la fel pentru simplitate,
obtinuta prin:

(3.12) A2 =P, A2

e Apoi se creaza zerouri sub pivot (se elimina din ecuatia n necunoscuta x,_1) prin adunarea
liniei 7 — 1 inmultita cu un numar lalinia n). Operatiile matriciale care se executa in aceasta
etapa sunt:

~ an_2 ~
(3.13) A = By | - ) AR
a
n—1ln—1

Vom ajunge la sfargitul Etapei (n — 1)° sa dispune de o matrice de forma:

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
ayp | Q12 .- Qg Qg1 -0 G2 Ap1 Q1 O
n) n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
0 Jagy |... ay Qogy1 +-+ Qop—2  Qop_1  Oop 2
) n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
0 O o oagy agyy - a3y a3y a3 ag
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
0 00 v @y G o Gl Gip1 Y1y G
An_l = n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
0 01 ... lay Qg+1 -0 Qp—2 Ogp—1 Opp O
) n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
00 o 0] 14k | Yhin—2 %%iin-1 Brin %1
n—1 n—1 n—1
0 0 0 0 Ap_op—2 Ap_2n Qp_2
n—1 n—1 n—1
0 0 0 0 Ap—1n—1 | Ap—1n Ap—1
n—1 n—1
0) 9 0 0 0 App | An

Prin aceste transformari elementare asupra sistemului de ecuatii liniare se elimind necunoscuta
x1 din ecuatiile 2,3,...,n, necunoscuta zs din ecuatiile 3,4,...,n si asa mai departe, pentru a
obtine un sistem de ecuatii triunghiular (a carui matrice asociatd va fi o matrice triunghiulara
superior).

Observatia 3.1. Dacad matricea A este inversabila, deci sistemul initial are solufie unica pentru
orice termen liber b, atunci la fiecare pas putem gasi pivoti nenuli:

e Pe prima coloand exista cel putin un element nenul, altfel am avea o coloand zero iar matricea
. % . [ . . 0
nu ar fi inversabila. Prin urmare gasim un prim pivot a; ; # 0.

e La etapa k°, daca am avea toate elementele de pe pozitiile (k,k), (k+ 1,k), ..., (n,k) egale
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cu zero atunci ar rezulta ca

k-1 k-1 k—1 k-1 k-1 k-1
ayp - G19 A1 Qg A1 a1y
k-1 k—1 k—1 k—1 k—1
0 ay Qo1 Qg Aoy Qop,
k-1 k-1 k-1 k-1
0 0 Ok 1k—1 Y—1k Dp—1k+1 O _1n
det k-1 k-1 k-1 -
0 0 0 Qe Apt1 A
k-1 k-1 k-1
0 0 0 A1k Upgrikt1 At 1n
k-1 k-1 k-1
0 0 0 an—lk an—1k+1 Ay _1n
k-1 k-1 k-1
0 0 0 a, . Qi1 apn
k-1 k-1 k-1
O At 1 Ak
k-1 k-1 k-1
A1k Uprikt1 Ot 1n
| k-1 _
=ay; .- 15 =0,
k-1 k-1 k-1
an—lk an—1k+1 an—ln
k—1 k—1 k-1
ank ank+1 Apn

ceea ce ar contrazice inversabilitatea matricii A.

Numarul de operatii in Etapa k°:

e Adunari: (n—k)(n—k+1)
o Inmultiri: (n —k)(n —k+1)
. impér‘giri: n —k.

In total avem:

n—1 n—1 n—1
[(n=k)+2n—k)(n—k+1)]=3) (n—k)+2) (n—k)?®=
k=1 k=1 k=1
o n(n—1) (n—1)n2n—-1)
=3 5 +2 5 =
=0 <§ n3> operatii.
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3.4 Forma scara a unei matrici

Metoda lui Gauss se poate aplica oricarui tip de sistem de ecuatii liniare dar nu vom ajunge la
forma triunghiulara, ci la forma scara.

Definitia 3.1. Se spune cd o matrice este in forma de scard daca:

(i) Daca linia k nu consta in intregime din zerouri, numarul de elemente egale cu zero de la
inceputul linier k + 1 este mai mare decat numarul de elemente egale cu zero de la inceputul
liniei k.

(i) Daca exista linii ale caror elemente sunt toate zero, ele sunt sub lindile care au elemente
nenule.

Un exemplu schematic de matrice care este in forma de scara este urmatorul (elementele marcate
cu * sunt nenule):

O'xix 0 % % 0
00O0/*x % %0
OOOOOOL
000O0O0O0DO0
000O0O0O0O0

Pornind de la orice matrice putem ajunge la forma scara aplicand metoda eliminarii gaussiene.
Atunci cand pe o coloand nu gasim un pivot nenul, trecem la coloana urmatoare. Numarul de
pivoti nenuli (sau, echivalent, de linii nenule in forma scara) este egal cu rangul matricii initiale.
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Metode Directe (II): Factorizari

4.1 Factorizarea LU

Fie A € M,(R) o matrice patratici. Vom presupune cid A este inversabila si ca procesul de
eliminare gaussiana se poate face fara a fi nevoie de inversare de linii. Reludnd procedeul de
eliminare gaussiana avem ca:

n—2 0 0 0
a a a a
nn—1 1 n—11 21
Ennfl B e Enl —78 Enfll — 0 e E21 -0 A= 1/,
a a1y aiy a1y

n—1ln—1

Etapa n—1 Ftapa 1

unde U este o matrice triunghiulara superior. Vom obtine ca:

0 0 0 n—2
a a a a
21 n—11 1 nn—1
A= Eo (0 ) o En 11 < 0 ) E.1 <g > R By U.
ajq agy agy Ap—1n—1

Tinand cont de regula de in multire la stanga cu matrici de forma Fj;j(a), vom obtine ca

0 0 0 n—2
E as1 E ap_11 E A1 E Apn—1 .
= ... E,_ il —=— | ... Bpp1 | ——— | =
21 0 11 0 1 0 1 2
a a a n
11 11 11 Ap—1n—1

1 0 - 0 0
0
a
- 1 0 0
agy
= = L7
0 1
Ap—11  dp—_12 1 0
0 o V..
11 22
0 1 n—2
n1 An2 T N
0 ol o T2
11 22 Ap—_1n—1

unde L este o matrice triunghiulara inferior.
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Astfel, obtinem c& matricea A se poate scrie sub forma unui produs dintre o matrice triunghi-
ulara superior si o matrice triunghiulara inferior: A = LU. S& observam ca in acest produs U
este matricea obtinuta in urma procesului de eliminare gaussiana iar L se scrie imediat pe baza
indicatiilor oferite de matricile £;;(a) folosite in timpul procesului de eliminare gaussiana.

Daca A = (aij),<; j<, € Mn(R), vom introduce urmétoarele notatii:

ail; aip ... alk
a1 a2 ... Q2
ailp a2
Ay = (a11), Ag= AV . ) . ;
a1 a2 : : ... :
ar1 agg ... QL
ail a1 e A1n
asr a2 ... a9,
an1 QQp2 ... Ann

Teorema 4.1. Fie A € M, (R) o matrice cu proprietatea ca
(4.1) det(Ar) #0 (1 <k <n).

Ezxista o unica matrice triunghiulara superior U si o unicd matrice triunghiulard inferior cu 1 pe
diagonala principala L cu proprietatea ca

(4.2) A=LU (Factorizare LU).
Proof. Tinand cont de ceea ce am obtinut mai raméane de aratat:

1. Posibilitatea eliminarii gaussiene fara permutari de linii. Acest lucru are loc daca, la fiecare
etapa a eliminarii gaussiene, pe pozitia pivotului se gaseste un element nenul. Aratam ca
(4.1) asigura acest lucru.

e La Etapa 1 pe pozitia (1,1) se gaseste elementul a;;, care este nenul deoarece det(A;) #

0. Astfel, la prima etapa nu este nevoie de inversare de linii.

e In urma eliminarii gaussiene, dupa Etapa k — 1, se obtine ca det(Ay) = a]fl_ o a],z,;l

care, fiind nenul, implica faptul ca a’,zlzl # 0. Prin urmare, la Etapa k pe pozitia (k, k)
se gaseste elementul nenul a’,i,;l si prin urmare nu este nevoie de inversare de linii.

2. Unicitarea factorizarii. Presupunem ca Uy, Us sunt doud matrici triunghiulare superior si L1,
Lo sunt doua matrici triunghiulare inferior cu 1 pe diagonala principala astfel ca

A= 141Uy = LyUs.
Din relatia de mai sus deducem ca
Ly'Ly = DUyt

Tinand cont ca L, 11| este o matrice triunghiulari inferior cu 1 pe diagonala principal iar
UUy ! este o matrice triunghiulard superior, rezuli ci unica posibilitate este:

Lyl = Ut =1,

ceea ce probeaza unicitatea factorizarii.
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O]

Observatia 4.1. Factorizarea LU poate fi folositd la rezolvarea sistemelor de ecualii liniare in
urmatorul mod:
Ly=1b

AJ::b<:>(LU)x:b<:>{ Uz =y,

Conform acestui algoritm, daca dispunem de factorizarea LU a matricii sistemului, rezolvarea aces-
tuia se reduce la rezolvarea a doud sisteme triunghiulare, unul inferior si altul superior.

Sa mai mentionam cd aceasta abordare este foarte eficienta daca avem de rezolvat mai multe
sisteme care au aceeasi matrice dar termeni liberi diferiti. In acest caz factorizarea se face o singurd
data si este folosita de cate ori este nevoie.

4.2 Factorizare Cholesky

In anumite cazuri factorizarea se poate face mai simplu (involucrand doar o matrice) si cu un numar
mai mic de operatii decat cel necesar prin eliminarea gaussiana. Vom presupune in cele ce urmeaza
ca A € M, (R) este o matrice definita pozitiv. Reamintim ca o matrice patratica A € M, (C) este
definita pozitiv daca este hermitica si (Av,v) > 0 pentru orice v € C" \ {0}. Pentru inceput sa
notam urmatoarea proprietate.

Propozitia 4.1. Fie A € My,(C) o matrice definita pozitiv. Atunci matricile Ay sunt definite
pozitiv pentru fiecare k € {1,...,n}.

Proof. Evident, fiecare matrice A, este hermitica. Pentru orice v € C*\ {0} avem ca
v ALY =Y AU > 0,
unde v € C" se obtine addugand n — k componente egale cu zero la v. O

Observatia 4.2. Matricile Ay fiind definite pozitiv au determinantul nenul.

Teorema 4.2. Fie A € M, (R) o matrice definita pozitiv. Ezxista o unicd matrice triunghiulara
inferior cu elemente pozitive pe diagonala principala B cu proprietatea ca

(4.3) A = BB' (Factorizare Cholesky).
Proof.

1. Euxistenta factorizarii. Conform Teoremei 4.1 exista o matrice triunghiulara superior U si o
unica matrice triunghiulara inferior cu 1 pe diagonala principala L cu proprietateaca A = L U.
Deoarece matricile Ay sunt definite pozitiv, rezulta ca elementele de pe diagonala principala
a lui U sunt pozitive. Vom scrie U = D?U, unde U este o matrice triunghiulara superior cu
1 pe diagonala principala iar D este o matrice diagonala cu elemente pozitive pe diagonala
principala.

Cum matricea A este simetrica gi A = A" = U'D?L!, din unicitatea factorizarii LU rezulti
ca L = U'. Obtinem ca

A= LD2U = (LD)(U'D)! = (LD)(LD)',

adica exact (4.3) cu B = LD.



4 Cursul 4. Metode Directe (1I): Factorizari

2. Unicitarea factorizdrii. Presupunem ca B, B sunt doua matrici triunghiulare inferior cu
elemente pozitive pe diagonala principala astfel ca

A= BB} = BB},
Din relatia de mai sus deducem ca
By'By = BY(BY) ™.

Tinand cont ci B, 'B; este o matrice triunghiulard inferior iar Bh(B%)~! este o matrice
triunghiulara superior, rezula ca unica posibilitate este:

By'Bi = By(B})"' = D,
unde D este o matrice diagonald. Cum avem ca
I'=By'BiB{(B}) ™" = By 'Bi(B; 'B1)' = D?,

iar D are elemente pozitive pe diagonala principala, rezulta ca D = I si se obtine unicitatea
factorizarii.

O]

Deducerea matricii B: Din relatia A = BB, deducem ca

min{,j}

(4.4) ajj = Z bikbjik-
k=1

e Pentru i = 1 obtinem ca
ai;j .
(4.5) bu=+van, b= (25

ceea ce reprezinta prima coloana a lui B.

e Presupunem calculate elementele de pe coloanele 1,...,2 — 1 ale lui B si le determinam pe
cele de pe coloana 1.

1—1
1 ; g
bji = ™ <aij — E bz’kbjk:) (i+1<j<n).
(23 k=1

Numarul de operatii pentru coloana i:

e Adunari: (1 —1)(n—i+1)
o Inmultiri: (i —1)(n—i+1)
) impérgiri: n—1

e Radicali: 1.
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In total avem:

n n n

li+m—i)+26i-n—i+ ] =n+Q@n+1)Y (i-1)-2> (i-1)7°=
=1

i=1 =1

B (2n+1)n(n—1) (n—1)n2n—-1)
=n-+ 2 -2 5 =

=0 (% n3> operatii.

4.3 Exercitii

1. Fie
41 2 0 7
03 -1 1 3
A=1,1 7 1 siob=1
8 5 —6 20 27

Rezolvati sistemul Az = b folosind factorizarea LU a matricii A.

9. Fie
1 31 0 5

3 10 2 —1 . 14

A=17 93 3 siob=1| 4

0 -1 3 6 8

Rezolvati sistemul Az = b folosind factorizarea Cholesky a matricii A.

3. Fiet e R\ {0} si

1 1 1 1
A= t o2t 2 si b= 0
t+1 0 2t 1

Aratati ca exista o factorizare LU a matricii A si rezolvati sistemul Az = b folosind aceasta
factorizare.

4. Fie A € M, (R) o matrice care verifica ipotezele din Teorema factorizarii LU. Daca A este
simetrica aratati ca exista o unica matrice triunghiulara inferior cu 1 pe diagonala principala
L si o unica matrice diagonala D astfel incat A = LDL!.

5. Consideram aplicatia S : R? — R? definita prin

s(w)=()

(a) Determinati matricea A € M2 (R) astfel ca Sv = Av, pentru orice v € R2.
(b) Aratati ca S este o aplicatie liniara. Ce reprezinta geometric transformarea S?

(c) Determinati valorile si vectorii proprii ai matricii A. Care este semnificatia lor?

6. Fie A € M,,(C) o matrice inversabila si £ = I — mAA*. Demonstrati ca p(E) < 1.

(Tr(M) este urma matricii M, adica suma elementelor de pe diagonala principala a lui M.)



Cursul 5

Metode iterative pentru rezolvarea
sistemelor de ecuatiilor liniare

Consideram sistemul de ecuatii liniare:

aliry + apry + ... 4+ aiprn, =b
(5.1) a1y + axpry + ... + agprn, =D0by
Gn1T1 + Gn2x2 + e+ apnT, =by

pe care 1l scriem in forma matriceala astfel:
(5.2) Az =D,

unde A € M, (R) este matricea sistemului, b € R" este termenul liber iar z € R" este vectorul
necunoscutd. In acest capitol vom presupune ca sistemul (5.2) are o unica solutie z* € R".

Ideea grupului de metode urmator este aceea de a construi un gir de vectori din R™ (sau din
C"): 29, x!, 22,...care sa convergs la z*. Astfel vom avea aproximari din ce in ce mai bune pentru
x*.

Spre deosebire de metodele directe, care isi propuneau sa gaseasca solutia exactd a sistemului
intr-un numar finit de pagi, metodele iterative urmatoare genereaza un gir infinit de de aproximari.
Daca avem asigurata convergenta sirului, ne putem opri la un anumit pas, sa zicem k, si sa luam
z¥ ca aproximare a lui z*. In multe situatii practice, acest lucru este la fel de satisfacator precum
gasirea solutiei exacte. Cu atat mai mult cu cat, de cele mai multe ori, cu metodele directe nu

obtinem chiar solutia exacta datorita erorilor inerente de rotunjire a numerelor.

5.1 Metode iterative

Vom scrie sistemul (5.2) in forma echivalenta:
(5.3) xr =Bz +ec.

Subliniem faptul ca sistemul (5.3) este echivalent cu (5.2), adica ambele au aceeasi solutie unica
z*. Prin urmare, avem ca

(5.4) x* = Bx" +c.
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Observatia 5.1. Prin scrierea sistemului (5.2) in forma (5.3) am transformat problema initiala
ntr-una de gasire a punctului fix al aplicatiei

z€C" — Bx+ec

Pentru aceasta vom aplica metoda aproximatiilor succesive, invatata in anul 2 la ecuatii neliniare.

Dat 2 € C", construim sirul de vectori (v¥)x>0 definit prin recurenta astfel:

(5.5) *=Bx*l4c¢ (k>1).

Scrierea (5.3), impreuna cu modalitatea de constructie (5.5) a sirului (z¥);>0, formeaza o metodd
iterativd. Ceea ce ne intereseazi este dacid sirul (z¥);>¢ ne d& aproximiri din ce in ce mai bune
pentru z*. Vom incepe cu urmatoarea definitie:

Definitia 5.1. Metoda iterativa (5.5) se numeste convergentd dacd, pentru orice x° € C", sirul
(2%)1>0 dat de (5.5) este convergent la z*.

Reamintim c& un sir (z¥);>0 C C" este convergent la z* € C" daci, intr-o normi vectoriala || ||
din C™, are loc
lim ||z* — zF|| = 0.
k—o0

Urmatoarea teorema ne da o conditie necesara gi suficienta pentru convergenta unei metode itera-
tive.

Teorema 5.1. Metoda iterativa (5.5) este convergentda daca si numai dacd raza spectrald a matricii
B este subunitara:

(5.6) p(B) < 1.
Proof. Fie 2° € C". Din (5.4) si (5.5) deducem ci
o* —2F = B(z* — 2*7 1),
Repetand argumentul pentru z* — 2*~ 1, o* — 252 . 2* — z!, obtinem ca

(5.7) z* — 2% = B¥(z* — 20).

Vom demonstra acum cele doua implicatii.
“=” Presupunem, prin reducere la absurd, ca p(B) > 1. Reamintim c&

p(B) = max{|A| : A valoare proprie a lui B}.

Prin urmare existd A € C, valoare proprie a lui B cu |A|] > 1. Fie v € C"\ {0} un vector propriu
corespunzitor lui A\. Luand 2° = 2* — v si folosind (5.7) obtinem ca

x* — 2% = BF(a* — 2* +v) = BFv = Ao,
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gl prin urmare
k k
[l — 2| = [A[*[|v].

Metoda iterativa fiind convergenta, membrul din stanga tinde la zero. In schimb, cum |[\| > 1,
membrul din dreapta tinde sau la ||v]| # 0 (daca |A| = 1) sau la infinit (daca |A\| > 1). Am obtinut
o contradictie si deci p(B) < 1.

“<” Fie ¢ > 0 astfel ca p(B) + ¢ < 1. Am vazut in cursul introductiv ca existd o norma
matriceala subordonata unei norme vectoriale (le vom nota pe ambele cu || ||c) astfel ca

1Bl < p(B) += < 1.
Folosind (5.7) obtinem ca
x_ k k k k
lz* = a*|l. = | B*(z* = 2°)ll- < [ B*]<|lv]l- < | BIE[|v]]e-
Tinand cont de faptul ca ||B||c < 1 si trecand la limitd in inegalitatea de mai sus, rezulta c&

lim [|z* — 2*||. = 0.
k—ro0

Cum acest lucru are loc indiferent de alegerea lui z°, rezulta c& metoda iterativa este convergenta
si demonstratia se incheie. O

Teorema de mai sus ne da o conditie necesarad si suficientd pentru convergenta unei metode
iterative dar este greu de verificat in practica. Determinarea razei spectrale presupune cunoasterea
spectrului matricii iar acest lucru este, in general, dificil. Urmatoarea teoreméa ne ofera o conditie
doar suficienta pentru convergenta unei metode iterative, dar care este mai usor de verificat.

Teorema 5.2. Metoda iterativa (5.5) este convergenta dacd exista o normda matriciala subordonata
unei norme vectoriale, notate ambele cu || ||, astfel incat norma matricii B este subunitara:

(5.8) |B|| < 1.

In acest caz, au loc estimarile:

. | Bl -
(5.9) lz* — &*|| < 1_7”13””951C — N (k>1),

* 1B]*
(5.10) lz* — 2| < 1_7Hm|||951 -2 (k>1).

Proof. Cum gtim dintr-o teorema din cursul introductiv,
p(B) < |Bll;

si prin urmare convergenta metodei iterative (5.5) rezulta din Teorema 5.1.
Pentru a demonstra relatiile (5.9)-(5.10) observam mai intai ca

1B |lz* — 2*H|
(5.11) |kt — k|| < (k > 1).
IB]* |2t — 2
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Cum avem c&

ka+p+1 . xk” < ka+p+1 _ karpH + ”xkﬂo o xk+p71” 4o+ ”xk+1 o l’k”

aplicand relatiile (5.11), avem ca

bl (IBIPH + | BIP + ... + |B]) [la* — &),
(HB”k+p+ |B|Ftr—t + .+ HBHk) 2t — 20].

Facand p sa tinda la infinit in relatiile (5.12) si stiind ca

1
; P p—1 —
i (1BIP + 1B~ + 4 Bl +1) =
obtinem cele doua inegalitati (5.9)-(5.10). O

Observatia 5.2. Teorema anteriora este similara celet din anul 2 pentru analiza metodei aprozimatiilor
succesive la ecuatii neliniare. Dupd cum am mai spus, de fapt avem aceeasi metoda, aplicatd de
data aceasta functiei vectoriale

reC" — Bx+ec,

al carei punct fiz este z*. Relatiile (5.9)-(5.10) sunt similare celor invatate in anul 2, unde in loc
de ||B]| aparea constanta de contractie q € (0,1).

Ezistd insa si o diferenid importantd: atunci cand avem convergenid, o avem pentru orice
aproximatie initiala in C", nu doar local in jurul lui x*.

Observatia 5.3. Relatia (5.9) ne ofera un criteriu de oprire a iteraliilor intr-un program: dat
e > 0, vom calcula termenii sirului (z*)g>o pand cand

|zF — 2F 1| <e.
Atunci, conform lui (5.9), 2* va fi “aproape” de x*. Mai precis,

1Bl
la* —a*|| < e
1— B
Observatia 5.4. Relatia (5.10) ne ofera si posibilitatea de a estima numarul de iterafii necesar
atingerii unet anumite precizii: dat € > 0, vom ca

lz* — 2¥|| <,

atunci cand | H’“
B
—— ! =2’ <e
1B ’

1—|IB||
k = log) <H$1 — 20 )

sau, echivalent, atunci cand
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Metodele iterative Jacobi si
Gauss-Seidel

Am vazut In cursul precedent ci o metoda iterativa pentru aproximarea solutiei unice z* € R” a
unui sistem de ecuatii liniare in forma matriceala

(6.1) Az =,
consta in scrierea sistemului (6.1) intr-o forma echivalenta de tipul
(6.2) x = Bz +c,

si construirea unui sir de vectori, prin recurenta, astfel

20 dat,
(6.3) { o8 = Babl+¢ (k>1).

Am mai vizut ci metoda iterativi (6.3) este convergentid (adica sirul (z¥);>¢ dat de (6.3)
converge la z*, unica solutie a lui (6.1), pentru orice 2z € C") daca cel putin una dintre conditiile
urmatoare este verificata:

1. p(B) <1 (conditie necesara si suficientd);

2. Exista o norma matriceala subordonatd unei norme verctoriale (ambele notate la fel, || - ||)
astfel incat | B|| < 1 (conditie suficienta dar nu necesara);

In acest curs vom vedea doui modalititi de scriere a sistemului (6.1) intr-o forma (6.2) si vom da
criterii ugor de verificat pentru convergenta metodelor iterative rezultate. Incepem prin a introduce
doua categorii importante de matrici.

Definitia 6.1. O matrice A = (aij)1<i,j<n € Mn(C) este strict diagonal dominantd daca

n
(6.4) Jail > D gl (1<i<n).
7=1
J#i
Daca in (6.4) in loc de > avem >, atunci matricea A se numeste diagonal dominantd.

1
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Sa observam cid o matrice este strict diagonal dominanta (vom folosi abrevierea s.d.d.), daca
modulul fiecarui element de pe diagonala principala este strict mai mare decat suma modulelor
celorlaltor elemente de pe aceeasi linie cu el. De exemplu, daca

21 0
A= 1 3 -1 |,
-2 4 7

atunci avem ca
lai1] =2 > |ara| + |aiz] =1+0=1
|CL22| =3> |a21\ + ’a23’ =141=2
|ags| = 7> [as1| + [as2| =2+ 4 =6,

gi prin urmare A este s.d.d.
Pe de alta parte, fiind data o matrice A = (a;j)1<ij<n € My(C), vom folosi urmatoarea
descompunere a ei:
A= -E+D-F

unde D este partea diagonald a lui A, —F este partea triunghiularad inferior a lui A si —F este
partea triunghiulard superior a lui A:

all a2 az ... Aln—1 ain 0 0 0 .. 0 0
ag1 a22 a3 ... A2p1 a2n az1 0 0 0 0
asy asn ass N a3n—1 asn o asy asg 0 ‘e 0 0
p—11 Gp-12 Gp-13 ... QAp_1p—1 GOp—1n Up—11 Op—12 Gp—13 ... 0 0
anl an2 an3 ce Anpn—1 Ann Gn1 an2 an3 oo App—1 0
A —-FE
air 0 0 0 0 0 a2 a3 A1p—1  Q1p
0 ao 0 0 0 0 0 a3 aon—1 a9on
+ 0 0 ass ... 0 0 + 0 0 0 a3n—1 aszn
0 0 0 ... ap-in-1 O 0 0 0 0 An—1n
0 0 0o ... 0 Ann 0 0 0 .. 0 0
D —F

Trecem acum la prezentarea celor doua metode iterative care fac subiectul cursului de azi.

6.1 Metoda Jacobi

Aceastda metoda tranforma sistemul Az = b intr-o forma echivalenté, folosind descompunerea A =
—FE + D — F de mai sus, astfel:

Az =bs (-E+D-Flz=bs Drx=(E+F)zx+bs =D E+ F)z+ D',
Prin urmare, notand By = D~Y(E + F) si ¢; = D~'b, avem ca (6.1) se scrie in forma echivalenta

(6.5) = Bjx+cy.
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Aceasta forma ne permite sa definim un gir recurent

20 dat,
(66) { .Ik — BJxk_l +ey (k > 1)

Avem prin urmare o metoda iterativa. Ea poartd numele de metoda iterativa Jacobi. Fiind dat
20 € R™, calculdm la fiecare iteratie k > 1 un vector z* ale cirui componente sunt date de formula

1
(6.7) b= — b - Zaij:z:kf_l (1<i<n),

sau, mai desfagurat,

1 n
k k—1
i =—1|b1 — E a1y
j=2

,

an
1 i—1 n
(6.8) xr = p” b; — Zaija:?_l — Z aij:zf_l (2<i<n-1)
21 . .
Jj=1 Jj=i+1

1 n—1
k k—1
T, =—|bp— E anjx;
Gnn —
J_

Observatia 6.1. Pentru a putea defini sirul (z¥)1>0 prin (6.6) trebuie ca a; # 0, pentru i €
{1,2,..,n}.

Avem urmatorul rezultat privind convergenta metodei Jacobi.

Teorema 6.1. Daca A este o matrice strict diagonal dominanta, atunci metoda iterativa Jacobi
(6.6) este convergentd.

Proof. Vom arata ca || By|loc < 1, ceea ce va implica convergenta metodei Jacobi conform criteriului
suficient 2. Avem ca

Bl = s 31— e LS50,
1B lloo max 2 Tau 2% Ta > |agj|
J# J#
Cum matricea A este s.d.d., rezulta ca
1 n
1> |a| \aij| (1§Z§n),
(X3 ]:1
J#i
si prin urmare ||B|/c < 1. O

Observatia 6.2. Dacd matricea A este s.d.d. atunci
lai;| >0 (1<i<nmn),

ceea ce aratd ca metoda Jacobi este bine definitd.
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6.2 Metoda Gauss-Seidel

Aceasta metoda tranforma sistemul Az = b intr-o forma echivalenta, folosind descompunerea A =
—FE + D — F de mai sus, astfel:

Ar=be (-E+D—-Flz=bs (~-E+D)x=Fz+boz=(—E+ D) 'Fae+ (—E+ D) 'b

Prin urmare, notand Bg = (—E + D)"'F si ¢g = (—E + D)~ 'b, avem c& (6.1) se scrie poate in
forma echivalenta

(6.9) x = Bgx + cq.

Acum, definim sirul recurent

20 dat,
(610) { .lek — Bkafl + ca (/{ > 1)

Avem prin urmare o metoda iterativa care poarta numele de metoda iterativi Gauss-Seidel.
Fiind dat z° € R™, calculim la fiecare iteratie k£ > 1 un vector z* ale ciirui componente sunt date
de formula

i—1 n
(6.11) i — | bi - Zaijx;? - Z aijx;?_l (1<i<n),
j=1 j=i+1

sau, mai desfagurat,

1 n
k § : k—1
Ty = — b1 — aljmj
7j=2

(

ail
1 1—1 n
(6.12) af = o~ bi — Zaijxf — Z aijx;?_l (2<i<n-1)
w j=1 j=i+1

1 n—1
k k
x, =— | by, — E AT
Ann —
7=1

Observatia 6.3. Pentru a putea defini sirul (xk)kzo prin (6.10) trebuie, ca $i la metoda Jacobi,
sa avem ca ai; # 0, pentru i € {1,2,...,n}. Aceasta conditie este echivalenta cu faptul ca matricea
—FE + D este inversabila.

Observatia 6.4. Spre deosebire de metoda Jacobi, unde componentele lui z* nu sunt luate in
consideratie decdt la iteratia k+ 1, la metoda Gauss-Seidel o componentd a lui z*, odatd calculatd,
este imediat folositd la calculul componentelor urmdtoare ale lui . Datoritd aceastei folosiri mai
rapide a ultimelor calcule facute, metoda lui Gauss-Seidel este, in multe situatii dar nu intotdeauna,
mai rapid convergenta decat metoda Jacobi.

Avem urmatorul rezultat privind convergenta metodei Gauss-Seidel.

Teorema 6.2. Dacd A este o matrice strict diagonal dominantd, atunci metoda iterativa Gauss-
Seidel (6.10) este convergenta.
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Proof. Vom arata ca ||Bg|oo < 1. Criteriul 2. de convergentd a metodelor iterative enuntat la
inceput ne va asigura ca metoda Gauss-Seidel este convergenta. Fie

7 = max g ]
1<i<n \aw|
J#z

Cum matricea A este s.d.d., rezulta cad r < 1. Vom demonstra ca
(6.13) [Bgzlloo < 7ll#floc  (x€C").

Inegalitatea (6.13) implica
[1BGlloo < <1,

$i prin urmare metoda Gauss-Seidel este convergenta.
Pentru a demonstra (6.13), fie z € C" i notam y = Bgx, ceea ce este echivalent cu

(6.14) (—E + D)y = Fu.

Vom arata prin inductie dupa i € {1,2,...,n} ca fiecare componenta y; a vectorului y are propri-
etatea ca |y;| < rl|z| oo

e Pentru i = 1, egaland prima componenta a vectorului din stanga cu prima componenta a
vectorului din dreapta egalitatii (6.14), deducem ca

n
aiyr = — E aj15% -
Jj=2

Prin urmare

IN

ly1] < |a Z|alj| |51

si primul pas al inductiei este verificat.

n
> laggl | llzllee < 7l
j=2

e Acum presupunem ca |y;| < r||zflo, 1 < j < i—1, si demonstram ca |y;| < 7||z| . Egaland
componentele i ale vectorilor din stanga si din dreapta lui (6.14), deducem ca

7 n
> aiyi=— Y ai,
j=1 j=i+1
ceea ce este echivalent cu
i—1 n
=D aiyyi— Y ay
j=1 Jj=i+1
Prin urmare, folosind ipoteza de inductie, obtinem ca

i—1

1
Iyzl_| | E |aij ly;] + E |aij|2;] S Tl E |aij| l[]loo + E |aijll2]l oo
ZZ

J=i+1 Jj=i+1
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|a , ZI%H E laij] | Nzl < 7ll2 oo,
i

Jj=i+1
si pasul de inductie este Verlﬁcat.
Am demonstrat deci ca |y;| < r||z||c, pentru orice i € {1,2,...,n}. Prin urmare,
IBoloe = lylloe = ass Il < 7l
Am aratat ca (6.13) se verifica si demonstratia se incheie. O

Observatia 6.5. Dacd matricea A este s.d.d. atunci a;; = 0 > 0, 1 < i < n, ceea ce aratd

ca matricea triunghiulard inferior —E + D este inversabila si deci metoda Gauss-Seidel este bine
definita.

6.3 Exemple

Exemplul 6.1. Folosind metoda Jacobi aproximati solutia urmdatorului sistem cu o eroare mai
micd decat 1071,

1033‘1 —333‘2 —T3 = 6
—2x7 +10z9 +xr3 =9
21‘1 —31‘2 —101‘3 = —11,
xy 0
folosind aprozimatia initiald z° = [ 2§ | = | 0
3 0
Proof. Avem ca
10 -3 -1 6
A=| -2 10 1 and b= 9
2 =3 -10 —11
Verificam ca matricea A este s.d.d.:
o= 10 = Jan| > Jaxz| + Jas|
12| + |ars| = | = 3|+ [ -1 =4 H e
|a22| =10

lag1| + Jaos| = | — 2|+ |1| =3 } = |agz| > [a21| + |azs]

lazs| =10

laz1] + asa| = 2| +|—3| =5 } = |ass| > |az1] + [as2|.

Prin urmare A este s.d.d gi metoda Jacobi pentru aproximarea solutiei sistemului Ax = b este
convergenta. Sa mai observam si ca

2 3 1) 1
Blle = i
1Blloo = max{5 10’ 2} 2

Voi arata acum cum calculam iteratiile. Scriem sistemul in forma echivalenta:
1
T = 3T9 + 2346
1 10( 2 + 3+ 6)

T9 = 10(2.7;1 — I3 +9)

1
r3 = — 10( 2$1+3$2—11)
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si consideram recurenta

A N
1
xlg = 0 (2xlf 1 xlg_l + 9)
1
oh= -3 (20t + 30k~ - 1)),

Observati ca, am pus sus un indice k in stanga egalului si un indice k£ — 1 in dreapta lui.
Pentru k£ = 1 obtinem

1 1 6
x%:0(3x3+:cg+6):1(0+0+6):]90
1
1 __
Xy = 101(2:1:1 —2§+9) = 10 (0-049) = 0 .
1o 2 11 -
xd 10( 29 + 323 )= 10( 0+0—11) 0
Pentru k = 2 obtinem
1 1 /27 11 98
2
—— (3 6 T [
e 0(:62+x3+ )=l 0" 100
2_1(2 +9)_1 12 11 ol
R TR E “10\10 10 ~ 100
1 1/ 127 27 95
2= (22l 43l 1) = (- 11 ) = .
w5 = —1p (F2e1 323~ 11) = —5 | ~75+ 3 100

Cati termeni ai girului trebuie sa calculdm pentru a avea o aproximatie cu o eroare mai mica decat
10717 Fira si cunoastem solutia exactii, nu putem da un riaspuns precis la aceastd intrebare.
Totusi, putem obtine o estimare a numarului de iteratii necesar folosind urmatoarea relatie data
de Teorema 3.1.2 din cursul trecut:

HBJHOO

k 1 0
¥ —x < T —x .

Cum [|Byllso = 3 si [l2' — 2°)|0c = max{0.6,0.9,1.1} = 1.1 obtinem ci

1.1
* k
lz* = 2%l < =
Cum 11
2,7<10— sl >11a k> 5,

vom avea ca,
2% — 2°||o < 1071

Deci, 2° va reprezenta o aproximatie cu o eroare mai mica decat 10~ a solutiei sistemului initial.
Avem ca
0.9680 1.0026 0.99672
=1 10010 |, 2*=1{ 09913 |, 2°= | 1.00119
1.0230 0.9933 1.00313
1
In final, s& observam ca solutia exacta este z* = 1 | iar 22 reprezinta deja o aproximatie

1
cu o eroare de 0.05 < 10!, z° este de fapt o aproximatie mult mai bun, cu o eroare de 0.00328.
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Acest lucru il putem vedea aici pentru ca am gasit solutia exacta, lucru care in general nu este insa
posibil.

O
Exemplul 6.2. Aprozimati solutia sistemului de la Exemplul 6.1 cu o eroare mai micd decat 1071,
0
Ty 0
folosind metoda Gauss-Seidel si aprovimatia initiald x° = | 25 | =1 0
0
T3 0

Proof. Stim deja ca matricea A este s.d.d. si metoda Gauss-Seidel pentru aproximarea solutiei
sistemului Ax = b este convergenta.
Voi ardta acum cum calculam iteratiile. Scriem sistemul in forma echivalenta:

1
r1 = —(3x2 + 23+ 6)

10
= i(233 —x3+9)
T2 = 1\eT1 3
T3 = —1—0(—2331 + 3z — 11),
si consideram recurenta
1
zh = 0 <3x§_1 + :clg_l + 6)
1
zh = — (Qxlf - :clgffl + 9)
10
zk = S —22% + 325 — 11

Observati ca, am pus sus indici k£ In stanga egalului dar si in dreapta lui, la elementele care au
jos un indice mai mic decat numarul ecuatiei.
Pentru k£ = 1 obtinem

1
(329 + 29 +6) =15 0+0+6)
1

1
10 0 -
N SR 12 102

10 \ 10 100
1 1/ 12 306 914

Lo~ (24t b)) =—— (- 4+ —11) = —.
SCET) (=221 + 325 —11) 10\ 10 " 100 1000

Pentru k = 2 obtinem

1

1 /306 914 9974
2 1 1
— (3 6)= — (224 22 L6) = 22
2t = 15 B2+ 234+ 6) = 35 150 T 1900 10000
1 1 /19948 914 100808
2 ) 2,1 9) = — _ 9| =
23 =15 (221 =25 +9) = 35 | 19000 ~ To00 100000
1 1 / 19948 302424 997056
2= (2234322 -11)=—— (- —11 ) ==—
23 = —15 (=21 + 323~ 11) = 75 | ~75005 T 100000 1000000

Cat timp vom calcula? Pentru a da o estimare a numarului de iteratii necesare folosim relatia data
de Teorema 3.1.2 din cursul trecut:

*

B~k

1 0
— || T =X .

[z
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Determinam matricea Bg:

0 0 0\ '/0 -3 -1 L0 0 0 -3 -1
Bg=| -2 10 0 00 1 |=|%% 1+ 0 0 0 1
14 3 1
2 -3 -10 0 0 0 I TR 0 0 0
3 1
0 —15 10
=0 -1 1
0 _ A2 41
1000 1000
Avem ci ||Bglloo = max {5, 15, 105} = 2 si [la! — 2% = max{0.6,1.02,0.914} = 1.02 si
obtinem ca urmatoarea estimare are loc
51 (2\F
*  k <22z )
Jo* - Moo < 52 (2)
Cum i .
51 (2 5
Z(2) <10te (2) >17Te k>4,
FORTAMOEEALE

vom avea ca,
|2* — 2% < 1071

Deci, am aratat ci 2% va reprezenta o aproximatie cu o eroare mai mica decat 10~! a solutiei

sistemului initial. Avem ca

1.0021296 1.0002370784
3= 1.00072032 |, 2%=| 1.00002643328
1.000209824 1.000039485696
1
Cum solutia exactd este 2* = | 1 |, vedem ca z? reprezinti deja o aproximare cu o eroare de
1
0.00808 iar z* este o aproximatie cu o eroare mai mica decat 0.00024, dar acest lucru nu-l puteam
O

sti dacd nu aveam solutia x*.



Cursul 7

Probleme de optimizare

7.1 Introducere

Fie o multime Q C RY si o functie f : @ — R definiti in Q si cu valori reale.
Definitia 7.1. z* € Q este un punct de minim (maxim) global al functiei f daca
(7.1) f(z*) < f(z), VzreQ, (respectiv >).

Problema gasirii unui punct de minim z* al functiei f in 2 se scrie prescurtat astfel

(7.2) f(2*) = min f(z).

e

Definitia 7.2. z* € Q este un punct de minim (maxim) local al functiei f daca exista o
vecinatate V' a lui x* astfel ca

(7.3) fz*) < f(x), VzeVnNQ, (respectiv >).

Un punt de minim sau de maxim este un punct de extrem al functiei f. Se mai foloseste
terminologia de punct de extrem relativ (in loc de local) si de punct de extrem absolut (in loc de
global).

Observatia 7.1. O problema de maxim se poate reduce intotdeauna la una de minim datorita
relaties:

max f(x) = min(—f(x)).
nae () = min(~ £ ()
De aceea, ne vom opri doar asupra studiului problemelor de minim.

Problema gasirii minimelor unei functii este o problema de optimizare. Intr-o astfel de problema
apar cateva intrebari:

e Exista un minim pentru f?
e Avem minim global sau local?
e Este minimul unic?

e Cum putem gasi sau aproxima minimul?
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7.1.1 Functii convexe

Functiile convexe au o mare importanta in problemele de optimizari deoarece apar relativ frecvent
si au o serie de proprietati specifice care ugureaza analiza problemei. Reamintim urmatoarele doua

definitii.
Definitia 7.3. O multime Q C RY este convexi dacd, pentru orice u,v € Q si X € [0,1], avem ca
(7.4) Au+ (1= Av e Q.

Definitia 7.4. Fie multimea convexd Q@ C RN. O functie f : Q — R se numeste convexa dacd,
pentru orice u,v € Q si X € [0,1], avem cd

(7.5) FQAu+ (1 =Xv) < Af(u)+ (1= XN f(v).

Daca inegalitatea de mai sus este strica pentru orice X € (0,1) siu # v, atunci f se numeste strict
convexa.

Urmatoarele proprietati importante ale functiilor convexe sunt cunoscute de la cursul de Cercetari
operationale.

Teorema 7.1. Fie f:Q — R o functie convexd pe multimea convexd @ C RN . Atunci
1. Daca ) este deschisa atunci f este continua in 2.
2. Orice minim local este minim global al lui f.

3. Daca in plus f este strict converd, existd cel mult un minim global.

Proof. 1) Vezi [N].
ii) Fie z € Q un minim local al lui f si V vecinatate a lui x astfel ca

f(z) < f(t), YteVnQ.
Presupunem ca exista y € Q astfel ca f(y) < f(z). Pentru orice A € (0, 1) avem ca

fQy+ 1 =Nz) <Af(y) + (1 =) f(z) < fla).
Dar z + Ay —x) = Ay + (1 — A\)z € Q si pentru A suficient de mic z + A(y —x) € V ceea ce
conduce la o contradictie.
iii) Fie x,y € Q doua minime ale lui f. Daca z # y, ludnd X € (0,1), avem ca

FO@+ (1= Ay) <Afz)+ (1= A)f(y) = min f(2)
ceea ce reprezinta o contradictie. O
Importanta este si urmatoarea caracterizare a functiilor convexe.

Teorema 7.2. Fie f o functie diferentiabild definitd pe multimea convexd Q@ C RN si cu valori in
R. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i.) f este conveza.
it.) f wverifica inegalitatea

(7.6) f) = f(w) > (Vf(w),v —w), Yo,weN.
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Proof. “i) = ii)”
Din ipoteza de convexitate avem ca

FA=Xw+ ) <(1=A) fw) +Af(v),

de unde rezulta ca 1

F (A=A w+ ) = f(w)] < fv) = f(w).
Facand A — 0 in relatia de mai sus gi tinand cont ca

o £+ v = w)) = f(w)
h—0 h

= (Vf(w), v —w),
obtinem (7.6).

“i1) =1)" Fieu,z € Qsi A € [0,1].

Scriem relatia (7.6) cuv =z gi w = Au+ (1 — )z €

f(z) > fOu+ 1 —=XN)z) =AMV fAu+(1-N)z),u—z).
Apoi, scriem relatia (7.6) cu v = wu gi w = Au+ (1 — N)z:
fu) > fOu+(1=XN2)+ 1 =N(VfAu+ (1= N)z),u—2).
Din cele doua relatii obtinute, avem ca
Af(u) + (L= f(2) 2 f(Au+ (1= A)z),

ceea ce ne arata ca f este convexa. O

Observatia 7.2. Semnificatia geometrica a relatiei (7.6) este aceea ca, pentru o functie convexd,
graficul se afla deasupra planului tangent. In dimensiune unu, (7.6) se poate scrie

f(@) = f(@o) + f'(zo) (@ — @0),

iar y = f(xo) + f'(x0)(x — x0) reprezinta exact ecuatia dreptei tangente la graficul lui f in punctul

(0, f(z0))-

7.1.2 Functionale eliptice

Vom considera J : Q@ ¢ RN — R.

Definitia 7.5. Functia J se numeste coerciva daca

(7.7) lim J(v) = .
Ilof| o0
vEQ

Observati ca definitia de mai sus are sens doar daca €2 este o multime nemarginita.

Definitia 7.6. Functia J se numeste eliptica (sau a-eliptica) daca este de diferentiabila in Q si
exista o > 0 astfel incat

(7.8) (VJI(v) = VJ(w),v —w) > allv —w|?, Yo,w e Q.

Un exemplu important de functionala elipticd este urmatorul.
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Propozitia 7.1. Fie A € My(R) o matrice simetricd si definitd pozitiv si b € RY. Functionala
J: RN = R, definita prin

(7.9) J(v) = %(Av,v) — (bv),

este eliptica.

Proof. Evident, J este de clasa C*(RY) si VJ(v) = Av — b. Rezulti ca
(VJv—=VJw,v —w) = (Av —w),v —w) =

_ (A(v —w),v —w) v — w||? > min (Ax,z)

2 2
v—w||* = A|lv—w
(v—w,v—w) zeCN (z,x) l l il I

unde A; > 0 este cea mai mica valoare proprie a lui A. Pentru ultima egalitate am folosit Teorema
Courant-Fischer de caracterizare a valorilor proprii ale unei matrici hermitice.
Deci, pentru orice v, w € RY, avem ca

(VJv — VJw,v —w) > \|jv —w||?
si J este eliptica. O

O notiune mai puternica decat convexitatea este urmatoarea.

Definitia 7.7. Fie multimea convexd Q C RY. O functie f : Q@ — R se numeste uniform convexi
(sau a—convexa) daca existd o > 0 astfel incat, pentru orice X € [0,1] si u,v € Q, avem ca

(7.10) fQaut (1= M) € M) + (1= N F @) = FAL = Vllu -l
Sa observam ca o functie uniform convexa este strict convexa. Urmatorul rezultat caracterizeaza
functiile uniform convexe.

Teorema 7.3. Fie J o functie diferentiabild definitd pe multimea convezd Q@ C RN si cu valori in
R. Urmadatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. J este a—conveza.

2. J werifica inegalitatea

(7.11) J() — J(w) > (VJ(w),v — w) + %Hv —wl?2, Vo,we Q.

3. J este a—eliptica:
(VJI(v) — VJ(w),v —w) > allv —w|?, Yv,w e Q.
Proof. “i) = ii)” Din ipoteza de a—convexitate avem ca
J((1=Nw—+ ) < (1—\) J(w)+ A (v) - %m — ) [Jw — ][

de unde rezulta ca

L= N w0 de) = J@)] £ T@) = Tw) = § (1= 3w ol
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Facand A — 0 in relatia de mai sus gi tinand cont ca

lim J(w+ h(v—w)) — J(w)
h—0 h

= (VJ(w),v —w),
obtinem (7.11).

“i7) = 413)” Scriem relatia (7.11) schimband locul lui v cu w §i adunam la (7.11). Se obtine
imediat (7.8).

“11) = 1)” Date u,v € Q, definim functia ¢ : [0, 1] — R prin ¢(t) = J(u + t(v — u)). Functia ¢
este derivabila si
O'(t) = (VJ(u+tlv—u)),v—u).

Prin urmare, pentru t > s,

o) = (s)=(VIJ(u+tv—u)) —VJ(u+s(v—u)),v—u)) =

1
=i (VJ(u+tlv—u)) = VJ(u+ s(v —u)), (u+t(v—u)) — (u+ s(v—u)))).
Folosind ipoteza de elipticitate a lui J obtinem ca
O'(t) — ¢ (s) > a(t—s)|lv—u|*> Vtse[0,1] t>s.

Integrand ultima inegalitate in ¢ € (A, 1) si in s € (0, \), obtinem ca

Ap(1) + (1= N)e(0) = p(A) = SAL = N)lJo —ul|?

o
2
gl prin urmare

AT(0) + (1= N J () — JOw + (1 — A\u) > %m — Mo — ul%

Am demonstrat astfel cad J este a—convexa.
“i11) = ii)” (poate fi omisa- este o varianta care nu foloseste a—convexitatea.)
Aplicand formula lui Taylor cu restul in forma integrala, rezulta ca

1
T(v) = J(w) +/ (VJ(w -+t — ), v — w)dt =
0
1
=J(w)+ (VJ(w),v —w) +/0 (VJ(w+t(v—w)),v—w)— (VJ(w),v —w)|dt >

! o
J(w) 4+ (VJ(w),v —w) —i—/o at||v — w||*dt = J(w) + (VJ(w),v —w) + §HU — wl|[?

si (7.11) este demonstrata.
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7.1.3 Criterii de gasire a punctelor de minim
Vom incepe prin prezentarea a doua teoreme importante care asigura existenta minimului.

Teorema 7.4. (Weierstrass) Fie U C RN o multime compactd si nevida si J : U — R o funtionald
continud. Atunci exista u € U astfel ca

(7.12) J(u) = %1[1]1 J(v).

Reamintim ca o multime U C RY este compacta daci si numai daca este mirginita si inchisi.
In teorema de mai sus ipoteza de marginire a lui U este esentiala. Totusi, ea poate fi eliminata
daca functionala .J are o proprietate aditionala.

Teorema 7.5. Fie U C RN o multime inchisd si nevidd si J : U — R o functionald continud si
coercivd daca U este nemarginita. Atunci existd u € U astfel ca

(7.13) J(u) = %1(1]1 J(v).

Proof. Daca U marginita, atunci ea este compacta si aplicam Teorema Weierstrass. Daca U este
nemarginits, fie v0 € U si definim

A={zxeU: Jx) < J")}.
A este marginita (din proprietatea de coercivitate a lui J) si inchisa deoarece
A=UnJ (=00, J(x)).

Prin urmare, A este compacta si J isi atinge minimul in A. Fie J(u) = minye4 J(v). Cum,
pentru orice v € U \ A, J(v) > J(v°) > J(u) rezulta ci de fapt u este minimul lui J in U. O

Urmatorul rezultat este cunoscut si foarte important deoarece reduce problema gasirii minimului
la determinarea punctelor critice.

Teorema 7.6. Fie U C RN o multime deschisd si f : U — R o functie continud pe U si derivabild
i u*. Daca u* este un punct de minim local, atunci

(7.14) Vf(u*)=0.
Daca f este convexa, atunci conditia (7.14) implica faptul ca u* este punct de minim al lui f in

U.

Observatia 7.3. Teorema 7.6 ne arata ca punctele de minim sunt printre punctele critice ale
functiei. Conditia ca multimea U sa fie deschis este esentiala in Teorema 7.6 (de exemplu, functia
f(z) = x pe [0,1] are un minim in * = 0 dar derivata nu se anuleazd).

Ca o aplicatie a Teoremei 7.6 sa notam urmatorul rezultat.
Propozitia 7.2. Fie A € My(R) o matrice simetricd si definitd pozitiv si b € RN . Sistemul
(7.15) Az = b,

are o unicd solutie care coincide cu punctul de minim al functionalei J : RN — R, definitd prin

(7.16) T(v) = %(Av,v) — (b,v).



7 Cursul 7. Probleme de optimizare

Proof. Din Propozitia 7.1 stim c& J este eliptica in RY gi V.J(v) = Av —b. Conform Teoremei 7.3,
avem ca J este uniform convexa. Prin urmare exista un unic punct de minim al lui J care verifica
sistemul (7.2). O

Pentru multimi convexe, avem un rezultat care este valabil si pe multimi care nu sunt deschise,
asa cum cere Teorema 7.6. El generalizeaza urmatoarea observatie elementara: daca u € [a, b] este
punct de minim al functiei derivabile f in [a,b] C R atunci

f(u)>0 dacdu=a
f'(u)=0 dacdu€ (a,b) & f(u)(x—u)>0 Vz€la,bl.
f(u) <0 dacdu="b

Mai mult, daca f este convexa, ultima inegalitate este o conditie suficienta pentru minim.

Teorema 7.7. Fie date U C RN o multime nevidd si convezd, f : U — R siu € U un punct in
care f este derivabila. Daca u este un punct de minim global pentru f in U, atunci avem ca

(7.17) (Vf(u),(v—u)) >0, VoeU.

Reciproc, daca u € U wverifica (7.17) si f este convexda atunci u este un punct de minim global
pentru f in U.

Proof. Cum U este convexd, pentru orice A € (0,1) si v € U, avem ca u+ A(v —u) € U. Cum u
este punct de minim al lui f, obtinem ca

fu) < flu+ Ao —u)).

Rezulta ca, pentru orice v € U,
0.< Jim & (F(ut A —w) — () = (VF(u), (v —u),

si (7.17) este demonstrata,
Reciproc, daca u € U verifica (7.17) si f este convexa, din Teorema 7.2 rezulta ca

f) = fw) = (Vf(u), (v—u)) >0,
pentru orice v € U si deci u este punct de minim global al lui f. O
Observatia 7.4. Daca U este deschisd atunci
(Vf(u),(v—u)) >0, Yo e U< Vf(u) =0.

Intr-adevdir, cum U este deschisd, existd o bild B(u,r) C U. Pentru orice w € RN \ {0}, avem
cdv=u-+ %HTMH € B(u,r). Prin urmare, pentru orice w € RV,

5, w) = U (), 0wy = 0

st deci V f(u) = 0.

Avem urmatoarea proprietate importanta a unei functii eliptice.
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Teorema 7.8. Dacd U C RY este nevidd, inchisd si convexd iar J este elipticd, atunci existd un
unic u € U astfel ca

(7.18) J(u) = %1[1}1 J(v).

In plus, elementul v este caracterizat de inegalitatea
(7.19) (VJ(u),v—u) >0, YveUl.
Proof. Luand w = 0 in (7.11), rezulta ca
J(v) = J(0) + (VJ(0),v) + %llvll2 > J(0) = [IVJ(O)[[ [[ol] + %Hvll2

de unde rezulta coercivitatea lui J. Existenta punctului de minim rezulta din Teorema 7.5.
Conform Teoremei 7.3, fiind eliptica J este gi uniform convexa. Prin urmare J este strict

convexa, de unde rezultd unicitatea punctului de minim. De asemenea, caracterizarea (7.19) a

acestui punct de minim este cea intalnita deja in Teorema 7.7. O
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Probleme de optimizare
Metode de coborare. Metoda
gradientului

Existenta si caracterizarea punctelor de minim ale functionalelor cu valori reale au fost prezentate
la inceputul acestui capitol. incepem acum sa introducem principalele metode de aproximare a lor.
Vom presupune in aceast# sectiune ci J : RV — R este o functionali elipticd. Conform rezultatelor
din Cursul 7, existd un unic punct de minim z* € RV al lui J:

(9.1) J(z*) = min J(x).

z€RN
In plus stim ca punctul de minim z* este caracterizat de relatia

(9.2) V.J(z*) = 0.

9.1 Metode de coborare
Metodele de coborare au la baza urmatoarea strategie pentru aproximarea lui x*:
e Se alege 20 € RY;
e Se construieste recursiv sirul (%)
(9.3) " =gk 4 dt (k> 0),
unde r, € R se numeste pas de coborare iar d* € RY directie de coborare.

Pasul de coborare se poate lua constant, se poate modifica arbitrar sau se poate optimiza la
fiecare iteratie k. In primul caz avem de aface cu o metoda de pas fix in cel de-al doilea caz cu o
metoda de pas variabil iar in ultimul caz cu o metoda de pas optimal.

9.2 Determinarea pasului optimal pentru o directie d

Pasul optimal este acea valoare r* cu proprietatea ca
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2 Metode de coborare. Metoda gradientului

(9.4) J(x 4+ r*d) = min J(x + rd).

reR

S& observam ca prin (9.4) se minimizeaza functia de o variabild reald ¢ : R — R, ¢(r) =
J(z + rd). Privind dintr-un alt unghi, avem o minimizare a lui J pe submultimea inchisa, convexa
si nevida Uy = {x +rd : r € R}, pe care o putem interpreta ca o dreaptd ce trece prin z si are
directia d. Daci J este elipticd in RY, atunci este asiguratd existenta si unicitatea lui r*. Cum
de fapt avem o problema de minimizare a functiei ¢(r) definita pe dreapta reala, minimul va fi un
punct critic al lui ¢, ceea ce este echivalent cu

9.5) 0= (") = L@+ rd)| _. = (VI(x+r*d),d).

dr

r=r

Ecuatia (9.5) poate sa determine o formula explicita a lui r*. S& vedem, de exemplu, care este
formula lui 7* in cazul particular

J(z) = %(Ax,a:) ~ (b2).

Cum VJ(x) = Az — b, din (9.5) rezulta ca r* verifica (A(zx + r*d) — b,d) = 0, i prin urmare

. (~Az+bd)  (VI(2),d)
&) L 07V ) S 07V

In cazul unei functii J mai generale, pentru gasirea lui r* se pot folosi metode de minimizare a
functiilor de o variabila reald, precum metoda de cautare pe baza sectiunii de aur.

Alegerea directiei de coborare poate fi facuta in mai multe feluri, in functie de acesta avand o
metoda sau alta.

9.3 Metoda gradientului

Aceasta este o metoda de coborére in care directia de coborare se alege dupa cum urmeaza:

(9.7) d* = -vJ(zF), k>0

Prin urmare, in metoda gradientului directia de cautare d”* este calculata la fiecare pas in functie
de zF gi reprezinti geometric directia in care functia J descreste cel mai repede. Pasul de
coborare poate fi luat fix sau variabil. Urmatoarea teorema ne arata ca metoda gradientului cu pas
optimal este convergenta daca J este eliptica.

Teorema 9.1. (Metoda gradientului cu pas optimal) Fie J : RN — R o functie de clasa C*(RN)
eliptica, adicd o functie cu proprietatea cd exista o > 0 astfel incat:

(9.8) (VJI() = VJ(w),v —w) > allv —w|? Yv,weRY,

Atunci girul dat de (9.3) cu pas optimal (9.4) si directia (9.7) converge la x*, punctul in care J isi
atinge valoarea minimd.
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Proof. Din ipoteza de elipticitate a lui J stim c& existd un unic punct de minim z* € RV al lui J.
Daci V.J(2¥) = 0 am gasit minumul care este chiar 2*. Putem presupune ca V.J(z*) # 0 pentru
orice k > 0. Functia

1= p(r)=JF —rvJ(@h)
este coerciva, continua si strict convexa, prin urmare are un singur minim 7} cu ¢'(r;) = 0. Acesta
este pasul optimal si avem ci 2%t = 2% — 7¥V.J(2%). Cum 7} este minimul lui ¢ in R, rezultd ci

0=¢'(rp) = =(VJ(2" = 1;VJ(z")), VI (z"))
gl prin urmare
(9.9) (VI vJ(@k) =0

ceea ce demonstraza ca doua directii consecutive sunt ortogonale.
De asemenea, din zFt1 = 2% — ¥V J(2F) deducem ci

(9.10) (VJ(zF ), 2P — 2k) = 0.
Ne reamintim ca, pentru o functie a—eliptica, are loc inegalitatea:
(9.11) J(v) — J(w) > (VJ(w),v — w) + %Hv —w|?, Vo,we Q.

Prin urmare din (9.10) si (9.11) rezulta ca
o'
2

Rezults ca sirul (J(z%))g>o este descrescator si, fiind si minorat de J(z*), deducem ca

lem [J(z*h) — J(@F)] =0

(9.12) 2Pt — 2¥)12 < J(2F) — J(2F.

gl prin urmare
(9.13) Jim_ |z* Tt — 2F|| =0,
Cum J este coerciva iar girul (J(z*)); este descrescitor rezults ca (z*);, este mirginit. Derivata
VJ fiind continua este uniform continua pe compacte si din (9.13) rezulta ca
(9.14) Jim. |V J (2 — v(z®)| = o.
Deoarece
IVJ(@")|? = (VI ("), VI (@*)) = (VI (2"), VI (") =TI (@) < T @)1V (M) =V I ()],
din (9.14) deducem ca
(9.15) lim V.J(z%) = 0.

k—o00

Acum putem demonstra convergenta. Folosind ipoteza de elipticitate a lui J si faptul ca
VJ(z*) = 0, se obtine ca

oflz" —2*|* < (VJ(a") = VI (2"), 2" —2*) = (VI (2¥),2" —2") <|[VI ()| a* — 2|

sl prin urmare

o 1
(9.16) lz* —2*|| < aHVJ(ﬂfk)H-

Convergenta sirului (z¥);>0 la 2* rezultd acum din (9.15). O
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Observatia 9.1. Inegalitatea (9.16) ofera un criteriu de oprire a iteratiilor: dat € > 0, calculam
iteratii ¥ pand cand |VJ(2®)|| < e.

Urmatorul caz particular este foarte important:
1
(9.17) J() = §(AU’ v) — (b,v) + ¢
unde A € My(R) este o matrice simetrica definits pozitiv, b € RY si ¢ € R. Amintim c#, in acest

caz, J este a—elipticid pe RV, cu a = A\; = min{\ : A\ € 0(4)}. In acest caz particular, o iteratie
a metodei gradientului cu pas optimal se calculeaza astfel:

o g =AzF b

. lg*]1?
T (Agk, gF)

o it = gk _p gk

Urmatorul rezultat aratd convergenta metodei gradientului cu pas fix sau variabil in anumite
ipoteze suplimentare.

Teorema 9.2. Fie J : RY — R o functie derivabild cu proprietatile:
1. 3a > 0 astfel ca (VJ(v) — VJ(w),v —w) > allv — w||? pentru orice v,w € RN
2. AM > 0 astfel ca |VJ(v) — VJ(w)|| < M|jv — w]|| pentru orice v,w € RY.

Daca exista doud numere a gi b astfel ca

2c
(9.18) O<a§rk§b<m, Vk >0,

atunci girul dat de metoda gradientului (9.3)-(9.7) cu pasii variabili r, converge la minimul unic
x* al lui J i exista o constanta = f(a, M, a,b) <1 astfel ca

(9.19) lz* — 2*|| < B*]|2° — 2*||.
Proof. Folosind faptul ca VJ(z*) = 0 avem ca
P gt =2kt (VI(2F) = VI (2))
gl prin urmare
41— a2 = ok — 2|+ ()2 [V (05) = V(@2 20V () — V), 2t — ) <

< (14 M?*(ry,)? = 2amy)||2* — 2%

Trinomul 7(r) = 1 — 2ar + M?r? are pe intervalul (0, %) valori strict mai mici ca 1 si

7(r) =1 = 2ar + M?r? < max{7(a),7(b)} := B> <1, Vre (a,b).
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Prin urmare, obtinem ca
l2*+ = 2| < Bl|a* — 2|,

iar prin iterare
2"+ — 2| < BF)2° — 2.

Demonstratia este incheiata. O

Observatia 9.2. Daca J este de doud ori derivabila conditia 2. este verificata daca

(9.20) sup [|[V2J(v)| < M.

veERN
Observatia 9.3. In cazul (9.17) conditiile 1. si 2. din teorema precedentd sunt verificate:
o = )\1

$t
Vi) =A= sug IV2J(0)|| = ||A]| = p(A) = Ay := M.
vE

Prin urmare, metoda gradientului converge pentru orice pasi rj care verificd

2
aSmS%, Vk > 0.
A
N

Sa observam cd pasul optimal nu verifica restrictia:

B |V.J (%)) 11 2\
kT AV @), VIR © (AJVA) * ( AN>

co C , 2
Sa mai notam ca, de fapt, se poate demonstra convergenia pentru orice A\ < r < YL

Observatia 9.4. Metoda gradientului este un caz particular al metodei Newton modificatd pentru
gasirea zerourilor lui VJ,

af = gk (V2 (2R) TV (),

in care (V2J(xF))~ se inlocuie prin matrice mai simpld ri.I, cu pasii v, constanti, variabili sau
optimali.



Cursul 10

Probleme de optimizare
Metoda gradientului conjugat

In acest caz vom considera functionala J : RV — R de forma particulara,
1
(10.1) J(z) = i(A:B,JS‘) — (b, )

unde A € My(R) este o matrice simetricd si definita pozitiv iar b € RY este un vector. Se stie ci
in acest caz J este elipticd si are un unic punct de minim z* € RY,

(10.2) J(z*) = min J(x).

z€RN
In plus, 2* este unicul element cu proprietatea ci V.J (z*) = 0.
Pentru aproxiarea lui 2* cu metoda gradientului conjugat, alegem z° € RY si definim
(10.3) Pt =gk pb k>0
unde directia de coborare p* se aleg astfel incat

(10.4) J (") = J(2* + p¥) = min J (2" + z) k>0

zeGy
unde Gy, = Span{V.J(z?), V.J(z!),..., V.J(zF)}.

Mai intai si stabilim existenta si unicitatea vectorului p* precum si o caracterizare a lui.

Lema 10.1. Fie z° € RN. Pentru fiecare k > 0, existd un unic vector p* € Gy, cu proprietatea cd

(10.5) M = gk b s (2R = min J(zF +2),
zely

unde Gy, = Span{VJ(z°),VJ(z'),...,VJ(z¥)}. In plus, au loc relatiile
(10.6) (VJ(xk —i—pk),VJ(xj)) —0, 0<j<k.

1
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Proof. Consideram aplicatia * € RY — J(2* + 2) € R care este eliptica. Spatiul G}, este o
multime inchisd, convexi si nevidd. Conform Teoremei ??, existd un unic p* € G}, care verifica
(10.5). In plus, se verifica

(VJ(a:k—l—pk),v—pk) >0, Yv € Gy,
ceea ce, tinand cont ca Gy, este un spatiu liniar, implica
(10.7) (VJ(:rk —i—pk),v) =0, You € Gy.
Demonstratia lemei este completa. O
Observatia 10.1. Conforma lui (10.5), pentru fiecare k > 1, avem ca
(10.8) a* e’ + Gy
Cum Gy, C G_q, rezulta ca

10.9 J(z*1) = min J(2* = min J(z°
(10.9) (2"77) = min J(z" + z) = min J(2" + z)

si sirul (J(2%))r>0 este descrescdtor.

Observatia 10.2. Dacd zFT!, k > 0, este dat de (10.5) atunci existd k € {0,1,...,N — 1} astfel
incdt o este minimizatorul lui J in RN, fntr—adevdr, dacd VJ(z%) = 0 pentru un k < N — 1,
atunci o este minimizatorul unic al functiei (strict) convexve J in RN. Dacd VJ(z*) # 0 pentru
orice 0 < k < N — 1, atunci

(10.10) J@V) = J@N T+ pN ) = min J@VT! 4 2).
reGN_1

Din relatiile (10.6) obtinem cd G n_1 este un subspatiu de dimensiune N al lui RY , de unde deducem
ci Gn_1=RN. Din (10.10) obtinem cd 2 este minimizatorul unic al lui J in RN. Prin urmare,
metoda gradientului conjugat converge in cel mult N iteratis.

Observatia 10.3. Dacd V.J(z7) # 0 pentru 0 < j < k, atunci (pk,VJ(xk)) £ 0. Intr-adevar,
daca (pk,VJ(:Uk)) =0, atunci p* € Gp_1. Cum

J(@*) = min J(2" + 2) = J(2" + p*) = min J(2° +2) = J(2F)
z€Gy 2€Gk—1

rezultd cd z*t1 = 2 si din (10.6) deducem V.J(z*) = 0 ceea ce reprezintd o contradictie.

Urmatorea proprietate caracterizeaza metoda gradientului conjugat si ii da si numele.

Lema 10.2. Presupunem cd VJ(27) # 0 pentru 0 < j < k. Atunci, pentru orice 0 < I,m < k,
l #m, avem cd

(10.11) (Ap',p™) = 0.
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Proof. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca [ < m. Avem ca
(4, p™) = (¢ Ap™) = (P, Al™ ! —a™)) = (), VI @) = VI @m).
Cum [ < m si p' € Gy, folosind relatiile (10.6), deducem ca
<pl,VJ(xm+1)) = (pl, VJ(xm)) =0
si demonstatia se incheie. O

Observatia 10.4. Relatiile (10.11) reprezintd o ortogonalitate a directiilor de coborare in raport
cu produsul scalar (A-, ). Se obisnuieste sa se spund ca directiile de coborare sunt “conjugate”.
De aici provine si numele metodes.

Vom determina acum directiile p*. Avem c&

k
pF= ZT?VJ(xj).

J=0

Folosind (10.11), pentru orice [ < k,

— (F, Apl) = Ek:rf (VJ (29), ) Ek:r (VJ (27), VJ(z+1) — VJ(:Ul))

j=0 j=0
de unde 1V l+1)H2
vJ
rEa IV @ = VI @) P = 0= rf = l]€+1W-
Prin urmare,
VJ(*)|]? ,
10.12 - k”i <j<k
(10:12) ER N R
de unde obtinem ca
k
VJ ()| :
10.13 b kS IVTEEG 5y
( ) p Tkao VT ()2 (z7)
S& notam -
— [V (")
d* = —vJ(zF) - | Zv.J(27)
2 [V 2
i sa observam ca
VI
10.14 i = —v(aty 4 VTEDI s
(1014 e
Pentru completa determinare a lui p*¥ = —rkdk mai raméane de calculat rk

Din relatia (VJ(z"1), VJ(2%)) = 0 rezulta ca

0= (Axk“ b, VJ(xk)> - (Axk b Apk,VJ(xk)> - (VJ(J; ) — rkAd VI (x ))
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= <VJ(wk)

de unde rezulta ca

HVJ(SC’“ DI

2

rk <Ad’“, d’“) - (Vj(xk),dk)

gl prin urmare

(10.15) rk = (VI dY _

(VJ(z*), VJ(zF))

(AdF, dF)

Avem urmatorul algoritm (gradient conjugat):

1. Se alege 2% sie >0

2. ¢9=Az"-1b

3. dY = —g0
(9°, 9
4. rg= 229/
0T (A, @)

5. ' = 29 + rod°
6. gt = Azl — b= g% 4+ rgAd°

7. Pentru k =1,2,...N (sau cat timp ||g*| > ¢)

71 df = —gb + GG ) gk
(¢*,9")
2. = ——=
T2 A, )
7.3. 1l =k 4 rpdk
7.4. gFtl = AxFtl — b = gF 4 rpAdF.

(Adk,dvy O m

Observatia 10.5. Cele mai multe operatii in metoda gradientului conjugat se realizeazd la calculul
produselor Az si AdF, unde sunt necesare N? inmultiri si N? adundri. Prin urmare s-ar pdrea cd
numdrul total de operatii va fi de ordin 2N®. De fapt, in practicd, se realizeazd mult mai putine

operatii deoarece

e Matricea A este rara (cu foarte multe elemente zero) prin urmare produsele gi sumele sunt

mult mai putin numeroase.

e Nu se realizeaza niciodata N iteratii. Algoritmul se poate opri, cu un rezultat foarte bun, mult

mai repede.
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Exercitii

1. Pentru functionala

F(0) =g e (2 ) ()= (o m ()

0 0
construiti primele doua aproximatii cu metoda gradientului conjugat luand < i(l) > = ( 0 >
2
Care este punctul de minim al lui f?

2. Pentru functionala f(x1,z2) = 22 + 222 + 4x1 + 49, construiti primele doud aproximatii cu
metoda gradientului conjugat luand 2§ = 2§ = 0.

3. Fie n € N*. Aratati ci vectorii s*, k = 1,2, ..., n, definiti prin

o 7 daca 1 < k
v 0 1n caz contrar

sunt conjugati in raport cu matricea tridiagonala G € M, (R), definita de Gi; = 2, Gj 41 =
Git1,; = —1 pentru orice 7.

4. Considerati minimizarea functionalei f : R* — R, data de f(x) = %:cth + btz unde

2 -1 0 0 -1
-1 2 =1 0 0
G= 0 -1 2 -1 0= 2
0O 0 -1 2 V5

Aplicati metoda gradientului conjugat acestei probleme cu z° = (0,0,0,0)! si demonstrati ci
este convergenta in doud iteratii. Verificati ca existd doar doi vectori liniar independenti in
sirul Vf(20), GV f(2%), GV f(29), ....



