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Capitolul 1

Probleme de optimizare combinatorie:
Teoria Grafurilor

1.1 Introducere

Teoria grafurilor s-a dezvoltat pornind de la probleme practice:

� Problema podurilor din Königsberg: putem gasi un traseu care trece o singura data pe �ecare
dintre cele sapte poduri care unesc cele cinci zone ale orasului Königsberg? Problema revine la a
gasi un lant eulerian intr-un graf si a fost rezolvata de L. Euler in 1736.

� Problema retelei de transport: cum putem construi o retea de drumuri avand lungimea minima
care sa uneasca n orase date. Problema este echivalenta cu gasirea arborelui acoperitor minimal.
A fost rezolvata prin gasirea unor algoritmi e�cienti (cu un numar de operatii de ordinul O(n2) sau
mai mic): algoritmele Kruskal si Prim.

� Problema drumului minim: data o multime de localitati, care este drumul de lungime minima
intre doua localitati? Vom vedea ca exista, de asemenea, algoritmi e�cienti (Dijkstra).

� Problema comis voiajorului (Travelling Salesman Problem): exista un traseu de lungime
minima care trece o singura data prin �ecare dintre n orase date si se intoarce la orasul initial?
Aceasta este echivalenta cu gasirea ciclului hamiltonian de lungime minima. Este cea mai grea
problema, necunoscandu-se un algoritm in timp polinomial. Dintre algoritmii in timp exponential
O(n22n), mentionam pe cele care folosesc programare dinamica sau programare liniara cu intregi.
Chiar si problema gasirii unui ciclu hamiltonian (nu neaparat de lungime minima) este di�cila.

� Problema rucsacului (knapsack problem): Consideram un set de n obiecte, �ecare �ind carac-
terizat de o dimensiune d si de o valoare v, si un rucsac de capacitate C. Sa se selecteze un subset
de obiecte astfel incat dimensiunea totala a obiectelor selectate sa �e mai mica decat C iar valoarea
totala a obiectelor selectate sa �e maxima. Aceasta nu este neaparat o problema de grafuri, dar
este ca si problema anterioara una de optimizare combinatoriala. Ea poate � abordata prin tehnica
programarii dinamice pe care o vom vedea si la grafuri.

1.2 Notiuni si rezultate de baza

Definitie 1.2.1. Un graf este o pereche de multimi G = (V,E), unde V = {v1, ..., vn} este multimea de
varfuri (noduri) iar E = {e1, ..., em} ⊂ V × V este multimea de laturi (muchii, arce) ale grafului. Un graf
este orientat (digraph) daca �ecare latura ei = (vi1 , vi2) are atribuita o directie (vi1 este originea iar
vi2 este �nalul), adica se face distinctie intre perechea (vi1 , vi2) si (vi2 , vi1), pentru i1 ̸= i2. Un graf este
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simplu daca nu are bucle ("self-loop", laturi de forma (vi, vi)) si laturi multiple (ei ̸= ej daca i ̸= j). Un
graf este ponderat dac  �ecare latura e are atribuit un numar strict pozitiv w(e), ponderea (lungimea,
distanta) laturii.

Exemple:

(i) V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, E = {(1, 2), (1, 3), (4, 5), (3, 5)};

(ii) V = {A,B,C}, E = {(A,B), (B,C), (C,A)}.

Daca (x, y) este o latura a unui gra�c, spunem ca (x, y) uneste sau conecteaza varfurile x si y si ca
x si y sunt adiacente unul altuia. Latura (x, y) este incident  cu �ecare dintre varfurile x si y si �ecare
dintre x si y este incident cu (x, y). Doua laturi incidente la acelasi varf sunt numite laturi adiacente.
Un varf care nu este incident cu nicio latura este izolat.

Exemple:

(i) În exemplul (i) de mai sus 6 este varf izolat iar laturile (1, 2) si (1, 3) sunt adiacente;

(ii) În exemplul (ii) de mai sus nu avem varfuri izolate si �ecare latura este adiacenta altor doua laturi.

Laturile unui graf neorientat sunt nedirectionate: adica orice impresie pe care o poate da notaµia
(x, y) a unei laturi �care merge de la x spre y� este neintentionata. De fapt, pentru un graf neorientat
(x, y) = (y, x).

Definitie 1.2.2. Gradul unui varf dintr-un graf este numarul laturilor care contin varful respectiv. Un
varf cu gradul zero este izolat. Un varf frunza (terminal) este un varf cu gradul unu.

Exemple:

(i) În exemplul (i) de mai sus 1 are gradul 2 iar 4 are gradul 1;

(ii) În exemplul (ii) de mai sus �ecare varf are gradul 2.

Un graf simplu G = (V,E) cu n varfuri se poate reprezenta printr-o matrice A = (aij)1≤i,j≤n (matrice
de incidenta), astfel

aij =

{
1 daca exista o latura care uneste varfurile vi si vj
0 in caz contrar.

Un grafG = (V,E) simplu ponderat cu n varfuri se poate reprezenta printr-o matriceW = (wij)1≤i,j≤n,
astfel

wij =

{
w(e) daca exista o latura e care uneste varfurile vi si vj
Inf in caz contrar.

Definitie 1.2.3. Un graf G′ = (V ′, E′) este un subgraf al unui graf G = (V,E) daca:

V ′ ⊆ V, E′ ⊆ E.

Sa observam ca, din conditia ca G′ sa �e un graf, avem ca E′ ⊂ V ′ × V ′. Se foloseste notatia G′ ⊆ G
pentru a arata ca G′ este un subgraf al lui G. Un subgraf care contine toate varfurile unui graf (dar nu
neaparat toate laturile) se numeste subgraf de acoperire (spanning subgraph).

Un subgraf este un graf continut intr-un alt graf. Deoarece �ecare multime este o submultime a ei
insasi, �ecare graf este un subgraf al sau. Intuitiv, un subgraf este rezultatul stergerii unei parti a unui
graf cu o guma, cu doua mentiuni: puteti sa nu stergeti nimic (deoarece �ecare graf este un subgraf in
sine) si desi puteti sterge oricate laturi doriti, nu trebuie sa stergeti un varf fara a sterge si toate muchiile
incidente cu acesta, altfel rezultatul nu va � un graf.
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Figura 1.1: Exemplu de diferite lanturi cu originea S si �nalul T.

Definitie 1.2.4. Un graf G = (V,E) este complet daca este simplu si E contine toate laturile posibile.

Un graf complet are C2
n = n(n−1)

2 laturi.

Definitie 1.2.5. Un lant (walk) intr-un graf G = (V,E) este un sir nevid ordonat de varfuri A1, A2, . . . , An,
nu neaparat distincte, în care A1 este unit printr-o muchie de A2, A2 este unit printr-o muchie de A3, ...
si An−1 este unit printr-o muchie de An. Se spune ca lantul A1, A2, . . . , An uneste A1 cu An. Originea
unui lant este primul sau varf iar �nalul este ultimul sau varf (mai spunem ca avem un lant de la varful
origine la varful �nal). Un lant inchis este un lant ale carui varfuri origine si �nal coincid. În caz contrar,
se nume³te deschis. Se spune ca un graf este conex daca �ecare pereche de varfuri este unita printr-un
lant.

Definitie 1.2.6. Un lant este simplu (trail) daca nu are laturi care se repeta. Un lant este elementar
(path) daca nu are varfuri care se repeta. Un lant inchis in care originea si varfurile intermediare sunt
diferite se numeste ciclu. Un graf fara cicluri se numeste aciclic. Un graf conex aciclic se numeste
arbore.

Observatie 1.2.1. Orice lant elementar este simplu. Lanturile sunt subgrafuri. Uneori folosim notiunile
de lant sau ciclu pentru a desemna chiar grafuri.

Proprietate 1.2.1. Într-un graf simplu suma gradelor tuturor vârfurilor este egal  cu dublul num rului
laturilor iar num rul vârfurilor de grad impar este par.

Demonstraµie. Fiecare latur  contribuie cu câte un grad la cele dou  vârfuri pe care le une³te. Rezult  c 
de dou  ori num rul laturilor este egal cu suma gradelor. Cum suma tuturor gradelor este un num r par,
trebuie s  avem un num r par de vârfuri de grad impar.

Definitie 1.2.7. Fiind dat un graf G = (V,E) cu n varfuri {v1, . . . , vn}, matricea lanturilor este o matrice
D = (dij)1≤i,j≤n ∈Mn de�nita astfel

dij =

{
1 daca exista un lant care uneste varfurile vi si vj
0 in caz contrar.

Algoritmul lui Roy-Warshall permite determinarea matricii lanturilor pornind de la matricea de
adiacenta a unui graf:

Fie A = (aij)1≤i,j≤n matricea de adiacenta a grafului G = (V,E). Pentru a determina matricea
lanturilor D, matricii A ii aplicam un sir de n transformari Tk, k = 1, . . . , n, calculand A := Tk(A):

� Etapa k. Pentru i ̸= k si j ̸= k elementele aij se inlocuiesc cu

max (aij ,min(aik, akj)) .

Daca i = k sau j = k elementele aij raman neschimbate.
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Figura 1.2: Exemplu.

� La sfarsitul algoritmului matricea obtinuta Tn(A) este tocmai matricea lanturilor.

Remarcam ca elementele aij = 1 (pentru i ̸= k si j ̸= k) raman invariante la o transformare Tk iar
elementele aij = 0 (pentru i ̸= k si j ̸= k) devin min(aik, akj). Altfel spus, �n etapa k se �nlocuiesc toate
elementele 0 care nu se gasesc pe linia sau coloana k prin 1 daca ambele lor proiectii pe linia si coloana k
sunt egale cu 1.

Exemplu: Utilizand algoritmul lui Roy-Warshall, sa se determine matricea lanturilor pentru graful din
Figura 1.2.



1.3. LAN�URI EULERIENE 11

1.3 Lanµuri euleriene

Problema celor s,apte poduri din Königsberg este o problem  de matematic  de important,  istoric .
Oras,ul Königsberg din Prusia (ast zi, Kaliningrad, Rusia) se întindea pe ambele maluri ale râului Pregel,
cuprinzând s, i dou  insule mari legate una de cealalt , s, i cu diverse alte p rµi ale oras,ului, prin s,apte
poduri. Problema era de a g si un drum prin oras, , care s  traverseze �ecare dintre aceste poduri o dat  s, i
numai o dat . Pentru a enunt,a f r  echivoc cerint,a logic  a problemei, solut, iile care implic  �e ajungerea
pe o insul  sau într-o parte de oras, altfel decât trecând podurile sau accesarea oric rui pod f r  a-l traversa
pân  la cel lalt cap t sunt în mod explicit inacceptabile.

Leonhard Euler a ar tat în 1736 c  nu exist  solut, ie pentru aceast  problem , punând bazele teoriei
grafurilor s, i pre�gurând ideea de topologie. De ce s-ar preocupa Euler de o problem  atât de nelegat 
de domeniul matematicii? De ce un matematician atât de mare ar petrece mult timp cu o problem 
banal  precum problema podurilor din Königsberg? Euler a fost evident un om ocupat, publicând peste
500 de c rt, i s, i lucr ri în timpul viet, ii sale. Numai în 1775, a scris în medie o lucrare de matematic  pe
s pt mân , iar în timpul viet, ii a scris pe o mare varietate de subiecte, în afar  de matematic , inclusiv
mecanic , optic , astronomie, navigat, ie s, i hidrodinamic . Nu este surprinz tor c  Euler a simt, it la început
c  aceast  problem  este banal , a�rmând într-o scrisoare din 1736 c tre Carl Leonhard Gottlieb Ehler,
primarul oras,ului Danzig, care i-a cerut o solut, ie la problem :

. . . Astfel, vedet
,
i, nobil domnule, cum acest tip de solut

,
ie nu are nicio leg tur  cu matematica s

,
i nu

înt
,
eleg de ce v  as

,
teptat

,
i ca un matematician s  o produc , mai degrab  decât oricine altcineva, deoarece

solut
,
ia se bazeaz  numai pe rat

,
iune s

,
i pe descoperirea soluµiei nu depinde de niciun principiu matematic.

Din aceast  cauz , nu s
,
tiu de ce chiar s

,
i întreb rile care au atât de put

,
in  leg tur  cu matematica sunt

rezolvate mai repede de matematicieni decât de alt
,
ii.
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Chiar dac  Euler a g sit problema banal , el a fost totus, i intrigat de ea. Într-o scrisoare scris  în
acelas, i an lui Giovanni Marinoni, un matematician s, i inginer italian, Euler a spus:

. . . Aceast  întrebare este atât de banal , dar mi s-a p rut demn  de atent
,
ie deoarece [nici] geometria,

nici algebra, nici m car arta num r rii nu au fost su�ciente pentru a o rezolva.

Euler credea c  aceast  problem  era legat  de un subiect pe care Gottfried Wilhelm Leibniz l-a
discutat odat  s, i la care dorea s  lucreze, ceva la care Leibniz se referea ca geometria situs, sau geometria
pozit, iei. Aceast  as,a-numit  geometrie a pozit, iei este ceea ce se numes,te acum teoria grafurilor, pe care
Euler o introduce s, i o foloses,te în timp ce rezolv  aceast  celebr  problem . Di�cultatea cu care s-a
confruntat a fost s  dezvolte de o tehnic  adecvat  de analiz  care s  demonstreze aceast  a�rmat, ie cu
rigoare matematic . În istoria matematicii, solut, ia lui Euler a problemei podurilor din Königsberg este
considerat  a � prima teorem  din teoria grafurilor s, i prima demonstrat, ie adev rat  în teoria ret,elelor, un
domeniu considerat ast zi, în general, o ramur  a combinatoricii.

Definitie 1.3.1. Un lanµ care conµine �ecare latur  a unui graf o singur  dat  se nume³te lanµ eulerian
(poate conµine vârfuri care se repet ). Un lanµ eulerian închis se nume³te tur eulerian. Un graf se
nume³te eulerian daca are un tur eulerian ca subgraf.

Theorem 1.3.1. Un graf conex este eulerian daca si numai daca �ecare dintre varfurile sale are grad par
(mai mare sau egal cu doi).

Demonstraµie. Daca un graf este eulerian si avem o latura care are ca �nal un varf, atunci o latura diferita
va avea acel varf ca origine. Deci orice varf are grad par.

Reciproc, presupunem ca avem un graf G in care toate varfurile sunt de grad par, dar el nu este
eulerian. Fie

T = v1, v2, . . . , vk

un lant simplu (nu are laturi care se repeta) in G pe care il presupunem de lungime maxima. Cum orice
varf in G are grad par mai mare sau egal decat 2, rezulta ca T este inchis, deci v1 = vk. Într-adev r, cum
T nu mai poate � extins, toate laturile grafului G care-l conµin pe vk sunt în T iar acestea sunt în num r
par. Rezult  c  vk = v1, altfel ultima latur  (vk−1, vk) care intr  în vk nu mai are pereche ceea ce ar face
ca num rul de laturi adiacente la vk s  �e impar.

Cum am presupus ca G nu este eulerian, exista laturi ale lui G care nu sunt in T . Graful G �ind conex,
exista cel putin un varf vi care apartine lui T si o latura (vi, u) neapartinand lui T . Astfel, obtinem un
nou lant

T ′ = u, vi, vi+1, . . . , vk, v1, . . . , vi−1, vi

care are o lungime strict mai mare decat cea a lui T . Am obtinut o contradictie cu presupunerea ca T
este un lant de lungime maxima si demonstratia se incheie.

Theorem 1.3.2. Un graf conex are un lanµ eulerian deschis dac  ³i numai dac  are exact dou  vârfuri
impare. (Un vârf este �impar� dac  gradul s u este un num r impar).

Demonstraµie.

�⇒� Dac  un graf conex are un lanµ eulerian deschis, atunci are exact dou  vârfuri impare.

Fie G un graf conex cu un lanµ eulerian deschis care începe cu vârful A ³i se termin  cu vârful B.
Ad ugaµi un nou vârf Z ³i dou  muchii (A,Z) ³i (B,Z). Rezultatul este un graf H pentru care G
este un subgraf. Luaµi drumul euler deschis A . . . B din G, ad ugaµi-i drumul BZA al lui H ³i avem
un lanµ eulerian închis A . . . BZA în H. Prin teorema anterioar  toate vârfurile lui H sunt pare,
deci G trebuie s  � avut exact dou  vârfuri impare A ³i B.
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�⇐� Dac  un graf conex are exact dou  vârfuri impare, atunci are un lanµ eulerian deschis.

Fie G un graf conex cu exact dou  vârfuri impare A ³i B. Formaµi un nou graf H din G, ad ugând
un nou vârf Z ³i dou  noi muchii (A,Z) ³i (B,Z). Atunci H este un graf conex cu toate vârfurile
pare, deci, dup  Teorema 1.3.1, H are un lanµ eulerian închis care începe ³i se termin  cu vârful Z.
Deoarece Z este adiacent doar cu A ³i B, acest lanµ eulerian închis trebuie s  arate astfel: ZA . . . BZ.
Dac  elimin m vârful Z, rezultatul este A . . . B, care trebuie s  �e un lant eulerian deschis în G.
Aceasta completeaz  demonstraµia teoremei.

Corolar 1.3.1. Dac  un graf conex are un lanµ eulerian deschis, atunci lanµul trebuie s  înceap  într-unul
dintre vârfurile impare ³i s  se termine cu cel lalt.

Demonstraµie. Demonstraµia este cuprins  în cea a Teoremei anterioare.

Problema lanµurilor euleriene este acum complet rezolvat . Num rul de vârfuri impare dintr-un graf
trebuie s  �e par prin Proprietatea 1.2.1. Dac  acel num r par este 0, gra�cul are un tur eulerian; dac 
este 2, gra�cul are un tur eulerian deschis; iar dac  este 4 sau mai mare gra�cul nu are tur eulerian.

Observatie 1.3.1. În cartea sa interesant  �Mathematics: the Man-Made Universe�, Sherman K. Stein se
refer  la problema lanµului eulerian drept �problema inspectorului de autostrad ". Un sistem de autostr zi
poate � privit ca un graf în care intersecµiile sunt vârfurile. Pentru a-³i face treaba corect, un inspector
de autostrad  are nevoie de un traseu care s -l conduc  prin �ecare segment de autostrad  din sistem.
Dar pentru a nu pierde timpul, ³i-ar dori ca traseul s  nu repete niciun tronson. Pe scurt, inspectorul de
autostrad  caut  un lanµ eulererian.

Pentru a g si un lanµ eulerian exist  multi algoritmi. În cele ce urmeaz  menµion m doi dintre cei mai
vechi.

(i) Algoritmul lui Fleury este un algoritm elegant, dar ine�cient, care dateaz  din 1883.

� Se d  un graf conex cu cel mult dou  noduri de grad impar. Algoritmul pornes,te de la un nod
de grad impar, sau, dac  graful nu are niciunul, începe cu un nod arbitrar ales. La �ecare pas
se alege urm toarea muchie din lant, ca �ind una incident  la nodul ales s, i a c rei s,tergere nu
ar face graful s  îs, i piard  conexitatea. Dac  nu exist  nicio astfel de muchie, se alege o muchie
arbitrar  incident  la nodul curent. Apoi se trece la cel lalt cap t al muchiei nou alese, iar
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muchia aleas  anterior se s,terge. La sfârs, itul algoritmului nu mai exist  muchii, s, i secvent,a în
care au fost alese muchiile formeaz  un tur eulerian dac  graful nu are noduri de grad impar,
sau un lant, eulerian, dac  exist  exact dou  noduri de grad impar.

Ideea algoritmului este de a �nu arde punt, i�, astfel încât s  putem reveni la un vârf s, i s  parcurgem
muchiile r mase. O punte este o muchie care, dac  este eliminat  din graf, face ca acesta s  nu mai
�e conex. În timp ce parcurgerea grafului în algoritmul lui Fleury este în timp liniar în raport cu
num rul de muchii, adic  O(|E|) (|E| este num rul de muchii din graf), trebuie luat  în calcul s, i
complexitatea detect rii de punt, i.

Primul algoritm de timp liniar, adic  O(|E|), pentru g sirea punt, ilor într-un gra�c a fost descris de
Robert Tarjan în 1974. Împreun  cu algoritmul de detect, ie a punt, ilor al lui Tarjan, care trebuie
rulat dup  s,tergerea �ec rei muchii, algoritmul lui Fleury va avea o complexitate în timp O

(
|E|2

)
.

Un algoritm dinamic de detect, ie a punt, ilor al lui Mikkel Thorup (2000) permite ca acest timp s  �e
îmbun t t, it pân  la O

(
|E|(log |E|)3 log log |E|

)
dar chiar s, i acesta este semni�cativ mai lent decât

algoritmii alternativi.

(ii) Articolul postum al lui Carl Hierholzer din 1873 ofer  o metod  pentru a g si lant,uri euleriene, mult
mai e�cient  decât algoritmul lui Fleury. Ideea de baz  a algoritmului lui Hierholzer este construct, ia
unui lant, din ce in ce mai lung, prin conectarea unor lant,uri disjuncte.
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� Se alege orice nod dac  graful nu are noduri de grad impar sau unul din cele dou  noduri de
grad impar. Fie acesta A. Se urmeaz  lant,ul muchiilor de la acel nod pân  la revenirea la A
sau pân  la ajungerea la cel lalt nod impar. Nu se poate ajunge la blocaj la alt nod decât
A sau cel lalt nod impar, deoarece toate nodurile r mase au grad par s, i atunci când traseul
intr  în alt nod B trebuie s  existe o muchie neutilizat  care pleac  din B. Lant,ul astfel format
poate s  nu acopere toate muchiile grafului init, ial. Dac  exist  un nod C, care apart, ine lant,ului
actual, dar care are muchii adiacente care nu fac parte din lant, , se începe un alt traseu de la C
s, i se urmeaz  muchiile neutilizate pân  la revenirea la C sau pân  la ajungerea la cel lalt nod
impar. Lant,ul nou format se atas,eaz  la cel anterior.

Folosind structuri de date cum ar � listele dublu înl nt,uite pentru mult, imea muchiilor neutilizate
incidente la �ecare nod, pentru nodurile de pe actualul lant, cu muchii neutilizate, s, i pentru a ret, ine
lant,ul în sine, operat, iunile individuale ale algoritmului (g sirea de muchii neutilizate care ies din
�ecare nod, g sirea unui nou nod init, ial pentru un lant, , s, i conectarea a dou  lant,uri care au un nod
în comun) pot � efectuate �ecare în timp constant, deci în general algoritmul are timp liniar, O(|E|).

1.4 Aplicaµii moderne ale teoriei grafurilor euleriene

Grafurile euleriene, introduse de Leonhard Euler în 1736 prin celebra problem  a podurilor din Königsberg,
au evoluat de la o curiozitate matematic  la un instrument fundamental în multiple domenii contemporane.
Acest document sintetizeaz  aplicat, iile moderne ale acestor grafuri, de la logistic  s, i robotic  pân  la
bioinformatic  s, i securitate cibernetic . Reamintin c  un graf eulerian este un graf care cont, ine un
ciclu eulerian, adic  un ciclu care parcurge �ecare muchie a grafului exact o dat . Condit, ia clasic 
(Euler, 1736) pentru grafuri conexe este ca toate vârfurile s  aib  grad par. În era digital , aceast 
not, iune a c p tat aplicat, ii practice surprinz toare s, i diverse.

(i) Aplicat
,
ii în logistic  s

,
i ret

,
ele

1.1 Optimizarea rutelor de colectare

� Colectarea des
,
eurilor: Problema "gunoierului chinezesc" minimizeaz  distant,a de par-

curs pentru a acoperi toate str zile unei zone.

� Cur t
,
enia stradal : Vehiculele echipate cu senzori parcurg str zile într-un ciclu eulerian

pentru e�cient,  maxim .

1.2 Inspect
,
ia ret

,
elelor �zice

� Ret
,
ele de utilit t

,
i (gaze, ap , electricitate): Utilizarea senzorilor mobil pentru veri�carea

tuturor conductelor.

� Fibre optice: Parcurgerea tuturor leg turilor pentru testarea integrit t, ii ret,elei.

(ii) Bioinformatic  s
,
i genetic 

2.1 Asamblarea genomului Metodele moderne de secvent, iere a ADN-ului folosesc grafuri de
De Bruijn, unde c ile euleriene reconstituis, secvent,ele genetice.

Fragmente ADN→ Graf de De Bruijn→ Ciclu eulerian→ Genom asamblat

2.2 Ret
,
ele metabolice Identi�carea c ilor biochimice care parcurg toate react, iile enzimatice o

singur  dat , pentru modelarea �uxurilor metabolice.

(iii) Proiectarea circuitelor electronice
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3.1 Testarea pl cilor de circuit imprimat (PCB) O sond  automat  parcurge toate conexiu-
nile (trace-urile) pentru a detecta defecte. Problema se reduce la g sirea unui ciclu eulerian în
graful conexiunilor.

3.2 G urirea automat  (CNC drilling) Mas, inile CNC optimizeaz  traseul pentru a g uri toate
punctele necesare pe o plac , minimizând timpul de product, ie.

(iv) Inteligent
,
  arti�cial  s

,
i robotic 

4.1 Coverage Path Planning (CPP)

� Robot
,
i de cur t

,
enie (Roomba): Acoperirea complet  a unei suprafet,e f r  suprapuneri

inutile.
� Robot

,
i agricoli: Inspect, ia culturilor prin parcurgerea tuturor rândurilor.

4.2 Generarea de labirinturi s
,
i puzzle-uri Jocuri video precum "Line Rider" sau "Flow Free"

folosesc algoritmi eulerieni pentru a crea nivele cu solut, ii unice.

(v) Securitate cibernetic 

5.1 Auditul ret
,
elelor

� Parcurgerea tuturor conexiunilor dintre noduri pentru a detecta vulnerabilit t, i.
� Simularea atacurilor "penetration testing" pe toate rutele posibile.

5.2 Analiza �uxurilor de date Identi�carea traseelor care acoper  toate leg turile unei ret,ele
pentru monitorizarea tra�cului.

(vi) Cercetare matematic  s
,
i computat

,
ional 

6.1 Algoritmi paraleli pentru grafuri masive

� G sirea ciclurilor euleriene în grafuri cu milioane de noduri (Big Data).
� Implement ri în biblioteci ca NetworkX (Python) s, i Boost Graph Library (C++).

6.2 Grafuri temporale Cicluri euleriene în grafuri unde muchiile sunt disponibile doar în anumite
intervale de timp (aplicat, ii în transport).

6.3 Probleme deschise

� Ciclul eulerian cu cost minim: Variant  NP-hard în anumite cazuri.
� Grafuri euleriene în grafuri aleatoare: Studii probabilistice.

(vii) Aplicat
,
ii neconvent

,
ionale

7.1 Art  generativ 

� Desen unicursal: Crearea de imagini cu o singur  linie continu  folosind algoritmi eule-
rieni.

� Fonturi pentru plottere: Design de litere care pot � desenate f r  ridicarea creionului.

7.2 Optimizarea transportului urban

� Plani�carea liniilor de autobuz care acoper  toate str zile unui cartier.
� Sisteme de bike-sharing: Redistribuirea bicicletelor pe stat, ii.

În concluzie, grafurile euleriene nu sunt doar o relicv  a matematicii secolului al XVIII-lea, ci un
instrument vibrant cu aplicat, ii în: Logistic  s, i robotic , Bioinformatic , Electronic , Inteligent,  arti�cial ,
Securitate cibernetic , etc. Viitorul aduce provoc ri noi, precum grafuri dinamice, constrângeri de timp
real s, i integrarea cu înv t,area automat .
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1.5 Problema Pos
,
tas

,
ului Chinez

Problema Pos,tas,ului (Gunoierului) Chinez (Chinese Postman Problem, CPP) a fost formulat  în 1962 de
matematicianul chinezMei-Ko Kwan (Meigu Guan) în articolul s u seminal �Graphic programming using
odd or even points�. Denumirea a fost dat  de comunitatea internat, ional , recunoscând originea chinez 
a problemei. Este o problem  clasic  de optimizare în teoria grafurilor, care const  în determinarea unui
drum închis de cost minim ce parcurge �ecare muchie a unui graf cel put, in o dat . Problema are aplicat, ii în
logistic , proiectarea ret,elelor, robot, i mobili s, i plani�carea rutelor. CPP poate � privit  ca o generalizare a
problemei circuitelor euleriene, în care se permite repetarea muchiilor, dar se dores,te minimizarea costului
total.

1.5.1 Enunt
,
ul problemei

Definitie 1.5.1 (Problema Problema Pos,tas,ului Chinez). Fie G = (V,E) un graf neorientat conex, unde
�ecare muchie e ∈ E are asociat un cost w(e) ≥ 0. Se cere s  se g seasc  un ciclu închis (drum care
începe s

,
i se termin  în acelas

,
i vârf) care:

(i) Parcurge �ecare muchie din E cel put
,
in o dat .

(ii) Are costul total minim (suma costurilor muchiilor parcurse).

Pot ap rea dou  cazuri:

� Graful este eulerian. �tim c , în acest caz, toate vârfurile din G au grad par ³i

� Exist  un ciclu eulerian care parcurge �ecare muchie exact o dat .

� Acesta este automat solut, ia optim .

� Costul total este suma costurilor tuturor muchiilor.

� Graful este ne-eulerian. Cum în acest caz nu exist  un ciclu care parcurge �ecare muchie a
grafului exact o dat , este nevoie ca anumite laturi s  �e parcurse de mai multe ori. Trebuie s 
duplic m anumite muchii pentru a obt, ine un graf eulerian, cu cost minim de duplicare.

CPP poate � formulat  ca o problem  de optimizare întreag  (combinatoric ). Pentru �ecare muchie
e ∈ E, de�nim variabila

xe ∈ Z≥1,

care reprezint  num rul de parcurgeri ale muchiei e. Problema devine:

min
∑
e∈E

w(e)xe

sub rezerva
∑

e∈δ(v)

xe ≡ 0 (mod 2), ∀v ∈ V,

xe ≥ 1, ∀e ∈ E,

xe ∈ Z, ∀e ∈ E.

Aici, δ(v) denot  mult, imea muchiilor incidente vârfului v. Condit, iile de paritate asigur  faptul c  graful
rezultat are doar vârfuri de grad par s, i, prin urmare, admite un circuit eulerian.
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1.5.2 Cazul neeulerian: tratament detaliat

Presupunem c  graful G nu este eulerian. Conform teoriei grafurilor euleriene, existent,a unui circuit
eulerian este posibil  dac  s, i numai dac  toate vârfurile au grad par. Prin urmare, în cazul neeulerian
exist  vârfuri cu grad impar. De�nim mult, imea vârfurilor de grad impar:

O = {v ∈ V | deg(v) este impar}.

Num rul de elemente din O este întotdeauna par.

1.5.3 Idee de baz  (I): corectarea parit t
,
ii

În CPP nu este permis  eliminarea muchiilor, ci doar repetarea lor. O prim  idee de baz  este de a
repeta muchii, astfel ca graful nou obµinut (un multigraf) s  �e eulerian , adic�toate vârfurile
s  aib  grad par.

Pentru a vedea cum trebuie f cut  aceast  duplicare, µinem cont c :

� Efectul duplic rii unei muchii asupra gradelor. A duplica o muchie înseamn  c  vom parcurge
acea muchie de dou  ori în traseul �nal. Din punctul de vedere al gradelor, duplicarea unei muchii
(u, v) are urm torul efect:

deg(u)← deg(u) + 1, deg(v)← deg(v) + 1.

Fiecare nod implicat îs, i cres,te gradul cu o unitate.

� Duplic m un num r impar de muchii din �ecare vârf de grad impar. Acest lucru este
necesar pentru a schimba paritatea �ec rui astfel de vârf. Totu³i acest lucru trebuie f cut cu grij .
Într-adev r, s  presupunem c  încerc m s  �repar m� un nod impar v prin simpla duplicare a unei
muchii incidente cu el (v, w):

� v îs, i cres,te gradul cu 1 s, i devine par (dac  era impar) → acesta este un efect pozitiv.

� w îs, i cres,te s, i el gradul cu 1. Aici apar problemele:

* Dac  w era par, devine impar → efect negativ.

* Dac  w era impar, devine par → efect pozitiv.

As,adar, nu putem repara un nod impar f r  a afecta un alt nod. Orice act, iune local  asupra
unui nod impar are efecte laterale asupra altui nod. Dac  am încerca s  repar m toate nodurile
impare independent, am intra într-un joc nesfârs, it de a crea s, i repara noduri impare, f r  a ajunge
la o solut, ie.

� Solut
,
ia: împerecherea nodurilor impare. Din fericire, teorema strângerii de mân  ne spune

c  num rul nodurilor cu grad impar este par. S  not m acest num r cu 2k. Solut, ia elegant  const 
în:

(i) Alege k perechi de noduri impare (a1, b1), (a2, b2), . . . , (ak, bk).

(ii) Pentru �ecare pereche, duplic m un drum complet între cele dou  noduri.

S  analiz m efectul duplic rii unui drum asupra gradelor nodurilor. Fie un drum P = (a =
x0, x1, x2, . . . , xm = b) între dou  noduri impare a s, i b. Duplic m toate muchiile acestui drum.

� Nodurile cap t a s
,
i b: Fiecare primes,te +1 la grad (de la prima s, i ultima muchie a drumului).

Astfel, din impare devin pare. Acesta este efectul dorit.
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� Nodurile intermediare x1, . . . , xm−1: Fiecare nod intermediar este incident cu dou  muchii
ale drumului (una de intrare s, i una de ies, ire). Duplicarea acestor dou  muchii adaug  +2 la
gradul �ec rui nod intermediar. În graful original, toate nodurile cu except, ia celor 2k sunt
pare. As,adar, nodurile intermediare sunt pare init, ial, iar +2 le ment, ine pare. Astfel, paritatea
lor r mâne neschimbat .

Proprietatea remarcabil  este c  duplicarea unui drum între dou  noduri impare mod-
i�c  exact gradul acelor dou  noduri (cu +1) s

,
i las  neschimbat  paritatea nodurilor

intermediare (ele primesc +2, deci r mân pare).

Analogia pentru înt,elegere: Imagineaz -t, i c  ai 2k becuri stinse (nodurile impare) s, i restul becurilor
sunt aprinse (nodurile pare). Act, iunea de a ad uga o muchie (a duplica) întoarce becurile de la
capete (aprins/stins). Dac  act, ionezi asupra unui singur bec, vei afecta s, i becul vecin. Pentru a
ajunge ca toate becurile s  �e aprinse, trebuie s  le împerechezi s, i s  act, ionezi asupra perechilor
simultan, printr-un "drum" de act, iuni care leag  dou  becuri stinse, f r  a afecta starea becurilor
intermediare.

Concluzie: Pentru a obt, ine un graf eulerian este necesar s  împerechem toate vârfurile din O dou 
câte dou , duplicând drumuri între ele.

1.5.4 Idee de baz  (II): Reformularea ca problem  de optimizare

Problema pos,tas,ului chinez în cazul neeulerian se reduce la:

Determinarea unei mult, imi de drumuri care împerecheaz  vârfurile impare, astfel încât costul
total al drumurilor duplicate s  �e minim.

Aceast  sect, iune detaliaz  justi�carea celor dou  etape esent, iale ale algoritmului Edmonds�Johnson:
construct, ia grafului complet K2k s, i g sirea cuplajului perfect de cost minim.

Prima etap : Construct
,
ia grafului complet K2k

� Problema de baz 

Fie G = (V,E) un graf neorientat, conex, s, i S = {v1, v2, . . . , v2k} mult, imea vârfurilor cu grad impar.
Trebuie s  alegem k perechi (ai, bi) de vârfuri din S s, i, pentru �ecare pereche, s  duplic m un drum
între ai s, i bi, astfel încât costul total al drumurilor duplicate s  �e minim.

� Deciziile de luat

Pentru �ecare pereche posibil  (vi, vj) de vârfuri impare, avem un cost asociat:

dij = lungimea celui mai scurt drum dintre vi s, i vj în graful original G.

Aceste costuri se pot calcula folosind un algoritm pentru drumuri minime între toate perechile de
noduri, de exemplu algoritmul Floyd�Warshall sau rularea algoritmului lui Dijkstra din �ecare vârf
impar.

� Reprezentarea problemei

Putem reprezenta toate posibilit t, ile de împerechere printr-un graf complet K2k construit astfel:

� Nodurile lui K2k sunt chiar vârfurile impare v1, v2, . . . , v2k.

� Fiecare muchie (vi, vj) are ponderea dij (costul celui mai scurt drum dintre vi s, i vj).
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� De ce un graf complet?

(i) Completet
,
ea opt

,
iunilor: Orice pereche de vârfuri impare poate � aleas  s  formeze un drum

duplicat. Graful complet codi�c  toate opt
,
iunile posibile de împerechere.

(ii) Costul corect: Ponderea �ec rei muchii re�ect  costul minim pentru a uni cele dou  vârfuri.
Alegerea unei muchii (vi, vj) în K2k corespunde deciziei de a duplica cel mai scurt drum dintre
vi s, i vj .

(iii) Separarea problemei: Construct, ia lui K2k separ  problema în dou  p rt, i independente:

� Calcularea distant,elor minime (problem  de drumuri în G)

� Alegerea perechilor optime (problem  de cuplaj în K2k)

A doua etap : G sirea cuplajului perfect de cost minim

� De�nit
,
ia cuplajului perfect

Un cuplaj perfect într-un graf cu 2k noduri este o mult, ime de k muchii care:

� Nu au noduri comune (�ecare nod apare în exact o muchie)

� Acoper  toate nodurile

� Corespondent
,
a cu problema noastr 

O muchie (vi, vj) din cuplaj înseamn  c  vom duplica drumul dintre vi s, i vj în graful original.

� Fiecare nod apare în exact o muchie ⇒ �ecare vârf impar este cap t pentru exact un drum
(num r impar = 1). Aceasta satisface condit, ia din teorema fundamental .

� Cele k muchii ale cuplajului corespund celor k drumuri pe care le vom duplica.

� De ce cuplaj perfect s
,
i nu alt  structur ?

Cuplajul perfect este singura structur  care:

� Acoper  toate nodurile exact o dat 

� Foloses,te num rul minim de muchii (k)

� Asigur  c  �ecare vârf impar devine par (prin ad ugarea unui singur drum)

� De ce "de cost minim"?

Obiectivul problemei pos,tas,ului chinez este minimizarea costului total al traseului. Costul total
este:

Cost total =
∑
e∈E

cost(e) +
∑

drumuri duplicate

lungimea drumului.

Primul termen este �x (depinde doar de graful original). Pentru a minimiza costul total, trebuie s 
minimiz m suma lungimilor drumurilor duplicate. Aceast  sum  este exact:∑

(vi,vj)∈cuplaj

dij .

As,adar, c ut m cuplajul perfect de cost minim în K2k.
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Concluzie

Cele dou  etape sunt necesare s
,
i su�ciente pentru a rezolva problema pos

,
tas

,
ului

chinez în cazul neeulerian:

� Construim K2k pentru a avea o reprezentare complet  a costurilor de împerechere.

� G sim cuplajul perfect de cost minim pentru a selecta perechile optime de drumuri de
duplicat.

Aceast  abordare reduce problema init, ial  la o problem  clasic  de optimizare combinatorial ,
rezolvabil  e�cient.

1.5.5 Aspecte algoritmice

Pentru grafuri neorientate, CPP poate � rezolvat  în timp polinomial prin:

(i) calcularea drumurilor minime între toate perechile de vârfuri de grad impar;

(ii) determinarea unui cuplaj perfect de cost minim;

(iii) construirea unui circuit eulerian în graful augmentat.

Versiunile orientate s, i mixte ale CPP sunt mai complexe s, i necesit  formul ri bazate pe �uxuri sau
programare întreag .

1.5.6 Algoritmul Edmonds�Johnson (1973)

Urm torul algoritm rezolv  problema în timp polinomial:

(i) Identi�c  mult
,
imea S a vârfurilor cu grad impar în G.

(ii) Calculeaz  distant
,
ele minime între oricare dou  vârfuri din S în graful original.

(iii) Construies
,
te graful complet K|S| cu vârfurile din S, unde costul muchiei (u, v) este distant,a

minim  d(u, v).

(iv) G ses
,
te cuplajul perfect de cost minim în K|S|.

(v) Duplic  muchiile de pe drumurile corespunz toare cuplajului.

(vi) G ses
,
te un ciclu eulerian în graful extins (care acum are toate gradele pare).

(vii) Acest ciclu este solut
,
ia optim .
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A B

C
D

E

3

1 1
2

4

3
2

deg = 2 deg = 3

deg = 4

deg = 3

deg = 2

Ros
,
u = grad impar

Datele problemei

� Vârfuri: V = {A,B,C,D,E}

� Muchii cu costuri:

A−B : 3, A−C : 1, B−C : 1,

B−D : 2, C−D : 4, C−E : 3, D−E : 2

� Gradele vârfurilor:

deg(A) = 2, deg(B) = 3, deg(C) = 4, deg(D) = 3, deg(E) = 2

� Vârfuri cu grad impar: S = {B,D}

Aplicarea algoritmului

Pasul 1: Identi�carea vârfurilor impare S = {B,D} (dou  vârfuri, deci |S| = 2).

Pasul 2: Distant
,
e minime între vârfurile impare Calcul m distant,a minim  d(B,D):

� Cale direct  B−D: cost = 2

� B−C−D: 1 + 4 = 5

� B−A−C−D: 3 + 1 + 4 = 8

Distant,a minim : d(B,D) = 2.

Pasul 3-4: Cuplajul perfect de cost minim Graful complet K2 are o singur  muchie: (B,D) cu
cost 2.
Cuplajul perfect: {(B,D)} cu cost total 2.

Pasul 5: Duplicarea muchiilor Duplic m muchia B−D (cost 2).
Graful extins G′ are gradele:

deg′(B) = 4, deg′(D) = 4, deg′(A) = 2, deg′(C) = 4, deg′(E) = 2

Toate gradele sunt pare, deci G′ este eulerian.
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Pasul 6: Ciclu eulerian în G′ Muchiile lui G′ (duplicata marcat  cu *):

1 : A−B(3), 2 : A−C(1), 3 : B−C(1), 4 : B−D(2),

5 : B−D∗(2), 6 : C−D(4), 7 : C−E(3), 8 : D−E(2)

Un ciclu eulerian posibil (începând din A):

A→ B → D → B → C → D → E → C → A

Pasul 7: Veri�care s
,
i cost Traseul parcurge muchiile:

(i) A−B (3)

(ii) B−D (2) � prima oar 

(iii) D−B (2) � a doua oar  (duplicata)

(iv) B−C (1)

(v) C−D (4)

(vi) D−E (2)

(vii) E−C (3)

(viii) C−A (1)

Costul total: 3 + 2 + 2 + 1 + 4 + 2 + 3 + 1 = 18

Costul muchiilor originale: 3 + 1 + 1 + 2 + 4 + 3 + 2 = 16

Costul duplic rilor: 18− 16 = 2 (corespunde cu muchia B−D duplicat ).

Concluzie

Solut, ia optim  a problemei este ciclul:

A→ B → D → B → C → D → E → C → A

cu costul total 18.

1.6 Exemplu complet de aplicare a algoritmului CPP

1.6.1 Datele problemei

Consider m urm torul graf neorientat, conex, cu 4 noduri s, i muchiile:
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A

B

C

D

2

3

6

7

4

5

deg = 3

deg = 3

deg = 3

deg = 3

Muchiile s, i costurile asociate sunt prezentate în desen.

Gradele vârfurilor

Calcul m gradele �ec rui vârf:

deg(A) = muchii: A−B,A−C,A−D = 3 (impar)

deg(B) = muchii: B−A,B−C,B−D = 3 (impar)

deg(C) = muchii: C−A,C−B,C−D = 3 (impar)

deg(D) = muchii: D−A,D−B,D−C = 3 (impar)

Observ m c  toate cele 4 noduri au grad impar. Conform teoremei strângerii de mân , num rul
nodurilor cu grad impar este par (4), deci 2k = 4 s, i k = 2.

Mult, imea nodurilor impare este:

S = {A,B,C,D}

Calculul distant
,
elor minime între nodurile impare

Deoarece graful este complet (�ecare nod este conectat direct cu �ecare), distant,ele minime sunt chiar
costurile muchiilor directe. Obt, inem urm toarea matrice a distant,elor:

A B C D

A 0 2 3 6
B 2 0 7 4
C 3 7 0 5
D 6 4 5 0

Construct
,
ia grafului complet K4

Pe baza acestor distant,e, construim graful complet K4 cu nodurile A,B,C,D s, i ponderile muchiilor date
de matricea de mai sus.
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1.6.2 Determinarea cuplajului perfect de cost minim

În K4, un cuplaj perfect este o pereche de dou  muchii care nu au noduri comune s, i care acoper  toate
nodurile. Exist  trei posibilit t, i:

(i) Cuplajul 1: (A,B) s, i (C,D)

Cost = cost(A,B) + cost(C,D) = 2 + 5 = 7

(ii) Cuplajul 2: (A,C) s, i (B,D)

Cost = cost(A,C) + cost(B,D) = 3 + 4 = 7

(iii) Cuplajul 3: (A,D) s, i (B,C)

Cost = cost(A,D) + cost(B,C) = 6 + 7 = 13

Observat
,
ie: Primele dou  cuplaje au acelas, i cost minim, 7. Vom alege, de exemplu, cuplajul (A,B)

s, i (C,D).

Duplicarea drumurilor

Pentru perechile alese, duplic m toate muchiile de pe drumurile minime dintre nodurile respective:

� Pentru perechea (A,B), drumul minim este chiar muchia A−B. Vom ad uga o copie suplimentar 
a acestei muchii.

� Pentru perechea (C,D), drumul minim este muchia C−D. Vom ad uga o copie suplimentar  a
acestei muchii.

Dup  duplicare, toate nodurile vor avea grad par:

deg(A) = 3 + 1 = 4 (par), deg(B) = 3 + 1 = 4 (par)

deg(C) = 3 + 1 = 4 (par), deg(D) = 3 + 1 = 4 (par)

Obt
,
inerea unui ciclu eulerian

Graful transformat (cu muchiile duplicate) este acum eulerian. Folosind algoritmul lui Hierholzer, putem
g si un ciclu eulerian. Un posibil traseu care parcurge toate muchiile exact o dat  este:

A→ B → A→ C → D → C → A→ D → B → C → B → D → A

Veri�care: Acest traseu parcurge �ecare muchie original  o dat , iar muchiile duplicate A−B s, i C−D
sunt parcurse de dou  ori (o dat  în plus).

1.6.3 Costul total

Costul total al traseului este suma costurilor tuturor muchiilor originale plus costul muchiilor duplicate.
În cazul nostru:

Cost total = (2 + 3 + 6 + 7 + 4 + 5)︸ ︷︷ ︸
muchiile originale

+ (2 + 5)︸ ︷︷ ︸
costul cuplajului

= 27 + 7 = 34

Acesta este costul minim posibil pentru traseul pos,tas,ului în acest graf.
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Concluzie

Exemplul ilustreaz  complet pas
,
ii algoritmului Edmonds�Johnson pentru CPP:

� Identi�carea nodurilor impare (A,B,C,D)

� Calcularea distant,elor minime s, i construct, ia lui K4

� Determinarea cuplajului perfect de cost minim ({(A,B), (C,D)})

� Duplicarea drumurilor corespunz toare

� G sirea unui ciclu eulerian în graful transformat

1.6.4 Interpretare conceptual  (opµional)

Problema Pos,tas,ului Chinez transform  o condit, ie structural  (paritatea gradelor) într-o problem  de
optimizare. Grafurile euleriene corespund solut, iilor f r  augmentare, iar grafurile neeuleriene necesit 
corect, ii minime determinate optim. Astfel, CPP constituie o leg tur  fundamental  între teoria grafurilor
s, i optimizarea combinatorial .

Pe de alt  parte, problema g sirii unui cuplaj perfect de cost minim poate � formulat  ca un program
liniar. Aceast  formulare st  la baza înt,elegerii teoretice a problemei s, i a algoritmilor de rezolvare.

Formularea natural 

Fie G = (V,E) un graf neorientat cu |V | = n par. Fiec rei muchii e ∈ E îi asociem o variabil  xe ∈ {0, 1}
care indic  dac  muchia e face parte din cuplaj. Scopul este minimizarea costului total:

Minimizeaz 
∑
e∈E

cexe

Restrict, iile sunt: ∑
e∈δ(v)

xe = 1, ∀v ∈ V

xe ∈ {0, 1}, ∀e ∈ E

unde δ(v) este mult, imea muchiilor incidente cu vârful v.

Relaxarea liniar  s
,
i problema sa

Înlocuind xe ∈ {0, 1} cu xe ≥ 0, obt, inem relaxarea liniar :

Minimizeaz 
∑
e∈E

cexe

∑
e∈δ(v)

xe = 1, ∀v ∈ V

xe ≥ 0, ∀e ∈ E

Observatie 1.6.1. În cazul grafurilor bipartite, aceast  relaxare liniar  are solut
,
ii întregi datorit  total

unimodularit t
,
ii matricei de incident

,
 . În grafurile generale îns , relaxarea poate avea solut

,
ii fract

,
ionare,

dup  cum vom vedea în exemplul urm tor.
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Contraexemplu: ciclul impar

Consider m graful C3 (un triunghi) cu 3 noduri s, i 3 muchii. Relaxarea liniar  devine:

x12 + x13 = 1, x12 + x23 = 1, x13 + x23 = 1, x12, x13, x23 ≥ 0

Solut, ia x12 = x13 = x23 = 0.5 este fezabil  s, i are cost 1
2(c12 + c13 + c23). Aceasta nu corespunde unui

cuplaj perfect (care nici nu exist  în C3 deoarece n este impar). Pentru grafuri cu num r par de noduri,
pot ap rea solut, ii fract, ionare similare.

Constrângerile de t iere (blossom inequalities)

Edmonds a demonstrat c  pentru a caracteriza complet poliedrul cuplajelor perfecte, trebuie s  ad ug m
un set suplimentar de constrângeri, numite blossom inequalities sau constrângeri de t iere.

Pentru orice submult, ime S ⊂ V cu |S| impar s, i |S| ≥ 3, avem:

∑
e∈E(S)

xe ≤
|S| − 1

2

unde E(S) este mult, imea muchiilor cu ambele capete în S.

Justi�care intuitiv . În orice cuplaj perfect, num rul de muchii cu ambele capete în S nu poate dep s, i
|S|−1

2 , deoarece:

� Dac  am avea mai mult de (|S| − 1)/2 muchii în interiorul lui S, atunci num rul de noduri din S
acoperite de aceste muchii ar � mai mare decât |S| (�ecare muchie acoper  dou  noduri), ceea ce
este imposibil.

� În plus, nodurile din S trebuie s  �e acoperite s, i de muchii c tre exterior, iar num rul acestor muchii
trebuie s  �e impar (deoarece |S| este impar).

Poliedrul cuplajelor perfecte

Programul liniar complet care descrie poliedrul cuplajelor perfecte este:

Minimizeaz 
∑
e∈E

cexe

(1)
∑

e∈δ(v)

xe = 1, ∀v ∈ V

(2)
∑

e∈E(S)

xe ≤
|S| − 1

2
, ∀S ⊂ V, |S| impar, |S| ≥ 3

(3) xe ≥ 0, ∀e ∈ E

Theorem 1.6.1 (Edmonds, 1965). Poliedrul de�nit de (1), (2) s
,
i (3) are toate vârfurile întregi. Mai mult,

vârfurile sale sunt exact vectorii de incident
,
  ai cuplajelor perfecte din G.
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Leg tura cu algoritmul lui Edmonds

Algoritmul blossom al lui Edmonds poate � v zut ca o metod  primal-dual de rezolvare a acestui program
liniar. El ment, ine:

� O solut, ie dual  fezabil  (etichetele yv)

� Un cuplaj primal (care satisface condit, iile de complementaritate)

� Contracteaz  în�oririle atunci când acestea apar (ceea ce corespunde ad ug rii implicite a constrân-
gerilor de t iere)

Aplicat
,
ie în problema pos

,
tas

,
ului chinez

În CPP, dup  construirea grafului complet K2k cu nodurile reprezentând vârfurile impare s, i ponderile
muchiilor egale cu distant,ele minime dij , problema cuplajului perfect de cost minim se formuleaz  exact
ca mai sus.

(i) Se construies,te graful complet K2k.

(ii) Se scrie programul liniar corespunz tor.

(iii) Solut, ia optim  xij va � format  din 0 s, i 1.

(iv) Muchiile cu xij = 1 indic  perechile de noduri care vor � unite prin drumuri duplicate în graful
original.

Exemplu pentru K4

Fie K4 cu nodurile 1, 2, 3, 4 s, i costurile cij . Programul liniar are:

� Variabile: x12, x13, x14, x23, x24, x34

� Restrict, ii de nod (4 ecuat, ii):

x12 + x13 + x14 = 1, x12 + x23 + x24 = 1, x13 + x23 + x34 = 1, x14 + x24 + x34 = 1

� Constrângeri de t iere pentru mult, imile impare:

� Pentru S = {1, 2, 3} (impar): x12 + x13 + x23 ≤ 1

� Pentru S = {1, 2, 4}: x12 + x14 + x24 ≤ 1

� Pentru S = {1, 3, 4}: x13 + x14 + x34 ≤ 1

� Pentru S = {2, 3, 4}: x23 + x24 + x34 ≤ 1

Solut, ia acestui program liniar va � un cuplaj perfect (de exemplu, x12 = x34 = 1 sau x13 = x24 = 1
sau x14 = x23 = 1).

Generalizare: b-matching

Exist  o teorie mai general , numit  problema b-matching, în care �ecare nod v trebuie acoperit de
exact b(v) muchii. Aceasta include s, i cazul în care duplic m drumuri în CPP: dup  duplicare, graful
devine eulerian, ceea ce corespunde unui b-matching cu b(v) = degoriginal(v) + ceva.
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1.7 Lanµuri ³i cicluri hamiltoniene

William Rowan Hamilton (1805-1865) a fost un matematician, �zician s, i astronom anglo-irlandez. Cea
mai important  contribut, ie a sa în domeniul matematicii moderne o constituie introducerea cuaternionilor,
numere hipercomplexe necomutative obt, inute prin extinderea mult, imii numerelor complexe de o manier 
similar  cu cea care a condus de la numerele reale la cele complexe. Opera sa a in�uent,at dezvoltarea
ulterioar  a mecanicii cuantice.

Matematicianul irlandez Hamilton s, i poetul englez Wordsworth au fost prieteni s, i corespondent, i timp
de mai bine de dou zeci de ani. Fiecare a ajutat la modelarea ideilor celuilalt în mod semni�cativ iar
stiint,a s, i poezia în epoca romantic  devin unite. Într-o prelegere de astronomie pe care a sust, inut-o în 1832,
Hamilton remarca: �With all the real di�erences between Poetry and Science, there exists, notwithstanding,
a strong resemblance between them; in the power which both possess to lift the mind above the dull stir
of earth, and win it from low-thoughted care; in the enthusiasm which both can inspire, and the fond
aspirations after fame which both have a tendency to enkindle; in the magic by which each can transport
her votaries into a world of her own creating; and perhaps, in the consequent un�tness for the bustle and
the turmoil of real life, which both have a disposition to engender.� (Cu toate diferent

,
ele reale dintre Poezie

s
,
i S

,
tiint

,
 , exist , totusi, o asem nare puternic  între ele: în puterea pe care amândou  o posed  de a în lt

,
a

mintea deasupra agitat
,
iei plictisitoare s

,
i a grijilor nepl cute de zi cu zi; în entuziasmul pe care amândou 

îl pot inspira s
,
i a aspirat

,
iilor dup  faim  pe care ambele au tendint

,
a de a le aprinde; în magia prin care

�ecare îs
,
i poate transporta adept

,
ii într-o lume proprie a ei; s

,
i poate, în inaptitudinea de a face fat

,
  la

agitat
,
ia s

,
i fr mânt rile din viat

,
a real , care ambele au dispozit

,
ia de a o genera.)

În 1857, Hamilton a inventat ³i comercializat un puzzle numit �În jurul lumii� (icosian game). Era
format dintr-un dodecaedru (poliedru cu 12 fet,e; un caz particular este cel al dodecaedrului regulat, care
este unul din cele cinci tipuri de poliedre platonice, ale c rui fet,e sunt pentagoane regulate), ale c rui
vârfuri erau etichetate cu numele unor mari oras,e. Sarcina era s  se descopere un traseu de-a lungul
muchiilor care s  treac  prin �ecare oras, o singur  dat . Acest joc a stat la originea noµiunii de lanµ
hamiltonian.

Definitie 1.7.1. Un lanµ (deschis) care conµine �ecare vârf al unui graf o singur  dat  se numeste lanµ
hamiltonian. Un ciclu (lanµ închis în care originea ³i vârfurile intermediare sunt diferite) care conµine
�ecare vârf al unui graf se nume³te ciclu hamiltonian. Un graf este hamiltonian dac  are ca subraf un
ciclu hamiltonian.

Sherman K. Stein numes,te problema grafului hamiltonian �problema vânz torului ambulant�. O ret,ea
de oras,e s, i autostr zi poate � privit  ca un graf; un vânz tor care are opriri de f cut în �ecare oras, , dar
nu vrea s  piard  timpul trecând prin oras,e de mai multe ori, este în mod natural interesat s  g seasc 
un ciclu hamiltonian prin ret,ea.

Dup  cum sunt de�nite, lanµurile euleriene s, i cele hamiltoniene sunt lucruri foarte asem n toare. Un
lanµ eulerian foloses,te �ecare muchie exact o dat , pe când unul hamiltonian foloses,te �ecare vârf exact o
dat . Deoarece problema lanµurilor euleriene este complet rezolvat , ne-am putea as,tepta ca acelas, i lucru
s  �e valabil s, i pentru cele hamiltoniene. În mod surprinz tor, nu este as,a. Cea mai mare parte a ceea ce
se s,tie despre lanµurile hamiltoniene este cont, inut în rezultate destul de neinformative ca cele pe care le
vom prezenta în continuare.

Theorem 1.7.1 (Gabriel Andrew Dirac, 1952). Un graf simplu cu n vârfuri (n ≥ 3) este hamiltonian dac 

�ecare vârf are gradul mai mare sau egal decât
n

2
.

Demonstraµie. Fie G = (V,E) un graf care veri�c  ipoteza ³i presupunem c  G nu este hamiltonian. În
cele ce urmeaz  vom nota cu N(v) mulµimea vârfurilor w ∈ V cu proprietatea c  (v, w) ∈ E (mulµimea
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Figura 1.3: Portret al lui Hamilton, dou  versiuni ale jocului inventat de el ³i o soluµie privind g sire a
unui lanµ hamiltonian.

vecinilor lui v). Cardinalul mulµimii N(v) este gradul lui v ³i, conform ipotezei, este mai mare sau egal
decât n/2.

Fie P un lanµ elementar (care nu are vârfuri care se repet ) de lungime maxim  ale c rui vârfuri sunt,
în ordine, v1, v2, . . . , vp. Cum P este maximal, toµi vecinii lui v1 ³i vp sunt în P . Conform ipotezei, v1 ³i
vp au cel puµin n/2 vecini în P .

Vom demonstra c  exist  1 ≤ j ≤ p − 1 cu proprietatea c  vj ∈ N(vp) ³i vj+1 ∈ N(v1). Într-adev r,
dac  nu ar � a³a, pentru orice vecin vi al lui vp din P (³i sunt cel puµin n/2) avem c  vi+1 nu este vecin
al lui v1. Acest lucru implic :

grad(v1) ≤ p− 1− n

2
< n− n

2
=

n

2
,

contrazicând faptul c  gradul este mai mare sau egal cu n
2 . Prin urmare, un astfel de j exist  (a se vedea

Figura 1.4).
Fie C ciclul v1, v2, . . . , vj , vp, vp−1, . . . , vj+1, v1. Cum am presupus c  G nu este hamiltonian, trebuie

s  existe un vârf din G care nu este în P . Cum graful G este conex (deorece δ(G) = minv grad(v) ≥ n/2),
exist  un vârf w care nu este în P dar este adiacent unui vârf vi din P . Rezult  c  lanµul elementar din
G care începe cu w, continu  cu vi ³i apoi parcurge ciclul C este mai lung decât P , ceea ce reprezint  o
contradicµie. Prin urmare, presupunerea iniµial  este fals  ³i graful G este hamiltonian.
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Figura 1.4: Nodul vj este vecin al lui vp iar vj+1 este vecin al lui v1.

Figura 1.5: Graf ciclic

Teorema lui Dirac 1.7.1 este un corolar al urm torului rezultat general al lui Ore. Demonstraµia
teoremei lui Ore este similar  cu cea de mai sus s, i este l sat  ca exercit, iu.

Theorem 1.7.2 (Oystein Ore, 1960). Fie G un graf simplu cu n vârfuri (n ≥ 3). Dac  grad(u)+grad(v) ≥
n pentru toate perechile de vârfuri neadiacente u s

,
i v, atunci G este hamiltonian.

Cele dou  teoreme de mai sus las  mult de dorit:

� Ipotezele, des, i su�ciente pentru a garanta concluziile respective, nu sunt nici pe departe necesare.
Luat, i în considerare, de exemplu, graful ciclic (hamiltonian) din Figura 1.5.

� Parafrazate, teoremele spun c  dac  un graf are multe muchii s, i dac  aceste muchii sunt distribuite
su�cient de uniform în jurul vârfurilor, atunci graful este hamiltonian ceea ce este destul de put, in
surprinzator.

� Teoremele sunt greu de aplicat. Pentru a determina dac  oricare dintre teoreme ofer  informat, ii
despre un anumit graf ar trebui s  calcul m suma gradelor pentru �ecare dintre perechile posibile
de vârfuri neadiacente. Cu sigurant, , doar inspectând graful îndeaproape, am putea determina dac 
este hamiltonian în mai put, in timp decât ar dura acest calcul.

Exist  totus, i un aspect în care cele dou  teoreme sunt remarcabile: ele reprezint  practic cam tot ceea
ce se s,tie despre grafuri hamiltoniene. Des, i aparent atât de asem n toare cu lant,urile euleriene, despre
care se s,tie totul, lant,urile hamiltoniene sunt lucruri mult mai complicate.

Evident, un graf complet este hamiltonian. Urm toarea proprietate ne d  num rul ciclurilor hamil-
toniene dintr-un astfel de graf.

Proprietate 1.7.1. Numarul ciclurilor hamiltoniene intr-un graf simplu complet cu n varfuri este 1
2(n−

1)!.



32 CAPITOLUL 1. PROBLEME DE OPTIMIZARE COMBINATORIE: TEORIA GRAFURILOR

Figura 1.6: Graful din Fig.1 nu cont, ine niciun lant, hamiltonian. Graful prezentat în Fig. 2 cont, ine dou 
lant,uri hamiltoniene cu originea in 0 care sunt evident, iate în Fig. 3 s, i Fig. 4

Demonstraµie. Primul varf din ciclu se poate alege arbitrar. Urmatorul se poate alege arbitrar intre n− 1
varfuri, urmatorul intre n − 2 varfuri, s.a.m.d. Obtinem un numar de cicluri egal cu (n − 1) ∗ (n − 2) ∗
... ∗ 2 ∗ 1 = (n− 1)!. Cum avem doua sensuri de parcurgere al unui ciclu, rezulta ca avem 1

2(n− 1)! cicluri
hamiltoniene.

Indic m o modalitate de a veri�ca dac  un graf cont, ine sau nu un lant, hamiltonian. Un lant, hamiltonian
într-un graf având N vârfuri nu este altceva decât o permutare a vârfurilor grafului: [v1, v2, . . . vN−1, vN ],
astfel încât s  existe o muchie între vi s, i vi+1 unde 1 ≤ i ≤ N−1. Deci, se veri�c  pentru �ecare permutare
a vârfurilor dac  reprezint  un lant, hamiltonian sau nu. De exemplu, pentru graful din Fig. 2 exist  4
vârfuri, ceea ce înseamn  un total de 24 de permut ri posibile, dintre care doar urm toarele reprezint  un
lant, hamiltonian:

0− 1− 2− 3
3− 2− 1− 0
0− 1− 3− 2
2− 3− 1− 0

Complexitatea metodei de mai sus poate � derivat  cu us,urint, . Pentru un graf care are N vârfuri,
metoda viziteaz  toate permut rile vârfurilor, adic  N ! iterat, ii s, i în �ecare dintre aceste iterat, ii parcurge
permutarea pentru a vedea dac  vârfurile consecutive sunt conectate sau nu, adic  N iterat, ii, deci com-
plexitatea este O(N N !). Observ m c  acest procedeu presupune foarte multe operat, ii, �ind un algoritm
de fort

,
  brut  (brute force algorithm). Algoritmii de fort,  brut  (sau de cercetare exhaustiv ) sunt

metode simple de rezolvare a unei probleme care se bazeaz  doar pe puterea de calcul s, i pe analiza tuturor
con�gurat, iilor posibile, mai degrab  decât pe tehnici avansate pentru a îmbun t t, i e�cient,a. Principalul
factor pozitiv al acestor algoritmi este c  teoretic permit s  g sim întotdeauna solut, ia corect , dar pe de
alt  parte este întotdeauna cea mai lent  sau cea mai scump  solut, ie.

Exist  un algoritm datorat lui Bellman, Held s, i Karp, care utilizeaz  programarea dinamic , pentru a
veri�ca dac  exist  sau nu un lant, hamiltonian într-un graf. Vom expune aici doar ideea fundamental :
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Figura 1.7: Grafuri hamiltoniene

pentru �ecare submult, ime S de vârfuri, se veri�c  dac  exist  un lant, care viziteaz  �FIECARE s, i DOAR�
vârfurile din S exact o dat  s, i se termin  cu un vârf v. Se face acest lucru pentru toate v ∈ S. Exist  un
lant, care viziteaz  �ecare vârf din submult, imea S s, i se termin  cu vârful v ∈ S dac  v are un vecin w în S s, i
exist  un lant, care viziteaz  �ecare vârf din mult, imea S\{v} exact o dat  s, i se termin  la w. Dac  exist  un
astfel de lant, , atunci ad ugarea muchiei w−v la acesta il va extinde pentru a vizita v s, i, deoarece viziteaz 
deja �ecare vârf din S \ {v}, noul lant, va vizita �ecare vârf din S. Complexitatea acestui algoritm este

O
(
N22N

)
, semni�cativ mai bun  decât performant,a superexponent, ial  O(N N !) = O

(
N

3
2 eN ln(N)−N

)
a

unui algoritm de fort,  brut . Vom reveni la aceasta metod  (a Program rii Dinamice) pentu problema
celui mai scurt drum între dou  noduri.
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Figura 1.8: Arbori

1.8 Arbori

Arborii sunt grafuri speciale care apar ca modele e�ciente într-o mare varietate de aplicat, ii. Ment, ion m
pe scurt câteva exemple:

� Arborii sunt utili pentru modelarea posibilelor rezultate ale unui experiment. De exemplu, considerat, i
un experiment în care o moned  este aruncat  s, i un zar cu 6 fet,e este rulat. Frunzele arborelui din
Figura 1.8 (a) corespund rezultatelor în spat, iul de probabilitate pentru acest experiment.

� Programatorii folosesc adesea structuri arborescente pentru a facilita c ut rile s, i sort rile s, i pentru
a modela logica algoritmilor. De exemplu, schema logic  pentru un program care g ses,te maximul
a patru numere (w, x, y, z) poate � reprezentat prin arborele prezentat în Figura 1.8 (b). Acest tip
de arbore este un arbore de decizie binar.

� Chimis,tii pot folosi arborii pentru a reprezenta, printre altele, hidrocarburile saturate, compus, i
chimici de forma CnH2n+2 (propan, de exemplu). Leg turile dintre atomii de carbon s, i hidrogen
sunt descrise în arborii din Figura 1.8 (c). Vârfurile de gradul 4 sunt atomii de carbon iar frunzele
reprezint  atomii de hidrogen.

Definitie 1.8.1. Un graf conex ³i far  cicluri se nume³te arbore. Muchiile unui arbore sunt cunoscute
ca ramuri. Un vârf frunz  (terminal) este un vârf cu gradul unu.

Vom începe cu urm toarea proprietate simpl .

Lema 1.8.1. Fiecare arbore cu cel puµin dou  vârfuri are cel puµin dou  frunze. �tergerea unei frunze
dintr-un arbore cu n vârfuri produce un arbore cu n− 1 vârfuri.

Demonstraµie. Un graf conex cu cel puµin dou  vârfuri are o latur . Într-un graf aciclic, un vârf origine
sau �nal al unui lanµ netrivial maximal are un singur vârf adiacent în lanµ. Prin urmare, extremit µile
unui astfel de lanµ sunt frunze.

Fie v o frunz  a unui arbore G ³i �e G′ = G \ {v}. Un vârf de gradul 1 nu aparµine niciunui lanµ care
s  conecteze alte dou  vârfuri. Prin urmare, pentru orice u,w ∈ V (G′), �ecare lanµ care une³te u ³i w în
G este ³i în G′. Prin urmare, G′ este conex. Cum prin ³tergerea unui vârf nu poate crea un ciclu, G′ este
de asemenea aciclic. Astfel, G′este un arbore cu n− 1 vârfuri.

Urm toarele proprietate ofer  de�niµii echivalente ale noµiunii de arbore.

Proprietate 1.8.1. Fie G = (V,E) un graf cu n ≥ 2 vârfuri. Urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:



1.8. ARBORI 35

Figura 1.9: Arbori

(i) G este un arbore

(ii) G este conex ³i are n− 1 laturi

(iii) G nu are cicluri ³i are n− 1 laturi

(iv) G este aciclic ³i maximal (adaugând o latura între oricare dou  vârfuri neadiacente se obµine un graf
cu un singur ciclu)

(v) G este conex ³i minimal (prin eliminarea oric rei laturi se obtine un graf neconex)

(vi) Pentru orice dou  vârfuri, exist  un lanµ unic care le une³te

Demonstraµie. �(i)⇒ (ii)� G �ind arbore, este conex. Folosim inducµia dup  n ca s  ar t m c  num rul
de laturi este n − 1. Pentru n = 2, un graf conex are exact o latur . Pentru n > 2, presupunem c 
implicaµia este valabil  pentru grafuri cu mai puµin de n vârfuri. Pentru un graf conex G aciclic, Lema
1.8.1 asigur  existenµa unei frunze v ³i a�rm  c  G′ = G \ {v} este, de asemenea, un graf aciclic ³i conex.
Aplicând ipoteza de inducµie la G′ rezult  c�u G′ are n− 2 laturi. Deoarece doar o latur  este incident  cu
v, avem c  G are n− 1 laturi.

�(ii)⇒ (iii)� Dac  G ar avea un ciclu, atunci am putea elimina o latur  f r  a pierde conexitatea. Ar
rezulta c  avem un graf conex cu n vârfuri ³i n− 2 laturi, ceea ce este imposibil.

�(iii)⇒ (i)� Fie X1, X2,. . . ,Xk componentele conexe ale lui G. Dac  not  cu V (Xj) ³i E(Xj) num rul
de vârfuri ³i respectiv de laturi din Xj , avem c 

k∑
j=1

V (Xj) = n.
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Figura 1.10: Exemplu de arbore

Fiecare component  conex  Xj , neavând cicluri, este un arbore, deci E(Xj) = V (Xj)− 1. Obµinem c 

n− 1 =

k∑
j=1

E(Xj) =

k∑
j=1

(V (Xj)− 1) = n− k,

ceea ce implic  k = 1 ³i graful este conex.
�(v)⇒ (i)� Un graf conex minimal nu poate avea un ciclu; altfel, am putea elimina una dintre laturile

ciclului s, i am l sa graful conex. Astfel, un graf conex minimal este un arbore.
�(i)⇒ (v)� Dac  un graf conex G nu este minimal, exist  o muchie e a lui G astfel încât G \ {e} este

conex. Prin urmare, e este într-un ciclu, care implic  faptul c  G nu este un arbore.
�(vi)⇒ (i)� Dac  exist  un lanµ elementar care une³te �ecare u, v ∈ V (G), atunci G este conex. Dac 

G are un ciclu C, rezult  c  G are dou  lanµuri elementare care unesc dou  vârfuri ale lui G ceea ce
contrazice ipoteza. Prin urmare, G este ³i aciclic.

�(i) ⇒ (vi)� Deoarece G este conex, �ecare pereche de vârfuri este conex  printr-un lanµ elementar.
Dac  o pereche este conex  prin mai multe lanµuri, le alegem pe cele mai scurte (cu cele mai puµine laturi)
L1 ³i L2. Prin aceast  alegere extrem , niciun vârf intern al lui L1 sau L2 nu poate aparµine celuilalt lanµ.
Aceasta implic  faptul c  L1 ∪ L2 este un ciclu, ceea ce contrazice ipoteza.

�(vi) ⇒ (iv)� Cum exist  un lanµ unic care leag  �ecare pereche de vârfuri, nu exist  niciun ciclu ³i
unirea a dou  vârfuri printr-o muchie creeaz  exact un ciclu.

�(iv) ⇒ (i)� Dac  graful nu ar � conex adaugând o latur  între dou  noduri aparµinând la dou 
componente neconexe nu se poate obµine un ciclu.

Pentru stocarea arborilor nedirect, ionat, i începem prin a atribui numere �ec rui nod din arbore, de
exemplu începând de la 0 la n− 1, unde n este num rul total de noduri. Cel mai simplu mod de a stoca
un arbore este de a folosi o list  de muchii. Lista conµine perechi de noduri care între care exist  o muchie.
Pentru reprezentarea arborelui din Figura 1.10, lista de muchii corespunz toare ar �:

(0, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 1), (1, 5), (5, 6), (5, 7), (7, 8).

Este destul de rapid s, i us,or de iterat toate perechile, dar nu sunt stocate informat, ii despre vecin tate.
Din cauza acestui dezavantaj, folosim mai degrab  o alt  reprezentare numit  list  de adiacent, . Este o
corespondenµ  de la un nod la vecinii s i. Acelas, i arbore de mai sus ar putea � convertit într-o list  de
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adiacent,  ca mai jos:
[0]→ [2]
[1]→ [2, 5]
[2]→ [0, 1, 3, 4]
[3]→ [2]
[4]→ [2]
[5]→ [1, 6, 7]
[6]→ [5]
[7]→ [5, 8]
[8]→ [7]

În practic , ret, inerea unui arbore ca matrice de adiacent,  este greoaie, deoarece majoritatea perechilor de
nodurilor nu vor avea muchii între ele, matricea ar � rar  s, i s-ar consuma mult  memorie pentru absolut
nimic.

Definitie 1.8.2. Fiind dat un graf, un subgraf al s u este arbore acoperitor dac  este un arbore ³i
conµine toate vârfurile lui G.

Proprietate 1.8.2. Un graf G conµine un arbore acoperitor dac  ³i numai dac  este conex.

Demonstraµie. Dac  T este un arbore acoperitor în graful G atunci, pentru orice dou  vârfuri ale lui G
(deci ³i ale lui T ) exist  un lanµ care le une³te. Prin urmare G este conex.

Reciproc, dac  G este conex, atunci �e G este un arbore (caz în care am terminat) �e conµine un ciclu.
Eliminând o latur  a ciclului conexitatea ³i num rul de vârfuri se p streaz . Dup  eliminarea unui num r
�nit de laturi (în funcµie de num rul de cicluri, câte una pentru �ecare ciclu) se obµine un subgraf care
are acelasi num r de vârfuri dar nu are cicluri, deci un arbore acoperitor.

Având un graf G conex s, i ponderat, un arbore acoperitor T se numes,te arbore minimal acoperitor
dac  suma ponderilor laturilor lui T nu este mai mare decât suma ponderilor laturilor oric rui alt arbore
acoperitor al lui G. Fiind o problem  important  din punct de vedere practic, exist  mai mult, i algoritmi
pentru g sirea unui arbore minimal acoperitor.

Un exemplu este oferit de urm toarea situat, ie: trebuie s  �e construit  o ret,ea feroviar  care s  lege
mai multe oras,e. Având în vedere un cost cij pentru construirea unei leg turi directe între oras,e vi s, i vj ,
cun trebuie proiectat  ret,eaua pentru a minimiza costul total al construct, iei? Aceasta este cunoscut  sub
numele de problema conectorului.

1.8.1 Algoritmul lui Kruskal (1956)

Fiind dat un graf simplu conex ponderat G cu n vârfuri, algoritmul lui Kruskal g seste arborele minimal
acoperitor al lui G prin selectare de laturi.

� Se alege latura (u, v) de pondere minim 

� Se alege latura (u′, v′) de pondere minim  între cele nealese ³i care nu formeaz  un ciclu cu laturile
deja alese anterior.

� Procesul se termin  când nicio latur  nu mai poate � ad ugat  la setul de laturi selectat pân  acum
f r  a crea un ciclu.

S  observ m c  subgraful aciclic al lui G obµinut la �nalul algoritmului este maximal, deci, conform
Propriet µii 1.8.1 (iv), este un arbore care este ³i acoperitor al grafului G. El are o lungimea minim .
Într-adev r, acest algoritm se bazeaz  pe faptul c  este o prostie s  �e folosit  o latur  costisitoare, cu
except, ia cazului în care este necesar pentru a asigura conexiunea subgrafului. Deci dac  stergem una câte
una laturile cele mai costisitoare ale c ror s,tergere nu deconecteaz  graful, conform Propriet µii 1.8.1 (v)
procesul se termin  într-un arbore minimal acoperitor.
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Figura 1.11: Example of MST

1.8.2 Algoritmul lui Prim (1957)

G seste arborele minimal acoperitor dintr-un graf simplu conex ponderat G cu n vârfuri prin selectare
de vârfuri. Are la baz  urmatorul rezultat:

Lema 1.8.2 (Despre "cut"). Fie G = (V,E) un graf simplu conex ponderat. Fie A ⊂ E o multime inclusa
intr-un arbore minimal acoperitor si �e {S, V \S} o partitie a lui V cu proprietatea c  nicio latur  a lui A
nu are o extremitate in S si alta in V \S. Atunci, o latur  (u, v) ∈ E de pondere minim  cu o extremitate
in S si alta in V \S este o alegere viabil  pentru A (adica A∪{(u, v)} este continut intr-un arbore minimal
acoperitor).

Demonstraµie. Fie T un arbore acoperitor minimal al lui G, A ⊂ T ³i (u, v) /∈ T o latur  de pondere
minim  cu o extremitate în S ³i alta în V \ S. Exist  o latur  (x, y) ∈ T cu o extremitate în S ³i alta în
V \ S ³i care veri�c : (x, y) /∈ A (din proprietatea lui A) ³i w((u, v)) ≤ w((x, y)) (din alegerea lui (u, v)).

Adaugând (u, v) la T ar crea un ciclu care ar conµine ³i latura (x, y). Eliminând latura (x, y) am obµine
un nou arbore T ′ cu proprietatea c  are lungimea mai mic  sau egal  cu cea a lui T :

w(T ′) = w(T )− w((x, y)) + w((u, v)) ≤ w(T ).

Cum T era arbore acoperitor minimal al lui G rezult  c  w(T ′) = w(T ) ³i T ′ este ³i el arbore acoperitor
al lui G care conµine pe A dar ³i latura (u, v). Prin urmare, (u, v) este o alegere viabil  pentru A.

Algoritmul lui Prim este urm torul:

� Se alege latura (vi1 , vi2) de pondere minim 

� Se alege vârful vi3 situat la cea mai scurt  distant,  de {vi1 , vi2}.

� Se alege vârful vi4 situat la cea mai scurt  distant,  de {vi1 , vi2 , vi3}.

� Se termin  când n− 1 vârfuri au fost alese.
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Figura 1.12: Failure of a greedy algorithm

1.9 Greedy algorithms 1

The minimum spanning tree (MST) problem is so important that it deserves a more detailed analysis of
its main properties.

A greedy algorithm is a simple, intuitive algorithm that is used in optimization problems. A greedy
algorithm always makes the choice that looks best at the moment. That is, it makes a locally optimal
choice in the hope that this choice will lead to a globally optimal solution.

Greedy-choice property:
A global optimal solution can be achieved by making a local optimal (greedy) choice.

Greedy algorithms are quite successful in some problems, such as Hu�man encoding which is used to
compress data, or Dijkstra's algorithm, which is used to �nd the shortest path through a graph. Prim's
algorithm described above is a greedy algorithm: at each step it chooses a least-cost edge e with one
endpoint in S (already selected nodes) and one endpoint in V \ S. Kruskal's algorithm is a greedy
algorithm, too.

However, in many problems, a greedy strategy does not produce an optimal solution. For example, in
Figure 1.12, the greedy algorithm seeks to �nd the path with the largest sum. With a goal of reaching
the largest sum, at each step, the greedy algorithm will choose what appears to be the optimal immediate
choice, so it will choose 12 instead of 3 at the second step and will not reach the best solution, which
contains 99. The greedy algorithm fails to �nd the largest sum, however, because it makes decisions based
only on the information it has at any one step, without regard to the overall problem.

1.9.1 An activity-selection problem

Our �rst example is the problem of scheduling a resource among several competing activities. We shall
�nd that a greedy algorithm provides an elegant and simple method for selecting a maximum-size set of
mutually compatible activities.

Suppose we have a set S = {1, 2, ..., n} of n proposed activities that wish to use a resource, such as a
lecture hall, which can be used by only one activity at a time. Each activity i has a start time si and a
�nish time fi, where 0 ≤ si < fi <∞. If selected, activity i takes place during the half-open time interval
[si, fi). Activities i and j are compatible if the intervals [si, fi) and [sj , fj) do not overlap (i.e., i and j
are compatible if si ≥ fj or sj ≥ fi). The activity-selection problem is to select a maximum-size set
of mutually compatible activities.

1This section is taken from: Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Cli�o - Introduction to Algo-
rithms (2009, MIT Press)
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Figura 1.13: The operation of GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR on 11 activities given at the left. Each
row of the �gure corresponds to an iteration of the for loop in lines 4-7. The activities that have been
selected to be in set A are shaded, and activity i, shown in white, is being considered. If the starting
time si of activity i occurs before the �nishing time fj of the most recently selected activity j (the arrow
between them points left), it is rejected. Otherwise (the arrow points directly up or to the right), it is
accepted and put into set A.

A greedy algorithm for the activity-selection problem is given in the following pseudocode. We assume
that the input activities are in order by increasing �nishing time: f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn. If not, we can sort
them into this order in time O(n lgn), breaking ties arbitrarily. The pseudocode assumes that inputs s
and f are represented as arrays.

GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR (s, f)

1. n← length[s]

2. A← {1}

3. j ← 1

4. for i← 2 to n

5. if si ≥ fj

6. A← A ∪ {i}

7. j ← i

8. return A
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The operation of the algorithm is shown in Figure 1.13. The set A collects the selected activities. The vari-
able j speci�es the most recent addition to A. Since the activities are considered in order of nondecreasing
�nishing time, fj is always the maximum �nishing time of any activity in A. That is,

(1.1) fj = max {fk : k ∈ A} .

Lines 2-3 select activity 1, initialize A to contain just this activity, and initialize j to this activity. Lines 4-7
consider each activity i in turn and add i to A if it is compatible with all previously selected activities. To
see if activity i is compatible with every activity currently in A, it su�ces by equation (1.1) to check (line
5) that its start time si is not earlier than the �nish time fj of the activity most recently added to A. If
activity i is compatible, then lines 6-7 add it to A and update j. The GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR
procedure is quite e�cient. It can schedule a set S of n activities in O(n) time, assuming that the activities
were already sorted initially by their �nish times.

The activity picked next by GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR is always the one with the earliest
�nish time that can be legally scheduled. The activity picked is thus a "greedy" choice in the sense that,
intuitively, it leaves as much opportunity as possible for the remaining activities to be scheduled. That is,
the greedy choice is the one that maximizes the amount of unscheduled time remaining. We know that
greedy algorithms do not always produce optimal solutions. However, GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR
always �nds an optimal solution to an instance of the activity-selection problem.

Theorem 1.9.1. Algorithm GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR produces solutions of maximum size for
the activity-selection problem.

Demonstraµie. Let S = {1, 2, ..., n} be the set of activities to schedule. Since we are assuming that the
activities are in order by �nish time, activity 1 has the earliest �nish time. We wish to show that there is
an optimal solution that begins with a greedy choice, that is, with activity 1.

Suppose that A ⊆ S is an optimal solution to the given instance of the activity-selection problem, and
let us order the activities in A by �nish time. Suppose further that the �rst activity in A is activity k.
If k = 1, then schedule A begins with a greedy choice. If k > 1, we want to show that there is another
optimal solution B to S that begins with the greedy choice, activity 1. Let B = A \ {k} ∪ {1}. Because
f1 ≤ fk, the activities in B are disjoint, and since B has the same number of activities as A, it is also
optimal. Thus, B is an optimal solution for S that contains the greedy choice of activity 1. Therefore, we
have shown that there always exists an optimal schedule that begins with a greedy choice.

Moreover, once the greedy choice of activity 1 is made, the problem reduces to �nding an optimal
solution for the activity-selection problem over those activities in S that are compatible with activity 1.
That is, if A is an optimal solution to the original problem S, then A′ = A \ {1} is an optimal solution to
the activity-selection problem S′ = {i ∈ S : si ≥ f1}. Indeed, if we could �nd a solution B′ to S′ with
more activities than A′, adding activity 1 to B′ would yield a solution B to S with more activities than
A, thereby contradicting the optimality of A. Therefore, after each greedy choice is made, we are left with
an optimization problem of the same form as the original problem. By induction on the number of choices
made, making the greedy choice at every step produces an optimal solution.

1.9.2 Knapsack problems

Because the optimal substructure property is exploited by both greedy and dynamic-programming strate-
gies, one might be tempted to generate a dynamic-programming solution to a problem when a greedy
solution su�ces, or one might mistakenly think that a greedy solution works when in fact a dynamic-
programming solution is required. To illustrate the subtleties between the two techniques, let us investigate
two variants of a classical optimization problem.

The 0-1 knapsack problem is posed as follows. A thief robbing a store �nds n items; the i−th item
is worth vi dollars and weighs wi pounds, where vi and wi are integers. He wants to take as valuable a
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Figura 1.14: The greedy strategy does not work for the 0-1 knapsack problem. (a) The thief must select a
subset of the three items shown whose weight must not exceed 50 pounds. (b) The optimal subset includes
items 2 and 3. Any solution with item 1 is suboptimal, even though item 1 has the greatest value per
pound. (c) For the fractional knapsack problem, taking the items in order of greatest value per pound
yields an optimal solution.

load as possible, but he can carry at most W pounds in his knapsack for some integer W. What items
should he take? (This is called the 0-1 knapsack problem because each item must either be taken or left
behind; the thief cannot take a fractional amount of an item or take an item more than once.)

In the fractional knapsack problem, the setup is the same, but the thief can take fractions of
items, rather than having to make a binary (0-1) choice for each item. You can think of an item in the
0-1 knapsack problem as being like a gold ingot, while an item in the fractional knapsack problem is more
like gold dust.

Both knapsack problems exhibit the optimal substructure property. For the 0-1 problem, consider the
most valuable load that weighs at most W pounds. If we remove item j from this load, the remaining load
must be the most valuable load weighing at most W − wj that the thief can take from the n− 1 original
items excluding j. For the comparable fractional problem, consider that if we remove a weight w of one
item j from the optimal load, the remaining load must be the most valuable load weighing at most W −w
that the thief can take from the n−1 original items plus wj−w pounds of item j. Although the problems
are similar, the fractional knapsack problem is solvable by a greedy strategy, whereas the 0-1 problem is
not. To solve the fractional problem, we �rst compute the value per pound vi/wi for each item. Obeying
a greedy strategy, the thief begins by taking as much as possible of the item with the greatest value per
pound. If the supply of that item is exhausted and he can still carry more, he takes as much as possible
of the item with the next greatest value per pound, and so forth until he can't carry any more. Thus, by
sorting the items by value per pound, the greedy algorithm runs in O(n lg(n)) time. The proof that the
fractional knapsack problem has the greedy-choice property is left as exercise.

To see that this greedy strategy does not work for the 0-1 knapsack problem, consider the problem
instance illustrated in Figure 1.14 (a). There are 3 items, and the knapsack can hold 50 pounds. Item
1 weighs 10 pounds and is worth 60 dollars. Item 2 weighs 20 pounds and is worth 100 dollars. Item 3
weighs 30 pounds and is worth 120 dollars. Thus, the value per pound of item 1 is 6 dollars per pound,
which is greater than the value per pound of either item 2 (5 dollars per pound) or item 3 (4 dollars per
pound). The greedy strategy, therefore, would take item 1 �rst. As can be seen from the case analysis in
Figure 1.14 (b), however, the optimal solution takes items 2 and 3, leaving 1 behind. The two possible
solutions that involve item 1 are both suboptimal.

For the comparable fractional problem, however, the greedy strategy, which takes item 1 �rst, does
yield an optimal solution, as shown in Figure 1.14 (c). Taking item 1 doesn't work in the 0-1 problem
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because the thief is unable to �ll his knapsack to capacity, and the empty space lowers the e�ective value
per pound of his load. In the 0-1 problem, when we consider an item for inclusion in the knapsack,
we must compare the solution to the subproblem in which the item is included with the solution to the
subproblem in which the item is excluded before we can make the choice. The problem formulated in
this way gives rise to many overlapping subproblems�a hallmark of dynamic programming, and indeed,
dynamic programming can be used to solve the 0-1 knapsack problem.

1.9.3 Optimal substructure

A greedy algorithm obtains an optimal solution to a problem by making a sequence of choices. For each
decision point in the algorithm, the choice that seems best at the moment is chosen. This heuristic strategy
does not always produce an optimal solution, but as we saw in the activity-selection problem, sometimes
it does. This section discusses some of the general properties of greedy methods. How can one tell if
a greedy algorithm will solve a particular optimization problem? There is no way in general, but there
are two ingredients that are exhibited by most problems that lend themselves to a greedy strategy: the
greedy-choice property and optimal substructure.

� Greedy-choice property: a globally optimal solution can be arrived at by making a locally opti-
mal (greedy) choice. Here is where greedy algorithms di�er from dynamic programming. In dynamic
programming, we make a choice at each step, but the choice may depend on the solutions to subprob-
lems. In a greedy algorithm, we make whatever choice seems best at the moment and then solve the
subproblems arising after the choice is made. The choice made by a greedy algorithm may depend on
choices so far, but it cannot depend on any future choices or on the solutions to subproblems. Thus,
unlike dynamic programming, which solves the subproblems bottom up, a greedy strategy usually
progresses in a top-down fashion, making one greedy choice after another, iteratively reducing each
given problem instance to a smaller one.

Of course, we must prove that a greedy choice at each step yields a globally optimal solution, and
this is where cleverness may be required. Typically, as in the case of Theorem 1.9.1, the proof
examines a globally optimal solution. It then shows that the solution can be modi�ed so that a
greedy choice is made as the �rst step, and that this choice reduces the problem to a similar but
smaller problem. Then, induction is applied to show that a greedy choice can be used at every step.
Showing that a greedy choice results in a similar but smaller problem reduces the proof of correctness
to demonstrating that an optimal solution must exhibit optimal substructure.

� Optimal substructure: An optimal solution to the problem contains an optimal solution to sub-
problem.

This property is a key ingredient of assessing the applicability of dynamic programming as well as
greedy algorithms. As an example of optimal substructure, recall that the proof of Theorem 1.9.1
demonstrated that if an optimal solution A to the activity selection problem begins with activity
1, then the set of activities A′ = A \ {1} is an optimal solution to the activity-selection problem
S′ = {i ∈ S : si ≥ f1}.

Let us now go back to the MST problem. Suppose all edge weights are distinct (if not, we give an
arbitrary ordering among equal-weight edges). We show that an optimal tree contains optimal subtrees.

Proprietate 1.9.1. Let T be a MST of the graph G = (V,E). Removing an edge (u, v) of T partitions
T into two trees T1 and T2. Then T1 is a MST of the graph G1 = (V1, E1) and T2 is a MST of the graph
G2 = (V2, E2), where Vi is the set of verices of Ti and Ei = {(u, v) : u, v ∈ Vi}.

Demonstraµie. Note that
w(T ) = w(T1) + w(u, v) + w(T2).

There cannot be a better subtree than T1 or T2, otherwise T would be suboptimal.
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Now the above proof demonstrates that the minimum spanning tree exhibits the nature of an optimal
substructure. In short it means that the bigger problem can be divided into small problems and the
optimal solution to the smaller problem is a part of the optimal solution to the bigger problem. In terms
of Minimum Spanning Tree, a MST T ′ of a sub-graph G′ of graph G is a sub-tree of the MST T of a graph
G.

1.10 Dynamic programming

Dynamic programming is both a mathematical optimization method and a computer programming method.
The method was developed by Richard Bellman in the 1950s and has found applications in numerous �elds,
from aerospace engineering to economics. In both contexts it refers to simplifying a complicated problem
by breaking it down into simpler sub-problems in a recursive manner.

The term dynamic programming was originally used in the 1940s by Richard Bellman to describe the
process of solving problems where one needs to �nd the best decisions one after another. By 1953, he
re�ned this to the modern meaning, referring speci�cally to nesting smaller decision problems inside larger
decisions, and the �eld was thereafter recognized by the IEEE as a systems analysis and engineering topic.
Bellman's contribution is remembered in the name of the Bellman equation, a central result of dynamic
programming which restates an optimization problem in recursive form.

Bellman explains the reasoning behind the term dynamic programming in his autobiography:

I spent the Fall quarter (of 1950) at RAND. My �rst task was to �nd a name for multistage decision
processes. An interesting question is, "Where did the name, dynamic programming, come from?" The
1950s were not good years for mathematical research. We had a very interesting gentleman in Washington
named Wilson. He was Secretary of Defense, and he actually had a pathological fear and hatred of the word
"research". I'm not using the term lightly; I'm using it precisely. His face would su�use, he would turn
red, and he would get violent if people used the term research in his presence. You can imagine how he felt,
then, about the term mathematical. The RAND Corporation was employed by the Air Force, and the Air
Force had Wilson as its boss, essentially. Hence, I felt I had to do something to shield Wilson and the Air
Force from the fact that I was really doing mathematics inside the RAND Corporation. What title, what
name, could I choose? In the �rst place I was interested in planning, in decision making, in thinking. But
planning, is not a good word for various reasons. I decided therefore to use the word "programming". I
wanted to get across the idea that this was dynamic, this was multistage, this was time-varying. I thought,
let's kill two birds with one stone. Let's take a word that has an absolutely precise meaning, namely
dynamic, in the classical physical sense. It also has a very interesting property as an adjective, and that
is it's impossible to use the word dynamic in a pejorative sense. Try thinking of some combination that
will possibly give it a pejorative meaning. It's impossible. Thus, I thought dynamic programming was a
good name. It was something not even a Congressman could object to. So I used it as an umbrella for my
activities. (Richard Bellman, Eye of the Hurricane: An Autobiography, 1984, page 159)

The word dynamic was chosen by Bellman to capture the time-varying aspect of the problems, and
because it sounded impressive. The word programming referred to the use of the method to �nd an optimal
program, in the sense of a military schedule for training or logistics. This usage is the same as that in the
phrases linear programming and mathematical programming, a synonym for mathematical optimization.

The above explanation of the origin of the term is lacking. As Russell and Norvig in their book
�Arti�cial Intelligence: A Modern Approach� have written, referring to the above story: �This cannot
be strictly true, because his �rst paper using the term (Bellman, 1952) appeared before Wilson became
Secretary of Defense in 1953." Also, there is a comment in a speech by Harold J. Kushner, where he
remembers Bellman. Quoting Kushner as he speaks of Bellman: "On the other hand, when I asked
him the same question, he replied that he was trying to upstage Dantzig's linear programming by adding
dynamic. Perhaps both motivations were true."
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Figura 1.15: Exemples n = 1, 2, 3

Figura 1.16: Recursion tree

1.10.1 Climbing Stairs Problem

There is a staircase of n steps and you can climb either 1 or 2 steps at a time. We need to count and
return the total number of unique ways to climb the top of the staircase. The order of steps matters (see
Figure 1.15).

� Example 1: Input: n = 1, Output: 1

Explanation: There is a unique ways of climbing the staircase: [1]

� Example 2: Input: n = 2, Output: 2

Explanation: There are 2 unique ways of climbing the staircase: [1,1] and [2]

� Example 3: Input: n = 3, Output: 3

Explanation: There are 3 unique ways of climbing the staircase: [1,1,1], [2,1] and [1,2]

� Example 4: Input: n = 5, Output: 8

Explanation: There are 8 unique ways of climbing the staircase: [1,1,1,1,1], [1,1,1,2], [1,1,2,1],[1,2,1,1],
[2,1,1,1], [1,2,2], [2,1,2], [2,2,1]

The brute force approach using a recursive approach

This is a counting problem where we need to count all unique ways to reach the n−th stair, but the critical
question is: how do we count all the possibilities?
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We can reach the n−th stair from (n − 1)−th stair or the (n − 2)−th stair by taking 1 and 2 steps,
respectively. So total number of ways to reach n−th stair = Total number of ways to reach (n − 1)−th
stair + Total number of ways to reach (n− 2)−th stair:

climbStairs(n) = climbStairs(n− 1) + climbStairs(n− 2)

The above function is similar to the recurrence relation of the Fibonacci sequence:

T (n) = T (n− 1) + T (n− 2), T (1) = 1, T (2) = 2

Time complexity = O(2n). Space Complexity = O(n)
But why the time complexity is exponential times? We can visualize it better using the recursion tree

where are solving the same sub-problem again and again during the recursion (see Figure 1.16.)
There is a rough analogy : we have two choices with each stair (excluding 0−th and n−th) i.e either

we include it in the solution or exclude it. The total number of possibilities is ∼ 2n, so time complexity
= O(2n).

Using the bottom-up approach of dynamic programming

Since overlapping subproblems are present in this scenario, so we can optimize the solution using dynamic
programming. Here we solve each sub-problem once, store the results in extra memory, and retrieve their
results in O(1) instead of calculating again. We need to take care of the following steps to solve the
problem using the bottom-up approach:

� Table size and structure: There is a total n+ 1 of di�erent subproblems with input sizes from 0 to
n. So we need to take the stair[ ] table of size n+ 1 to store the solution to these sub-problems.

� Table Initialisation : Before building the solution in a bottom-up manner, we initialize the table
by using the basic version of the solution. We can get this idea from the base case of the recursive
solution. stair[1] = 1, stair[2] = 2.

� Iterative structure to �ll the table : Now we de�ne the iterative structure to �ll the table or build the
solution in a bottom-up manner. We can get this idea from the recursive structure of the recursive
solution. Here is an insight: recursion is coming top-down and solving the larger problem via the
solution of the smaller sub-problems. In a similar but reverse fashion, we need to go bottom-up and
combine smaller problems to build the solution for the larger problem. The total number of ways to
reach the i−th stair = Total number of ways to reach (i − 1)−th stair +Total number of ways to
reach (i− 2)−th stair:

stair[i] = stair[i− 1] + stair[i− 2].

Returning the �nal solution : After storing the results in the table, our �nal solution gets stored at
the last index of the array i.e. return stair[n].

Time and Space complexity analysis: We are running a single loop and doing constant operations at
each step of the iteration, so time complexity = O(n). Space complexity = O(n), because we are using
extra space of size n+ 1.
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1.10.2 Matrix-chain multiplication

Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, Cli�o - Introduction to Algorithms (2009,
MIT Press)

Our next example of dynamic programming is an algorithm that solves the problem of matrix-chain
multiplication. We are given a sequence (chain) A1, A2, . . . , An of n matrices to be multiplied, and we
wish to compute the product

(1.2) A1A2 . . . An.

We can evaluate the expression (1.2) using the standard algorithm for multiplying pairs of matrices as
a subroutine once we have parenthesized it to resolve all ambiguities in how the matrices are multiplied
together. Matrix multiplication is associative, and so all parenthesizations yield the same product. A prod-
uct of matrices is fully parenthesized if it is either a single matrix or the product of two fully parenthesized
matrix products, surrounded by parentheses. For example, if the chain of matrices is A1, A2, A3, A4 , then
we can fully parenthesize the corresponding product in �ve distinct ways:

(A1(A2(A3A4)))
(A1((A2A3)A4))
((A1A2)(A3A4))
((A1(A2A3))A4)
(((A1A2)A3)A4).

How we parenthesize a chain of matrices can have a dramatic impact on the cost of evaluating the product.
Consider �rst the cost of multiplying two matrices. We can multiply two matrices A and B only if they
are compatible: the number of columns of A must equal the number of rows of B. If A is a p× q matrix
and B is a q × r matrix, the resulting matrix C is a p× r matrix. The time to compute C is dominated
by the number of scalar multiplications, which is pqr. In what follows, we shall express costs in terms of
the number of scalar multiplications.

To illustrate the di�erent costs incurred by di�erent parenthesizations of a matrix product, consider the
problem of a chain A1, A2, A3 of three matrices. Suppose that the dimensions of the matrices are 10×100,
100×5, and 5×50, respectively. If we multiply according to the parenthesization ((A1A2)A3), we perform
7500 scalar multiplications. If instead we multiply according to the parenthesization (A1(A2A3)), we
perform 75000 scalar multiplications. Thus, computing the product according to the �rst parenthesization
is 10 times faster.

We state the matrix-chain multiplication problem as follows: given a chain A1, A2, . . . , An of nmatrices,
where for 1 ≤ i ≤ n matrix Ai has dimension pi−1 × pi, fully parenthesize the product A1A2 . . . An in a
way that minimizes the number of scalar multiplications.

Note that in the matrix-chain multiplication problem, we are not actually multiplying matrices. Our
goal is only to determine an order for multiplying matrices that has the lowest cost. Typically, the time
invested in determining this optimal order is more than paid for by the time saved later on when actually
performing the matrix multiplications (such as performing only 7500 scalar multiplications instead of
75000).

Counting the number of parenthesizations

Before solving the matrix-chain multiplication problem by dynamic programming, let us convince ourselves
that exhaustively checking all possible parenthesizations does not yield an e�cient algorithm. Denote the
number of alternative parenthesizations of a sequence of n matrices by P (n). When n = 1, we have just
one matrix and therefore only one way to fully parenthesize the matrix product. When n = 2, a fully
parenthesized matrix product is the product of two fully parenthesized matrix subproducts, and the split
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Figura 1.17: Computing the optimal costs

between the two subproducts may occur between the kth and k + 1st matrices for any 1 ≤ k ≤ n − 1.
Thus, we obtain the recurrence:

P (n) =


1 n = 1

n−1∑
k=1

P (k)P (n− k) n > 1.

The solution to the above recurrence is O(2n). The number of solutions is thus exponential in n, and the
brute-force method of exhaustive search makes for a poor strategy when determining how to optimally
parenthesize a matrix chain.

Applying dynamic programming

We shall use the dynamic-programming method to determine how to optimally parenthesize a matrix
chain. In so doing, we shall follow the four-step sequence:

(i) Characterize the structure of an optimal solution.

(ii) Recursively de�ne the value of an optimal solution.

(iii) Compute the value of an optimal solution.

(iv) Construct an optimal solution from computed information.

We shall go through these steps in order, demonstrating clearly how we apply each step to the problem.

Step 1 Characterize the structure of an optimal solution.

For our �rst step in the dynamic-programming paradigm, we �nd the optimal substructure and then
use it to construct an optimal solution to the problem from optimal solutions to subproblems. For
convenience, let us adopt the notation Ai...j , where i ≤ j, for the matrix that results from evaluating
the product AiAi+1 . . . Aj . Observe that if the problem is nontrivial, i.e., i < j, then to parenthesize
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the product AiAi+1 . . . Aj , we must split the product between Ak and Ak+1 for some integer k in
the range i ≤ k < j. That is, for some value of k, we �rst compute the matrices Ai...k and Ak+1...j

and then multiply them together to produce the �nal product Ai...j . The cost of parenthesizing this
way is the cost of computing the matrix Ai...k, plus the cost of computing Ak+1...j , plus the cost of
multiplying them together.

In the matrix-chain multiplication problem, the optimal substructure is as follows. Suppose that
to optimally parenthesize AiAi+1 . . . Aj , we split the product between Ak and Ak+1. Then the
way we parenthesize the �pre�x� subchain AiAi+1 . . . Ak within this optimal parenthesization of
AiAi+1 . . . Aj must be an optimal parenthesization of AiAi+1 . . . Ak. A similar observation holds for
how we parenthesize the subchain Ak+1Ak+2 . . . Aj in the optimal parenthesization of AiAi+1 . . . Aj :
it must be an optimal parenthesization of Ak+1Ak+2 . . . Aj .

Now we use our optimal substructure to show that we can construct an optimal solution to the
problem from optimal solutions to subproblems. We have seen that any solution to a nontrivial
instance of the matrix-chain multiplication problem requires us to split the product, and that any
optimal solution contains within it optimal solutions to subproblem instances. Thus, we can build an
optimal solution to an instance of the matrix-chain multiplication problem by splitting the problem
into two subproblems (optimally parenthesizing Ai, Ai+1, . . . , Ak and Ak+1, Ak+2, . . . , Aj), �nding
optimal solutions to subproblem instances, and then combining these optimal subproblem solutions.
We must ensure that when we search for the correct place to split the product, we have considered
all possible places, so that we are sure of having examined the optimal one.

Step 2 Recursively de�ne the value of an optimal solution.

Next, we de�ne the cost of an optimal solution recursively in terms of the optimal solutions to
subproblems. For the matrix-chain multiplication problem, we pick as our subproblems the problems
of determining the minimum cost of parenthesizing Ai, Ai+1, . . . , Aj for 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Let m[i, j]
be the minimum number of scalar multiplications needed to compute the matrix Ai...j ; for the
full problem, the lowest cost way to compute A1...n would thus be m[1, n]. We can de�ne m[i, j]
recursively as follows:

(1.3) m[i, j] =


0 i = j

min
i≤k≤j

{m[i, k] +m[k + 1, j] + pi−1pkpj} j > i.

The m[i, j] values give the costs of optimal solutions to subproblems, but they do not provide all
the information we need to construct an optimal solution. To help us do so, we de�ne s[i, j] to be
a value of k at which we split the product Ai, Ai+1, . . . , Aj in an optimal parenthesization. That is,
s[i, j] equals a value k such that m[i, j] = m[i, k] +m[k + 1, j] + pi−1pkpj .

Step 3 Computing the optimal costs

At this point, we could easily write a recursive algorithm based on recurrence (1.3) to compute the
minimum cost m[i, j] for multiplying A1, A2, . . . , An. This recursive algorithm takes exponential
time, which is no better than the brute-force method of checking each way of parenthesizing the
product.

Observe that we have relatively few distinct subproblems: one subproblem for each choice of i and j
satisfying 1 ≤ i ≤ j ≤ n, or C2

n+n = O(n2). A recursive algorithm may encounter each subproblem
many times in di�erent branches of its recursion tree. This property of overlapping subproblems
is the second hallmark of when dynamic programming applies (the �rst hallmark being optimal
substructure). Instead of computing the solution to recurrence (1.3) recursively, we compute the
optimal cost by using a tabular, bottom-up approach.
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The algorithm �rst computes m[i, i] = 0 for 1 ≤ i ≤ n (the minimum costs for chains of length
l = 1). It then uses recurrence (1.3) to compute m[i, i + 1] for 1 ≤ i ≤ n − 1 (the minimum costs
for chains of length l = 2). Then, it computes m[i, i+ 2] for 1 ≤ i ≤ n− 2 (the minimum costs for
chains of length l = 3), and so forth. At each step, the m[i, j] cost depends only on table entries
m[i, k] and m[k + 1, j] already computed.

Figure 1.17 illustrates this procedure on a chain of n = 6 matrices. Since we have de�ned m[i, j]
only for i ≤ j, only the portion of the table m strictly above the main diagonal is used. The �gure
shows the table rotated to make the main diagonal run horizontally. The matrix chain is listed along
the bottom. Using this layout, we can �nd the minimum cost m[i, j] for multiplying a subchain
Ai, Ai+1, . . . , Aj of matrices at the intersection of lines running northeast from Ai and northwest
from Aj . Each horizontal row in the table contains the entries for matrix chains of the same length.
The algorithm computes the rows from bottom to top and from left to right within each row. It
computes each entry m[i, j] using the products pi−1pkpj for k = i, i + 1, . . . , j − 1 and all entries
southwest and southeast from m[i, j].

A simple inspection of the nested loop structure of the algorithm yields a running time of O(n3) for
the algorithm. The loops are nested three deep, and each loop index (l, i, and k) takes on at most
n−1 values. The algorithm requires O(n2) space to store the m and s tables. Thus, the algorithm is
much more e�cient than the exponential-time method of enumerating all possible parenthesizations
and checking each one.

Step 4 Constructing an optimal solution

Although the previous algorithm determines the optimal number of scalar multiplications needed
to compute a matrix-chain product, it does not directly show how to multiply the matrices. The
table s[1 . . . n − 1; 2 . . . n] gives us the information we need to do so. Each entry s[i, j] records
a value of k such that an optimal parenthesization of AiAi+1 . . . Aj splits the product between
Ak and Ak+1. Thus, we know that the �nal matrix multiplication in computing A1...n optimally is
A1...s[1,n]As[1,n]+1...n. We can determine the earlier matrix multiplications recursively, since s[1, s[1, n]]
determines the last matrix multiplication when computing A1...s[1,n] and s[s[1, n] + 1, n] determines
the last matrix multiplication when computing As[1,n]+1...n.

In the example of Figure 1.17 the optimal parenthesization is ((A1(A2A3))((A4A5)A6)).

1.11 Problema celui mai scurt drum

În teoria grafurilor, problema celui mai scurt drum const  în a g si un lant, între dou  vârfuri (sau noduri)
într-un graf, astfel încât suma ponderilor muchiilor sale constitutive s  �e minim . Problema celui mai
scurt drum poate � de�nit  pentru grafuri indiferent dac  sunt nedirect, ionate sau direct, ionate. Pentru
grafurile direct, ionate, de�nit, ia celui mai scurt drum necesit  ca vârfurile consecutive s  �e conectate
printr-o muchie direct, ionat  adecvat.

Fie un graf G = (V,E) cu o funct, ie pondere w : E → R. Reamintim c  dou  vârfuri ale lui G sunt
adiacente atunci când perechea celor dou  vârfuri este în E iar un lant

,
este o succesiune de vârfuri

P = (v1, v2, . . . , vn) ∈ V × V × · · · × V astfel încât vi este adiacent cu vi+1 pentru 1 ≤ i < n (un astfel
de lant, P se numeste lant, de lungime n− 1 de la v1 la vn). Ponderea unui lant, P = (v1, v2, . . . , vn) este
dat  de num rul:

w(P ) =

n−1∑
i=1

w(vi, vi+1).

Definitie 1.11.1. Fiind date dou  noduri u, v ∈ V , cel mai scurt drum de la u la v este un lant
,

P = (v1, v2, . . . , vn), unde v1 = u si vn = v, care are ponderea w(P ) minim .
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Definitie 1.11.2. Problema celui mai scurt drum de la u la v const  în g sirea celui mai scurt drum de la
u la v care, atent

,
ie, poate s  nu �e unic. Problema ponderii celui mai scurt drum de la u la v este g sirea

cantit t
,
ii:

δ(u, v) = min{w(P ) |P lant
,
de la u la v}.

Când �ecare muchie din graf are pondere unitar  (w : E → {1}), problema celui mai scurt drum de la
u la v este echivalent  cu g sirea lant,ului cu cele mai put, ine muchii de la u la v.

În rezolvarea problemei celui mai scurt drum de la u la v pot ap rea dou  obstacole:

1. Nodurile u s, i v nu sunt conectate (nu exist  niciun drum de la u la v). În acest caz vom pune
δ(u, v) =∞.

2. Exist  cicluri de pondere negativ  în graf. Putem avea drumuri de la u la v de lungime oricât de
mic , caz în care vom pune δ(u, v) = −∞.

Problema celui mai scurt drum de�nit  mai sus este numit  uneori s, i problema celui mai scurt drum
cu o singur  pereche, pentru a o distinge de urm toarele variante:

(i) Problema celui mai scurt drum cu o singur  surs , în care trebuie s  g sim cel mai scurt drum de la
un vârf surs  u la toate celelalte vârfuri din graf.

(ii) Problema celui mai scurt drum cu o singur  destinat, ie, în care trebuie s  g sim cel mai scurt drum
de la toate vârfurile din graful direct, ionat la un singur vârf de destinat, ie v. Aceasta poate � redus  la
problema celui mai scurt drum cu o singur  surs , prin inversarea arcurilor din gra�cul direct, ionat.

(iii) Problema celui mai scurt drum pentru toate perechile, în care trebuie s  g sim cel mai scurt drum
între �ecare pereche de vârfuri u, v din graf.

Aceste generaliz ri au algoritmi semni�cativ mai e�cient, i decât abordarea simplist  de a rula un
algoritm pentru cel mai scurt drum cu o singur  pereche pe toate perechile relevante de vârfuri. Cei mai
important, i algoritmi pentru rezolvarea acestei probleme sunt:

� Algoritmul lui Dijkstra rezolv  problema celui mai scurt drum cu o singur  surs  cu ponderi neneg-
ative.

� Algoritmul Bellman�Ford rezolv  problema celui mai scurt drum dac  ponderile pot � negative.

� Algoritmul de c utare A* rezolv  problema celui mai scurt drum cu o singur  pereche, folosind
c utarea euristic  pe care încerc  apoi s  o accelereze.

� Algoritmul Floyd-Warshall rezolv  problema celui mai scurt drum pentru toate perechile.

� Algoritmul lui Johnson rezolv  problema celui mai scurt drum pentru toate perechile s, i poate � mai
rapid decât Floyd-Warshall pe grafuri rare.

� Algoritmul Viterbi rezolv  problema celui mai scurt drum stocastic cu o pondere probabilist  supli-
mentar  pe �ecare nod.

1.11.1 Propriet t
,
i ale problemei celui mai scurt drum

Substructura optimal  a celui mai scurt drum

Algoritmii pentru determinarea celui mai scurt drum se bazeaz  în mod obis,nuit pe proprietatea conform
c reia cel mai scurt drum între dou  vârfuri cont, ine alte cele mai scurte drumuri în el. Reamintim c  acea
substructur  optimal  este unul dintre indicatorii cheie ai program rii dinamice s, i ai metodelor geedy.
Algoritmul lui Dijkstra, pe care îl vom studia în sect, iunea urm toare este un algoritm greedy, pe când
algoritmul Floyd-Warshall este un algoritm de programare dinamic . Urm toarea lem  a�rm  mai precis
proprietatea de substructur  optimal  a problemei celui mai scurt drum.
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Lema 1.11.1. (Subdrumurile celor mai scurte drumuri sunt cele mai scurte drumuri) Având în un graf
ponderat, direct

,
ionat, G = (V,E) cu funct

,
ia pondere w : E → R, �e P = (v0, v1, . . . , vk) drumul cel mai

scurt de la vârful v0 la vârful vk s
,
i, pentru oricare i ³i j astfel încât 0 ≤ i < j ≤ k, �e Pij = (vi, vi+1, . . . , vj)

subdrumul de la vârful vi la vârful vj. Rezult  c  Pij este cel mai scurt drum de la vi la vj.

Demonstraµie. Dac  descompunem drumul P în v0 −−→
P0i

vi −−→
Pij

vj −−→
Pjk

vk, atunci avem c 

w(P ) = w(P0i) + w(Pij) + w(Pj,k).

Acum, s  presupunem c  exist  un drum P ′
ij de la i la j cu ponderea w(P ′

ij) < w(Pij). Apoi v0 −−→
P0i

vi −−→
P ′
ij

vj −−→
Pjk

vk este un drum P ′ de la v0 la vk a c rui pondere

w(P ′) = w(P0i) + w(P ′
ij) + w(Pj,k),

este mai mic  decât w(P ), ceea ce contrazice ipoteza conform c reia P este cel mai scurt drum de la v0 la
vk.

Inegalitatea triunghiului

Lema 1.11.2. (Inegalitatea triunghiului) Pentru orice muchie (u, v) ∈ E, avem c 

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(u, v).

Demonstraµie. S  presupunem c  P este cel mai scurt drum de la sursa s la vârful v. Atunci P are
ponderea mai mic  decât a oric rui alt drum de la s la v. Mai exact, drumul P are o podere care nu este
mai mare decât a celui particular care const  din cel mai scurt drum de la sursa s la vârful u la care se
adaug  muchia (u, v).

1.11.2 Algoritmul lui Dijkstra

Algoritmul lui Dijkstra rezolv  problema celui mai scurt drum cu o singur  surs  (g ses,te lant,uri de pondere
minim  de la un nod surs  la �ecare dintre celelalte noduri ale grafului) în cazul unui graf ponderat s, i
direct, ionat G = (V,E), presupunând c  toate ponderile muchiilor sunt nenegative. Prin urmare,
în aceast  sect, iune presupunem c  w(u, v) ≥ 0 pentru �ecare muchie (u, v) ∈ E. Aceast  presupunere ne
asigur  c  nu avem cicluri de pondere negativ , s, i drept consecint, , dac  exist  cel put, in un drum de la
nodul surs  la un alt nod, atunci exist  s, i cel mai scurt drum de la nodul surs  la acel nod.

Edsger Wybe Dijkstra (pronunt
,
ie neerlandez : dεikstra; n. 11 mai 1930, Rotterdam, T

,
 rile de Jos

� d. 6 august 2002, Nuenen, T
,
 rile de Jos) a fost un informatician olandez, programator, inginer de

software s
,
i de sisteme, eseist în s

,
tiint

,
  s

,
i pionier în s

,
tiint

,
a informatic . S

,
i-a luat licent

,
a în �zic  teoretic 

la Universitatea din Leiden. Dup  o perioad  de lucru ca programator la Mathematisch Centrum (Amster-
dam) din 1952 pân  în 1962, a devenit profesor de matematic  la Universitatea de Tehnologie Eindhoven
(1962�1984) s

,
i mai apoi a det

,
inut catedra Schlumberger Centennial în s

,
tiint

,
e informatice la Universitatea

Texas din Austin din 1984 pân  la pensionarea sa în 1999. Dijkstra a r mas celebru pentru algoritmul
drumului minim într-un graf, algoritm care-i poart  numele, care a fost conceput în 1956 s

,
i publicat trei

ani mai târziu. În 1972, a devenit prima persoan  care nu era nici american  nici britanic  care a câs
,
tigat

premiul Turing. Ideile principale ale algoritmului lui Dijkstra sunt:

� Fie v1 vârful surs . Algoritmul ret, ine o mult, ime A de vârfuri v pentru care problema ponderii celui
mai scurt drum de la v1 la v a fost rezolvat  s, i un vector D care cont, ine cea mai scurt  distant, 
cunoscut  la acel moment de la v1 la toate celelalte noduri din V .
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Figura 1.18: Algoritmul lui Dijkstra

� La început, putem lua A = {v1}, deoarece neavând ponderi negative δ(v1, v1) = 0 s, i deci cunoas,tem
ponderea celui mai scurt drum de la v1 la v1 . De asemenea, punem D(1) = 0 s, i D(j) =∞ pentru
j ̸= 1.

� La �ecare pas i > 1 se fac dou  operat, ii:

� Se actualizeaz  vectorul D cu cea mai scurt  distant,  cunoscut  de la v1 la toate celelalte
vârfuri. De fapt se pot schimba doar acele componente D(j) ale lui D cu proprietatea c  nodul
vj ∈ V \A este adiacent unui nod din A (exist  o muchie (v, vj) cu v ∈ A).

� Se adaug  la A un nou vârf vj ∈ B := V \ A pentru care problema ponderii celui mai scurt
drum de la v1 la vj este rezolvat . Acest vj va � acel nod pentru care D(j) corespunz tor este
minim (alegere �greedy�).

� Algoritmul se termin  cand A = V .

Putem acum detaliaAlgoritmul lui Dijkstra: Nodul iniµial este v1. D(j) este cea mai scurt  distanµ 
cunoscut  de la v1 la vj ∈ V .

1. A = {v1}, B = V \A, D(1) = 0, D(j) =∞, j ̸= 1.

2. Dac  B = ∅ atunci algoritmul se termin . Altfel, se updateaz  distanµa la �ecare vârf vj ∈ B
adiacent la A astfel:

D(j) = minvi∈A{D(j), D(i) + w(vi, vj)}

(relaxarea muchiei (vi, vj)).
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3. Fie k cu D(k) = minvj∈B{D(j)}. A = A ∪ {vk}, B = B \ {vk}. Se merge din nou la 2.

4. Se listeaz  toate laturile (vi, vj) cu D(j) = D(i) + w(vi, vj). Fiecare latur  (vi, vj) cu aceast 
proprietate se a�  pe lanµul cel mai scurt de la v1 la vj .

Pentru a ne convinge de corectitudinea algoritmului s  observ m c :

(I.) Pentru orice vârf vj , D(j) ≥ δ(v1, vj).

La init, ializare relat, iile sunt evident adev rate: D(1) = 0 = δ(v1, v1), D(j) = ∞ ≥ δ(v1, vj)
pentru j ̸= 1.

Prin reducere la absurd, presupunem c  exist  un indice j pentru care D(j) < δ(v1, vj) la un
anumit pas. Vom considera, f r  a pierde din generalitate, prima dat  cand se întampl  acest
lucru, deci avem c  exist  vi in A cu proprietatea c 

D(i) + w(vi, vj) < δ(v1, vj).

Cum vi ∈ A, din ipoteza de induct, ie avem c  D(i) ≥ δ(v1, vi) ³i am ajuns la o contradicµie cu
inegalitatea triunghiului.

(II.) Dac  vi ∈ A ³i exist  un cel mai scurt drum de la v1 la vj de forma P = (v1, . . . , vi, vj), atunci la pasul
urm tor introducerii lui vi în A ³i dup  updatarea distanµelor de la v1 la vj avem c  D(j) = δ(v1, vj).

Într-adev r, avem c  δ(v1, vj) = w(P ) = w(P ′)+w(vi, vj), unde P ′ = (v1, . . . , vi) este sublant,ul
lui P rezultat prin eliminarea lui vj . Din proprietatea de substructura optimal , avem c 
δ(v1, vi) = w(P ′), deci

δ(v1, vj) = δ(v1, vi) + w(vi, vj) = D(i) + w(vi, vj) ≥ D(j).

Cum deja ³tim de la punctul (I.) c  D(j) ≥ δ(v1, vj), rezulta c  D(j) = δ(v1, vj).

(III.) Dac  vi ∈ A atunci D(i) nu se mai modi�c  (evident din algoritm).

(IV.) La sfârs, itul algoritmului avem c  D(j) = δ(v1, vj) pentru orice vj ∈ V (corectitudinea algoritmului
Dijkstra).

Conform propriet t, ii (III.), este su�cient s  ar t m c  D(j) = δ(v1, vj) cand vj este ad ugat
lui A. Presupunem prin reducere la absurd, c  vj este primul nod care urmeaz  s  �e ad ugat
la A s, i pentru care D(j) > δ(v1, vj). Fie P = (v1, . . . , vj) cel mai scurt drum de la v1 la vj .
Cum v1 ∈ A si vj /∈ A exist  o latur  (vk, vm) a grafului care se g ses,te în P s, i pentru care
vk ∈ A s, i vm /∈ A. Cum vk se a�  deja în A, ipoteza de induct, ie ne asigur  c  D(k) = δ(v1, vk).
Din (II.) rezult  c  D(m) = δ(v1, vm). De asemenea, cum subdrumul P ′ = (v1, . . . , vk, vm) al
lui P este un cel mai scurt drum, rezult  c 

D(m) = δ(v1, vm) ≤ w(P ) = δ(v1, vj).

Acum, datorit  faptului c  vj este cel ce urmeaz  a � ad ugat la A conform alegerii �greedy�
avem c 

D(j) ≤ D(m).

Din cele doua relat, ii de mai sus rezult  c  D(j) ≤ δ(v1, vj), ceea ce contrazice ipoteza c 
D(j) > δ(v1, vj). Corectitudinea algoritmului Dijkstra este demonstrat .

Avem s, i urm toarele propriet t, i:
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� Pentru orice vârf vj , D(j) reprezint  distanµa de la v1 la vj de-a lungul lanµului de lungime minim 
ce conµine numai vârfuri din A

� Pentru orice vârf vj din A ³i vk /∈ A, D(j) ≤ D(k).

Ecuat, ia funct, ional  a Program rii Dinamice pentru problema celui mai scurt drum: dac  f este funct, ia
de�nit  astfel:

f(j) := lungimea celui mai scurt drum de la v1 la vj ∈ V (= δ(v1, vj)),

atunci se veri�c  ecuat, ia funct, ional 

(1.4) f(j) = min
vi∈V ;w(vi,vj)<∞

{f(i) + w(vi, wj)} vj ∈ V \ {v1}.

Justi�carea lui (1.4) const  în urm toarele dou  a�rmat, ii evidente:

� Drumul minim de la v1 la vj trece printr-un nod vi cu w(vi, vj) < ∞, ultima latur  a drumului
minimal este (vi, vj) cu w(vi, vj) <∞.

� Substructura optimal  : Daca vi este un nod prin care trece cel mai scurt drum de la v1 la vj atunci
acest drum cont, ine s, i cel mai scurt drum de la v1 la vi.

Ecuat, ia (1.4) nu este un algoritm ci o proprietate a lui f care trebuie s  se veri�ce (condit, ie de
optimalitate). Dac  incercam s  folosim (1.4) ca algoritm vom ajunge sa apel m f(j) pentru calculul lui
f(j) atunci cand avem un ciclu in graf. Cum putem g si funct, ia f care veri�c  (1.4)?

� Metode directe: transformarea lui (1.4) intr-un proces recursiv. Este folosit  in cazul in care se
poate rezolva recursiv ecuat, ia (1.4) si anume atunci cand pentru calculul lui f(j) nu avem nevoie
decat de valori f(i) calculate anterior. Acesta este doar cazul grafurilor aciclice.

� Metode de aproximat, ii succesive: este dat  o aproximat, ie init, ial  a lui f care este succesiv imbunat t, it 
pan  cand nu mai sunt posibile imbun t t, iri. Metodele difer  atat prin modul in care updatarea
funct, iei este realizat  cat s, i prin ordinea in care este f cut mecanismul de updatare.

� Pentru aproximarea init, ial  se ia F (1) = 0, F (j) =∞, vj ∈ V \ {v1}.
� F (j) = minvi∈V ;w(vi,vj)<∞{F (i) + w(vi, vj)} j ∈ V \ {1}. (Metoda �Pull")

� F (i) = min{F (i), F (j) + w(vj , vi)} vi ∈ V \ {v1}, w(vj , vi) <∞. (Metoda �Push")

S  observ m c  metoda �Push� este cea care se folose³te în algoritmul Dijkstra la updatarea vectorului D,
cu menµiunea c  acolo doar pentru elementele vi care nu sunt în A are loc aceast  updatare. Algoritmul
lui Dijkstra este unul �greedy� datorit  alegerii de la pasul 3. Dup  cele explicate mai sus, exist  totu³i o
leg tur  strâns  a algoritmului Dijkstra cu programarea dinamic  la modalitatea de updatare a vectorului
D. (Moshe Sniedovich, Dijkstra's algorithm revisited: the dynamic programming connexion, Control and
Cybernetics vol. 35 No. 3 (2006)).
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Figura 1.19: Algoritmul Dijkstra nu g se³te drumul cel mai scurt

Figura 1.20: Algoritmul Bellman-Ford

1.11.3 Algoritmul Bellman-Ford

Algoritmul Dijkstra nu funcµioneaz  dac  graful are ponderi negative (vedeµi exemplul din Figura 1.19).
Algoritmul Bellman-Ford rezolv  problema celui mai scurt drum cu o singur  surs  în cazul general în
care ponderile muchiilor pot � negative. Dat un graf ponderat direct, ionat G = (V,E) cu sursa v1 ∈ V s, i
ponderea w : E → R, algoritmul Bellman-Ford indic  dac  exist  sau nu cicluri de pondere negativ  care
sunt accesibile de la nodul surs . Dac  exist  un astfel de ciclu, algoritmul returneaz  faptul c  nu exist 
solut, ie. Dac  nu exist  niciun astfel de ciclu, algoritmul produce cele mai scurte drumuri de la nodul surs 
la toate nodurile precum s, i ponderile lor.

Vom detalia acum algoritmul Bellman-Ford: Nodul iniµial este v1. D(j) este cea mai scurt  distanµ 
cunoscut  de la v1 la vj ∈ V .

1. D(1) = 0, D(j) =∞, j ̸= 1.
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2. Pentru �ecare 1 ≤ i ≤ |V | − 1

2.1. Pentru �ecare muchie (vk, vj) ∈ E

Dac  D(j) > D(k) + w(vk, vj)
D(j) = D(k) + w(vk, vj)
(relaxarea muchiei (vk, vj)).

3. Pentru �ecare muchie (vk, vj) ∈ E

3.1 Dac  D(j) > D(k) + w(vk, vj) atunci Exist  un ciclu de pondere negativ  ³i algoritmul se
opre³te.

3.2 Altfel δ(v1, vj) = D(j).

În cele ce urmeaz  vom demosnstra conrectitudinea algoritmului Bellman-Ford.

Theorem 1.11.1 (Convergenµa algoritmului Bellman-Ford). Fie G = (V,E) un graf direcµionat cu pon-
derea w : E → R ³i nodul surs  v1. Dac  G nu conµine cicluri de pondere (strict) negativ  la care
se poate ajunge din v1, atunci dup  instrucµiunile 2. din algoritmul Bellman-Ford de mai sus avem c 
D(i) = δ(v1, vi) pentru orice vi ∈ V .

Demonstraµie. Consider m orice nod vi la care se poate ajunge din v1 ³i �e P = (v1, v2, . . . , vi) un cel mai
scurt drum de la v1 la vi cu un num r minim de laturi. Lanµul P este simplu (dac  ar avea cicluri - pot
� cicluri de pondere zero -, nu ar mai avea num rul minim de laturi) ³i prin urmare are cel mult |V | − 1
laturi, deci i ≤ |V |. Vom ar ta prin inducµie dup  j (1 ≤ j ≤ i ≤ |V |) c  D(j) = δ(v1, vj). În plus, vom
avea aceast  egalitate la sfâr³itul iteraµiei j din [2.].

(i) Cum D(1) = 0 la iniµializare, Proprietatea (I.) din cursul precedent implic  0 ≥ δ(v1, v1). Pe de
alt  parte, neavând cicluri de podere negativ  prin ipotez , rezult  c  δ(v1, v1) ≥ 0. Prin urmare
0 = D(1) = δ(v1, v1).

(ii) Presupunem c  la sfâr³itul iteraµiei j din [2.] avem D(j) = δ(v1, vj), pentru orice j < k ≤ i ≤ |V |
³i arat m c  D(k) = δ(v1, vk) la sfâr³itul iteraµiei k din [2.]. Cum sub-lanµul P ′ = (v1, v2, . . . , vk−1)
este un cel mai scurt drum de la v1 la vk−1 (proprietatea de substructur  optimal ), avem c 
w(P ′) = δ(v1, vk−1) = D(k − 1) (ultima egalitate �ind adev rat  conform ipotezei de inducµie).
Conform Propriet µii (II.) din cursul precedent, rezult  c  δ(v1, vk−1)+w(vk−1, vk) = δ(v1, vk). Prin
urmare, la sfâr³itul iteraµiei k din [2.], avem c 

D(k) ≤ D(k − 1) + w(vk−1, vk) = δ(v1, vk−1) + w(vk−1, vk) = δ(v1, vk).

Cum Proprietatea (I.) din cursul precedent implic  D(k) ≥ δ(v1, vk), obµinem c  D(k) = δ(v1, vk) ³i
demonstraµia se încheie.

Inducµia de mai sus ne arat  c  D(i) = δ(v1, vi) ³i demonstraµia teoremei se încheie.

Corolar 1.11.1. Dac  la sfâr³itul instrucµiunilor [2.] ale algoritmului Bellman-Ford avem c  D(i) >
δ(v1, vi) pentru un vi ∈ V , atunci graful G conµine cicluri de pondere (strict) negativ  la care se poate
ajunge din v1.

Demonstraµie. Evident conform teoremei de mai sus.

Corolar 1.11.2 (Neconvergenµa Algoritmului Bellman-Ford). Dac  la sfâr³itul instrucµiunilor [2.] ale
algoritmului Bellman-Ford avem c  exist  o muchie (vj , vk) ∈ E pentru care D(j) > D(k) + w(vk, vj),
atunci graful G conµine cicluri de pondere (strict) negativ  la care se poate ajunge din v1.
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Demonstraµie. Dac  D(k) > δ(v1, vk), din Corolarul precedent obµinem c  graful G conµine cicluri de
pondere (strict) negativ  la care se poate ajunge din v1. Dac  D(k) = δ(v1, vk), �e P = (v1, . . . , vk) un
cel mai scurt drum de la v1 la vk. Supra-drumul P ′ = (v1, . . . , vk, vj) are proprietatea c 

δ(v1, vj) ≤ w(P ′) = w(P ) + w(vk, vj) = δ(v1, vk) + w(vk, vj) = D(k) + w(vk, vj) < D(j),

³i prin urmare Corolarul precedent implic  din nou c  graful G conµine cicluri de pondere (strict) negativ 
la care se poate ajunge din v1.

Algoritmul Bellman-Ford urmeaz  o abordare de programare dinamic . Ca s, i alte probleme de progra-
mare dinamic , algoritmul calculeaz  cel mai scurt drum într-o manier  de jos în sus. Mai întâi determin 
cel mai scurt drum cu cel mult o muchie în traseu. Apoi, determin  cel mai scurt drum cu cel mult 2
muchii s, i as,a mai departe. Dup  iterat, ia i a buclei exterioare de la [2.], se determin  cel mai scurt drum
cu cel mult i muchii. Pot exista maxim |V | − 1 muchii în orice drum simplu, de aceea bucla exterioar 
ruleaz  de |V | − 1 ori. Presupunând c  nu exist  niciun ciclu de pondere negativ , dac  am determinat
drumurile cele mai scurte cu cel mult i muchii, atunci o nou  iterat, ie pe toate muchiile garanteaz  c  va
da cel mai scurt drum cu cel mult (i + 1) muchii. Valorile intermediare sunt stocate s, i utilizate pentru
valorile de la nivelul urm tor. Algoritmul Bellman-Ford, ca s, i algoritmul lui Dijkstra, foloses,te metoda de
relaxare a muchiilor, dar nu s, i metoda greedy.

1.12 Divide and Conquer Algorithms

The divide-and-conquer method is a powerful strategy for designing asymptotically e�cient algorithms.
For divide-and-conquer, you solve a given problem (instance) recursively. If the problem is small enough
- the base case - you just solve it directly without recursing. Otherwise - the recursive case - you perform
three characteristic steps:

� Divide the problem into one or more subproblems that are smaller instances of the same problem.

� Conquer the subproblems by solving them recursively.

� Combine the subproblem solutions to form a solution to the original problem.

A divide-and-conquer algorithm breaks down a large problem into smaller subproblems, which them-
selves may be broken down into even smaller subproblems, and so forth. The recursion bottoms out when
it reaches a base case and the subproblem is small enough to solve directly without further recursing.

1.12.1 Matrix multiplication

We de�ne matrix multiplication as follows. We start with two matrices A and B that are compatible in
the sense that the number of columns of A equals the number of rows of B. (In general, an expression
containing a matrix product AB is always assumed to imply that matrices A and B are compatible.) If
A = (aij)1≤i≤m

1≤j≤n
is an m × n matrix and B = (bij) 1≤i≤n

1≤j≤p
is an n × p matrix, then their matrix product

C = AB is the m× p matrix C = (cij)1≤i≤m
1≤j≤p

, where

(1.5) cij =

n∑
k=1

aikbkj i = 1, 2, ...,m j = 1, 2, ..., p.

If we implement matrix multiplication in the straightforward manner based on equation (1.2), assuming
that the matrices are square m = n = p, we performs n3 multiplications and n2(n− 1) additions, and its
running time is O(n3).
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Let us present in the remaining part of the section Strassen's obsable recursive algorithm for multiplying
n × n matrices that runs in O(nlg 7) ≈ O(n2.81) time. For su�ciently large n, therefore, it outperforms
the naive O(n3) matrix-multiplication algorithm.

Let n be an even number and A,B ∈Mn(R) two matrices decomposed as follows

(1.6) A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, B =

(
B11 B12

B21 B22

)

where Aij , Bij ∈Mn/2(R). We have that

(1.7) C = AB =

(
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

)
.

Suppose that C is decomposed like A and B,

C =

(
C11 C12

C21 C22

)
,

then

(1.8)


C11 = A11B11 +A12B21

C12 = A11B12 +A12B22

C21 = A21B11 +A22B21

C22 = A21B12 +A22B22.

To compute AijBkl we need Nc(n/2) = 2n3

8 −
n2

4 then to compute C the number of operations will be

(1.9) N ′
c(n) = 8Nc(n/2) + 4(n/2)2 = 2n3 − n2 = Nc(n),

and this method is no faster than the ordinary one. Let us obs that we need 8 multiplications and 4
additions. Thus, the biggest number is the multiplications.

In 1969 mathematician V. Strassen proposed a new way to compute C = AB A,B ∈M2(R)

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
, C =

(
c11 c12

c21 c22

)

as follows

(1.10)



p1 = (a11 + a22)(b11 + b22)
p2 = (a21 + a22)b11
p3 = a11(b12 − b22)
p4 = a22(−b11 + b21)
p5 = (a11 + a12)b22
p6 = (−a11 + a21)(b11 + b12)
p7 = (a12 − a22)(b21 + b22)

,


c11 = p1 + p4 − p5 + p7
c12 = p3 + p5
c21 = p2 + p4
c22 = p1 + p3 − p2 + p6.

The number of operations is: 7 multiplications and 18 additions, with a total of 25. It is true that the
total number of operations is higher than in the classical method (Nc(2) = 12) but it is important that
the number of multiplications is one less than in the classic method.

We will now combine Strassen's method with block multiplication. Let n be an even number and
A,B ∈Mn(R) two decomposed matrices as in (1.6). Suppose that the product C = AB is given by (1.8)
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where however the components are calculated as in (1.10)

(1.11)



P1 = (A11 +A22)(B11 +B22)
P2 = (A21 +A22)B11

P3 = A11(B12 −B22)
P4 = A22(−B11 +B21)
P5 = (A11 +A12)B22

P6 = (−A11 +A21)(B11 +B12)
P7 = (A12 −A22)(B21 +B22)

,


C11 = P1 + P4 − P5 + P7

C12 = P3 + P5

C21 = P2 + P4

C22 = P1 + P3 − P2 + P6.

If for the calculation of a product of two matrices of size r we need N(r) operations, then for calculation
of C we need a number of operations equal to

(1.12) N(n) = 7N
(n
2

)
+ 18

(n
2

)2
= 7N

(n
2

)
+

9

2
n2.

Suppose that n = 2k, k ≥ 1. We have that

N(n) = N(2k) = 7N(2k−1) +
9

2
22k = 72N(2k−2) + 7

9

2
22k−2 +

9

2
22k = ... =

= 7k−1N(1) +
9

2

(
22k + 722(k−1) + 7222(k−2) + ...+ 7k−224

)
=

= 7k−1 +
9

22k

(
1 +

7

22
+

72

24
+ ...+

7k−2

22(k−2)

)
= 7k−1 + 922k

(
7
4

)k−1 − 1
7
4 − 1

=

= 7k−1 + 48
(
7k−1 − 4k−1

)
= 7k+1 − 12 4k = 72log2(7) k − 12 22 k = 7nlog2(7) − 12n2.

Therefore, the number of operations with the Strassen algorithm is equal with

(1.13) Ns = 7nlog2(7) − 12n2 = O(nlog2(7)) ≈ O(n2.807)

which, asymptotically compares favorable with the number Nc given by (??), that is O(n3). This means
that

lim
n→∞

Ns(n)

Nc(n)
= 0.

Observatie 1.12.1. The Strassen algorithm gives asymptotically long results better (i.e. for large n). For
small n however the classic method is better.

Nc(n) ≤ Ns(n)⇔ 2n3 + 11n2 ≤ 7nlog2(7) ⇔ n ≤ 32.

Observatie 1.12.2. Starting with the discovery of this algorithm al the history of improvement was opened
to Strassen asymptotic of the methods. It has become more and more relevant in our era, when there were
needs for solving systems with extremely large n.

The discussion on the minimum number of operations continues today. Algorithms with a number of
operations were discovered O(n2.376) (Coppersmith & Winograd, 1987) but conjecture that O(n2) can be
reached! Anyway, it cannot go below it (because there are n2 elements in matrix C).

Observatie 1.12.3. Direct application of the Strassen algorithm consists in calculating the matrices P1,
P2, ...,P7 �and after that of the matrices C11, C12, C21, C22. We will need two intermediate matrices for
retaining operands from P matrix expressions and seven other matrices for retaining P matrices. in total,
we will need 9(n/2)2 additional positions per step.

Although this shortcoming can be improved, nevertheless the Strassen method will require more memory
than the method classic. Also, data manipulations in the method Strassen a�ects the total time required.
The superiority of the method Strassen will only be seen for very large matrices (depending by the computer
used for n between 32 and 128).
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Figura 1.21: Graf asociat sistemului de constrângeri cu diferent,e din Exemplul 1

1.13 O problem  de programare liniar 

Capitolul urm tor studiaz  problema general  de programare liniar , în care dorim s  facem optimizarea
unei funct, ii liniare supuse unor restrict, ii sub forma unui set de inegalit t, i liniare. În aceast  sect, iune,
vom investiga un caz special de programare liniar  pe care îl reducem la g sirea celui mai scurt drum
cu o singur  surs . Apoi putem rezolva problema care rezult  prin rularea algoritmului Bellman-Ford,
rezolvându-se astfel s, i problema de programare liniar .

Consider m A ∈ Mn,m(R), b ∈ Rn ³i c ∈ Rm. Problema program rii liniare const  în maximizarea
funcµiei obiectiv liniar  ctx supus  unor constrângeri liniare Ax ≤ b, care în form  matriceal  se scrie:

(1.14)


maximizaµi ctx

x veri�c  Ax ≤ b

Uneori nu ne pas  cu adev rat de funct, ia obiectiv; dorim doar s  g sim solut, iile fezabile, adic  orice
vector x care satisface Ax ≤ b, sau s  ar t m c  nu exist  o solut, ie fezabil . Ne vom concentra asupra
unei astfel de probleme de fezabilitate.

Sisteme de constrângeri cu diferent
,
e

Într-un sistem de constrângeri cu diferent,e, �ecare rând al matricii A cont, ine un 1 s, i un −1, iar toate
celelalte intr ri ale lui A sunt 0. Astfel, constrângerile date de Ax ≤ b sunt o mult, ime de m constrângeri
care implic  n necunoscute, în care �ecare constrângere este o inegalitate liniar  simpl  de forma:

xj − xi ≤ bk 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j, 1 ≤ k ≤ m.

Putem interpreta sistemele de constrângeri cu diferent,e din punct de vederee al teoriei grafurilor. Dat
sistemul de de constrângeri cu diferent,e Ax ≤ b vedem matricea A ca transpusa unei matrici de incidenµ 
pentru un graf cu n noduri si m muchii. Fiecare nod i al grafului corespunde unei variabile xi. Fiecare
muchie direcµionat  a grafului corespunde unei constrângeri care conµine dou  variabile. Mai precis, dat
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sistemul de constrângeri Ax ≤ b, graful corespunz tor direcµionat ³i ponderat este G = (V,E), unde

V = {v0, v1, v2, . . . , vn},

E = {(vi, vj) : xj − xi ≤ bk este o constrânger} ∪ {(v0, v1), (v0, v2), . . . , (v0, vn)},

w(vi, vj) = bk, 1 ≤ k ≤ m, w(v0, vi) = 0, 1 ≤ i ≤ n.

Graful G cont, ine vârful suplimentar v0 care, as,a cum vom vedea în curând, garanteaz  c  graful are un
vârf de la care se pot atinge toate celelalte vârfuri. Prin urmare, mult, imea de vârfuri V const  din câte un
vârf vi pentru �ecare necunoscut  xi, plus vârful suplimentar v0. Mult, imea de muchii E cont, ine o muchie
pentru �ecare constrângere cu diferent,e, plus câte o muchie (v0, vi) pentru �ecare necunoscutâ xi . Dac 
xj −xi ≤ bk este o constrângere cu diferent,e, atunci ponderea muchiei (vi, vj) este w(vi, vj) = bk. Poderea
�ec rei muchii care pleac  din v0 este 0.

Exemplul 1: Consider m urm torul sistem de de constrângeri cu diferent,e:

(1.15)



x1 − x2 ≤ 0
x1 − x5 ≤ −1
x2 − x5 ≤ 1
x3 − x1 ≤ 5
x4 − x1 ≤ 4
x4 − x3 ≤ −1
x5 − x3 ≤ −3
x5 − x4 ≤ −3

O soluµie a acestui sistem este x = (−5,−3, 0,−1,−4), care se poate veri�ca direct. Avem mai multe
soluµii ³i o alta este x = (0, 2.5, 4, 1). De fapt, dac  avem o soluµie x atunci x + d = (x1 + d, . . . , x5 + d)
este o soluµie pentru orice constant  d. Figura 1.21 prezint  graful asociat sistemului cu constrângeri cu
diferenµe (1.15).

Urm toarea teorem  arat  c  putem g si o solut, ie a unui sistem de constrângeri cu diferent,e prin
g sirea drumului cel mai scurt în graful corespunz tor.

Theorem 1.13.1. Dat un sistem Ax ≤ b de constrângeri cu diferent
,
e, �e G = (V,E) graful asociat. Dac 

G nu cont
,
ine cicluri de pondere negativ , atunci

(1.16) x = (δ(v0, v1), δ(v0, v2), . . . , δ(v0, vn))

este o solut
,
ie fezabil  pentru sistemul de constrângeri cu diferent

,
e. Dac  G cont

,
ine un ciclu de pondere

negativ , atunci nu exist  nicio solut
,
ie fezabil  pentru sistemul de constrângeri cu diferent

,
e.

Demonstraµie. Mai întâi ar t m c  dac  graful asociat G nu cont, ine cicluri de pondere negativ , atunci
(1.16) ofer  o solut, ie fezabil . Dac  G nu cont, ine cicluri de pondere negativ , atunci exist  cel mai scurt
drum de la v0 la �ecare dintre vârfurile vi ale lui G (care are o pondere δ(v0, vi)). Fie o muchie (vi, vj) ∈ E.
Din inegalitatea triunghiului avem:

δ(v0, vj)− δ(v0, vi) ≤ w(vi, vj),

ceea ce, luând xj = δ(v0, vj) ³i xi = δ(v0, vi), implic  veri�carea contrângerii xj − xi = bk.

Acum ar t m c  dac  graful G cont, ine un ciclu de pondere negativ , atunci sistemul de constrângeri
cu diferent,u nu are nicio solut, ie fezabil . F r  a pierde generalitatea, �e ciclul de pondere negativ 
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C = (v1, v2, . . . , vk), unde v1 = vk. (Vârful v0 nu poate � în ciclul C, deoarece nu exist  muchii care
intrar  în v0). Ciclul C corespunde urm toarelor constrângeri cu diferent,e:

x2 − x1 ≤ w(v1, v2)
x3 − x2 ≤ w(v2, v3)

. . .
xk−1 − xk−2 ≤ w(vk−2, vk−1)
xk − xk−1 ≤ w(vk−1, vk)

Vom presupune c  x este o solut, ie care satisface �ecare dintre aceste k − 1 inegalit t, i s, i vom obt, ine o
contradict, ie. Solut, ia trebuie s  satisfac  s, i inegalitatea rezultat  dac  însum m aceste inegalit t, i. Dac 
însum m p rt, ile din stânga se obt, ine 0. Partea dreapt  se însumeaz  s, i obt, inem w(C). Dar deoarece C
este un ciclu de pondere negativ , w(C) < 0, s, i obt, inem contradict, ia 0 ≤ w(C) < 0.

Teorema 1.13.1 ne spune c  putem folosi algoritmul Bellman-Ford pentru a rezolva un sistem de
constrângeri cu diferent,e. Deoarece graful asociat cont, ine muchii de la vârful surs  v0 la toate celelalte
vârfuri, orice ciclu cu pondere negativ  din graf este accesibil din v0. Dac  algoritmul Bellman-Ford nu
g ses,te cicluri negative, atunci drumul cel mai scurt ofer  o solut, ie fezabil  a sistemului. Dac  algoritmul
Bellman-Ford g ses,te cicluri negative, nu exist  o solut, ie fezabil  pentru sistemul de constrângeri cu
diferent,e.

În încheiere menµion m c  pentru Exemplul 1 de mai sus, ponderile drumurilor cele mai scurte ofer 
solut, ia fezabil  x = (−5,−3, 0,−1,−4) iar x = (d− 5, d− 3, d, d− 1, d− 4) este o solut, ie fezabil  pentru
orice constant  d.
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Capitolul 2

Înmult
,
irea Polinoamelor s

,
i Transformata

Fourier Rapid 

2.1 Introducere

Înmult, irea polinoamelor este o operat, ie fundamental  în informatic , cu aplicat, ii în algebr , procesarea
semnalelor, criptogra�e s, i calcul numeric. O abordare naiv  pentru înmult, irea a dou  polinoame de grad
n necesit  Θ(n2) timp. În acest capitol vom introduce Transformata Fourier Rapid  (FFT), un algoritm
puternic care reduce aceast  complexitate la Θ(n log n), folosind propriet t, i ale r d cinilor complexe ale
unit t, ii s, i strategii e�ciente de tip divide-et-impera. Acest curs prezint  câteva dintre problemele în care
folosirea algoritmului FFT a fost fundamental .

2.2 Reprezent ri ale Polinoamelor

Un polinom poate � reprezentat în mai multe moduri, �ecare având avantaje computat, ionale diferite.

2.2.1 Forma Coe�cient
,
ilor

În forma coe�cient, ilor, un polinom de grad cel mult n− 1 este scris ca:

A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1

� Aceast  form  este e�cient  pentru adunare s, i sc dere, care se realizeaz  în timp liniar.

� Evaluarea unui polinom se poate face în Θ(n) folosind regula lui Horner.

� Totus, i, înmult, irea naiv  a dou  polinoame în aceast  form  necesit  bucle imbricate, ducând la o
complexitate de Θ(n2). Într-adev r, s  consider m dou  polinoame de grad cel mult n− 1:

A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1

B(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bn−1x

n−1

Produsul lor C(x) = A(x) ·B(x) este un polinom de grad 2n− 2:

C(x) = c0 + c1x+ · · ·+ c2n−2x
2n−2

unde coe�cient, ii sunt dat, i de convolut, ia discret  (consider m ai = 0 pentru i ≥ n s, i bj = 0 pentru
j ≥ n):

(2.1) ck =
k∑

i=0

aibk−i, k = 0, 1, . . . , 2n− 2.

65
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Calculul direct al �ec rui coe�cient ck necesit  Θ(n) operat, ii s, i avem 2n−1 coe�cient, i. Complexitatea
total  este Θ(n2).

În concluzie, dac  reprezent m polinoamele prin vectorul coe�cienµilor vom avea:

� Reprezentarea lui A: (a0, a1, . . . , an−1)

� Reprezentarea lui B: (b0, b1, . . . , bn−1)

� Reprezentarea produsului C: (c0, c1, . . . , c2n−2), unde (ck)0≤k≤2n−2 sunt daµi de (2.1).

2.2.2 Forma Punct-Valoare

În forma punct-valoare, un polinom A(x) este reprezentat prin valorile sale în anumite puncte:

((x0, A(x0)), (x1, A(x1)), . . . , (xn−1, A(xn−1))) ,

sau prin vectorul
(A(x0), A(x1), . . . , A(xn−1)) .

S  observ m c  un polinom de gradul n−1 este determinat în mod unic de n valori ale sale în n puncte
diferite (interpolare polinomial ).

� Dac  avem reprezent rile punct-valoare pentru A s, i B pentru n puncte distincte (xj)0≤j≤n−1

� Reprezentarea lui A: (A(x0), A(x1), . . . , A(xn−1))

� Reprezentarea lui B: (B(x0), B(x1), . . . , B(xn−1)),

atunci produsul C(x) = A(x) ·B(x) satisface:

C(xk) = A(xk) ·B(xk) ≤ k ≤ n− 1.

Aceast  operat, ie necesit  doar O(n) înmult, iri ³i vom avea reprezentarea punct-valoare pentru C foarte
u³or.

� Înmult, irea a dou  polinoame devine simpl  dac  cele dou  polinoame sunt evaluate în aceleas, i puncte.

� Reprezentarea produsului C: (C(x0), C(x1), . . . , C(xn−1))

� Costul principal îl va constitui conversia între forma coe�cient, ilor s, i forma punct-valoare.

Algoritmul FFT

Algoritmul FFT (Fast Fourier Transform = Transformata Fourier Rapid ) pe care-l vom prezenta
în continuare este o metod  e�cient  de schimbare a reprezent rii polinoamelor din coe�cient, i în
valori ³i de revenirea la reprezentarea prin coe�cient, i (prin FFT invers, IFFT). Acest algoritm st 
la baza multor aplicat, ii practice: înmult, irea numerelor mari, procesarea semnalelor, criptogra�e,
etc.

Observat
,
ie 1. De fapt, pentru a reprezenta produsul C = A · B avem nevoie de 2n − 1 puncte diferite

dac  A s
,
i B sunt polinoame de grad cel mult n − 1. Produsul C = A · B are gradul 2n − 2, deci pentru

reprezentarea sa unic  prin valori sunt necesare 2n− 1 puncte distincte.
Dac  am avea doar n valori A(xj) s

,
i B(xj) pentru j = 0, . . . , n − 1, înmult

,
irea punctual  C(xj) =

A(xj)B(xj) ne-ar furniza doar n valori pentru C, insu�ciente pentru a determina unic C (exist  o in�nitate
de polinoame de grad 2n− 2 care trec prin n puncte).
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Pentru ca reprezentarea prin valori s  �e unic , avem nevoie de un num r de puncte cel put
,
in egal

cu gradul polinomului produs plus unu, deci necesit  2n − 1 puncte. În practic , alegem N cea mai mic 
putere a lui 2 cu N ≥ 2n − 1, complet m coe�cient

,
ii cu zerouri pân  la lungimea N , iar dup  aplicarea

FFT s
,
i a transform rii inverse obt

,
inem exact cei 2n− 1 coe�cient

,
i nenuli ai produsului. Algoritmul FFT

va proceda astfel:

� pornes
,
te de la coe�cient

,
ii lui A s

,
i B,

� alege N ≥ 2n− 1 puncte (de obicei N putere a lui 2),

� evalueaz  A s
,
i B în aceste N puncte folosind FFT,

� înmult
,
es

,
te valorile punctual, obt

,
inând N valori pentru C,

� aplic  IFFT pentru a reconstrui coe�cient
,
ii lui C (interpolare). Num rul su�cient de puncte (N ≥

2n− 1) garanteaz  c  polinomul C este determinat în mod unic.

Prin metode naive, evaluarea s
,
i interpolarea necesit  Θ(n2) timp. FFT reduce ambii pas

,
i la Θ(n log n),

obt
,
inând astfel un algoritm foarte e�cient.

2.3 Leg tura cu înmult
,
irea numerelor mari

Una dintre cele mai importante aplicat, ii practice ale algoritmului FFT pentru înmult, irea polinoamelor
este înmult, irea rapid  a numerelor întregi mari. Aceast  tehnic  st  la baza bibliotecilor de aritmetic  de
mare precizie s, i a sistemelor criptogra�ce moderne.

2.3.1 Numerele ca polinoame

Orice num r întreg poate � privit ca un polinom evaluat într-o baz . De exemplu, în baza 10:

1234 = 1 · 103 + 2 · 102 + 3 · 101 + 4 · 100

În general, un num r cu cifrele dn−1dn−2 . . . d0 în baza b poate � scris ca polinomul:

P (x) = dn−1x
n−1 + dn−2x

n−2 + · · ·+ d1x+ d0

evaluat în x = b.

2.3.2 Echivalent
,
a fundamental 

Dac  avem dou  numere reprezentate în aceeas, i baz  b:

N1 = P (b) = pn−1b
n−1 + · · ·+ p0

N2 = R(b) = rn−1b
n−1 + · · ·+ r0

atunci produsul lor este:
N1 ×N2 = P (b) ·R(b) = S(b)

unde S(x) = P (x) ·R(x) este produsul polinoamelor P s, i R.
Astfel, înmult

,
irea numerelor se reduce la înmult

,
irea polinoamelor formate din cifrele acestora,

urmat  de evaluarea rezultatului în baza b cu gestionarea transporturilor.
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2.3.3 Algoritmul Schönhage�Strassen

Acesta este algoritmul clasic pentru înmult, irea rapid  a numerelor mari folosind FFT:

(i) Reprezentare: Se descompun numerele în cifre în baza b, unde b este de obicei o putere a lui 2 (de
exemplu b = 216 sau b = 232) pentru e�cient,  pe procesoare.

(ii) Formarea polinoamelor: Se construiesc polinoamele P (x) s, i R(x) având ca s, i coe�cient, i cifrele
numerelor.

(iii) Înmult
,
irea polinoamelor: Se foloses,te algoritmul FFT pentru a calcula S(x) = P (x) · R(x) în

complexitate Θ(n log n).

(iv) Gestionarea transporturilor: Coe�cient, ii sk ai lui S(x) pot dep s, i valoarea bazei b. Se efectueaz 
propagarea transporturilor:

transport = 0

pentru k = 0, 1, . . . , 2n− 2 :

sum  = sk + transport

cifrak = sum  mod b

transport = ⌊sum /b⌋

(v) Rezultat: Cifrele obt, inute formeaz  num rul produs.

2.3.4 Exemplu numeric

S  înmult, im 12× 34 folosind aceast  metod :

(i) Reprezentare în baza 10:

P (x) = 1 · x+ 2 = x+ 2, R(x) = 3 · x+ 4 = 3x+ 4

(ii) Înmult
,
irea polinoamelor:

S(x) = (x+ 2)(3x+ 4) = 3x2 + 4x+ 6x+ 8 = 3x2 + 10x+ 8

(iii) Evaluare în x = 10 cu transporturi:

� Coe�cient, i: s2 = 3, s1 = 10, s0 = 8

� s1 = 10: cifr  = 0, transport = 1 la s2

� s2 = 3 + 1 = 4

(iv) Rezultat: Cifrele 4, 0, 8 formeaz  num rul 408, iar 12× 34 = 408 ✓

2.3.5 Observat
,
ie privind complexitatea transportului

Dup  obt, inerea coe�cient, ilor sk ai polinomului produs S(x) = P (x) ·R(x), aces,tia trebuie convertit, i înapoi
în reprezentarea numeric  standard printr-un proces de propagare a transporturilor (carry propagation).
Deoarece �ecare coe�cient sk poate dep s, i baza b (de obicei o putere a lui 2), parcurgem coe�cient, ii
o singur  dat  de la dreapta la stânga dup  algoritmul descris mai sus la Gestionarea transporturilor.
Aceast  operat, ie are complexitatea Θ(n), unde n este num rul de cifre. Comparativ cu etapa FFT, care
are complexitatea Θ(n log n), transportul nu afecteaz  complexitatea asimptotic  total  a algoritmului,
r mânând Θ(n log n).

Observat
,
ie suplimentar : Valorile coe�cient, ilor ck înainte de transport pot � foarte mari � de ordinul

O(n · B2). În practic , acest lucru impune �e alegerea unei baze B su�cient de mici pentru ca n · B2 s 
încap  în tipul de date folosit, �e utilizarea unor tehnici precum Number Theoretic Transform (NTT) care
lucreaz  în aritmetic  modular  s, i elimin  problemele de precizie.
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Exemplu: Propagarea transporturilor

Pentru a ilustra necesitatea transportului s, i modul în care acesta se efectueaz , s  consider m înmult, irea
a dou  numere cu cifre mari în baza 10: 999× 999.

Pasul 1: Reprezentarea ca polinoame
Numerele sunt reprezentate în baza 10:

999 = 9 · 102 + 9 · 101 + 9 · 100

Construim polinoamele asociate:

A(x) = 9x2 + 9x+ 9, B(x) = 9x2 + 9x+ 9

Pasul 2: Înmult
,
irea polinoamelor

Calcul m produsul S(x) = P (x) ·R(x):

S(x) = (9x2 + 9x+ 9)(9x2 + 9x+ 9)

= 81x4 + 81x3 + 81x2

+ 81x3 + 81x2 + 81x

+ 81x2 + 81x+ 81

= 81x4 + (81 + 81)x3 + (81 + 81 + 81)x2 + (81 + 81)x+ 81

= 81x4 + 162x3 + 243x2 + 162x+ 81

Obt, inem coe�cient, ii:

s4 = 81, s3 = 162, s2 = 243, s1 = 162, s0 = 81

Pasul 3: Propagarea transporturilor
Coe�cient, ii obt, inut, i sunt mai mari decât baza 10, deci trebuie s  propag m transporturile pentru a

obt, ine cifrele corecte în baza 10:

k sk sum  = sk + transport cifr  = sum  mod 10, transport = ⌊sum /10⌋
0 81 81 + 0 = 81 cifr 0 = 1, transport = 8
1 162 162 + 8 = 170 cifr 1 = 0, transport = 17
2 243 243 + 17 = 260 cifr 2 = 0, transport = 26
3 162 162 + 26 = 188 cifr 3 = 8, transport = 18
4 81 81 + 18 = 99 cifr 4 = 9, transport = 9
5 0 0 + 9 = 9 cifr 5 = 9, transport = 0

Pasul 4: Rezultatul �nal
Cifrele obt, inute, scrise în ordinea corect  (de la cea mai semni�cativ  la cea mai put, in semni�cativ ),

sunt:
cifr 5 = 9, cifr 4 = 9, cifr 3 = 8, cifr 2 = 0, cifr 1 = 0, cifr 0 = 1

Astfel, num rul rezultat este:
998001

Veri�care: 999× 999 = 998001 ✓

Observat
,
ie: În acest exemplu, transportul s-a propagat pe mai multe pozit, ii, dar întregul proces a

necesitat o singur  parcurgere a coe�cient, ilor, având complexitatea Θ(n), unde n este num rul de cifre.
F r  propagarea transporturilor, coe�cient, ii [81, 162, 243, 162, 81] nu reprezint  corect produsul în baza
10.
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2.3.6 Comparat
,
ia complexit t

,
ilor

Urm torul tabel ilustreaz  evolut, ia algoritmilor de înmult, ire a numerelor mari:

Algoritm Complexitate Timp estimativ pentru 106 cifre
Clasic (s,coal ) O(n2) ore
Karatsuba O(nlog2 3) ≈ O(n1.585) minute
FFT (Schönhage�Strassen) O(n log n) secunde
Fürer (avansat) O(n log n · 2O(log∗ n)) s, i mai rapid

2.3.7 Aplicat
,
ii practice

Aceast  tehnic  este fundamental  în multiple domenii:

� Biblioteci de aritmetic  de mare precizie: GMP (GNU Multiple Precision Arithmetic Library),
MPFR, Java BigInteger

� Criptogra�e: Algoritmi precum RSA necesit  înmult, iri de numere cu sute sau mii de cifre

� Calcul s
,
tiint

,
i�c: Simul ri care necesit  precizie arbitrar 

� Teoria numerelor: Teste de primalitate, factorizarea numerelor mari

� Constante matematice: Calculul cu precizie mare al constantelor precum π sau e

2.3.8 Observat
,
ii practice

Observat
,
ie 2. În implement rile reale, se foloses

,
te o baz  b care este o putere a lui 2 (de exemplu 216

sau 232) din mai multe motive:

� Operat
,
iile în baza 2k sunt extrem de e�ciente pe procesoarele moderne

� FFT-ul funct
,
ioneaz  optim când lucr m cu numere complexe în virgul  mobil 

� Propagarea transporturilor devine mai simpl  s
,
i mai rapid 

� Se reduce num rul de cifre pentru acelas
,
i num r, sc zând astfel dimensiunea problemei

Observat
,
ie 3. Implementarea practic  a FFT pentru înmult

,
irea numerelor mari trebuie s  gestioneze cu

atent
,
ie erorile de rotunjire introduse de calculul în virgul  mobil . De aceea, unele implement ri folosesc

variante ale FFT care lucreaz  în aritmetic  modular  (Number Theoretic Transform - NTT), eliminând
complet erorile de aproximare.

2.3.9 Concluzie

Leg tura dintre FFT s, i înmult, irea numerelor mari este un exemplu remarcabil de aplicare a unui concept
matematic abstract pentru a rezolva o problem  practic  fundamental . Transform m numerele în poli-
noame, le înmult, im în domeniul frecvent,ei prin intermediul FFT, apoi le transform m înapoi, obt, inând un
algoritm exponent, ial mai rapid decât metoda naiv . Aceast  idee a revolut, ionat aritmetica computat, ional 
s, i r mâne pân  în prezent una dintre bijuteriile algoritmice ale secolului XX.
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2.4 Prostaferez  � un precursor istoric al FFT

Prostaferez  (din grecescul prosthesis = adunare s, i aphaeresis = sc dere) este o metod  de înmult, ire rapid 
folosit  înc  din antichitate, care reducea operat, ia de înmult, ire la adun ri s, i sc deri folosind identitatea:

a · b = (a+ b)2 − a2 − b2

2

sau varianta mai e�cient :

a · b = (a+ b)2 − (a− b)2

4

Pentru a � practic , aceast  metod  necesita tabele extinse de p trate precalculate. În Europa medieval ,
astfel de tabele erau folosite de negustori s, i matematicieni pentru a accelera calculele comerciale s, i astro-
nomice.

Leg tura cu FFT: Atât prostafereza, cât s, i FFT-ul modern se bazeaz  pe aceeas, i idee fundamental  �
transformarea problemei într-un domeniu în care operat, ia devine trivial :

� Prostafereza transform  înmult, irea în operat, ii cu p trate

� FFT transform  convolut, ia (înmult, irea polinoamelor) în înmult, iri punctuale

Ambele metode aplic  apoi transformarea invers  pentru a reveni la rezultatul �nal.

Exemplu: Pentru a calcula 47× 53 prin prostaferez :

47× 53 =
(47 + 53)2 − (47− 53)2

4
=

1002 − (−6)2

4
=

10000− 36

4
= 2491

Astfel, prostafereza reprezint  unul dintre primele exemple istorice de algoritm care sacri�c  memorie
(tabele de p trate) pentru a câs,tiga vitez  de calcul � un principiu care st  s, i la baza FFT-ului modern.

2.4.1 Prostafereza trigonometric 

Pe lâng  varianta cu p trate, prostafereza a fost folosit  s, i într-o form  trigonometric , bazat  pe identit t, ile
prostaferezei (din grecescul prosthesis = adunare s, i aphaeresis = sc dere):

sinα · sinβ =
cos(α− β)− cos(α+ β)

2

cosα · cosβ =
cos(α− β) + cos(α+ β)

2

sinα · cosβ =
sin(α+ β) + sin(α− β)

2

Procedeu:

(i) Se caut  în tabele trigonometrice unghiurile α s, i β astfel încât a = sinα s, i b = sinβ.

(ii) Se calculeaz  α+ β s, i α− β.

(iii) Se caut  în tabele cos(α+ β) s, i cos(α− β).

(iv) Se aplic  formula a · b = cos(α− β)− cos(α+ β)

2
.
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Exemplu: Pentru a înmult, i sin 30◦ · sin 60◦:

sin 30◦ · sin 60◦ = cos(30◦ − 60◦)− cos(30◦ + 60◦)

2
=

cos(−30◦)− cos 90◦

2
=

cos 30◦

2
=

0.8660

2
= 0.4330

Leg tura cu FFT: Aceast  metod  antic  s, i FFT-ul modern împ rt s,esc acelas, i principiu fundamental:

� Ambele folosesc o transformare într-un domeniu în care operat, ia devine simpl 

� Prostafereza transform  înmult, irea în adun ri de unghiuri

� FFT transform  convolut, ia în înmult, iri punctuale

� Ambele folosesc tabele precalculate (valorile trigonometrice, respectiv r d cinile unit t, ii)

Astfel, prostafereza trigonometric  poate � privit  ca un precursor istoric al ideilor care au stat la baza
dezvolt rii FFT-ului în secolul XX.

2.4.2 Logaritmii � revolut
,
ia lui Napier

Inventat, i de John Napier în 1614, logaritmii au fost descris, i ca o metod  de a �transforma înmult, irea în
adunare�, reducând semni�cativ timpul necesar calculelor astronomice, navigat, ionale s, i comerciale.

Principiul:
log(a · b) = log a+ log b

a · b = antilog(log a+ log b)

Exemplu: Pentru a calcula 47× 53 folosind logaritmi zecimali:

log 47 ≈ 1.6721

log 53 ≈ 1.7243

log 47 + log 53 ≈ 3.3964

antilog(3.3964) ≈ 2491

2.4.3 Rigla de calcul (slide rule)

Rigla de calcul este un instrument analogic de calcul, folosit în principal în inginerie s, i s,tiint,  din secolul
XVII pân  în anii 1970, când a fost înlocuit  de calculatoarele electronice.

Componentele de baz :

� Corpul �x (rigla propriu-zis ) � cont, ine sc ri logaritmice �xe

� Cursorul mobil (vernicerul) � o pies  glisant  cu o linie de referint, 

� Scara glisant  � o rigl  interioar  care alunec  în interiorul corpului �x

Reprezentare schematic :

|==========|==========|==========|︸ ︷︷ ︸
Scara �x  (corp)

<==========>︸ ︷︷ ︸
Scara mobil 

Sc rile sunt gradate logaritmic, nu liniar.
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Cum se efectueaz  o înmult
,
ire

Pentru a calcula a× b:

(i) Se aliniaz  cifra 1 de pe scara mobil  cu cifra a de pe scara �x .

(ii) Se cites,te pe scara �x  valoarea a�at  vizavi de cifra b de pe scara mobil .

(iii) Aceast  valoare este produsul a× b (cu except, ia ordinului de m rime).

Exemplu concret: 2× 3 = 6

Pasul 1: Se deplaseaz  scara mobil  astfel încât 1 (de pe scara mobil ) s  �e aliniat cu 2 (de pe scara
�x ).

Pasul 2: Se localizeaz  cifra 3 pe scara mobil .
Pasul 3: Vizavi de aceast  cifr  3, pe scara �x , se cites,te aproximativ 6.

Scara �x : |2| · · · |6| · · · | · · · |
Scara mobil : |1| · · · |3| · · ·

De ce funct
,
ioneaz ?

Fie L(x) pozit, ia pe scar  corespunz toare num rului x. Dac  scara este logaritmic :

L(x) = k · log x+ C

unde k este factorul de scar , iar C este o constant  de o�set.
Alinierea sc rilor înseamn :

Lmobil(1) = L�x(a) ⇒ k log 1 + Cmobil = k log a+ C�x

Pentru un num r b pe scara mobil , pozit, ia sa este Lmobil(b) = k log b + Cmobil. Aceeas, i pozit, ie pe
scara �x  corespunde unui num r p:

k log p+ C�x = k log b+ Cmobil

Din condit, ia de aliniere, Cmobil − C�x = k log a, deci:

k log p = k log b+ k log a = k log(ab) ⇒ p = ab

Gestionarea ordinului de m rime

Rigla de calcul nu a�s,eaz  puterile lui 10. De exemplu:

� 2× 3 = 6

� 20× 30 = 600

� 0.2× 0.3 = 0.06

Pe rigl , toate aceste calcule ar tau aceleas, i cifre (2, 3, 6). Utilizatorul trebuia s  determine mental ordinul
de m rime al rezultatului.
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Sc ri suplimentare

Riglele de calcul avansate aveau multiple sc ri pentru diverse operat, ii:

Scara Funct
,
ia

A,B p trate(x2)
C,D înmult, ire/împ rt, ire direct 
K cuburi(x3)
L logaritmi zecimali(log10 x)
S sinus(sinx)
T tangent (tanx)
ST sinus/tangent  pentru unghiuri mici
CI inversa(1/x)
LL exponenziale s, i logaritmi naturali(ex, lnx)

Precizia s
,
i limit rile

� Precizie: De obicei 3 cifre semni�cative (uneori 4 pentru riglele lungi de 50 cm)

� Avantaje: Vitez , portabilitate, nu necesita baterii, funct, iona în orice condit, ii

� Dezavantaje: Precizie limitat , necesit  antrenament, determinarea manual  a ordinului de m rime

Exemplu complet de utilizare

Problema: 47× 53 =?

(i) Se aliniaz  1 de pe scara mobil  cu 47 de pe scara �x .

(ii) Se localizeaz  53 pe scara mobil .

(iii) Vizavi se cites,te aproximativ 249.

(iv) Estimarea ordinului de m rime: 50× 50 = 2500, deci rezultatul este 2490 (sau mai exact 2491).

Mos
,
tenirea

Rigla de calcul a fost instrumentul standard al inginerilor, �zicienilor s, i matematicienilor timp de aproape
300 de ani. A fost folosit  pentru:

� Proiectarea primelor avioane s, i rachete

� Calculele pentru Programul Apollo (inclusiv misiunile lunare)

� Construct, ia marilor baraje s, i poduri

� Calculele din timpul celui de-al Doilea R zboi Mondial

Ast zi, rigla de calcul este un obiect de colect, ie, dar principiul s u � transformarea înmult, irii în
adunare prin reprezentarea logaritmic  � r mâne fundamental în matematic  s, i înt,elegerea sa este
esent, ial  pentru a aprecia evolut, ia spre FFT s, i metodele moderne de calcul.
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2.4.4 Metode istorice de transformare a înmult
,
irii în adunare

De-a lungul istoriei, matematicienii au dezvoltat mai multe metode pentru a transforma înmult, irea, o
operat, ie di�cil , în adunare, o operat, ie mai simpl :

Metoda Transformarea Epoca

Prostafereza (p trate) a · b = (a+b)2−a2−b2

2 Antichitate
Prostafereza trigonometric  sinα · sinβ = cos(α−β)−cos(α+β)

2 Antichitate/Renas,tere
Logaritmii a · b = log−1(log a+ log b) Secolul XVII
Regula de calcul (slide rule) Implementare mecanic  a logaritmilor Secolul XVII�XX
FFT modern Convolut, ie→ înmult, ire punctual  Secolul XX

Primele trei metode din tabelul de mai sus (prostafereza cu p trate, prostafereza trigonometric  s, i
logaritmii) împ rt s,esc aceeas, i idee fundamental : transformarea înmult

,
irii într-o operat

,
ie mai

simpl  (adunare sau sc dere), folosind tabele precalculate.

Metoda Transformare Operat
,
ie simpl  Tabele necesare

P trate a · b = (a+b)2−(a−b)2

4 adunare, sc dere p trate
Trigonometrie sinα · sinβ = cos(α−β)−cos(α+β)

2 adunare, sc dere sin, cos
Logaritmi a · b = log−1(log a+ log b) adunare log, antilog

Leg tura cu FFT-ul modern

Toate aceste metode istorice sunt precursoare ale ideii centrale din spatele FFT:

� Logaritmii transform  înmult, irea în adunare în domeniul logaritmic

� FFT transform  convolut, ia (înmult, irea polinoamelor) în înmult, ire punctual  în domeniul frecvent,ei

Ambele metode folosesc aceeas, i strategie de tip divide et impera:

Problema di�cil  transformare−−−−−−−−→ Problema simpl 
operat

,
ie−−−−−→ transformare invers −−−−−−−−−−−−→ Solut, ia

Observat
,
ie �nal 

Dac  ast zi folosim FFT pentru înmult, irea numerelor mari, dator m aceast  idee unei tradit, ii matematice
care începe cu tabelele de p trate din antichitate, continu  cu tabelele trigonometrice ale lui Ptolemeu,
atinge apogeul cu logaritmii lui Napier (considerat, i de Laplace ca �dublând viat,a astronomilor�), s, i ajunge
în secolul XX la algoritmul FFT al lui Cooley s, i Tukey.

Toate aceste metode sunt expresii ale aceluias, i principiu profund: alegerea unei reprezent ri
potrivite poate transforma o problem  di�cil  într-una trivial .

2.5 Transformata Fourier Discret  (DFT)

În primul rând ne propunem s  clari�ce relat, ia dintre dou  concepte fundamentale în analiza Fourier:
Seriile Fourier (SF) s, i Transformata Fourier Discret  (DFT). În esent, , DFT este o aproximare
practic , discret , a seriilor Fourier, �ind instrumentul principal pentru procesarea digital  a semnalelor.
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2.5.1 Seriile Fourier (SF)

Seriile Fourier reprezint  un instrument matematic utilizat pentru a descompune o funct, ie continu  s, i
periodic  în timp într-o sum  de sinusuri s, i cosinusuri (sau exponent, iale complexe).

� Domeniul de intrare: Timp continuu, periodic.

� Domeniul de ies
,
ire (frecvent

,
 ): Discret. Spectrul este format din linii (armonici), nu dintr-o

curb  continu .

Pentru o funct, ie x(t) cu perioada fundamental  T s, i frecvent,a fundamental  f0 =
1
T , forma complex 

a seriilor Fourier este:

(2.2) x(t) =
∞∑

k=−∞
ck · ei 2πkf0t

unde coe�cient, ii complecs, i ck sunt dat, i de:

(2.3) ck =
1

T

∫ T

0
x(t)e−i 2πkf0t dt

Observat, ie important : seria are un num r in�nit de coe�cient, i (k de la −∞ la ∞), iar ck reprezint 
amplitudinea real  a componentei spectrale.

2.5.2 Transformata Fourier Discret  (DFT)

DFT este instrumentul folosit pentru a reprezenta un s
,
ir de es

,
antioane (semnal digital) de lungime

�nit  N .

� Domeniul de intrare: Timp discret, �nit.

� Domeniul de ies
,
ire (frecvent

,
 ): Discret s, i �nit.

Pentru un s, ir x[n] cu n = 0, 1, . . . , N − 1, DFT este de�nit  ca:

(2.4) X[k] =
N−1∑
n=0

x[n] · e−i 2π k
N
n, k = 0, 1, . . . , N − 1

DFT este o transformare care opereaz  pe un s, ir de numere complexe (es,antioane). Dac  avem un
semnal continuu x(t), mai întâi es,antion m pentru a obt, ine s, irul x[n], apoi aplic m DFT. S  preciz m
notat, iile: �e T durata total  de achizit, ie (sau perioada de analiz ) ³i �e fs =

N
T frecvent,a de es,antionare.

Atunci

x[n] = x

(
n · T

N

)
= x

(
n

fs

)
.

Odat  dat s, irul x[n] cu n = 0, 1, . . . , N − 1, DFT este de�nit  ca în (2.4).
Transformata invers  (IDFT) este:

(2.5) x[n] =
1

N

N−1∑
k=0

X[k] · ei2π
k
N
n

Relat, ia dintre SF s, i DFT poate � înt,eleas  printr-un proces de es,antionare s, i aproximare numeric .
Practic, DFT este o aproximare computat, ional  a coe�cient, ilor seriilor Fourier:
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(i) Pornim de la o funct, ie continu  s, i periodic  x(t).

(ii) Es,antion m funct, ia pe durata unei perioade T în N puncte egal distant,ate:

(2.6) x[n] = x

(
n · T

N

)
, n = 0, 1, . . . , N − 1

(iii) Aproxim m integrala din ecuat, ia (2.3) printr-o sum  Riemann:

(2.7) ck ≈
1

N

N−1∑
n=0

x[n]e−j2π k
N
n =

X[k]

N

Aceast  relat, ie arat  c , pentru a obt, ine coe�cient, ii seriilor Fourier ck din DFT, trebuie s  împ rt
,
im

rezultatul DFT la num rul de es,antioane N :

(2.8) ck ≈
X[k]

N

2.5.3 Diferent
,
e fundamentale

Des, i formulele sunt similare, exist  diferent,e conceptuale majore între cele dou  transformate.

Scala (amplitudinea)

Aceasta este cea mai frecvent  surs  de confuzie:

� În Serii Fourier, ck reprezint  amplitudinea real  a componentei (de exemplu, în Volt, i).

� În DFT, X[k] este dependent de N . Pentru a obt, ine amplitudinea real  din DFT, se utilizeaz 
scalarea:

Amplitudine real  =
|X[k]|
N

(Pentru frecvent,ele diferite de 0 s, i Nyquist, în cazul spectrului unilateral, se mai aplic  o împ rt, ire
suplimentar  la 2).

Num rul de armonici

� Serii Fourier: num r in�nit de coe�cient, i (k ∈ Z).

� DFT: num r �nit de coe�cient, i (k = 0, . . . , N − 1).

Datorit  es,antion rii în timp, spectrul devine periodic. DFT calculeaz  doar o perioad  a acestui spec-
tru. Componentele de frecvent,  înalt  (peste N/2) corespund unor frecvent,e negative sau unor armonici
superioare afectate de fenomenul de aliasing.

Periodicitatea implicit 

� Serii Fourier: funct, ia este strict periodic  prin de�nit, ie.

� DFT: atunci când este aplicat  (de exemplu prin algoritmul FFT), presupune implicit c  cele N
es,antioane reprezint  o singur  perioad  a unui semnal periodic. Dac  începutul s, i sfârs, itul secvent,ei
nu se potrivesc, apare fenomenul de spectral leakage (scurgeri spectrale), inexistent în teoria seriilor
Fourier pentru funct, ii perfect periodice.
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Tabelul 2.1: Comparat, ie între Serii Fourier s, i DFT
Caracteristic  Serii Fourier (SF) DFT (sau FFT)
Tip semnal Continuu, Periodic Discret, Finit (lungime N)
Spectru Discret (armonici), In�nit Discret (N puncte), Finit
Amplitudine Amplitudinea real  (ck) Dependent  de N (X[k])
Utilitate Analiz  matematic , rezolvare

ecuat, ii diferent, iale
Calcul numeric, procesare dig-
ital  a semnalelor

Tabel comparativ

2.5.4 Concluzie

Transformata Fourier Discret  (DFT) este implementarea numeric  a conceptului de Serii
Fourier.

În practic , atunci când avem un semnal periodic es,antionat s, i dorim s -i determin m armonicile,
nu calcul m analitic seriile Fourier (care necesit  integrare continu ), ci aplic m DFT (de obicei prin
algoritmul FFT - Fast Fourier Transform). Este esent, ial s  normaliz m rezultatul împ rt, ind la N pentru
a readuce amplitudinile la scara corespunz toare seriilor Fourier.

2.5.5 De ce avem nevoie de DFT dac  avem deja es
,
antioanele x[n]?

Aceast  întrebare este fundamental : dac  am es,antionat deja semnalul s, i avem s, irul de valori x[n], de
ce s  mai calcul m Transformata Fourier Discret  (DFT)? R spunsul este c  DFT nu este un scop în
sine, ci un instrument care ne permite s  înt,elegem structura spectral  (frecvent

,
ial ) a semnalului �

informat, ie care nu este direct accesibil  din es,antioanele în domeniul timp.

Ce putem face direct cu es
,
antioanele x[n]?

Es,antioanele x[n] reprezint  amplitudinea semnalului la momente discrete de timp. De exemplu, pentru
un semnal audio înregistrat, x[n] ne spune cum variaz  presiunea sonor  în timp.

Ce putem face direct cu x[n]:

� S -l red m (s  ascult m sunetul)

� S  calcul m puterea medie: P =
1

N

N−1∑
n=0

|x[n]|2

� S  detect m evenimente (dep s, iri de prag, treceri prin zero)

� S  aplic m �ltre simple în domeniul timp (de exemplu, mediere mobil )

Ce nu putem face direct cu x[n]:

� S  identi�c m ce frecvent,e sunt prezente în semnal

� S  determin m cât de puternic  este �ecare frecvent, 

� S  separ m dou  semnale suprapuse pe aceeas, i ax  temporal 

� S  evalu m cantitativ cont, inutul spectral de zgomot
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Ce obt
,
inem din DFT?

DFT transform  s, irul temporal x[n] într-un s, ir spectral X[k], unde k indexeaz  frecvent,ele:

X[k] =

N−1∑
n=0

x[n]e−i2π k
N
n, k = 0, 1, . . . , N − 1

FiecareX[k] este coe�cientul de corelat
,
ie dintre semnal s, i o sinusoid  de test de frecvent,  fk = k

N fs,
unde fs este frecvent,a de es,antionare.

Tabelul 2.2: Comparat, ie între informat, iile disponibile în timp s, i în frecvent, 
Întrebare practic  R spuns din x[n] (timp) R spuns din X[k]

(frecvent
,
 )

Ce frecvent,e sunt prezente? Nu putem spune direct Vedem vârfuri la frecvent,ele
speci�ce

Cât de puternic  este o
frecvent,  anume?

Nu putem separa |X[k]|2 d  puterea spectral 

Semnalul are zgomot? Di�cil de evaluat Vedem dac  exist  compo-
nente nedorite

Este o not  muzical  pur  sau
un acord?

Doar dac  "ascult m" Spectrul arat  fundamental 
s, i armonici

Exemplu concret

S  consider m dou  semnale cu aceeas, i putere medie, dar structur  spectral  complet diferit :

� Semnal A: Un sunet pur la 440 Hz (nota LA4)

� Semnal B: Un acord format din 440 Hz + 880 Hz + 1320 Hz (LA4 + LA5 + MI6)

Dac  privim doar es,antioanele x[n] pentru o secund , ambele au aproximativ aceeas, i amplitudine
medie. Nu putem spune vizual sau prin calcul simplu care este care.

Dar dup  DFT:

� Semnal A: X[k] are un singur vârf puternic la frecvent,a 440 Hz

� Semnal B: X[k] are trei vârfuri distincte la 440 Hz, 880 Hz s, i 1320 Hz

DFT ne dezv luie astfel structura interioar  a semnalului, separând componentele spectrale suprapuse
în timp.

De ce nu putem "vedea" frecvent
,
ele direct din x[n]?

Es,antioanele x[n] cont, in toat  informat
,
ia despre semnal (conform teoremei es,antion rii Nyquist-Shannon).

Îns  aceast  informat, ie este codat  într-un mod neintuitiv pentru analiza frecvent, ial .
Pentru a extrage informat, ia spectral , trebuie s  proiect m semnalul pe o baz  de funct, ii sinusoidale

� exact ceea ce face DFT:

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n] · e−i2π k
N
n︸ ︷︷ ︸

sinusoid  de test

Aceast  operat, ie calculeaz  cât de mult "se aseam n " semnalul cu o sinusoid  de o anumit  frecvent, .
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Analogii pentru înt
,
elegere

Amestec de substant
,
e chimice:

� Es,antioanele x[n] sunt ca aspectul vizual al amestecului (culoare, transparent, ) � ne spune
ceva, dar nu ne spune compozit, ia.

� DFT este ca o analiz  cromatogra�c  care separ  amestecul în componentele sale pure, ar tând
exact ce substant,e sunt prezente s, i în ce concentrat, ii.

Ret
,
et  culinar :

� x[n] este preparatul �nal (o sup ) � îl putem gusta, dar nu s,tim exact ce ingrediente s, i în ce
proport, ii sunt.

� DFT este lista de ingrediente cu cantit t
,
i � ne spune structura intern .

Când nu avem nevoie de DFT?

Exist  situat, ii în care putem lucra direct în domeniul timp, f r  a calcula DFT:

(i) Dac  ne intereseaz  doar valoarea medie � putem calcula direct x =
1

N

N−1∑
n=0

x[n]

(ii) Dac  ne intereseaz  doar puterea total  � putem calcula P =
1

N

N−1∑
n=0

|x[n]|2

(iii) Dac  aplic m �ltre simple în timp (de exemplu, mediere mobil ) � putem lucra direct în domeniul
timp

(iv) Dac  semnalul este foarte scurt s, i nu are sens o analiz  spectral 

Îns  în majoritatea aplicat, iilor practice � compresie audio (MP3), recunoas,tere vocal , comunicat, ii
digitale, analiza vibrat, iilor, imagistic  medical  (RMN), radar � DFT (s, i algoritmul s u rapid FFT) este
indispensabil .

Rezumat

Domeniu Reprezentare Utilitate principal 
Timp x[n] � evolut, ia amplitudinii Redare, control în timp real,

detect, ie evenimente
Frecvent,  X[k] � contribut, ia �ec rei

frecvent,e
Analiz  spectral , �ltrare
avansat , compresie, identi�-
care surse

Tabelul 2.3: Complementaritatea dintre reprezent rile în timp s, i în frecvent, 

DFT este puntea dintre cele dou  reprezent ri � ne permite s  vedem semnalul "din interior",
dezv luind structura sa frecvent, ial  care r mâne ascuns  în es,antioanele brute. Pe scurt: x[n] ne spune
cum variaz  semnalul în timp, iar X[k] ne spune din ce este alc tuit.
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2.5.6 Rolul DFT în compresia semnalelor

DFT (sau transform ri înrudite precum DCT) este esent
,
ial  pentru compresia e�cient  a

semnalelor audio, imagine s, i video. Aceast  sect, iune explic  de ce s, i cum.

Ideea fundamental  a compresiei

Compresia are ca scop reducerea cantit t, ii de date necesare pentru a reprezenta un semnal, p strând în
acelas, i timp calitatea perceput . Ideea cheie este:

Elimin  informat
,
ia put

,
in important , p streaz-o pe cea important .

În domeniul timp, aproape toate es,antioanele par la fel de importante � nu putem s,terge pur s, i simplu
jum tate dintre ele f r  a distruge semnalul. În domeniul frecvent, , îns , distribut, ia energiei este
foarte inegal . Pentru multe semnale naturale (audio, imagini), majoritatea energiei este concentrat 
în câteva componente de frecvent, , iar restul sunt foarte mici s, i pot � eliminate f r  pierdere perceptual 
semni�cativ .

Compresia audio: standardul MP3

MP3 (MPEG-1 Audio Layer 3) este exemplul clasic de compresie audio care foloses,te o transformare în
domeniul frecvent,ei.

Pas
,
ii compresiei MP3 (simpli�cat

,
i):

(i) Împ rt
,
irea în blocuri � semnalul audio (de exemplu, 44.100 es,antioane/secund  pentru calitate

CD) este împ rt, it în ferestre (blocuri) de câte 576 sau 1152 es,antioane.

(ii) Aplicarea MDCT (Modi�ed Discrete Cosine Transform) � �ecare bloc este transformat în
domeniul frecvent, :

X[k] =

N−1∑
n=0

x[n] · w[n] · cos
(
π

N

(
n+

1

2
+

N

2

)(
k +

1

2

))
unde w[n] este o funct, ie de ferestruire. MDCT este o variant  a DCT/DFT optimizat  pentru
compresie, care permite suprapunerea blocurilor f r  artefacte la granit,e.

(iii) Modelul psihoacustic� aici intervine "magia" compresiei perceptuale. Folosind cunos,tint,e despre
funct, ionarea auzului uman:

� Sunetele foarte puternice mascheaz  sunetele slabe din vecin tatea lor spectral 

� Dac  un sunet nu poate � auzit (este mascat), poate � eliminat complet

� Urechea uman  are sensibilitate diferit  pe diferite benzi de frecvent, 

(iv) Cuantizare � coe�cient, ii X[k] sunt împ rt, it, i la un factor de cuantizare, iar cei foarte mici devin
zero. Cantitatea de cuantizare este controlat  de modelul psihoacustic.

(v) Codare entropic  � informat, ia r mas  (coe�cient, ii nenuli s, i metadatele) este comprimat  f r 
pierderi folosind cod ri precum Hu�man.

Rezultatele compresiei MP3:

� Raport de compresie: 10:1 pân  la 12:1 f r  pierdere perceptibil  de calitate
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� Un �s, ier WAV (necomprimat) de 50 MB devine un �s, ier MP3 de 4�5 MB

� La rate de bit, i mai mici (de exemplu, 128 kbps), pierderile devin sesizabile pentru ascult tori
antrenat, i

Fis, ierul MP3 este o reprezentare extrem de compact  a semnalului audio original. El stocheaz  doar
coe�cient, ii spectrali obµinuµi prin DFT considerat, i important, i de modelul psihoacustic, într-o form  cuan-
tizat  s, i comprimat  entropic. La redare, aces,ti coe�cient, i sunt reconstruit, i aproximativ, iar transformata
invers  (IDFT, sau variante) s, i mecanismul de suprapunere-adunare reconstruiesc semnalul audio în dome-
niul timp. Rezultatul este un semnal care sun  aproape identic cu originalul pentru ascult torul uman,
dar ocup  de 5 pân  la 12 ori mai put, in spat, iu.

S  mai not m c  ³i compresia imaginilor, standardul JPEG (Joint Photographic Experts Group) sau
compresia �s, ierelor video, standardul H.264 (cunoscut s, i ca AVC � Advanced Video Coding) aplic  acelas, i
principiu în dou  dimensiuni pentru imagini ³i respectiv în spaµiu-timp pentru videouri.

Standard Domeniu Transformare Raport compresie
tipic

MP3 Audio MDCT 10:1 � 12:1
JPEG Imagine DCT 10:1 � 20:1
H.264/H.265 Video DCT + compen-

sare mis,care
50:1 � 200:1

FLAC Audio (lossless) Predict, ie liniar  2:1

Tabelul 2.4: Rolul transform rilor în domeniul frecvent,ei pentru compresie

2.5.7 Concluzie

F r  DFT (sau DCT/MDCT), compresia modern  audio, imagine s
,
i video nu ar

� posibil  la ratele de compresie pe care le consider m ast zi normale.

Transformarea în domeniul frecvent,ei permite:

(i) Concentrarea energiei � majoritatea informat, iei este reprezentat  de put, ini coe�cient, i

(ii) Eliminarea perceptual  � putem elimina componentele pe care sistemul senzorial uman nu le
percepe

(iii) Cuantizarea adaptiv  � putem aloca mai mult, i bit, i frecvent,elor importante s, i mai put, ini celor
neimportante

Aceast  capacitate de a separa informat, ia "important " de cea "neimportant " din punct de vedere
perceptual este ceea ce face ca DFT s, i transform rile înrudite s  �e instrumente fundamentale în ingineria
compresiei.

2.6 Principiul compresiei bazate pe transformarea DFT

Aceast  sect, iune explic  principiul fundamental al compresiei cu pierderi care utilizeaz  transform ri
precum DFT, DCT sau MDCT: transformarea semnalului într-un domeniu în care informat, ia poate �
redus  e�cient, urmat  de cuantizare s, i codare.
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2.6.1 Ideea central 

Principiul compresiei bazate pe transformare poate � rezumat în patru pas, i esent, iali:

(i) Transformare � se calculeaz  reprezentarea spectral  a semnalului (DFT, DCT, MDCT)

(ii) Cuantizare � coe�cient, ii mici sau put, in important, i sunt eliminat, i (devin zero) sau aproximat, i cu
precizie redus 

(iii) Codare � se stocheaz  doar coe�cient, ii nenuli (sau cei semni�cativi) împreun  cu informat, iile
necesare pentru localizarea lor

(iv) Reconstruct
,
ie � la decodare, se aplic  transformata invers  pe coe�cient, ii (part, ial zero) pentru a

reconstrui semnalul

2.6.2 Und  se economises
,
te spat

,
iul?

O întrebare crucial  este: semnalul obt
,
inut va ocupa mai put

,
in spat

,
iu?

R spunsul are o nuant,  important :

Etap  Ce ocup  spat
,
iu Dimensiune relativ 

Original N es,antioane (de exemplu, 16
bit, i �ecare)

N × 16 bit, i (mare)

Dup  compresie Fis, ierul comprimat
(coe�cient, i cuantizat, i +
metadate)

mult mai mic (de exemplu,
N×1.6 bit, i pentru MP3 la 128
kbps)

Dup  decompresie N es,antioane reconstruite (tot
16 bit, i)

aceeas, i dimensiune ca origi-
nalul în memorie

Tabelul 2.5: Comparat, ia dimensiunilor în diferite etape ale compresiei

Concluzie important :

� Spat
,
iul de stocare (pe disc, în �s, ier) este redus semni�cativ

� Spat
,
iul în memoria RAM în timpul red rii este similar cu cel al originalului

� Scopul compresiei este de a reduce spat, iul de stocare s, i l t, imea de band  necesar  pentru transmitere,
nu de a reduce memoria necesar  în timpul red rii

2.6.3 De ce funct
,
ioneaz  aceast  metod ?

1. Concentrarea energiei

Pentru semnalele naturale (audio, imagini, video), majoritatea energiei semnalului este concentrat  într-un
num r mic de coe�cient, i spectrali:

N−1∑
k=0

|X[k]|2 ≈
∑
k∈S
|X[k]|2

unde S este o mult, ime mic  de indici (de obicei 10-20% din total). Coe�cient, ii r mas, i au amplitudini
foarte mici s, i pot � eliminat, i f r  a afecta semni�cativ calitatea semnalului reconstruit.
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2. Percept
,
ia uman 

Nu toate erorile sunt la fel de vizibile sau audibile:

� Sistemul auditiv uman este mai put, in sensibil la anumite benzi de frecvent, 

� Sunetele puternice mascheaz  sunetele slabe din vecin tatea lor spectral  s, i temporal 

� Sistemul vizual uman este mai sensibil la variat, ii lente (frecvent,e joase) decât la detalii �ne (frecvent,e
înalte)

Aceste propriet t, i permit introducerea unor erori mai mari în componentele pe care sistemul senzorial
nu le percepe bine.

2.6.4 Exemplu numeric simpli�cat

S  consider m un semnal de N = 8 es,antioane pentru a ilustra principiul:

Original:
x = [1.2, −0.5, 2.1, −1.3, 0.8, −0.2, 1.5, −0.9]

DFT:
X = [X0, X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7]

S  presupunem c  majoritatea energiei este concentrat  în X0, X1 s, i X7 (unde X7 = X1 datorit 
simetriei conjugate pentru semnale reale).

Cuantizare (zeroing): P str m doar X0, X1, X7; restul coe�cient, ilor devin zero:

X ′ = [X0, X1, 0, 0, 0, 0, 0, X7]

Stocare: Nu stoc m 8 numere complexe (echivalentul a 16 numere reale), ci doar 3 coe�cient, i complecs, i
(sau 6 numere reale) plus indicii lor.

Decompresie: Aplic m IDFT pe X ′ s, i obt, inem x′ apropiat de x original.

2.6.5 Transform ri utilizate în practic 

În sistemele reale de compresie, nu se foloses,te DFT direct, ci variante optimizate:

Standard Transformare Motivat
,
ie

MP3 MDCT (Modi�ed DCT) Permite suprapunerea ferestrelor f r  arte-
facte la granit,e; produce coe�cient, i reali
(nu complecs, i)

JPEG DCT (Discrete Cosine
Transform)

Coe�cient, i reali; mai e�cient  pentru
imagini; elimin  redundant,a din simetria
conjugat 

Tabelul 2.6: Transform ri utilizate în standardele de compresie

De ce DCT în loc de DFT? Pentru semnale reale, DFT are proprietatea de simetrie conjugat :

X[k] = X[N − k]

Aceasta înseamn  c  exist  redundant, : coe�cient, ii pentru k > N/2 pot � dedus, i din cei pentru
k < N/2. DCT elimin  aceast  redundant, , oferind N coe�cient, i reali, comparativ cu DFT care necesit 
stocarea a N numere complexe (echivalentul a 2N numere reale).
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2.6.6 Procesul complet de compresie cu pierderi

Diagrama urm toare ilustreaz  �uxul complet al compresiei bazate pe transformare:

CODARE (COMPRESIE)
Semnal original (N es

,
antioane)

↓
Transformare (DCT/MDCT/DFT)

↓
X[k] (N coe�cient

,
i)

↓
Cuantizare (coe�cient

,
i mici → 0)

↓
X ′[k] (mult

,
i coe�cient

,
i zero)

↓
Codare entropic  (Hu�man, arithmetic)

↓
Fis

,
ier comprimat (spat

,
iu redus)

DECODARE (DECOMPRESIE)

Fis
,
ier comprimat

↓
Decodare entropic 

↓
X ′[k] (coe�cient

,
ii cuantizat

,
i)

↓
Transformat  invers 
↓
Semnal reconstruit (N es

,
antioane)

2.6.7 E�cient
,
a compresiei în practic 

Pentru un semnal audio CD (44.100 Hz, 16 bit, i, stereo):

Format Rat  de bit
,
i Spat

,
iu pentru 3

minute
Raport com-
presie

PCM (WAV) 1.411 Mbps ≈ 31.7 MB 1:1
MP3 (128 kbps) 256 kbps (stereo) ≈ 5.75 MB ≈ 5.5:1
MP3 (320 kbps) 320 kbps ≈ 7.2 MB ≈ 4.4:1
AAC (256 kbps) 256 kbps ≈ 5.75 MB ≈ 5.5:1

Tabelul 2.7: Dimensiuni tipice pentru compresia audio

Observat
,
ie important : Raportul de compresie nu este determinat direct de num rul de coe�cient, i

eliminat, i (zero-uit), ci de num rul total de bit, i folosit, i pentru a reprezenta coe�cient, ii r mas, i. Codarea
entropic  (Hu�man, arithmetic) comprim  e�cient s, irurile lungi de zerouri s, i valorile frecvente.

Observat
,
ie important  Semnalul reconstruit NU este identic cu cel original. Este o aproximare:

� Coe�cient, ii eliminat, i sunt pierdut, i de�nitiv

� Coe�cient, ii p strat, i sunt cuantizat, i (aproximat, i)
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� Calitatea depinde de rata de bit, i (128 kbps, 320 kbps, etc.)

Cu cât rata de bit, i este mai mare, cu atât mai mult, i coe�cient, i sunt p strat, i s, i cu atât cuan-
tizarea este mai �n , rezultând o calitate superioar .



Capitolul 3

Optimizare liniar 

3.1 Introducere

La baza unei probleme de optimizare st  necesitatea de a maximiza sau minimiza un anumit obiectiv
singular care cuanti�c  performanµa sau m soar  calitatea deciziilor. Acest obiectiv poate � pro�tul
sau pierderea într-o activitate economic , viteza sau distanµa într-o problem  �zic , câµigul a³teptat în
investiµii �nanciare, bun starea social  în contextul plani�c rii guvernamentale, etc.

Obiectivul depinde de un num r de variabile care pot � interrelaµionate ³i supuse unei serii de restricµii.
Valorile variabilelor care veri�c  toate aceste limit ri se vor numi acceptabile (feasible).

O problem  de optimizare const  în a determina acele valori acceptabile ale variabilelor pentru care
obiectivul este maxim (sau minim). Acest tip de probleme are o importanµ  deosebit  în practic .

Din punct de vedere matematic, obiectivul este o funcµie f = f(x1, x2, ..., xn) care ia valori reale ³i
care depinde de un num r de n variabile reale, x1, x2,...,xn. Variabilele veri�c  o serie de constrângeri de
forma

(3.1)


hi(x1, x2, ..., xn) = 0 i = 1, 2, ...,m

gj(x1, x2, ..., xn) ≤ 0 j = 1, 2, ..., r

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ S ⊂ Rn,

unde hi ³i gj sunt din nou funcµii reale de cele n variabile x1, x2,...,xn.
Problema optimiz rii matematice devine

(3.2)
minimizaµi f(x).
x veri�c  (3.1)

Problemele de optimizare pot �:

(i) liniare, dac  funcµia obiectiv f este o funµie liniar  iar constrângerile (3.1) reprezint  inegalit µi sau
egalit µi liniare.

(ii) neliniare, dac  funcµia obiectiv f sau cel puµin una dintre constrângerile (3.1) este neliniar .

Calculatorul are abilitatea de a face operaµii repetitive în mod e�cient. De aceea multe metode se
bazeaz  pe algoritmi iterativi care construiesc un ³ir de aproximaµii x0, x1, ...xk, ... care se aproprie din ce
în ce mai mult de soluµia exact  x∗. Odat  obµinut  o astfel de metod  trebuie analizate:

� convergenµa

� eroarea

87
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� stabilitatea numeric 

� complexitatea: num rul de operaµii, memoria necesar , timpul de execuµie

Pentru rezolvarea problemelor de optimizare liniare exist  un algoritm (Simplex) care, teoretic, ofer 
soluµia exact  într-un num r �nit de pa³i (care poate � ³i exp(n)). De obicei, pentru problemele neliniare,
³irul de aproximaµii succesive nu converge într-un num r �nit de iteraµii.

3.2 Forma standard a unei probleme de programare liniar 

Reamintim c  o funcµie L : D ⊆ Rn → R este liniar  dac  este de forma

L(x1, x2, ..., xn) = c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn,

unde ci ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.
O problem  de optimizare liniar  în forma standard este urm toarea

(3.3)

minimizaµi c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn.

x1, x2, ..., xn veri�c 



a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

.......................................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ... xn ≥ 0,

sau, în form  matriceal ,

(3.4)
minimizaµi ctx.

x veri�c  Ax = b, x ≥ 0.

Observatie 3.2.1. O constrângere de forma

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn ≤ bm

este adus  la forma standard
a1x1 + a2x2 + ...+ anxn + y1 = bm

prin introducerea unei variabile adiµionale y1 ≥ 0. De asemenea, o constrângere de forma

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn ≥ bm

este adus  la forma
a1x1 + a2x2 + ...+ anxn − y1 = bm

prin introducerea unei variabile adiµionale y1 ≥ 0.
Dac  iniµial nu se impune condiµia xi ≥ 0 atunci se înlocuie

xi = ui − vi, ui ≥ 0, vi ≥ 0.

Toate aceste transform ri m resc num rul de variabile, dar nu schimb  caracterul liniar al problemei.
O alt  modalitate de a trata cazul în care nu se impune condiµia xi ≥ 0, este de a elimina aceast 

variabil  din problem  folosind o contrângere aj1x1 + aj2x2 + ...+ ajixi + ...+ ajnxn = bj în care aji ̸= 0.
În acest caz, problema ramâne liniar  dar cu o necunoscut  ³i o constrângere în minus.



3.3. EXEMPLE 89

3.3 Exemple

3.3.1 Problema dietei

Minimizeaz  costul unei diete formate din n produse alimentare cu condiµia ca s  se asigure su�ciente
cantit µi din m ingrediente nutriµionale de baz .

� xj unit µi de produs alimentar

� cj preµul unei unit µi de produs alimentar

� n num rul de produse

� m num rul de ingrediente nutriµionale

� aij unit µi din ingredientul nutriµional i conµinute de unitatea de produs alimentar j.

Problema de optimizare devine

(3.5)

minimizaµi c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn.

x1, x2, ..., xn veri�c 



a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≥ b1

.......................................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≥ bm

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ... xn ≥ 0.

3.3.2 Problema transportului

Minimizeaz  costul unui transport de la m surse c tre n destinaµii a unei cantitati date de produs.

� aj cantitatea maxim  de produs ce poate � trimis  de la �ecare surs  j

� bi cantitate necesar  de produs pentru �ecare destinaµie i

� n num rul de destinaµii

� m num rul de surse

� xij cantitatea de produs trimis  de sursa j la destinaµia i

� cij costul trimiterii unei unit µi de produs de la sursa j la destinaµia i.

Problema de optimizare devine

(3.6)

minimizaµi
∑

ij cijxij .

xij veri�c 



∑n
i=1 xij ≤ aj 1 ≤ j ≤ m∑m
j=1 xij = bi 1 ≤ i ≤ n

xij ≥ 0 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.
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3.3.3 Problema silozului

R spunde la întrebarea cum trebuie gestionat  încarea unui siloz pentru a maximiza pro�tul.

� n num rul de perioade de timp

� xi stocul de produs la începutul perioadei i ∈ {1, 2, ..., n}

� ui cantitatea de produs cump rat  în timpul perioadei i ∈ {1, 2, ..., n}

� si cantitatea de produs vândut  în timpul perioadei i ∈ {1, 2, ..., n}

� capacitatea maxim  este C

� preµul de înmagazinare este r pe unitatea de produs pe o perioada de timp

� preµul de vânzare ³i cump rare în perioada i este acela³i, pi dar se poate modi�ca cu perioada

Problema de optimizare devine

(3.7)

maximizaµi
∑n

i=1(pisi − rxi)

cucondiiile


xi+1 = xi + ui − si 1 ≤ i ≤ n− 1
0 = xn + un − sn
xi + zi = C 2 ≤ i ≤ n
x1 = 0
xi, ui, si, zi ≥ 0 1 ≤ i ≤ n.

3.4 Soluµii de baz 

Consider m sistemul

(3.8) Ax = b, A ∈Mm×n(R), b ∈ Rm.

Presupunem c  m ≤ n ³i exist  m coloane ale lui A care sunt liniar independente (rangul lui A este m).
S  presupunem c  acestea sunt primele m coloane ale lui A ³i s  not m B ∈ Mm(R) matricea format 
din aceste m coloane. Sistemul

(3.9) BxB = b,

are o soluµie unic  xB ∈ Rm (pentru c  matricea B este nesingular ). Vectorul
(

xB
0

)
∈ Rn este o

soluµie a sistemului iniµial (3.8).

Definitie 3.4.1. Date m ecuaµii liniare simultane cu n necunoscute (3.8), �e B ∈ Mm(R) o matrice
nesingular  format  din coloane ale lui A. O soluµie x a lui (3.8) care are toate cele n − m compo-
nente neasociate cu coloanele lui B egale cu zero se nume³te soluµie de baz  în raport cu baza B.
Componentele lui x asociate cu coloanele lui B se numesc variabile de baz .

În de�niµia de mai sus se face referinµ  la B ca la o baz  deoarece coloanele sale formeaz  o baz  în
Rm. O soluµie de baz  a lui (3.8) corespunde la o exprimare a vectorului b în acea baz . Coe�cienµii vor
� componentele lui xB.

Pentru a avea asigurat  existenµa unei soluµii de baz  presupunem c :

(i) n ≥ m
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(ii) matricea A are m linii (sau, echivalent, m coloane) liniar independente.

Definitie 3.4.2. Dac  una sau mai multe componente ale uneo soluµii de baz  sunt egale cu zero atunci
soluµia se nume³te soluµie de baz  degenerat .

S  consider m acum sistemul de constrângeri

(3.10)
Ax = b,

x ≥ 0,

care reprezint  restricµiile unei probleme de programare liniar  în forma standard.

Definitie 3.4.3. Un vector x ∈ Rn care veri�c  (3.10) se nume³te soluµie acceptabil  pentru sistemul
de constrângeri (3.10). O soluµie acceptabil  care este ³i de baz  se nume³te soluµie acceptabil 
de baz . Dac  aceast  soluµie este ³i nedegenerat  atunci se nume³te soluµie acceptabil  de baz 
nedegenerat .

3.5 Teorema fundammental  a program rii liniare

Consider m problema program rii liniare în forma standard. O soluµie acceptabil  pentru sistemul de
constrângeri care minimizeaz  funcµia obiectiv supus  la aceste constrângeri se nume³te soluµie accept-
abil  optimal . Dac , în plus, soluµia este de baz  atunci se nume³te soluµie acceptabil  optimal 
de baz .

Theorem 3.5.1. [Teorema fundamental  a program rii liniare] Dat  problema program rii liniare în forma
standard (3.4), unde A este o matrice dinMm×n(R) de rang m, avem c :

(i) Dac  exist  o soluµie acceptabil , atunci exist  o soluµie acceptabil  de baz .

(ii) Dac  exist  o soluµie acceptabil  optimal , atunci exist  o soluµie acceptabil  optimal  de baz .

Demonstraµie. Fie A1, A2,...,An coloanele lui A ³i x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn o soluµie acceptabil . S 
presupunem c  p dintre cele n componente ale lui x sunt strict pozitive. F r  restrângerea generalit µii
putem considera c  acestea sunt primele p. Avem c 

(3.11) x1A
1 + ...+ xpA

p = b.

Analiz m separat �ecare dintre urm toarele dou  cazuri:

1. A1, A2,...,Ap sunt liniar independenµi. Avem c  p ≤ m. Dac  p = m, avem deja o soluµie de baz  ³i
demonstraµia se încheie. Dac  p < m, g sim m−p coloane între cel n−p coloane r mase, astfel încât
sistemul rezultat de m coloane s  �e liniar independent. Dând valoarea zero celor m − p variabile
corespunz toare noilor coloane ad ugate, obµinem o soluµie de baz  acceptabil .

2. A1, A2,...,Ap sunt liniar dependenµi. Rezult c  exist  scalarii reali y1, ..., yp astfel ca

(3.12) y1A
1 + y2A

2 + ...+ ypA
p = 0.

F r  a restrânge generalitatea, putem presupune c  cel puµin un scalar yi este strict pozitiv. Din
(3.11) ³i (3.12) deducem c , pentru orice ε ∈ R, avem egalitatea

(3.13) (x1 − εy1)A
1 + ...+ (xp − εyp)A

p = b.

Astfel, dac  y = (y1, ..., yp, 0, ..., 0), avem c  x− εy este soluµie a sistemului de egalit µi pentru orice
ε ∈ R (dar care nu veri�c  ipoteza de pozitivitate). Cum cel puµin una dintre componentele lui
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y este strict pozitiv , luând ε convenabil, putem anula acea component  a vectorului x − εy. Mai
precis, �e

ε = min

{
xi
yi

: yi > 0

}
.

Pentru acest ε soluµia x− εy este acceptabil  ³i are cel mult p− 1 variabile strict pozitive.

Repetând, dac  este nevoie, acest procedeu elimin m variabile strict pozitive pân  obµinem o soluµie
acceptabil  la care corespund coloane liniar independente. Apoi continu m ca la punctul 1.

Pentru (ii) este su�cient s  ar t m c , dac  x∗ este optimal, atunci xε = x∗ − εy este de asemenea
optimal. S  observ m c  xε este acceptabil pentru orice ε su�cient de mic (pozitiv sau negativ). Pe de
alt  parte, dac  cty ̸= 0, avem c 

ctxε = ctx∗ − εcty < ctx

pentru orice ε se acela³i semn cu cty. Cum x∗ este optimal acest lucru nu poate avea loc ³i rezult  c 
ctxε = ctx. Prin urmare, xε este optimal.

Observatie 3.5.1. Teorema fundamental  3.5.1 reduce problema program rii liniare (3.4) la încercarea
celor Cm

n soluµii de baz  (num rul de posibilit µi de alegere a m coloane dintre cele n existente). Deci,
problema este redus  la o c utare între un num r �nit de posibilit µi. De³i realizabil  practic, aceast 
abordare este foarte ine�cient .

3.6 Puncte extremale

Definitie 3.6.1. O mulµime C ⊂ Rn este convex  dac  are loc implicaµia

x, y ∈ C ⇒ αx+ (1− α)y ∈ C ∀α ∈ (0, 1).

Definitie 3.6.2. Fie C o mulµime convex . Un element x ∈ C este punct extremal dac  nu exist 
y, z ∈ C diferite ³i α ∈ (0, 1) astfel încât x = αy + (1− α)z.

Theorem 3.6.1. Fie A ∈ Mn,m(R) o matrice de rang m ³i b ∈ Rn ³i �e K mulµimea convex  de�nit 
prin

K = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} .

Un element x ∈ K este punc extremal dac  ³i numai dac  x este o soluµie acceptabil  de baz .

Demonstraµie. � Presupunem, mai întâi, c  x = (x1, ..., xm, 0, ..., 0) este o soluµie de baz  acceptabil .
Atunci,

x1A
1 + ...+ xmAm = b

unde A1, A2,...,Am sunt primele m coloane ale lui A ³i sunt liniar independente. S  presupunem c 
exist  z, y ∈ K, z ̸= y, ³i α ∈ (0, 1) astfel ca

x = αy + (1− α)z.

Cum α ∈ (0, 1) ³i x ≥ 0, obµinem c  ultimele n−m componente ale lui z ³i y sunt egale cu zero. În
particular, avem c :

y1A
1 + ...+ ymAm = b ³i z1A

1 + ...+ zmAm = b.

�inând cont c  A1, A2,...,Am sunt liniar independentenµi, rezult  c  x = y = z ³i, prin urmare, x
este un punct extremal al lui K.
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� Reciproc, s  presupunem acum c  x este un punct extremal al lui K. Mai mult, presupunem c 
primele k componente sunt toate componentele lui x nenule. Prin urmare, x = (x1, ..., xk, 0, ..., 0)
cu xi > 0, 1 ≤ i ≤ k, ³i

x1A
1 + ...+ xkA

k = b.

Deducem c  x este o soluµie de baz  acceptabil  dac  vectorii A1, A2,...,Ak sunt liniar independenµi.
Presupunem, prin reducere la absurd c  nu sunt liniar independenµi. Prin urmare, exist  scalarii
y1, ..., yk, nu toµi nuli, astfel încât

y1A
1 + ...+ ykA

k = 0.

De�nim vectorul y = (y1, ..., yk, 0, ..., 0). Cum xi > 0, 1 ≤ i ≤ k, exist  ε ̸= 0 astfel încât

x± εy ≥ 0.

Deducem c 
x =

1

2
(x+ εy) +

1

2
(x− εy)

ceea ce exprim  x ca o combinaµie convex  de doi vectori diferiµi din K. Cum x exte un punct
extremal, acest lucru nu este posibil ³i am ajuns la o contradicµie. Prin urmare A1, A2,...,Ak sunt
liniar independenµi ³i x este solu ctie de baz  acceptabil  (de³i, dac  k < m este una degenerat ).

Teorema de mai sus permite s  obµinem informaµii asupra propriet µilor geometrice ale lui K.

Corolar 3.6.1. Dac  K ̸= ∅ atunci K are cel puµin un punct extremal.

Demonstraµie. Este o consecinµ  a Teoremei fundamentale a program rii liniare 3.5.1 ³i a Teoremei 3.6.1.

Urm toarele corolarii sunt, de asemenea, consecinµe imediate ale Teoremei fundamentale a program rii
liniare 3.5.1 ³i a Teoremei 3.6.1.

Corolar 3.6.2. Dac  problema program rii liniare are o soluµie optimal  �nit  atunci exist  o soluµie
optimal  �nit  care este punct extremal.

Corolar 3.6.3. Dac  mulµimea convex  K a constrângerilor este m rginit  atunci este format  din puncte
care sunt combinaµii convexe ale unui num r �nit de puncte.

Vom da în continuare câteva exemple

(i) În R3 consider m mulµimea constrângerilor x1 + x2 + x3 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. Ea are trei
puncte extremale corespunzând celor trei soluµii de baz  acceptabile ale lui x1 + x2 + x3 = 1.

(ii) În R3 consider m mulµimea constrângerilor x1 + x2 + x3 = 1, 2x1 + 3x2 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,
x3 ≥ 0. Ea are dou  puncte extremale corespunzând la dou  soluµii de baz  ale lui x1+x2+x3 = 1,
2x1 + 3x2 = 1. S  observ m c  sistemul are trei soluµii de baz  (2,−1, 0), (1/2, 0, 1/2), (0, 1/3, 2/3)
dar prima nu este acceptabil .
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3.7 Metoda Simplex

Metoda Simplex const  în a porni cu o soluµie de baz  acceptabil  pentru mulµimea de restricµii a�at  în
forma standard ³i a trece la o alta care s  fac  s  descreasc  funcµia obiectiv. Secµiunea precedent  ne-a
asigurat c  este su�cient s  consider m doar soluµii de baz  acceptabile. Acum vom vedea c  exist  o
metod  e�cient  de a alege soluµiile de baz  care s  ne conduc  la g sirea minimului.

Vom presupune în cele ce urmeaz  c  orice soluµie de baz  acceptabil  este nedegenerat .
S  presupunem c  avem o soluµie de baz  x = (x1, x2, ..., xm, 0, ..., 0) sau, echivalent,

(3.14) x1A
1 + x2A

2 + ...+ xmAm = b.

Dac  dorim s  aducem vectorul Aq în reprezentarea soluµiei. Avem c 

(3.15) Aq = y1qA
1 + y2qA

2 + ...+ ymqA
m.

Din (3.14)-(3.15), pentru orice ε ≥ 0, avem c 

(3.16) (x1 − εy1q)A
1 + (x2 − εy2q)A

2 + ...+ (xm − εymq)A
m + εAq = b.

Pentru ε su�cient de mic, avem c  (x1 − εy1q, x2 − εy2q, ..., xm − εymq, ε) este o soluµie acceptabil , dar
care nu este neap rat de baz . S  lu m

(3.17) ε = min
1≤i≤m

{
xi
yiq

, yiq > 0

}
.

Cu aceast  alegere (care s  zicem c  se realizeaz  pentru indicele i0) avem c 

(3.18) (x1−εy1q)A1+ ...+(xi0−1−εyi0−1q)A
i0−1+(xi0+1−εyi0+1q)A

i0+1+ ...+(xm−εymq)A
m+εAq = b,

³i (x1 − εy1q, ..., xi0−1 − εyi0−1q, xi0+1 − εyi0+1q, ..., xm − εymq, ε) este o soluµie acceptabil  de baz . Prin
acest procedeu Ai0 a p r sit baza ³i a intrat în locul lui Aq.

Dac  avem mai mulµi indici i pentru care se obµine acela³i minim ε, putem alege pe oricare dintre
vectorii Ai având ace³ti indici ca s  ias  din baz  ³i vom avea o soluµie de baz  degenerat . Pe de alt 
parte, dac  nu exist  nici un yiq > 0, atunci coe�cienµii din (3.16) au crescut cu toµii ³i chiar exist 
soluµii acceptabile cu coe�cienµi oricât de mari. Prin urmare, dat  o soluµie de baz  ³i un vector Aq din
afara bazei, �e am g sit o soluµie de baz  acceptabil  având pe Aq în baz  ³i unul dintre vectorii iniµiali
îndep rtat, �e avem soluµii accepabile nem rginite.

Ata³at sistemului de constrângeri
Ax = b, x ≥ 0

s  presupunem c  avem tabloul

(3.19)

A1 A2 A3 ... Am Am+1 Am+2 ... An b
1 0 0 ... 0 y1m+1 y1m+2 ... y1n y10
0 1 0 ... 0 y2m+1 y2m+2 ... y2n y20
0 0 1 ... 0 y3m+1 y3m+2 ... y3n y30
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 ymm+1 ymm+2 ... ymn ym0

.

Acest tablou poate � rezultatul unei elimin ri gaussiene aplicat  sistemului iniµial ³i ne d  o soluµie cu
baza A1,...,Am. Presupumen c  yi0 > 0, 1 ≤ i ≤ m, astfel încât x1 = y10,...,xm = ym0 formeaz  o soluµie
de baz  acceptabil . Dorim introducerea în baz  a vectorului Aq, cu q > m, ³i menµinerea acceptabilit µii.
Pentru a determina pe care vector din baz  îl va înlocui Aq (³i deci ce element din coloana q vom folosi
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ca pivot) folosim (3.17): calcul m rapoartele xi/yiq = yi0/yiq, 1 ≤ i ≤ m, îl alegem pe cel mai mic dar
pozitiv ³i indicele lui ne va da ce vector Ai iese din baz .

Urm torul pas este acela de a alege acel vector Aq pe care s -l introducem în baz  astfel ca noua soluµie
de baz  acceptabil  s  produc  o valoare mai mic  a funcµiei obiectiv decât cea produs  de precedenta
soluµie de baz  acceptabil . pentru avedea cum facem acest lucru s  presupunem c  avem o soluµie de
baz  acceptabil  x = (x1, x2, ..., xm, 0, ..., 0) ³i avem tabloul (3.19).

Valoarea funµiei obiectiv va �
z = cTx = cTBxB := z0.

Aceasta a fost calculat  folosind soluµia de baz  x = (xB, 0). Din tabloul (3.19), vedem c  putem da
valori arbitrare lui xm+1, ..., xn ³i

xi = yi0 −
n∑

j=m+1

yijxj 1 ≤ i ≤ m.

Folosind aceste relaµii în funcµia obiectiv, deducem c 

(3.20) z = z0 + (cm+1 − zm+1)xm+1 + ...+ (cn − zn)xn,

unde

(3.21) zj = y1jc1 + ...+ ymjcm (m+ 1 ≤ j ≤ n).

Relaµia (3.20) ne d  valoarea funcµiei obiectiv pentru orice soluµie x a lui Ax = b, în funcµie de
variabilele xm+1, ..., xn. Observ m c , dac  cj − zj este negativ pentru un indice m + 1 ≤ j ≤ n, atunci
crescând valoarea lui xj de la zero la un num r pozitiv mic³or m valoarea lui z.

Theorem 3.7.1. Cu tabelul de mai sus, dat  o soluµie (x1, ..., xm, 0, ..., 0) acceptabil  de baz  nedgenerat 
pentru care valoarea obiectivului este z0, presupunem c  pentru un j ∈ {m+ 1, ..., n} avem c  cj − zj < 0,
unde zj este dat de (3.21). Atunci exist  o soluµie acceptabil  pentru care valoarea obiectivului este z < z0.

� Dac  coloana Aj poate substitui un vector din baza original  obµinându-se o nou  soluµie de baz 
acceptabil , atunci aceast  nou  soluµie va da o valoare a obiectivului z < z0.

� Dac  Aj nu poate substitui nici un vector din baza original  cu obµinerea unei noi soluµii de baz 
acceptabile, atunci mulµimea de soluµii acceptabile este nem rginit  iar funcµia obiectiv poate lua o
valoare oricât de mic  (spre minus in�nit).

Demonstraµie. Fie j ∈ {m + 1, ..., n} cu cj − zj < 0. Atunci valoarea obiectivului în soluµia acceptabil 
(care nu este de baz  deocamdat ) (x′1, ..., x

′
m, 0, ..., x′j , 0..., 0) cu x′j > 0 va � egal  cu

z = z0 + (cj − zj)xj < z0.

Pentru a descre³te cât mai mult obiectivul, vom dori s  lu m xj cât mai mare posibil. Avem dou 
posibilit µi:

(i) Dac  x′j cre³te nici una dintre valorile x′i nu descresc, atunci x′j poate s  tind  la in�nit iar valoarea
obiectivului la minus in�nit.

(ii) Dac  exist  1 ≤ i ≤ m, astfel ca, pentru o valoare x′j > 0, x′i = 0, atunci obµinem o nou  soluµie de
baz  înlocuind vectorul i cu vectorul j iar valoarea obiectivului descre³te.
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Am v zut c , dac  cj − zj < 0, atunci este posibil s  descre³tem valoarea obiectivului. Urm toarea
teorem  ne spune ce se întâmpl  dac  cj − zj ≥ 0, m+ 1 ≤ j ≤ n.

Theorem 3.7.2. (Condiµie de optimalitate) Dac  pentru o soluµie de baz  acceptabil  (x1, ..., xm, 0, ..., 0)
avem c 

(3.22) cj − zj ≥ 0 (j ∈ {m+ 1, ..., n}),

atunci acea soluµie este optimal .

Demonstraµie. Din relaµia (3.20), z = z0 + (cm+1 − zm+1)xm+1 + ... + (cn − zn)xn, ³i (3.22) deducem c 
orice alt  soluµie de baz  acceptabil  va face funcµia obiectiv mai mare.

Cantit µile rj := cj − zj , m+ 1 ≤ j ≤ n, joac  un rol deosebit ³i vor � numite cost relativ.

3.8 Metaoda Simplex-Aspecte computaµionale

În secµiunile precedente fundamentele ³i tehnicile principale din metoda Simplex au fot expuse. Rolul
acestei secµiuni este de a sistematiza aceast  metod . Etapele principale sunt urm toarele:

(i) G sim o soluµie de baz  acceptabil  [x1, ..., xm, 0, ..., 0] iar restricµiile Ax = b sunt puse în forma
canonic 

(3.23)

A1 A2 A3 ... Am Am+1 Am+2 ... An b

1 0 0 ... 0 y1m+1 y1m+2 ... y1n y10
0 1 0 ... 0 y2m+1 y2m+2 ... y2n y20
0 0 1 ... 0 y3m+1 y3m+2 ... y3n y30
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 ymm+1 ymm+2 ... ymn ym0

.

O astfel de soluµie de baz  acceptabil  se poate obµine prin diferite metode:

� Prin eliminare gaussian 

� Dac  restricµiile au forma Ax ≤ b, x ≥ 0 cu b ≥ 0, atunci variabilelor ajut toare (�slack")
care sunt introduse sunt ³i o soluµie de baz  acceptabil .

� Prin operaµii elementare, restricµiile pot � aduse la forma

(3.24) Ax = b, x ≥ 0 cu b ≥ 0.

Pentru a g si o soluµie de baz  acceptabil  consider m problema de minimizare arti�cial :

(3.25)
minimizaµi y1 + ...+ ym

cu restricµiile Ax+ y = b, x ≥ 0, y ≥ 0.

Dac  (3.24) are o soluµie acceptabil  atunci minimul lui (3.25) este 0 obµinut pentru y = 0.
Dac  (3.24) nu are o soluµie acceptabil  atunci minimul lui (3.25) este mai mare strict decât 0.
Prin urmare, problema s-a redus la a g si minimul lui (3.25). Aceasta este îns  o problem  de
optimizare deja în forma canonic  cu o soluµie de baz  acceptabil  y = b. Se poate deci aplica
metoda Simplex. Dac  problema are minimul 0, se va g si o soluµie cu yi = 0. Aceasta poate
� degenerat  sa nu. În acest ultim caz, vom avea o soluµie de baz  acceptabil  în care apar ca
variabile de baz  doar variabile xi. În primul caz, va trebui inlocuit yi din baz  cu un xi.
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(ii) Se formeaz  tabloul Simplex care const  în ad ugarea unei ultime linii cuprinzând costurile relative
³i minus costul curent.

(3.26)

A1 A2 A3 ... Am Am+1 Am+2 ... An b

1 0 0 ... 0 y1m+1 y1m+2 ... y1n y10
0 1 0 ... 0 y2m+1 y2m+2 ... y2n y20
0 0 1 ... 0 y3m+1 y3m+2 ... y3n y30
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 ymm+1 ymm+2 ... ymn ym0

0 0 0 ... 0 rm+1 rm+2 ... rn −z0

.

Soluµia de baz  acceptabil  este x = (y1m+2, ..., ymm+2, 0, ..., 0) iar valoarea obiectivului z0.Costurile
relative rj indic  dac  valoarea obiectivului va cre³te sau nu prin introducerea lui xj în baz . Dac 
toate valorile rj sunt mai mari ca zero, avem soluµia optimal . Dac  exist  o valoare rj strict negativ ,
valoarea obiectivului poate � redus  (presupunând nedegenerarea) prin introducerea variabilei xj în
baz . Pentru aceasta, se alege, de obicei, cea mai negativ  valoare rq, iar variabila
nebazic  xq va deveni de baz .

(iii) Pentru a vedea ce variabil  de baz  va înlocui xq, calcul m cantit µile yi0/yiq pentru acei yiq > 0,
1 ≤ i ≤ m ³i alegem indicele p care ne d  minimul. Variabila xp va ie³i din baz  ³i va � înlocuit 
de xq. Presupunând nedegenerarea, acest lucru va conduce la mic³orarea valorii obiectivului. Dac 
mai mulµi indici p dau minimul, îl alegem pe oricare. Dac  toµi yiq sunt negativi, problema este
nem rginit .

(iv) Vom modi�ca întreg tabloul, folosind pivotul ypq, facând zerouri pe coloana q sub ³i deasupra
pivotului (inclusiv pe ultima linie, a costurilor).

(v) Procedeul se termin�na când se atinge minimul sau se descoper  nem rginirea.
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Capitolul 4

Probleme de optimizare convex 

4.1 Introducere

Ω ⊆ RN , f : Ω→ R

Definitie 4.1.1. x∗ ∈ Ω este un minim (maxim) global al funcµiei f dac 

(4.1) f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ Ω, (respectiv ≥).

Problema g sirii minimului x∗ al funcµiei f în Ω se scrie prescurtat astfel

(4.2) min
x∈Ω

f(x).

Definitie 4.1.2. x∗ ∈ Ω este un minim (maxim) local al funcµiei f dac  exist  o vecin tate V a lui x∗

astfel ca

(4.3) f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ V ∩ Ω, (respectiv ≥).

Un punct de minim sau de maxim este un punct de extrem al funcµiei f . Se mai folose³te terminologia
de punct de extrem relativ (în loc de local) ³i de punct de extrem absolut (în loc de global).

Observatie 4.1.1. O problem  de maxim se poate reduce întotdeauna la una de minim datorit  relaµiei:

max
x∈Ω

f(x) = min
x∈Ω

(−f(x)).

De aceea, ne vom opri doar asupra studiului problemelor de minim.
2

Problema g sirii minimelor unei funcµii este o problem  de optimizare. Într-o astfel de problem  apar
câteva întreb ri:

� Exist  un minim pentru f?

� Avem minim global sau local?

� Este minimul unic?

� Cum putem g si sau aproxima minimul?

99
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4.1.1 Funcµii convexe

Funcµiile convexe au o mare importanµ  în problemele de optimiz ri deoarece apar relativ frecvent ³i au o
serie de propriet µi speci�ce care u³ureaz  analiza problemei.

Definitie 4.1.3. Fie mulµimea convex  Ω ⊆ RN . O funcµie f : Ω→ R se nume³te convex  dac , pentru
orice u, v ∈ Ω ³i λ ∈ [0, 1] avem

(4.4) f(λu+ (1− λ)v) ≤ λf(u) + (1− λ)f(v).

Dac  inegalitatea de mai sus este stric  pentru orice λ ∈ (0, 1) ³i u ̸= v, atunci f se nume³te strict
convex .

Theorem 4.1.1. Fie f : Ω→ R o funcµie convex  pe mulµimea convex  Ω ⊆ RN . Atunci

(i) Dac  Ω este deschis  atunci f este continu  în Ω.

(ii) Orice minim local este minim global al lui f .

(iii) Dac  în plus f este strict convex , exist  cel mult un minim global.

Demonstraµie:
i) Vezi [N].
ii) Fie x ∈ Ω un minim local al lui f ³i V vecin tate a lui x astfel ca

f(x) ≤ f(t), ∀t ∈ V ∩ Ω.

Presupunem c  exist  y ∈ Ω astfel ca f(y) < f(x). Pentru orice λ ∈ (0, 1) avem c 

f(λy + (1− λ)x) ≤ λf(y) + (1− λ)f(x) < f(x).

Dar x+ λ(y − x) = λy + (1− λ)x ∈ Ω ³i pentru λ su�cient de mic x+ λ(y − x) ∈ V ceea ce conduce
la o contradicµie.

iii) Fie x, y ∈ Ω dou  minime ale lui f . Dac  x ̸= y, luând λ ∈ (0, 1), avem c 

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y) = min
t∈Ω

f(t)

ceea ce reprezint  o contradicµie.

4.1.2 Funcµionale eliptice

Vom considera J : Ω ⊂ RN → R.

Definitie 4.1.4. Funcµia J se nume³te coerciv  dac 

(4.5) lim
||v||→∞,v∈Ω

J(v) =∞.

Definitie 4.1.5. Funcµia J se nume³te eliptic  (α-eliptic ) dac  este de diferenµiabil  în Ω ³i exist 
α > 0 astfel încât

(4.6) (∇J(v)−∇J(w), v − w) ≥ α||v − w||2, ∀v, w ∈ Ω.

Un exemplu important de funµional  eliptic  este urm torul.
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Proprietate 4.1.1. Fie A ∈ MN (R) o matrice simetric  ³i de�nit  pozitiv ³i b ∈ RN . Funcµionala
J : RN → R, de�nit  prin

(4.7) J(v) =
1

2
(Av, v)− (b, v),

este eliptic .

Demonstraµie: Evident, J este de clas  C1(RN ) ³i ∇J(v) = Av − b. Rezult  c 

(∇Jv −∇Jw, v − w) = (A(v − w), v − w) =

=
(A(v − w), v − w)

(v − w, v − w)
||v − w||2 ≥ min

x∈RN

(Ax, x)

(x, x)
||v − w||2 = λ1||v − w||2

unde λ1 > 0 este cea mai mic  valoare proprie a lui A.

Definitie 4.1.6. Fie mulµimea convex  Ω ⊆ RN . O funcµie f : Ω → R se nume³te tare convex 
(α−convex ) dac  exist  α > 0 astfel încât, pentru orice u, v ∈ Ω,

(4.8) f

(
u+ v

2

)
≤ 1

2
(f(u) + f(v))− α

8
||u− v||2.

Proprietate 4.1.2. Dac  f este α−convex  atunci, pentru orice λ ∈ [0, 1] ³i u, v ∈ Ω avem c 

(4.9) f (λu+ (1− λ)v) ≤ λf(u) + (1− λ)f(v)− α

2
λ(1− λ)||u− v||2.

Theorem 4.1.2. Fie J o funcµie diferenµiabil  de�nit  pe mulµimea convex  Ω ⊆ RN ³i cu valori în R.
Urm toarele a�rmaµii sunt echivalente:

(i) J este α−convex .

(ii) J veri�c  inegalitatea

(4.10) J(v)− J(w) ≥ (∇J(w), v − w) +
α

2
||v − w||2, ∀v, w ∈ Ω.

(iii) J este α−eliptic :
(∇J(v)−∇J(w), v − w) ≥ α||v − w||2, ∀v, w ∈ Ω.

Demonstraµie: PLL-Propoziµia 3.4.10, pag. 57.

� i)⇒ ii)

Din ipoteza de α−convexitate avem c , pentru orice k ≥ 1,

J

((
1− 1

2k

)
w +

1

2k
v

)
≤
(
1− 1

2k

)
J(w) +

1

2k
J(v)− α

2k+1

(
1− 1

2k

)
||w − v||2.

de unde rezult  c 

2k
[
J

((
1− 1

2k

)
w +

1

2k
v

)
− J(w)

]
≤ J(v)− J(w)− α

2

(
1− 1

2k

)
||w − v||2.

Cum

lim
h→0

J(w + h(v − w))− J(w)

h
= (∇J(w), v − w)

facând k →∞ obµinem (4.10).



102 CAPITOLUL 4. PROBLEME DE OPTIMIZARE CONVEX�

� ii)⇒ iii)

Scriem relaµia (4.10) schimbând locul lui v cu w ³i adun m la (4.10). Se obµine imediat (4.6).

� iii)⇒ i)

Date u, v ∈ Ω, de�nim funcµia φ : [0, 1]→ R prin φ(t) = J(u+ t(v−u)). Funcµia φ este derivabil  ³i

φ′(t) = (∇J(u+ t(v − u)), v − u).

Prin urmare, pentru t > s,

φ′(t)− φ′(s) = (∇J(u+ t(v − u))−∇J(u+ s(v − u), v − u)) =

=
1

t− s
(∇J(u+ t(v − u))−∇J(u+ s(v − u), (u+ t(v − u))− (u+ s(v − u)))) .

Folosind ipoteza de elipticitate a lui J obµinem c 

φ′(t)− φ′(s) ≥ α(t− s)||v − u||2 ∀t, s ∈ [0, 1] t ≥ s.

Integrând ultima inegalitate în t ∈ (λ, 1) ³i în s ∈ (0, λ), obµinem c 

λφ(1) + (1− λ)φ(0)− φ(λ) ≥ α

2
λ(1− λ)||v − u||2

³i prin urmare

λJ(v) + (1− λ)J(u)− J(λv + (1− λ)u) ≥ α

2
λ(1− λ)||v − u||2.

Am demonstrat astfel c  J este α−convex .

� iii)⇒ ii) (poate � omis - este o variant  care nu folose³te α−convexitatea.)
Aplicând formula lui Taylor cu restul în form  integral , rezult  c 

J(v) = J(w) +

∫ 1

0
(∇J(w + t(v − w)), v − w)dt =

= J(w) + (∇J(w), v − w) +

∫ 1

0
[(∇J(w + t(v − w)), v − w)− (∇J(w), v − w)] dt ≥

J(w) + (∇J(w), v − w) +

∫ 1

0
αt||v − w||2dt = J(w) + (∇J(w), v − w) +

α

2
||v − w||2

³i (4.10) este demonstrat .

4.1.3 Criterii de g sire a punctelor de minim

Vom începe prin prezentarea a dou  teoreme importante care asigur  existenµa minimului.

Theorem 4.1.3. (Weierstrass) Fie U ⊆ RN o mulµime compact  ³i nevid  ³i J : U → R o funµional 
continu . Atunci exist  u ∈ U astfel ca

(4.11) J(u) = min
v∈U

J(v).
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Theorem 4.1.4. Fie U ⊆ RN o mulµime închis  ³i nevid  ³i J : U → R o funcµional  continu  ³i coerciv 
dac  U este nem rginit . Atunci exist  u ∈ U astfel ca

(4.12) J(u) = min
v∈U

J(v).

Demonstraµie: Dac  U m rginit , atunci este compact  ³i aplic m Teorema Weierstrass. Dac  U
nem rginit , �e v0 ∈ U ³i de�nim

A = {x ∈ U : J(x) ≤ J(v0)}.

A este m rginit  (din proprietatea de coercivitate a lui J) ³i închis  deoareceA = U∩J−1((−∞, J(v0)]).
Prin urmare, A este compact  ³i J î³i atinge minimul în A. Fie

J(u) = min
v∈A

J(v).

Cum, pentru orice v ∈ U \A,
J(v) > J(v0) ≥ J(u)

rezult  c  de fapt u este minimul lui J în U .

Urm torul rezultat este foarte important deoarece reduce problema g sirii minimului la determinarea
punctelor critice.

Theorem 4.1.5. Fie U ⊆ RN o mulµime deschis  ³i f : U → R o funcµie continu  pe U ³i derivabil  în
u∗. Dac  u∗ este un minim local atunci ∇f(u∗) = 0 (minimele sunt între punctele critice).

Observatie 4.1.2. Condiµia U deschis este esenµial  în Teorema 4.1.5 (de exemplu, funcµia f(x) = x pe
[0, 1]). 2

Pentru mulµimi convexe, avem un rezultat care generalizeaz  observaµia elementar  potrivit c reia dac 
u ∈ [a, b] este punct de minim al funcµiei derivabile f în [a, b] ⊂ R atunci

f ′(u) ≥ 0 dac  u = a
f ′(u) = 0 dac  u ∈ (a, b)
f ′(u) ≤ 0 dac  u = b

⇔ f ′(u)(x− u) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b].

Mai mult, dac  f este convex , ultima inegalitate este o condiµie su�cient  pentru minim.

Theorem 4.1.6. Fie U ⊂ RN este o mulµime nevid  ³i convex . Dac  u ∈ U este un punct în care f este
derivabil  ³i

(4.13) min
v∈U

f(v) = f(u)

atunci avem c 

(4.14) (∇f(u), (v − u)) ≥ 0, ∀v ∈ U.

Reciproc, dac  u ∈ U veri�c  (4.14) ³i f este convex  atunci u este punct de minim global pentru f în
U .
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Observatie 4.1.3. Dac  U este deschis  atunci

(∇f(u), (v − u)) ≥ 0, ∀v ∈ U ⇔ ∇f(u) = 0.

Într-adev r, cum U este deschis , exist  o bil  B(u, r) ⊂ U . Pentru orice w ∈ RN \ {0}, avem c 
v = u+ r

2
w

||w|| ∈ B(u, r). Prin urmare, pentru orice w ∈ RN ,

(∇f(u), w) = 2||w||
r

(∇f(u), v − u) = 0

³i deci ∇f(u) = 0. 2

Avem urm toarele propriet µi importante ale unei funcµii eliptice.

Theorem 4.1.7. Dac  U ⊆ RN este nevid , închis  ³i convex  iar J este eliptic  atunci exist  un unic
u ∈ U astfel ca

(4.15) J(u) = min
v∈U

J(v).

În plus elementul u este caracterizat de inegalitatea

(4.16) (∇J(u), v − u) ≥ 0, ∀v ∈ U.

Demonstraµie: Luând w = 0 în (4.10), rezult  c 

J(v) ≥ J(0) + (∇J(0), v) + α

2
||v||2 ≥ J(0)− ||∇J(0)|| ||v||+ α

2
||v||2

de unde rezult  coercivitatea lui J .
Pentru a demonstra strict convexitatea �e v1, v2 ∈ Ω ³i λ ∈ (0, 1). Folosind (4.10) cu v = v1 ³i

w = v1 + λ(v2 − v1) rezult  c 

J(v1) > J(v1 + λ(v2 − v1)) + (∇J(v1 + λ(v2 − v1), λ(v2 − v1)).

Folosind din nou (4.10) cu v = v2 ³i w = v1 + λ(v2 − v1) rezult  c 

J(v2) > J(v1 + λ(v2 − v1)) + (∇J(v1 + λ(v2 − v1), (1− λ)(v2 − v1)).

Prin însumare obµinem c 

λJ(v2) + (1− λ)J(v1) > J((1− λ)v1 + λv2)

³i J este strict convex .
Existenµa minimului rezult  din teorema 4.1.4, deorece J este coerciv  pe U . Unicitatea decurge din

ipoteza de strict convexitate. De asemenea, caracterizarea minimului este cea întâlnit  deja în Teorema
4.1.6 (demonstraµie?).

O situaµie frecvent întâlnit  este urm toarea:

f : Ω ⊂ RN → R, φi : Ω ⊂ RN → R, 1 ≤ i ≤ m

U = {x ∈ Ω : φi(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m},
problema de minimizare corespunz toare �ind

(4.17) min
x∈U

f(x).

Cum U nu este o mulµime deschis  (de fapt este închis  dac  φi sunt continue), nu putem folosi
Teorema 4.1.5 pentru determinarea minimului. U nu este nici convex  ³i nu putem aplica Teorema 4.1.6.
În locul lor se folose³te urm torul rezultat.
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Theorem 4.1.8. Fie Ω ⊆ RN deschis , φi : Ω → R, 1 ≤ i ≤ m funcµii de clas  C1(Ω) ³i f : Ω → R
o funcµie continu  pe Ω ³i derivabil  în x∗ ∈ U . Presupunem c  derivatele (∇φi(x

∗))1≤i≤m sunt liniar
independente. Dac  x∗ este un minim al lui f în U atunci exist  m numere (λi)1≤i≤m de�nite în mod
unic astfel încât

(4.18) ∇f(x∗) + λ1∇φ1(x
∗) + ...+ λm∇φm(x∗) = 0

Observatie 4.1.4. Numerele (λi)1≤i≤m de mai sus poart  numele de multiplicatori ai lui Lagrange asociaµi
extremului x∗.

2

Cu titlu informativ, menµion m urm torul rezultat care generalizeaz  teorema 4.1.8.

Theorem 4.1.9. (Kuhn-Tucker) Fie Ω ⊆ RN deschis  ³i f : Ω→ R o funcµie continu  pe Ω ³i derivabil 
în x∗. Fie funcµiile gi : Ω→ R ³i hj : Ω→ R de clas  C1(Ω), 1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J .

Dorim s  rezolv m problema cu leg turi (restricµii), I de inegalitate ³i J de egalitate,

(4.19) min
x ∈ Ω

gi(x) ≤ 0
hj(x) = 0

f(x).

Presupunem c  mulµimea de vectori

{∇h1(x∗), ...,∇hJ(x∗)} ∪ {∇gi(x∗) : gi(x
∗) = 0}

este liniar independent .
Dac  x∗ este un minim local al lui f în (4.19) atunci exist  numerele reale µi ∈ R+ ³i λj ∈ R astfel

încât

(4.20) ∇f(x∗) +
I∑

i=1

µi∇gi(x∗) +
J∑

j=1

λj∇hj(x∗) = 0

pentru orice i ∈ {1, 2, ..., I} cu µigi(x
∗) = 0.

4.2 Metode de minimizare a unei funcµii de o variabil  real 

Metoda pe care o vom expune în cele ce urmeaz  aproximeaz  minimul unei funcµii reale de o variabil 
care este convex . Ea este o metod  de comparare care determin  un ³ir de intervale incluse unul
în cel lalt ³i care conµin un punct de minim. Aceast  construcµie se bazeaz  pe compararea valorilor
funcµiei în puncte succesive (vezi [I], p 147). Metoda are avantajul c  nu necesit  derivata funcµiei dar ³i
dezavantajul unei convergenµe lente.

Lema 4.2.1. Fie I ⊆ R un interval deschis ³i f : I → R o funcµie convex . Dac  x1 < x2 < x3 sunt trei
puncte din I ³i f(x1) ≥ f(x2) ≤ f(x3), atunci f are cel puµin un punct minim global care se g se³te în
(x1, x3).

Demonstraµie: S  observ m mai întâi c  f , �ind o funcµie convex , este continu  pe I. De asemenea, s 
mai reamintim c , pentru funcµii convexe, punctul de minim local este automat ³i punct de minim global
(pentru ambele a�rmaµii, vezi Teorema 4.1.1). Pe intervalul compact [x1, x3] funcµia f �ind continu , are
un punct de minim x∗. Prin urmare,

(4.21) f(x∗) ≤ f(x) (x ∈ [x1, x3]).
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Dac  x∗ ∈ (x1, x3), atunci din (4.21) deducem c  x∗ este un punct de minim local pentru f . Cum f este
convex , el este ³i punct de minim global ³i demonstraµia se încheie. Dac  x∗ ∈ {x1, x3}, folosind ipoteza
f(x1) ≥ f(x2) ≤ f(x3) ³i (4.21), deducem c  f(x∗) = f(x2). Rezult  c  x2 ∈ (x1, x3) este punct de minim
local ³i prin urmare punct de minim global al lui f .

Observatie 4.2.1. Dac  x1 < x2 ³i f(x1) = f(x2), atunci f are un punct de minim global în (x1, x2).
Demonstraµia este ca mai sus, observând c , dac  x∗ ∈ {x1, x2}, atunci orice punct din intervalul [x1, x2]
este punct de minim al lui f .

Lema 4.2.2. Fie I ⊆ R un interval deschis ³i f : I → R o funcµie convex . Dac  f nu este strict monoton 
atunci exist  x∗ ∈ I astfel încât f este descresc toare pe (−∞, x∗) ∩ I ³i cresc toare pe (x∗,∞) ∩ I (prin
urmare are un minim global în x∗).

Demonstraµie: Dac  f nu este strict monoton  exist  x1 < x2 < x3 sunt astfel încât f(x2) ≤ f(x1) ³i
f(x3) ≥ f(x2). Din Lema 4.2.1 deducem existenµa unui minim global x∗ ∈ (x1, x3) al lui f pe I. Pentru
orice t1 < t2 < x∗ avem c 

f(t2) = f(λt1 + (1− λ)x∗) ≤ λf(t1) + (1− λ)f(x∗) ≤ λf(t1) + (1− λ)f(t1) = f(t1).

Pentru orice x∗ < t1 < t2 avem c 

f(t1) = f(λt2 + (1− λ)x∗) ≤ λf(t2) + (1− λ)f(x∗) ≤ λf(t2) + (1− λ)f(t2) = f(t2).

Deci f este cresc toare pe (x∗,∞) ∩ I ³i descresc toare pe (−∞, x∗) ∩ I.

Observatie 4.2.2. Fie f : I → R o funcµie convex  care are un minim global unic în x∗. Atunci nu putem
avea x∗ < x1 < x2 cu f(x1) ≥ f(x2). Într-adev r, din convexitate

f(x1) = f(λx∗ + (1− λ)x2) ≤ λf(x∗) + (1− λ)f(x2) ≤ f(x2).

Egalitatea f(x1) = f(x2) nu poate avea loc pentru c  ar rezulta ca toate punctele din [x1, x2] sunt puncte
de minim, ceea ce ar contrazice unicitatea lui x∗.

De asemenea, nu putem avea x2 < x1 < x∗ cu f(x1) ≥ f(x2). Într-adev r, din convexitate

f(x1) = f(λx∗ + (1− λ)x2) ≤ λf(x∗) + (1− λ)f(x2) ≤ f(x2).

Din nou, egalitatea f(x1) = f(x2) nu poate avea loc pentru c  ar contrazice unicitatea lui x∗.
Prin urmare, dac  f are un minim global unic în x∗, atunci în mod necesar f este strict descresc toare

pe (−∞, x∗) ∩ I ³i strict cresc toare pe (x∗,∞) ∩ I.

Pe baza acestor observaµii putem considera urm torul algoritm

Algoritmul înjum t µirii:

1. Se dau ϵ > 0, r > 0, f

2. Se ia x0 ∈ I, i = 1, x1 = r.

3. Dac  f(x0) > f(x1) atunci

3.1. Cât timp f(xi) < f(xi−1)

3.1.1. xi+1 = xi + r
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3.1.2. i=i+1

4. Dac  f(x0) < f(x1) atunci

4.1. Cât timp f(xi) > f(xi−1)

4.1.1. xi+1 = xi − r

4.1.2. i=i+1

5. Dac  i > 1 atunci a0 = xi−2, b0 = xi, c0 = xi−1.

Dac  i = 1 (nu am precut prin 3. ³i 4.) atunci a0 = xi−1, b0 = xi, c0 =
xi−1+xi

2 .

De aici am ie³it cu un interval [a0, b0] cu proprietatea c  f(a0) ≥ f(c0) ≤ f(b0).

6. j = 1

7. l0 = b0 − a0

8. Cât timp lj−1 > ϵ

8.1. vj = (aj + cj)/2, wj = (cj + bj)/2

8.2. Dac  f(vj) < f(cj) se pune aj+1 = aj , bj+1 = cj , cj+1 = vj

Dac  f(wj) < f(cj) se pune aj+1 = cj , bj+1 = bj , cj+1 = wj

În caz contrar se pune aj+1 = vj , bj+1 = wj , cj+1 = cj

8.3. lj = bj − aj

8.4. j=j+1

9. A�³eaz  aproximaµia cj a minimului.

Theorem 4.2.1. Fie I ⊆ R un interval deschis ³i f : I → R o funcµie convex  care are un punct de
minim global unic x∗ ∈ I. Algoritmul înjum t µirii furnizeaz  un ³ir de intervale (aj , bj) de lungime
lj =

1
2j
(b0 − a0), j ≥ 0, care conµin �ecare pe x∗. Prin urmare avem c 

(4.22) |x∗ − cj | ≤
1

2j+1
(b0 − a0) (j ≥ 0).

Demonstraµie: În urma pa³ilor 1-4 g sim un interval (a0, b0) care conµine minimul global al lui f .
Într-adev r,

� Dac  f(x0) > f(x1), atunci x∗ > x0 ³i va exista un i �nit astfel ca

xi−1 = x0 + (i− 1) ∗ r < x∗ ≤ x0 + i ∗ r = xi.

Observaµia 4.2.2 arat  c , obligatoriu, f(xi−1) < f(xi) < f(xi+1). Prin urmare avem c 

f(x0) > f(x1) > ... > f(xi−1) > f(xi) < f(xi+1).

Din Lema 4.2.1 rezult  c  f are un minim global în (xi−1, xi+1). �irul (xi)i≥0 este dat de xi = x0+r∗i
³i este cresc tor.
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� Dac  f(x0) < f(x1), atunci x∗ < x1 ³i va exista un i �nit astfel ca

xi−1 = x1 + (i− 1) ∗ r > x∗ ≥ x1 + i ∗ (−r) = xi.

Observaµia 4.2.2 arat  c , obligatoriu, f(xi) ≤ f(xi+1). Prin urmare avem c 

f(x1) > f(x2) > ... > f(xi−1) > f(xi) < f(xi+1).

Din Lema 4.2.1 rezult  c  f are un minim global în (xi+1, xi−1). Spre deosebire de punctul precedent,
aici ³irul (xi)i≥1 este dat de xi = x1 − r ∗ i, deci este descresc tor.

� Dac  f(x0) = f(x1), minimul aparµine lui (x0, x1) = (a0, b0) (Observaµia 4.2.1).

Am demonstrat c , la sfâr³itul pasului 5 avem un interval (a0, b0) care conµine un minim global x∗ ³i
se veri�c  inegalitatea

f(a0) > f (c0) < f(b0),

unde c0 =
a0+b0

2 .

Fie acum v0 =
a0+c0

2 ³i w0 =
c0+b0

2 .
�inând con de inegalitatea

f(v0) = f

(
a0 + c0

2

)
≤ 1

2
(f(a0) + f(c0)) < f(a0),

dac  f(v0) < f(c0), din Lema 4.2.1 rezult  c  avem punctul de minim global în (a0, v0).
�inând con de inegalitatea

f(w0) = f

(
c0 + b0

2

)
≤ 1

2
(f(c0) + f(b0)) ≤ f(b0),

dac  f(w0) < f(c0), din Lema 4.2.1 rezult  c  avem punctul de minim global în (c0, b0).
Dac  f(v0) ≥ f(c0) ≤ f(w0), folosind din nou Lema 4.2.1, rezult  c  avem punctul de minim global

în (v0, w0).
În orice caz am �, am g sit un nou interval [a1, b1] de lungime b0−a0

2 în care avem punctul de minim
global. Raµionamentul se continu  apoi prin inducµie.

4.3 Metode pentru problemele f r  leg turi

Criterii de existenµ  ³i caracterizare a minimelor au fost prezentate la începutul acestui capitol. Vom
începe acum s  introducem principalele metode de aproximare a minimelor.

Vom presupune în aceast  secµiune c  J : RN → R este o funcµional  eliptic  ³i prin urmare problema
de minimizare

(4.23) min
x∈RN

J(x)

are o soluµie unic  x∗ ∈ RN .
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4.3.1 Metode de coborâre

Metodele de coborâre au la baz  urm toarea strategie pentru aproximarea lui x∗:

� Se alege x0 ∈ Ω

� Se construie³te recursiv ³irul (xk)k≥0

(4.24) xk+1 = xk + rkd
k, k ≥ 0

unde rk ∈ R se nume³te pas de coborâre iar dk ∈ RN direcµie de coborâre.

Pasul de coborâre se poate lua constant sau se poate optimiza la �ecare iteraµie k. În primul caz avem
de aface cu o metod  de pas �x iar in cel de-al doilea caz cu o metod  de pas optimal.

4.3.2 Determinarea pasului optimal pentru o direcµie d

Pasul optimal este acea valoare r∗ cu proprietatea c 

(4.25) J(x+ r∗d) = min
r∈R

J(x+ rd).

Dac  J este coerciv  ³i strict convex  în Ω, este asigurat  existenµa ³i unicitatea lui r∗. Cum avem o
problem  de minimizare pe dreapta real , minimul va � un punct critic.

(4.26) 0 = DrJ(x+ r∗d) = (∇J(x+ r∗d), d).

Ecuaµia (4.26) poate s  determine formula explicit  a lui r∗. S  vedem, de exemplu, care este formula
lui r∗ în cazul particular

J(x) =
1

2
(Ax, x)− (b, x).

Cum în acest caz ∇J(x) = Ax− b, din (4.26) rezult  c  (A(x+ r∗d)− b, d) = 0 ³i prin urmare

(4.27) r∗ =
(Ax− b, d)

(Ad, d)
=

(∇J(x), d)
(Ad, d)

.

În cazul unei funcµii J mai generale, pentru g sirea lui r∗ se poate folosi metoda de minimizare a
funcµiilor de o variabil  real  expus  în Secµiunea 4.2.

Alegerea direcµiei de coborâre poate � f cut  în mai multe feluri, în funcµie de acesta având o metod 
sau alta.

4.3.3 Metoda gradientului

Aceasta este o metod  de coborâre în care

(4.28) dk = −∇J(xk), k ≥ 0.

Theorem 4.3.1. (Metoda gradientului cu pas optimal) Fie J : RN → R o funcµie eliptic , adic  o funcµie
de clas  C1(RN ) ³i cu proprietatea c  exist  α > 0 astfel încât:

(4.29) (∇J(v)−∇J(w), v − w) ≥ α||v − w||2, ∀v, w ∈ Ω.

Atunci ³irul dat de (4.24) cu pas optimal (4.25) ³i direcµia (4.28) converge la x∗, punctul în care J î³i
atinge valoarea minim .
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Demonstraµie: Dac ∇J(xk) = 0 am g sit minumul care este chiar xk. Putem presupune c ∇J(xk) ̸= 0
pentru orice k ≥ 0. Funcµia

φ : r → φ(r) = J(xk − r∇J(xk))

este coercitiv , continu  ³i strict convex , prin urmare are un singur minim rk cu φ′(rk) = 0. Rezult  c 

0 = φ′(rk) = −(∇J(xk − rk∇J(xk)),∇J(xk))

³i prin urmare

(4.30) (∇J(xk+1),∇J(xk)) = 0

ceea ce demonstraz  c  dou  direcµii consecutive sunt ortogonale.
De asemenea, din xk+1 = xk − rk∇J(xk) deducem c 

(∇J(xk+1), xk+1 − xk) = 0

³i prin urmare din (4.10) rezult  c 

(4.31)
α

2
||xk+1 − xk||2 ≤ J(xk+1)− J(xk).

Cum ³irul (J(xk))k este descresc tor prin construcµie ³i minorat de J(u) decucem c 

lim
k→∞

[J(xk+1)− J(xk)] = 0

³i prin urmare

(4.32) lim
k→∞

||xk+1 − xk|| = 0.

Cum J este coerciv  iar ³irul (J(xk))k este descresc tor rezult  c  (xk)k este m rginit. Derivata ∇J
�ind continu  este uniform continu  pe compacte ³i din (4.32) rezult  c 

(4.33) lim
k→∞

||∇J(xk+1)−∇J(xk)|| = 0.

Dar

||∇J(xk)||2 = (∇J(xk),∇J(xk)) = (∇J(xk),∇J(xk)−∇J(xk+1)) ≤ ||J(xk)|| ||∇J(xk)−∇J(xk+1)||

³i prin urmare

(4.34) lim
k→∞

∇J(xk) = 0.

Acum putem demonstra convergenµa. Folosind ipoteza de elipticitate a lui J ³i ∇J(u) = 0 se obµine
c 

α||xk − u||2 ≤ (∇J(xk)−∇J(u), xk − u) = (∇J(xk), xk − u) ≤ ||∇J(xk)|| ||xk − u||

³i prin urmare

(4.35) ||xk − u|| ≤ 1

α
||∇J(xk)||.

Concluzia rezult  din (4.34).
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Observatie 4.3.1. Inegalitatea (4.35) ofer  un criteriu de oprire a iteraµiilor: dat ε > 0, calcul m iteraµii
xk pân  când ||∇J(xk)|| < ε.

2

Urm torul caz particular este foarte important:

(4.36) J(v) =
1

2
(Av, v)− (b, v)

unde A este o matrice simetric  de�nit  pozitiv.
Amintim c , în acest caz, J este eliptic  pe RN , cu α = λ1 = min{λ : λ ∈ σ(A)}.
În acest caz particular o iteraµie a metodei gradientului cu pas optimal se calculeaz  astfel:

� gk = Axk − b

� rk =
||gk||2

(Agk, gk)

� xk+1 = xk − rkg
k

Urm torul rezultat arat  convergenµa metodei gradientului cu pas �x sau variabil în anumite ipoteze
suplimentare.

Theorem 4.3.2. Fie J : RN → R o funcµie derivabil  cu propriet µile:

(i) ∃α > 0 astfel ca (∇J(v)−∇J(w), v − w) ≥ α||v − w||2 pentru orice v, w ∈ RN

(ii) ∃M > 0 astfel ca ||∇J(v)−∇J(w)|| ≤M ||v − w|| pentru orice v, w ∈ RN .

Dac  exist  dou  numere a ³i b astfel ca

(4.37) 0 < a ≤ rk ≤ b <
2α

M2
, ∀k ≥ 0,

atunci ³irul dat de metoda gradientului (4.24)-(4.28) cu pa³ii variabili rk converge la minimul unic x∗ al
lui J ³i exist  o constant  β = β(α,M, a, b) < 1 astfel ca

(4.38) ||xk − x∗|| ≤ βk||x0 − x∗||.

Demonstraµie: Folosind faptul c  ∇J(x∗) = 0 avem c 

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − rk(∇J(xk)−∇J(x∗))

³i prin urmare

||xk+1 − x∗||2 = ||xk − x∗||2 + (rk)
2 ||∇J(xk)−∇J(x∗)||2 − 2rk(∇J(xk)−∇J(x∗), xk − x∗) ≤

≤ (1 +M2(rk)
2 − 2αrk)||xk − x∗||2.

Trinomul τ(r) = 1− 2αr +M2r2 are pe intervalul (0, 2α
M2 ) valori strict mai mici ca 1 ³i

τ(r) = 1− 2αr +M2r2 ≤ max{τ(a), τ(b)} := β2 < 1, ∀r ∈ (a, b).

Observatie 4.3.2. Dac  J este de dou  ori derivabil  condiµia (ii) este veri�cat  dac 

(4.39) sup
v∈RN

||∇2J(v)|| ≤M.
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Observatie 4.3.3. În cazul (4.36) condiµiile (i) ³i (ii) sunt veri�cate: α = λ1 ³i

∇2J(v) =
1

2
A⇒ sup

v∈Ω
||∇2J(v)|| = ||A|| ≤ ρ(A) = λN := M.

Prin urmare, metoda gradientului converge pentru orice pa³i rk care veri�c 

a ≤ rk ≤
2λ1

λ2
N

, ∀k ≥ 0.

S  observ m c  pasul optimal nu veri�c  restricµia:

rk =
||∇J(xk)||2

(A∇J(xk),∇J(xk))
∈
(

1

λN
,
1

λ1

)
⊈
(
a,

2λ1

λ2
N

)
.

S  mai not m c , de fapt se poate demonstra convergenµa pentru orice λ1 ≤ rk ≤ 2
λN

.

Observatie 4.3.4. Metoda gradientului este un caz particular al metodei Newton modi�cat  pentru g sirea
zerourilor lui ∇J ,

xk+1 = xk − (∇2J(xk))−1∇J(xk),

în care (∇2J(xk))−1 se înlocuie prin matrice mai simpl  rkI, cu pa³ii rk constanµi, variabili sau optimali.
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4.3.4 Metoda gradientului conjugat

În acest caz vom considera funcµionala J : RN → R de forma particular ,

(4.40) J(x) =
1

2
(Ax, x)− (b, x)

unde A ∈MN (R) este o matrice simetric  ³i de�nit  pozitiv iar b ∈ RN este un vector.
Se ³tie din Propoziµia 4.1.1 c  în acest caz J este eliptic  ³i are un unic minimizator u ∈ RN ,

(4.41) J(u) = min
x∈RN

J(x).

În plus, u este unicul element cu proprietatea c  ∇J(u) = 0.

Pentru aproxiarea lui u cu metoda gradientului conjugat, alegem x0 ∈ RN ³i de�nim

(4.42) xk+1 = xk + pk k ≥ 0

unde direcµia de coborâre pk se aleg astfel încât

(4.43) J(xk+1) = J(xk + pk) = min
x∈Gk

J(xk + x) k ≥ 0

unde Gk = Span{∇J(x0),∇J(x1), ...,∇J(xk)}.

Mai întâi s  stabilim existenµa ³i unicitatea lui pk, precum ³i o caracterizare a lui.

Lema 4.3.1. Fie x0 ∈ RN . Pentru �ecare k ≥ 0, exist  un unic vector pk ∈ Gk cu proprietatea c 

(4.44) xk+1 = xk + pk ³i J(xk+1) = min
x∈Gk

J(xk + x)

unde Gk = Span{∇J(x0),∇J(x1), ...,∇J(xk)}. În plus, au loc relaµiile

(4.45)
(
∇J(xk + pk),∇J(xj)

)
= 0, 0 ≤ j ≤ k.

Demonstraµie: Consider m aplicaµia x ∈ RN −→ J(xk + x) ∈ R care este eliptic . Spaµiul Gk este o
mulµime închis , convex  ³i nevid . Conform Teoremei 4.1.7, exist  un unic pk ∈ Gk care veri�c  (4.44).
În plus, se veri�c  (

∇J(xk + pk), v − pk
)
≥ 0, ∀v ∈ Gk

ceea ce, µinând cont c  Gk este un spaµiu liniar, implic 

(4.46)
(
∇J(xk + pk), v

)
= 0, ∀v ∈ Gk.

Demonstraµia lemei este complet .

Observatie 4.3.5. Conforma lui (4.44), pentru �ecare k ≥ 1, avem c 

(4.47) xk ∈ x0 +Gk−1.

Cum Gk ⊆ Gk−1, rezult  c 

(4.48) J(xk+1) = min
x∈Gk

J(xk + x) = min
x∈Gk

J(x0 + x)

³i ³irul (J(xk))k≥0 este descresc tor.
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Observatie 4.3.6. Dac  xk+1, k ≥ 0, este dat de (4.44) atunci exist  k ∈ {0, 1, ..., N − 1} astfel încât
xk este minimizatorul lui J în RN . Într-adev r, dac  ∇J(xk) = 0 pentru un k ≤ N − 1, atunci xk este
minimizatorul unic al funcµiei (strict) convexe J în RN . Dac  ∇J(xk) ̸= 0 pentru orice 0 ≤ k ≤ N − 1,
atunci

(4.49) J(xN ) := J(xN−1 + pN−1) = min
x∈GN−1

J(xN−1 + x).

Din relaµiile (4.45) obµinem c  GN−1 este un subspaµiu de dimensiune N al lui RN , de unde deducem c 
GN−1 = RN . Din (4.49) obµinem c  xN este minimizatorul unic al lui J în RN . Prin urmare, metoda
gradientului conjugat converge în cel mult N iteraµii.

Observatie 4.3.7. Dac  ∇J(xj) ̸= 0 pentru 0 ≤ j ≤ k, atunci
(
pk,∇J(xk)

)
̸= 0. Într-adev r, dac (

pk,∇J(xk)
)
= 0, atunci pk ∈ Gk−1. Cum

J(xk+1) = min
x∈Gk

J(x0 + x) = J(xk + pk) = min
x∈Gk−1

J(x0 + x) = J(xk)

rezult  c  xk+1 = xk ³i din (4.45) deducem ∇J(xk) = 0 ceea ce reprezint  o contradicµie.

Urm torea proprietate este cea care caracterizeaz  metoda gradientului conjugat ³i îi d  ³i numele.

Lema 4.3.2. Presupunem c  ∇J(xj) ̸= 0 pentru 0 ≤ j ≤ k. Atunci, pentru orice 0 ≤ l,m ≤ k, l ̸= m,
avem c 

(4.50) (Apl, pm) = 0.

Demonstraµie: F r  a restrânge generalitatea, putem presupune c  l < m. Avem c 

(Apl, pm) = (pl, Apm) =
(
pl, A(xm+1 − xm)

)
=
(
pl,∇J(xm+1)−∇J(xm)

)
.

Cum l < m ³i pl ∈ Gl, folosind relaµiile (4.45), deducem c (
pl,∇J(xm+1)

)
=
(
pl,∇J(xm)

)
= 0

³i demonstaµia se încheie.

Observatie 4.3.8. Relaµiile (4.50) reprezint  o ortogonalitate a direcµiilor de coborâre în raport cu produsul
scalar (A · , · ). Se obi³nuie³te s  se spun  c  direcµiile de coborâre sunt �conjugate". De aici provine ³i
numele metodei.

Vom determina acum direcµiile pk. Avem c 

pk =
k∑

j=0

rkj∇J(xj).

Folosind (4.50), pentru orice l < k,

0 = (pk, Apl) =
k∑

j=0

rkj

(
∇J(xj), Apl

)
=

k∑
j=0

rkj

(
∇J(xj),∇J(xl+1)−∇J(xl)

)
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de unde

rkl+1||∇J(xl+1)||2 − rkl ||∇J(xl)||2 = 0⇒ rkl = rkl+1

||∇J(xl+1)||2

||∇J(xl)||2
.

Prin urmare,

(4.51) rkj = rkk
||∇J(xk)||2

||∇J(xj)||2
0 ≤ j ≤ k

de unde obµinem c 

(4.52) pk = rkk

k∑
j=0

||∇J(xk)||2

||∇J(xj)||2
∇J(xj).

S  not m

dk = −∇J(xk)−
k−1∑
j=0

||∇J(xk)||2

||∇J(xj)||2
∇J(xj)

³i s  observ m c 

(4.53) dk = −∇J(xk) + ||∇J(xk)||2

||∇J(xk−1)||2
dk−1.

Pentru completa determinare a lui pk = −rkkdk mai ramâne de calculat rkk .
Din relaµia

(
∇J(xk+1),∇J(xk)

)
= 0 rezult  c 

0 =
(
Axk+1 − b,∇J(xk)

)
=
(
Axk − b+Apk,∇J(xk)

)
=
(
∇J(xk)− rkkAd

k,∇J(xk)
)
=

=

(
∇J(xk)− rkkAd

k,
||∇J(xk)||2

||∇J(xk−1)||2
dk−1 − dk

)
=
(
∇J(xk)− rkkAd

k,−dk
)

de unde rezult  c 
rkk

(
Adk, dk

)
=
(
∇J(xk), dk

)
³i prin urmare

(4.54) rkk =

(
∇J(xk), dk

)
(Adk, dk)

.

Avem urm torul algoritm (gradient conjugat):

1. Se alege x0

2. g0 = Ax0 − b

3. d0 = −g0

4. r0 =
(g0, d0)

(Ad0, d0)

5. x1 = x0 − r0d
0

6. Pentru k = 1, 2, ...N

6.1. gk = Axk − b
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6.2. dk = −gk + (gk,gk)
(gk−1,gk−1)

dk−1

6.3. rk =
(gk, dk)

(Adk, dk)

6.4. xk+1 = xk − rkd
k

Observatie 4.3.9. Cele mai multe operaµii în metoda gradientului conjugat se realizeaz  la calculul pro-
duselor Axk ³i Adk, unde sunt necesare N2 înmulµiri ³i N2 adun ri. Prin urmare s-ar p rea c  num rul
total de operaµii va � de ordin 2N3. De fapt, în practic , se realizeaz  mult mai puµine operaµii deoarece

� Matricea A este rar  (cu foarte multe elemente zero) prin urmare produsele ³i sumele sunt mult mai
puµin numeroase.

� Nu se realizeaz  niciodat  N iteraµii. Algoritmul se poate opri, cu un rezultat foarte bun, mult mai
repede.
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