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Capitolul 1

Operatori nemarginiti

1.1 Introducere

Fie H un spatiu Hilbert complex cu produsul scalar (-, -) si norma corespunzatoare || - ||.
Definitie 1.1. O aplicatie A : H — H este un operator liniar marginit in H daca

1. A este lintard:

A(au + fv) = aA(u) + BA(v) (o, B €C, u,ve H)

2. A este mdrginitd:

A
lAllen == sup 12

wer\foy Il
Notam cu L£(H) multimea operatorilor liniari marginiti in H.
Observatie 1.1. A este marginit dacd si numai dacd existd o constanta C > 0 astfel incat
lAull < Cllull  (ue H).

Orice aplicatie marginita este continud in zero. Orice operator liniar mdrginit este (uniform) con-
tinuu.

Exemple:

e H=C", Ae M,(C):
ue H— Auc H.
e H=1%0,1), A:H— H
uEH—>Au(m):/ u(z) dx.
0

Nu toti operatorii liniari interesanti pe un spatiu Hilbert sunt marginiti - derivarea este exemplul
"principal" :). In multe situatii operatorul nici macar nu poate fi definit pe intreg H. Dar chiar
dacd definim operatorul pe un subspatiu D(A) al lui H, nu avem

(1.1) [Aul| < Cllull (u € D(A)).
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Exemplul 1: Fie H = L?(0,1) (cu functii cu valori complexe). Fie A derivarea (Af = f') cu
domeniul D(A) = {f € H : f € C'0,1]}. Multimea D(A) este densi in H. De asemenea, A
este nemirginit, cici sirul f, = sin(nrx) este marginit in L?(0,1), dar A(f,) = nmcos(nmx) este
nemarginit.

Definitie 1.2. Un operator liniar nemarginit in H este o pereche (D(A), A) unde D(A) (do-
meniul) este un subspatiu al lui H si A (operatorul) este o aplicatie liniara definitd pe D(A) cu
valori in H.

Observatie 1.2. Un operator liniar nemdrginit in H poate satisface (1.1) sau nu. Daca domeniul
D(A) este dens in H si operatorul nemdarginit (D(A), A) verifica (1.1), atunci existd un unic operator
liniar marginit A in H care eztinde A. Asadar, notiunea de operator liniar nemdrginit are sens cu
adevdrat numai pentru acei operatori care nu satisfac (1.1).

Dacd domeniul operatorului neméarginit (D(A), A) este clar din context, operatorul va fi notat
simplu A. Vom nota cu R(A) si N(A) imaginea, respectiv nucleul operatorului A.
O notiune mai putin restrictiva decat marginirea este urmatoarea.

Definitie 1.3. Un operator nemarginit (D(A), A) in spatiul Hilbert H se numeste inchis dacd,
pentru orice sir (up)p>1 C D(A) convergent la w in H astfel incit (Aup)p>1 este de asemenea
convergent la f in H, avem ci u € D(A) si Au= f.

Observatie 1.3. Operatorul nemarginit (D(A), A) este inchis dacd si numai dacd G4 = {(u, Au) :
u € D(A)} este inchis in H x H.

Reamintim c& Teorema Graficului Inchis afirma cd dacid T : X — Y este un operator liniar intre
doud spatii Banach, atunci urmétoarele sunt echivalente:

1. T este continuu.
2. T este un operator inchis (i.e. graficul lui T este inchis).

Totusi, in cazul mai general al operatorilor nemérginiti, aceastd echivalentd nu are loc in general.
Majoritatea operatorilor nostri nemarginiti vor fi inchisi, dar nu continui.

Urmatoarea sectiune este dedicata studiului unei clase de operatori nemarginiti care joaca un
rol fundamental in teoria ecuatiilor cu derivate partiale.

1.2 Operatori maximal-monotoni

Definitie 1.4. Operatorul (D(A), A) se numeste monoton in H dacd Re[(Au,u)] > 0 pentru orice
u € D(A).

Propozitie 1.1. Operatorul (D(A), A) este monoton in H dacd si numai dacd pentru orice X > 0
siu € D(A)

(1.2) Allul| < [[(A + A)ul].
Demonstratie. Fie A > 0si u € D(A). Dacad (D(A), A) este monoton in H rezultd ca

[1(A+ADul? = (A + AD)u, (A + AD)u) = || Aul® + N[[ul [ + 23Re[(Au, u)] > N?||ul|*.
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Reciproc, daca (1.2) are loc, rezultd cd
NJull? < [[(A+ ADul|* = ((A+ A, (A + ADu) = [[Aul|* + N[[u||* + 2\Re[(Au, u)].
Prin urmare !
~ Ll Aul[? < Rel(Au, )]

iar monotonitatea lui A se obtine trecand la limita in ultima inegalitate.

O

Definitie 1.5. Operatorul (D(A), A) se numeste maximal in H dacd existd A > 0 astfel incat,
pentru orice f € H, existd u € D(A) cu (A+ N )u= f, adicd R(A+ \) =H.

Observatie 1.4. Fie (D(A), A) un operator mazimal-monoton si X > 0 astfel incdt, pentru orice
f € H, ecuatia (A+ X )u= f are o solutie u € D(A). Rezultd ca operatorul A+ NI este surjectiv.
Pe de alta parte, din (A+ X )u = 0 obtinem

Mu,u) < Re[(Au,u)] + AMu,u) = Re[((A+ M)u,u)] =0,

deci A+ M este si injectiv.
Prin urmare, operatorul A+ Xl : D(A) — H este inversabil. Mai mult, pentru orice u € D(A),

Mul[* < Re[(Au, u)] + Mu,u) = Re[((A + M )u,u)] < [((A+ Au,u)| < [[(A+ Nul|[[ul],
inversul siu Jy = (A+ X))~ : H — D(A) este continuu si ||J,]| < ;.

Observatie 1.5. Daca (D(A), A) este un operator mazimal-monoton, are loc urmdatoarea proprie-

tate: pentru orice X > 0 si f € H exista u € D(A) cu (A+ M)u = f. Intr-adevar, si presupunem

cd existd Ao > 0 astfel incat R(A+ X ol) = H. Demonstram ca R(A+ ) = H pentru orice X < 2)\g.
Fie f € H 510 < X< 2)\y. Cautam u € H astfel incit (A + X\ )u = f sau, echivalent

u=(A+XD)7f+ N — Nl

Daci notam G(u) = (A + XoI)7L[f + (Ao — Mu], problema se reduce la a demonstra existenta
unui punct fix pentru G in H. Dar G este o contractie deoarece

| Ao —

My — ]
)\0 1 2

G (u1) — G(ug)|| = [[(A+ MoI) ™ (Ao — A)(ur — ug)]|| <

t,si% <1 daca A < 2.

Din Teorema Punctului Fiz o lui Banach rezultd ca G are un punct fix in H. Am demonstrat
ci R(A+ M) = H daca A < 2\g. Un arqument iterativ ne permite sa deducem cd R(A+ \) = H
pentru orice A > 0.

Prin urmare, pentru orice A > 0 se poate defint un operator Jy ca in observatia anterioard si
Il < 5

Propozitie 1.2. Dacid (D(A), A) este un operator mazimal-monoton in spatiul Hilbert H, atunci

1. D(A) este dens in H

2. A este inchis.
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Demonstratie. Din definitia unui operator maximal si monoton si din Observatia 1.4, rezulta ca
existd A > 0 astfel incat A 4+ AI este inversabil, iar inversul siu, notat Jy, este continuu.

Pentru a demonstra densitatea lui D(A), fie z € H astfel incat (z,v) = 0 pentru orice v € D(A).
Existd un unic u € D(A) astfel incat (A + A )u = z. Rezulta ca

0=(z,u) = ((A+ A)u,u) = (Au,u) + A(u, u).

Din monotonitatea lui A, Re[(Au,u)] > 0 si prin urmare (u,u) = 0. Rezultd cd z = 0, ceea ce
demonstreaza densitatea lui D(A) in H.

Pentru a demonstra ca A este inchis, fie (up)p>1 C D(A) un sir convergent la w in H astfel incat
(Aup)n>1 este de asemenea convergent la f in H. Rezultd ca (A + AI)(uy) converge la f + Au.
Deoarece (A+ AI)~! este un operator continuu in H, obtinem ca u, = (A+\ )~ (A+\I)(uy,) tinde
la (A+AI)~Y(f+Mu) cand n tinde la infinit. Din unicitatea limitei, rezulta ca u = (A+X) 7L (f+u).
Prin urmare, u € D(A) si Au = f. In consecinti, A este un operator inchis. O]

1.3 Exercitii
1. Aratati ca dacd (D(A), A) este monoton, atunci
I(A+zDul| = R(2)[lull  (ue D(A), z€CL.)

(Daca A este monoton, la fel este si A+ ibl.)

2. Fie (D(A), A) un operator nemarginit, inchis si monoton in spatiul Hilbert H. Atunci, pentru
orice z € C%, R(A + zI) este o multime inchisa in H.
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Operatorul adjunct

2.1 Definitii
Fie (D(A), A) un operator nemérginit al cirui domeniu D(A) este dens in H. Definim
(2.1) D(A*) ={v e H : existd C < oo astfel incat |(Au,v)| < Cl|u||, Yu € D(A)}.

Pentru orice v € D(A*) aplicatia u € D(A) — (v, Au) € C poate fi extinsd prin continuitate
la o aplicatie liniara si continua de la H la C. Din Teorema lui Riesz, exista un unic A*v € H astfel
incat

(2.2) (A*v,u) = (v, Au), Yu € D(A).

Este usor de vizut cd aplicatia care asociaza fiecarui v € D(A*) pe A*v este liniard. Prin urmare,
(D(A*), A*) este un operator (nemarginit) in H.

Definitie 2.1. Operatorul (D(A*), A*) definit de (2.1)-(2.2) se numeste operatorul adjunct al lui
(D(A), A).

Propozitie 2.1. Fie (D(A), A) un operator nemdarginit al carui domeniu D(A) este dens in H.
Operatorul adjunct (D(A*), A*) este inchis in H.

Demonstratie: Fie (vp)p>1 C D(A*) un sir convergent la v in H astfel incat (A*vy,)n>1 este de
asemenea convergent la g in H. Trecand la limita in egalitatea

(A vy, u) = (vn, Au), Yu € D(A)

obtinem

(g,u) = (v, Au), Yu € D(A).

Rezulta cd v € D(A*) si A*v = g. Astfel, operatorul adjunct este inchis.
|

Propozitie 2.2. Fie (D(A), A) un operator monoton in H cu domeniu dens. Daca A* este monoton
si A este inchis, atunci (D(A), A) este mazimal.
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Demonstratie: Deoarece A este inchis si monoton, R(A + I) este un subspatiu inchis al lui
H. Intr-adevar, fie (up)n>1 C D(A) un sir astfel incat ((A+ I)uy),~, converge la f € H. Din
inegalitatile

|[un _umH2 S Re[((A+ 1) (un — um), un — um)] < |ty — um|[ [[(A 4+ I)(un — um)||

obtinem c¢a (up)p>1 este un sir Cauchy in H. Prin urmare, (up)p>1 converge la w € H. Din
inchiderea lui A + I obtinem ca u € D(A) si (A+ I)u = f. Asadar, f € R(A+1) si R(A+ 1) este
inchis in H.
Daca aratam ca R(A+ 1) este si dens in H, rezultd cd R(A+ 1) = H si demonstratia se incheie.
S& presupunem cd z € H este astfel incat (z,w) = 0 pentru orice w € R(A + I), ceea ce este
echivalent cu (z, Au + u) = 0 pentru orice u € D(A). Rezulta ca,

(2, Au)| = | = (z,u)| <|][[|ull, Vu € D(A)
(z, Au) = —(z,u), Yu € D(A).

Prin urmare, z € D(A*) si A*z = —z. Deoarece A* este monoton, obtinem ci
—|12||* = (=2,2) = Re[(—2,2)] = Re[(A*z, 2)] > 0.
Asadar, z = 0 si densitatea lui R(A + I) este demonstrata.
|

Propozitie 2.3. Fie (D(A), A) un operator mazimal-monoton in H si Jy operatorul definit in
Observatia 1.5. Atunci, pentru orice u € H

(2.3) lim AJyu = wu.
A—00

Demonstratie: Este suficient sd consideram u € D(A) (cazul general rezultd din densitatea lui
D(A) in H). Avem

1 1
[IATxw = ul] < M[Jal[lw = (A +M)ul] < S| Aull
iar (2.3) rezultd imediat.

Observatie 2.1. Reciproca Propozitiei 2.2 este de asemenea adevdratd (vezi [?], p....). Intr-adevdr,
daca (D(A), A) este mazimal-monoton, din Propozitia 1.2 rezultd cd este inchis. Pentru a demonstra
ca A* este monoton, fie v € D(A*). Avem ca

Re[(A*v, Jyw)] = Re[(v, AJ\v)] = (v,v) — Re[A(v, Jyv)] > |[v||> = M| Jx]] [|v]|* > 0.
Prin urmare, pentru orice v € D(A*) si A > 0 avem
(A%v, AJyv) > 0.

Folosind (2.3) si trecand la limitd in ultima inegalitate, obtinem ca Re[(A*v,v)] > 0, ceea ce
demonstreazd monotonitatea lui A*.
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2.2 Operatori autoadjuncti si antiadjuncti

Urmaétoarele clase de operatori sunt foarte importante in multe aplicatii.

Definitie 2.2. Operatorul (D(A), A) se numeste autoadjunct dacd D(A) = D(A*) si A = A*.
Operatorul (D(A), A) se numeste skew-adjunct daca D(A) = D(A*) si A = —A*.

Operatorii autoadjuncti si skew-adjuncti au proprietdti de monotonie i maximalitate.

Propozitie 2.4. Fie (D(A), A) un operator autoadjunct si monoton in H, cu domeniul dens. Atunci
A este mazimal.

Demonstratie: Deoarece A este monoton si A = A*, rezultd cd A* este monoton. Mai mult,
deoarece A* este inchis si A = A*, A este de asemenea inchis. Din Propozitia 2.2, rezulta ca A este
maximal.

Propozitie 2.5. Fie (D(A), A) un operator skew-adjunct in H, cu domeniul dens. Atunci A si —A
sunt mazimali st monoton.

Demonstratie: Deoarece (Au,u) = (u, A*u) = —(u, Au) = —(Au, u), rezultd ca Re[(Au,u)] =0
pentru orice u € D(A). Astfel A si —A sunt monoton. Maximalitatea lui A se obtine din Propozitia
2.2, tindnd cont ci A* = — A este monoton si A = —A* este inchis.

Definitie 2.3. Operatorul (D(A), A) se numeste simetric dacd
(Au,v) = (u, Av) (u,v € D(A)).

Pentru operatori marginiti, notiunile de operator simetric si autoadjunct coincid. Totusi, daca
A este nemadrginit, exista o diferenta subtila intre operatorii simetrici si autoadjuncti. In mod clar,
orice operator autoadjunct este simetric. Reciproca nu este adevirati: un operator A este simetric
dacd si numai daca D(A) C D(A*) si A* = A pe D(A). Se poate intampla ca A si fie simetric si
D(A) # D(A¥).

Observatie 2.2. Pentru un operator simetric cu domeniu dens, avem:
AcC A",

adica D(A) C D(A*) si A* coincide cu A pe D(A).

Aceasta este diferenta fundamentald fata de operatorii autoadjuncti: pentru un operator simetric,
D(A) poate fi mai mic decit D(A*), in timp ce pentru un operator autoadjunct avem D(A) = D(A*)
si A= A*,

Exemplul 1: Operatorul i% pe L?(0,1)
Fie H = L?(0,1) si definim:

D(A) = {u e CY0,1] | u(0) = u(1) = 0}, Au=iu/.
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Acest operator este simetric, deoarece pentru u,v € D(A):

1 1
(Au,v) = /0 i/ (z)v(z) dz = ifu(z)v(z)]h — i/o w(z)v' (x) dx = (u,v’) = (u, Av),

dupé o integrare prin parti si folosind conditiile la limita.

Exemplul 2: Operatorul Laplace pe L*(Q) cu conditii Dirichlet este simetric si maximal-
monoton, deci autoadjunct. Acesta este un exemplu fundamental in analiza ecuatiilor cu derivate
partiale.

Teoremi 2.1. Fie (D(A),A) un operator mazimal-monoton in spatiul Hilbert H. Daci A este
simetric, atunci A este autoadjunct.

Demonstratie. Vom demonstra in mai multi pasi.

Pasul 1: Proprietati ale operatorilor maximal-monotoni Din definitia maximal-monotonului,
stim ci# exista A > 0 astfel incit A + Al este inversabil si surjectiv. Mai mult, pentru orice u > 0,
operatorul A+l este de asemenea inversabil (se poate demonstra printr-un argument de contractie).

Pasul 2: Incluziunea D(A) C D(A*) Pentru orice operator simetric, avem A C A*, adica
D(A) C D(A*) si A*u = Au pentru u € D(A).

Pasul 3: Aratam ca D(A*) C D(A) Fie v € D(A*). Din maximalitatea lui A, exista u € D(A)
astfel incat:
(A+X)u= (A" + A\)v.

Consideram diferenta (A + \I)(u — v) si calculam produsul scalar cu u — v:

(A+M)(u—v),u—v)=((A"+AX)v— (A+ N)v,u—v).
Pe de o parte, folosind monotonitatea lui A:

Re((A4+MD)(u—v),u—v) > Mlu—v|>
Pe de alta parte, folosind definitia adjunctului:
(A*+ A)v,u—v) = (v, (A+ AI)(u —v)).
Deoarece (A + Al )u = (A* + A)v, avem:
(A" +A)v— (A+ A)v,u —v) = (A" — A)v,u —v).

Acum, folosim faptul cad v € D(A*) si cd A este simetric. Pentru orice w € D(A), avem:

(A" = A, w) = (v, Aw) — (Av,w) = (v, Aw) — (v, Aw) = 0.

Aceasta arata ca ((A* — A)v,w) = 0 pentru orice w € D(A). Deoarece D(A) este dens in H,
rezultd ca (A* — A)v = 0. Asadar, A*v = Av (desi Av nu este incd definit, aceasta egalitate trebuie
inteleasa in sensul ca v € D(A)).
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Mai riguros, din relatia ((A* — A)v,w) = 0 pentru orice w € D(A), deducem ca (A*v,w) =
(Av,w). Dar Av nu este definit. Totusi, putem folosi un argument de aproximare pentru a arata
cav e D(A).

Alternativ, putem folosi inegalitatea obtinuta:

Mu—v]|? < Re((A+ M) (u—v),u —v) = Re(((A* — A)v,u — v)).

Deoarece ((A* — A)v,w) = 0 pentru orice w € D(A), in particular pentru w = v — v € D(A)
(deoarece u € D(A) si v nu este incd in D(A), aceastd alegere nu este valida). Trebuie si fim mai
atenti.

O demonstratie mai eleganta foloseste faptul ca operatorul (A+\I) este inversabil si ca (A*+ A1)
este extensia sa. Din (A+ A )u = (A* + Al)v si faptul ca (A* + AI) este injectiv (deoarece A* este
monoton), obtinem u = v. Asadar, v =u € D(A).

Pasul 4: Concluzia Din pasii 2si 3, avem D(A) = D(A*). Deoarece A este simetric, A* coincide
cu A pe acest domeniu. Asadar, A = A* si A este autoadjunct. O

Observatie 2.3. Aceasta teorema este esentiald in teoria operatorilor mazimal-monotoni. Ea aratd
cd, pentru operatorii mazximal-monotoni, simetria implicd autoadjunct. Reciproca este evidentd:
orice operator autoadjunct si monoton este maximal-monoton (asa cum am vazut intr-o propozitie
anterioard).

Observatie 2.4. Aceastd teoremd justificd de ce, in multe aplicatii, operatorii simetrici mazimal-
monotoni sunt numiti autoadjuncti. Ea leagd doud proprietdti fundamentale: monotonia si simetria,
st arald ca impreund ele implica autoadjunct.

Incheiem aceasta sectiune cu o proprietate care stabileste o relatie intre operatorii autoadjuncti
si skew-adjuncti in H.

Propozitie 2.6. Fie H un spativ Hilbert complex. Urmdatoarele proprietati sunt echivalente.
1. (D(A), A) este autoadjunct.
2. (D(A),iA) este skew-adjunct.

Demonstratie: S& consideram operatorul (D(A), A) si si determinam adjunctul lui (D(A),iA).
Avem

D((iA)*) = {v € H : exista ¢ > 0 astfel incat |(1Au,v)| < c||u|| pentru orice u € D(A)} =
={v € H : existd ¢ > 0 astfel incat |(Au,v)| < c||u|| pentru orice u € D(A)} = D(A").
Pe de altd parte, pentru orice u,v € D(A) = D(iA), avem
(1Au,v) = i(Au,v) = i(u, A*v) = (u, —iA*v).

—tA. Prin urmare, (D(A),iA) este skew-adjunct. Reciproc, daca (D(A),iA) este skew-adjunct,

Dacd (D(A), A) este autoadjunct, rezulta cd D((iA)*) = D(A*) = D(A) = D(iA) si (i4)* =
)
rezulta cad D(A) = D(iA) = D((iA)*) = D(A*) si A* = A. Asadar, (D(A), A) este autoadjunct.
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2.3 Exercitii

1.

2.

Daca A € L(H) atunci [|A|| = [|A*]| si A*™* = A.

Fie T € L(H) si fie A: D(A) C H — H un operator liniar neméarginit in spatiul Hilbert H,
dens definit si inchis. Consideram operatorul B : D(B) C H — H definit prin D(B) = D(A),
B=A+T.

(a) Demonstrati ca (D(B), B) este inchis.
(b) Demonstrati ca D(B*) = D(A*) si B* = A* +T*.

Fie (D(A), A) operatorul nemérginit definit de
H=12%0,1), DA ={uecH:decH ul)=ul)}, Au=iu.
Gasiti operatorul adjunct (D(A*), A*). Operatorul initial este autoadjunct?

Fie A : D(A) C H — H un operator liniar nemarginit in spatiul Hilbert H, dens definit si
inchis. Urmatoarele proprietati sunt echivalente:

(a) A este surjectiv, adicd R(A) = H

(b) Existd o constantd C astfel incat
loll < Cl[A™| (v e D(AY));
(c) N(A*) = {0} si R(A*) este inchis.
Dacd presupunem ci A : C" — C™ (in dimensiune finita), atunci urmatoarele sunt echivalente:
A surjectiv < A* injectiv,

A surjectiv < A injectiv,

ceea ce este intr-adevdr un rezultat clasic pentru operatori liniari in spatii finit-dimensionale.
Motivul pentru care aceste echivalente au loc este cd R(A) si R(A*) sunt finit-dimensionale
(si deci inchise). In cazul general avem doar implicatiile

A surjectiv. = A" injectiv,

A" surjectiv. = A injectiv.



Capitolul 3

Semigrupurl s1 generatori infinitezimali

Definitie 3.1. O familie de operatori liniari si continui in H, (S(t))i>0, se numeste semigrup de
contraciit in H daca

1LIS@)|=1, vVt >0
2. S(0)=1
3. S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s >0

4. lim S(t)u = u, Yu € H.
=8

Observatie 3.1. Dacd (S(t))i>0 este un semigrup de contractii siu € H, atunci S(-)u € C([0,00), H).
Intr-adevar, pentru orice tg > 0 si t > tg avem

0 < 1S (t)u — S(to)ull = [|S(to)(S(t — to)u — w)l| < IS(to)]| 1St — to)u — ul| < |[S(t — to)u — ull.
Pe de altd parte pentru t < tg,
0 < [[S(t)u — S(to)ul| = [IS(E)(u— S(to — t)u)l| < [[SE)]|Ju = S(to — t)ul| < [[u— S(to — t)ul|.

Deoarece lim S(t)u = u, rezulta cid im S(t — tg)u = lim S(t — to)u = u si prin urmare
0 t—t t—t
=0 t?tg Qt(‘}

tim [|S(t)u — S (to)ul| = lim [|S(£)u — S(to)ul| = 0.
—tp —tp

t>tg t<tg

Definitie 3.2. Daca (S(t))i>0 este un semigrup de contractii in H, operatorul nemarginit (D(A), A)
definit de
S(h)u —u

h—0
h>0

D(A) = {u € H : lim exista in H}

Ay = lig SRu—u
h—0
h>0

se numeste generatorul infinitezimal al semigrupului (S(t))e>0-

15
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Teoremi 3.1. Fie (D(A), A) generatorul infinitezimal al semigrupului de contractii in H (S(t))¢>0-
Daca u € D(A), atunci S(t)u € D(A) si S(t)Au = AS(t)u pentru orice t > 0.
Mai mult, aplicatia S(-)u :[0,00) — H este derivabild si
ds(t)u

(3.1) = = S(t)Au.

Demonstratie: Deoarece u € D(A) si (D(A), A) este generatorul infinitezimal al semigrupului
(S(t))t>0, avem ca

h _
(3.2) i ST e
e h

Tinand cont de proprietatile unui semigrup, rezulta ca

lim SO = S g (S(h)“_“> _ S(1) (lim S(h)“_“> _ S(t)Au.

h—0 h h—0 h h—0 h
h>0 h>0 h>0

Prin urmare, S(t)u € D(A) si AS(t)u = S(t)A(u).

Pentru a doua parte a demonstratiei, sa evaludm

S(t + h)u — S(t)u
h

— S(t)Au.

Pentru A > 0 avem ci

Hsu+mu—5@u
h

—S(t)Au

o5 w5

Pentru A < 0 avem ca

HS@+mu—S@u

<
A =

—S(t)Au

- HS(t +h) (S(_hl)l“_“ - S(—h)Au> H < HS(_}?&“_“ — S(—h)Au

S(_h})lw“” +AuH +[|—Au + S(—h) Aul| = H

Cand h tinde la zero, obtinem (3.1).

S(=hu—u Au

= 1S (—h)Au — Aul|.

Definitie 3.3. O familie de operatori liniari si continui in H, (T(t))icr, se numeste grup de
izometrii in H dacd

LA T@)ul| = |[ul], Vu € H, Vt € R
2. T(0) =1
3. Tt+s)=T(t)T(s), Vt,s eR

4. limT(t)u =u, Yu € H.

t—0
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Observatie 3.2. Daca (T'(t))ier este un grup de izometrii si w € H, atunci S(-)u € C(R, H).
Intr-adevar, pentru orice tg € R avem

0 < [|T(tyu — T{to)ull = | T(to)(T(t — to)u — w)l| = [|T(¢ — to)u — ull

Deoarece lim T (t)u = u, rezultda ci lim T(t — to)u = w si prin urmare
t—0 t—to

lim [|T(t)u — T(to)u|| = 0.

t—to

Definitie 3.4. Dacd (T'(t))ier este un grup de izometrii in H, operatorul nemarginit (D(A), A)
definit de

T(h)u —
D(A) = {u € H : lim (h)u = u existd in H}
h—0
Au — lim F(MJu—u
h—0 h

se numeste generatorul infinitezimal al grupului (T(t))icr-
Ca si in cazul unui semigrup, urmitoarea proprietate are loc

Teoremd 3.2. Fie (D(A), A) generatorul infinitezimal al grupului de izometrii in H (T(t))icr-
Daca u € D(A), atunci T(t)u € D(A) si T(t)Au = AT (t)u pentru orice t € R.
Mai mult, aplicatia T'(-)u: R — H este deriwabild si
dT'(t)u

(3.3) e T(t)Au.

Demonstratie: Este similara cu 3.1 si o omitem.
|

Urmatorul rezultat important stabileste relatia dintre semigrupuri si operatori maximal-monotoni.

Teoremd 3.3. (Hille-Yosida-Phillips) Fie (D(A), A) un operator nemdarginit in spatiul Hilbert H.
Urmatoarele proprietati sunt echivalente:

1. (D(A), A) este un operator mazimal-monoton in H.

2. (D(A),—A) este generatorul infinitezimal al unui semigrup de contractii.

Pentru o demonstratie a Teoremei Hille-Yosida-Phillips, vezi [?| Teorema 3.4.3, p. 34.

Observatie 3.3. Din Propozitia 2.4 si Teorema Hille-Yosida-Phillips, daca A este monoton si
autoadjunct, atunci (D(A), —A) este generatorul infinitezimal al unui semigrup de contractii in H.

Urmatoarea teorema de unicitate are loc.

Teoremi 3.4. Fie (S1(t))e>0 1 (S2(t))i>0 doud semigrupuri de contractii cu generatorii infinitezi-
mali (D(A1), A1) si (D(Az), Ag) respectiv. Daca (D(A1), A1) = (D(A2), Az), atunci

(3.4) S1(t)u = Sa(t)u pentru orice u € H sit > 0.



18 Capitolul 3. Semigrupuri si generatori infinitezimali

Demonstratie: Deoarece (D (A1), A1) este generatorul infinitezimal al unui semigrup de contractii,
rezultd ci este maximal-monoton si D(A;) este dens in H. Prin urmare, este suficient si demon-
stram (3.4) pentru u € D(A;) = D(A2) si ¢t > 0.

Definim aplicatia G : [0,t] — H, G(s) = Si(t — s)Sa2(s)u. Deoarece u € D(A;) = D(Asz), din
Teorema 3.1 rezultd ci G este derivabild in s. Mai mult, avem

dG

E(t) = —A15(t — 5)Sa(s)u+ S1(t — 5)Sa(s)Agu = =S(t — s)A1.52(s)u + S1(t — $)A1.52(s)u = 0.

Rezultd cd G este constanta si G(0) = G(t). Aceasta este echivalentd cu S1(t)u = Sa(t)u, ceea
ce incheie demonstratia.

Observatie 3.4. Din Teorema Hille- Yosida-Phillips si Teorema 3.4 rezultd cd exista o corespondentd

biunivocd intre multimea operatorilor mazimal-monotoni si multimea semigrupurilor de contractii
in H.

Relatia dintre grupuri si operatori maximal-monotoni este urméatoarea

Teoremi 3.5. Fie (D(A), A) un operator nemarginit in spatiul Hilbert H. Urmdtoarele proprietati
sunt echivalente:

1. (D(A),A) si (D(A),—A) sunt operatori mazimal-monotoni in H.
2. (D(A), A) este generatorul infinitezimal al unui grup de izometrii.

Pentru o demonstratie a Teoremei 3.5, vezi [?] Proprietatea 3.4.6.

Observatie 3.5. Din Propozitia 2.5 si Teorema anterioard, dacd A este skew-adjunct, atunci
(D(A), —A) este generatorul infinitezimal al unui grup de izometrii in H.



Capitolul 4

Ecuatil abstracte de evolutie

In aceasta sectiune consideram urmatoarea clasd generala de ecuatii de evolutie

du
(4.1) (B + Au(t) =0, >0
u(0) = u°

unde (D(A), A) este un operator neméarginit in spatiul Hilbert H.

4.1 Solutii clasice

Definitie 4.1. O solutie clasicd a lui (4.1) este o aplicatie u € C([0,00), H) astfel incat
1. u(0) = u®

u(t) € D(A) pentru orice t > 0

u este derivabila in H

cCqu;(t) + Au(t) = 0 pentru orice t > 0.

Urmatorul rezultat de unicitate are loc

Teoremi 4.1. Daci (D(A), A) este mazimal-monoton si u® € D(A), atunci existd o unicd solutie
clasica a lui (4.1).

Demonstratie: Existenta este o consecinta a 3.1. Intr-adevir, fie (S(t));>0 semigrupul de
contractii al carui generator infinitezimal este (D(A), —A) (existenta semigrupului este asigurata de
Teorema Hille-Yosida-Phillips). Definim u(t) = S(t)u® pentru orice ¢+ > 0. Observatia 3.1 implicd
u € C(]0,00), H). Mai mult, deoarece u® € D(A), din Teorema 3.1 obtinem ca u(t) = S(t)u’ €
D(A) si

du
dt
pentru orice ¢t > 0. Prin urmare, u este o solutie clasica a lui (4.1).

Pentru a demonstra unicitatea, si presupunem ca u si v sunt doud solutii ale lui (4.1) si fie

w = u —v. Rezultd ca

(t) = S(t)(—Au) = —AS(t)u

%(w,w) = 2Re(w, %) = —2Re(w, Aw) < 0.

19
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Prin urmare, functia ¢t — ||w(t)|| este nenegativa si descrescatoare. Deoarece ||w(0)|| = 0, rezulta
cd ||w(t)|| = 0 pentru orice t > 0 si deci u = v.

S& consideram ca (D(A), A) este un operator maximal-monoton in H si sa definim urmétoarea
forma biliniara

(4.2) ((u,v)) = (u,v) + (Au, Av), pentru orice u,v € D(A).
Este imediat cd ((-, -)) este un produs scalar in D(A). Fie ||| - ||| norma corespunzitoare.
Propozitie 4.1. D(A) inzestrat cu produsul scalar definit de (4.2) este un spatiu Hilbert.

Demonstratie: Fie (up)n>1 un sir Cauchy in D(A) in raport cu norma ||| - |||. Rezultd ca
up, — u € H si Au, — f € H cand n tinde la infinit. Deoarece (D(A), A) este inchis, u € D(A) si
Au = f. Mai mult, (up)n>1 converge la u in norma ||| - [||.

|
Propozitie 4.2. Dacd u® € D(A) si u este solutia clasicd a lui (4.1), atunci
(4.3) u € C([0,00), D(A)) N C([0,00), H).
Demonstratie: Faptul ca u € C([0,00), H) rezultd din u(t) = S(t)u’ si (3.1).
Pentru a demonstra ca u € C(]0,00), D(A)), observam ca
llu(t+h)—u()][|* = [||SE+R)U° =S ()u’]||* = [|S(t+h)u’ =S )u’|[P+[|A(S (t+h)u’ —S(t)u")||* =
= [|S(t + h)u® — S(t)u°||* + ||S(t + h) Au® — S(t) Au®|?
si folosim continuitatea aplicatiei S(-)v.
|

Am demonstrat existenta unei solutii clasice a lui (4.1) cand u® = u(0) € D(A). Totusi, in multe
cazuri se doreste sa "rezolvim" (4.1) chiar dacd u® € H. Suntem condusi la notiunea de solutie
slaba, care va fi introdusa in doud moduri diferite.

4.2 Solutii slabe: abordarea prin semigrupuri

Pentru a extinde clasa de solutii ale lui (4.1), sd consideram ca (D(A), A) este un operator maximal-
monoton care genereazd un semigrup de contractii (S(¢)):>0 in H.

Definitie 4.2. Pentru orice u® € H, aplicatia u € C([0,00), H), u(t) = S(t)u’ pentru orice t > 0,
se numeste solutia slabd a lui (4.1).

Teorema 4.1 aratd ci solutia slabd a lui (4.1) este una clasica atunci cand datele initiale u°
apartin lui D(A).

O intrebare interesanta este urmitoarea: in ce sens verificd o solutie slaba ecuatia (4.1)7 Exista
mai multe posibilitati mai mult sau mai putin echivalente pentru a raspunde la aceasta intrebare.
Teoria extrapolarii oferd un posibil raspuns ([?]). Unul diferit se datoreaza lui Ball (vezi [?]).

Sa descriem pe scurt metoda extrapolarii.
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Teoremi 4.2. Fie (D(A),A) un operator mazimal-monoton in spatiul Hilbert H si (S(t))i>0 se-
migrupul cu generatorul infinitezimal (D(A), —A). Pentru orice u® € H, fie u(t) = S(t)u’. Ezistd
un spatiu Banach'Y si un operator nemdrginit (D(B), B) in'Y astfel incdt

1. H este un subspatiu dens al lui Y.
2. D(B) = H si By = Ay pentru orice y € D(A).
3. (D(B), B) este mazimal-monoton in'Y .

4. Daci (R(t))i>0 este semigrupul generat de (D(B),—B) in'Y, atunci S(t)u’ = R(t)u® pentru
orice t >0 siu’ € H.

5. u este derivabild in'Y si Su(t) + Bu(t) =0 in Y pentru orice t > 0.

Demonstratie: Deoarece (D(A), A) este maximal-monoton, rezultd ca J; = (A + I)~! este un
operator liniar si continuu in H. Pentru orice z,y € H, definim

(x,y)-1 = (Ji(2), 1y)-

Evident, (-, -)_1 este un produs scalar in H. Fie Y inchiderea lui H in raport cu produsul scalar
(-, -)—1. Rezultd ca Y este un spatiu Hilbert. Fie || - ||-1 norma corespunzitoare.
S& observdm acum cd, pentru orice x € D(A),

| Az[[-1 = [[Ji(Az)[| < (|| -1 + ||2[| < 2[]]]

Prin urmare, A poate fi extins la un operator liniar si continuu A € L(H,Y). Definim (D(B), B)
ca operatorul nemarginit in Y dat de

D(B) = H, Bx = Az, ¥z € H.

S& demonstram ca (D(B), B) este maximal-monoton in Y.
Pentru orice x € D(A), fie y = Ji(x). Avem

(B, x)1 = (J1(Bx), Ji(2)) = (11(Az), Ji(2)) = (z, J1(2)) = (Ji(2), Ji(2)) = (Ay+y,y)—(y,y) = (Ay,y).

Monotonitatea lui B rezultd acum din monotonitatea lui A si densitatea lui D(A) in H.

Fie acum f € Y. Exista un sir (f,)n>1 C H convergent la f in Y. Din maximalitatea lui A,
existd x, € D(A) astfel incat (A + I)x, = f, pentru orice n > 1. Obtinem ci (zy,),>1 este un sir
Cauchy in H. Prin urmare, converge la un z € H. Trecand la limita in relatia (A + Iz, = fn,
obtinem ci (A + I)z = f, ceea ce demonstreaza maximalitatea lui B.

Fie acum (R(t))s>0 semigrupul generat de (D(B), —B) in Y. Fie u® € D(A) si u solutia (clasic)

/ _ N
(4.4) {quAu—O,lnH

u(0) = u’.

Rezulta ca u(t) = S(t)u’, unde (S(t));>0 este semigrupul generat de operatorul (D(A), —A) in H.
Deoarece Ax = Bx pentru orice x € D(A), rezulta ca u verifica si

/ _ N
(4.5) {u—l—Bu—O, inY

u(0) = u
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Rezultd cad S(t)u’ = u(t) = R(t)u’ pentru orice t > 0 si u® € D(A). Cazul general rezultd din
densitatea lui D(A) in H.

Fie acum u® € H. Exista un sir (u)),>1 C D(A) convergent la «° in H. Dupd cum am vizut
anterior, u, = S(t)u) = R(t)u) este simultan solutie clasica a (4.4) si (4.5). Prin urmare,

/ _ N
(4.6) {un—l—Bun—O, inY

un(0) = “91

Rezultatul urmeaza acum prin trecerea la limitd in (4.6).
|

In cazul unui operator autoadjunct (D(A), A), o solutie slabd devine mai regulata pentru ¢ > 0.
Mai precis, avem

Teorem# 4.3. Daci (D(A), A) este autoadjunct si v’ € H, aplicatia u datd de u(t) = S(t)u’
satisface u € C([0,00), H) N C((0,00), D(A)) N CL((0,00), H) si u'(t) + Au(t) = 0 pentru orice
t>0.

Daci operatorul (D(A), A) este skew-adjunct, nu exist# regularitate suplimentara. In schimb,
are loc conservarea normei. Mai precis, avem

Teorem# 4.4. Daci (D(A), A) este skew-adjunct si v’ € H, aplicatia u datd de u(t) = S(t)u’
satisface u € C([0,00), H) si verificd ||u(t)|| = ||u®]| pentru orice t > 0.
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Dezvoltare Fourier

O modalitate diferita (dar echivalenti) de a defini solutiile lui (4.1) se bazeaza pe dezvoltarea Fourier.
Pentru a o folosi, si presupunem ci operatorul (D(A), A) are proprietatea ci D(A) este compact
immers in H.

Prin o(A) notdam multimea rezolventd a operatorului A

(5.1) o(A) ={\ € C : existd (A—X)"': H — H care este continuu in H}.
Prin V P(A) notam multimea valorilor proprii ale lui A,

(5.2) VP(A)={N e C : exista x € H\ {0} astfel incat Az = \z}

iar cu E)\ notam subspatiul propriu corespunzitor unei valori proprii A € VP(A),

(5.3) Ey={zx e D(A) : Az =Xz} = N(A—-A).

S& reamintim mai intai urméatoarea teorema clasica despre spectrul unui operator compact (vezi
[?], Teorema 2, p. 284):

Teoremai 5.1. Fie X un spatiu Banach si T : X — X un operator liniar compact. Atunci

1. o(T) consta dintr-o multime cel mult numdarabild de valori complexe care nu are niciun punct
de acumulare, cu posibila exceptie o lui pu = 0.

2. Dacd p € o(T)\ {0}, atunci p € VP(T) si dim(E,) =k, < .

Urmaitoarele rezultate oferd proprietéti ale spectrului unui operator autoadjunct:
Teorema 5.2. Fie X un spatiu Hilbert si T : X — X un operator liniar autoadjunct. Atunci

1. VP(T) CR.

2. Daca py,uz € VP(T) sunt doud valori proprii diferite ale lui T, atunci subspatiile proprii
corespunzatoare E,, si ), sunt ortogonale in X.

In sfarsit, urmé&toarea teorema ofera o descompunere spectrald a operatorilor autoadjuncti com-
pacti.

23
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Teorema 5.3. Fie X un spativ Hilbert separabil si T : X — X un operator liniar compact autoad-
gunct. Dacd notaim Ey = N(T), atunci

(5.4) X= € E.

uweVP(T)u{0}
Putem demonstra acum teorema fundamentald privind descompunerea spectrala.

Teoremd 5.4. Fie (D(A), A) un operator mazimal-monoton autoadjunct in spatiul Hilbert separabil
infinit-dimensional H. Daca D(A) este compact immers in H, atunci

1. VP(A) este o multime numdarabild de valori reale nenegative
0<m<rm<m<..<v,<..
cu limy, o0 vy = 00.
2. dim(E,;) = k;j < oo pentru orice j > 0.
3. Existd o bazd ortonormald o lui H formatd din vectori proprii at lui A.

Demonstratie: Deoarece (D(A), A) este maximal-monoton, rezultd cd existda A > 0 astfel incat
Jy = (A+ XI)~! este un operator liniar si continuu de la H la H. Mai mult, deoarece Jy : H — H
ia valori in D(A), care este compact immers in H, Jy este un operator compact.

Pe de alta parte, Jy este autoadjunct. Intr-adevir, pentru orice u,v € H, daca w = Jx(v), avem

(Ia(w),v) = (Ja(w), (Ja)"H(w)) = (Ia(u), (A + AL)(w)) =
= (Ia(u), Aw) + (Ja(u), Aw) = (A + AT)Jx(u), w) = (u, JA(v)).

Observim ca 0 ¢ VP(Jy). Avem ca p € VP(J)) daca si numai dacad (% —A) € VP(A). Mai
mult, subspatiile proprii ale operatorilor Jy si A sunt aceleasi. Rezultd ci

1 1
VP(A)—{VER.WGVP(J,\)}—{VGR.V—M)\cu,uGVP(J,\)}.

Fie vp =01 B,y = N(A). Avem ca

1
Eyoz{veH:Av:0}:{U€H:(A—|—)\I)v:)\v}:{v€H:J,\vzxv}.

Prin urmare, daca E,, # {0}, atunci % este o valoare proprie a lui Jy si E,, este subspatiul

propriu corespunzitor. Deoarece % > 0, din Teorema 5.1 rezultd ca dim(E,,) = ko < oo. Fie

v?, vg, . 020 0 baza ortonormald in F,,.

Din Teoremele 5.1 si 5.2 rezultd cd VP(A) \ {0} este o multime numéarabild de numere reale
pozitive 0 < v; < 1y < ... < v, < ... care tinde la infinit. Fiecarei valori proprii nenule v; ii
corespunde un subspatiu propriu E,; de dimensiune finitd. Pentru fiecare j > 1, fie v{ , ...,vij 0
baza ortonormala a lui E);.

Subspatiile proprii (Eyj )j>0 sunt ortogonale. Din Teorema 5.3 rezultd ca

0 0 1 1 2 2 n n
U17""vk()? U1, ...,Ukl, U1, ...,’Uk.Q, ceny Ul""’vkn’

formeaza o bazi ortonormald a lui H, ceea ce incheie demonstratia.
Observim c& multimea V P(A) trebuie sa fie infinita, altfel dimensiunea lui H ar fi {init4.
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Observatie 5.1. In cele ce urmeazd, baza ortonormald de functii proprii din Teorema 5.4 va fi
notatd simplu (vp)n>1-

Pentru a da dezvoltarea Fourier a solutiilor lui (4.1), sd consideram dezvoltarea Fourier a datelor
initiale u® € H:

(5.5) u’ = Zu%vn

n>1
unde u¥ = (u,v,) pentru orice n > 1.
Teoremi 5.5. Dacd u® € H este datd de (5.5), atunci solutia slabd a lui (4.1) este datd de

(5.6) u(t) = Zu%e_’\"tvn.

n>1

Demonstratie: Fie u%F = ZZ:1 udvy,. Evident, u* € D(A) pentru orice k > 1.

Un calcul direct arata ca u”(t) = Zﬁzl ul e~*nly,, este solutia clasica a lui (4.1) cu datele initiale
u%F. Prin urmare, u*(t) = S(t)u®*. Acum, deocarece (u®*)y>1 tinde la u® in H si S(t) este un
operator continuu, obtinem c&

w(t) = lim u(t) = lim S(t)u®* = S()( lim u®*) = S(t)u°,

k— o0 k—o0 k—o0

ceea ce Incheie demonstratia.
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Capitolul 6

Exemple

6.1 Operatorul Laplace in L*(Q)

Fie Q ¢ RY o multime deschis# si marginita si H = L?(2). Definim urmatorul operator nemirginit
in H:
D(A) = {u € HYQ) : —Aue L*(Q)}

6.1
(6.1 Au = —Au.

Teoremdi 6.1. Operatorul (D(A), A) definit in (6.1) are urmdtoarele proprietati:

1. (D(A) este mazimal-monoton in H.

: ,A)
2. (D(A), A) este autoadjunct in H.
3. (D(A),—A) este generatorul infinitezimal al unui semigrup de contractii in H.

Demonstratie:

1. Fie u € D(A). Avem
(Au,u) :/(—Au)u:/ [Vu|? >0
Q Q

si monotonitatea lui A rezultd. Observam ci ultima formula (Green) are loc pentru orice u €
D(Q) si, din densitatea lui D(Q) in HJ (), pentru orice u € H} () fara ipoteze suplimentare
de regularitate asupra lui 2.

Pentru a demonstra maximalitatea lui A, fie f € L?(2). Ecuatia variationala
(6.2) / vuw+/ uPp = / e, Ve HyQ)
Q Q Q

are o solutie unicd u € H}(Q). Aceasta rezultd prin aplicarea binecunoscutei Teoreme Lax-
Milgram.

Mai mult, deoarece

[ut-a9) = [ (-, veeD®
Q )
si f —u € L%(Q), rezulta ca —Au € L?(f), ceea ce demonstreaza maximalitatea lui A.

27
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2. Fie D(A*) = {v € L*Q) : existdc > 0 astfel incat |(Au,v)| < c|jul|, Yu € D(A)} si
v € D(A*). Rezulta ca aplicatia

u € D(A) — (Au,v) + (u,v) € C

poate fi extinsa prin continuitate la o aplicatie liniard si continua p : L?(Q) — C astfel incat
p(u) = (Au,v) + (u,v) pentru orice u € D(A).

Din teorema de reprezentare a lui Riesz, rezulta ca existda ¢ € L?(€) astfel incat
p(u) = / up, Yuc L*(Q).
Q

Fie acum w € D(A) solutia unica a ecuatiei eliptice

—Aw+w = in Q
w = 0 pe ON.

Rezulta ci, pentru orice u € D(A),

/Q(—Awu)w _ /Qu(—AuH—w) _ /ngpzp(u) — (Au,v) + (u,v) = / (—Au+ u)7,

Q
Prin urmare, v = w € D(A). Rezultd cd D(A*) C D(A).
Faptul cd D(A) C D(A*) rezulta imediat, deoarece pentru orice v € D(A) avem

(Au,v) —/ﬂ(—Au)v—/u(—Av).

Rezulta ca D(A*) = D(A) si, de asemenea, cd A* = A.
3. Este o consecinta directd a lui 1.)
[ ]
Observatie 6.1. Dacd Q este o multime deschisd si mdrginitd cu frontierd de clasd C2, atunci se
poate ardta cd D(A) = H?(2) N HL(Q).
6.2 Operatorul Laplace in H ()

Fie Q € RY o multime deschisa si marginita si H = H~1(1).
Definim urmétorul operator marginit de la Hg(Q) la H~1(Q):

(6.3) A:HNQ) = HYQ), < Au,p>= / VuVe, Vo€ Hi(Q).
Q
Teoremd 6.2. Operatorul A definit in (6.3) este un izomorfism izometric de la H}(Q) la H=1(Q).

Demonstratie: Intr-adevir, deoarece < Au, ¢ >= fQ VuVp, pentru orice ¢ € H}, rezultd ca

| Au ||g—1= sup < Au,p >= sup (/ Vqup) )
Q

=1 =1
el Il

Dar
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® SUPllell =1 (‘/QVUVSO> > Jo V“vm =l w2

_ 1/2 1/2
i SHPH@||H%:1 (‘/QVUV<P> < (fsz | Vu \2) / SUPH@||H%:1 (fQ | Vo \2) / =l u HH&

Astfel
lAulna= sw ([ vuve) <uly

HW”H%:l

iar operatorul A este o izometrie de la H}(2) la H=(Q).
Liniaritatea si injectivitatea sunt evidente. Mai mult, operatorul A este surjectiv. Intr-adevir,
din teorema de reprezentare a lui Riesz, pentru orice f € H () exista uy € H{(Q) astfel incat

/V’LLfV(,D—< fro>, Vpec HYQ).
Q

Prin urmare, operatorul A este, de asemenea, un izomorfism.

Observatie 6.2. Spatiul H1(Q) poate fi vdzut ca un spatiu Hilbert cu produsul scalar
(6.4) <u,v>= (A, A7), Vu,v e HHQ).

Operatorul liniar si continuu A de la HE(Q) la H~1(2) poate fi vazut ca un operator nemarginit
in H=1(Q) definit de

D(A) = H}(Q) c H1(Q)

(6.5)
(Au, ) = [, VuVp, Yo e Hi(Q).

Teorema 6.3. Operatorul (D(A), A) definit in (6.5) are urmdtoarele proprietati:

1. (D(A), A) este mazimal-monoton in H.
2. (D(A), A) este autoadjunct in H.
3. (D(A),—A) este generatorul infinitezimal al unui semigrup de contractii in H.

Demonstratie:

1. Fie u € D(A). Avem
< Auyu = (u, A~ \u) = /(—Au)u:/ Va2 > 0
Q Q
si monotonitatea lui A rezultd. Observam ci ultima formula (Green) are loc pentru orice u €

D(Q) si, din densitatea lui D(Q) in Hg (), pentru orice u € H} () fara ipoteze suplimentare
de regularitate asupra lui 2.

Pentru a demonstra maximalitatea lui A, fie f € L?(2). Ecuatia variationala

(6.6) /Qvuw+/ﬂu<p:/gf¢, Yo € Hi(Q)
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are o solutie unica u € H}(2). Aceasta rezultd prin aplicarea binecunoscutei Teoreme Lax-
Milgram.

Mai mult, deoarece
| u-a%) = [(f-wp. voeD@)
si f —u € L%(Q), rezulta ca —Au € L?(f2), ceea ce demonstreaza maximalitatea lui A.

2. Fie D(A*) = {v € L*(Q) : exista c > 0 astfel incat |(Au,v)| < c|jul|, Yu € D(A)} si
v € D(A*). Rezultd ca aplicatia

u € D(A) — (Au,v) + (u,v) € C

poate fi extinsa prin continuitate la o aplicatie liniara si continua p : L2(2) — C astfel incat
p(u) = (Au,v) + (u,v) pentru orice u € D(A).

Din teorema de reprezentare a lui Riesz, rezulta ca existd ¢ € L?(Q) astfel incat
p(u) = / up, Yuc L*(Q).
Q

Fie acum w € D(A) solutia unica a ecuatiei eliptice

—Aw+w = in Q
w = 0 pe ON.

Rezulta ci, pentru orice u € D(A),

Q
Prin urmare, v = w € D(A). Rezulta ca D(A*) C D(A).
Faptul ca D(A) C D(A*) rezulta imediat, deoarece pentru orice v € D(A) avem

(Au,v) —/ﬂ(—Au)v—/u(—Av).

Rezulta cd D(A*) = D(A) si, de asemenea, cd A* = A.

3. Este o consecinta directd a lui 1.)

6.3 Operatorul undelor in H}(Q) x L?(Q)
Fie O C RY o multime deschisa si marginita cu frontiera regulata de clasa C2 si H = H}(Q) x L2(€).
Definim urmaéatorul operator nemarginit in H:
6.7) D(A) = {(u,v) € H}(Q) x L*(Q) : v € H}(Q), —Au € L*(Q)}
‘ A(u,v) = (—v, —Au)

unde —A este operatorul Laplace definit in H{ () in sectiunea 6.1.
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Teoremi 6.4. Operatorul (D(A), A) definit in (6.7) are urmdtoarele proprietati:
1. (D(A), A) este mazimal-monoton in H.
2. (D(A), A) este skew-adjunct in H.
3. (D(A),—A) este generatorul infinitezimal al unui grup de izometrii in H.
Demonstratie:
1. Este o consecinta directd a proprietitii similare a operatorului Laplace in L?(€2).
2. Este usor de observat ca
(A(ur, v1), (ug, v2)) = —((u1, v1), Aug, v2))
iar proprietatea rezultd ca in cazul operatorului Laplace.
3. Este o consecintd directa a lui 1. si 2.

Observatie 6.3. Dacd Q este o multime deschisd si mdrginitd cu frontierd de clasd C?, atunci se

poate ardta ci D(A) = H?(Q) N HL(Q) x HL(Q).

6.4 Operatorul undelor in L?(Q) x H1(Q)
Fie Q C RY o multime deschisa si marginita si H = L?(Q) x H~Y(Q).

Definim urmatorul operator marginit de la Hg(Q) x L?(Q) la L*(Q) x H~1(Q):
(6.8) A:HI(Q) x L2(Q) — L*(Q) x HY(Q), A(u,v) = (—v, —Au)
unde —A este operatorul Laplace definit in H~!(Q) in sectiunea 6.2.

Teoremd 6.5. Operatorul A definit in (6.8) este un izomorfism izometric de la H}(Q) x L*(Q) la
L2(Q) x H1(Q).

Demonstratie: Este o consecintd directd a Teoremei 6.2.

Observatie 6.4. Spatiul L*>(Q) x H~1(Q) poate fi vizut ca un spatiu Hilbert cu produsul scalar
(6.9) < (u1,v1), (ug,v9) >= (A7 (ug,v1), A (ug, v2)), V(u1,v1), (ug,ve) € LA(Q) x HH(Q).

Operatorul liniar si continuu A de la H}(Q) x L*(Q) la L?(2) x H~1(Q) poate fi vizut ca un
operator nemarginit in L2(2) x H~1() definit de

D(A) = H}(Q) x L*(Q) C L*(Q) x H1(Q)
A(u,v) = (—v, —Au)

unde —A : Hj(Q) — H1(Q) a fost definit in sectiunea 6.2 prin (—Au,¢) = [, VuVep, Vo €
H (). Avem urmitoarea

(6.10)

Teoremd 6.6. Operatorul (D(A), A) definit in (6.10) are urmdtoarele proprietati:

1. (D(A), A)
2. (D(A), A) este skew-adjunct in H.

este maximal-monoton in H.

3. (D(A),—A) este generatorul infinitezimal al unui grup de izometrii in H.
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6.5 FEcuatia cildurii in L*(Q)

Fie Q ¢ RY o multime deschis# si marginita cu frontiera regulati de clasa C? si T > 0. Fiind data
u® € L%(Q), consideram urmatoarea ecuatie

ug—Au =0 in Q x (0,7)
(6.11) u=0 pe 092 x (0,7)
u(z,0) = u’(z) in Q.

(6.11) este o ecuatie de evolutie de forma (4.1) in care operatorul (D(A), A) este operatorul
Laplace in L%() definit in sectiunea 6.1. Urmatorul rezultat este o consecinta a proprietatilor de
existentd, unicitate si regularitate ale ecuatiilor generale de evolutie:

Teorem# 6.7. Pentru orice u® € L*(Q) existd o unicd solutie slabd v € C([0,T],L*()) a lui
(6.11), datd de u(t) = S(t)u’, unde (S(t))i>0 este semigrupul gemerat de operatorul Laplace in
L*(Q). Mai mult, dacd u° € H*(Q) N HY(Q), atunci u devine o solutie clasicd care apartine lui
C1([0,T], L*(Q2)) N C([0,T], H*(Q) N Hj(2)).

6.6 Ecuatia undelor in H}(Q) x L*(Q)

Fie Q ¢ RY o multime deschisa si marginita cu frontiera regulati de clasa C2 si T > 0. Fiind date
(u®,ul) € HE(Q) x L?(2), considerdm urmitoarea ecuatie

Utt—AUZO ian(O,T)
(6.12) u=0 pe A0 x (0,T)
uw(0, ) = u%(z), u (0, ) = ul(z) in Q.

Ecuatia (6.12) poate fi scrisd sub forma vectoriald ca

(6.13) { gt(g) iUUf 0

unde U(t) = (u(t),us(t)) este starea si U° = (u°, u') sunt datele initiale.

Operatorul A din (6.13) este operatorul nemarginit definit in sectiunea 6.3.

(6.13) este o ecuatie de evolutie de forma (4.1). Urmétorul rezultat este o consecinta a proprietatilor
de existenta, unicitate si regularitate ale ecuatiilor generale de evolutie:

Teoremd 6.8. Pentru orice date initiale U° = (u®,ul) € H}(Q) x L}(Q) ewistd o unicd solutie
slaba U € C([0,T), H}(Q) x L3(Q)) a lui (6.13), datd de U(t) = T(t)u®, unde (T(t))icr este
grupul generat de operatorul definit in sectiunea 6.3 in H}(Q) x L*(Q). Mai mult, dacd U° €
H?(Q) N H}(Q) x HY(R), atunci U devine o solutie clasicd care apartine lui C1([0,T], H}(Q) x
L3(Q)) N C([0,T), H*(Q) N H} () x HL(Q)).

6.7 Ecuatia undelor in L*(Q) x H}(Q)

Fie Q ¢ RY o multime deschisa si marginita cu frontiera regulati de clasa C2 si T > 0. Fiind date
(u®,ut) € L2(Q) x H~1(Q), consideram urmitoarea ecuatie

Utt—AUZO ian(O,T)

(6.14) u=20 pe 092 x (0,7)
u(0,2) = u(z), us (0, 2) = ul(x) in Q.
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Ecuatia (6.14) poate fi scrisd sub forma vectoriald ca

(6.15) U(0) = 00

unde U(t) = (u(t),us(t)) este starea si U° = (u°, u') sunt datele initiale.

Operatorul A din (6.15) este operatorul nemarginit definit in sectiunea 6.4.

(6.15) este o ecuatie de evolutie de forma (4.1). Urmétorul rezultat este o consecinta a proprietatilor
de existenta, unicitate si regularitate ale ecuatiilor generale de evolutie:

Teoremd 6.9. Pentru orice date initiale UV = (u%,ul) € L2(Q) x H~1(Q) existd o unicd solutie
slaba U € C([0,T], L*(Q) x H_l(Q)) a lui (6.15), datd de U(t ) T(t)u®, unde (T(t))ier este
grupul generat de operatorul definit in sectiunea 6.8 in L*(Q)) x H=1(). Mai mult, dacd U° €
HE(Q) x L2(2), atunci U devine o solutie clasicd care apartine lm CH([0,T),L?(2) x H~1(Q)) N
C(0,T), HY() x L*(2).



