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Capitolul 1

Operatori nem rginit
,
i

1.1 Introducere

Fie H un spat
,
iu Hilbert complex cu produsul scalar ( · , · ) s

,
i norma corespunz toare || · ||.

De�nit
,
ie 1.1. O aplicat

,
ie A : H → H este un operator liniar m rginit în H dac 

1. A este liniar :

A(αu+ βv) = αA(u) + βA(v) (α, β ∈ C, u, v ∈ H);

2. A este m rginit :

∥A∥L(H) := sup
u∈H\{0}

∥Au∥
∥u∥

< ∞.

Not m cu L(H) mult
,
imea operatorilor liniari m rginit

,
i în H.

Observat
,
ie 1.1. A este m rginit dac  s

,
i numai dac  exist  o constant  C > 0 astfel încât

∥Au∥ ≤ C∥u∥ (u ∈ H).

Orice aplicat
,
ie m rginit  este continu  în zero. Orice operator liniar m rginit este (uniform) con-

tinuu.

Exemple:

� H = Cn, A ∈ Mn(C):
u ∈ H −→ Au ∈ H.

� H = L2(0, 1), A : H → H

u ∈ H −→ Au(x) =

∫ x

0
u(x) dx.

Nu tot
,
i operatorii liniari interesant

,
i pe un spat

,
iu Hilbert sunt m rginit

,
i - derivarea este exemplul

"principal" :). În multe situat
,
ii operatorul nici m car nu poate � de�nit pe întreg H. Dar chiar

dac  de�nim operatorul pe un subspat
,
iu D(A) al lui H, nu avem

(1.1) ∥Au∥ ≤ C∥u∥ (u ∈ D(A)).
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Exemplul 1: Fie H = L2(0, 1) (cu funct
,
ii cu valori complexe). Fie A derivarea (Af = f ′) cu

domeniul D(A) = {f ∈ H : f ∈ C1[0, 1]}. Mult
,
imea D(A) este dens  în H. De asemenea, A

este nem rginit, c ci s
,
irul fn = sin(nπx) este m rginit în L2(0, 1), dar A(fn) = nπ cos(nπx) este

nem rginit.

De�nit
,
ie 1.2. Un operator liniar nem rginit în H este o pereche (D(A), A) unde D(A) (do-

meniul) este un subspat
,
iu al lui H s

,
i A (operatorul) este o aplicat

,
ie liniar  de�nit  pe D(A) cu

valori în H.

Observat
,
ie 1.2. Un operator liniar nem rginit în H poate satisface (1.1) sau nu. Dac  domeniul

D(A) este dens în H s
,
i operatorul nem rginit (D(A), A) veri�c  (1.1), atunci exist  un unic operator

liniar m rginit Ã în H care extinde A. As
,
adar, not

,
iunea de operator liniar nem rginit are sens cu

adev rat numai pentru acei operatori care nu satisfac (1.1).

Dac  domeniul operatorului nem rginit (D(A), A) este clar din context, operatorul va � notat
simplu A. Vom nota cu R(A) s

,
i N(A) imaginea, respectiv nucleul operatorului A.

O not
,
iune mai put

,
in restrictiv  decât m rginirea este urm toarea.

De�nit
,
ie 1.3. Un operator nem rginit (D(A), A) în spat

,
iul Hilbert H se numes

,
te închis dac ,

pentru orice s
,
ir (un)n≥1 ⊂ D(A) convergent la u în H astfel încât (Aun)n≥1 este de asemenea

convergent la f în H, avem c  u ∈ D(A) s
,
i Au = f .

Observat
,
ie 1.3. Operatorul nem rginit (D(A), A) este închis dac  s

,
i numai dac  GA = {(u,Au) :

u ∈ D(A)} este închis în H ×H.

Reamintim c  Teorema Gra�cului Închis a�rm  c  dac  T : X → Y este un operator liniar între
dou  spat

,
ii Banach, atunci urm toarele sunt echivalente:

1. T este continuu.

2. T este un operator închis (i.e. gra�cul lui T este închis).

Totus
,
i, în cazul mai general al operatorilor nem rginit

,
i, aceast  echivalent

,
  nu are loc în general.

Majoritatea operatorilor nos
,
tri nem rginit

,
i vor � închis

,
i, dar nu continui.

Urm toarea sect
,
iune este dedicat  studiului unei clase de operatori nem rginit

,
i care joac  un

rol fundamental în teoria ecuat
,
iilor cu derivate part

,
iale.

1.2 Operatori maximal-monotoni

De�nit
,
ie 1.4. Operatorul (D(A), A) se numes

,
te monoton în H dac  Re [(Au, u)] ≥ 0 pentru orice

u ∈ D(A).

Propozit
,
ie 1.1. Operatorul (D(A), A) este monoton în H dac  s

,
i numai dac  pentru orice λ > 0

s
,
i u ∈ D(A)

(1.2) λ||u|| ≤ ||(A+ λI)u||.

Demonstraµie. Fie λ > 0 s
,
i u ∈ D(A). Dac  (D(A), A) este monoton în H rezult  c 

||(A+ λI)u||2 = ((A+ λI)u, (A+ λI)u) = ||Au||2 + λ2||u||2 + 2λRe[(Au, u)] ≥ λ2||u||2.



7 Capitolul 1. Operatori nem rginit
,
i

Reciproc, dac  (1.2) are loc, rezult  c 

λ2||u||2 ≤ ||(A+ λI)u||2 = ((A+ λI)u, (A+ λI)u) = ||Au||2 + λ2||u||2 + 2λRe[(Au, u)].

Prin urmare
− 1

2λ
||Au||2 ≤ Re[(Au, u)]

iar monotonitatea lui A se obt
,
ine trecând la limit  în ultima inegalitate.

De�nit
,
ie 1.5. Operatorul (D(A), A) se numes

,
te maximal în H dac  exist  λ > 0 astfel încât,

pentru orice f ∈ H, exist  u ∈ D(A) cu (A+ λI)u = f , adic  R(A+ λI) = H.

Observat
,
ie 1.4. Fie (D(A), A) un operator maximal-monoton s

,
i λ > 0 astfel încât, pentru orice

f ∈ H, ecuat
,
ia (A+ λI)u = f are o solut

,
ie u ∈ D(A). Rezult  c  operatorul A+ λI este surjectiv.

Pe de alt  parte, din (A+ λI)u = 0 obt
,
inem

λ(u, u) ≤ Re [(Au, u)] + λ(u, u) = Re [((A+ λI)u, u)] = 0,

deci A+ λI este s
,
i injectiv.

Prin urmare, operatorul A+ λI : D(A) → H este inversabil. Mai mult, pentru orice u ∈ D(A),

λ||u||2 ≤ Re [(Au, u)] + λ(u, u) = Re [((A+ λI)u, u)] ≤ |((A+ λI)u, u)| ≤ ||(A+ λ)u|| ||u||,

inversul s u Jλ = (A+ λI)−1 : H → D(A) este continuu s
,
i ||Jλ|| ≤ 1

λ .

Observat
,
ie 1.5. Dac  (D(A), A) este un operator maximal-monoton, are loc urm toarea proprie-

tate: pentru orice λ > 0 s
,
i f ∈ H exist  u ∈ D(A) cu (A+ λI)u = f . Într-adev r, s  presupunem

c  exist  λ0 > 0 astfel încât R(A+λ0I) = H. Demonstr m c  R(A+λI) = H pentru orice λ < 2λ0.
Fie f ∈ H s

,
i 0 < λ < 2λ0. C ut m u ∈ H astfel încât (A+ λI)u = f sau, echivalent

u = (A+ λ0I)
−1[f + (λ0 − λ)u].

Dac  not m G(u) = (A + λ0I)
−1[f + (λ0 − λ)u], problema se reduce la a demonstra existent

,
a

unui punct �x pentru G în H. Dar G este o contract
,
ie deoarece

||G(u1)−G(u2)|| = ||(A+ λ0I)
−1[(λ0 − λ)(u1 − u2)]|| ≤

|λ0 − λ|
λ0

||u1 − u2||

s
,
i |λ0−λ|

λ0
< 1 dac  λ < 2λ0.

Din Teorema Punctului Fix a lui Banach rezult  c  G are un punct �x în H. Am demonstrat
c  R(A+ λI) = H dac  λ < 2λ0. Un argument iterativ ne permite s  deducem c  R(A+ λI) = H
pentru orice λ > 0.

Prin urmare, pentru orice λ > 0 se poate de�ni un operator Jλ ca în observat
,
ia anterioar  s

,
i

||Jλ|| ≤ 1
λ .

Propozit
,
ie 1.2. Dac  (D(A), A) este un operator maximal-monoton în spat

,
iul Hilbert H, atunci

1. D(A) este dens în H

2. A este închis.
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Demonstraµie. Din de�nit
,
ia unui operator maximal s

,
i monoton s

,
i din Observat

,
ia 1.4, rezult  c 

exist  λ > 0 astfel încât A+ λI este inversabil, iar inversul s u, notat Jλ, este continuu.
Pentru a demonstra densitatea lui D(A), �e z ∈ H astfel încât (z, v) = 0 pentru orice v ∈ D(A).

Exist  un unic u ∈ D(A) astfel încât (A+ λI)u = z. Rezult  c 

0 = (z, u) = ((A+ λI)u, u) = (Au, u) + λ(u, u).

Din monotonitatea lui A, Re [(Au, u)] ≥ 0 s
,
i prin urmare (u, u) = 0. Rezult  c  z = 0, ceea ce

demonstreaz  densitatea lui D(A) în H.
Pentru a demonstra c  A este închis, �e (un)n≥1 ⊂ D(A) un s

,
ir convergent la u în H astfel încât

(Aun)n≥1 este de asemenea convergent la f în H. Rezult  c  (A + λI)(un) converge la f + λu.
Deoarece (A+λI)−1 este un operator continuu în H, obt

,
inem c  un = (A+λI)−1(A+λI)(un) tinde

la (A+λI)−1(f+λu) când n tinde la in�nit. Din unicitatea limitei, rezult  c  u = (A+λI)−1(f+λu).
Prin urmare, u ∈ D(A) s

,
i Au = f . În consecint

,
 , A este un operator închis.

1.3 Exercit
,
ii

1. Ar tat
,
i c  dac  (D(A), A) este monoton, atunci

∥(A+ zI)u∥ ≥ ℜ(z)∥u∥ (u ∈ D(A), z ∈ C∗
+.)

(Dac  A este monoton, la fel este s
,
i A+ ibI.)

2. Fie (D(A), A) un operator nem rginit, închis s
,
i monoton în spat

,
iul Hilbert H. Atunci, pentru

orice z ∈ C∗
+, R(A+ zI) este o mult

,
ime închis  în H.



Capitolul 2

Operatorul adjunct

2.1 De�nit
,
ii

Fie (D(A), A) un operator nem rginit al c rui domeniu D(A) este dens în H. De�nim

(2.1) D(A∗) = {v ∈ H : exist  C < ∞ astfel încât |(Au, v)| ≤ C||u||, ∀u ∈ D(A)}.

Pentru orice v ∈ D(A∗) aplicat
,
ia u ∈ D(A) −→ (v,Au) ∈ C poate � extins  prin continuitate

la o aplicat
,
ie liniar  s

,
i continu  de la H la C. Din Teorema lui Riesz, exist  un unic A∗v ∈ H astfel

încât

(2.2) (A∗v, u) = (v,Au), ∀u ∈ D(A).

Este us
,
or de v zut c  aplicat

,
ia care asociaz  �ec rui v ∈ D(A∗) pe A∗v este liniar . Prin urmare,

(D(A∗), A∗) este un operator (nem rginit) în H.

De�nit
,
ie 2.1. Operatorul (D(A∗), A∗) de�nit de (2.1)-(2.2) se numes

,
te operatorul adjunct al lui

(D(A), A).

Propozit
,
ie 2.1. Fie (D(A), A) un operator nem rginit al c rui domeniu D(A) este dens în H.

Operatorul adjunct (D(A∗), A∗) este închis în H.

Demonstrat
,
ie: Fie (vn)n≥1 ⊂ D(A∗) un s

,
ir convergent la v în H astfel încât (A∗vn)n≥1 este de

asemenea convergent la g în H. Trecând la limit  în egalitatea

(A∗vn, u) = (vn, Au), ∀u ∈ D(A)

obt
,
inem

(g, u) = (v,Au), ∀u ∈ D(A).

Rezult  c  v ∈ D(A∗) s
,
i A∗v = g. Astfel, operatorul adjunct este închis.

Propozit
,
ie 2.2. Fie (D(A), A) un operator monoton în H cu domeniu dens. Dac  A∗ este monoton

s
,
i A este închis, atunci (D(A), A) este maximal.

9
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Demonstrat
,
ie: Deoarece A este închis s

,
i monoton, R(A + I) este un subspat

,
iu închis al lui

H. Într-adev r, �e (un)n≥1 ⊂ D(A) un s
,
ir astfel încât ((A+ I)un)n≥1 converge la f ∈ H. Din

inegalit t
,
ile

||un − um||2 ≤ Re [((A+ I)(un − um), un − um)] ≤ ||un − um|| ||(A+ I)(un − um)||

obt
,
inem c  (un)n≥1 este un s

,
ir Cauchy în H. Prin urmare, (un)n≥1 converge la u ∈ H. Din

închiderea lui A+ I obt
,
inem c  u ∈ D(A) s

,
i (A+ I)u = f . As

,
adar, f ∈ R(A+ I) s

,
i R(A+ I) este

închis în H.
Dac  ar t m c  R(A+ I) este s

,
i dens în H, rezult  c  R(A+ I) = H s

,
i demonstrat

,
ia se încheie.

S  presupunem c  z ∈ H este astfel încât (z, w) = 0 pentru orice w ∈ R(A + I), ceea ce este
echivalent cu (z,Au+ u) = 0 pentru orice u ∈ D(A). Rezult  c ,

|(z,Au)| = | − (z, u)| ≤ ||z|| ||u||, ∀u ∈ D(A)

(z,Au) = −(z, u), ∀u ∈ D(A).

Prin urmare, z ∈ D(A∗) s
,
i A∗z = −z. Deoarece A∗ este monoton, obt

,
inem c 

−||z||2 = (−z, z) = Re [(−z, z)] = Re [(A∗z, z)] ≥ 0.

As
,
adar, z = 0 s

,
i densitatea lui R(A+ I) este demonstrat .

Propozit
,
ie 2.3. Fie (D(A), A) un operator maximal-monoton în H s

,
i Jλ operatorul de�nit în

Observat
,
ia 1.5. Atunci, pentru orice u ∈ H

(2.3) lim
λ→∞

λJλu = u.

Demonstrat
,
ie: Este su�cient s  consider m u ∈ D(A) (cazul general rezult  din densitatea lui

D(A) în H). Avem

||λJλu− u|| ≤ λ||Jλ|| ||u− 1

λ
(A+ λI)u|| ≤ 1

λ
||Au||

iar (2.3) rezult  imediat.

Observat
,
ie 2.1. Reciproca Propozit

,
iei 2.2 este de asemenea adev rat  (vezi [?], p....). Într-adev r,

dac  (D(A), A) este maximal-monoton, din Propozit
,
ia 1.2 rezult  c  este închis. Pentru a demonstra

c  A∗ este monoton, �e v ∈ D(A∗). Avem c 

Re [(A∗v, Jλv)] = Re [(v,AJλv)] = (v, v)− Re [λ(v, Jλv)] ≥ ||v||2 − λ||Jλ|| ||v||2 ≥ 0.

Prin urmare, pentru orice v ∈ D(A∗) s
,
i λ > 0 avem

(A∗v, λJλv) ≥ 0.

Folosind (2.3) s
,
i trecând la limit  în ultima inegalitate, obt

,
inem c  Re [(A∗v, v)] ≥ 0, ceea ce

demonstreaz  monotonitatea lui A∗.
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2.2 Operatori autoadjunct
,
i ³i antiadjunct

,
i

Urm toarele clase de operatori sunt foarte importante în multe aplicat
,
ii.

De�nit
,
ie 2.2. Operatorul (D(A), A) se numes

,
te autoadjunct dac  D(A) = D(A∗) s

,
i A = A∗.

Operatorul (D(A), A) se numes
,
te skew-adjunct dac  D(A) = D(A∗) s

,
i A = −A∗.

Operatorii autoadjunct
,
i s

,
i skew-adjunct

,
i au propriet t

,
i de monotonie s

,
i maximalitate.

Propozit
,
ie 2.4. Fie (D(A), A) un operator autoadjunct s

,
i monoton în H, cu domeniul dens. Atunci

A este maximal.

Demonstrat
,
ie: Deoarece A este monoton s

,
i A = A∗, rezult  c  A∗ este monoton. Mai mult,

deoarece A∗ este închis s
,
i A = A∗, A este de asemenea închis. Din Propozit

,
ia 2.2, rezult  c  A este

maximal.

Propozit
,
ie 2.5. Fie (D(A), A) un operator skew-adjunct în H, cu domeniul dens. Atunci A s

,
i −A

sunt maximali s
,
i monoton.

Demonstrat
,
ie: Deoarece (Au, u) = (u,A∗u) = −(u,Au) = −(Au, u), rezult  c  Re[(Au, u)] = 0

pentru orice u ∈ D(A). Astfel A s
,
i −A sunt monoton. Maximalitatea lui A se obt

,
ine din Propozit

,
ia

2.2, t
,
inând cont c  A∗ = −A este monoton s

,
i A = −A∗ este închis.

De�nit
,
ie 2.3. Operatorul (D(A), A) se numes

,
te simetric dac 

(Au, v) = (u,Av) (u, v ∈ D(A)).

Pentru operatori m rginit
,
i, not

,
iunile de operator simetric s

,
i autoadjunct coincid. Totus

,
i, dac 

A este nem rginit, exist  o diferent
,
  subtil  între operatorii simetrici s

,
i autoadjunct

,
i. În mod clar,

orice operator autoadjunct este simetric. Reciproca nu este adev rat : un operator A este simetric
dac  s

,
i numai dac  D(A) ⊂ D(A∗) s

,
i A∗ = A pe D(A). Se poate întâmpla ca A s  �e simetric s

,
i

D(A) ̸= D(A∗).

Observat
,
ie 2.2. Pentru un operator simetric cu domeniu dens, avem:

A ⊂ A∗,

adic  D(A) ⊂ D(A∗) s
,
i A∗ coincide cu A pe D(A).

Aceasta este diferent
,
a fundamental  fat

,
  de operatorii autoadjunct

,
i: pentru un operator simetric,

D(A) poate � mai mic decât D(A∗), în timp ce pentru un operator autoadjunct avem D(A) = D(A∗)
s
,
i A = A∗.

Exemplul 1: Operatorul i d
dx pe L2(0, 1)

Fie H = L2(0, 1) s
,
i de�nim:

D(A) = {u ∈ C1[0, 1] | u(0) = u(1) = 0}, Au = iu′.
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Acest operator este simetric, deoarece pentru u, v ∈ D(A):

(Au, v) =

∫ 1

0
iu′(x)v(x) dx = i[u(x)v(x)]10 − i

∫ 1

0
u(x)v′(x) dx = (u, iv′) = (u,Av),

dup  o integrare prin p rt
,
i s

,
i folosind condit

,
iile la limit .

Exemplul 2: Operatorul Laplace pe L2(Ω) cu condit
,
ii Dirichlet este simetric s

,
i maximal-

monoton, deci autoadjunct. Acesta este un exemplu fundamental în analiza ecuat
,
iilor cu derivate

part
,
iale.

Teorem  2.1. Fie (D(A), A) un operator maximal-monoton în spat
,
iul Hilbert H. Dac  A este

simetric, atunci A este autoadjunct.

Demonstraµie. Vom demonstra în mai mult
,
i pas

,
i.

Pasul 1: Propriet t
,
i ale operatorilor maximal-monotoni Din de�nit

,
ia maximal-monotonului,

s
,
tim c  exist  λ > 0 astfel încât A + λI este inversabil s

,
i surjectiv. Mai mult, pentru orice µ > 0,

operatorulA+µI este de asemenea inversabil (se poate demonstra printr-un argument de contract
,
ie).

Pasul 2: Incluziunea D(A) ⊂ D(A∗) Pentru orice operator simetric, avem A ⊂ A∗, adic 
D(A) ⊂ D(A∗) s

,
i A∗u = Au pentru u ∈ D(A).

Pasul 3: Ar t m c  D(A∗) ⊂ D(A) Fie v ∈ D(A∗). Din maximalitatea lui A, exist  u ∈ D(A)
astfel încât:

(A+ λI)u = (A∗ + λI)v.

Consider m diferent
,
a (A+ λI)(u− v) s

,
i calcul m produsul scalar cu u− v:

((A+ λI)(u− v), u− v) = ((A∗ + λI)v − (A+ λI)v, u− v).

Pe de o parte, folosind monotonitatea lui A:

Re((A+ λI)(u− v), u− v) ≥ λ∥u− v∥2.

Pe de alt  parte, folosind de�nit
,
ia adjunctului:

((A∗ + λI)v, u− v) = (v, (A+ λI)(u− v)).

Deoarece (A+ λI)u = (A∗ + λI)v, avem:

((A∗ + λI)v − (A+ λI)v, u− v) = ((A∗ −A)v, u− v).

Acum, folosim faptul c  v ∈ D(A∗) s
,
i c  A este simetric. Pentru orice w ∈ D(A), avem:

((A∗ −A)v, w) = (v,Aw)− (Av,w) = (v,Aw)− (v,Aw) = 0.

Aceasta arat  c  ((A∗ − A)v, w) = 0 pentru orice w ∈ D(A). Deoarece D(A) este dens în H,
rezult  c  (A∗−A)v = 0. As

,
adar, A∗v = Av (des

,
i Av nu este înc  de�nit, aceast  egalitate trebuie

înt
,
eleas  în sensul c  v ∈ D(A)).
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Mai riguros, din relat
,
ia ((A∗ − A)v, w) = 0 pentru orice w ∈ D(A), deducem c  (A∗v, w) =

(Av,w). Dar Av nu este de�nit. Totus
,
i, putem folosi un argument de aproximare pentru a ar ta

c  v ∈ D(A).
Alternativ, putem folosi inegalitatea obt

,
inut :

λ∥u− v∥2 ≤ Re((A+ λI)(u− v), u− v) = Re(((A∗ −A)v, u− v)).

Deoarece ((A∗ − A)v, w) = 0 pentru orice w ∈ D(A), în particular pentru w = u − v ∈ D(A)
(deoarece u ∈ D(A) s

,
i v nu este înc  în D(A), aceast  alegere nu este valid ). Trebuie s  �m mai

atent
,
i.

O demonstrat
,
ie mai elegant  foloses

,
te faptul c  operatorul (A+λI) este inversabil s

,
i c  (A∗+λI)

este extensia sa. Din (A+ λI)u = (A∗ + λI)v s
,
i faptul c  (A∗ + λI) este injectiv (deoarece A∗ este

monoton), obt
,
inem u = v. As

,
adar, v = u ∈ D(A).

Pasul 4: Concluzia Din pas
,
ii 2 s

,
i 3, avem D(A) = D(A∗). Deoarece A este simetric, A∗ coincide

cu A pe acest domeniu. As
,
adar, A = A∗ s

,
i A este autoadjunct.

Observat
,
ie 2.3. Aceast  teorem  este esent

,
ial  în teoria operatorilor maximal-monotoni. Ea arat 

c , pentru operatorii maximal-monotoni, simetria implic  autoadjunct. Reciproca este evident :
orice operator autoadjunct s

,
i monoton este maximal-monoton (as

,
a cum am v zut într-o propozit

,
ie

anterioar ).

Observat
,
ie 2.4. Aceast  teorem  justi�c  de ce, în multe aplicat

,
ii, operatorii simetrici maximal-

monotoni sunt numit
,
i autoadjunct

,
i. Ea leag  dou  propriet t

,
i fundamentale: monotonia s

,
i simetria,

s
,
i arat  c  împreun  ele implic  autoadjunct.

Încheiem aceast  sect
,
iune cu o proprietate care stabiles

,
te o relat

,
ie între operatorii autoadjunct

,
i

s
,
i skew-adjunct

,
i în H.

Propozit
,
ie 2.6. Fie H un spat

,
iu Hilbert complex. Urm toarele propriet t

,
i sunt echivalente.

1. (D(A), A) este autoadjunct.

2. (D(A), iA) este skew-adjunct.

Demonstrat
,
ie: S  consider m operatorul (D(A), A) s

,
i s  determin m adjunctul lui (D(A), iA).

Avem

D((iA)∗) = {v ∈ H : exist  c > 0 astfel încât |(iAu, v)| ≤ c||u|| pentru orice u ∈ D(A)} =

= {v ∈ H : exist  c > 0 astfel încât |(Au, v)| ≤ c||u|| pentru orice u ∈ D(A)} = D(A∗).

Pe de alt  parte, pentru orice u, v ∈ D(A) = D(iA), avem

(iAu, v) = i(Au, v) = i(u,A∗v) = (u,−iA∗v).

Dac  (D(A), A) este autoadjunct, rezult  c  D((iA)∗) = D(A∗) = D(A) = D(iA) s
,
i (iA)∗ =

−iA. Prin urmare, (D(A), iA) este skew-adjunct. Reciproc, dac  (D(A), iA) este skew-adjunct,
rezult  c  D(A) = D(iA) = D((iA)∗) = D(A∗) s

,
i A∗ = A. As

,
adar, (D(A), A) este autoadjunct.
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2.3 Exercit
,
ii

1. Dac  A ∈ L(H) atunci ∥A∥ = ∥A∗∥ s
,
i A∗∗ = A.

2. Fie T ∈ L(H) s
,
i �e A : D(A) ⊂ H → H un operator liniar nem rginit în spat

,
iul Hilbert H,

dens de�nit s
,
i închis. Consider m operatorul B : D(B) ⊂ H → H de�nit prin D(B) = D(A),

B = A+ T .

(a) Demonstrat
,
i c  (D(B), B) este închis.

(b) Demonstrat
,
i c  D(B∗) = D(A∗) s

,
i B∗ = A∗ + T ∗.

3. Fie (D(A), A) operatorul nem rginit de�nit de

H = L2(0, 1), D(A) = {u ∈ H : u′ ∈ H, u(0) = u(1)}, Au = iu′.

G sit
,
i operatorul adjunct (D(A∗), A∗). Operatorul init

,
ial este autoadjunct?

4. Fie A : D(A) ⊂ H → H un operator liniar nem rginit în spat
,
iul Hilbert H, dens de�nit s

,
i

închis. Urm toarele propriet t
,
i sunt echivalente:

(a) A este surjectiv, adic  R(A) = H

(b) Exist  o constant  C astfel încât

∥v∥ ≤ C∥A∗v∥ (v ∈ D(A∗));

(c) N(A∗) = {0} s
,
i R(A∗) este închis.

Dac  presupunem c  A : Cn → Cm (în dimensiune �nit ), atunci urm toarele sunt echivalente:

A surjectiv ⇔ A∗ injectiv,

A∗ surjectiv ⇔ A injectiv,

ceea ce este într-adev r un rezultat clasic pentru operatori liniari în spat
,
ii �nit-dimensionale.

Motivul pentru care aceste echivalent
,
e au loc este c  R(A) s

,
i R(A∗) sunt �nit-dimensionale

(s
,
i deci închise). În cazul general avem doar implicat

,
iile

A surjectiv ⇒ A∗ injectiv,

A∗ surjectiv ⇒ A injectiv.



Capitolul 3

Semigrupuri s
,
i generatori in�nitezimali

De�nit
,
ie 3.1. O familie de operatori liniari s

,
i continui în H, (S(t))t≥0, se numes

,
te semigrup de

contract
,
ii în H dac 

1. ||S(t)|| = 1, ∀t ≥ 0

2. S(0) = I

3. S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t, s ≥ 0

4. lim
t→0
t>0

S(t)u = u, ∀u ∈ H.

Observat
,
ie 3.1. Dac  (S(t))t≥0 este un semigrup de contract

,
ii s

,
i u ∈ H, atunci S( · )u ∈ C([0,∞), H).

Într-adev r, pentru orice t0 ≥ 0 s
,
i t ≥ t0 avem

0 ≤ ||S(t)u− S(t0)u|| = ||S(t0)(S(t− t0)u− u)|| ≤ ||S(t0)|| ||S(t− t0)u− u|| ≤ ||S(t− t0)u− u||.

Pe de alt  parte pentru t < t0,

0 ≤ ||S(t)u− S(t0)u|| = ||S(t)(u− S(t0 − t)u)|| ≤ ||S(t)|| ||u− S(t0 − t)u|| ≤ ||u− S(t0 − t)u||.

Deoarece lim
t→0
t>0

S(t)u = u, rezult  c  lim
t→t0
t>t0

S(t− t0)u = lim
t→t0
t<t0

S(t− t0)u = u s
,
i prin urmare

lim
t→t0
t>t0

||S(t)u− S(t0)u|| = lim
t→t0
t<t0

||S(t)u− S(t0)u|| = 0.

De�nit
,
ie 3.2. Dac  (S(t))t≥0 este un semigrup de contract

,
ii în H, operatorul nem rginit (D(A), A)

de�nit de

D(A) =

{
u ∈ H : lim

h→0
h>0

S(h)u− u

h
exist  în H

}

Au = lim
h→0
h>0

S(h)u− u

h

se numes
,
te generatorul in�nitezimal al semigrupului (S(t))t≥0.

15
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,
i generatori in�nitezimali

Teorem  3.1. Fie (D(A), A) generatorul in�nitezimal al semigrupului de contract
,
ii în H (S(t))t≥0.

Dac  u ∈ D(A), atunci S(t)u ∈ D(A) s
,
i S(t)Au = AS(t)u pentru orice t ≥ 0.

Mai mult, aplicat
,
ia S( · )u : [0,∞) → H este derivabil  s

,
i

(3.1)
dS(t)u

dt
= S(t)Au.

Demonstrat
,
ie: Deoarece u ∈ D(A) s

,
i (D(A), A) este generatorul in�nitezimal al semigrupului

(S(t))t≥0, avem c 

(3.2) lim
h→0
h>0

S(h)u− u

h
= Au ∈ H.

T
,
inând cont de propriet t

,
ile unui semigrup, rezult  c 

lim
h→0
h>0

S(h)S(t)u− S(t)u

h
= lim

h→0
h>0

S(t)

(
S(h)u− u

h

)
= S(t)

(
lim
h→0
h>0

S(h)u− u

h

)
= S(t)Au.

Prin urmare, S(t)u ∈ D(A) s
,
i AS(t)u = S(t)A(u).

Pentru a doua parte a demonstrat
,
iei, s  evalu m

S(t+ h)u− S(t)u

h
− S(t)Au.

Pentru h > 0 avem c ∣∣∣∣∣∣∣∣S(t+ h)u− S(t)u

h
− S(t)Au

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∣∣S(t)(S(h)u− u

h
−Au

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣S(h)u− u

h
−Au

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Pentru h < 0 avem c ∣∣∣∣∣∣∣∣S(t+ h)u− S(t)u

h
− S(t)Au

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∣∣S(t+ h)

(
S(−h)u− u

h
− S(−h)Au

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣S(−h)u− u

h
− S(−h)Au

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣S(−h)u− u

h
+Au

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ||−Au+ S(−h)Au|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣S(−h)u− u

−h
−Au

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ||S(−h)Au−Au|| .

Când h tinde la zero, obt
,
inem (3.1).

De�nit
,
ie 3.3. O familie de operatori liniari s

,
i continui în H, (T (t))t∈R, se numes

,
te grup de

izometrii în H dac 

1. ||T (t)u|| = ||u||, ∀u ∈ H, ∀t ∈ R

2. T (0) = I

3. T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ∈ R

4. lim
t→0

T (t)u = u, ∀u ∈ H.
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,
i generatori in�nitezimali

Observat
,
ie 3.2. Dac  (T (t))t∈R este un grup de izometrii s

,
i u ∈ H, atunci S( · )u ∈ C(R, H).

Într-adev r, pentru orice t0 ∈ R avem

0 ≤ ||T (t)u− T (t0)u|| = ||T (t0)(T (t− t0)u− u)|| = ||T (t− t0)u− u||.

Deoarece lim
t→0

T (t)u = u, rezult  c  lim
t→t0

T (t− t0)u = u s
,
i prin urmare

lim
t→t0

||T (t)u− T (t0)u|| = 0.

De�nit
,
ie 3.4. Dac  (T (t))t∈R este un grup de izometrii în H, operatorul nem rginit (D(A), A)

de�nit de

D(A) =

{
u ∈ H : lim

h→0

T (h)u− u

h
exist  în H

}
Au = lim

h→0

T (h)u− u

h

se numes
,
te generatorul in�nitezimal al grupului (T (t))t∈R.

Ca s
,
i în cazul unui semigrup, urm toarea proprietate are loc

Teorem  3.2. Fie (D(A), A) generatorul in�nitezimal al grupului de izometrii în H (T (t))t∈R.
Dac  u ∈ D(A), atunci T (t)u ∈ D(A) s

,
i T (t)Au = AT (t)u pentru orice t ∈ R.

Mai mult, aplicat
,
ia T ( · )u : R → H este derivabil  s

,
i

(3.3)
dT (t)u

dt
= T (t)Au.

Demonstrat
,
ie: Este similar  cu 3.1 s

,
i o omitem.

Urm torul rezultat important stabiles
,
te relat

,
ia dintre semigrupuri s

,
i operatori maximal-monotoni.

Teorem  3.3. (Hille-Yosida-Phillips) Fie (D(A), A) un operator nem rginit în spat
,
iul Hilbert H.

Urm toarele propriet t
,
i sunt echivalente:

1. (D(A), A) este un operator maximal-monoton în H.

2. (D(A),−A) este generatorul in�nitezimal al unui semigrup de contract
,
ii.

Pentru o demonstrat
,
ie a Teoremei Hille-Yosida-Phillips, vezi [?] Teorema 3.4.3, p. 34.

Observat
,
ie 3.3. Din Propozit

,
ia 2.4 s

,
i Teorema Hille-Yosida-Phillips, dac  A este monoton s

,
i

autoadjunct, atunci (D(A),−A) este generatorul in�nitezimal al unui semigrup de contract
,
ii în H.

Urm toarea teorem  de unicitate are loc.

Teorem  3.4. Fie (S1(t))t≥0 s
,
i (S2(t))t≥0 dou  semigrupuri de contract

,
ii cu generatorii in�nitezi-

mali (D(A1), A1) s,i (D(A2), A2) respectiv. Dac  (D(A1), A1) = (D(A2), A2), atunci

(3.4) S1(t)u = S2(t)u pentru orice u ∈ H s
,
i t ≥ 0.
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,
i generatori in�nitezimali

Demonstrat
,
ie: Deoarece (D(A1), A1) este generatorul in�nitezimal al unui semigrup de contract

,
ii,

rezult  c  este maximal-monoton s
,
i D(A1) este dens în H. Prin urmare, este su�cient s  demon-

str m (3.4) pentru u ∈ D(A1) = D(A2) s, i t > 0.
De�nim aplicat

,
ia G : [0, t] → H, G(s) = S1(t − s)S2(s)u. Deoarece u ∈ D(A1) = D(A2), din

Teorema 3.1 rezult  c  G este derivabil  în s. Mai mult, avem

dG

dt
(t) = −A1S(t− s)S2(s)u+ S1(t− s)S2(s)A2u = −S(t− s)A1S2(s)u+ S1(t− s)A1S2(s)u = 0.

Rezult  c  G este constant  s
,
i G(0) = G(t). Aceasta este echivalent  cu S1(t)u = S2(t)u, ceea

ce încheie demonstrat
,
ia.

Observat
,
ie 3.4. Din Teorema Hille-Yosida-Phillips s

,
i Teorema 3.4 rezult  c  exist  o corespondent

,
 

biunivoc  între mult
,
imea operatorilor maximal-monotoni s

,
i mult

,
imea semigrupurilor de contract

,
ii

în H.

Relat
,
ia dintre grupuri s

,
i operatori maximal-monotoni este urm toarea

Teorem  3.5. Fie (D(A), A) un operator nem rginit în spat
,
iul Hilbert H. Urm toarele propriet t

,
i

sunt echivalente:

1. (D(A), A) s
,
i (D(A),−A) sunt operatori maximal-monotoni în H.

2. (D(A), A) este generatorul in�nitezimal al unui grup de izometrii.

Pentru o demonstrat
,
ie a Teoremei 3.5, vezi [?] Proprietatea 3.4.6.

Observat
,
ie 3.5. Din Propozit

,
ia 2.5 s

,
i Teorema anterioar , dac  A este skew-adjunct, atunci

(D(A),−A) este generatorul in�nitezimal al unui grup de izometrii în H.



Capitolul 4

Ecuat
,
ii abstracte de evolut

,
ie

În aceast  sect
,
iune consider m urm toarea clas  general  de ecuat

,
ii de evolut

,
ie

(4.1)


du

dt
(t) +Au(t) = 0, t > 0

u(0) = u0

unde (D(A), A) este un operator nem rginit în spat
,
iul Hilbert H.

4.1 Soluµii clasice

De�nit
,
ie 4.1. O solut

,
ie clasic  a lui (4.1) este o aplicat

,
ie u ∈ C([0,∞), H) astfel încât

1. u(0) = u0

2. u(t) ∈ D(A) pentru orice t > 0

3. u este derivabil  în H

4. du
dt (t) +Au(t) = 0 pentru orice t > 0.

Urm torul rezultat de unicitate are loc

Teorem  4.1. Dac  (D(A), A) este maximal-monoton s
,
i u0 ∈ D(A), atunci exist  o unic  solut

,
ie

clasic  a lui (4.1).

Demonstrat
,
ie: Existent

,
a este o consecint

,
  a 3.1. Într-adev r, �e (S(t))t≥0 semigrupul de

contract
,
ii al c rui generator in�nitezimal este (D(A),−A) (existent

,
a semigrupului este asigurat  de

Teorema Hille-Yosida-Phillips). De�nim u(t) = S(t)u0 pentru orice t ≥ 0. Observat
,
ia 3.1 implic 

u ∈ C([0,∞), H). Mai mult, deoarece u0 ∈ D(A), din Teorema 3.1 obt
,
inem c  u(t) = S(t)u0 ∈

D(A) s
,
i

du

dt
(t) = S(t)(−Au) = −AS(t)u

pentru orice t ≥ 0. Prin urmare, u este o solut
,
ie clasic  a lui (4.1).

Pentru a demonstra unicitatea, s  presupunem c  u s
,
i v sunt dou  solut

,
ii ale lui (4.1) s

,
i �e

w = u− v. Rezult  c 

d

dt
(w,w) = 2Re(w,

dw

dt
) = −2Re(w,Aw) ≤ 0.

19



20 Capitolul 4. Ecuat
,
ii abstracte de evolut

,
ie

Prin urmare, funct
,
ia t → ||w(t)|| este nenegativ  s

,
i descresc toare. Deoarece ||w(0)|| = 0, rezult 

c  ||w(t)|| = 0 pentru orice t ≥ 0 s
,
i deci u = v.

S  consider m c  (D(A), A) este un operator maximal-monoton în H s
,
i s  de�nim urm toarea

form  biliniar 

(4.2) ((u, v)) = (u, v) + (Au,Av), pentru orice u, v ∈ D(A).

Este imediat c  (( · , · )) este un produs scalar în D(A). Fie ||| · ||| norma corespunz toare.

Propozit
,
ie 4.1. D(A) înzestrat cu produsul scalar de�nit de (4.2) este un spat

,
iu Hilbert.

Demonstrat
,
ie: Fie (un)n≥1 un s

,
ir Cauchy în D(A) în raport cu norma ||| · |||. Rezult  c 

un → u ∈ H s
,
i Aun → f ∈ H când n tinde la in�nit. Deoarece (D(A), A) este închis, u ∈ D(A) s

,
i

Au = f . Mai mult, (un)n≥1 converge la u în norma ||| · |||.

Propozit
,
ie 4.2. Dac  u0 ∈ D(A) s

,
i u este solut

,
ia clasic  a lui (4.1), atunci

(4.3) u ∈ C([0,∞), D(A)) ∩ C1([0,∞), H).

Demonstrat
,
ie: Faptul c  u ∈ C1([0,∞), H) rezult  din u(t) = S(t)u0 s

,
i (3.1).

Pentru a demonstra c  u ∈ C([0,∞), D(A)), observ m c 

|||u(t+h)−u(t)|||2 = |||S(t+h)U0−S(t)u0|||2 = ||S(t+h)u0−S(t)u0||2+||A(S(t+h)u0−S(t)u0)||2 =

= ||S(t+ h)u0 − S(t)u0||2 + ||S(t+ h)Au0 − S(t)Au0||2

s
,
i folosim continuitatea aplicat

,
iei S( · )v.

Am demonstrat existent
,
a unei solut

,
ii clasice a lui (4.1) când u0 = u(0) ∈ D(A). Totus

,
i, în multe

cazuri se dores
,
te s  "rezolv m" (4.1) chiar dac  u0 ∈ H. Suntem condus

,
i la not

,
iunea de solut

,
ie

slab , care va � introdus  în dou  moduri diferite.

4.2 Soluµii slabe: abordarea prin semigrupuri

Pentru a extinde clasa de solut
,
ii ale lui (4.1), s  consider m c  (D(A), A) este un operator maximal-

monoton care genereaz  un semigrup de contract
,
ii (S(t))t≥0 în H.

De�nit
,
ie 4.2. Pentru orice u0 ∈ H, aplicat

,
ia u ∈ C([0,∞), H), u(t) = S(t)u0 pentru orice t ≥ 0,

se numes
,
te solut

,
ia slab  a lui (4.1).

Teorema 4.1 arat  c  solut
,
ia slab  a lui (4.1) este una clasic  atunci când datele init

,
iale u0

apart
,
in lui D(A).

O întrebare interesant  este urm toarea: în ce sens veri�c  o solut
,
ie slab  ecuat

,
ia (4.1)? Exist 

mai multe posibilit t
,
i mai mult sau mai put

,
in echivalente pentru a r spunde la aceast  întrebare.

Teoria extrapol rii ofer  un posibil r spuns ([?]). Unul diferit se datoreaz  lui Ball (vezi [?]).
S  descriem pe scurt metoda extrapol rii.
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,
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Teorem  4.2. Fie (D(A), A) un operator maximal-monoton în spat
,
iul Hilbert H s

,
i (S(t))t≥0 se-

migrupul cu generatorul in�nitezimal (D(A),−A). Pentru orice u0 ∈ H, �e u(t) = S(t)u0. Exist 
un spat

,
iu Banach Y s

,
i un operator nem rginit (D(B), B) în Y astfel încât

1. H este un subspat
,
iu dens al lui Y .

2. D(B) = H s
,
i By = Ay pentru orice y ∈ D(A).

3. (D(B), B) este maximal-monoton în Y .

4. Dac  (R(t))t≥0 este semigrupul generat de (D(B),−B) în Y , atunci S(t)u0 = R(t)u0 pentru
orice t ≥ 0 s

,
i u0 ∈ H.

5. u este derivabil  în Y s
,
i d

dtu(t) +Bu(t) = 0 în Y pentru orice t ≥ 0.

Demonstrat
,
ie: Deoarece (D(A), A) este maximal-monoton, rezult  c  J1 = (A + I)−1 este un

operator liniar s
,
i continuu în H. Pentru orice x, y ∈ H, de�nim

⟨x, y⟩−1 = (J1(x), J1y).

Evident, ⟨ · , · ⟩−1 este un produs scalar în H. Fie Y închiderea lui H în raport cu produsul scalar
⟨ · , · ⟩−1. Rezult  c  Y este un spat

,
iu Hilbert. Fie || · ||−1 norma corespunz toare.

S  observ m acum c , pentru orice x ∈ D(A),

||Ax||−1 = ||J1(Ax)|| ≤ ||x||−1 + ||x|| ≤ 2||x||.

Prin urmare, A poate � extins la un operator liniar s
,
i continuu Ã ∈ L(H,Y ). De�nim (D(B), B)

ca operatorul nem rginit în Y dat de

D(B) = H, Bx = Ãx, ∀x ∈ H.

S  demonstr m c  (D(B), B) este maximal-monoton în Y .
Pentru orice x ∈ D(A), �e y = J1(x). Avem

⟨Bx, x⟩−1 = (J1(Bx), J1(x)) = (J1(Ax), J1(x)) = (x, J1(x))−(J1(x), J1(x)) = (Ay+y, y)−(y, y) = (Ay, y).

Monotonitatea lui B rezult  acum din monotonitatea lui A s
,
i densitatea lui D(A) în H.

Fie acum f ∈ Y . Exist  un s
,
ir (fn)n≥1 ⊂ H convergent la f în Y . Din maximalitatea lui A,

exist  xn ∈ D(A) astfel încât (A + I)xn = fn pentru orice n ≥ 1. Obt
,
inem c  (xn)n≥1 este un s

,
ir

Cauchy în H. Prin urmare, converge la un x ∈ H. Trecând la limit  în relat
,
ia (Ã + I)xn = fn,

obt
,
inem c  (Ã+ I)x = f , ceea ce demonstreaz  maximalitatea lui B.
Fie acum (R(t))t≥0 semigrupul generat de (D(B),−B) în Y . Fie u0 ∈ D(A) s

,
i u solut

,
ia (clasic )

a

(4.4)
{

u′ +Au = 0, în H
u(0) = u0.

Rezult  c  u(t) = S(t)u0, unde (S(t))t≥0 este semigrupul generat de operatorul (D(A),−A) în H.
Deoarece Ax = Bx pentru orice x ∈ D(A), rezult  c  u veri�c  s

,
i

(4.5)
{

u′ +Bu = 0, în Y
u(0) = u0
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Rezult  c  S(t)u0 = u(t) = R(t)u0 pentru orice t ≥ 0 s
,
i u0 ∈ D(A). Cazul general rezult  din

densitatea lui D(A) în H.
Fie acum u0 ∈ H. Exist  un s

,
ir (u0n)n≥1 ⊂ D(A) convergent la u0 în H. Dup  cum am v zut

anterior, un = S(t)u0n = R(t)u0n este simultan solut
,
ie clasic  a (4.4) s

,
i (4.5). Prin urmare,

(4.6)
{

u′n +Bun = 0, în Y
un(0) = u0n

Rezultatul urmeaz  acum prin trecerea la limit  în (4.6).

În cazul unui operator autoadjunct (D(A), A), o solut
,
ie slab  devine mai regulat  pentru t > 0.

Mai precis, avem

Teorem  4.3. Dac  (D(A), A) este autoadjunct s
,
i u0 ∈ H, aplicat

,
ia u dat  de u(t) = S(t)u0

satisface u ∈ C([0,∞), H) ∩ C((0,∞), D(A)) ∩ C1((0,∞), H) s
,
i u′(t) + Au(t) = 0 pentru orice

t > 0.

Dac  operatorul (D(A), A) este skew-adjunct, nu exist  regularitate suplimentar . În schimb,
are loc conservarea normei. Mai precis, avem

Teorem  4.4. Dac  (D(A), A) este skew-adjunct s
,
i u0 ∈ H, aplicat

,
ia u dat  de u(t) = S(t)u0

satisface u ∈ C([0,∞), H) s
,
i veri�c  ||u(t)|| = ||u0|| pentru orice t ≥ 0.



Capitolul 5

Dezvoltare Fourier

Omodalitate diferit  (dar echivalent ) de a de�ni solut
,
iile lui (4.1) se bazeaz  pe dezvoltarea Fourier.

Pentru a o folosi, s  presupunem c  operatorul (D(A), A) are proprietatea c  D(A) este compact
immers în H.

Prin σ(A) not m mult
,
imea rezolvent  a operatorului A

(5.1) σ(A) = {λ ∈ C : exist  (A− λI)−1 : H → H care este continuu în H}.

Prin V P (A) not m mult
,
imea valorilor proprii ale lui A,

(5.2) V P (A) = {λ ∈ C : exist  x ∈ H \ {0} astfel încât Ax = λx}

iar cu Eλ not m subspat
,
iul propriu corespunz tor unei valori proprii λ ∈ V P (A),

(5.3) Eλ = {x ∈ D(A) : Ax = λx} = N(A− λI).

S  reamintim mai întâi urm toarea teorem  clasic  despre spectrul unui operator compact (vezi
[?], Teorema 2, p. 284):

Teorem  5.1. Fie X un spat
,
iu Banach s

,
i T : X → X un operator liniar compact. Atunci

1. σ(T ) const  dintr-o mult
,
ime cel mult num rabil  de valori complexe care nu are niciun punct

de acumulare, cu posibila except
,
ie a lui µ = 0.

2. Dac  µ ∈ σ(T ) \ {0}, atunci µ ∈ V P (T ) s
,
i dim(Eµ) = kµ < ∞.

Urm toarele rezultate ofer  propriet t
,
i ale spectrului unui operator autoadjunct:

Teorem  5.2. Fie X un spat
,
iu Hilbert s

,
i T : X → X un operator liniar autoadjunct. Atunci

1. V P (T ) ⊆ R.

2. Dac  µ1, µ2 ∈ V P (T ) sunt dou  valori proprii diferite ale lui T , atunci subspat
,
iile proprii

corespunz toare Eµ1 s
,
i Eµ2 sunt ortogonale în X.

În sfârs
,
it, urm toarea teorem  ofer  o descompunere spectral  a operatorilor autoadjunct

,
i com-

pacti.

23
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Teorem  5.3. Fie X un spat
,
iu Hilbert separabil s

,
i T : X → X un operator liniar compact autoad-

junct. Dac  not m E0 = N(T ), atunci

(5.4) X =
⊕

µ∈V P (T )∪{0}

Eµ.

Putem demonstra acum teorema fundamental  privind descompunerea spectral .

Teorem  5.4. Fie (D(A), A) un operator maximal-monoton autoadjunct în spat
,
iul Hilbert separabil

in�nit-dimensional H. Dac  D(A) este compact immers în H, atunci

1. V P (A) este o mult
,
ime num rabil  de valori reale nenegative

0 ≤ ν0 < ν1 < ν2 < ... < νn < ...

cu limn→∞ νn = ∞.

2. dim(Eνj ) = kj < ∞ pentru orice j ≥ 0.

3. Exist  o baz  ortonormal  a lui H format  din vectori proprii ai lui A.

Demonstrat
,
ie: Deoarece (D(A), A) este maximal-monoton, rezult  c  exist  λ > 0 astfel încât

Jλ = (A+ λI)−1 este un operator liniar s
,
i continuu de la H la H. Mai mult, deoarece Jλ : H → H

ia valori în D(A), care este compact immers în H, Jλ este un operator compact.
Pe de alt  parte, Jλ este autoadjunct. Într-adev r, pentru orice u, v ∈ H, dac  w = Jλ(v), avem

c 
(Jλ(u), v) = (Jλ(u), (Jλ)

−1(w)) = (Jλ(u), (A+ λI)(w)) =

= (Jλ(u), Aw) + (Jλ(u), λw) = ((A+ λI)Jλ(u), w) = (u, Jλ(v)).

Observ m c  0 /∈ V P (Jλ). Avem c  µ ∈ V P (Jλ) dac  s
,
i numai dac  ( 1µ − λ) ∈ V P (A). Mai

mult, subspat
,
iile proprii ale operatorilor Jλ s

,
i A sunt aceleas

,
i. Rezult  c 

V P (A) =

{
ν ∈ R :

1

λ+ ν
∈ V P (Jλ)

}
=

{
ν ∈ R : ν =

1

µ
− λ cu µ ∈ V P (Jλ)

}
.

Fie ν0 = 0 s
,
i Eν0 = N(A). Avem c 

Eν0 = {v ∈ H : Av = 0} = {v ∈ H : (A+ λI)v = λv} = {v ∈ H : Jλv =
1

λ
v}.

Prin urmare, dac  Eν0 ̸= {0}, atunci 1
λ este o valoare proprie a lui Jλ s

,
i Eν0 este subspat

,
iul

propriu corespunz tor. Deoarece 1
λ > 0, din Teorema 5.1 rezult  c  dim(Eν0) = k0 < ∞. Fie

v01, v
0
2, ..., v

0
k0

o baz  ortonormal  în Eν0 .
Din Teoremele 5.1 s

,
i 5.2 rezult  c  V P (A) \ {0} este o mult

,
ime num rabil  de numere reale

pozitive 0 < ν1 < ν2 < ... < νn < ... care tinde la in�nit. Fiec rei valori proprii nenule νj îi
corespunde un subspat

,
iu propriu Eνj de dimensiune �nit . Pentru �ecare j ≥ 1, �e vj1, ..., v

j
kj

o
baz  ortonormal  a lui Eλj

.
Subspat

,
iile proprii (Eνj )j≥0 sunt ortogonale. Din Teorema 5.3 rezult  c 

v01, ..., v
0
k0 , v

1
1, ..., v

1
k1 , v

2
1, ..., v

2
k2 , ..., v

n
1 , ..., v

n
kn , ...

formeaz  o baz  ortonormal  a lui H, ceea ce încheie demonstrat
,
ia.

Observ m c  mult
,
imea V P (A) trebuie s  �e in�nit , altfel dimensiunea lui H ar � �nit .
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Observat
,
ie 5.1. În cele ce urmeaz , baza ortonormal  de funct

,
ii proprii din Teorema 5.4 va �

notat  simplu (vn)n≥1.

Pentru a da dezvoltarea Fourier a solut
,
iilor lui (4.1), s  consider m dezvoltarea Fourier a datelor

init
,
iale u0 ∈ H:

(5.5) u0 =
∑
n≥1

u0nvn

unde u0n = (u, vn) pentru orice n ≥ 1.

Teorem  5.5. Dac  u0 ∈ H este dat  de (5.5), atunci solut
,
ia slab  a lui (4.1) este dat  de

(5.6) u(t) =
∑
n≥1

u0ne
−λntvn.

Demonstrat
,
ie: Fie u0,k =

∑k
n=1 u

0
nvn. Evident, u

0,k ∈ D(A) pentru orice k ≥ 1.
Un calcul direct arat  c  uk(t) =

∑k
n=1 u

0
ne

−λntvn este solut
,
ia clasic  a lui (4.1) cu datele init

,
iale

u0,k. Prin urmare, uk(t) = S(t)u0,k. Acum, deoarece (u0,k)k≥1 tinde la u0 în H s
,
i S(t) este un

operator continuu, obt
,
inem c 

u(t) = lim
k→∞

uk(t) = lim
k→∞

S(t)u0,k = S(t)( lim
k→∞

u0,k) = S(t)u0,

ceea ce încheie demonstrat
,
ia.
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Capitolul 6

Exemple

6.1 Operatorul Laplace în L2(Ω)

Fie Ω ⊂ RN o mult
,
ime deschis  s

,
i m rginit  s

,
i H = L2(Ω). De�nim urm torul operator nem rginit

în H:

(6.1)
D(A) = {u ∈ H1

0 (Ω) : −∆u ∈ L2(Ω)}

Au = −∆u.

Teorem  6.1. Operatorul (D(A), A) de�nit în (6.1) are urm toarele propriet t
,
i:

1. (D(A), A) este maximal-monoton în H.

2. (D(A), A) este autoadjunct în H.

3. (D(A),−A) este generatorul in�nitezimal al unui semigrup de contract
,
ii în H.

Demonstrat
,
ie:

1. Fie u ∈ D(A). Avem

(Au, u) =

∫
Ω
(−∆u)u =

∫
Ω
||∇u||2 ≥ 0

s
,
i monotonitatea lui A rezult . Observ m c  ultima formul  (Green) are loc pentru orice u ∈
D(Ω) s

,
i, din densitatea lui D(Ω) în H1

0 (Ω), pentru orice u ∈ H1
0 (Ω) f r  ipoteze suplimentare

de regularitate asupra lui Ω.

Pentru a demonstra maximalitatea lui A, �e f ∈ L2(Ω). Ecuat
,
ia variat

,
ional 

(6.2)
∫
Ω
∇u∇φ+

∫
Ω
uφ =

∫
Ω
fφ, ∀φ ∈ H1

0 (Ω)

are o solut
,
ie unic  u ∈ H1

0 (Ω). Aceasta rezult  prin aplicarea binecunoscutei Teoreme Lax-
Milgram.

Mai mult, deoarece ∫
Ω
u(−∆φ) =

∫
Ω
(f − u)φ, ∀φ ∈ D(Ω)

s
,
i f − u ∈ L2(Ω), rezult  c  −∆u ∈ L2(Ω), ceea ce demonstreaz  maximalitatea lui A.

27



28 Capitolul 6. Exemple

2. Fie D(A∗) = {v ∈ L2(Ω) : exist  c > 0 astfel încât |(Au, v)| ≤ c||u||, ∀u ∈ D(A)} s
,
i

v ∈ D(A∗). Rezult  c  aplicat
,
ia

u ∈ D(A) −→ (Au, v) + (u, v) ∈ C

poate � extins  prin continuitate la o aplicat
,
ie liniar  s

,
i continu  p : L2(Ω) → C astfel încât

p(u) = (Au, v) + (u, v) pentru orice u ∈ D(A).

Din teorema de reprezentare a lui Riesz, rezult  c  exist  φ ∈ L2(Ω) astfel încât

p(u) =

∫
Ω
uφ, ∀u ∈ L2(Ω).

Fie acum w ∈ D(A) solut
,
ia unic  a ecuat

,
iei eliptice{

−∆w + w = φ în Ω
w = 0 pe ∂Ω.

Rezult  c , pentru orice u ∈ D(A),∫
Ω
(−∆u+ u)w =

∫
Ω
u(−∆w + w) =

∫
Ω
uφ = p(u) = (Au, v) + (u, v) =

∫
Ω
(−∆u+ u)v.

Prin urmare, v = w ∈ D(A). Rezult  c  D(A∗) ⊆ D(A).

Faptul c  D(A) ⊆ D(A∗) rezult  imediat, deoarece pentru orice v ∈ D(A) avem

(Au, v) =

∫
Ω
(−∆u)v =

∫
u(−∆v).

Rezult  c  D(A∗) = D(A) s
,
i, de asemenea, c  A∗ = A.

3. Este o consecint
,
  direct  a lui 1.)

Observat
,
ie 6.1. Dac  Ω este o mult

,
ime deschis  s

,
i m rginit  cu frontier  de clas  C2, atunci se

poate ar ta c  D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

6.2 Operatorul Laplace în H−1(Ω)

Fie Ω ⊂ RN o mult
,
ime deschis  s

,
i m rginit  s

,
i H = H−1(Ω).

De�nim urm torul operator m rginit de la H1
0 (Ω) la H−1(Ω):

(6.3) A : H1
0 (Ω) → H−1(Ω), < Au, φ >=

∫
Ω
∇u∇φ, ∀φ ∈ H1

0 (Ω).

Teorem  6.2. Operatorul A de�nit în (6.3) este un izomor�sm izometric de la H1
0 (Ω) la H−1(Ω).

Demonstrat
,
ie: Într-adev r, deoarece < Au,φ >=

∫
Ω∇u∇φ, pentru orice φ ∈ H1

0 , rezult  c 

∥ Au ∥H−1= sup
∥φ∥

H1
0
=1

< Au,φ >= sup
∥φ∥

H1
0
=1

(∫
Ω
∇u∇φ

)
.

Dar
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• sup∥φ∥
H1
0
=1

(
−
∫
Ω
∇u∇φ

)
≥
∫
Ω∇u∇ u

∥u∥
H1
0

=∥ u ∥H1
0
.

• sup∥φ∥
H1
0
=1

(
−
∫
Ω
∇u∇φ

)
≤
(∫

Ω | ∇u |2
)1/2

sup∥φ∥
H1
0
=1

(∫
Ω | ∇φ |2

)1/2
=∥ u ∥H1

0

Astfel

∥ Au ∥H−1= sup
∥φ∥

H1
0
=1

(∫
Ω
∇u∇φ

)
=∥ u ∥H1

0

iar operatorul A este o izometrie de la H1
0 (Ω) la H−1(Ω).

Liniaritatea s
,
i injectivitatea sunt evidente. Mai mult, operatorul A este surjectiv. Într-adev r,

din teorema de reprezentare a lui Riesz, pentru orice f ∈ H−1(Ω) exist  uf ∈ H1
0 (Ω) astfel încât∫

Ω
∇uf∇φ =< f,φ >, ∀φ ∈ H1

0 (Ω).

Prin urmare, operatorul A este, de asemenea, un izomor�sm.

Observat
,
ie 6.2. Spat

,
iul H−1(Ω) poate � v zut ca un spat

,
iu Hilbert cu produsul scalar

(6.4) < u, v >= (A−1u,A−1v), ∀u, v ∈ H−1(Ω).

Operatorul liniar s
,
i continuu A de la H1

0 (Ω) la H−1(Ω) poate � v zut ca un operator nem rginit
în H−1(Ω) de�nit de

(6.5)
D(A) = H1

0 (Ω) ⊂ H−1(Ω)

(Au,φ) =
∫
Ω∇u∇φ, ∀φ ∈ H1

0 (Ω).

Teorem  6.3. Operatorul (D(A), A) de�nit în (6.5) are urm toarele propriet t
,
i:

1. (D(A), A) este maximal-monoton în H.

2. (D(A), A) este autoadjunct în H.

3. (D(A),−A) este generatorul in�nitezimal al unui semigrup de contract
,
ii în H.

Demonstrat
,
ie:

1. Fie u ∈ D(A). Avem

< Au, u >= (u,A−1u) =

∫
Ω
(−∆u)u =

∫
Ω
||∇u||2 ≥ 0

s
,
i monotonitatea lui A rezult . Observ m c  ultima formul  (Green) are loc pentru orice u ∈
D(Ω) s

,
i, din densitatea lui D(Ω) în H1

0 (Ω), pentru orice u ∈ H1
0 (Ω) f r  ipoteze suplimentare

de regularitate asupra lui Ω.

Pentru a demonstra maximalitatea lui A, �e f ∈ L2(Ω). Ecuat
,
ia variat

,
ional 

(6.6)
∫
Ω
∇u∇φ+

∫
Ω
uφ =

∫
Ω
fφ, ∀φ ∈ H1

0 (Ω)
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are o solut
,
ie unic  u ∈ H1

0 (Ω). Aceasta rezult  prin aplicarea binecunoscutei Teoreme Lax-
Milgram.

Mai mult, deoarece ∫
Ω
u(−∆φ) =

∫
Ω
(f − u)φ, ∀φ ∈ D(Ω)

s
,
i f − u ∈ L2(Ω), rezult  c  −∆u ∈ L2(Ω), ceea ce demonstreaz  maximalitatea lui A.

2. Fie D(A∗) = {v ∈ L2(Ω) : exist  c > 0 astfel încât |(Au, v)| ≤ c||u||, ∀u ∈ D(A)} s
,
i

v ∈ D(A∗). Rezult  c  aplicat
,
ia

u ∈ D(A) −→ (Au, v) + (u, v) ∈ C

poate � extins  prin continuitate la o aplicat
,
ie liniar  s

,
i continu  p : L2(Ω) → C astfel încât

p(u) = (Au, v) + (u, v) pentru orice u ∈ D(A).

Din teorema de reprezentare a lui Riesz, rezult  c  exist  φ ∈ L2(Ω) astfel încât

p(u) =

∫
Ω
uφ, ∀u ∈ L2(Ω).

Fie acum w ∈ D(A) solut
,
ia unic  a ecuat

,
iei eliptice{

−∆w + w = φ în Ω
w = 0 pe ∂Ω.

Rezult  c , pentru orice u ∈ D(A),∫
Ω
(−∆u+ u)w =

∫
Ω
u(−∆w + w) =

∫
Ω
uφ = p(u) = (Au, v) + (u, v) =

∫
Ω
(−∆u+ u)v.

Prin urmare, v = w ∈ D(A). Rezult  c  D(A∗) ⊆ D(A).

Faptul c  D(A) ⊆ D(A∗) rezult  imediat, deoarece pentru orice v ∈ D(A) avem

(Au, v) =

∫
Ω
(−∆u)v =

∫
u(−∆v).

Rezult  c  D(A∗) = D(A) s
,
i, de asemenea, c  A∗ = A.

3. Este o consecint
,
  direct  a lui 1.)

6.3 Operatorul undelor în H1
0(Ω)× L2(Ω)

Fie Ω ⊂ RN o mult
,
ime deschis  s

,
i m rginit  cu frontier  regulat  de clas  C2 s

,
iH = H1

0 (Ω)×L2(Ω).
De�nim urm torul operator nem rginit în H:

(6.7)
D(A) = {(u, v) ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω) : v ∈ H1
0 (Ω), −∆u ∈ L2(Ω)}

A(u, v) = (−v,−∆u)

unde −∆ este operatorul Laplace de�nit în H1
0 (Ω) în sect

,
iunea 6.1.
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Teorem  6.4. Operatorul (D(A), A) de�nit în (6.7) are urm toarele propriet t
,
i:

1. (D(A), A) este maximal-monoton în H.

2. (D(A), A) este skew-adjunct în H.

3. (D(A),−A) este generatorul in�nitezimal al unui grup de izometrii în H.

Demonstrat
,
ie:

1. Este o consecint
,
  direct  a propriet t

,
ii similare a operatorului Laplace în L2(Ω).

2. Este us
,
or de observat c 

(A(u1, v1), (u2, v2)) = −((u1, v1), A(u2, v2))

iar proprietatea rezult  ca în cazul operatorului Laplace.

3. Este o consecint
,
  direct  a lui 1. s

,
i 2.

Observat
,
ie 6.3. Dac  Ω este o mult

,
ime deschis  s

,
i m rginit  cu frontier  de clas  C2, atunci se

poate ar ta c  D(A) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).

6.4 Operatorul undelor în L2(Ω)×H−1(Ω)

Fie Ω ⊂ RN o mult
,
ime deschis  s

,
i m rginit  s

,
i H = L2(Ω)×H−1(Ω).

De�nim urm torul operator m rginit de la H1
0 (Ω)× L2(Ω) la L2(Ω)×H−1(Ω):

(6.8) A : H1
0 (Ω)× L2(Ω) → L2(Ω)×H−1(Ω), A(u, v) = (−v,−∆u)

unde −∆ este operatorul Laplace de�nit în H−1(Ω) în sect
,
iunea 6.2.

Teorem  6.5. Operatorul A de�nit în (6.8) este un izomor�sm izometric de la H1
0 (Ω)× L2(Ω) la

L2(Ω)×H−1(Ω).

Demonstrat
,
ie: Este o consecint

,
  direct  a Teoremei 6.2.

Observat
,
ie 6.4. Spat

,
iul L2(Ω)×H−1(Ω) poate � v zut ca un spat

,
iu Hilbert cu produsul scalar

(6.9) < (u1, v1), (u2, v2) >= (A−1(u1, v1), A
−1(u2, v2)), ∀(u1, v1), (u2, v2) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω).

Operatorul liniar s
,
i continuu A de la H1

0 (Ω) × L2(Ω) la L2(Ω) ×H−1(Ω) poate � v zut ca un
operator nem rginit în L2(Ω)×H−1(Ω) de�nit de

(6.10)
D(A) = H1

0 (Ω)× L2(Ω) ⊂ L2(Ω)×H−1(Ω)

A(u, v) = (−v,−∆u)

unde −∆ : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) a fost de�nit în sect

,
iunea 6.2 prin (−∆u, φ) =

∫
Ω∇u∇φ, ∀φ ∈

H1
0 (Ω). Avem urm toarea

Teorem  6.6. Operatorul (D(A), A) de�nit în (6.10) are urm toarele propriet t
,
i:

1. (D(A), A) este maximal-monoton în H.

2. (D(A), A) este skew-adjunct în H.

3. (D(A),−A) este generatorul in�nitezimal al unui grup de izometrii în H.
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6.5 Ecuat
,
ia c ldurii în L2(Ω)

Fie Ω ⊂ RN o mult
,
ime deschis  s

,
i m rginit  cu frontier  regulat  de clas  C2 s

,
i T > 0. Fiind dat 

u0 ∈ L2(Ω), consider m urm toarea ecuat
,
ie

(6.11)


ut −∆u = 0 în Ω× (0, T )

u = 0 pe ∂Ω× (0, T )
u(x, 0) = u0(x) în Ω.

(6.11) este o ecuat
,
ie de evolut

,
ie de forma (4.1) în care operatorul (D(A), A) este operatorul

Laplace în L2(Ω) de�nit în sect
,
iunea 6.1. Urm torul rezultat este o consecint

,
  a propriet t

,
ilor de

existent
,
 , unicitate s

,
i regularitate ale ecuat

,
iilor generale de evolut

,
ie:

Teorem  6.7. Pentru orice u0 ∈ L2(Ω) exist  o unic  solut
,
ie slab  u ∈ C([0, T ], L2(Ω)) a lui

(6.11), dat  de u(t) = S(t)u0, unde (S(t))t≥0 este semigrupul generat de operatorul Laplace în
L2(Ω). Mai mult, dac  u0 ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω), atunci u devine o solut
,
ie clasic  care apart

,
ine lui

C1([0, T ], L2(Ω)) ∩ C([0, T ], H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)).

6.6 Ecuat
,
ia undelor în H1

0(Ω)× L2(Ω)

Fie Ω ⊂ RN o mult
,
ime deschis  s

,
i m rginit  cu frontier  regulat  de clas  C2 s

,
i T > 0. Fiind date

(u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω), consider m urm toarea ecuat

,
ie

(6.12)


utt −∆u = 0 în Ω× (0, T )

u = 0 pe ∂Ω× (0, T )
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) în Ω.

Ecuat
,
ia (6.12) poate � scris  sub form  vectorial  ca

(6.13)
{

Ut +AU = 0
U(0) = U0

unde U(t) = (u(t), ut(t)) este starea s
,
i U0 = (u0, u1) sunt datele init

,
iale.

Operatorul A din (6.13) este operatorul nem rginit de�nit în sect
,
iunea 6.3.

(6.13) este o ecuat
,
ie de evolut

,
ie de forma (4.1). Urm torul rezultat este o consecint

,
  a propriet t

,
ilor

de existent
,
 , unicitate s

,
i regularitate ale ecuat

,
iilor generale de evolut

,
ie:

Teorem  6.8. Pentru orice date init
,
iale U0 = (u0, u1) ∈ H1

0 (Ω) × L2(Ω) exist  o unic  solut
,
ie

slab  U ∈ C([0, T ], H1
0 (Ω) × L2(Ω)) a lui (6.13), dat  de U(t) = T (t)u0, unde (T (t))t∈R este

grupul generat de operatorul de�nit în sect
,
iunea 6.3 în H1

0 (Ω) × L2(Ω). Mai mult, dac  U0 ∈
H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω), atunci U devine o solut

,
ie clasic  care apart

,
ine lui C1([0, T ], H1

0 (Ω) ×
L2(Ω)) ∩ C([0, T ], H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)).

6.7 Ecuat
,
ia undelor în L2(Ω)×H−1(Ω)

Fie Ω ⊂ RN o mult
,
ime deschis  s

,
i m rginit  cu frontier  regulat  de clas  C2 s

,
i T > 0. Fiind date

(u0, u1) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω), consider m urm toarea ecuat
,
ie

(6.14)


utt −∆u = 0 în Ω× (0, T )

u = 0 pe ∂Ω× (0, T )
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) în Ω.
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Ecuat
,
ia (6.14) poate � scris  sub form  vectorial  ca

(6.15)
{

Ut +AU = 0
U(0) = U0

unde U(t) = (u(t), ut(t)) este starea s
,
i U0 = (u0, u1) sunt datele init

,
iale.

Operatorul A din (6.15) este operatorul nem rginit de�nit în sect
,
iunea 6.4.

(6.15) este o ecuat
,
ie de evolut

,
ie de forma (4.1). Urm torul rezultat este o consecint

,
  a propriet t

,
ilor

de existent
,
 , unicitate s

,
i regularitate ale ecuat

,
iilor generale de evolut

,
ie:

Teorem  6.9. Pentru orice date init
,
iale U0 = (u0, u1) ∈ L2(Ω) × H−1(Ω) exist  o unic  solut

,
ie

slab  U ∈ C([0, T ], L2(Ω) × H−1(Ω)) a lui (6.15), dat  de U(t) = T (t)u0, unde (T (t))t∈R este
grupul generat de operatorul de�nit în sect

,
iunea 6.3 în L2(Ω) × H−1(Ω). Mai mult, dac  U0 ∈

H1
0 (Ω) × L2(Ω), atunci U devine o solut

,
ie clasic  care apart

,
ine lui C1([0, T ], L2(Ω) × H−1(Ω)) ∩

C([0, T ], H1
0 (Ω)× L2(Ω)).


