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Seçtiile de matematic¼a şi matematic¼a-informatic¼a

Examenul de Analiz¼a 1
Anul universitar 2003/2004

19 ianuarie 2004.

1 punct din o�ciu. Timp de lucru: 3 ore. Punctajul este precizat la �nele
�ec¼arei chestiuni.

1. Demonstra̧ti c¼a ecuaţia sinx = x are o singur¼a soluţie real¼a, x = 0: [0:5p]

2. Enunţaţi şi demonstraţi formula lui Taylor. [1p]

3. Ce înseamn¼a c¼a limx!1� f(x) =1? i) în termeni de " şi �; ii) în termeni
de vecin¼at¼aţi; iii) în termeni de şiruri. [1p ]

4. Reprezentaţi gra�c funçtia

f(x) =
x

3
p
x2 � 1

; x 2 R: [1p]

Explicaţi de ce admite primitive şi calculaţi
R
f(x) dx: [1p]

5. Calculaţi

lim
n!1

1 + 1=2 + :::+ 1=n

lnn

şi deducȩti c¼a limn!1
�
1 + 1

2 + :::+
1
n

�
=1: [1p+ 0:5p]

Demonstraţi c¼a 1 + 1
2 + :::+

1
1000 < 10: [1p]

6. Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a.
i) Demonstraţi c¼a exist¼a un punct c 2 (a; b) astfel încâtZ b

a

f(x) dx = f(c)(b� a): [ 0:5p ]

ii) Demonstrati c¼a dac¼a f � 0 si
R b
a
f(x) dx = 0; atunci f = 0: [ 0:5p ]

7. Motivaţi de ce suma unei serii de puteri este o funçtie continu¼a pe inter-
valul de convergenţ¼a. [ 1p ]
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23 ianuarie 2004

1 punct din o�ciu. Timp de lucru, 3 ore. Punctajul este precizat la �nele
�ec¼arei chestiuni.

1. i) Folosi̧ti metodele analizei matematice pentru a ar¼ata c¼a

arcsinx+ arccosx = �=2 oricare ar � x 2 [�1; 1]: [0:5p]

ii) Demonstraţi c¼a limx!0 x[
1
x ] = 1: [0:5p]

2. Enunţaţi şi demonstraţi teorema lui Rolle. [1p]

3. Reprezentaţi gra�c funçtia f(x) = sin x
x pe domeniul maxim de de�ni̧tie.

[1p]

4. Calculaţi

In =

Z �=2

0

sinn dx (n 2 N)

stabilind mai întâi o leg¼atur¼a între In şi In�2: [1p]

5. Ce înseamn¼a c¼a o funçtie f : [0; 1] ! R este continu¼a în punctul a = 0 ?
i) în termeni de " şi �; ii) în termeni de vecin¼at¼aţi; iii) în termeni de şiruri.
[1p]

6. Se cunoaşte c¼a e= limn!1 (1 + 1=n)
n
: Demonstraţi c¼a

e = 1 +
1

1!
+
1

2!
+ ::: : [1p]

7. Stabili̧ti domeniul de convergenţ¼a al seriei
P

n�2
xn

n lnn . [1p]

8. Ce înseamn¼a c¼a o funçtie f : [a; b]! R este integrabil¼a Riemann? [0:25p]

Demonstraţi c¼a dac¼a f : [a; b] ! R este o funçtie integrabil¼a Riemann şi
admite o primitiv¼a F; atunci

R b
a
f(x) dx = F (b)� F (a): [0:75p]

9. Demonstraţi c¼a funçtiile monotone au cel mult discontinuit¼aţi de prima
spȩt¼a şi c¼a acestea formeaz¼a o muļtime cel mult num¼arabil¼a. [1p]

5 februarie 2004. Restanţe

1 punct din o�ciu. Timp de lucru, 3 ore. Punctajul este precizat la �nele
�ec¼arei chestiuni.

1. Enunţaţi şi demonstraţi teorema valorii intermediare. [1p]
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2. Deducȩti din teorema lui Rolle c¼a polinomul

P (x) =
dn

dxn

h�
x2 � 1

�ni
are n r¼adacini reale şi distincte în intervalul [�1; 1]: [1p]

3. Reprezentaţi gra�c funçtia f(x) = arcsin
p
1� x2 pe domeniul maxim de

de�ni̧tie. [1p]

4. Calculaţi valorile şirului de integrale

In =

Z �=2

0

cosn x dx;

stabilind mai întâi o leg¼atur¼a între In şi In�2: [1p]

5. Ce înseamn¼a c¼a o funçtie f : [0; 1] ! R este continu¼a în punctul a = 0 ?
i) în termeni de " şi �; ii) în termeni de vecin¼at¼aţi; iii) în termeni de şiruri.
[1p]

6. Fie şirul (an)n de�nit prin a0 = 1 şi formula de recurenţ¼a

an+1 =
1

2

�
an +

3

an

�
pentru n 2 N:

Demonstraţi c¼a şirul este convergent şi a�aţi limita sa. [1p]

7. Stabili̧ti domeniul de convergenţ¼a al seriei
P

n�2
xn

n2 . [1p]

8. i) Ce înseamn¼a c¼a o funçtie f : [a; b] ! R este integrabil¼a Riemann?
[0:25p]

ii) Se d¼a funçtia

fa(x) =

�
xsin x; dac¼a x 2 (0; 1]
a; dac¼a x = 0

unde a este un parametru real. Demonstraţi c¼a funçtia fa este integrabil¼a
Riemann pentru orice valoare a lui a; dar c¼a admite primitive numai pentru
a = 1: [0:50p+ 0:25p]

9. Demonstraţi c¼a o funçtie derivabil¼a f este cresc¼atoare dac¼a şi numai dac¼a
f 0 � 0. [1p]
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8 septembrie 2003. Restanţe

Subiectul A

1 punct din o�ciu. Timp de lucru: 3 ore. Punctajul este precizat la �nele
�ec¼arei chestiuni.

1. Enunţaţi şi demonstraţi teorema lui Rolle. [1p]

Demonstraţi c¼a derivata polinomului P (x) = (x+1):::(x+2003) are toate
r¼ad¼acinile reale. [0.5p]

2. Reprezentaţi gra�c funçtia f(x) = xx pe domeniul maxim de de�ni̧tie.
[1p]

3. Calculaţi Z
dx

x
p
1 + x2

: [1p]

4. Ce înseamn¼a c¼a limx!0+ f(x) = �1? i) în termeni de " şi �; ii) în termeni
de vecin¼at¼aţi; iii) în termeni de şiruri. [ 1p ]

5. Demonstraţi c¼a e= 1 + 1=1! + 1=2! + ::: . [ 1p ]

6. Demonstraţi c¼a dac¼a o funçtie f : [a; b] ! R este continu¼a, atunci exist¼a
un punct c 2 (a; b) astfel încât

R b
a
f(x) dx = f(c)(b� a): [0.5 p ]

7. Motivaţi de ce suma unei serii de puteri este o funçtie continu¼a pe inter-
valul de convergenţ¼a. [1p ]

8. Se consider¼a şirul recurent a0 > 0 şi an+1 = a
1=n
n pentru n � 0: Determi-

naţi limita sa. [1p ]

9. Demonstraţi c¼a funçtiile convexe f : [a; b]! R de clas¼a C2 veri�c¼a relaţia
f 00 � 0. [1p ]

8 septembrie 2003. Restanţe

Subiectul B

1 punct din o�ciu. Timp de lucru: 3 ore. Punctajul este precizat la �nele
�ec¼arei chestiuni.

1. Enunţaţi şi demonstraţi teorema privind formula lui Taylor. [1p]

Dezvoltaţi polinomul P (x) = x3 � 2x2 + 3x+ 5 în serie de puteri în jurul
punctului x = 2. [0.5p]
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2. Reprezentaţi gra�c funçtia f(x) = x= 3
p
x2 � 1 pe domeniul maxim de

de�ni̧tie. [1p]

3. Calculaţi Z p
1 + x2

x2
dx: [1p]

4. Ce înseamn¼a c¼a limx!�1 f(x) =1? i) în termeni de " şi �; ii) în termeni
de vecin¼at¼aţi; iii) în termeni de şiruri. [1p ]

5. Demonstraţi c¼a (1 + 1=n)n < e< (1 + 1=n)n+1 pentru orice num¼ar natural
n � 1. [1p ]

6. Demonstraţi c¼a dac¼a f : [a; b]! R este o funçtie integrabil¼a şi care admite
o primitiv¼a F; atunci

R b
a
f(x) dx = F (b)� F (a): [0.5 p ]

7. Stabili̧ti natura seriei
P

1
np lnq n unde p şi q sunt parametri reali. [1p ]

8. Se consider¼a şirul recurent a0 > 0 şi an+1 = (1 + an)
1=2 pentru n � 0:

Determinaţi limita sa. [1p ]

9. Demonstraţi c¼a funçtiile monotone au cel mult o muļtime num¼arabil¼a de
discontinuit¼aţi (şi acelea numai de prima spȩt¼a). [1p ]
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