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1. Introducere
Funçtiile convexe se bucur¼a de o serie de propriet¼a̧ti geometrice, care le fac deosebit
de utile în aplica̧tiile analizei matematice. Acestea sunt prezentate adesea în ipoteza
suplimentar¼a de derivabilitate, o restriçtie pe care nota de fa̧t¼a î̧si propune s¼a o elimi-
ne. În particular, vom da o nou¼a perspectiv¼a unor rezultate publicate anterior de V.
Cârtoaje [1] şi M. O. Drimbe [2].1

În cele ce urmeaz¼a, I desemneaz¼a un interval nevid. Reamintim c¼a o funçtie
f : I ! R este numit¼a funcţie convex¼a dac¼a

f (�1x1 + �2x2) � �1f (x1) + �2f (x2)

pentru orice x1; x2 2 I şi orice �1; �2 2 [0; 1]; cu �1 + �2 = 1:
Este binecunoscut c¼a orice funçtie convex¼a f de�nit¼a pe un interval deschis I este

continu¼a, are derivate laterale �nite în orice punct şi

x < y în I implic¼a f
0

s(x) � f
0

d(x) � f
0

s(y) � f
0

d(y): (*)

În particular, atât f
0
s cât şi f

0
d sunt funçtii cresc¼atoare. Deoarece muļtimea

punctelor de discontinuitate ale unei funçtii cresc¼atoare este cel mult num¼arabil¼a,
rezult¼a de aici c¼a orice funçtie convex¼a este derivabil¼a, exceptând o submuļtime cel
mult num¼arabil¼a de puncte. Toate aceste propriet¼a̧ti sunt demonstrate de exemplu
în monogra�a autorului [5].
Locul derivatei în cazul funçtiilor convexe este jucat de subdifereņtial¼a, un obiect

care poate �prezentat �e ca muļtime de funçtii, �e ca aplica̧tie multivoc¼a. Vom opta
pentru prima variant¼a, care ni se pare mai natural¼a.
Prin de�ni̧tie, subdiferenţiala unei aplica̧tii f : I ! R este muļtimea

@f = f' : I ! R j f(x) � f(a) + (x� a)'(a); 8x; a 2 Ig :
�Articol publicat în Gazeta Matematic¼a, publicaţie lunar¼a pentru tineret, CIII (1998), no. 9,

pp. 329-337.
1Dup¼a publicarea acestei lucr¼ari am constatat c¼a de fapt nota d-lui M. O. Drimbe [2] prezenta

(far¼a s¼a fac¼a vreo menţiune) un rezultat al lui S. S. Dragomir şi N. M. Ionescu din lucrarea lor Some
converse of Jensen�s inequality and applications, Rev. Anal. Numér. Théor. Approx. 23 (1994),
71-78.
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Interpretarea geometric¼a a subdifereņtialei este aceea c¼a dreapta de coe�cient
unghiular '(a); care trece prin punctul (a; f(a)); se a�¼a sub gra�cul lui f: Acest fapt
conduce la urm¼atoarea caracterizare a funçtiilor convexe, binecunoscut¼a speciali̧stilor
din domeniul analizei convexe:
Lema 1. Fie I un interval şi �e f : I ! R o funcţie de�nit¼a pe I.
i) Presupunem c¼a intervalul I este deschis. Atunci subdiferenţiala @f este nevid¼a

dac¼a şi numai dac¼a f este convex¼a. În plus, dac¼a ' 2 @f; atunci
f
0

s(x) � '(x) � f
0

d(x)

pentru orice x 2 I; în particular, ' este o funcţie cresc¼atoare:
ii) În cazul unui interval oarecare I; subdiferenţiala @f este nevid¼a dac¼a şi numai

dac¼a f este restricţia unei funcţii convexe de�nite pe un interval deschis care îl include
pe I.
Demonstraţie. i) Pentru partea de necesitate este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a dac¼a f este
o funçtie convex¼a atunci atât f

0
s cât şi f

0
d apaŗtin lui @f: Vom detalia aici doar faptul

c¼a f
0
d 2 @f:
Fie x; a 2 I şi presupunem c¼a x > a. Pentru orice t 2 (0; 1] avem

f ((1� t)a+ tx) � (1� t)f(a) + tf(x)
de unde rezult¼a

f(x) � f(a) + f(a+ t(x� a))� f(a)
t(x� a) � (x� a)

iar prin trecere la limita cu t! 0+; de aici deducem c¼a f(x) � f(a) + f 0d(a)(x� a):
Dac¼a x < a, atunci un ra̧tionament similar ne d¼a

f(x) � f(a) + f 0s(a)(x� a) � f(a) + f
0

d(a)(x� a)
deoarece x < a:
Faptul c¼a funçtia ' este cresc¼atoare rezult¼a acum din rela̧tia (*).
Pentru partea de su�cieņt¼a, s¼a not¼am c¼a dac¼a ' 2 @f; atunci pentru orice dou¼a

puncte x; y 2 I şi orice � 2 [0; 1] avem
f(x) � f((1� �)x+ �y) + �(x� y)'((1� �)x+ �y)
f(y) � f((1� �)x+ �y)� (1� �)(x� y)'((1� �)x+ �y)

de unde, adunând prima rela̧tie înmuļtit¼a cu 1�� cu a doua înmuļtit¼a cu � deducem
c¼a

(1� �)f(x) + �f(y) � f((1� �)x+ �y):
Punctul ii) rezult¼a din i). �
În paginile Gazetei Matematice, o parte din rezultatul Lemei 1 a f¼acut obiectul

notei [7], f¼ar¼a a se conştientiza îns¼a c¼a este vorba de un întreg domeniu deja dezvoltat.
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2. Precizarea inegalit¼AŢii lui Jensen

Scopul acestei seçtiuni este acela de a demonstra inegalit¼a̧ti care s¼a evalueze precizia
în binecunoscuta inegalitate a lui Jensen. O prim¼a variant¼a este urm¼atoarea:

Teorema 1. Fie I un interval deschis, �e f : I ! R o funcţie convex¼a şi �e ' 2 @f .
Atunci

0 �
Xn

k=1
�kf(xk)� f

�Xn

k=1
�kxk

�
�

�
Xn

k=1
�kxk'(xk)�

�Xn

k=1
�kxk

��Xn

k=1
�k'(xk)

�
pentru orice x1; :::; xk 2 I şi orice �1; :::; �n 2 [0; 1]; cu

Pn
k=1 �k = 1:

S¼a not¼am c¼a prima inegalitate este aceea a lui Jensen, care apoi este precizat¼a de
inegalitatea lui Cebâşev, aplicat¼a perechii de funçtii cresc¼atoare ' şi identitatea lui I.

Demonstraţie. Conform de�ni̧tiei lui @f avem

f(x) � f(xk) + (x� xk)'(xk)

pentru orice x 2 I şi orice k 2 f1; :::; ng: Înmuļtind ambii membri cu �k, adunând
inegalit¼a̧tile şi particularizând rezultatul ob̧tinut pentru x =

Pn
k=1 �kxk; deducem a

doua inegalitate din enuņt. �
Putem preciza inegalitatea lui Jensen şi altfel:

Teorema 2. Fie f : [a; b]! R o funcţie convex¼a şi continu¼a, care admite derivat¼a la
dreapta �nit¼a în punctul a. Fie �1; :::; �n 2 [0; 1] cu

Pn
k=1 �k = 1 şi �e [m1;M1] ; :::;

[mn;Mn] subintervale compacte incluse în intervalul [a; b]: Atunci funcţia

E(x1; :::; xn) =
Xn

k=1
�kf(xk)� f

�Xn

k=1
�kxk

�
de�nit¼a pe [m1;M1]� :::� [mn;Mn] îşi atinge maximul într-un punct din fm1;M1g�
:::� fmn;Mng : Mai general, oricare ar � 
 un domeniu convex şi compact inclus în
[a; b]n, restricţia lui E(x1; :::; xn) la 
 îşi atinge maximul într-un punct din frontiera
lui 
.

Demonstra̧tia Teoremei 2 se bazeaz¼a pe o binecunoscut¼a ra�nare a Teoremei lui
Lagrange, a creşterilor �nite:

Lema 2 (Generalizarea Teoremei lui Lagrange). Fie h : [a; b]! R o funcţie continu¼a,
care admite derivat¼a la dreapta �nit¼a în orice punct din [a; b): Atunci exist¼a dou¼a
puncte � şi � în [a; b) astfel încât

h
0

d(�) �
h(b)� h(a)
b� a � h0d(�):
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Demonstraţie. Ca şi în cazul �difereņtiabil�, consider¼am funçtia auxiliar¼a

H(x) = h(x)� h(b)� h(a)
b� a (x� a); x 2 [a; b]:

Evident, funçtia H este continu¼a şi H(a) = H(b): Alegem �� şi �� în [a; b] astfel încât

H(��) = infH şi H(��) = supH:

Dac¼a H(��) = H(��); atunci H este constant¼a şi putem alege � = � arbitrar în
[a; b):
Dac¼a H(��) < H(��); atunci �� 6= �� şi putem presupune c¼a ��; �� 2 [a; b); vezi faptul

c¼a H(a) = H(b):
Consider¼am cazul când a � �� < �� < b: Din faptul c¼a �� este un punct de minim

şi �� este un punct de maxim, rezult¼a c¼a

H
0

d(��) = lim
x!��+0

H(x)�H(��)
x� �� � 0

H
0

d(
��) = lim

x!��+0

H(x)�H(��)
x� ��

� 0:

Or,

H
0

d(��) = h
0

d(��)�
h(b)� h(a)
b� a

şi

H
0

d(
��) = h

0

d(
��)� h(b)� h(a)

b� a :

Rezult¼a c¼a proprietatea din enuņt este veri�cat¼a pentru � = �� şi � = ��:
Cazul când a � �� < �� < b se trateaz¼a similar. �
Demonstraţia Teoremei 2. Vom demonstra c¼a pentru orice xk 2 [mk;Mk]; k 2

f1; :::; ng ; avem

E(x1; :::; xk; :::; xn) � sup fE(x1; :::;mk; :::; xn); E(x1; :::;Mk; :::; xn)g :

Ra̧tionând prin reducere la absurd, este su�cient s¼a consider¼am cazul când k = 1
şi când avem

E(x1; x2; :::; xn) > sup fE(m1; x2; :::; xn); E(M1; x2; :::; xn)g :

Fixând xk 2 [mk;Mk] pentru k 2 f2; :::; ng, consider¼am funçtia

h : [m1;M1]! R; h(x) = E(x; x2; :::; xn):
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Conform Lemei 2, exist¼a � 2 [m1; x1) încât h(x1) � h(m1) � (x1 �m1)h
0
d(�):

Deoarece h(x1) > h(m1); rezult¼a c¼a h
0
d(�) > 0; echivalent,

f
0

d(�) > f
0

d (�1� + �2x2 + :::+ �nxn) :

Întrucât f
0
d este o funçtie cresc¼atoare, acest fapt conduce la � > �1� + �2x2 + :::

+ �nxn; adic¼a la

� >
�2x2 + :::+ �nxn
�2 + :::+ �n

:

Aplicând din nou Lema 2 funçtiei h dar pe intervalul [x1;M1), deducem existeņta
unui � 2 [x1;M1) încât

� <
�2x2 + :::+ �nxn
�2 + :::+ �n

:

Apare astfel o contradiçtie privind pozi̧tionarea lui � şi �, ceea ce încheie demon-
stra̧tia. �

3. Analogul continuu al Teoremei 1 Şi Generalizarea inegalit¼AŢii
lui CebâŞev

Varianta continu¼a a Teoremei 1 rezult¼a din aceasta prin tehnica sumelor integrale.
Locul combina̧tiilor convexe îl ia media, care în cazul unei funçtii integrabile (Rie-
mann) g : [a; b]! R este num¼arul

M(g) =
1

b� a

Z b

a

g(x) dx:

Media se poate de�ni de asemena ca o limit¼a de combina̧tii convexe,

M(g) = lim
n!1

1

n

Xn�1

k=0
g(a+ k � b� a

n
):

Lema 3. Dac¼a imaginea lui g este este inclus¼a într-un interval I, atunci media sa
aparţine de asemenea lui I:

Demonstraţie. Dac¼a I este un interval închis, atunci utiliz¼am faptul ca acesta coņtine
odat¼a cu un şir convergent şi limita sa. În cel¼alalt caz, dac¼a de exemplu g < M;
atunci avem de ar¼atat c¼a M(g) < M , adic¼aZ b

a

(M � g) dx > 0:

Or aceast¼a ultim¼a rela̧tie este adev¼arat¼a întrucât integrala unei funçtii strict po
zitive este un num¼ar strict pozitiv; vezi [3], pagina 106, punctul 304. �
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Cu observa̧tiile de mai sus, varianta continu¼a a Teoremei 1 este urm¼atoarea:

Teorema 3. Fie g : [a; b] ! R o funcţie integrabil¼a şi �e f o funcţie convex¼a
de�nit¼a pe un interval I, care include imaginea lui g. Presupunem c¼a funcţia f � g
este integrabil¼a. Atunci oricare ar � ' 2 @f cu proprietatea c¼a ' � g este integrabil¼a,
are loc inegalitatea

0 �M(f � g)� f (M(g)) �M(g � (' � g))�M(g)M(' � g):

Ipoteza c¼a f �g şi '�g sunt funçtii integrabile apare motivat¼a tehnic prin apari̧tia
mediilor. Ea nu se poate realiza ca efect al celorlalte ipoteze. Consider¼am de exemplu
cazul funçtiilor

f(x) =

�
0; dac¼a x � 0
x; dac¼a x � 0;

convex¼a pe R şi

g(x) =

�
1=q; dac¼a x = p

q
2 [0; 1]; cu p; q 2 N?; (p; q) = 1

0; în restul intervalului [0; 1];

integrabil¼a pe intervalul [0; 1]: Funçtia

'(x) =

�
0; dac¼a x � 0
1; dac¼a x > 0:

apaŗtine lui @f şi ' � g = �Q\[0;1] este funçtia lui Dirichlet, despre care se ştie c¼a nu
este integrabil¼a Riemann pe intervalul [0; 1]:
Este important s¼a observ¼am c¼a Teorema 3 poate � reformulat¼a de o manier¼a mult

mai puternic¼a, pornind de la faptul c¼a orice funçtie cresc¼atoare apaŗtine subdifer-
eņtialei unei funçtii convexe. Într-adev¼ar, dac¼a ' : I ! R este o funçtie cresc¼atoare
şi a 2 I; atunci funçtia

�(x) =

Z x

a

'(t) dt

este convex¼a (̧si �0(x) = '(x) în toate punctele de continuitate ale lui '). S¼a numim
primitiv¼a a lui ' orice funçtie continu¼a	 : I ! R care veri�c¼a egalitatea	0(x) = '(x)
în toate punctele de continuitate ale lui '. Se poate ar¼ata c¼a orice dou¼a primitive ale
lui ' difer¼a printr-o constant¼a. Vezi [5], Corolarul 6.5.3.
Discu̧tia de mai mai sus ne permite s¼a deducem din Teorema 3 urm¼atorul rezultat,

care extinde inegalitatea lui Cebâşev:

Teorema 4. Fie g : [a; b] ! R o funcţie integrabil¼a şi �e ' o funcţie cresc¼atoare
de�nit¼a pe un interval I, care include imaginea lui g şi astfel c¼a ' � g este integrabil¼a
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pe [a; b]. Atunci oricare ar � � o primitiv¼a a lui ' cu proprietatea c¼a � � g este
integrabil¼a are loc inegalitatea

M(g � (' � g))�M(g)M(' � g) �M(� � g)� � (M(g)) � 0:

Corolar (Inegalitatea lui Cebâşev). Fie g; h : [a; b] ! R dou¼a funcţii cresc¼atoare:
Are loc inegalitatea

M(g � h)�M(g)M(h) � 0:

Demonstraţie. Felul cum inegalitatea lui Cebâşev rezult¼a din Teorema 4 este clar
atunci când g este strict cresc¼atoare; se ia ' = h�g�1: În cazul general, se înlocuieşte
g cu o perturba̧tie strict cresc¼atoare a sa, de exemplu g + "x: Rezult¼a

M((g + "x) � h)�M(g + "x)M(h) � 0

potrivit cazului deja analizat şi se trece apoi la limit¼a dup¼a "! 0: �
Teorema 2 are şi ea un analog continuu, a c¼arui formulare o l¼as¼am cititorului ca

exerci̧tiu.

4. AplicaŢii

i) S¼a consider¼am cazul funçtiei f(x) = jxj ; x 2 R: Funçtia f este convex¼a şi ' =
sgn 2 @f:
Conform Teoremei 1, pentru orice x1; :::; xn 2 [�M;M ] avem

1

n

Xn

k=1
jxkj �

���� 1nXn

k=1
xk

���� � 1

n

Xn

k=1
jxkj �

�
1

n

Xn

k=1
xk

��
1

n

Xn

k=1
sgn xk

�
adic¼a �

1

n

Xn

k=1
xk

��
1

n

Xn

k=1
sgn xk

�
�
���� 1nXn

k=1
xk

����
formal mai tare decât ceea ce ne ofer¼a inegalitatea lui Cebâşev.
În acelaşi timp, Teorema 2 a�rm¼a existeņta unui j 2 f1; :::; ng astfel încât

1

n

Xn

k=1
jxkj �

���� 1nXn

k=1
xk

���� �M �
����n� jn M � j

n
M

����
ceea ce conduce la

1

n

Xn

k=1
jxkj �

���� 1nXn

k=1
xk

���� � M

�
n� inf

j2f1;:::;ng
jn� 2jj

�
=

=

�
Mn; dac¼a n este par
M(n� 1); dac¼a n este impar.
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ii) Fie f : [a; b] ! R o funçtie convex¼a şi continu¼a. Conform Teoremei 2, are loc
rela̧tia

f(a) + f(b)

2
� f

�
a+ b

2

�
= sup

x;y2[a;b]

�
f(x) + f(y)

2
� f

�
x+ y

2

��
:

În particular,

f(a) + f(b)

2
� f

�
a+ b

2

�
� f(c) + f(d)

2
� f

�
c+ d

2

�
pentru orice a � c � d � b:
Aceast¼a observa̧tie poate � sursa unor inegalit¼a̧ti interesante ca de exemplu:

an + bn

2
�
�
a+ b

2

�n
� cn + dn

2
�
�
c+ d

2

�n
pentru orice 0 � a � c � d � b şi orice n � 1:
iii) Vom aplica la acest punct Teorema 2 pentru a reg¼asi un rezultat al lui L. G.

Khanin [4]: Fie p > 1, x1; :::; xn 2 [0;M ] şi �e �1; :::; �n 2 [0; 1]; cu
Pn

k=1 �k = 1:
Atunci Xn

k=1
�kx

p
k �

�Xn

k=1
�kxk

�p
+ (p� 1) pp=(1�p)Mp:

În particular,
x21 + :::+ x

2
n

n
� (x1 + :::+ xn)

2

n
+
M2

4
;

fapt care poate � privit ca o inegalitate de tip Cauchy-Schwarz invers¼a.
Într-adev¼ar, potrivit Teoremei 2, funçtia

E(x1; :::; xn) =
Xn

k=1
�kx

p
k �

�Xn

k=1
�kxk

�p
;

de�nit¼a pentru x1; :::; xn 2 [0;M ] ; ì̧si atinge maximul când o parte din variabile sunt
0 şi celelalte sunt M . Prin urmare,

supE(x1; :::; xn) � Mp � sup fs� sp; s 2 [0; 1]g =
= (p� 1) pp=(1�p)Mp:

iv) Teorema 4 conduce la inegalit¼a̧ti foarte interesante. O mostr¼a ne ofer¼a perechea
de funçtii

'(x) = x+ cosx; care este cresc¼atoare pe R

şi

g(x) = sin
1

x
; care are monotonie oscilant¼a pe [0; 1]:
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Se ob̧tine:Z 1

0

�
sin

1

x

��
sin

1

x
+ cos sin

1

x

�
dx �

�Z 1

0

sin
1

x
dx

��Z 1

0

�
sin

1

x
+ cos sin

1

x

�
dx

�
:

Programul MAPLE V5, ne arat¼a c¼a difereņta dintre cei doi membri este 0.37673...
Este demn de notat c¼a integralele care intervin în inegalitatea de mai sus nu sunt
exprimabile cu ajutorul funçtiilor elementare.
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