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1. Introducere
Matematica se mândreşte cu faptul c¼a adev¼arurile ei, odat¼a stabilite, r¼amân

veşnice. Numai c¼a, trebuie s¼a admitem c¼a percep̧tia noastr¼a asupra lor nu r¼amâne
aceeaşi odat¼a cu scurgerea timpului. Nu odat¼a, au ap¼arut diferite reconsider¼ari, unele
cu efecte dramatice, care au schimbat radical îņtelegerea noastr¼a asupra unor întregi
domenii. Un astfel de caz ni-l ofer¼a problematica şirurilor recurente. În matematica
contemporan¼a, ea este parte a problematicii sistemelor dinamice discrete.�
Dar ce înseamn¼a un sistem dinamic discret?
O îņtelegere empiric¼a a acestui concept o dobândim scriiind un num¼ar pe disply-

ul unui calculator (�e el şi de buzunar) şi apoi ap¼asând repetat una din funçtii (ca
de exemplu,

p
�; sin; cos etc). Ne vom îndrepta �e spre una din valorile intervalului

[�1;1]; �e vom � în situa̧tia unui şir f¼ar¼a limit¼a.
Din punct de vedere tehnic, un sistem dinamic discret pe o muļtime M este şirul

(fn)n al iteratelor unei funçtii f : M ! M . Amintim c¼a iteratele (de ordin pozitiv
ale) funçtiei f se de�nesc prin formulele

f 0 = idM şi fn = f � ::: � f| {z }
n ori

; dac¼a n 2 N?:

Majoritatea autorilor folosesc apelativul ��e f : M ! M un sistem dinamic�
cu îņtelesul c¼a se refer¼a la sistemul dinamic discret generat de iteratele lui f pe M .
Problematica acestor sisteme poate � formulat¼a astfel: Fiind dat¼a o funcţie f şi o
valoare iniţial¼a a, ce se întâmpl¼a cu şirul

x0 = a; xn = f(xn�1) dac¼a n 2 N?;

al iteratelor lui f calculate în a?
Numim şirul (fn(a))n traiectoria lui a, iar muļtimea valorilor sale, orbita lui a;

not¼am orbita lui a prin O (a) : Valorile însele se mai numesc st¼ari ; x0 poart¼a numele
de starea iniţial¼a a sistemului, iar xn reprezint¼a starea sistemului la momentul n.

�Aceast¼a lucrare a constituit baza conferinţei noastre Matematica la r¼ascruce de milenii, prezen-
tat¼a în cadrul celei de a IV-a Conferinţe anuale a Societ¼aţii de ştiinţe matematice din România,
Constanţa, 25-28 mai 2000.

yArticol publicat în Gazeta mtematic¼a, revist¼a de cultur¼a matematic¼a, anul XVIII (XCVII), no.
3, pp. 195-212, 2000.
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Teoria şirurilor recurente priveşte individual aceste obiecte, teoria sistemelor di-
namice se ocup¼a de ansamblul traiectoriilor unui sistem. Cel care a avut ideea studi-
ului global al iteratelor (̧si a ini̧tiat studiul sistemelor dinamice), a fost marele mate-
matician francez H. Poincaré [21].
Problema îņtelegerii structurii orbitelor se dovedeşte a � deosebit de complex¼a şi

de un interes major în aspectele practice (computa̧tionale) ale matematicii. Deloc
surprinz¼ator, multe întreb¼ari cu un enuņt aparent simplu au dat, sau continu¼a s¼a
dea, mult¼a b¼ataie de cap celor mai str¼alucite miņti ale matematicii mondiale. S.
Smale [22], laureat a numeroase distinçtii interna̧tionale, incluzând medalia Fields,
a formulat de curând o list¼a de probleme deschise pentru secolul XXI. Unele dintre
acestea privesc sistemele dinamice, şi acest fapt m-a determinat s¼a aduc în ateņtia
cititorilor Gazetei matematice optica contemporan¼a asupra şirurilor recurente.
Prezentul articol î̧si doreşte totodat¼a s¼a contribuie la popularizarea conceptului

matematic de haos, acum la mod¼a în întreaga lume. O percep̧tie super�cial¼a asociaz¼a
haosul cu �harababura total¼a� şi pân¼a nu demult, problema central¼a era cum s¼a �e
evitat. Privind mai atent lucrurile, constat¼am c¼a �haosul controlat�poate însemna
şansa supravi̧tuirii. Într-adev¼ar, în competi̧tia dur¼a dintre specii, un comportament
complet predictibil duce la dispari̧tie!
Tehnic, prezeņta comportamentului haotic are drept tr¼as¼atur¼a principal¼a mani-

festarea dependenţei senzitive de datele iniţiale: exist¼a un � > 0 astfel încât pornind
de la orice dou¼a st¼ari ini̧tiale x0 şi y0 (oricât de apropiate, dar nu identice) exist¼a un
n � 1 cu proprietatea c¼a d(fn(x0); fn(y0)) > �: Prin urmare în acest caz nu putem
aproxima (fn(x0) cu fn(y0) începând de la un prag N; oricât de bun¼a ar � aproxi-
ma̧tia y0 a lui x0. Abordarea numeric¼a a sistemelor dinamice haotice devine astfel
extrem de di�cil¼a şi larg incomplet¼a f¼ar¼a un studiu calitativ complementar.
Frapant este faptul c¼a aplica̧tii extrem de simple, precum funçtia polinomial¼a

2x2 � 1 pe intervalul [�1; 1]; intr¼a în aceast¼a categorie. Vezi seçtiunea 7 de mai jos.
Teoria haosului este în plin¼a dezvoltare şi dorim ca în unele lucr¼ari ulterioare s¼a

prezent¼am cititorilor Gazetei matematice numeroase alte rezultate interesante.
Terminologia şi nota̧tiile din acest articol sunt în acord cu Dicţionarul de analiz¼a

matematic¼a [24].

2. Muļtimi invariante. Atractori

Dac¼a exist¼a un num¼ar n 2 N? astfel încât fn(a) = a; atunci a poart¼a numele de
punct periodic (de perioad¼a n); perioada principal¼a a punctului periodic a va �cel mai
mic mai num¼ar n 2 N? cu proprietatea c¼a fn(a) = a: Orbita oric¼arui punct periodic
este o muļtime �nit¼a. Ea const¼a dintr-un singur element dac¼a a este un punct �x al
lui f, adic¼a dac¼a

f(a) = a:
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Aplica̧tia identic¼a a lui R admite toate elementele lui R ca puncte �xe. Aplica̧tia
f(x) = �x, x 2 R; are ca unic punct �x pe 0, toate celelalte puncte �ind periodice,
de perioad¼a 2.
Punctele �xe şi orbitele periodice sunt exemple de muļtimi invariante. Fiind dat¼a

o aplica̧tie f :M !M , o submuļtime A a lui M se zice c¼a este invarint¼a (pentru f)
dac¼a

f(A) = A

şi c¼a este pozitiv invariant¼a dac¼a

f(A) � A;

în amândou¼a cazurile, orbitele punctelor care pleac¼a din A r¼amân în A.
În cazul când M este un interval, analiza gra�c¼a poate juca un rol foarte impor-

tant în îņtelegerea dinamicii diferitelor funçtii, conducând la aşa numita diagram¼a în
trepte. Interseçtia gra�cului lui f cu prima bisectoare evideņtiaz¼a punctele �xe. Şirul
(fn(a))n al iteratelor lui x0 = a se vizualizeaz¼a astfel: Ridic¼am în a o perpendicular¼a
pe axa Ox pân¼a intersecteaz¼a gra�cul funçtiei f în punctul (a; f(a)) : O paralel¼a prin
acest punct la Ox taie prima bisectoare în (f(a); f(a)) : Apoi, paralela la Oy prin
acest ultim punct taie gra�cul lui f în (f(a); f2(a)) ş. a. m.d. S¼agȩtile indic¼a ordinea
de parcurs, iar sc¼arile ascendente/descendente pun în evideņt¼a monotonia. Vezi Fig.
1.
Un studiu de caz este exempli�cat în Fig. 2.
Calculul difereņtial contribuie major la realizarea analizei gra�ce şi implicit la

studiul dinamicii diferitelor aplica̧tii.

2.1. Exemple. i) Consider¼am cazul aplica̧tiei

f : [�1;1)! [�1;1); f(x) =
p
1 + x:
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f are un unic punct �x, care este p = (1 +
p
5 )=2: Analiza gra�c¼a relev¼a c¼a toate

traiectoriile converg la p; mai precis, dac¼a x0 < p atunci fn(x0)% p; iar dac¼a x0 > p
atunci fn(x0)& p: Vezi Fig. 2.
ii) Consider¼am cazul familiei de aplica̧tii

f� : R! R; f�(x) = �x:

Originea este un punct �x pentru oricare din ele, dar variind parametrul �; dinam-
ica punctelor din vecin¼atatea originii variaz¼a considerabil. Vezi Fig. 3. Într-adev¼ar,
are loc urm¼atorul tablou:
Dac¼a � = 0; atunci fn(x0) = 0 pentru orice x0 2 R şi orice n � 1;
Dac¼a � 2 (0; 1); atunci toate traiectoriile tind monoton la 0 (cresc¼ator, dac¼a

x0 < 0; descresc¼ator, dac¼a x0 > 0);
Dac¼a � = 1; atunci toate traiectoriile sunt constante (deci toate punctele lui R

sunt puncte �xe);
Dac¼a � > 1; atunci traiectoriile punctelor x0 > 0 tind cresc¼ator la 1; iar ale

punctelor x0 < 0 tind descresc¼ator la �1;
Dac¼a � 2 (�1;�1); atunci traiectoriile se îndep¼arteaz¼a de origine;
Dac¼a � = �1; atunci toate traiectoriile sunt periodice, de perioad¼a 2;
Dac¼a � 2 (�1; 0); atunci toate traiectoriile se îndreapt¼a c¼atre 0, �înf¼aşurând�

acest punct.
Cele dou¼a exemple de mai sus ne arat¼a manifestarea mai multor tipuri de com-

portament a punctelor �xe.

2.2. De�ni̧tie. Un punct �x p se zice c¼a este atractiv (sau c¼a este un atractor)
pentru sistemul dinamic f : M ! M dac¼a exist¼a o vecin¼atate U a lui p în M astfel
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încât
fnx0 ! p pentru orice x0 2 U:

Numim muļtimea U ca în De�ni̧tia 2.2, bazin de atracţie a lui p. Dac¼a U se poate
alege întregul spa̧tiu M , atunci vom spune c¼a p este atractorul global al sistemului
dinamic f :M !M:

2.3. De�ni̧tie. Spunem c¼a un punct �x p este repulsiv pentru sistemul dinamic
f :M !M; dac¼a exist¼a o vecin¼atate U a lui p în M cu proprietatea c¼a pentru orice
x0 2 U; x0 6= p; exist¼a un num¼ar natural n astfel încât fnx0 =2 U:
În leg¼atur¼a cu De�ni̧tia 2.3, este util s¼a meņtion¼am posibilitatea ca iteratele de

ordin mai mare decât n ale lui x0 s¼a viziteze din nou vecin¼atatea U.
Exist¼a puncte �xe indiferente, care nu sunt nici atractive şi nici repulsive. Este

cazul originii, pentru sistemul dinamic ataşat identit¼a̧tii lui R.
O important¼a surs¼a de atractori globali este Principiul Contraçtiei. Amintim c¼a

o aplica̧tie f :M !M (de�nit¼a pe un spa̧tiu metric M , înzestrat cu metrica d) este
o contracţie dac¼a exist¼a o constant¼a C 2 (0; 1) astfel încât

d(f(x); f(y)) � Cd(x; y)

pentru orice x; y 2M:
2.4. Principiul Contraçtiei (cunoscut şi sub numele de Teorema lui Banach-
Cacciopoli, de punct �x). Fie M un spaţiu metric complet (e.g., o submulţime închis¼a
a spaţiului euclidian real n-dimensional) şi �e f : M ! M o contracţie. Atunci f
are un unic punct �x p, care este atractorul global al lui f (v¼azut ca sistem dinamic
discret pe M).
În plus, p poate � determinat prin metoda aproximaţiilor succesive: Fiind dat¼a

aproxima̧tia ini̧tial¼a x0; consider¼am şirul aproximaţiilor succesive,

xn = f(xn�1); n � 1:
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Atunci xn ! p; indiferent de alegerea lui x0:

Demonstra̧tia principiului contraçtiei este binecunoscut¼a şi apare în numeroase
c¼aŗti, în particular, în tratatul nostru [20], pp. 124-126. Proprietatea unicului punct
�x p de a � atractorul global este echivalent¼a cu faptul c¼a xn ! p; indiferent de
alegerea lui x0:
O foarte competent¼a istorie a metodei aproxima̧tiilor succesive apare în articolul

lui D. F. Bailey [2]. Ea poate � trasat¼a în antichitate în leg¼atur¼a cu algoritmul
babilonian de extragere a r¼ad¼acinii p¼atrate,

x0 > 0 aproxima̧tia ini̧tial¼a

xn+1 =
1

2
(xn +

a

xn
) pentru n � 0:

Urmeaz¼a momentul algoritmului lui Newton de rezolvare numeric¼a a ecua̧tiilor
algebrice şi, mai recent, al metodei lui Picard de rezolvare a ecua̧tiilor difereņtiale
via operatorii integrali. Principiul contraçtiei este în fapt o formulare abstract¼a a
metodei lui Picard, superior acesteia prin posibilitatea sa de aplicare în cele mai
diferite ipostaze.

Exerci̧tii

1. Utiliza̧ti analiza gra�c¼a pentru a descrie dinamica aplica̧tiei

f : R! R; f(x) = �x+ 3x2 � x3:

2. Metoda aproxima̧tiilor succesive este mai general¼a decât Principiul contraçtiei.
Cu alte cuvinte, ea poate funçtiona şi pentru aplica̧tii care nu sunt contraçtii.
Demonstra̧ti c¼a pentru orice a 2 R, şirul recurent de�nit de formula

x0 = a

xn+1 = sin xn; pentru n � 0

converge la 0, unicul punct �x al funçtiei sin :

3. (B. P. Hillam [10]). Fie f : [a; b] ! [a; b] o aplicaţie lipschitzian¼a, adic¼a o
aplica̧tie care veri�c¼a o inegalitate de forma

jf(x)� f(y) � C jx� yj

pentru orice x; y 2 [a; b]: Ei îi ataş¼am aplica̧tia

F : [a; b]! [a; b]; F (x) = (1� �)x+ �f(x)
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unde � = 1=(1 + C). Demonstra̧ti c¼a F este nedescresc¼atoare şi pentru orice
x0 2 [a; b]; şirul dat de formula

xn = F
n(x0); n � 0

converge la unul din punctele �xe ale lui f .

3. Teorema lui A. N. Şarkovski

Mai poate oferi analiza pe dreapta real¼a surprize? Am �tenta̧ti s¼a spunem c¼a nu,
dar urm¼atorul rezultat publicat în anul 1964 a entuziasmat lumea matematicii prin
simplitatea şi profunzimea sa:

3.1. Theorem (A. N. Şarkovski). Orice funcţie continu¼a f : R ! R; care ad-
mite puncte periodice de perioad¼a principal¼a 3, admite puncte periodice de orice alt¼a
perioad¼a principal¼a.

Demonstraţie. Dorind s¼a nu stric¼am cititorului pl¼acerea redescoperirii acestui frumos
rezultat, ne muļtumim s¼a indic¼am etapele demonstra̧tiei; detaliile se pot completa
apoi cu uşuriņt¼a.
i) Fie f : [a; b] ! R o funçtie continu¼a. Atunci pentru orice interval compact B,

inclus în f([a; b]); exist¼a un interval compact A, inclus în [a; b]; cu proprietatea c¼a
f(A) = B:
ii) Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a şi �e A un interval nevid şi compact, inclus

în [a; b]; cu proprietatea c¼a A � f(A): Din a�rma̧tia de la punctul i) se deduce c¼a
exist¼a p în A astfel c¼a f(p) = p:

iii) Fie f : [a; b] ! R o funçtie continu¼a pentru care exist¼a un punct c cu
proprietatea c¼a

f(a) = c; f(c) = b; f(b) = a:

Fie n 2 N; n � 2 şi �e intervalele I0 = ::: = In�2 = In = [a; b] şi In�1 = [a; c]: Se
arat¼a c¼a exist¼a un şir descresc¼ator A0 � A1 � ::: � An de subintervale compacte ale
lui [c; b]; astfel încât fk(Ak) = Ik pentru orice k în f0; 1; :::; ng: Atunci, în acord cu
punctul ii) de mai sus, funçtia fn admite un punct �x în An: Prin urmare, f admite
puncte periodice, de perioad¼a principal¼a n.

iv) Din a�rma̧tiile precedente se deduce acum cu uşuriņt¼a c¼a orice funçtie continu¼a
f : R!R; care admite puncte periodice de perioad¼a principal¼a 3, admite puncte
periodice de orice alt¼a perioad¼a principal¼a. �
Şarkovski a demonstrat de fapt un rezultat mult mai puternic (dar specializat la

intervale). S¼a consider¼am pe N? aşa numita ordine a lui Şarkovski,

3 B 5 B 7 B ::: B 2 � 3 B 2 � 5 B 2 � 7 B ::: B 22 � 3 B :::
B 23 B 22 B 2 B 1:
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Sunt listate mai întâi numerele impare (cu excep̧tia lui 1), apoi acestea înmuļtite
cu 2, apoi înmuļtite cu 22, ş.a.m.d. În acest mod sunt listate toate numerele naturale
cu excep̧tia puterilor lui 2, numere care scrise în ordine descresc¼atoare completeaz¼a
lista.

3.2. Teorem¼a (A. N. Şarkovski [23]). Fie f : R!R o funcţie continu¼a care are
puncte periodice de perioad¼a principal¼a m. Dac¼a m B n în ordinea lui Şarkovski,
atunci f are de asemenea puncte periodice de perioad¼a principal¼a n.

Cititorul interesat de detaliile demonstra̧tiei teoremei 3.2 poate consulta de aseme-
nea cartea lui R. Devaney [7], pp. 60-68. Teorema 3.1 a fost redescoperit¼a de Li şi
Yorke într-o celebr¼a lucrare în care demonstrau c¼a existeņta punctelor periodice de
perioad¼a principal¼a 3 conduce la manifestarea unui comportament haotic al dinamicii
sistemului a�at în ateņtie:

3.3. Teorem¼a (Li şi Yorke [13]). Fie I un interval şi �e f : I ! I o funcţie
continu¼a care admite puncte cu perioada principal¼a 3. Atunci exist¼a o submulţime
nenum¼arabil¼a S a lui I cu proprietatea c¼a orbita �ec¼arui punct din S este aperiodic¼a
şi instabil¼a.

Preciz¼am c¼a o orbit¼a O(a) este aperiodic¼a dac¼a muļtimea punctelor sale de acu-
mulare este in�nit¼a.
Orbita unui punct a se zice c¼a este instabil¼a dac¼a exist¼a un num¼ar � > 0 cu

proprietatea c¼a oricare ar � vecin¼atatea V a lui a exist¼a x 2 V şi n 2 N? astfel încât

d (fn(x); fn(a)) > �:

S¼a not¼am c¼a submuļtimea critic¼a S din teorema 3.3 poate � foarte �sub̧tire�, de
m¼asur¼a 0, aşa cum arat¼a urm¼atorul exemplu analizat în [14]:

F (x) =

8>><>>:
0; dac¼a x 2 [0; 1=4)

4x� 1; dac¼a x 2 [1=4; 1=2)
�4x+ 3; dac¼a x 2 [1:2; 3=4)

0; dac¼a x 2 [3=4; 1]:

Vom reveni în seçtiunea 7 pentru prezentarea mai în detaliu a conceptului de
comportament haotic.

4. Rota̧tia pe cercul unitate

Cercul unitate este muļtimea

S1 = fz : z 2 C; jzj = 1g :
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El are o structur¼a natural¼a de grup abelian multiplicativ şi, de asemenea, de grup
topologic compact, luând în considera̧tie topologia asociat¼a metricii

d(u; v) = ju� vj:

Pentru � 2 R, de�nim rotaţia de unghi � pe cercul unitate ca �ind aplica̧tia

R� : S
1 ! S1; R� (z) = e

i� � z:

4.1. Lem¼a. Dac¼a �=2� 2 Q; atunci orbitele tuturor punctelor z 2 S1 sunt periodice.
Demonstraţie. Presupunând c¼a � = 2� � pq ; cu p; q 2 N

? şi p; q relativ prime, atunci

Rq� (z) = e
i q� � z = ei p2� � z = z;

pentru orice z 2 S1: �
Vis-à-vis de limitele teoremei lui Şarkovski, s¼a observ¼am c¼a rota̧tia R�; cu � =

2�=3; are puncte periodice de period¼a principal¼a 3 şi nu are puncte periodice de nici
o alt¼a perioad¼a principal¼a.

4.1. Teorema lui Jacobi. Dac¼a �=2� =2 Q; atunci orbita oric¼arui punct z 2 S1
este dens¼a în S1.

Demonstraţie. Deoarece �=2� =2 Q; elementele şirului z; R� (z); R2� (z); ::: sunte dis-
tincte dou¼a câte dou¼a.
Deoarece S1 este compact, din orice şir de elemente ale sale se poate extrage un

subşir convergent. În particular, un subşir
�
R
k(n)
� (z)

�
n
este convergent. Fiind dat

" > 0; exist¼a deci un N" 2 N astfel încât

jRk(m)� (z)�Rk(n)� (z)j < "

pentru oricem;n � N": Fie N = k(N"+1)�k(N"): Evident, N > 0. Întrucât rota̧tiile
sunt izometrii, avem

jRN� (z)� zj = jRk(N")�

�
RN� (z)� z

�
j =

= jRk(N"+1)� (z)�Rk(N")� (z)j < "

şi iterând acest argument, deducem c¼a punctele z; RN� (z); R
2N
� (z); ::: împart S1 în

arce de diametri < ": Cum orice punct w din S1 apaŗtine unui asemenea arc, rezult¼a
c¼a exist¼a un n = n(w; ") 2 N cu proprietatea c¼a jw �Rn� (z)j < ": �
Punctele ale c¼aror orbite sunt dense se mai numesc puncte topologic tranzitive

(iar sistemele care admit puncte topologic tranzitive se mai numesc sisteme topologic
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tranzitive). Asemenea sisteme au de regul¼a o dinamic¼a complicat¼a. Vezi seçtiunea 7
de mai jos.
Mai multe informa̧tii privind dinamica aplica̧tiilor pe cercul unitate se g¼asesc în

[7].

5. Hiperbolicitate

În aceast¼a seçtiune vom prezenta o condi̧tie uşor veri�cabil¼a, datorat¼a lui O. Per-
ron, în prezeņta c¼areia punctele �xe sunt sau atractive, sau repulsive. Pentru sim-
pli�carea expunerii vom considera aici doar cazul când spa̧tiul M este un interval
nedegenerat I şi sistemul dinamic în ateņtie este asociat unei aplica̧tii f : I ! I;
de clas¼a C1: Preciz¼am c¼a aparteneņta la clasa Cr; cu r � 1; înseamn¼a continuitatea
derivatei de ordinul r.

5.1. De�ni̧tie. Spunem c¼a un punct �x p pentru sistemul dinamic f : I ! I este
un punct �x hiperbolic dac¼a

jf 0(p)j 6= 1:
Utilitatea de�ni̧tiei 5.1 este evideņtiat¼a de urm¼atorul rezultat:

5.2. Teorem¼a. Presupunem c¼a f : I ! I este o aplicaţie de clas¼a C1:
i) Dac¼a jf 0(p)j < 1; atunci exist¼a o vecin¼atate U a lui p astfel încât f(U) � U şi

pentru orice x din U are loc relaţia

lim
n!1

fn(x) = p:

ii) Dac¼a jf 0(p)j > 1; atunci exist¼a o vecin¼atate V a lui p astfel încât pentru orice
x în V n fpg exist¼a un n 2 N? cu proprietatea c¼a fn(x) =2 V:
Demonstraţie. i) Deoarece f are derivat¼a continu¼a şi jf 0(p)j < C < 1; exist¼a " > 0
astfel încât

jf 0(x)j < C pe U = [p� "; p+ "] \ I:
Conform teoremei creşterilor �nite (teorema lui Lagrange, de medie), pentru orice

x din U avem

jf(x)� pj = jf(x)� f(p)j � Cjx� pj � jx� pj � ":

Prin urmare f(x) apaŗtine lui U , iar repetarea argumentului de mai sus conduce
la rela̧tia

jfn(x)� pj � C
n jx� pj;
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de unde rezult¼a c¼a fn(x)! p:
A�rma̧tia de la punctul ii) se bazeaz¼a de asemenea pe teorema creşterilor �nite.

�
Este important s¼a extindem considerentele de mai sus la cazul muļtimilor pozitiv

invariante.

5.3. De�ni̧tie. Spunem c¼a o muļtime A; pozitiv invariant¼a pentru aplica̧tia f : I !
I; de clas¼a C1; este hiperbolic¼a dac¼a

jf 0(a)j 6= 1 pentru orice a 2 A:

Un caz special este acela al orbitelor periodice. Fie p un punct periodic, de
perioad¼a principal¼a m, pentru aplica̧tia f : I ! I; de clas¼a C1: Atunci condi̧tia de
hiperbolicitate pentru O(p) este

j(fm)0(p)j 6= 1:

Într-adev¼ar,
(fm)0(x) = (fm)0(p) pentru orice x 2 O(p)

c¼aci dac¼a x 2 O(p); atunci x = fk(p) pentru un anume k 2 f0; :::;m� 1g şi avem

(fm)0(fk(p)) = f 0(fm�1(fk(p))) � f 0(fm�2(fk(p))) � ::: � f 0(fk(p)) =
= f 0(fm�1(p)) � f 0(fm�2(p)) � ::: � f 0(p):

Schimbând f cu fm în Teorema 5.2, ob̧tinem tabloul comportamentului orbitelor
periodice hiperbolice (în cazul aplica̧tiilor pe intervale), care poate � atractiv, sau
repulsiv.
Spre exemplu, aplica̧tiei

f : R! R; f(x) = �
�
x3 + x

�
=2

admite originea ca atractor hiperbolic, cu bazinul de atraçtie U = R n f�1; 1g; orbita
periodic¼a O(1) = f�1; 1g este şi ea hiperbolic¼a, dar repulsiv¼a.
Teoria expus¼a mai sus se poate generaliza la cazul când f este o aplica̧tie dife-

reņtiabil¼a açtionând pe variet¼a̧ti difereņtiabile (în particular, pe deschi̧si ai spa̧tiilor
euclidiene). În locul derivatei se utilizeaz¼a difereņtiala, iar condi̧tia de hiperbolicitate
pentru un punct �x p este aceea c¼a spectrul lui df(p) nu intersecteaz¼a cercul unitate.
Vezi [1], [7] şi [8] pentru mai multe detalii.
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Exerci̧tii

1. Clasi�ca̧ti punctele periodice ale urm¼atoarelor aplica̧tii care açtioneaz¼a pe R :

f1(x) = sin x

f2(x) = x3 � x
f3(x) = arctgx

f4(x) = ex:

2. Un difeomor�sm f : [a; b] ! [a; b] se numeşte difeomor�sm Morse-Smale, dac¼a
toate orbitele sale periodice sunt hiperbolice. Ar¼ata̧ti c¼a f(x) = x3 + 3x=4,
x 2 [�1=2; 1=2]; este un asemenea exemplu. Demonstra̧ti c¼a un difeomor�sm
Morse-Smale poate avea numai un num¼ar �nit de puncte periodice.

6. O problem¼a deschis¼a privind dinamica 1-dimensional¼a

În teoria sistemelor dinamice prezint¼a interes aşa numitele puncte nec¼al¼atoare.

6.1. De�ni̧tie. Fiind dat¼a o aplica̧tie continu¼a f :M !M; numim punct nec¼al¼ator
pentru f orice punct a cu proprietatea c¼a oricare ar �vecin¼atatea sa U exist¼a k 2 N?
astfel încât fk(U) \ U 6= ;:
Muļtimea 
(f); a punctelor nec¼al¼atoare pentru f; include muļtimea Per (f); a

punctelor periodice pentru f , ca şi muļtimea punctelor topologic tranzitive pentru f .
Muļtimea 
(f) este închis¼a şi pozitiv invariant¼a; pentru prima a�rma̧tie, se ob-

serv¼a c¼a M n
(f) este deschis¼a, deoarece odat¼a cu un punct, ea coņtine o vecin¼atate
a lui.

6.2. De�ni̧tie. Spunem c¼a o aplica̧tie continu¼a f : M ! M este hiperbolic¼a dac¼a
veri�c¼a urm¼atoarele dou¼a condi̧tii:
i) Muļtimea 
(f) este hiperbolic¼a;
ii) Muļtimea punctelor periodice ale lui f este dens¼a în 
(f):

Not¼am cu Cr([0; 1]; [0; 1]) spa̧tiul tuturor aplica̧tiilor f : [0; 1] ! [0; 1] de clas¼a
Cr; înzestrat cu metrica Cr; adic¼a metrica de�nit¼a de formula

dCr(f; g) =
rX

k=0

sup
x2 [0;1]

jDkf(x)�Dkg(x)j:

Problem¼a. Poate � aproximat¼a în metrica Cr orice aplica̧tie f 2 Cr([0; 1]; [0; 1])
prin aplica̧tii hiperbolice de clas¼a Cr ?
M. Jakobson [11] (vezi şi [17]) a dat un r¼aspuns pozitiv în cazul r = 1. Cazul

r > 1 este deschis în continuare.
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7. Dependeņta senzitiv¼a de condi̧tiile ini̧tiale

Iterând aplica̧tiile continue f :M !M (care açtioneaz¼a pe spa̧tii metrice) putem
avea mari surprize din punct de vedere numeric. Astfel, când urm¼arim traiectoria
unui punct x0; trebuie s¼a avem în vedere c¼a din diverse motive noi oper¼am doar cu o
aproxima̧tie �x0 a acestuia. A cunoaşte traiectoria lui x0 înseamn¼a a şti "�vecin¼at¼a̧tile
sale. Continuitatea lui f ne asigur¼a c¼a dat �ind " > 0 putem determina un � > 0
încât

d(x0; �x0) < � implic¼a d(f(x0); f(�x0)) < ":

Nimic nu ne asigur¼a îns¼a c¼a

sup
n� 0

d(fn(x0); f
n(�x0)) < ":

Dimpotriv¼a, exemple simple precum aplicaţia de dublare a unghiului pe cerc,

f : S1 ! S1; f(z) = z2;

ne arat¼a c¼a exact contrariul se poate întâmpla! Acest fenomen (mai puternic decât
acela al instabilit¼a̧tii orbitelor) impune urm¼atoarea de�ni̧tie:

7.1. De�ni̧tie (J. Guckenheimer [9]). Un sistem dinamic discret f :M !M se zice
c¼a prezint¼a dependenţ¼a senzitiv¼a de condiţiile iniţiale dac¼a exist¼a un num¼ar � > 0 cu
proprietatea c¼a oricare ar � punctul a 2 M şi oricare ar � vecin¼atatea sa V; exist¼a
y 2 V şi n 2 N? astfel încât

d (fn(x); fn(y)) > �:

În ştiiņtele contemporane sunt adesea utiliza̧ti termeni precum comportament
haotic, dinamic¼a haotic¼a, haos etc. Deşi nu exist¼a înc¼a o de�ni̧tie unanim recunoscut¼a
a no̧tiunii matematice de haos, toat¼a lumea este de acord c¼a dependeņta senzitiv¼a de
condi̧tiile ini̧tiale constituie o component¼a care nu poate lipsi.

7.2. De�ni̧tie (R. Devaney [7]). Spunem c¼a un sistem dinamic f este haotic dac¼a
veri�c¼a urm¼atoarele trei condi̧tii:
(T ) f este topologic tranzitiv;
(P ) Muļtimea punctelor periodice este dens¼a;
(S) f manifest¼a dependeņt¼a senzitiv¼a de condi̧tiile ini̧tiale.

De�ni̧tia 7.2 a avut un impact deosebit în popularizarea teoriei sistemelor dinamice
haotice. Ea suport¼a totuşi o mic¼a observa̧tie, cele trei condi̧tii ne�ind independente:

7.3. Teorem¼a (Vezi [4], sau [19], pp. 296-297). Are loc implicaţia

(T )& (P )) (S):
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Rezultatul principal în dinamica topologic¼a pe dreapt¼a este urm¼atorul:

7.4. Teorem¼a (L. S. Block and W. A. Coppel [5]). Fie I un interval. Orice aplicaţie
continu¼a şi topologic tranzitiv¼a f : I ! I este haotic¼a.

O tehnic¼a simpl¼a de a deduce comportamentul haotic al unor sisteme este aceea
bazat¼a pe semiconjugare:

7.5. Teorem¼a. Fie X şi Y dou¼a spaţii metrice şi �e diagrama comutativ¼a

X
f! X

h # # h
Y !

g
Y

format¼a cu aplicaţii continue. Presupunem c¼a f este haotic¼a şi c¼a h este surjectiv¼a.
Atunci g este de asemenea haotic¼a.

Demonstraţie. Se veri�c¼a imediat c¼a g satisface condi̧tiile (T) şi (P) (̧si deci şi (S),
conform teoremei 7.3). �
Un caz frapant de comportament haotic este acela al polinomului Cebâşev de

ordinul 2,
T2(x) = 2x

2 � 1; x 2 [�1; 1]:
Manipularea sa este simpl¼a observând c¼a substitu̧tia x = cos � ne d¼a T2(x) =

cos 2�:
Punctele lui R sunt �e topologic tranzitive �e eventual periodice pentru T2; pre-

ciz¼am c¼a un punct p este eventual periodic dac¼a T n2 (p) este periodic pentru un anume
n: Punctele eventual periodice ale lui T2 sunt precis punctele p de forma p = cos � cu

� =
k�

2n � 1 ; k 2 Z; n 2 N:

Comportamentul haotic al polinomului T2 rezult¼a din teorema 7.5 aplicat¼a pentru
X = S1; Y = [�1; 1]; f =aplica̧tia de dublare a unghiului, h(ei�) = cos � (proieçtia
pe prima component¼a) şi g = T2:
Din comportamentul haotic al lui T2 putem deduce similar (folosind funçtia h(x) =

1
2
(1� x) ) comportamentul haotic al funcţiei logistice,

F4 : [0; 1]! [0; 1]; F4(x) = 4x(1� x):

Un recent articol al lui M. Martelli, M. Dang and T. Seph [14] aduce în ateņtie
şi alte de�ni̧tii ale conceptului matematic de haos, care ar putea în viitor s¼a ia locul
de�ni̧tiei lui R. Devaney.
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Vom nota în încheiere un rezultat al lui B. P. Hillam (vezi Amer. Math. Monthly,
83 (1976), p.273) care poate �privit ca o introducere natural¼a în studiul complexit¼a̧tii
dinamicii aplica̧tiilor pe intervale: Fie f : [0; 1]! [0; 1] o aplicaţie continu¼a şi �e x0 2
[0; 1]: Not¼am cu (xn)n şirul de aproximaţii succesive generat de x0: Şirul (xn)n este
convergent (în mod necesar, la un punct �x al lui f) dac¼a şi numai dac¼a lim

n!1
(xn+1�

xn) = 0:

Exerci̧tii

1. Demonstra̧ti c¼a în general toate polinoamele lui Cebâşev

Tn(x) = cosn arccos x; x 2 [�1; 1]

de ordin n � 2 sunt haotice.

2. Da̧ti o demonstra̧tie direct¼a (adic¼a independent¼a de Teorema 7.5) a faptului c¼a
polinomul T2 este haotic.

3. Demonstra̧ti c¼a funçtia f(x) = � sin x; x 2 [0; �]; este haotic¼a.

8. În loc de Epilog: Algoritmii numerici şi comportamentul haotic

Întrucât în general este imposibil s¼a se indice forma analitic¼a a traiectoriilor unei
ecua̧tii de evolu̧tie, se recurge la algoritmii numerici, care produc traiectorii aproxi-
mative. În ce mod re�ect¼a acestea traiectoriile reale ?
Discut¼am aceast¼a problem¼a în cazul algoritmului lui Euler de rezolvare aproxima-

tiv¼a a ecua̧tiilor difereņtiale de forma

dx

dt
= f(x):

Se consider¼a o rȩtea echidistant¼a de puncte t0 = 0; t1 = h; t2 = 2h; ::: în care
pasul h este o constant¼a. Cunoscând valoarea solu̧tiei x = x(t) a ecua̧tiei în punctul 0,

urmeaz¼a s¼a determin¼am valoarea ei în t1 ş.a.m.d. Aproximând
dx

dt
(tn) cu

xn+1 � xn
h

;

suntem conduşi la a asocia ecua̧tiei ini̧tiale şirul recurent

x(0) = x0

xn+1 = xn + h � f(xn)

care produce valorile aproximative ale solu̧tiei x(t) în punctele tn:
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S¼a ilustr¼am aceast¼a procedur¼a în cazul aşa numitei ecuaţii logistice,

dx

dt
= ax(1� x);

unde a este un parametru pozitiv. Traiectoriile sale sunt date formula

x(t) =
x(0) � eat

1� x(0) + x(0) � eat ;

s¼a not¼am c¼a x = 1 este un punct �x atractiv.
Aplicând algoritmul lui Euler cu pasul h şi notând b = ha; ajungem la procesul

iterativ

xn+1 = bxn(
1 + b

b
� xn):

Substitu̧tia xn = 1+b
b
�yn subordoneaz¼a studiul acestui proces discu̧tiei din seçtiunea

7 asupra funçtiei logistice. Într-adev¼ar,

yn+1 = (1 + b)yn(1� yn)

şi pentru a = 1000:000 şi h = 0:003 ob̧tinem 1 + b = 4: Procesul nostru iterativ
corespunde funçtiei F4; care potrivit unei observa̧tii anterioare are un comportament
haotic.
Concluzia este c¼a deşi ecua̧tia logistic¼a are o form¼a foarte simpl¼a, dinamica ei nu

poate � re�ectat¼a cu acuratȩte folosind algoritmii numerici simpli!

Not¼a. Aceast¼a lucrare a fost elaborat¼a în cadrul contractului de grant MEN
39683/1998.
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