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CONSTANTIN P. NICULESCU

1. Introducere

La Universitatea din Craiova conduc de mai muļti ani un seminar de Analiz¼a
matematic¼a, destinat ini̧tierii studenţilor în cercetarea ştiinţi�c¼a de pro�l. Fac
aceasta din convingerea c¼a depistarea şi cultivarea aptitudinilor de cercetare ale
tinerilor trebuie f¼acute chiar de la începutul perioadei studenţiei, iar obi̧snuinţa
re�eçtiei asupra unui rezultat matematic trebuie s¼a devin¼a o tr¼as¼atur¼a distinctiv¼a
a oric¼arui absolvent al unei facult¼aţi de matematic¼a. Profesorii mei de la Univer-
sitatea Bucureşti, pe care-i numesc aici în ordinea în care i-am cunoscut, Nicolae
Dinculeanu, Solomon Marcus, Miron Nicolescu şi Romulus Cristescu, erau str¼alu-
ci̧ti nu doar prin eleganţa argumentului matematic, dar şi prin comentariile asupra
chestiunilor tratate, care conduceau adesea la noi întreb¼ari.
Articolul de faţ¼a ilustreaz¼a r¼aspunsul nostru la veşnica întrebare a tinerilor, cum

pornim o cercetare matematic¼a?
De�ni̧tia uzual¼a a noţiunii de funçtie convex¼a (de o variabil¼a real¼a) depinde

de prezenţa structurii lui R ca spaţiu vectorial ordonat. Cum R este de fapt un
corp ordonat, apare natural întrebarea: ce se întâmpl¼a atunci când adunarea se
înlocuieşte cu înmuļtirea? Locul mediei aritmetice este luat de media geometric¼a
şi apare o clas¼a de funçtii (numit¼a mai jos a funçtiilor multiplicativ convexe) a
c¼arei prezentare sistematic¼a a fost realizat¼a pentru prima dat¼a de autor în cadrul
dezbaterilor din sus amintitul seminar.

2. Conceptul de funcŢie multiplicativ convex¼A

Din punct de vedere algebric, subintervalele I ale lui R pot � numite intervale
aditive; proprietatea lor caracteristic¼a este

x; y 2 I şi � 2 [0; 1] implic¼a (1� �)x+ �y 2 I:
Vom numi interval multiplicativ convex orice subinterval al lui (0;1); pentru

orice asemenea interval I are loc implicaţia

x; y 2 I şi � 2 [0; 1] implic¼a x1��y� 2 I:
O funçtie f : I ! J (açtionând pe subintervale multiplicativ convexe) se numeşte

funcţie multiplicativ convex¼a dac¼a veri�c¼a urm¼atoarea proprietate:

(M) x; y 2 I şi � 2 [0; 1] implic¼a f(x1��y�) � f(x)1��f(y)�:
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Echivalent, f este multiplicativ convex¼a dac¼a şi numai dac¼a log f(x) este o funçtie
convex¼a de log x: Vezi Lema 1 de mai jos pentru demonstraţie.
O explicaţie asupra restriçtiei considerentelor noastre la clasa funçtiilor açtionând

pe intervale multiplicative este necesar¼a. Putem extinde de�ni̧tia noţiunii de funçtie
multiplicativ convex¼a pentru funçtiile care açtioneaz¼a pe subintervale ale lui [0;1);
cerând veri�carea condi̧tiei (M): Un calcul simplu ne arat¼a c¼a dac¼a o astfel de
funçtie se anuleaz¼a într-un punct diferit de 0, atunci funçtia respectiv¼a este identic
nul¼a. R¼amân deci în atenţie doar funçtiile cu valori în (0;1): Scopul acestei lucr¼ari
este acela de a investiga clasa funçtiilor multiplicativ convexe ca o surs¼a de inega-
lit¼aţi. Considerarea lui 0 în domeniul de de�ni̧tie poate � f¼acut¼a ulterior, bazat pe
argumente de continuitate.
Punctul de plecare al investigaţiei noastre îl constituie existenţa urm¼atoarei core-

spondenţe între funçtiile multiplicativ convexe şi acelea convexe (fapt ce ne va
permite dezvoltarea unei paralele la teoria clasic¼a a funçtiilor convexe): Fie I un
interval multiplicativ convex şi �e f : I ! (0;1) o funcţie multiplicativ convex¼a.
Atunci

F = log �f � exp : log (I)! R

este o funcţie convex¼a. Reciproc, dac¼a J este un interval şi F : J ! R este o
funcţie convex¼a, atunci

f = exp �F � log : exp (J)! (0;1)

este o funcţie multiplicativ convex¼a.
Multe funçtii uzuale, precum exp; sh; ch şi polinoamele cu coe�cienţi nenegativi,

sunt multiplicativ convexe pe (0;1): Alte funçtii, precum

sec; cosec ; arcsin; tg; � log(1� x);

se dovedesc a � multiplicativ convexe pe diferite intervale care includ (0; 1). Vezi
comentariul dup¼a enunţul Propozi̧tiei 1 de mai jos. Se poate ar¼ata c¼a celebra funçtie
� a lui Euler este multiplicativ convex¼a pe [1;1):
Multiplicativ convexitatea este o proprietate care intervine în unele enunţuri im-

portante ale matematicii, precum celebra teorem¼a a celor trei cercuri a lui Hadamard.
Termenul ca atare apare îns¼a aici pentru prima dat¼a. În celebra carte a lui Hardy,
Littlewood şi Polya [3] dedicat¼a studiului inegalit¼aţilor, ei fac mai multe referinţe
asupra funçtiilor multiplicativ convexe, utilizând caracterizarea lor din Lema 1 de
mai jos. Amintim aici Teorema 124, pag. 98, din [3], care apaŗtine lui S. Saks:
Fiind dat¼a o funcţie continu¼a f : I ! (0;1); log f(x) este o funcţie convex¼a de
log x dac¼a şi numai dac¼a pentru orice � > 0 şi orice subinterval compact J al lui
I, x�f(x) îşi atinge maximul pe J într-unul din capetele lui J . Cititorul interesat
de aspectele avansate ale teoriei funçtiilor multiplicativ convexe va g¼asi informaţii
utile în articolul lui P. Montel [7].
Lectura articolului de faţ¼a presupune c¼a cititorul este familiarizat cu teoria

funçtiilor convexe la nivelul de prezentare din tratatul lui M. Nicolescu [8]. Faptele
de baz¼a sunt dezb¼atute şi în tratatul nostru [9], iar Gazeta matematic¼a a prezentat
adesea articole pe tema funçtiilor convexe, pe care cititorul le va g¼asi probabil utile
în adâncirea ideilor discutate aici.
Terminologia şi notaţia sunt în acord cu Dicţionarul de analiz¼a matematic¼a [13].
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3. Rezultate generale privind funcŢiile multiplicativ convexe

Clasa funçtiilor multiplicativ convexe poate � descris¼a ca �ind constituit¼a din
acele funçtii f (açtionând pe intervale multiplicativ convexe) cu proprietatea c¼a
log f(x) este o funçtie convex¼a de log x :

Lema 1. Fie I un interval multiplicativ convex. O funcţie f : I ! (0;1) este
multiplicativ convex¼a dac¼a şi numai dac¼a������

1 log x1 log f(x1)
1 log x2 log f(x2)
1 log x3 log f(x3)

������ � 0
pentru orice x1 � x2 � x3 în I; echivalent, dac¼a şi numai dac¼a,

f(x1)
log x3f(x2)

log x1f(x3)
log x2 � f(x1)log x2f(x2)log x3f(x3)log x1

pentru orice x1 � x2 � x3 în I:

Demonstraţie. Acest rezultat este o reformulare imediat¼a a multiplicativ conve-
xit¼aţii, aplicând logaritmul celor doi membri ai inegalit¼aţii (M) şi observând c¼a
orice punct cuprins între x1 şi x3 este de forma x

1��
1 x�3 . �

Corolarul 1. Orice funcţie multiplicativ convex¼a f : I ! (0;1) admite derivate
laterale �nite în �ecare punct interior al lui I. În plus, submulţimea punctelor în
care f nu este diferenţiabil¼a este cel mult num¼arabil¼a.

Un exemplu de funçtie multiplicativ convex¼a, nederivabil¼a într-un şir de puncte,
este

exp

 1X
n= 0

j log x� nj
2n

!
:

Conform Corolarului 1, orice funçtie multiplicativ convex¼a este continu¼a pe inte-
riorul domeniului de de�ni̧tie. În prezenţa continuit¼aţii, multiplicativ convexitatea
poate � reformulat¼a în termeni de medie geometric¼a:

Teorema 1. Fie I un interval multiplicativ convex. O funcţie continu¼a f : I !
(0;1) este multiplicativ convex¼a dac¼a şi numai dac¼a

x; y 2 I ) f(
p
xy) �

p
f(x)f(y):

Demonstraţie. Necesitatea este evident¼a. Su�cienţa rezult¼a din leg¼atura dintre
multiplicativ convexitate şi convexitatea uzual¼a (notat¼a în Introducere) precum şi
din faptul binecunoscut potrivit c¼aruia, în prezenţa continuit¼aţii, mid-convexitatea
(adic¼a, convexitatea Jensen) este echivalent¼a cu convexitatea. Vezi [3]. �
Teorema 1 de mai sus relev¼a esenţa multiplicativ convexit¼aţii ca �ind convexi-

tatea în acord cu media geometric¼a; într-adev¼ar, în prezenţa continuit¼aţii, funçtiile
multiplicativ convexe sunt precis acele funçtii f : I ! (0;1) pentru care

x1; :::; xn 2 I ) f( n
p
x1:::xn) � n

p
f(x1):::f(xn):

În acest spirit, vom numi o funçtie f : I ! (0;1) multiplicativ concav¼a dac¼a
funçtia 1=f este multiplicativ convex¼a şi vom numi funçtia f multiplicativ a�n¼a
dac¼a f este de forma Cx� pentru un anume C > 0 şi un anume � 2 R:
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O ra�nare a noţiunii de convexitate multiplicativ¼a este aceea de convexitate
multiplicativ¼a în sens strict, concept care în prezenţa continuit¼aţii înseamn¼a vala-
bilitatea inegalit¼aţilor de forma

f( n
p
x1:::xn) <

n
p
f(x1):::f(xn)

exceptând cazul când x1 = ::: = xn: Evident, observaţia noastr¼a privind leg¼atura
dintre funçtiile multiplicativ convexe şi acelea convexe în sens uzual admite o ver-
siune �strict¼a�.
O clas¼a larg¼a de funçtii multiplicativ convexe în sens strict este indicat¼a în ur-

m¼atorul rezultat, care sub o form¼a echivalent¼a apare în [3], Theorem 177, pag.
125:

Propozi̧tia 1. Orice polinom P (x) cu coe�cienţi nenegativi este o funcţie multi-
plicativ convex¼a pe (0;1): Mai general, orice funcţie real analitic¼a

f(x) =
1X
n=0

cnx
n

cu coe�cienţi nenegativi este o funcţie multiplicativ convex¼a pe (0; R); unde R
reprezint¼a raza de convergenţ¼a a seriei care de�neşte funcţia f.
În plus, exceptând cazul funcţiilor Cxn (cu C > 0 şi n 2 N); acestea sunt

exemple de funcţii multiplicativ convexe în sens strict.

Exemple de funçtii real analitice veri�când ipotezele Propozi̧tiei 1 sunt:

exp; sh , ch pe (0;1)

tg; sec; cosec,
1

x
� ctgx pe (0; �=2)

� log(1� x); 1 + x
1� x pe (0; 1)

şi arcsin pe (0; 1]. Vezi orice tabel matematic de dezvolt¼ari în serie, dar sursa cea
mai autorizat¼a în materie de tabele este f¼ar¼a îndoial¼a lucrarea lui I. M. Rîjic şi I.
S. Gradştein [11].

Demonstraţie. Datorit¼a continuit¼aţii, este su�cient s¼a demonstr¼am doar prima a�r-
maţie. Pentru aceasta, s¼a presupunem c¼a P (x) =

PN
n=0 cnx

n; cu cn � 0 pentru
orice n: În acord cu Teorema 1, avem de ar¼atat c¼a

x; y > 0) (P (
p
xy))

2 � P (x)P (y);

echivalent,

x; y > 0) (P (xy))
2 � P (x2)P (y2):

Or, ultima implicaţie este o consecinţ¼a a inegalit¼aţii Cauchy-Schwarz. �

Observa̧tii. i) Dac¼a o funcţie f este multiplicativ convex¼a, atunci şi x�f(x) are
aceast¼a proprietate (oricare ar � � 2 R):
ii) În acord cu o observaţie din Introducere, o funçtie f : (0;1) ! (0;1)

este multiplicativ convex¼a (şi de dou¼a ori derivabil¼a) dac¼a şi numai dac¼a funçtia
F : R! R; F (x) = ln f(ex); este convex¼a (şi de dou¼a ori derivabil¼a). Ţinând cont
c¼a o funçtie F de dou¼a ori derivabil¼a este convex¼a dac¼a şi numai dac¼a F 00 � 0;
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rezult¼a c¼a pentru funcţiile f de dou¼a ori derivabile, multiplicativ convexitatea este
echivalent¼a cu veri�carea condiţiei

x[f(x)f 00(x)� f 0 2(x)] + f(x)f 0(x) � 0 pentru orice x > 0:

Acest fapt, care se poate adapta uşor pentru toate tipurile de intervale multi-
plicativ convexe, permite reg¼asirea tuturor exemplelor indicate mai sus ca aplicaţie
la Propozi̧tia 1.

Aplica̧tii. Propozi̧tia 1 este sursa multor inegalit¼aţi interesante. Iat¼a câteva e-
xemple, via Teorema 1:
a) (Vezi D. Mihȩt [6]). Dac¼a P este un polinom cu coe�cienţi nenegativi, atunci

P (x1):::P (xn) � (P ( n
p
x1:::xn))

n pentru orice x1; :::; xn > 0:

Aceste inegalit¼aţi extind inegalitatea clasic¼a a lui Huygens (care corespunde cazu-
lui în care P (x) = 1+x) şi complementeaz¼a o observaţie a lui C. H. Kimberling [4]
la inegalitatea lui Cebâşev:

(P (1))
n�1

P (x1:::xn) � P (x1):::P (xn)

dac¼a toţi xk sunt în (0; 1] sau toţi în [1;1):
Un enunţ similar este valabil pentru funçtiile real analitice ca în Propozi̧tia 1 de

mai sus.
b) Inegalitatea mediilor este o consecinţ¼a a convexit¼aţii multiplicative în sens

strict a funçtiei exp pe (0;1):
c) Deoarece arcsin este o funçtie multiplicativ convex¼a în sens strict pe (0; 1]; în

orice triunghi (exceptând triunghiurile echilaterale) are loc inegalitatea

sinA sinB sinC <
�
sin

3
p
ABC

�3
:

Aceasta îmbun¼at¼aţeşte binecunoscutul fapt potrivit c¼aruia

sinA sinB sinC <
3
p
3

8

exceptând cazul când A = B = C. În mod similar se poate ar¼ata c¼a

sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
<

�
sin (

1

2
3
p
ABC )

�3
şi

cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
<

�
sin (

1

2
3
p
(� �A) (� �B) (� � C) )

�3
exceptând cazul când A = B = C:
d) Deoarece funçtia tg este multiplicativ convex¼a în sens strict pe (0; �=2); în

orice triunghi neechilateral avem inegalitatea

tg
A

2
tg
B

2
tg
C

2
>

�
tg (

1

2
3
p
ABC)

�3
:

Urm¼atoarele dou¼a exemple constituie aplicaţii ale Propozi̧tiei 1 via Lema 1:

e) Dac¼a 0 < a < b < c (sau 0 < b < c < a; sau 0 < c < a < b); atunci

P (a)log cP (b)log aP (c)log b > P (a)log bP (b)log cP (c)log a
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pentru orice polinom P cu coe�cienţi nenegativi şi grad pozitiv. Aceasta comple-
menteaz¼a concluzia standard a inegalit¼aţilor de rearanjare (cf. [2], pag. 167): Dac¼a
0 < a < b < c şi degP > 0; atunci

P (a)log cP (b)log bP (c)log a = inf
�
P (a)log �(a)P (b)log �(b)P (c)log �(c)

P (a)log aP (b)log bP (c)log c = sup
�
P (a)log �(a)P (b)log �(b)P (c)log �(c)

unde � parcurge muļtimea permut¼arilor lui fa; b; cg :
f) Dac¼a 0 < a < b < c � 1 (sau 0 < b < c < a � 1; sau 0 < c < a < b � 1);

atunci

(arcsin a)
log c

(arcsin b)
log a

(arcsin c)
log b

> (arcsin a)
log b

(arcsin b)
log c

(arcsin c)
log a

(tg a)log c (tg b)log a (tg c)log b > (tg a)log b (tg b)log c (tg c)log a :

Caracterizarea integral¼a a funçtiilor multiplicativ convexe este o alt¼a surs¼a de
inegalit¼aţi:

Propozi̧tia 2. Fie ' : I ! (0;1) o funcţie multiplicativ convex¼a şi continu¼a şi �e
f : [a; b]! I o funcţie integrabil¼a. Atunci

'
�
e

1
b�a

R b
a
log f(x) dx

�
� e 1

b�a
R b
a
log'(f(x)) dx:

Demonstraţia este imediat¼a folosind sumele integrale şi observaţia care urmeaz¼a
Teoremei 1, potrivit c¼areia multiplicativ convexitatea este convexitatea în acord cu
media geometric¼a. Funçtia ' � f este integrabil¼a potrivit criteriului lui Lebesgue
de integrabilitate Riemann; funçtia f ia valori intr-un subinterval compact al lui I,
iar funçtia ' este continu¼a pe orice subinterval compact al lui I. Repetând acest
argument, deducem integrabilitatea funçtiei log (' � f) : �

4. Analogul multiplicativ al inegalit¼AŢii lui Popoviciu

Tehnica majoriz¼arii, care domin¼a studiul clasic al funçtiilor convexe, poate �
uşor adaptat¼a în contextul funçtiilor multiplicativ convexe, utilizând corespondenţa
dintre cele dou¼a clase de funçtii, aşa cum a fost ea menţionat¼a în Introducere. Ne
vom limita aici s¼a enunţ¼am analogul multiplicativ al celebrei inegalit¼aţi a lui Hardy,
Littlewood şi Polya [3] (vezi [12] pentru o remarcabil¼a demonstraţie inductiv¼a în
cazul aditiv):

Teorema 2. Fie x1 � x2 � ::: � xn şi y1 � y2 � ::: � yn dou¼a familii de numere
pozitive, dintr-un interval multiplicativ convex I, astfel încât

x1 � y1

x1x2 � y1y2

:::

x1x2:::xn�1 � y1y2:::yn�1

x1x2:::xn = y1y2:::yn:

Atunci
f(x1)f(x2):::f(xn) � f(y1)f(y2):::f(yn)

pentru orice funcţie multiplicativ convex¼a f : I ! (0;1):
Un rezultat datorat lui H. Weyl (cf. [5]) evidenţiaz¼a prototipul de pereche de

şiruri care satisface ipotezele Teoremei 2: Fiind dat¼a o matrice A 2 Mn(C) cu



CONVEXITATEA îN ACORD CU MEDIA GEOMETRIC ¼A 7

valorile proprii �1; :::�n şi numerele singulare s1; :::; sn; acestea se pot rearanja
astfel încât

j�1j � ::: � j�nj; s1 � ::: � sn�����
mY
k=1

�k

����� �
mY
k=1

sk pentru k = 1; :::; n� 1 şi

�����
nY

k=1

�k

����� =
nY

k=1

sk :

Amintim c¼a numerele singulare ale lui A sunt valorile proprii ale modulului
s¼au, jAj = (A?A)1=2; se poate ar¼ata c¼a sk = j�kj atunci când matricea A este
autoadjunct¼a. Cu totul remarcabil este faptul (descoperit de A. Horn) c¼a toate
exemplele de perechi de şiruri care veri�c¼a ipotezele Teoremei 2 se pot obţine exact
în acest mod. Vezi [5].
În acord cu Propozi̧tia 1 şi Teorema 2, cu notaţiile de mai sus,

nY
k=1

P (sk) �
nY

k=1

P (j�kj)

pentru orice polinom P cu coe�cienţi nenegativi.
O alt¼a aplicaţie a Teoremei 2, nou¼a chiar şi în contextul polinoamelor cu coe�-

cienţi nenegativi, este urm¼atoarea:

Teorema 3 (Analogul multiplicativ al inegalit¼aţii lui Tiberiu Popoviciu [10]) : Fie
f : I ! (0;1) o funcţie multiplicativ convex¼a. Atunci

f(x) f(y) f(z) f3 ( 3
p
xyz) � f2 (pxy) f2 (pyz) f2

�p
zx
�

pentru orice x; y; z 2 I: În plus, pentru funcţiile multiplicativ convexe în sens strict,
egalitatea are loc numai când x = y = z:

Demonstraţie. F¼ar¼a a micşora generalitatea, putem presupune c¼a x � y � z:
Atunci

p
xy �

p
zx � pyz şi x � 3

p
xyz � z:

Dac¼a x � 3
p
xyz � y � z; atunci concluzia dorit¼a rezult¼a din Teorema 2 aplicat¼a

pentru

x1 = x; x2 = x3 = x4 = 3
p
xyz; x5 = y; x6 = z

y1 = y2 =
p
xy; y3 = y4 =

p
xz; y5 = y6 =

p
yz

iar cazul x � y � 3
p
xyz � z se trateaz¼a similar, considerând

x1 = x; x2 = y; x3 = x4 = x5 = 3
p
xyz; x6 = z

y1 = y2 =
p
xy; y3 = y4 =

p
xz; y5 = y6 =

p
yz : �

În acord cu Teorema 3, aplicat¼a funçtiei exp, pentru orice x; y; z > 0 avem

x+ y + z

3
+ 3
p
xyz >

2

3

�p
xy +

p
yz +

p
zx
�

exceptând cazul când x = y = z:
Alte inegalit¼aţi omogene se pot obţine extinzând Teorema 3 la şiruri mai lungi

şi/sau la combinaţii convexe mai generale.

Not¼a. Cercetarea ştiinţi�c¼a din aceast¼a lucrare a fost suportat¼a în parte de Grantul
10/1998, �nanţat de CNCSU.
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