
Concursul na̧tional studeņtesc �Traian Lalescu�,
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Constantin P. Niculescu�

Edi̧tia din 2003 a tradi̧tionalului concurs �Traian Lalescu� a fost g¼azduit¼a
de Facultatea de Matematic¼a şi Informatic¼a a Universit¼aţii Ovidius din Con-
stanţa. Au participat studenţi de la Universitatea Bucureşti, Universitatea
Ovidius din Constanţa, Universitatea din Craiova, Universitatea Al. I. Cuza
din Iaşi şi Universitatea de Vest din Timi̧soara. Juriul, format din profesorii
Dumitru Buşneag, Constantin Ilioi, Mihail Megan, Constantin P. Niculescu,
Silviu Sburlan (preşedinte), Mirela Ştef¼anescu şi Ioan Vrabie, a seleçtionat ur-
m¼atoarele probleme:
Anul I.

1. Fie
X
n

xn o serie cu termeni strict pozitivi şi xn ! 0. Not¼am sn =
nX
k=1

xk.

S¼a se arate c¼a seria
X
n

xn este convergent¼a dac¼a şi numai dac¼a şirul (fsn)g)n

este convergent. (Am notat cu fxg partea fraçtionar¼a a num¼arului real x.)
2. Fie F muļtimea funçtiilor f : [0; 1]! [0; 1] cu proprietatea c¼a exist¼a dou¼a

submuļtimi nevide şi disjuncte încât [0; 1] = A [B, f(A) � B şi f(B) � A.
S¼a se studieze dac¼a F conţine funçtii continue, funçtii care admit primitive

şi funçtii cu proprietatea lui Darboux.
3. În spaţiul euclidian E3 se consider¼a, în raport cu un reper ortonormat,

dreapta (d) de ecuaţie
x+ 3

2
=
y

1
=
z + 3

2
şi familia de drepte (da) de ecuatie:

x� 2
1

=
y � 1
2

=
z � (a+ 1)

a
; pentru a 2 R.

i) S¼a se arate c¼a dreptele (da) trec printr-un punct �x.
ii) S¼a se determine a astfel încât distanţa dintre dreptele (d) şi (da) s¼a �e

maxim¼a.
4. Dou¼a p¼atrate ABCD şi ABEF au latura comun¼a AB, iar planele lor sunt

perpendiculare. Se iau pe diagonalele AC şi BF segmentele egale AM = BN .
S¼a se arate c¼a în pozi̧tia în care lungimea segmentului MN este minim¼a, MN
este perpendicular pe BF şi AC şi este paralel cu DE.
5. i) Un grup �nit (G; �) se zice ra̧tional dac¼a g � gd pentru orice d 2 N�

astfel încât (d; jGj) = 1. S¼a se arate c¼a pentru orice n 2 N� grupul (Sn; �)
este raţional, iar apoi s¼a se caracterizeze grupurile �nite şi comutative care sunt
raţionale.

�Publicat în Gazeta matematic¼a, Seria A, XXII (CI) (2004), no. 1, pp 52-54.

1



ii) S¼a se arate c¼a grupurile �nite cu proprietatea c¼a subgrupurile lor proprii
au acelaşi num¼ar de elemente sunt comutative.
iii) Pe muļtimea divizorilor naturali ai unui num¼ar natural liber de p¼atrate

s¼a se de�neasc¼a o structur¼a de inel boolean.
Anul II
1. i) S¼a se arate c¼a polinomul x2+x(y�1)+y2�1 este ireductibil in Q[x; y].
ii) Fie numerele prime 269 şi 2003. Cercetaţi ireductibilitatea lor în inelul

Z[
p
6].
2. Fie funçtia:

f(x) =

Z 1

1

t ln t

(1 + t2)x
dt; x > 1:

i) S¼a se arate c¼a f este convex¼a, descresc¼atoare şi derivabil¼a.
ii) S¼a se calculeze lim

x!1
f(x) şi lim

x!1
f(x).

3. Fie ' : [0;1)! [0;1), o funçtie continu¼a şi integrabil¼a pe [0;1).
i) S¼a se demonstreze c¼a dac¼a x : [0;1) ! R este o soluţie m¼arginit¼a a

ecuaţiei x00 + '(t) � x = 0, atunci lim
t!1

x0(t) = 0.

ii) S¼a se demonstreze c¼a ecuaţia x00 + '(t) � x = 0 are cel puţin o soluţie
nem¼arginit¼a.
4. Fie � o curb¼a parametrizabil¼a biregulat¼a, dat¼a prin parametrizarea natu-

ral¼a r : I ! R3, r = r(s) şi �e �0 curba de�nit¼a de parametrizarea rb : I ! R3,

rb(s) = r(s) +
1

k1(s)
v(s), unde k1 este curbura curbei �, iar v este versorul

normalei principale.
i) Dac¼a torsiunea curbei � este identic nul¼a, s¼a se determine versorul tan-

gentei, versorul normalei principale şi curbura curbei �0.
ii) Dac¼a f este elicea cilindric¼a dat¼a de parametrizarea r : R ! R3, r(s) =

(a cos s; a sin s; bs), (a > 0, b 6= 0), s¼a se arate c¼a curba �0 este, de asemenea, o
elice cilindric¼a.

Cea mai bun¼a prestaţie în concurs a avut-o studentul R¼azvan Iag¼ar de la
Universitatea Bucureşti, care a primit premiul I, ca şi în anul precedent.
Lista complet¼a a premianţilor, soluţiile problemelor din concurs şi baremurile

de corectare se a�¼a pe site-ul Universit¼aţii Ovidius din Constanţa. Urm¼atoarea
edi̧tie a concursului este prev¼azut¼a a avea loc în septembrie 2004.
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