
Matematica între demonstra̧tie şi algoritmi1

de Constantin P. Niculescu

Abstract. Matematica rezolv¼a o gam¼a variat¼a de probleme puse de practic¼a,
elaborând teorii abstracte şi algoritmi. Aceşti algoritmi sunt preluaţi de c¼atre
informaticieni în crearea unor produse care, prin uşurinţa cu care pot � ma-
nipulate, ne pot induce impresia greşit¼a c¼a matematica nu mai este necesar¼a
(mai r¼au, c¼a de acum înainte elevii se pot dispensa de ea). În realitate, so-
cietatea modern¼a este societatea bazat¼a pe cunoaştere şi competi̧tie, iar rolul
cunoaşterii matematicii devine tot mai important.

1. Introducere
Caracteristic societ¼aţii contemporane este utilizarea a tot mai mult produse

care încorporeaz¼a tehnica avansat¼a: telefoane cu funçtii multiple, automobile cu
computer la bord şi sistem GPS, notebookuri cu capabilit¼aţi de staţie gra�c¼a
etc. Sunt puţini îns¼a cei care conştientizeaz¼a imensul efort de cercetare ştiinţi�c¼a
care a condus la astfel de produse şi înc¼a şi mai puţini cei care înţeleg ce rol
important au matematicile în progresul ştiinţi�c şi tehnologic actual.
Înc¼a din antichitate, matematica s-a dezvoltat atât pe linia unei nevoi pro-

prii de elaborare a teoriilor care o fundamenteaz¼a, cât şi prin extinderea ariei
aplicaţiilor ei concrete.
Astfel, dator¼am Greciei antice importanţa noţiunii de demonstraţie, pre-

cum şi prima încercare de axiomatizare a geometriei. Dar tot atunci s-au pus
bazele a ceea ce azi noi numim matematica aplicat¼a. Urmând spiritul ştiinţi�c
al celebrelor ,,Elemente� ale lui Euclid, Arhimede a realizat prima modelare
matematic¼a a unui fenomen din mecanic¼a, demonstrând celebra lege a pârghiei
(cunoscut¼a empiric cu mult înaintea sa de c¼atre constructorii piramidelor).
Un timp îndelungat înv¼aţ¼amântul matematic a stat sub semnul marilor

creaţii ale antichit¼aţii, dar începând cu secolul XVIII marile progrese ale tehnicii
au impus crearea unor noi discipline precum calculul diferenţial şi integral, teo-
ria probabilit¼aţilor, ecuaţiile �zicii matematice ş.a.m.d. Ele au reliefat, cu preg-
nanţ¼a, rolul algoritmilor ca interfaţ¼a între matematic¼a şi ştiinţele aplicate.
În zilele noastre este clar c¼a demonstraţia matematic¼a î̧si p¼astreaz¼a impor-

tanţa, dar matematica nu poate �redus¼a doar la atât. Valoarea creaţiei matem-
atice nu poate � apreciat¼a decât prin prisma impactului ei, �e el teoretic sau
practic. Probabil c¼a, în viitorul imediat, vom asista atât la tendinţa matem-
aticienilor de a p¼astra segmentul calculului ştiinţi�c (care presupune algoritmi
transformaţi în programe software) cât şi tendinţa practicienilor din diferitele
ştiinţe aplicate de a-̧si însuşi elemente din matematic¼a, apte de a da suport
teoretic algoritmilor creaţi de ei.
Prin urmare, matematica utilizat¼a în aplicaţii va deveni tot mai so�sticat¼a,

iar lumea implicat¼a în manipularea unor teorii matematice, tot mai numeroas¼a.
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Vom discuta aceste aspecte pe baza unor fapte din matematica zilelor noastre
şi prin prisma propriei experienţe.

2. Ce ne înva̧t¼a ecua̧tiile algebrice
Istoriceşte, un rol important în dezvoltarea matematicii l-a avut rezolvarea

ecuaţiilor. Iat¼a dou¼a cazuri simple, dar pline de semni�caţie pentru evoluţia
noţiunii de num¼ar:

2x+ 5 = 3 (2.1)

x2 = 8: (2.2)

În primul caz suntem conduşi la numerele întregi negative. În vreme ce numerele
raţionale pozitive sunt cunoscute de circa 4000 de ani, numerele negative, ca şi
num¼arul zero, au fost introduse în urm¼a cu numai 1000 de ani. În şcoala lui
Pitagora îns¼a, se cunoştea c¼a soluţia pozitiv¼a a ecuaţiei (2.2), notat¼a

p
8; este

un num¼ar iraţional. Existenţa numerelor iraţionale precum
p
8 era legat¼a de

construçtiile geometrice (
p
8 este diagonala p¼atratului de latur¼a 2) şi deci a fost

repede acceptat¼a.
O caracteristic¼a important¼a a matematicii este generalizarea. Cazul general

al ecuaţiilor de gradul 2:
ax2 + bx+ c = 0;

(unde a 6= 0) este bazat pe observaţia c¼a:

ax2 + bx+ c = a

�
x+

b

2a

�2
+
4ac� b2
4a

;

de unde rezult¼a binecunoscutele formule pentru r¼ad¼acini:

x1;2 =
�b�

p
b2 � 4ac
2a

:

Se observ¼a c¼a ax2 + bx+ c = a(x� x1)(x� x2) şi deci:

x1 + x2 = �
b

a
şi x1x2 =

c

a
: (2.3)

Formulele (2.3) sunt un caz particular al celebrelor formule ale lui Viéte. Ele
ne dau posibilitatea s¼a calcul¼am uşor expresiile simetrice de r¼ad¼acini (precum
x41 + x

4
2); f¼ar¼a a şti concret valorile lui x1 şi x2:

A urmat apoi momentul rezolv¼arii ecuaţiilor de gradul al treilea, urmat
imediat de acela al ecuaţiilor de gradul al patrulea, prin celebrele formule ale
lui Cardano-Tartaglia şi respectiv ale lui Ferrari (ambele publicate în 1545 în
cartea ,,Ars magna� a lui Cardano). Cu acest prilej s-a v¼azut c¼a num¼arul de
soluţii ale unei ecuaţii de gradul 3 (şi respectiv 4) este 3 (respectiv 4) dac¼a
lu¼am în consideraţie şi r¼ad¼acinile complexe, iar num¼ar¼atoarea ţine seama de
multiplicit¼aţi. S¼a not¼am, totuşi, c¼a numerele complexe au fost legitimate mai
târziu, odat¼a cu interpretarea dat¼a de Wessel a punctelor din plan ca a�xe ale
numerelor complexe.
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Succesul rezolv¼arii ecuaţiilor de grad � 4 nu s-a repetat şi pentru cele de
grad � 5: (Vezi celebrul rezultat al lui N. Abel din 1826 privind imposibilitatea
rezolv¼arii în radicali a ecuaţiilor algebrice de grad � 5 (urmat de teoria lui
Galois, care l¼amurea ce ecuaţii algebrice pot � totuşi rezolubile în radicali).)
Pe de alt¼a parte, teorema fundamental¼a a algebrei (demonstrat¼a de Gauss

în 1799) ne asigur¼a c¼a orice polinom de grad n � 1; cu coe�cienţi complecşi, are
n r¼ad¼acini complexe (atunci când ţinem seama şi de multiplicitatea lor).
În acest mod a ap¼arut clar distinçtia între o teorem¼a de existenţ¼a a r¼ad¼acinilor

unei ecuaţii şi formule pentru calculul acestora.
Nu putem aminti de teoremele de existenţ¼a f¼ar¼a a menţiona aici teorema

valorii intermediare (datorate lui Bolzano şi Cauchy). Conform ei, orice polinom
de grad 5, cu coe�cienţi reali, are cel puţin o r¼ad¼acin¼a real¼a. (Vezi limitele la
�1 şi 1; care sunt de semn contrar.)
Inexistenţa formulelor generale de rezolvare a ecuaţiilor algebrice a adus

în atenţie conceptele de soluţie aproximativ¼a şi de algoritm numeric pentru
rezolvarea unei ecuaţii. Exista un predecesor notabil, algoritmul babilonian de
extragere a radicalilor. În cazul lui

p
8 el ia forma şirului recurent:

a1 = 3; an+1 =
1

2

�
an +

8

an

�
:

Exprimând a2n+1 � 8 în funçtie de a2n � 8, se ajunge la:

0 < a2n � 8 � 321�2
n�1

şi apoi la 0 < an �
p
8 � 10 � 10�3�2n�2 ; ceea ce denot¼a o vitez¼a mare de

convergenţ¼a.
Newton a fost cel care a dat o form¼a mai general¼a acestui algoritm. Algorit-

mul s¼au pentru a�area r¼ad¼acinilor unei ecuaţii de forma:

f(x) = 0;

în cazul unei funçtii f derivabile pe un interval, const¼a în considerarea re-
curenţei:

a0 = a; an+1 = an �
f(an)

f 0(an)
:

Analiza convergenţei se a�¼a în oricare din manualele de analiz¼a numeric¼a.
Rezolvarea ecuaţiilor algebrice cu coe�cienţi întregi conduce la conceptul de

num¼ar algebric. O problem¼a important¼a a antichit¼aţii a constat în a ar¼ata c¼a �
nu este algebric.
Studiul naturii numerelor este departe de a � epuizat, spre exemplu nu se

ştie dac¼a constanta lui Euler :

 = lim
n!1

�
1 +

1

2
+ :::+

1

n
� log n

�
este un num¼ar iraţional sau nu.
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Algoritmii numerici (precum cel babilonian) produc şiruri Cauchy şi se naşte
întrebarea dac¼a şirurile Cauchy de numere reale sunt întotdeauna convergente.
Acest fapt, cunoscut sub numele de teorema de completitudine a lui R; este cel
care motiveaz¼a imaginea de continuum al dreptei reale (adic¼a al unei linii f¼ar¼a
perforaţii).
Completitudinea joac¼a ast¼azi un rol important în teoriile matematice. (Vezi

cazul completitudinii spaţiilor Lebesgue Lp(R); cu 1 � p � 1: O referinţ¼a este
[6].)

3. O teorie a lui Galois pentru inegalit¼a̧ti?
Funçtiile simetrice elementare de n variabile sunt de�nite prin formulele:

e0(x1; x2; : : : ; xn) = 1
e1(x1; x2; : : : ; xn) = x1 + x2 + : : :+ xn

e2(x1; x2; : : : ; xn) =
X
i < j

xixj

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
en(x1; x2; : : : ; xn) = x1x2 : : : xn:

Utilizarea lor impune normalizarea:

Ek = Ek(x1; x2; : : : ; xn) =
ek(x1; x2; : : : ; xn)�

n
k

� :

3.1. Teorem¼a (I. Newton [4] şi C. Maclaurin [3]): Fie F un n-uplu de
numere nenegative. Atunci :
(N) E2k(F) > Ek�1(F) � Ek+1(F); 1 � k � n� 1
(M) E1(F) > E1=22 (F) > : : : > E1=nn (F)

exceptând cazul când componentele lui F coincid.
O demonstraţie se a�¼a în [2] şi [5] (care conţine şi unele extensii).
Este simplu s¼a observ¼am c¼a inegalitatea:

aE31 + bE1E2 + cE3 � 0

are loc pentru orice n-uplu F de numere nenegative (cu n � 3) dac¼a şi numai
dac¼a:

a � 0; 4a+ 3b � 0 şi a+ b+ c � 0:
(Vezi [8] pentru o suit¼a de soluţii.) Cu ocazia Congresului matematicienilor

români din 2003, am propus urm¼atoarea:
3.2. Conjectur¼a. Pentru orice num¼ar natural n � 1, muļtimea poli-

noamelor P (x1; : : : ; xn); de grad n; pozitiv omogene, simetrice şi având coe�-
cienţi reali, care iau valori nenegative pentru orice x1; : : : ; xn � 0, are un carac-
ter semi-algebric. Cu alte cuvinte, exist¼a un set Qn;1; : : : ; Qn;k(n) de polinoame
reale, cu coe�cienţi întregi, astfel c¼a un polinom de grad n; pozitiv omogen,
simetric şi real:

P (x1; : : : ; xn) = aE
n
1 + bE

n�2
1 E2 + : : : ;
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este nenegativ pentru toţi x1; : : : ; xn � 0 dac¼a şi numai dac¼a:

Qn;1(a; b; : : :) � 0 ; : : : ; Qn;k(n)(a; b; : : :) � 0:

Cazul n = 4 este rezolvat a�rmativ în lucrarea noastr¼a [8].

4. Calculul varia̧tional
P. Fermat indic¼a, în 1637, metoda sa de c¼autare a punctelor de extrem

printre punctele critice. El leag¼a determinarea punctului de minim al polino-
mului:

P (x) = x2 � 2ax+ b

de ecuaţia:
P 0(x) = x� a = 0:

Acest fapt se generalizeaz¼a uşor sub urm¼atoarea form¼a:

4.1. Teorem¼a. Fie F : Rn ! R o funcţie diferenţiabil¼a care admite în
punctul a un extrem local. Atunci :

@F

@x1
(a) = 0 ; : : : ;

@F

@xn
(a) = 0:

Dac¼a F este convex¼a, atunci acest punct este de minim global. El este unic
dac¼a F este strict convex¼a.
Determinarea faptului c¼a o funçtie este convex¼a/strict convex¼a se face cu

algoritmi bine cunoscuţi, care privesc matricea hessian¼a.
Iat¼a dou¼a aplicaţii din monogra�a [9]:
(1) Fie muļtimea deschis¼a A =

�
(x; y; z) 2 R3 j x; y > 0; xy > z2

	
: Ar¼ataţi

c¼a A este convex¼a şi c¼a funçtia:

f : A! R; f(x; y; z) =
1

xy � z2

este strict convex¼a. Deducȩti inegalitatea:

8

(x1 + x2)(y1 + y2)� (z1 + z2)2
<

1

x1y1 � z21
+

1

x2y2 � z22
;

care are loc pentru orice pereche (x1; y1; z1) şi (x2; y2; z2) de puncte distincte
din A:

(2) (Inegalitatea lui Minkowski pentru p = 0). Folosi̧ti calculul diferenţial
pentru a ar¼ata c¼a funçtia:

f : [0;1)n ! R; f(x1; : : : ; xn) = n
p
x1 � � �xn

este concav¼a şi deducȩti inegalitatea:

n
p
(x1 + y1) � � � (xn + yn) � n

p
x1 � � �xn + n

p
y1 � � � yn;
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care are loc pentru orice x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn � 0:

5. Problema program¼arii convexe
Ne propunem s¼a dezvolt¼am ideea din Teorema 4.1 în cazul unor probleme

de extrem care apar frecvent în practic¼a, urmând �del [9].
Fie f; g1; : : : ; gm : Rn ! R funçtii convexe şi diferenţiabile. Problema pro-

gram¼arii convexe (pentru aceste date) este aceea a minimiz¼arii lui f pe muļtimea
convex¼a:

X = fx 2 Rn j x � 0; g1(x) � 0; : : : ; gm(x) � 0g :
Un caz particular este problema dietei, care cere minimizarea funçtiei:

L(x) = hx; ci =
nX
j=1

cjxj

relativ la muļtimea x � 0 şi Ax � b: Aici A 2Mn(R) şi b; c 2 Rn; iar:
aij reprezint¼a conţinutul de nutrient i într-o unitate de produs alimentar

j;
bi reprezint¼a minimul zilnic necesar din nutrientul i;
cj reprezint¼a costul unei unit¼aţi de produs alimentar j;
xj reprezint¼a cantitatea de produs j în dieta zilnic¼a.

Aceast¼a problem¼a a fost rezolvat¼a de George Stigler în 1945 (şi i-a adus
în 1982 un Premiu Nobel pentru Economie). Algoritmul simplex al lui G. B.
Dantzig ne d¼a posibilitatea de a a�a cu rapiditate soluţia ei chiar şi în cazul
unui num¼ar mare de variabile.
Iat¼a şi o problem¼a teoretic¼a (de teoria aproxim¼arii) rezolubil¼a cu ajutorul

program¼arii convexe (în fapt, cu a program¼arii liniare).
Fie A = (aij)i;j 2Mm�n(R) şi b 2 Rm astfel c¼a sistemul Ax = b nu are

soluţie. Eroarea în ecuaţia de rang i este funçtia:

ei(x) =

nX
j=1

aijxj � bi:

Problema lui Cebâşev cere minimizarea erorii absolute:

X = max fjei(x)j : i = 1; : : : ;mg :

Se alege X ca o nou¼a necunoscut¼a şi ajungem la problema:

minimiz¼am X

relativ la inegalit¼aţile:

�X �
nX
j=1

aijxj � bi � X (i = 1; : : : ;m) :

6. Metoda multiplicatorilor lui Lagrange
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Trecem acum la rezolvarea problemei program¼arii convexe, pe care o abor-
d¼am ca o problem¼a de extrem condi̧tionat.
Consider¼am deci funçtia lui Lagrange asociat¼a:

F (x; y) = f(x) + y1g1(x) + � � �+ ymgm(x);

care este o funçtie de n+m variabile reale x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym (componentele
lui x şi respectiv ale lui y).
Numim punct şa al lui F orice punct (x0; y0) din Rn � Rm astfel c¼a:

x0 � 0; y0 � 0

şi:
F (x0; y) � F (x0; y0) � F (x; y0)

pentru orice x � 0; y � 0: Punctele şa ale lui F ne dau soluţii pentru problema
de programare convex¼a:
6.1. Teorem¼a. Fie (x0; y0) un punct şa pentru funcţia F . Atunci x0 este

o soluţie a problemei program¼arii convexe şi :

f(x0) = F (x0; y0):

Demonstra̧tie. Condi̧tia F (x0; y) � F (x0; y0) ne d¼a:

y1g1(x
0) + � � �+ ymgm(x0) � y01g1(x0) + � � �+ y0mgm(x0):

P¼astrând y2; : : : ; ym �xaţi şi trecând la limit¼a dup¼a y1 !1 obţinem c¼a g1(x0) �
0: Similar, g2(x0) � 0; : : : ; gm(x

0) � 0. Rezult¼a c¼a x0 apaŗtine muļtimii de
constrângeri X:
Din F (x0; 0) � F (x0; y0) şi de�ni̧tia lui X deducem c¼a:

0 � y01g1(x0) + � � �+ y0mgm(x0) � 0;

adic¼a, y01g1(x
0) + � � �+ y0mgm(x0) = 0. Astfel, f(x0) = F (x0; y0):

Deoarece F (x0; y0) � F (x; y0) pentru orice x � 0, avem:

f(x0) � f(x) + y01g1(x) + � � �+ y0mgm(x) � f(x);

pentru orice x � 0; ceea ce ne arat¼a c¼a x0 este o soluţie a problemei de progra-
mare convex¼a. �
6.2. Teorem¼a (Condi̧tiile Karush-Kuhn-Tucker). Presupunem c¼a funcţiile

f; g1; : : : ; gm sunt convexe şi diferenţiabile pe Rn: Atunci (x0; y0) este un punct
şa pentru funcţia lagrangean¼a F dac¼a şi numai dac¼a:

x0 � 0 (6.1)

@F

@xk
(x0; y0) � 0; pentru k = 1; : : : ; n (6.2)

@F

@xk
(x0; y0) = 0; dac¼a x0k > 0 (6.3)
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şi :

y0 � 0 (6.4)

@F

@yj
(x0; y0) = gj(x

0) � 0; pentru j = 1; : : : ;m (6.5)

@F

@yj
(x0; y0) = 0; dac¼a y0j > 0: (6.6)

Demonstra̧tie. Dac¼a (x0; y0) este un punct şa pentru F; atunci este clar
c¼a (6.1) şi (6.4) au loc. În plus:

F (x0 + tek; y
0) � F (x0; y0); pentru orice t � �x0k:

Dac¼a x0k = 0; atunci:

@F

@xk
(x0; y0) = lim

t!0+

F (x0 + tek; y
0)� F (x0; y0)
t

� 0:

Dac¼a x0k > 0; atunci
@F

@xk
(x0; y0) = 0 conform teoremei clasice a lui Fermat.

De o manier¼a similar¼a putem motiva (6.5) şi (6.6).
S¼a presupunem acum c¼a (6.1)-(6.6) sunt îndeplinite. Deoarece F (x; y0) este

o funçtie convex¼a şi diferenţiabil¼a de x (�ind o combinaţie liniar¼a cu coe�cienţi
pozitivi de astfel de funçtii), ea veri�c¼a ipotezele teoremei 4.1. Luând în con-
sideraţie condi̧tiile (6.1)-(6.3), ajungem la:

F (x; y0) � F (x0; y0) + hx� x0;rxF (x0; y0)i =

= F (x0; y0) +
nX
k=1

�
xk � x0k

� @F
@xk

(x0; y0) =

= F (x0; y0) +

nX
k=1

xk
@F

@xk
(x0; y0) � F (x0; y0);

pentru orice x � 0: Pe de alt¼a parte, din (6.5)-(6.6), pentru y � 0; avem:

F (x0; y) = F (x0; y0) +
mX
j=1

�
yj � y0j

�
gj(x

0) =

= F (x0; y0) +

mX
j=1

yjgj(x
0) � F (x0; y0):

Prin urmare, (x0; y0) este un punct şa pentru F . �
Exemplu. Minimiz¼am (x1 � 2)2 + (x2 + 1)2 relativ la 0 � x1 � 1 şi

0 � x2 � 2.
Aici f(x1; x2) = (x1�2)2+(x2+1)2; g1(x1; x2) = x1�1 şi g2(x1; x2) = x2�2:

Funçtia lagrangean¼a ataşat¼a problemei este:

F (x1; x2; y1; y2) = (x1 � 2)2 + (x2 + 1)2 + y1 (x1 � 1) + y2(x2 � 2);

8



iar condi̧tiile Karush-Kuhn-Tucker ne conduc la ecuaţiile:8>><>>:
x1(2x1 � 4 + y1) = 0
x2(2x2 + 2 + y2) = 0
y1 (x1 � 1) = 0
y2(x2 � 2) = 0

(6.7)

şi la inegalit¼aţile: 8>><>>:
2x1 � 4 + y1 � 0
2x2 + 2 + y2 � 0
0 � x1 � 1; 0 � x2 � 2
y1; y2 � 0:

(6.8)

Sistemul de ecuaţii (6.7) are 9 soluţii:
(1; 0; 2; 0), (1; 2; 2;�6), (1;�1; 2; 0), (0; 0; 0; 0), (2; 0; 0; 0),
(0;�1; 0; 0), (2;�1; 0; 0), (0; 0; 0;�1), (2; 0; 0;�1);

din care doar (1; 0; 2; 0) veri�c¼a şi inegalit¼aţile (6.8). Prin urmare:

inf
0�x1�1
0�x2�2

f (x1; x2) = f(1; 0) = 2:

În condi̧tii largi, problema program¼arii convexe este echivalent¼a cu a�area
punctelor şa. Avem nevoie de un rezultat ajut¼ator, important şi în sine:
6.3. Lema lui Farkas. Fie f1; : : : ; fm funcţii convexe de�nite pe o sub-

mulţime convex¼a Y din Rn: Atunci sau exist¼a un y în Y astfel încât f1(y) <
0; : : :
: : : ; fm(y) < 0; sau exist¼a numere nenegative a1; : : : ; am; nu toate zero, astfel
c¼a:

a1f1(y) + � � �+ amfm(y) � 0; pentru orice y 2 Y:
Demonstra̧tie. S¼a presupunem c¼a prima alternativ¼a nu are loc şi s¼a consi-

der¼am muļtimea:

C = f(t1; : : : ; tm) 2 Rm j (9) y 2 Y cu fk(y) < tk; (8) k = 1; : : : ;mg :

Se arat¼a imediat c¼a C este convex¼a şi c¼a C nu conţine originea lui Rm. În
acord cu Teorema Hahn-Banach de separare, C şi originea se pot separa printr-
un hiperplan, deci exist¼a scalari a1; : : : ; am nu toţi zero, astfel c¼a pentru orice
y 2 Y şi orice "1; : : : ; "m > 0 avem:

a1(f1(y) + "1) + � � �+ am(fm(y) + "m) � 0: (6.9)

P¼astrând "2; : : : ; "m �xaţi şi trecând la limit¼a dup¼a "1 ! 1; deducem c¼a
a1 � 0. Similar, a2 � 0; : : : ; am � 0: F¼acând "1 ! 0; : : : ; "m ! 0 în (6.9)
tragem concluzia c¼a a1f1(y) + � � �+ amfm(y) � 0 pentru orice y în Y . �
6.4. Teorem¼a (Condi̧tia lui Slater). Presupunem c¼a x0 este o soluţie

a problemei program¼arii convexe. Dac¼a exist¼a x� � 0 astfel c¼a g1(x
�) <

0; : : : ; gm(x
�) < 0; atunci putem g¼asi y0 în Rm pentru care (x0; y0) este un

punct şa pentru funcţia lui Lagrange F:

9



Demonstra̧tie. Conform lemei lui Farkas, aplicat¼a funçtiilor g1, . . . , gm,
f�f(x0) şi muļtimii Y = Rn+; putem g¼asi a1; : : : ; am; a0 � 0; nu toţi zero, astfel
c¼a:

a1g1(x) + � � �+ amgm(x) + a0(f(x)� f(x0)) � 0; (6.10)

pentru orice x � 0: Un moment de gândire ne arat¼a c¼a a0 > 0: Punem y0j =
aj
a0

şi y0 = (y01 ; : : : ; y
0
m): Conform (6.10) avem c¼a:

f(x0) � f(x) +
mX
j=1

y0j gj(x) = F (x; y
0);

pentru orice x � 0: În particular, pentru x = x0; aceasta ne d¼a:

f(x0) � f(x0) +
mX
j=1

y0j gj(x
0) � f(x0);

adic¼a,
mX
j=1

y0j gj(x
0) = 0; ceea ce conduce la F (x0; y0) = f(x0) � F (x; y0), pentru

orice x � 0: Pe de alt¼a parte, pentru y � 0 avem:

F (x0; y0) = f(x0) � f(x0) +
mX
j=1

yjgj(x
0) = F (x0; y);

şi deci (x0; y0) este un punct şa. �
Vom indica în continuare o aplicaţie la problema lui J. Sylvester : A�aţi cel

mai mic disc care include o mulţime dat¼a de puncte din plan.
Presupunem c¼a punctele date sunt a1; : : : ; am: Ele se a�¼a într-un disc de

centru x şi raz¼a r dac¼a:

kak � xk2 � r2; 8 k = 1; : : : ;m: (6.11)

Avem de a�at x şi r astfel ca r s¼a �e minim. Notând:

x0 =
1

2

�
r2 � kxk2

�
;

putem înlocui constrângerile p¼atratice (6.11) cu unele liniare:

x0 + hak; xi � bk; pentru k = 1; : : : ;m:

Aici bk =
kakk2
2

: În acest mod, problema lui Sylvester devine o problem¼a de

programare p¼atratic¼a:

minimiz¼am 2x0 + x
2
1 + x

2
2;

relativ la m inegalit¼aţi liniare:

x0 + ak1x1 + ak2x2 � bk; k = 1; : : : ;m:

10



Exerci̧tii. (1) Minimizaţi x2 + y2 � 6x � 4y; relativ la x � 0; y � 0 şi
x2 + y2 � 1:
(2) Deducȩti din lema lui Farkas teorema fundamental¼a a proceselorMarkov :

Fie (pij)i;j 2Mn(R) o matrice cu coe�cienţii nenegativi, astfel c¼a:

nX
i=1

pij = 1; 8 j = 1; : : : ; n:

Atunci exist¼a un vector x 2 Rn+ pentru care:

nX
j=1

xj = 1 şi
nX
j=1

pijxj = xi; 8 i = 1; : : : ; n:

(3) (O variant¼a a lemei lui Farkas). Urm¼atorul rezultat este un analog al
alternativei lui Fredholm pentru inegalit¼aţi liniare. Fie A o matrice real¼a m�n
dimensional¼a şi �e b un vector din Rm. Atunci are loc una şi numai una din
urm¼atoarele dou¼a alternative:
i) sistemul Ax = b are o soluţie x 2 Rn+ ;
ii) exist¼a un vector y 2 Rn astfel încât A?y 2 Rm+ şi hy; bi < 0:

7. Appendix privind inegalit¼a̧tile neliniare
Lema lui Farkas se poate aborda prin tehnici simple, legate de teorema lui

Fermat :
7.1. Teorem¼a. Fie a1; : : : ;am vectori din Rn astfel c¼a hx;aki � 0 pentru

orice k are loc numai dac¼a x = 0: Atunci exist¼a numere pozitive �k astfel încâtX
k

�kak = 0:

Demonstra̧tie. Consider¼am funçtia:

f(x) =
mX
k=1

ehx;aki:

S¼a observ¼am c¼a � = inffsupkhx;aki : kxk = 1g > 0 şi c¼a f(x) > er� dac¼a
kxk = r: Prin urmare, pentru kxk � (logm) =�; atunci f(x) > m = f(0): Deci
minimul lui f pe bila de centru 0 şi raz¼a (logm) =� se atinge într-un punct
interior x0: Conform teoremei lui Fermat :

@f

@xj
(x0) =

mX
k=1

ehx
0;akiakj = 0;

pentru orice j şi putem alege �k = ehx
0;aki: �

7.2. Teorem¼a. Fie a1; : : : ;am;b vectori din Rn astfel c¼a hx;aki � 0
pentru orice k implic¼a hx;bi � 0. Atunci exist¼a numere reale �k astfel încât
b =

X
k

�ka:
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Demonstra̧tie. Se consider¼a funçtia:

f(x) = �hx;bi+
mX
k=1

ehx;aki

şi se aplic¼a urm¼atoarea lem¼a (ce exprim¼a existenţa punctelor ,,aproape critice�):

7.3. Lem¼a. Fie f : Rn ! R o funcţie m¼arginit¼a inferior, care admite
derivate parţiale continue. Atunci, pentru orice " > 0 exist¼a un punct x0 astfel
c¼a: ���� @f@xk (x0)

���� < ":
Demonstra̧tie. Ad¼augând o constant¼a, putem presupune c¼a f > 0: Alegem

� > 0 astfel c¼a 0 < � <
"2

4f(0)
: Funçtia g(x) = f(x) + �hx;xi are un minim în

x0, ceea ce conduce la faptul c¼a:

@g

@xj
(x0) =

@f

@xj
(x0) + 2�x0j = 0;

pentru orice j: Dar �hx0;x0i � f(x0) + �hx0;x0i � f(0) de unde rezult¼a c¼a:���� @f@xj (x0)
���� = 2� ��x0j �� � 2�phx0;x0i � 2p�f(0) < ": �

8. În loc de Epilog
Creşterea rolului computerelor în viaţa economic¼a şi social¼a a putut crea

iluzia c¼a matematica poate � masiv ocolit¼a şi c¼a studiul ei nu mai este util.
În vreme ce chestiunea aceasta a fost rapid l¼amurit¼a în str¼ain¼atate, revenindu-
se cu picioarele pe p¼amânt, în România s-a ajuns pân¼a acolo c¼a în 2005 pla-
nurile de înv¼aţ¼amânt pentru facult¼aţile economice nu includ nici un curs speci�c
de calcul diferenţial şi integral, de algebr¼a liniar¼a sau de geometrie analitic¼a,
considerându-se c¼a abilitatea de a folosi programe precum Matlab sau Maple
poate � su�cient¼a. Drept care matematica a fost redus¼a la un singur curs gen-
eral, de doar un semestru, prev¼azut cu dou¼a ore de predare!
Din p¼acate un tablou la fel de îngrijor¼ator se petrece în facult¼aţile de ştiinţe,

precum şi în cele inginereşti.
Am greşi îns¼a considerabil, atribuind întreaga vin¼a pentru situaţia de mai

sus economi̧stilor, inginerilor ş.a.m.d.
Cufundaţi prea mult în contemplarea propriei lor lumi interioare, matem-

aticienii s-au trezit izolaţi, uitând c¼a nu societatea trebuie s¼a vin¼a la ei, ci ei
s¼a vin¼a în întâmpinarea nevoilor societ¼aţii. Iat¼a de ce este imperios necesar¼a o
privire lucid¼a asupra situaţiei prezente şi o regândire curajoas¼a a obiectivelor
matematicii atât la nivelul cercet¼arii cât şi al înv¼aţ¼amântului.
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