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Abstract. Lucrarea discut¼a diferite generaliz¼ari ale Lemei Riemann-Lebesgue,
legate de extensia clasei funcţiilor periodice.

O lucrare relativ recent¼a a domnilor R. Ani̧sca, Fl. Popovici şi M. Bencze [1]
aduce în discuţie urm¼atoarea form¼a a Lemei Riemann-Lebesgue din Analiza armo-
nic¼a:

Teorema 1. Fie f : [a; b] ! R o funcţie integrabil¼a Lebesgue şi �e ' : R! C o
funcţie continu¼a şi periodic¼a (de perioad¼a T > 0). Atunci:

lim
n!1

Z b

a

f(x)'(nx) dx =
1

T

Z T

0

'(x) dx �
Z b

a

f(x) dx:

Varianta clasic¼a a Lemei Riemann-Lebesgue reprezint¼a cazul particular când
'(x) = eix; caz în care concluzia se poate rescrie în forma mai familiar¼a,

lim
n!1

Z b

a

f(x) cosnx dx = lim
n!1

Z b

a

f(x) sinnx dx = 0:

Pe de alt¼a parte, Teorema 1 se poate deduce imediat din acest caz particular,
folosind Teorema lui Weierstrass, de aproximare a funçtiilor continue şi periodice
prin polinoame trigonometrice; vezi [4], Teorema 6.4.2, p. 279.
Cum rostul acestei leme (şi al generaliz¼arii sale) nu este în matematica elemen-

tar¼a, demonstraţia cazului particular când funçtia f este doar integrabil¼a Riemann
r¼amâne doar un exerci̧tiu de abilitate. În aplicaţiile serioase este nevoie de l¼ar-
girea clasei de funçtii integrabile, iar clasa Lebesgue reprezint¼a din multe puncte
de vedere primul cadru optim.
Lema Riemann-Lebesgue este crucial¼a în stabilirea criteriilor uzuale de conver-

genţ¼a punctual¼a a seriilor Fourier trigonometrice la funçtiile care le-au generat,
precum şi în stabilirea principiului lui Riemann, al localiz¼arii. Vezi de exemplu [4],
pp. 461-463. O prezentare foarte competent¼a a acestei problematici este aceea din
monogra�a lui T. Ganea, Serii trigonometrice, ap¼arut¼a la Ed. Tehnic¼a în 1956.
Teorema 1 conţine unele restriçtii ne necesare, de care cititorul trebuie s¼a �e

conştient.
Vom începe prin a aminti o generalizare natural¼a a conceptului de funçtie perio-

dic¼a, care îi apaŗtine matematicianului danez Harald Bohr (fratele binecunoscutului
laureat al premiului Nobel, �zicianul Niels Bohr). Numim polinom trigonometric
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orice funçtie de forma
nX

k=0

cke
i�kt

unde ck 2 C şi �k 2 R pentru k 2 f0; :::; ng (n 2 N):
O funçtie f : R! C se zice c¼a este aproape periodic¼a dac¼a se poate aproxima

uniform prin polinoame trigonometrice, deci dac¼a pentru orice " > 0 putem g¼asi un
polinom trigonometric P" cu proprietatea c¼a

jf(x)� P"(x)j < " pentru orice x 2 R:

Fiind limite uniforme de funçtii continue şi m¼arginite, funçtiile aproape periodice
sunt continue şi m¼arginite.
Funçtii extrem de familiare precum cos

p
2x+sinx; sunt aproape periodice f¼ar¼a

a � periodice; vezi faptul c¼a

sup
x2R

�
cos

p
2x+ sinx

�
= 2

f¼ar¼a ca acest supremum s¼a �e atins!
Teoria funçtiilor aproape periodice este foarte frumos expus¼a în monogra�a dom-

nului C. Corduneanu [2].
Muļtimea funçtiilor aproape periodice f : R! C constituie un spaţiu vectorial,

notat AP(R), în raport cu operaţiile uzuale de adunare şi înmuļtire cu scalari a
funçtiilor. Este util s¼a consider¼am un spaţiu şi mai larg, QAP(R), al funçtiilor
quasi-aproape periodice, adic¼a al funçtiilor f : R! C continue şi m¼arginite care
sunt limite uniforme de transformate Fourier de m¼asuri Boreliene m¼arginite; s¼a
not¼am c¼a, de exemplu, funçtia gaussian¼a 1p

2�
e�x

2=2 apaŗtine lui QAP(R) (�ind
propria sa transformat¼a Fourier) dar nu apaŗtine şi lui AP(R).
Media temporal¼a a unei funçtii ' : R! C local integrabile (adic¼a integrabil¼a pe

orice subinterval compact) se de�neşte prin formula

Mtemp(') = lim
T !1

1

2T

Z T

�T
'(t) dt:

sub rezerva c¼a limita din membrul drept exist¼a.
Un rezultat important în teoria funçtiilor aproape periodice este existenţa mediei

temporale. Vezi [2], pp. 30-31. Mai general, are loc urm¼atorul rezultat:

Teorema 2 (Lema Riemann-Lebesgue generalizat¼a). Orice ' 2QAP(R) admite
medie temporal¼a şi

(RL) lim
j�j!1

Z
R
f(x)'(�x) dx =Mtemp(') �

Z
R
f(x) dx

pentru orice funcţie f : R! C; integrabil¼a Lebesgue.

Demonstraţie. Ca urmare a aproxim¼arii uniforme, ne putem limita la situaţia când

'(t) =

Z
R
e�i!td�(!)
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caz în care

Mtemp(') = lim
T !1

1

2T

Z T

�T
'(t) dt

= lim
T !1

Z
R

 
1

2T

Z T

�T
e�i!tdt

!
d�(!)

= lim
T !1

Z
R

sin!T

!T
d�(!) = �(f0g);

datorit¼a Teoremei lui Lebesgue, a convergenţei dominate. R¼amâne de stabilit ega-
litatea din enunţ. Folosind densitatea subspaţiului funçtiilor etajate şi liniaritatea
integralei, este su�cent s¼a ne restrângem la cazul când f este funçtia caracteristic¼a
a unui interval m¼arginit, de exemplu, f = �[a;b]: Or, în acest caz avem

lim
j�j!1

Z
R
�[a;b] (x)'(�x) dx = lim

j�j!1

Z b

a

�Z
R
e�i!�xd�(!)

�
dx

= lim
j�j!1

Z
R

 Z b

a

e�i!�xdx

!
d�(!)

= �(f0g)(b� a) =Mtemp(') �
Z
R
f(x) dx;

ţinând seama de relaţia de mai sus, de Teorema convergenţei dominate, precum şi
de faptul c¼a

lim
j�j!1

Z b

a

e�i!�xdx =

�
0; dac¼a ! 6= 0
b� a; dac¼a ! = 0: � :

Corolarul 1. Dac¼a ' : R! C este o funcţie periodic¼a, de perioad¼a T , atunci

Mtemp(') =
1

T

Z T

0

'(t) dt:

Pentru funçtiile f : [a; b]! C integrabile Lebesgue se poate de�ni media spaţial¼a
prin formula

Msp(f) =
1

b� a

Z b

a

f(x) dx:

Corolarul 2. Fie f : [a; b] ! C o funcţie integrabil¼a Lebesgue şi �e ' : R! C o
funcţie quasi-aproape periodic¼a. Atunci

lim
j�j!1

 
1

b� a

Z b

a

f(x)'(�x) dx

!
=Msp(f) �Mtemp('):

Particularizând acest rezultat la cazul funçtiilor caracteristice, deducem c¼a e-
senţa formulei (RL) din Lema Riemann-Lebesgue generalizat¼a este aceea de �asimp-
totic egal¼a distribuire�a valorilor funçtiei ' în sensul c¼a

lim
j�j!1

1

(b� a) �

Z b�

a�

'(x) dx =Mtemp(')

pentru orice a < b:
Folosind Teorema Radon-Nikodým, putem reformula Teorema 2 astfel:
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Corolarul 3. Fie P o m¼asur¼a Radon de probabilitate pe R (absolut continu¼a în
raport cu m¼asura Lebesgue) şi �e ' 2QAP(R). Atunci

lim
j�j!1

Z
R
'(�x) dP (x) =Mtemp('):

Dac¼a P nu este absolut continu¼a, atunci a�rmaţia din Corolarul 3 poate s¼a nu
mai �e adev¼arat¼a. De exemplu, pentru P = �(x� 1); avem

lim
j�j!1

Z
R
'(�x) dP (x) = lim

j�j!1
'(�)

care nu exist¼a dac¼a ' este periodic¼a şi neconstant¼a.
Legat de Teorema 2, este urm¼atorul fapt:

Teorema 3. Fie � o m¼asur¼a borelian¼a m¼arginit¼a pe R şi �e ' : R! C o funcţie
m¼asurabil¼a Borel şi m¼arginit¼a, care admite medie temporal¼a. Atunci funcţia F :
� !

R
R '(�x) d�(x) admite de asemenea medie temporal¼a şi aceasta este egal¼a cu

'(0)�(f0g) +Mtemp(')�(Rnf0g).
Demonstraţie: Într-adev¼ar,

lim
T !1

1

2T

Z T

�T

�Z
R
'(�x) d�(x)

�
d� = lim

T !1

Z
R

 
1

2T

Z T

�T
'(�x) d�

!
d�(x)

şi
1

2T

Z T

�T
'(�x) d� =

(
1

2T jxj
R T jxj
�T jxj '(�)d�; dac¼a x 6= 0

'(0); dac¼a x = 0

ceea ce potrivit Teoremei convergenţei dominate conduce la concluzia din enunţ. �
Putem lega Teorema 2 de posibilitatea generaliz¼arii transformatei Fourier.
S¼a not¼am cu C1(R) spaţiul vectorial al tuturor funçtiilor continue f : R! C;

cu proprietatea c¼a au limit¼a �nit¼a la �1 şi la 1: Este binecunoscut c¼a asemenea
funçtii sunt uniform continue şi m¼arginite. Vezi [4], pag. 199, Corolarul 4.4.10.
Pentru ' 2QAP(R), consider¼am transformarea liniar¼a

T' : L
1(R)! C1(R); T'(f)(�) =

Z
R
f(x)'(�x) dx;

corectitudinea de�ni̧tiei lui T' este asigurat¼a de Teorema 2. Când ' = eix; T'
reprezint¼a transformata Fourier uzual¼a. Ar � interesant de stabilit dac¼a aceast¼a
generalizare are aplicaţii concrete la studiul ecuaţiilor diferenţiale.
Doamna Silvia-Otilia Corduneanu (de la Universitatea Tehnic¼a �Gh. Asachi�

din Iaşi) ne-a atras atenţia asupra lucr¼arilor lui C. Zhang [5], care pun în evidenţ¼a
clasa aşa numitelor funçtii pseudo-aproape periodice. O funçtie f : R! C se zice
c¼a este pseudo-aproape periodic¼a dac¼a este continu¼a şi m¼arginit¼a şi se poate scrie
ca suma dintre o funçtie aproape periodic¼a şi o funçtie continu¼a şi m¼arginit¼a, a
c¼arui modul are media temporal¼a 0. Conform discuţiei de mai sus, orice funçtie
pseudo-aproape periodic¼a admite medie temporal¼a. Aşa cum a observat C. Zhang,
aceste funçtii admit primitive pseudo-aproape periodice.
Funcţiile quasi-aproape periodice sunt de asemenea pseudo-aproape periodice.

Aceast¼a incluziune este strict¼a. Într-adev¼ar, funçtiile quasi-aproape periodice sunt
uniform continue, în vreme ce exist¼a funçtii pseudo-aproape periodice care nu au
aceast¼a proprietate.
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