ASUPRA LEMEI RIEMANN-LEBESGUE

CONSTANTIN P. NICULESCU SI DAN TUDOR VUZA

ABSTRACT. Lucrarea discutd diferite generalizari ale Lemei Riemann-Lebesgue,
legate de extensia clasei functiilor periodice.

O lucrare relativ recentd a domnilor R. Anigca, F1. Popovici si M. Bencze [1]
aduce in discutie urmatoarea forma a Lemei Riemann-Lebesgue din Analiza armo-
nica:

Teorema 1. Fie f : [a,b] — R o functie integrabila Lebesgue si fie ¢ : R — C o
functie continud si periodica (de perioada T > 0). Atunci:

b T b
1
lim f@)p(nx)de = = / o(z)dx - / f(z) da.

Varianta clasicd a Lemei Riemann-Lebesgue reprezintd cazul particular cand
p(xz) = e, caz in care concluzia se poate rescrie in forma mai familiara,

b b
lim f(z) cosnzdx = lim f(z) sinnzdz = 0.

n— oo
a a

Pe de altd parte, Teorema 1 se poate deduce imediat din acest caz particular,
folosind Teorema lui Weierstrass, de aproximare a functiilor continue si periodice
prin polinoame trigonometrice; vezi [4], Teorema 6.4.2, p. 279.

Cum rostul acestei leme (si al generalizarii sale) nu este in matematica elemen-
tard, demonstratia cazului particular cand functia f este doar integrabild Riemann
ramane doar un exercitiu de abilitate. In aplicatiile serioase este nevoie de lir-
girea clasei de functii integrabile, iar clasa Lebesgue reprezinta din multe puncte
de vedere primul cadru optim.

Lema Riemann-Lebesgue este cruciald in stabilirea criteriilor uzuale de conver-
gentd punctuald a seriilor Fourier trigonometrice la functiile care le-au generat,
precum si in stabilirea principiului lui Riemann, al localizirii. Vezi de exemplu [4],
pp. 461-463. O prezentare foarte competentd a acestei problematici este aceea din
monografia lui T. Ganea, Serii trigonometrice, aparuta la Ed. Tehnica in 1956.

Teorema 1 contine unele restrictii ne necesare, de care cititorul trebuie sa fie
congtient.

Vom incepe prin a aminti o generalizare naturala a conceptului de functie perio-
dicd, care ii apartine matematicianului danez Harald Bohr (fratele binecunoscutului
laureat al premiului Nobel, fizicianul Niels Bohr). Numim polinom trigonometric
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orice functie de forma
n
Z et
k=0

unde ¢ € C si Ay € R pentru k € {0,...,n} (n € N).

O functie f : R — C se zice ca este aproape periodicd dacéd se poate aproxima
uniform prin polinoame trigonometrice, deci dacd pentru orice € > 0 putem gasi un
polinom trigonometric P. cu proprietatea ca

|f(z) — P.(x)] < e pentru orice z € R.

Fiind limite uniforme de functii continue si méarginite, functiile aproape periodice
sunt continue si marginite.

Functii extrem de familiare precum cos V2 z +sin x, sunt aproape periodice fars
a fi periodice; vezi faptul ca

sup (cos V22 + sin x) =2
z€R

fard ca acest supremum si fie atins!

Teoria functiilor aproape periodice este foarte frumos expuséa in monografia dom-
nului C. Corduneanu [2].

Multimea functiilor aproape periodice f : R — C constituie un spatiu vectorial,
notat AP(R), in raport cu operatiile uzuale de adunare gi inmultire cu scalari a
functiilor. Este util s& considerfm un spatiu si mai larg, QAP(R), al functiilor
quasi-aproape periodice, adicd al functiilor f : R — C continue si marginite care
sunt limite uniforme de transformate Fourier de masuri Boreliene marginite; sa
notam ca, de exemplu, functia gaussiand \/% e~ /2 apartine lui QAP(R) (fiind
propria sa transformatd Fourier) dar nu apartine si lui AP(R).

Media temporald a unei functii ¢ : R — C local integrabile (adicd integrabild pe
orice subinterval compact) se definegte prin formula

S
Miemp(p) = ThﬁmOO T /T (t) dt.

sub rezerva ca limita din membrul drept exista.
Un rezultat important in teoria functiilor aproape periodice este existenta mediei
temporale. Vezi [2], pp. 30-31. Mai general, are loc urmétorul rezultat:

Teorema 2 (Lema Riemann-Lebesgue generalizatd). Orice ¢ €QAP(R) admite
medie temporald §i

(RL) Jim /R £(@) p(Ex) da = Miomp() - /R (@) do

|€]— o0

pentru orice functie f: R — C, integrabila Lebesgue.

Demonstratie. Ca urmare a aproximarii uniforme, ne putem limita la situatia cand

o) = [ (o)



caz in care

N
Miewple) = Jim [ ettyar

L T
: —iwt
i /]R 5T /_Te dt | du(w)

lim / ML ) = n{0)),

T — oo

datorita Teoremei lui Lebesgue, a convergentei dominate. Ramane de stabilit ega-
litatea din enunt. Folosind densitatea subspatiului functiilor etajate si liniaritatea
integralei, este suficent sa ne restrangem la cazul cand f este functia caracteristica
a unui interval marginit, de exemplu, f = x[,4)- Or, in acest caz avem

b
lim (/ e‘iwgzdu(w)> dz
|§]— oo a R

b
= im e~ WET g w
B \E}HOO R(/a ! >du( )
= W{O})(b— a) = Myerp () - / f(z) de,

tindnd seama de relatia de mai sus, de Teorema convergentei dominate, precum gi
de faptul ca

fm - Xaw (@) p(&2) do

[§]— o0

b
lim e W g = {

[€]— oo a

0, dacd w # 0
b—a, daciw=0.1

Corolarul 1. Dacid ¢ : R — C este o functie periodica, de perioadda T, atunci

Mtemp(SD) = %/O (,O(t) dt.

Pentru functiile f : [a,b] — C integrabile Lebesgue se poate defini media spatiali
prin formula

b
M) = 5= [ f@)de

Corolarul 2. Fie f : [a,b] — C o functie integrabila Lebesque si fie ¢ : R — C o
functie quasi-aproape periodicd. Atunci

b
\élhinoo (b i a / f(z)p(éx) dm) B Msp(f) : Mtemp(@)~

Particularizand acest rezultat la cazul functiilor caracteristice, deducem ca e-
senta formulei (RL) din Lema Riemann-Lebesgue generalizatd este aceea de ” asimp-
totic egala distribuire” a valorilor functiei ¢ in sensul ca

1 /b5
im — z)dr = Miem
el moo (b—a) € o o(z) temp ()
pentru orice a < b.
Folosind Teorema Radon-Nikodym, putem reformula Teorema 2 astfel:
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Corolarul 3. Fie P o masurd Radon de probabilitate pe R (absolut continud in
raport cu masura Lebesgue) si fie ¢ € QAP(R). Atunci

lim @(ﬁl‘) dP(.’E) = Mtemp(sp)
1€l =00 Jr

Daca P nu este absolut continud, atunci afirmatia din Corolarul 3 poate si nu
mai fie adeviratd. De exemplu, pentru P = §(z — 1), avem

Jim [ g(ex)ap@) = Jim ()

care nu exista daca ¢ este periodica si neconstanta.

Legat de Teorema 2, este urmétorul fapt:
Teorema 3. Fie p o masurda boreliand marginitd pe R gi fie ¢ : R — C o functie
masurabila Borel si marginita, care admite medie temporala. Atunci functia F :
& — f]R (&x) du(x) admite de asemenea medie temporala si aceasta este egald cu

P(0)u({0}) + Miemp(0) n(R\{0}).

Demonstratie. Intr-adevir,
IR I
Jm o [ ( / sa(fx)du(w)> dg = lim_ (2T / Tso<sz>d5> ()

' p(&x) dE = { 2T|x| fTi‘“ﬁm p(&)de¢, dacd x #£0

daca z =0

si

2T
ceea ce potrivit Teoremei convergentei domlnate conduce la concluzia din enunt. W

Putem lega Teorema 2 de posibilitatea generalizirii transformatei Fourier.

S& notdm cu C(R) spatiul vectorial al tuturor functiilor continue f : R — C,
cu proprietatea cd au limita finitd la —oo si la co. Este binecunoscut cd asemenea
functii sunt uniform continue gi marginite. Vezi [4], pag. 199, Corolarul 4.4.10.

Pentru ¢ €QAP(R), considerdm transformarea liniard

T, : I'(R) — Co(R), To(f)(E) = / f(z) p(Ex) da

corectitudinea definitiei lui 7}, este asiguratd de Teorema 2. Cand ¢ = €', T,
reprezintd transformata Fourier uzuald. Ar fi interesant de stabilit dacd aceast&
generalizare are aplicatii concrete la studiul ecuatiilor diferentiale.

Doamna Silvia-Otilia Corduneanu (de la Universitatea Tehnicd ”Gh. Asachi”
din Tagi) ne-a atras atentia asupra lucrdrilor lui C. Zhang [5], care pun in evidentd
clasa aga numitelor functii pseudo-aproape periodice. O functie f : R — C se zice
ca este pseudo-aproape periodica dacad este continud si marginitd si se poate scrie
ca suma dintre o functie aproape periodicd si o functie continud si marginitd, a
carui modul are media temporald 0. Conform discutiei de mai sus, orice functie
pseudo-aproape periodicd admite medie temporald. Aga cum a observat C. Zhang,
aceste functii admit primitive pseudo-aproape periodice.

Functiile quasi-aproape periodice sunt de asemenea pseudo-aproape periodice.
Aceastd incluziune este strictd. Intr-adevir, functiile quasi-aproape periodice sunt
uniform continue, in vreme ce existd functii pseudo-aproape periodice care nu au
aceasta proprietate.
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